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Resumo

O objetivo deste trabalho é contar um pouco sobre o surgimento e desenvolvimento
do Teorema Fundamental da Algebra, tendo como enredo o contexto histérico e for-
malizacao dos Numeros Complexos, que se mistura com este teorema. Levando em
consideracao o rigor matematico na construcao deste corpo, o qual ofereceu estrutura
para a consolidacao deste teorema. Este trabalho busca alcancar uma demonstracao
mais acessivel, devido a sua presenca necessaria no Ensino Médio, mas de forma “axi-

omatica’.

Palavras-chave

Ntmeros Complexos, Teorema Fundamental da Algebra



Abstract

The objective of this work is to tell a little bit about the emergence and development
of the Fundamental Theorem of Algebra, having as plot the historical context and
the formalization of Complex Numbers, which mixes with this theorem. Considering
the mathematical rigor in the construction of this subject, which offered structure
for the consolidation of this theorem. This work aims to achieve a more accessible
demonstration, due to their necessary presence in high school, but in an “axiomatic”

form.

Keywords

Complex numbers, Fundamental theorem of Algebra.
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1 Introducao

Nestes vinte e trés anos envolvido com o ensino da matematica, algumas coisas
tém nos chamado a atencado: as transformacoes aceleradas em nossa sociedade, os
avancos tecnologicos e as estruturas educacionais. Por esta tltima, este trabalho tem
por objetivo contribuir na formacao continuada de docentes, apoiando-se na abordagem
historica da construcao dos conteiidos matematicos, que tem como acao extensiva,
envolver e motivar o corpo discente.

(D’AMBROSIO, 1996) “Uma percep¢io da histdria da matemdtica é essencial em
qualquer discussao sobre a matemdtica e o seu ensino. A histéria da matemdtica €
um elemento fundamental para perceber como teorias e prdticas matemdticas foram
criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto especifico de sua época.”

A teoria dos numeros complexos abordada no ensino médio, da subsidio para a
demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra, evidentimente que sua demons-
tracao requer argumentos que nao podem ser feitos de modo preciso no ensino médio.
Segundo (LIMA, 2006) “Mas é interessante que pelo menos o professor tenha uma ideia
sobre como demonstrd-lo.”

Entao o escopo deste trabalho versa sobre a histéria do Teorema Fundamental da
Algebra que se funde ao surgimento e aceitacio dos nimeros complexos, onde apresen-
tamos na Secao 2 indicios e as primeiras observacoes significativas dessa nova espécie
de nimeros. Temos ainda os algebristas italianos do século XVI, desenvolvendo 4lgebra
em meio a ambiente de tramas, segredos revelados e desafios publicos. Na Secao 3 colo-
camos uma linha do tempo para a consolidacdo do Teorema Fundamental da Algebra,
para instrumentalizarmos a sua demonstragao. Apresentamos na Sec¢ao 4 o conjuntos
dos niimeros complexos que servird de estrutura para boa parte da demonstracao, es-
tes nimeros sao apresentados com rigor teoérico, que acreditamos ser necessario para o
professor, mesmo nao sendo usado com a mesma dosagem em sala de aula do ensino
médio, sempre carregado quando possivel de sua historia, tirando aquela visao de que
matemética é algo divinamente inspirada que se achegou a n6s de forma magica, pronta
e acabada.

Na Secao 5 apresentamos conceitos de continuidade, completude dos niimeros reais
e o teorema de Bolzano-Weierstrass que garante que em toda funcao continua definida
em um disco compacto em R?, possuir minimo nesse disco. Na sequéncia, fazemos uma
andlise do comportamento de um polinomio real de grau n no infinito que juntamente

com a desigualdade triangular, permite estudarmos o comportamento de um polinémio
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complexo no infinito, culminando com a demonstracao do Teorema Fundamental da
Algebra. Em seguida aplicamos o Teorema Fundamental da Algebra na demonstracio
do Teorema da Decomposicao e nas relacoes entre coeficientes e raizes de uma equacao,
conhecida também por relagao de Girard. Na Sec¢ao 6 criamos um roteiro de atividades
com estratégias e interatividade com um programa de Geometria dinamica obedecendo
a ordem deste trabalho, procurando deixa-lo de tal forma que facilite a sua reproducao
em sala de aula. Finalmente na Secao 7, externamos as nossas consideracoes finais
concluindo que o foco deste trabalho é uma demonstragao do Teorema Fundamental
da Algebra motivada pela sua apresentacio axioméatica no ensino médio, valorizando a
histéria do Teorema Fundamental da Algebra que se funde ao dos niimeros complexos,
sendo este possuidor de aplicagoes na Geometria e na Trigonometria que pode ser mais

explorado no ensino médio.

2 Equacoes Algébricas na Antiguidade

Na antiguidade os problemas eram equacionados por meio de formas geométricas,
evidentemente suas solucoes tinham que existir no mundo real, ha registros de situagoes
que nao haviam interpretacoes concretas no mundo da natureza, exemplo disso: Heron
de Alexandria (c. 75 d.C.), ao determinar o volume de um tronco de cone, depara com
a raiz quadrada de 81 — 144.

Bhaskara Acharya, matematico hindu (486 d.C.), escreveu: “O quadrado de um
niimero positivo, assim como de um nimero negativo, é positivo, e a raiz quadrada de
um nimero positivo é bivalente, positiva e negativa; nao existe raiz quadrada de um
numero negativo, pois um nimero negativo nao ¢ um quadrado”.

Mahavira Acharya, matematico hindu (850 d.C.), escreveu: “Como na natureza,
uma (quantidade negativa) nao é uma (quantidade) quadrada”.

Com essa exigéncia da interpretacao geométrica “da concretude”, as equacoes do
segundo grau nao motivaram os matematicos a aceitacao de tal campo numérico, pois
na resolucao das mesmas, quando surgia uma raiz quadrada de um ntmero negativo,
era vista como prova de que o problema nao tinha solucao, exemplo disso é visto em

Arithmética de Diofanto ! (275 d.C.), cujo problema é determinar os lados de um

'Matemaético grego, nascido entre 201 e 215 a.C. morreu entre 285 e 299, autor de uma série de

livros chamado Aritmética, muitos destes perdidos.
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triangulo retangulo de area 7 e perimetro 12.
Vejamos uma resolucao:
Sejam x e y os comprimentos dos catetos, temos:
LY

7:7 e 2°+y* = (12—z —y)>

Desenvolvendo a segunda equacao temos 12x + 12y = 72 + xy e nesta pondo y =

43 £/ —167
12 '
Para Diofanto, nesse caso o problema nao possui solucao.

14
e

obtemos:

622 —43x +84=0= 1 =

Como nao foram as equacoes do segundo grau que motivaram a aceitacao dos nu-
meros complexos, e sim as de terceiro grau, no século XVI, com os algebristas italianos,
num ambiente de tramas, segredos revelados e desafios publicos, foram capazes de apre-
sentar formulas para resolucao da equagao cubica e quartica. Para sermos exatos, em
1545 Cardano ? publica “Ars Magna”, provocando impacto sobre os algebristas. O ano
de 1545 é tomado como marco inicial do periodo moderno na matematica. Esta publi-
cagao descreve métodos algébricos para resolver equagoes ctibicas e quarticas. Sabendo
que os babilonios ja haviam mostrado como resolver equacoes quadraticas completando
quadrados, esta obra de Cardano foi o principal avanco na Algebra em mais de 3000
anos.

Desde o século XIII, Leonardo Fibonacci (1170-1250), em seu livro Liber Abaci,
apresenta discussao de dlgebra e aritmética com ntimeros indo-arabicos (obra que in-
troduziu os numerais hindu-arabicos na Europa). Nao houve progresso real quanto
ao problema de resolver equagoes cubicas, até surgir Scipione del Ferro (1465-1526),
professor de matematica em Bolonha, uma das mais antigas universidades medievais.
Como ou quando isso se deu nao se sabe, pois ele nao publicou a solugao. Niccold Fon-
tana (1500-1557), também descobriu como resolver certas equagoes cibicas e fez como
seu antecessor, guardando segredo de tal descoberta, pois nessa época, os estudiosos
italianos eram na maioria mantidos por patronos ricos e tinham que demonstrar suas
habilidades vencendo outros estudiosos em desafios, ou melhor, em competicoes publi-
cas. Acredita-se que talvez por esse motivo, Scipione e Tartaglia mantiveram segredo
de suas descobertas. Tartaglia era o apelido de Niccolo Fontana (cuja traducao é gago,
pois quando crianca, levou um corte de sabre, por ocasiao da tomada de Bréscia pelos

franceses em 1512, prejudicando-o em sua fala).

2Girolano Cardano, (1501-1576) matemaético italiano, filésofo, médico e astrélogo.
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Segundo [2] em 1535 ou, segundo [6] em 1541, Tartaglia anuncia que pode resolver
equacoes ciibicas, mas guardaria segredo. Quando esse antdncio chega aos ouvidos de
Antonio Maria Fiore, discipulo de Scipione, este resolve desafiar Tartaglia para uma
competicao, pois Scipione antes de falecer havia transmitido seu segredo a seu disci-
pulo. Foi preparada uma competicao entre Tartaglia e Fiore, cada um dos competidores
propuseram trinta questoes para que o adversario resolvesse num intervalo de tempo
fixado. Ao chegar o dia da decisao, Tartaglia havia resolvido todas as trinta questoes
propostas por Fiore, ao passo que este nao tinha conseguido resolver nenhuma pro-
posta pelo seu oponente, Tartaglia vence o desafio com Fiore, historia esta que chega
aos ouvidos de Cardano que a partir de entao procura entrar em contato com Tarta-
glia, para convencé-lo a compartilhar o segredo, ap6s muitos apelos e promessas de
guardar segredo, Cardano finalmente convence ele insinuando que trataria de arranjar
um encontro entre ele e um possivel patrono, pois Tartaglia nao possuia nenhuma fonte
financeira substancial, em parte credita-se talvez devido a falha de locucao, entao Tar-
taglia vai a Milao para explicar a ele a sua solu¢ao. Uma vez conhecedor do método para
resolver um par de casos da equacgao ciibica, Cardano investiu em achar um método
para a equagao geral da cubica, apos seis anos trabalhando intensamente, consegue
para o caso geral. Seu assistente Lodovico Ferrari (1522-1565), consegue determinar
a férmula para a solucao da equacao quéartica, usando ideias da cibica. A prova que
nao ha formula para a resolucao da equagao de quinto grau, s6 veio a ser publicada em
1824, demonstrada pelo matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829).

Cardano com seu trabalho pronto em maos, sabia que havia feito uma contribui-
¢ao real para a matematica, mas nao podia publica-lo, pois havia feito a promessa a
Tartaglia. Surge assim a seguinte questao: Como publicd-lo sem quebrar a promessa
feita?

Cardano descobre que del Ferro encontrara a solucao do caso critico antes de Tarta-
glia, diante disso, ele se sente livre e desimpedido para publicar, ja que nao prometera
manter a solucao de del Ferro secreta, logo nao estaria quebrando a promessa feita a
Tartaglia, publicando assim o livro Ars Magna. Imagine como passou a ser os sentimen-
tos de Tartaglia em relagao a Cardano. Ele tornou publica a traicao de Cardano, mas
este nao preocupou-se com isso. Neste cenario Tartaglia é desafiado por Ferrari para
uma competicao, a principio nao houve interesse de sua parte, pois Tartaglia conside-
rava Ferrari um jovem sem expressao, depois de certo tempo, em 1548 aceita motivado
pela oferta de um cargo de professor, caso derrote Ferrari no desafio, mas para sua

tristeza, Tartaglia perdeu o desafio, explicacao simples, ele nao tinha absorvido essa
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parte do Ars Magna, que tratava das resolucoes das equacoOes cibicas e quérticas, o
oposto de seu oponente.
A formula de Cardano para resolver equacoes ctibicas do tipo 2% = px + ¢, posta

em notacao atual, era:

3 q @ PP sl q ¢ p?
x_\/2+\/4+27+\/2 VT or

Aplicando essa formula de Cardano a certas equacoes, deparava-se com expresssoes (ue

pareciam nao fazer nenhum sentido. Por exemplo: 2® = 152 + 4 nesse método dava:

= {2+ V=131 + {/2 - V=121

Como era o pensamento desde os gregos, aparecendo raizes de ntimeros negativos,

conclufa-se que a equacao nao tinha solucao. A notacao utilizada por Cardano naquela

época, tendo como exemplo a equacao x® = 15z + 4, seria mais ou menos assim:
cubus.aeq.15.cos.p.4

lé-se “um cubo ¢é igual a 15 coisas mais 4”.

Nos meados de 1560 entra em cena o discipulo de Cardano, Rafael Bombelli (1526-
1572), trazendo luz a esta questdo, ele inventou uma estranha linguagem, onde 2 +
v/—121 lemos: dois mais a raiz quadrada de menos 121, ele dizia “dois mais de menos a
raiz quadrada de 1217, introduzindo a sua quantidade “pit de meno®”, que corresponde
a v/—1 tornando o codigo para somar a raiz quadrada de um ndmero negativo. Com
isso, ele demonstrou a possibilidade de trabalhar com raizes de niimeros negativos e
ainda ter resultados razoaveis! Bombelli usando as regras usuais da Algebra mostrou

que:

2+vV-1) = 2°43.22.V/=1+3-2-(V=1)> + (V=-1)°
= 8412¢/-1-6—+-1
= 2+ 11V/-1
= 244121

Logo, v/2 + v/—121 = 2 4+ v/—1, de forma andloga: v/2 — /=121 =2 — /—1.

Como:

€/2+\/—121+ {/2— Vo2l =24 V=1+2—V—1=4,

3Em italiano, pitt de meno significa mais de menos.

18



concluimos que a equacdo x® = 15x + 4 possui solucao real para x = 4. Mostrando
assim, que tais expressoes nem sempre é um sinal que o problema nao tem solucgao!
Sinalizando que os niimeros complexos, até aqui “numer: ficti” poderiam na realidade
ser ferramentas matematicas uteis, o poder desta descoberta pode ser ilustrada nas
palavras do matematico francés Hadamard (1865-1963), que disse: “a menor trajetoria
entre duas verdades no dominio real passa pelo dominio complexo’.

A /=1 ndo foi introduzida por Bombelli, mas por Albert Girard, em Invention
novelle em L’Algebre de Girard, em 1629, que s6 veio a ser representada pela letra “i”
a partir de 1777, por Leonard Euler, mas a sua aceitacao no meio matematico s6 ocorre

através dos trabalhos de Gauss.

3 Teorema Fundamental da Algebra na Linha do Tempo

Apresentamos abaixo a linha do tempo do Teorema Fundamental da Algebra,

juntamente com os mateméticos que construiram sua historia.

e (?) - Frangois Viete (1540-1603). Exibiu varias equacdes polinomiais com coefi-

cientes reais de grau n com n raizes.

e 1600 - Peter Rothe ( 7 -1617). Em seu livro Arithmetica Philosophica, afirma

que uma equacao tem no maximo tantas raizes quanto seu grau.

e 1629- Albert Girard (1595-1632). Em seu livro L Invention Nouvelle en Algebre,

registra-se que uma equacao algébrica completa de grau n, possui n raizes.

e 1637 - René Decartes (1596-1650). Em seu livro La géométrie, aceita que uma

equacao tem tantas raizes quanto seu grau, se admitirmos as raizes imaginérias.

e 1742 - Leonard Euler (1707-1783). Enunciou que um polinémio com coeficientes
reais pode ser fatorado como um produto de fatores lineares e fatores quadraticos

mas nao conseguiu uma prova completa deste fato.

e 1746 - Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783). Investiu no problema de de-
monstrar o Teorema Fundamental da Algebra, sem contudo conseguir uma prova

aceitavel.
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e 1772 - Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Levanta obje¢oes a demonstracao de
Euler e obteve sucesso em preencher varias lacunas na prova de Euler, mas sua

prova também era incompleta.

e 1795 - Pierre Simon Laplace (1749-1827). Apresenta uma demonstragdo muito
elegante do Teorema Fundamental da Algebra e bem diferente daquela de La-

grange e Euler. Contudo, sua demonstracao também era incompleta.

e 1798 - James Wood. Publica em “The Philosophical Transactions of the Royal So-
ciety” o artigo “On the roots of equations”, onde apresenta uma prova do Teorema
Fundamental da Algebra para polinomios com coeficientes reais. No entanto, sua

prova continha falhas de natureza algébrica.

e 1799 - Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Em sua tese de doutorado in-
titulada: “Nova Demonstragao do Teorema que Toda Func¢ao Algébrica Racional
Inteira em uma Variavel pode ser Decomposta em Fatores Reais de Primeiro ou
Segundo Grau”, apresenta a primeira demonstracao correta das quatro provas do

Teorema Fundamental da Algebra, que ele publicou ao longo de sua vida.

e 1806 - Jean Robert Argand (1768-1822). Publica um esbo¢o de uma demonstra-
cdo do Teorema Fundamental da Algebra em um ensaio sobre a representacio dos
numeros complexos. Em 1814 ele apresenta a primeira prova correta do Teorema
Fundamental da Algebra enunciado para polinémios com coeficientes complexos.
Esta prova de Argand foi usada em varios livros textos no século XIX, grada-
tivamente sendo substituidos no século XX quando o Teorema Fundamental da

Algebra passou a ser apresentado como consequéncia do Teorema de Liouville *.

e 1946 - John Edensor Littlewood (1885-1977). Publica uma prova do Teorema
Fundamental da Algebra que elementariza a demonstrada por Argand, sua prova

é feita por contradicao e por indugao.

e 2009 - Theo de Jong. Publica uma versao modernizada da primeira prova de
Gauss para o Teorema Fundamental da Algebra, utilizando o teorema dos mul-

tiplicadores de Lagrange.

Esta linha historica do Teorema Fundamental da Algebra, mostra o papel das equa-

coes nutrindo os pensamentos destes que, aos poucos, foram dando forma a ele. Dai

4Joseph Liouville (1809-1822), matematico frances.
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entendermos o seu titulo, pois a algebra nesse periodo era compreendida como a teoria
dos polindémios com coeficientes reais ou complexos, isto é, como a teoria das equagoes

algébricas, sendo fundamental desta teoria.

4 Conjunto dos Numeros Complexos

Chama-se conjunto dos nimeros complexos, e representa-se por C, o conjunto dos
pares ordenados de ntimeros reais para os quais estao definidos a igualdade, a adicao e
a multiplicacdo. °

Seja R conjunto dos niimeros reais e definimos R? = {(z,y) : =,y € R}, com isto,
estamos dizendo que R? ¢ o conjunto dos pares ordenados (z,y) onde z ¢ y sdo niimeros
reais.

Dados dois elementos (a,b) e (c,d) € R?, apresentamos as seguintes definigoes:
i) Igualdade:
(a,b) = (c,d) <= a=c e b=d.
i1) Adicao:
(a,b) + (e d) = (a+c,b+d).
i11) Multiplicagao:
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

E comum representar cada elemento (x,y) com o simbolo z, portanto
2 € C<—= z=(x,y), paraz,y € R.

Denotamos o niimeros complexos (0,0) e (1,0) respectivamente por 0 e 1.

Exemplo 1. Dado zy = (1,—1) e 2z = (3,4), calcular z tal que z1 - z = 2.
Resolucao

Fizando z = (x,y), escrevemos a equacdo z1 - z = zo em coordenadas

(17 _1) ) (ZL’,y) - (374)

Aplicando a definicao de multiplicacdo e depois a igualdade de nimeros complexos,
temos:

Defini¢ao proposta por Gauss em 1831 e reforcada por William Rowan Hamilton em 1837.
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seque-se que:s

r+y=3
(z+yy—1)=(34)
y—r=

17
Portanto, z= | —=,= ] .
(23)

4.1 Propriedades da Adicao

Para quaisquer z,v e w € C, onde z = (x,y),v = (a,b) e w = (¢,d), a operacao

de adicao definida em C, atende as seguintes propriedades:

A.1 Propriedade associativa

24+ (v+w)=(z+v)+w.

A.2 Propriedade comutativa
Zz+v=v-+2z.

A.3 Propriedade do elemento neutro

240 =z
A.4 Existéncia do elemento simétrico
24 (—z)=0.
Demonstracao. A.1 Propriedade associativa.

z+ (w+w) = (z,9)+ [(a,b) + (c,d)]
= (z,y)+ (a+c,b+d)
= (r+a+cy+b+d).

Usando a associatividade dos nimeros reais, temos que a ultima expressao é igual a:

(z4a)+c,(y+b)+d)=(x+a,y+b) +(cd) =(2+v)+w.
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A.2 Propriedade comutativa.

z4+v = (z,y)+ (a,b)
= (z+a,y+Db).

Usando a comutatividade dos niimeros reais, temos que a ultima expressao ¢ igual a:
(a+z,0+y)=(a,b) + (z,y) =v + 2

Conforme descrito acima, utilizamos as propriedades dos ntimeros reais, estendendo-

as aos nimeros complexos.

A.3 Propriedade do elemento neutro.
Para que termos do nimero complexo v, temos z + v = z. Substituindo estes

niimeros por coordenadas, temos:

(z,y) + (a,b) = (z,y) =

(z+a,y+b) = (z,y) =
y+b=y = b=0.

Como v = (a,b) = (0,0) = 0, portanto existe (0,0), chamado elemento neutro para
a adicao, que somado a qualquer ntimero complexo z da como resultado o proprio z,

isto é, z+0=2z.

A.4 Propriedade do elemento simétrico.
Dado o ntimero complexo z, queremos encontrar v € C tal que z + v = 0. Substi-

tuindo a equacao por coordenadas, temos:

(z,y) + (a,0) = (0,0) =

r4+a=0 = a=—x
(z+a,y+b) = (0,0) =

y+b=0 = b= —y.

Como v = (a,b) = (—z,—y), portanto existe (—z, —y), chamado (—z) simétrico ou

inverso aditivo de z, ou seja, z + (—z) = 0. ]
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4.2 Propriedades da Multiplicacao

Para quaisquer z,v e w € C, onde z = (x,y),v = (a,b) e w = (¢,d), a operacao

de multiplicacao verifica as seguintes propriedades:

M.1 Propriedade associativa

(z-v)-w=2z-(v-w).

M.2 Propriedade comutativa

M.3 Existéncia do elemento neutro

M.4 Existéncia do elemento inverso

227t =1,

M.5 Propriedade Distributiva

z-(v+w)=z-v+z- w.

Demonstracao. M.1 Propriedade associativa.

Temos:

(z-v)-w = [(z,9) (a,b)](c,d)
= (za —yb,zb+ ya) - (¢, d)
= [(za —yb)c — (zb+ ya)d, (xa — yb)d + (xb + ya)c|.

Usando a distributividade dos niimeros reais, temos que a tltima expressao é igual a:

(xac — ybe — xbd — yad, xad — ybd + xbe + yac)
= [z(ac — bd) — y(bc + ad), z(ad + bc) + y(ac — bd)]
x,y)(ac — bd, ad + be)

(
(z,y)[(a,0)(¢, d)] = 2 - (v - w).
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M.2 Propriedade comutativa.

Temos:

2:v = (I,’y)((l,b)
= (xa —yb,zb+ ya).

Usando a comutatividade dos niimeros reais, temos que a tUltima expressao ¢ igual a:

(ax—by,ay—I—bx) = (a,b)(m,y) =v-z.

M.3 Existéncia do elemento neutro.
Considere o namero complexo z = (z,y). Como encontrar v = (a,b) € C tal que

z-v = z. Segue que:
(z,y)(a,b) = (z,y) = (za — yb,zb+ ya) = (z,y)

ra—yb==x a=1
<~ <~
zb+ya =1y b=0.
Como v = (a,b) = (1,0) = 1 (pois denotamos o ntimero complexo (1,0) simples-

mente por 1). Portanto (1,0) = 1 é o elemento neutro para a multiplicacao.

M.4 Existéncia do elemento inverso.

Seja v = (a,b), com a # 0 ou b # 0, provemos que existe o inverso multiplicativo
(z,y) que é denotado por v~ ou — tal que v-v ' =1.
v

Escrevendo v - v™! = 1, em coordenadas:

(a,b)(x,y) = (1,0) = (ax — by, ay + bz) = (1,0).

ar —by =1
Resolvendo o sistema
ay + bxr =0,
obtemos
a )

rT=—% € Y= —F>7.
2t - VT ey

ol a —b
o\ a2+ a2 +b2)
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M.5 Propriedade Distributiva.

Sejam os nimeros complexos z = (z,y),v = (a,b) e w = (¢, d), temos:

z-(v+w) = (z,y) [(a,b) + (c,d)] = (z,y) - (a+¢,b+d)
= [z(a+c)—ylb+d),z(b+d)+ y(a+ ).
Usando a distributividade dos nimeros reais, temos que a tltima expressao ¢é igual a:
[(za + xc — yb — yd, xb + xd + ya + yc)|.
Aplicando a associatividade dos niimeros reais, segue:
= [(za — yb) + (xc — yd), (xb + ya) + (xd + yc)]
= (za — yb, xb + ya) + (zc — yd, xd + yc)
= (z,9) - (a,0) + (z,9) - (¢,d) = 2 - v + 2 - w.

Observacao 1. Todas propriedades acima decorrem diretamente da defini¢cao de igual-

dade e das operacoes de adicio e multiplicacao em C.

Apos definir as operacoes de adicao e multiplicacao em C, definimos as operacoes
de subtracao e divisao de maneira usual.

Dados z,v € C, podemos escrever:

z _
z—v=z+(-v) e “=20"" se v#£0.
v
Além disso, a potenciacao também é definida de maneira usual:

2= (z,y)’ =1=(10),

n __ -n _ -1 _—1 —1
M=z z ez t=2z ;~~.z/sez7£0(n21).
nuvezes nuvezes

Decorre das propriedades da adicao e multiplicacao em C, que diversas propriedades

das operacoes aritméticas de nimeros reais sao validas para ntimeros complexos. Por
~ z w ,

exemplo, a soma e o produto de duas fracoes — e n de nimeros complexos podem

v

ser obtidos pelas formulas
z w zt+ow

v t vt

Tt

SR

w AV
t
exatamente como ocorre no caso real.
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4.3 Forma algébrica

Vamos representar o niimero complexo (z,0), simplesmente por z. Note que isso
esta de acordo com o que ja fizemos com o elemento neutro (0,0) =0 e (1,0) =1 de
adi¢ao (A.3) e multiplicacao (M.3), respectivamente.

Desta forma, dizemos que em C existe um subconjunto A = {(z,0);z € R} que
possuem todas as caracteristicas de R, ou seja, A é isomorfo a R.

Note que:

(0,1)* = (0,1)(0,1)
= (0.0-1.1,0.1+1.0)
= (-1,0)
= -1,
ou seja, o nimero —1 possui uma “raiz quadrada” em C. O numero complexo (0, 1) é

chamado unidade imaginéria e denotamos por 1.

Assim, temos a propriedade bésica do algarismo imaginario:
i* = —1.
Finalmente, dado um nimero complexo qualquer z = (z,y), temos:

e=(ny) = @0+ 0y = 0)+001)

T Y %
isto é;
z =T+ yt.

A expressao z = x + yi é chamada forma algébrica do ntimero complexo z.
Assim um ntiimero complexo z = (xz,y) pode ser escrito sob a forma z = x +yi, com
rey €Rei=+/—1. O numero real x é chamado parte real de z e y é chamado parte

imagindria de z. Em simbolos indica-se:
r = Re(z) e y = Im(z).

E chamado real puro todo niimero complexo na forma z = x 4+ 0 = z e imagindrio

puro todo nimero complexo na forma z = 0 4 yi = yi para y # 0.
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4.4 A origem do termo imaginario

“O Espirito Divino expressou-se sublimemente nesta maravilha da andlise, neste portento do mundo
das ideias, este anfibio entre o ser e o nao ser, que chamamos, de raiz imagindria da unidade

negativa”.(Leibniz)®

Para entender um pouco sobre a origem do termo “imagindrio” dos nimeros com-
plexos, conforme [1], verificamos seu surgimento, com os algebristas italianos no século
XVI. Cardano (1501-1576) em seu livro Ars Magna (1545), apresenta um método para
resolver a equacao do terceiro grau. Bombelli (1526-1572) discipulo de Cardano com-
preendeu melhor a algebra dos nimeros complexos, embora afirmava que os ntimeros
complexos eram intteis e “sofisticados”.

Assim neste século os mateméaticos comecaram a utilizar os nimeros complexos,
impondo-lhes as regras usuais de calculo com nimeros reais embora escandalizados
e dando declaracoes veementes de que eles “nao existiam” eram “intteis”, etc. René
Decartes (1596-1650) em seu livro “La Geoémetric” introduziu a denominagdo nimeros
imaginarios, que neste livro dizia: “nem as raizes verdadeiras nem as falsas sao sempre
reais; por vezes elas sao imagindrias.”

Caminhando um pouco mais na linha do tempo, chegando ao século XVIII, Euler
em suas investigacoes sobre o Teorema Fundamental da Algebra, os niimeros complexos
atingiram outro nivel, ele mostrou entre outras coisas que em toda equacao de coefi-
cientes reais de grau impar tem pelo menos uma raiz real, apesar de seus trabalhos,
onde ensina operar com eles, afirma: “Como todos os nimeros concebiveis sao maiores
ou menores do que zero ou iguais a zero, fica entao claro que as raizes quadradas de
numeros negativos nao podem ser incluidos entre os niumeros possiveis. FE esta cir-
cunstancia nos conduz ao conceito de tais numeros, 0os quais, por sua propria natureza,
sao impossiveis, e que sao geralmente chamados de nimeros imagindrios, pois existem

somente na 1maginacao’.

Observacao 2. E mais prdtico e intuitivo a forma algébrica z = x+yi que o par orde-

nado z = (x,y) na representacdao dos nimeros complezos, pois ela facilita as operagoes.

Vejamos como ficam definidas a igualdade, adicao e multiplicagao na forma algé-

brica. Dados os niimeros complexos z; = a+ bi e zy = ¢+ di, temos a:

SMatematico alemao (1646-1716).
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e Igualdade:

21 = Z2

a+bi = c+di<=a=ceb=d.
e Adicao:
242 = (a+bi)+ (c+ di)

= (a+c)+ (b+d)i.

e Multiplicagao:

2129 = (a+bi)(c+ di)
= ac+ adi + bci + bdi?
= ac+ bdi* + (ad + be)i
= ac—bd+ (ad + be)i, onde i* = —1.
Exemplo 2. Calcule:
a)(3+2i) — (5— Ti) = (3+2i) + (=5 + Ti) = —2 + 9.
b)(3+20)2 =9+ 12i + 4i2 = 5 + 12.

Analisemos como se comporta as poténcias de i.

7Y 1
il 1
i2 -1
i3 i o= (=i = —i
it 22 = (=1)-(-1) = 1
i° it = 1.4 — g
i° itei? = 1-(-1) = -1
i it = 1(—=i) = —i

Nota-se que estas poténcias se repetem em ciclos de 4. Segue que podemos estabele-
cer uma regra para calcular a poténcia de i. Seja ", divida n por 4, se r é o resto dessa

divisdo, logo i" = 4", pois se ¢ é o quociente da divisao " = 47" = (;4)9.4" = 19.4" = i".
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Exemplo 3. Calcular: i*°'4.

Resolucao
Vamos encontrar o resto da divisao de 2014 por 4, basta determinar o resto da divisao
do numero formado pelos dois tiltimos algarismos, neste caso, 14, que nos dd resto 2,
temos:

7;2014 — 7;2 - 1.

4.5 Forma geométrica de um nimero complexo

Conforme definicdo da forma algébrica para ntiimero complexo, podemos pensar

no numero z = a + bi como o ponto (a,b) do plano cujas coordenadas sdo a e b, veja

Figura 1.
Im(z)
A
A bl - ___ | %
|
o) Tz: (a,b) = a+bi i
1 1 -
! -
\ © a Re(z)
1
a
Figura 2: Representacao do ni-
Figura 1: A forma geométrica do ni- mero complexo z na forma de ve-
mero complexo z = (a,b) = a + bi. tor.

O ponto (a,b) é chamado imagem do complexo z, também por afixo de z, ou ainda
como vetor de origem na origem O do sistema de coordenadas e extremidade (a,b),
isto é, o nimero complexo z ¢ representado pelo vetor (72, veja Figura 2.

Hoje esta representacao geométrica dos niimeros complexos parece ser tao “simples”.
Mas nem sempre foi assim, lembremos que os nimeros complexos surgem com os alge-
bristas italianos no século XVI, procurando métodos para resolver equacoes do terceiro
grau, até o século XVIII o que se creditava aos nimeros complexos era: “niteis” e

“sofisticados” (Bombelli, século XVI), sdo nimeros imagindrios, pois existem somente
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na imaginagao (Euler, século XVIII), somente no século XIX, conforme [1] “Gauss com
sua autoridade divulgou a interpretacao geométrica dos nimeros complexos, a qual lhes
deu direito de cidadania”.

O plano em que representamos os complexos é identificado como Plano Argand-
Gauss, em homenagem a Jean Robert Argand que primeiro sugeriu em um livreto
publicado em Paris no ano de 1806, ignorado até que Gauss propusesse quase a mesma
ideia em 1831. Como o ntmero complexo z = a + bi é o par ordenado (a,b), entdo
vejamos as interpretacoes da adigao (Figura 3) e da subtragao (Figura 4) de nimeros

complexos.

Im(z)
A
w Z—w
z
Re(z)
Figura 3: Representacao geométrica da Figura 4: Representacao geométrica da
soma de dois nimeros complexos. diferenca de dois nimeros complexos.

4.6 Conjugado

Definimos o conjugado de um ntimero complexo z = (z,y) = x + yi, como sendo

o nimero complexo z = (z, —y) = x — yi, isto é:
2=T+ Y= Z =T — Yl

Exemplo 4. Resolva a equacao 3z — 2z = 1 + bi.

Fizando z = x + yi, com x,y € R, obtemos:
3 +yi) —2(x —yi) =1+5i = x4+ 5yi = 1 + 5i.
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Da igualdade de nimeros complexos, obtemos: x =1 ey = 1. Portanto z =1 + 1.

(Geometricamente, Z é o ponto do plano Argand-Gauss, obtido por meio da reflexao

de z em relagdo ao eixo real (simétrico de z em relagao ao eixo real).

Im(z
m(z) A

z=(2,9)
|

|

1

: -

1 Re(z)

i

Figura 5: Representagao grafica do conjugado de z.

4.6.1 Propriedades do Conjugado

Teorema 1. Para todo z,w € C, temos:

i) z+w=7%+w;

i) <5> = %, se  w # 0;
v) z =% <= z = Re(2);
vi) z +Z = 2Re(z2);

vii) z —Z = 2Im(z);
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viii) Z" = z", se neN.

Demonstracao. Fazendo z = x + yi e w = a + bi, temos:

Nztw=(r+a)+(y+bi=(x+a)—(y+b)i=(x—yi)+ (a—yi) =Z+w.

iz—w=(x—a)+(y—>bli=(r—a)—(y—0b)i=(x—yi)— (a—bi) =%z —w.
iii) Temos

z-w = (x+uyi)(a+ bi)
= xa+ xbi + ayi + ybi®
= za—yb+ (ay + xb)i,
zaw = xa—yb— (ay+ xb)i
= (za — ayi) + (—xbi + ybi*)
= a(x —yi) — bi(zx — yi)
= (x—yi)la—bi) =% w.

iv) Temos que:

1 1

w  a-+bi’

por outro lado

I 1w 1 a—bi  a—1Ub
w w W a+bi a—bi a2+
Além disso,
1 I 1 w at+tbi (1
Tty R i (z)

De onde concluimos que:

1 _
w w

w

De acordo com o exposto acima, podemos calcular o quociente de dois ntimeros

complexos de maneira mais pratica que usar o inverso multiplicativo.

Vejamos:

z Tty

(x+yi)la—0bi) xa+yb+ (ay—axb)i xa+yb ay—ab

(a+ bi)(a — bi) a? + b2 RN P

z
w a+bi  w

w
w
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V) z =Z <= x+yi =z — yi, logo y = —y, portanto y = 0.

Segue que z = x = Re(z).

vi) z+Z=(x+yi)+ (v —yi) =2x + 00 = 2z = 2 - Re(z).

vit) z —Z = (z + yi) — (x — yi) = 0x + 2yi = 2yi = 2Im(z).

Vi) 2" =Z-Z-Z--Z=Z -2 -2 " 2=2" O

nUvVeZES

1—x1
24+-3x1

Exemplo 5. Encontre x(z € R) de modo que o nimero 2z = seja:
a) Imagindrio puro;

b) Real.
Resolucgao

1— a2 1— a2 2—3$i_2—3x2—5xi 2 — 322 5%

9137 2437 2—3xi 44922 44922 44922 '

a) Para ser imaginario puro, temos que fazer:

2 — 3z 2
Re(z) =0 = 10,7 =0= =% 3
b) Para ser real, temos que fazer:
DT

Im(z) =0= 15922

4.7 Forma Trigonométrica

Vimos, conforme Figura 2, que o niimero complexo pode ser representando por
um vetor. Entao podemos definir o maodulo de um ntimero complexo z = = + yi, como
sendo o modulo do vetor que o representa, ou seja, ¢ a medida da distancia de sua

imagem (ponto que representa z) a origem. Portanto:

A = VT

As vezes em lugar de |z| é usado os simbolos p ou r.
Sabemos que o namero complexo z = x + yi é representado pelo ponto (z,y)
identificado como coordenadas cartesianas do ponto z. Agora esse mesmo ponto seré

representado nas coordenadas polares. Identificamos seus elementos na Figura 6.

1. 6 é o angulo que o eixo real positivo forma com o vetor correspondente a z no

sentido anti-horério, chamado argumento de z, representado por arg(z);
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Y

Figura 6: Representagdo polar do complexo z = (z,y) de raio |z| e angulo 6.

2. Da trigonometria, temos que cos(6) = ﬁ e sen(f) = %;
z z

3. Fixando z # 0, estdo fixados cos(f) e sen(f), o angulo 6 tem uma infinidade
de valores, congruentes dois a dois (congruéncia modulo 27). Onde z # 0 tem
argumento 6 = 0y + 2knw, k € Z, em que 0y é chamado argumento principal onde
0 <60y <2m.

Se ¢ ¢ um argumento de z = x + yi, substituindo pelas coordenadas polares

x = |z|cos(0) e y = |z|sen(0),

temos:
z = |z|cos(0) + |z|isen(0) = z = |z|(cos(0) + isen(h))

a qual é chamada forma trigonométrica ou polar do complexo z.
Esta forma de representar um nimero complexo é mais pratica que a forma algébrica
para as operacoes de potenciacao e radiciagao em C. A seguir vamos praticar como se

escreve um nimero complexo na forma trigonométrica.

Exemplo 6. Represente o nimero complexo z = —V3+1i na forma trigonométrica.

Resolucao

Temos que:

z=—V3+1, logo m:—\/g,y:1=>|z\:\/(—\/§)2+12:2.
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De onde seque que

Dai obtemos 8 = 150° = %’T.

5 5
Portanto, a forma trigonométrica de z é: 2 (cos (%) + 1s€en <%)> .

4.7.1 Propriedades do Médulo de um Nimero Complexo

As propriedades seguintes se verificam para quaisquer z,w € C :

1)2Z = |2|%;
i) 2| = |Z1;
i) Re(z) < |Re(2)] < [z[efm(z) < [Im(2)] <2);
w)|zw| = |z||wl;
v) 2= Fl se w # 0;
wl Jw|

vi)|z + wl < [z] + Jwl;
vit)|z +w| = ||z] = fwl].

Demonstracao. Sejam z = x 4+ yi e w = a + bi, temos:
i)

2Z=(x+yi)(z —yi) =22 +y% e |z| = Va2 + o2,
logo

12]? = (Va?+y?)? =2 + ¢ = 27,

Portanto

2z = |z|*.

i) |2 = Va2 + 2 = /22 + (—y)? = |z].

iii) Se x > 0,z = |z| ese x < 0,z < |z|. Assim z < |z|, para todo z € R.
Por outro lado

<ty e |z =22

Assim
|z < z].
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De onde concluimos que
z < x| < 2,

Portanto,
Re(z) < |Re(2)] < |z].

Analogamente provamos para Im(z).
i) Do item (i), temos que
lzw|? = 2w - 20 = 2w - Z-W = 2Z - w0 = |2

De onde concluimos que:

2w = |z[[w].
v) Sabendo que
|1 2z |o—yi| a2+y? 1
2l |z zZ| T |22+ a4y /—x2+y2'
Como
11
Vrerty? ol
logo
=l -l
ol 2= |2 = 2
|w
i)
lz4+w)* = (z4+w)(zFw)
= (z4+w)(z+w)
= 2Z+ 20 + wZ + ww, mas zw + wz = 2Re(zW)
= |z* + 2Re(zw) + |w|?.
Como

|2 + 2Re(2w) + |w]?* < |2 + 2|2w0] + [w|* = |2[> + 2|z]|w] + |w]?,

e sabendo que
|2? + 202 |w| + [w]* = (J] + |w])?,
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isto é:
|2+ w]” < (|2] + wl])*.
Extraindo as raizes quadradas de ambos lados da desigualdade, temos:
|z 4+ w| < |z| + |w].
vii) Pela desigualdade triangular,
2] = [(z +w) —w[ < |z +w[+]| —w| = |z + w| + [w].

Logo

|2+ w| = |z] = Jwl.

Invertendo a ordem de z e w na desigualdade acima, temos:

|z +w| > |w| - [2].
Como
2] = Jw[| = [z = [w|  se |z| > |w]
e
2] = |wl| = |w| = [z]  se |w|>]z],

vemos que em qualquer caso

|2+ w| = [|2] = |wl].

4.7.2 Desigualdades triangulares estendidas
Conforme analisado acima, temos:
|z +w| < |z| + |w] e |z +w| > |z| = |w|.
E interpretando |z + w|, |z] e |w| como lados de um triangulo qualquer, temos:

e O comprimento de um lado de um tridngulo é menor que a soma dos comprimen-

tos de outros dois lados;

e O comprimento de um lado de um tridngulo é maior que a diferenca dos compri-

mentos dos outros dois lados.
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Dados 21, 29,23 € C, onde 2, = 2z e 23+ 23 = w, aplicando a primeira desigualdade,
temos:

|21+ 20+ 23] < |a| ] <0 |zl |zl sl

Para a segunda desigualdade, temos:

|21+ 20+ 23] > |z1] — |22 + 23],

como
—lz2 + 23] = —[z] — |z,
logo:
|21+ 20+ 23] > || = [za| — el
Assim, dados n nimeros complexos 21, 22, . .., 2, concluimos que:
lz1) = |z2] — ... = |zl < |midz+ .otz < a4zl 2l

Convém ressaltar que sua prova é feita por inducao finita.

4.7.3 Potenciacgao

Teorema 2. O mddulo do produto de dois niimeros complexos € iqual ao produto dos
mdodulos dos fatores. Além disso seu arqumento € congruente a soma dos argumentos
dos fatores.

Em outras palavras, dados z = p1(cosf + isenf) e w = py(costy + isenb,), entao

Z-w = py - palcos(0 + 01) +isen(6 + 0;)]

= &[003(0 —61) +isen(f — 601)], p2 # 0.

z
w2
Demonstracao.

z-w = pi(cost +isend) - pa(cosh; + isenb)
= pip2fcosB - cosh + icosBsent; + isenfcosh, + i2senfsend]
= p1pa[(cosh - cost; — senfsenby) + i(cosbsenb; + senbcosb; )]

= pipafcos(0 + 61) +isen(d + 0;)].
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z
Para provar a segunda parte, vamos mostrar que — é:
w

%[003(9 —6,) +isen(f — 0y)], para ps # 0.
2

Sabendo que:

z  pi(cosd +isent)  py  cosd +isentl  cost) — isent;
w  po(coshy +isendy)  py  cosb +isenfy cosl) — isenb,

= —1[003000301 — icosfsend; + isenfcost, — i*senfsend]
P2

z
w
Z - ﬂ[cos&cosé’l + senfsent + i(senfcost — coshsenby)]
w P2

Dai,

< _ P

” E[COS(Q —6,) +isen(f — 0y)].

Resumidamente, obtemos que:

_ L e 20
]

arg(z - w) = arg(z) + arg(w) e arg <§) =arg(z) — arg(w).

|2 - w| = |z] - ]

w

Exemplo 7. Seja z = 3 (cos (%) + isen (%)) ew =4 (cos (%) + isen (%)) . Calcule

Z - w.
Resolucao

Aplicando o Teorema 2, temos:
z-w=3-4 [cos (% + %) +1sen (% + g)} =12 <cos (g) + 15en <g>> .
Calculando as razoes trigonométricas da iltima expressao, temos:
120 +d-1) =124,

Comparemos o mesmo produto z - w, utilizando a forma algébrica. Sejam

™ . T V3 V3 .
z:3<cos<g)+zsen<€)>:3<73+2-%> :¥+;-z,
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w:4<008<g>+isen<ﬁ>> :4<1+2’-\/—§) =2+ 2V/3i.

3 2 2

Dat, temos que

3-v3 3
- (Ter?i) (24 2v/3i) = 3V3 + 9i + 3i + 3v/3i% = 12i.

Percebemos que hd caminhos distintos para encontrar a solugao!

Para o calculo de poténcias de um nimero complexo, facamos uso da expressao
conhecida por Férmula de De Moivre.” Se n ¢ inteiro e z = p(cos(6) + isen(d)),
temos que

2" = [p(cos(0) + isen(8)]" = p"[cos(nd) + isen(nd)].

Demonstracao. 1* Parte:

Provemos que a propriedade ¢ valida para n € N, usando o principio da inducao
finita.
Se n =0, entdao z° = 1, pois, p° - (cos(0) + isen(0)) = 1.

Admitamos a validade da férmula paran =%k — 1 :
27 = pFeos(k — 1)0 + isen(k — 1)4],
e provemos a validade paran =k :
=My = pF T cos(k — 1)0 +isen(k — 1)0] - p - (cos(6) +isen(d)) =
(P*1 - p) - [cos((k —1)8 + 0) +isen((k — 1)0 + 0)] =

p"(cos(kO) + isen(kd)).

22 Parte

Vamos estudar a propriedade para n inteiro negativo. Seja n = —m, com m inteiro e

"Homenagem ao matemético francés Abraham de Moivre (1666-1754).
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positivo. Temos:
pleos(s) +isenf®)]" = [peos(9) + isen(e)] ™
Pleos(®) + sen@]"
o lcos(mb) + isen(mb)

— im[cos(o —m#) + isen(0 — mb)]
= m{cos(—mb) + isen(—m)]
= p"[cos(nb) + isen(nb)].

[
Exemplo 8. Calcule (2 + 2+/3i)'°
Resolucgao
Denotamos z = 2+ /3i, assim p = /22 + (2v/3)% = /16 = 4.
Temos que:

2
cos(0) = % =1= e sen(f) = = =

1
2
T
Dat, 6 = =
at, 3

Escrevendo na forma trigonométrica e aplicando o Teorema 2,

(24 2V3i)0 = [4 (cos (g) + isen (g))} "
= 410 cos 10 — —|— 15€en <10 : g))

- o) e (5))-
o (1)

— 219

Portanto,

4.7.4 Radiciacao

Dado um ntimero complexo z, chama-se raiz n-ésima de z, e denota-se ¥z, a um

niumero complexo, w tal que w™ = z. Matematicamente, temos

Vr=w<= " = z.
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Como calcular essas raizes?
Faremos uso da expressao conhecida por Sequnda formula De Moivre.
Considere o nimero complexo z = p(cos(f) + isen(f)) e n € N(n > 2), entdo

existem n raizes enésimas de z que sao da forma:

0+ k-2 0+ k-2
w = Yp [cos (:) +isen (u)} ,
n n
em que {/p € RT e k € Z.
Demonstracao. Determinemos todos os complexos w tais que:
w™ = p(cos(0) + isen(0)).
Fazendo
w = r(cos(a) + isen(a)),
obtemos:
[r(cos(a) + isen(a))]™ = p(cos(0) + isen(8)).
Pela formula de De Moivre,
[r(cosa + isena)]™ = r"[cos(na) + isen(na)],

segue-se que
r"lcos(na) + isen(na)] = p(cos(f) + isen(6)).

Mas complexos iguais tém modulos iguais e argumentos congruentes, isto é;
™ =p=r=p, e na =0.

Substituindo 6 por 6 + 2k7, pois as funcoes seno e cosseno sao de periodo 27w, k é
um numero inteiro positivo, negativo ou nulo.
Entao,

0 + 2k
na:9+2k7r:>a:u, para k = {0,1,2,--- ,n—1}.
n

Até k = n — 1, os valores de a nao sao congruentes por estarem todos no intervalo
[0, 27[; portanto, dao origem a n valores distintos para w.
Para k = n, a é dispensavel por ser congruente ao valor obtido com k = 0.

Fato analogo ocorre para k=n+1n+2,n+3,--- ¢ k=-1,-2,-3,---

Portanto,
0+k-2 0+k-2
§/plcost0) + isen(®) = /5 os (2T dsen (L2
em que {/p € RT e k € Z. O
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Exemplo 9. Calcular as raizes cibicas de i.
Resolucao
s
Temos z = i, entao p = 1 e = 5 De acordo com a sequnda formula De Moivre,
temos:

T 427k 7+ 27k
Wy = V1 [cos (%) + isen <%>] ,com k € {0,1,2},

ou equivalente a:

6 6
k =0, obtemos wy = 1 [cos (%) + isen (%)} = 73 + % 1.
k =1, obtemos w; =1 [cos (5—”) + 1s€en (%’T)] = —73 + % 7
k =2, obtemos wy = 1 [cos (9%) + 1s5€en (9%)] = 003377r + z‘sen%’r = —i.
Portanto as raizes sao:
V3 1 V31 B
w0—7+§~z, wl——T—l—g-zewg——z

Pensando um pouco mais sobre as raizes do nimero complexo 7. Vamos representar

as raizes do nimero complexo 7 no plano Argand-Gauss.

V3 1 V3 1

Sejam wg = | —,= | ,w; = | ———, = | e wy = (0, —1), pontos equidistantes da
2 2 2 2
origem.

Como os afixos das trés raizes de i, sao pontos que estao a mesma distancia da
origem, isto é, a uma unidade da origem, logo pertencem a circunferéncia de centro na
origem e raio p = 1.

Os argumentos principais da raiz ctibica de i, estao em progressao aritmética cujo

- 7r .27 e . .
primeiro termo 5 e razao 5 logo as raizes de ¢ dividem a circunferéncia de centro na
origem, em trés partes congruentes. Portanto sao vértices de um triangulo equilatero
inscrito na circunferéncia, veja Figura 7.

O que foi visto acima, nao é coincidéncia, podemos generalizar aplicando a Segunda
Foérmula de De Moivre, que garante a {/z possui n raizes distintas com o mesmo
modulo. Assim todas as raizes sao pontos da mesma circunferéncia no plano Argand-

Gauss. Os argumentos principais de ¥z formam uma progressao aritmética de primeiro

. 2m ) .. . ) .
termo — e razao —, aSS1IM asS 7 ralzes de z d1V1dem a Clrcunferenaa emn partes 1guais.

n n
Portanto, formando poligono regular de n vértices.
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Im(z)

20

o
N/

)

Figura 7: Triangulo equilatero cujos vértices sao as raizes ctibicas de 1.

Na resolucao do exemplo abaixo, iremos utilizar o software de Matemética dinamica
gratuito, chamado Geogebra|l0| , que combina Geometria, Algebra, e Calculo numa

unica aplicacao.

Exemplo 10. Dada a equacao 225 + 128 = 0.
a) Encontre o conjunto solugio em C;
b) Represente no plano, os pontos que representam as raizes da equagdo;

¢) Que figura € formada ao interligar no plano, os pontos que representam as raizes

da equacao?
d) O poligono formado é reqular? Justifique utilizando o Geogebra;
e) Determine a medida do angulo central do poligono utilizando o Geogebra;
f) Mostre que o tridngulo AOB € equildtero;

g) Qual a drea do poligono regular?
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Resolucao

a)

128
Fazendo z = —64, temos p = |z| = 64 e 0 = w. De acordo com a sequnda formula de

De Moiwvre, temos

2k 2k
2% = V64 - [cos (HTW) +1-sen <7T+T7T>} ,k=140,1,2,3,4,5}

% 2%
zkzz.[ (7”6 ”)H sen(HTﬁ)],k:{O,l,Z,S,ll,E)},

k =0, obtemos zy = 2 |cos
k =1, obtemos z; = 2 |cos

[cos (
[cos (3
k = 2, obtemos zo = 2 [cos (
k = 3, obtemos z3 = 2 [cos (

[cos (

k =4, obtemos z4 = 2 |cos

2
k =5, obtemos z5 = 2 [cos (léﬂ) + 1sen (11—“)] =3 -1

Portanto, o conjunto solugdo da equacao 225+ 128 =0 ¢
S ={V3+1i,2i,—V3+i,—V3—i,—2i,v/3 —i}.

b)Abrindo o programa Geogebra, insira no plano os pontos que representam as raizes
da equa’QdO; isto €: (\/ga 1)7 (07 2)7 (—\/37 1)7 (—\/§, _1)7 (07 _2) € (\/§, _1)

Siga 0s passos:
1. Digite no campo entrada, inserindo os pontos acima um de cada vez;

2. Vejamos como inserir o ponto (\/g, 1). Cologque o cursor no campo entrada, di-
gite: (sqrt(3),1) utilizando o teclado dé Enter, continue com os demais pontos,

o resultado € apresentado conforme Figura 8.

c¢)Utilizando os pontos inseridos no plano, vamos agora ligar os pontos por meio de

segmentos de retas, vejamos os passos abaizo:

1. Na barra de ferramentas (aba superior da tela), clique na al¢a inferior direita do
icone (reta definida por dois pontos) em seguida surgird uma barra de rolagem,
selecione com um clique a ferramenta (segmento definido por dois pontos), veja

Figura 9;
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© GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

)8R 12 o] = =N B

+ Janela de Algebra = | » Janela de Visualizagio
= Ponto

5 A-(173,1)
B-(0,2)
C-(1.73,1)
D-(1.73,1)
E-(0,-2)
F=(1.73,-1)

€

Veoe

Figura 8: As raizes da equacao 2% 4+ 128 = 0 na janela de visualizacao do Geogebra.

w GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

%) AL OO Ll N e ] )

» Janela de Al
Reta definida por Dois Pontos
= Ponto / ? ]
-@ A=(1.73
J B=(0,2 /‘ Segmento definido por Dois Pontos
3 C={1T 5
ae
‘@ D=(17 7 Segmento com Comprimento Fixo
4 E=(0,-2
3 F=(173 _ N
/ Semirreta Definida por Dois Pontos
=
S\. Caminho Poligonal a4
e
/ Vetor Definido por Dois Pontos 24 B
-~ >
g Vetor a Partir de um Ponto A
1 .
0
4 3 2 1 o ‘I\ 2 3 4 =) 8
] F
. -1 .
E
-2

Figura 9: Criando segmentos de retas definidos por dois pontos.

2. Com a ferramenta segmento definido por dois pontos selecionada, clique no ponto
A em seguida no ponto B, clique novamente no ponto B em sequida, no ponto
C, e assim sucessivamente, até gerar o hexdgono, que € a figura formada pelas

raizes da equacao dada.

d) Vamos provar que o poligono é um hexdgono reqular, sabendo da Geometria que
um poligono reqular possui lados iquais e dngulos internos congruentes, aproveitando

a Figura 9, sigamos 0s passos:
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1. Para medir o dngulo interno BAF', localizamos na barra de ferramentas o icone
dngulo, clicamos na alca inferior deste icone, surgird uma barra de rolagem,

selecione com um clique a ferramenta dngulo, veja Figura 10;

o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A e P . ,
[&] ot~ B0 OO L[N anc]| el
» Janela de Visu. - .
,/_’:w- Angulo
= Ponto

-@ A=(173,1) .

B=(0,2) ¢__ Angulo com Amplitude Fixa
C={(-1731)

D={(-1.73,-1) &

E=(0,-2) .7 Distincia, Comprimento ou Perimetro

geo2.ggb

Janela de Algebra

*

QOO OEC

F={1.73,-1) o
nto GB Area

/ Inclinagio

{1,2} Criar Lista

T
w
@

o
3
@

QLeLeC
o anocs
Howowowowom
RN NERENEN]

Figura 10: Medindo o angulo interno do hexagono.

2. Em sequida, no sentido hordrio, dé um clique no ponto B, em sequida A e F,

observe a medida registrada no dngulo medido;

3. Repita o processo para 0s outros cinco dngulos internos, o resultado deve ser igual

a Figura 11, logo todos os dangulos internos sao congruentes e iguais a 120°.

Agora precisamos medir os lados do hexdgono, sigamos 0s passos abaizo.
Na verdade essas medidas jd foram determinadas ao contruir cada um dos lados do
hexdgono, veja a janela de Algebra separada em: pontos e segmentos, veja Figura 10 .
Na secao segmentos, temosa =b=c=d =e = f =2, que se referem aos segmentos

AB,BC,CD,DE,EF e FA, respectivamente.

Aproveitando a oportunidade, vamos aprender a medir segmentos no Geogebra:

1. Na barra de ferramentas clique na alga inferior direita (que ficard vermelha ao
passar o cursor sobre ela), do icone dngulo, surgird uma barra de rolagem, em

sequida clique em Distincia, Comprimento ou Perimetro, veja Figura 12;
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Figura 11: Medida de cada angulo interno do hexagono ABCDEF.

@

geo2.ggb
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
1 P 901 ) )
b Janeladei\lgebra x| | » Janela de Visu N
a  Angulo
= Ponto
----- 2 A=(173,1) CAR
J B=(0,2) &2 Angulo com Amplitude Fixa
.
----- 2 C=(173,1)
J D=(AT73,1) om ) )
..... 3 E={0,-2) .7 Distancia, Comprimento ou Perimetro «
2 F=(173,1)
= Segmento cr& Area
s a=2
""" s b=2 / Inclinagdo
4 c=2 i
..... 3 d=2
J e=2
12
_____ > 1=2 {12} CriarLista
= Angulo
..... 3 a=120°
4 p=120°
..... » y=120°
J 6=120°
----- 2 £=120° T T T
& T=120° -4 -2 3 4 5 [ 7

Figura 12: Ativando o Geogebra para medir lados do hexagono ABCDEF.

Em sequida, clique no ponto A e no ponto B, ird surgir entre esses dois pontos
a sua medida, normalmente o local onde surge a medida nao fica legal na figura,
podemos melhord-la da sequinte forma, dé um clique no primeiro icone na barra
de ferramentas (simbolizado por uma seta), em sequida dé um duplo clique sobre
a medida apresentada, transformando o cursor numa maozinha, entdo arraste-a
para um lugar apropriado. Para prossequir nas medicoes € necessdrio novamente

atwar a ferramenta Distincia, Comprimento ou Perimetro. Concluido assim
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que todos os lados apresentam medidas iguais a 2. Como o0s dngulos internos
sao congruentes e seus lados apresentam medidas iguais, portanto o poligono é

reqular, ou seja, um hexdgono reqular.

e) Na janela de Algebra no Geogebra, vamos apagar os elementos da secio dngulo para
que a figura nao torne muito carregada de informacoes, atrapalhando a visualizacao,
como fazer isso? Vamos ld! Leve o cursor sobre o elemento contido na se¢cao angulo e
selecione-o dando um clique sobre ele, em sequida, exclua usando a tecla delete de seu
computador. Agora vamos medir o dngulo central do hexdgono regular, sabendo que da
Geometria o angulo central € igual a razao @, onde n representa o numero de lados

do poligono regular, sigamos 0s passos abaizo:

1. Insira um ponto em seu centro, da sequinte forma: ative a ferramenta (Novo
Ponto) que se encontra na barra de ferramentas e dé um clique na origem dos
eizos, como temos o hdbito de nomear a origem por O, vamos aprender a reno-
mear um ponto no Geogebra, damos um duplo clique sobre a legenda do ponto, em
sequida surge uma caixa de didlogo, clique em Propriedades, na sequéncia substi-
tua no espaco destinado ao nome, o nome existente pela letra O, finalizamos ao

fechar a caiza de didlogo;

2. Conforme aprendido anteriormente sobre tragcar segmento de reta (veja resolu¢io

letra ¢). Vamos criar os segmentos OA e OB;

3. Para ativar a ferramenta dngulo (veja resolugao letra d), em sequida no sentido

hdrario, clicando nos pontos A, O e B, respectivamente.

Portanto, o dngulo central € igual a 60°.

f) Como o dngulo AOB = 60°, e 0 comprimento do segmento OA = OB = 2, pois 2 € o
modulo de cada raiz da equacao, da Geometria sabemos que um tridngulo isdsceles que
possui um dngulo de 60° é equildtero, facamos as medidas no Geogebra para conferir o
resultado.

g) Como a distdncia do centro a cada vértice é exatamente o mddulo da raiz represen-

tada pelo afizo (vértice), logo sao iguais, isto é:
VB +il = 2il = |~ VB +il = |~ VB—il = | - 2i| = |V~ il =2

Conforme letra d, temos

AB=BC=CD=DE=FEF=FA=2.
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Entao o hexdgono regular é composto de seis triangulos equildteros, como a drea do
2

tridngulo equildtero € dada pela formula — logo a formula da drea A do hexdgono

12\/3
temos:

reqular é: A =206 -

A=6- 1 que € aprozimadamente 10,39.

Facamos a resolucao no Geogebra

1. Abra uma nova tela no Geogebra;
2. Insira os seis pontos que representam as raizes da equacao;

3. Atwe a ferramenta Poligono Reqular que se encontra no icone Poligono, em se-
guida clique nos pontos A e B, surgindo a caiza de didlogo, substitua o nimero
que aparece por 6, pois trata-se do niumero de vértices do poligono a ser formado;

surgird na janela Algebra a secdo poligono com sua drea, aprendamos mais um
caminho para esta solucao;

4. Ative a ferramenta Area que estd no icone Angulo na barra de ferramentas, e

cligue em qualquer lugar do hexdgono, na sequéncia surgird sua drea, veja abaizo.

@

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

IA7 /7 /ig; ::-_{ :‘7 '§j7 vm27 N7 ABC( a2 4%.(

Janela de Algebra
= Poligono

4 pol1=10.39
= Ponto

geo2.ggb

3

» Janela de Visualizagao
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Figura 13: Calculando a area do hexagono regular através do Geogebra.
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4.7.5 Interpretacao Geométrica da Multiplicacao de Complexos

Quando multiplicamos um complexo z por um complexo cos(0)+isen(0) de médulo

1, o vetor que representa z sofre uma rotacao de um angulo 6 em torno da origem.
Sabendo que cos(f) + isen(f) tem modulo 1, segue que z - (cos(0) + isen(f)) tem
o mesmo modulo que z e o argumento de z - (cos(f) + isen(f)) é o argumento de z
somado de . Portanto, o vetor que representa z - (cos(0) + isen(6)) é o resultado da

rotacao do vetor que representa z de um angulo 6 em torno da origem, Figura 14.

Im(z)
z - (cos(0) + isen(0))

~
~

0

Figura 14: Rotacao no sentido anti-horério do vetor z de angulo 6 em torno da origem.

Consequéncia disso, os numeros complexos podem ser usados em Geometria onde
envolva rotagao (veja Exemplo 11). Na trigonometria, usando a formula de De Moivre

para calcular cos(nx) e sen(nz), sem uso de formulas de adi¢ao (veja Exemplo 12).

Exemplo 11. Calcular o terceiro vértice do triangulo equildtero ABC, onde sao dados
0s vértices A= (2,3) e B=(5,7).
Resolucao
Hd duas solugoes, Cy e Cy, (veja Figura 15).
e . Ve
O vetor ACY € encontrado ao girarmos o vetor AB de 60° em torno do ponto A,
ou seja,

AC, = AB(cos(60°) + isen(60%)).

Fizando O como origem em nosso sistema de coordenadas, temos:

1
oot - @8 - ().
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Figura 15: As duas solugoes possiveis C e Cs.

54 . OF
escrevendo os vetores OA e OB na forma complexa, temos:

OC, — (2+3i) = [(5+7Ti)— (2+3)] <%+?z>:>
o0 — (7—24\/5)+<10+23\/§> .

Logo,

0 (7—4\/§71o+3\/§>‘

2 2
A solucao Cy € obtido girando 1@ de —60° em torno do ponto A, isto €,
—
AC, = AB(cos(—60°) + isen(—60%)).

Logo,

<7+4¢§ 10—3J§>
02: 9 5 9 .

Exemplo 12. FEscreva cos(3x) e sen(3x) em funcao de cos(z) e sen(x).
Resolucao

Considere o nimero complexo unitdrio
cos(3x) + isen(3x).
Usando a formula de De Moivre, podemos reescrevé-lo por
(cos(x) + isen(z))?.
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Logo,
cos(3x) + isen(3x) = (cos(x) + isen(z))>.

De onde temos que

(cos(x) +isen(x))® = cos®(x) + 3cos(x)i’sen’(x) + 3cos*(x)isen(z) + i*sen’(v) =

(cos(x) +isen(z))® = cos®(x) — 3cos(x)sen?(x) + (3cos?(x)sen(z) — sen®(x))i,

tqualando as partes reais e imagindrias, temos as solucoes:

c0s(3z) = cos®(z) — 3cos(z)sen?(x) e sen(3x) = 3cos®(x)sen(z) — sen’(x).

5 O Teorema Fundamental da Algebra

Neste capitulo vamos ver os conceitos de continuidade de funcao, completude dos
nimeros reais, bem como o teorema de Bolzano-Weierstrass, em seguida analisamos o
comportamento de polinémio real e polinémio complexo no infinito, que serao utiliza-
dos na demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra, encerramos este capitulo

fazendo algumas aplicacoes do Teorema Fundamental da Algebra.

5.1 Conceitos Preliminares

5.1.1 Continuidade

Funcao continua em um ponto.
Continuidade ¢ uma caracteristica global das fungoes, mas a sua definicao é dado

em um dado ponto de seu dominio.

Definicao 1. Sejam f: D — R uma funcao definida no dominio D CR ea € D, um
ponto tal que todo intervalo aberto contendo a intersecta D\{a}. Dizemos que a fun¢ao

f € continua em a se

lim f(2) = f(a).

Tr—ra

Definicao 2. A funcao f € continua se f for continua em todos os elementos de D.
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S |

Q b-=-----

Figura 16: Esboco de grafico de funcao que nao é continua em a.

3

Exemplo 13. Dada a fungao polinomial p(x) = 23 — x* — 2x, mostre que

a) p(x) € continua para v = 1;
b) p(x) é continua.

Resolucgao
a)Sabendo que
p(1)=1"-1*-2.1=-2

Y

e que, usando regras conhecidas de limite, veja [7].

lim(z® — 2% — 22) = -2
r—1

Como lin% p(z) = p(1), aplicando a defini¢ao de continuidade podemos afirmar que p(x)
T—r

€ continua para T = 1.

b) Como p(x) nao possui nenhuma restricio em R, entdo para qualquer a € R,

temos lim p(z) = p(a), logo p(x) é continua.
Tr—a

Este nao é um caso especifico, podemos generalizar para qualquer fungao polinomial,
ou seja;
Seja p : R — R uma funcao polinomial. Como p ¢ continua em todos os pontos

a € R, podemos afirmar que p é uma funcao continua.
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p(z) 4

y

Figura 17: Grafico da fungio p(x) = 2® — 2% — 2.

5.1.2 Completude dos Nimeros Reais

Dizer que os numeros reais é completo significa que os ntimeros reais nao tem
“buracos”, se o conjunto for quebrado, isto é, particionado em duas partes, de forma
que todos elementos de uma parte sao maiores que todos elementos da outra parte,
entao existe um elemento que fica exatamente no meio, e deve pertencer a uma das
duas partes.

A completude para os reais, nas palavras de Richard Dedekind (1831-1916)3:

“Se todos os pontos da reta sao divididos em duas classes, tal que todo ponto da
primeira classe estd a esquerda de todo ponto da segunda classe, entao existe um e
apenas um ponto que causa esta divisao de todos os pontos em duas classes, este corta
a reta em duas porcoes.”

Conforme [9], uma forma de representar os nimeros reais é por meio de expressoes

decimais, ao definirmos uma expressao decimal, temos :
Q= Ag,A1G2 * - Qn "+,

em que ag & um ndmero inteiro e ajas---a,--- , sao digitos, isto ¢, nimeros inteiros
tais que 0 < a, < 10. Para cada n € N, tem-se um digito a,, chamado o n-ésimo digito

da expressao decimal «. O niimero natural ag chama-se a parte inteira de a.

8Matematico alemao.
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A expressao decimal « corresponde a uma forma de representar a soma

T .
a — — DY — .« e
T 10 " 102 10"

Trata-se de uma soma com infinitas parcelas. Fazendo o ntimero real « ter por valores

aproximados 0s niimeros racionais

ai ) Qn
"= — = =12,
e TS T T TR
ao substituir a por «,, o erro nao é superior a
L _ 107"
o '

Logo, o digito ag é o maior nimero natural contido em «, a; é o maior digito tal que

as ¢ o maior digito tal que

Desta maneira, forma-se uma sequéncia nao decrescente de niimeros racionais

a0§a1§6k2<<an

Sao valores cada vez mais proximos do nimero real «, o niimero real o é o limite dessa
sequéncia de nimeros racionais. Isso é uma forma de expressar que os nimeros reais é

completo, cujo axioma pode ser escrito da seguinte forma:

Axioma 1 (Completeza). Toda expressao decimal representa um nimero real e todo

numero real pode ser representado por uma expressao decimal.

Exemplo 14. Qual € o nimero real a que representa o limite de 0,999 - - - .
Temos 9 9 9

Os wvalores aprorimados de o $ao
ap =0,9 as = 0,99 az = 0,999 etc.
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Vendo que,
1—a; =0,1; 1—ay=0,01; 1 — a3 =0,001; etc.,

e geralmente, 1 — a,, = 107", logo tomando n suficientemente grande a diferenca pode

tornar-se tao pequena quanto se deseje. Isto é, os numeros racionais
a, =0,999---99

sao valores cada vez mais aproximados de 1, ou seja, tem 1 como limite.

5.1.3 Existéncia do Minimo Global

O teorema que veremos abaixo é de existéncia, garantindo que toda funcao conti-

nua f: D — R, D um disco compacto em R?, assume minimo em D.

Teorema 3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui subsequéncia con-

vergente.
Para uma demonstragio deste Teorema veja [8].

Defini¢ao 3. Dado um ponto P = (a,b) € R?, o conjunto dos pontos do plano, cuja
distdncia ao ponto P € menor ou igual a R é chamado de disco compacto de centro

(a,b) e raio R, ou seja

DIP,R] = {(x,y) € R?: (x —a)* + (y — b)* < R*}.

Figura 18: Disco compacto centrado em P de raio R.
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5.1.4 Entendendo o Comportamento de um Polin6mio Real no Infinito

5.1.5 Polinébmio de Primeiro Grau

Dado um polinémio de grau 1, P(x) =ax+b,comae bR e a#0, o grafico
de P é uma reta, crescente para a > 0 e decrescente para a < 0. Analisemos os dois
casos separadamente.

Para a > 0, observando o grafico (Figura 19), & medida que x cresce (x — +00),
P(z) cresce (P(x) — +00), quando = decresce (x — —o0), P(x) decresce
(P(x) — —o0), resumindo:

lim P(z)=—-oc0 e lim P(z)=+o0.

T——00 r—r-+00

Uma demonstracao desta fala, necessita de conceito de limite, o qual foge do escopo
deste trabalho, pode ser vista em [7].
Para a < 0, observando o grafico (Figura 20), & medida que x cresce (x — +00),

P(z) decresce (P(x) — —o0), quando = decresce © — —oo, P(x) cresce (P(x) — +00),

resumindo:
lim P(x)=+0c0 e lim P(z)= —ooc.
T——00 T—r+00
i P(x)
f%") I\
P(x) — +oo
€T — —00 xr — 400
- €r — +00

Aw) = o0 Plr) — —o0

Figura 19: P(z) = ax+b para a > 0. Figura 20: P(z) = ax+b para a <O0.

5.1.6 Polinémio de Segundo Grau

Dado P(x) = ax?® + bx + c,coma,bec € R ea # 0, o grafico de P(z) ¢ uma
parabola, com concavidade para cima se a > 0 ou concavidade para baixo se a < 0.

Analisemos os dois casos.
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Para a > 0, podemos verificar através do grafico da Figura 21 que se x+ — 400
entdo P(x) — +00 e quando z — —oo entdo P(x) — +00, ou seja;
lim P(x) =400 e lim P(x)=+oc.
T——00 T—+00
Uma demonstracao deste fato, requer conceito que foge ao escopo deste trabalho,

pode ser vista em |[7].

P(z) )
P(z) — 400 k
r — —00 *
Figura 21: Gréafico da funcao quadra- Figura 22: Grafico da fungao quadra-
tica para a > 0. tica para a < 0.

Para a < 0, podemos verificar através do grafico da Figura 22 que se x+ — 400

entdo P(xr) — —oo e quando © — —oo entdo P(x) — —o0, ou seja;

lim P(z)=—0c0 e lim P(z)= —oc.

T—r—00 r——+00

5.1.7 Polindmio de Grau n
Agora partindo para o caso geral, seja
P(z) = ap2™ + ap2™ '+ -+ ayx + a,

com

Gy Qp_1, 00 € R e a, #0.

Colocando x™ em evidéncia, temos:

Ay a a
P(x)—x"(an+ L.+ ;14——0).
x T T,

Qp—1

Vamos analisar , quando x — 400, nesse ponto um exemplo pode clarear as

- 10 . . .
ideias. Facamos a,_1 = 10, temos — onde a variavel x vai assumindo valores cada vez
x
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maiores, logo o quociente vai assumindo valores mais proximos do zero, veja Tabela 1

com alguns valores para z.

2 | 110100 | 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000 | --- | +oo
1

0] 1 0,1 | 0,01 | 0,001 | 0,0001 | 0,00001 |---| 0
X

10 . .
Tabela 1: Comportamento de — para z assumindo um nimero real cada vez maior.
x

Por outro lado, se  — —o0, 0 quociente sera negativo e cada vez mais proximo do

zero, veja Tabela 2 com alguns valores para x.

-1 | -10 | -100 | -1.000 | -10.000 | -100.000 | -1.000.000 | --- | —o0

—(-10} -1 | -0,1 | -0,01 | -0,001 | -0,0001 | -0,00001 | --- 0

10 .
Tabela 2: Comportamento de — para x assumindo um ntumero real cada vez menor.
x

Entao podemos afirmar que se x — 400 entao P(z) — 0e sex — —oo entdo

P(xz) — 0, ou seja;
. ap—1 . Qo
lim =.-..= lim — =
z—+oco z—+oo "

Evidentemente que a demonstracao deste fato, necessita do conceito de limite, que
foge do escopo deste trabalho, pode ser vista em |7]. Logo, basta analisar P(x) = 2"a,,

verificamos claramente que para x — 400 ou x — —oo dependemos do sinal de a,, e se

n é par ou impar. Desta forma, dado um polinémio real, temos as quatro possibilidades:
lim P(x)=+o0, lim P(z)=—o00, lim P(z)=+0c0 e lim P(z)= —o0.
T—r+00 T—r+00 T——00 T—r—0Q

Resumindo as quatro possibilidades acima, escrevemos:

lim |P(z)| = +oo. (1)

|z|—+o0

Consequentemente, vemos que a funcao | P(z) | satisfaz:

é continua e positiva
tende a + 00 se x — —00

tende a + 0o se x — +00.
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De onde concluimos que existe um ponto xg tal que:

|P(z0)] < |P(z)], ¥V z €R.

5.1.8 Entendendo o Comportamento de um Polin6mio Complexo no Infi-
nito
Seja um polinémio complexo de grau n
P(2) = ap2" + @p_12" ' + -+ a1z +ag, onde a; € C,i ={0,1,2,--- ,n} ea, #0.
Aplicando o modulo aos dois lados da igualdade
|P(2)] = |anz" + an_12""" + - 4+ a1z + ay|

e depois, usando a desigualdade triangular estendida para ntimeros complexos, Secao
4.7.2, temos

n—1|_”

2™ + 12"V b a1z ag] > |anz"| = |an-12 - — layz| — |aol,

ou seja,

[P(2)] > lan2"| = lan-12"""| =+ = |asz| — Jaol.

Utilizando a propriedade do mo6dulo de um niimero complexo, Secao 4.7.1, temos:
[P(2)| = laall2]" = lanll2]"™" =+ = lai]]2] = |aol.

Como |ay|, |an-1],- - ,|ao| e |z| sdo reais e positivos e, ainda |a,| é estritamente posi-

tivo, desta forma, pelo caso demonstrado para polindémios reais, concluimos que:

tim  (Janll2]" = ani] ]2 =+ = far] 2] — fag]) = +o0,
|z|]—+o0
isto é;
lim |P(z)| = +o0. (2)
|z|]—+o00
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5.1.9 A Translagao de um Polinémio
Seja um polinémio completo de grau n > 0
P(2) = ap2" + Gp_r 2" '+ -+ a1z + ag, a, #0.

e zp um ntmero fixo qualquer em C.

Considere as seguintes propriedades relativas a P(z + 20) :
e E polinémio na variavel z;
e Termo dominante a,,, também de grau n;
e E polindmio com termo independente P(z).

De fato expandindo a expressao P(z + 2g), obtemos
an(z + 20)" + an-1(2 4+ 20)" " + -+ + a1(z + 20) + ao.

De onde verificamos que o coeficiente do monémio z" de maior grau é a,. Além disso,

colocando z = 0 em P(z + zy), obtemos P(2p). Logo este é o termo independente.

Exemplo 15. Seja P(2) =423+ 222 +32+5 € 20 = 2.

Entao,
P(z+2) = 4(2+2)°+2(2+2)*+3(z+2)+5
= 42% +262* 4+ 59z + 51.
Note que:

P(z+2) é polinémio com termo dominante a,, = ag = 4, de grau 3 e o termo indepen-
dente, para z =0, é P(0+2) = P(2) = P(z) = 51.

5.1.10 Demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 4 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio complero de grau

maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

A prova a ser apresentada assume a continuidade dos polinémios complexos e a
completude de R aplicada a funcdo continua f : D — R, D um disco compacto em R?,
assume minimo em D (Teorema 3).

A prova esta dividida em duas partes, provaremos que:
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(A) Existe um ponto zo no plano complexo tal que |P(z)| > |P(z)].
(B) Se z ¢ 0 ponto de minimo global determinado na primeira parte, entao P(zp) = 0.

Seja P(2) = ap2" + ap_12" 1+ -+ a1z +ag, a; € C,onden > 1ea,#0.

Demonstracao. Parte (A)
Analogamente a polindmios reais, os quais tendem ao infinito se a variavel tende a +o00
(1), temos | P(2) | tende a +oo se |z| tende a +oo (2).

Assim pela definigao de ‘ lllgrl |P(2)| = 400, existe um raio R > 0 tal que |P(z)| >
|P(0)| se |z| > R e, como |jD(z)O|Oe uma funcao continua no disco compacto centrado
na origem D[0,R] = {z € C: |z| < R}, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, segue
que a fungao |P(z)] restrita a tal disco D[0, R] assume um valor minimo em um ponto
2o € D|0, R], temos |P(2)| > |P(z0)|, para todo z € D0, R]. Porém, também temos
|P(0)] > |P(20)] j& que 0 € D|0, R]; onde segue que

]
O
V

|P(z0)|, V z € D|0, R]

=
&
vV

|P(0)], ¥V ze€Ctal que |z| >R
[PO)] = [P(z)]-

Portanto |P(z)| > |P(z)|, para todo z € C, ou seja, 2z é ponto de minimo global
da fungao |P(2)|.

Recordando que Q(z) = P(z + z) é um polindémio onde:
e O coeficiente dominante de Q(z) = P(z + 2¢) é a, e de grau n;
e O termo independente de Q(z) = P(z + z0) é Q(0) = P(zo).
Assim temos:
P(z+2) = P(20) + b1z + -+ 4+ 12" + by2", com Vs € C e b, = a, # 0.

Supondo, sem perda de generalidade, que o valor P(zy) é assumido em z = 0, podemos

assumir que 2o = 0 e assim substituindo em |P(2)| > |P(z0)|, temos:

[P(:)* = |P(O)], VzeC. (3)
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Sendo b, = a,, # 0 ja vimos que existe o menor k € {1,2,--- ,n} tal que o coeficiente
do monomio z*, by, é diferente de zero. Entdo evidenciando z* obtemos a simplificacio

para o polinomio P(z):
P(z) = P(0) + 2" Q(2), (4)
onde ) é um polinémio e Q(0) = by # 0.
Parte (B)

Considere S* = {w € C : |w| = 1}, o circulo unitério centrado na origem para todo

r>0ewe S, de (3), temos que:
|Prw)]* > |P(0)]* = |P(rw)|* — [P(0)* > 0. (5)

Além disso, considerando (4), obtemos P(rw) = P(0) + r*w*Q(rw). Substituindo em
(5), temos:
[P(0) + r*w*Q(rw)* — [P(0)* > 0.

Pelas Propriedades 4.6.1, item i) e 4.7.1, itens i) e vi), obtemos que:
|P(0)|* + 2Re[P(0)r* w*Q(rw)] + [r*w*Q(rw) > — |P(0)]* > 0=

2Re[P(0)r* w*Q(rw)] + [rFuwkQ(rw)> >0 =
21k Re[P(0)Q(rw)w*] + r#*|w*Q(rw)> > 0 paraV r >0, ¥ w € S*.

¥ > 0 e fixando w € S', obtemos:

Dividindo por r
2Re[P(0)Q(rw)w*] + r*|uw*Q(rw)? >0, ¥ r > 0.

Como a esquerda da desigualdade é continua em r € [0, +00), substituindo r = 0,

obtemos
2Re[P(0)Q(0 - w)w"] + 0¥F|w*Q(0 - w)|* > 0.

Logo,
2Re [P(O) -Q(0) ~wk] > 0, w arbitrario em S'. (6)

Seja w = cos() + isen(f) € S, aplicando a formula de De Moivre, temos:
w* = cos(kf) + isen(kf), e conforme definimos, |w| = 1, sabendo que |w*| = 1, para

todo k € Z, escolhendo alguns representantes de w*. Para fixar as ideias, digamos
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wk = 41 e +14, cujos afixos sdo imagens na circunferéncia definida a cima, escrevendo
P(0)Q(0) = a + bi, com a,b € R, substituindo em (6), temos:

2Re[(a + bi)(cos(k0) + isen(kf))] > 0
2 Relacos(k0) — bsen(k0) + (asen(k) + beos(k#))i] > 0,
logo
2(acos(kb) — bsen(kd)) > 0. (7)

Analisemos cada caso:
Para w* = 1, temos cos(kf) = 1 e sen(kf) = 0. Logo k6 = 0, substituindo em (7):

2(acos0 — bsen0) > 0 = 2acos0 > 0.

Logo, a > 0.

Para w® = —1, temos coskf = —1 e senkf = 0. Logo kf = 7, substituindo em (7):

2(acos(m) — bsen(m)) > 0 = 2acos(m) > 0.

Logo, a < 0,comoa >0ea<0. Entaoa =0
Para w® = i, temos cos(kf) = 0 e sen(kf) = 1. Logo kf =
Logo, b < 0.

T
2
T T T
2 (acos (3) —bsen (3)) 2 0= —2bsen (3) > 0.
acos 2) bsen 5 >0 = —2bsen 5 0
k

3
Para w” = —i, temos cos(kf) = 0 e sen(kf)) = —1. Logo kO = 3™ substituindo em

" 2 (GCOS (;W) - been (gﬁ)) = 0= m2hsen (3§> =0

Logo, b > 0, como b > 0 e b < 0. Entao b = 0, logo P(0) - Q(0) = a+bi =0

lembrando que Q(0) = by # 0, segue que P(0) = 0, portanto P(0) = 0. Concluindo

assim a prova do Teorema Fundamental da Algebra. O

5.1.11 Aplicacio do Teorema Fundamental da Algebra

Com o Teorema Fundamental da Algebra (TFA) podemos estabelecer, de modo
completo, a relacao entre as raizes de um polinémio complexo e a sua forma fatorada,
este dltimo requer outros dois Teoremas para sua demonstracao, que estao enunciados

abaixo.
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Teorema 5 (Teorema do Resto). O resto da divisao de um polinomio p(x) por x — «

€ 1gual ao valor numerico de p em .
Demonstracao. Aplicando a definicao de divisdo, temos
p(x) = q(z) - (x — )+,

onde q e r 530, respectivamente, quociente e resto da divisao. Como x —« tem grau 1, o
resto 7 ou é nulo ou tem grau zero; portanto, 7 ¢ um polindmio constante. Calculando

o valor do polinémio p(x) para x = «, temos
pla) =qla) - (a—a)+r=r.
]

Teorema 6 (Teorema de D’Alembert). Se o nimero complezo a € raiz de uma fungao

polinomial p, entdo p(x) é divisivel por x — c.

Demonstragao. Seja p(x) = apz™ +a,_ 12" '+ -+ a1z + ag, pelo Teorema 5 p(a) = 0,

temos

p(r) = plr)—pla)
= (ap™ + Gp1 2" 4 arr + ag) — (an0" F a0 4 ara - ag)

= ap(@" —a") +a, (" —a" )+ ag(x — Q).
Como z" — " é divisivel por x — «. Basta verificar que
" —a" = (r—a)(@" a4 " P oY),
Logo p(x) é divisivel por = — a. O

Teorema 7 (Decomposicao). Todo polinémio complexo p(x) de graun (n > 1) pode ser
fatorado em n fatores do primeiro grau na forma p(z) = c(x — x1)(x — x2) -+ - (T — Tp),
onde ¢ € um nimero complexo e x1,x9, - , T, SGo raizes compleras de p(x). Além

disso, esta fatoracdo € unica, a menos da ordem dos fatores.
A demonstracao que apresentamos esta baseada em |[3].

Demonstra¢ao. Sendo p um polinémio de grau n > 1, O TFA garante que p tem ao
menos uma raiz x;. Assim p(z;) = 0 e, de acordo com o Teorema 6, p é divisivel por

p(x) = (l' —x1) - Qr, (8)
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em que (), é polindémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,. Se n = 1, entao
n—1=0e @ é polinbmio constante, portanto 1 = a, e p(x) = a,(z — x;), ficando
demonstrado o teorema.
Sen > 2 entaon —1 > 1e o TFA é aplicavel ao polinémio )¢, pois ()1 tem ao
menos uma raiz xo. Assim Qq(z9) =0 e @y é divisivel por z — x;
Q1(I) = (ZE - xz) Q. (9)
Substituindo (9) em (8), temos:

p(x) = (z —21)(z — 22) - Qo,
onde ()5 ¢ polinémio de grau n—2 e coeficiente dominante a,,. Se n = 2, isto ¢, n—2 =0,
logo Q2 = a, e p(x) = a,(r — x1)(x — x3), ficando demonstrado o teorema.
Apobs n aplicacoes sucessivas do TFA, concluimos:
p() = ap(z —x1) (2 — x2) -+ - (T — T4) - Qn,
em que (), é uma constante de valor a,. Portanto, ),, = a,, e,
p(r) = an(r —x1)(x — 22) -+ - (T — T4).

Para demonstrar a unicidade da decomposicao, suponhamos que p possua duas

decomposicoes distintas:

p(z) =clx —z1)(x —29) -+ - (x — )

I

! ’ ’
p(@) =c(z—x)(x —x5) - (T — ).
Inicialmente, comparando o termo de mais alto grau em ambas as expressoes, e

aplicando a definicio de igualdade de polinémios, verificamos que ¢ = ¢ . Logo temos

/7

(¢ —z1)(w —22) (& —20) = (& — @)@ —23) - (& — ). (10)

Calculando o valor dos dois lados da igualdade para x = x;, obtemos

0= (z1 —2) (1 — ) - (11 — 2,).
Logo, pelo menos um dos niimeros

’ ’ .
Ty, ,x, €igual a x;.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que
T =T
Substituindo z; = 2} em (10), temos:
(& —an)(w — @) -+ (x = 2) = (x = 21) (2 — 23) -~ (& — ).

Como o fator (z —z1) é comum aos dois lados da igualdade, ela se verifica se, e somente

se, os polindmios obtidos cancelando (x—z1) em ambos os lados sdo iguais. Logo, temos

!/

(x—xg)---(x—xn):(x—x;)---(a:—xn).

Usando repetidamente o argumento acima, podemos identificar e eliminar em cada
passo, um par de termos idénticos em cada lado da igualdade. Desta forma, fica
estabelecido uma correspondéncia entre os termos das duas fatoragoes, assim provando

a unicidade da decomposic¢ao. O]
Observagao 3. Nada impede que a decomposicao de p(z) apresente fatores iguais.

Exemplo 16. Fatorar o polinémio p(z) = x° — x* — 132 + 132% + 362 — 36, sabendo
que suas raizes sao —3,—2,1,2 e 3.
Como o fator dominante a, =1,
temos:
plz)=(xr+3)(x+2)(z —1)(x — 2)(x — 3).
O fato da equacao de grau n ter n raizes em C, permite estabelecer relagoes gerais

entre seus coeficientes e raizes, vejamos como isso ocorre.

5.1.12 Relagoes entre Coeficientes e Raizes

Vamor comecar com a equacao do 2° grau, consideremos a equagao:
ar* +br+c=0, a#0,

cujas raizes sao x, e x9, garantidas pelo TFA.

Pelo Teorema 7, essa equacao pode ser escrita sob a forma:

a(x —x1)(x —x9) = 0.
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Temos a identidade

azr® +br +c=a(r — 1) (x — 1),V z € C,

isto é;
5 b c 2
4 -+ — =1 — (21 + x2)x + 1179,V 7,
a a

portanto
c
XT1+ X9 = —— e T1Ty = —.
a a

Equagao do 3° grau:
Consideremos a equacao az® + bz? + cx +d = 0, a # 0, cujas rafzes sao x,, x5 € 3,
garantidas pelo TFA.

Pelo Teorema 7, essa equacao pode ser escrita sob a forma:
a(x —x1)(x — x2)(x — x3) = 0.
Temos a identidade

ar® +br? +cx +d = alr — 1) (x — 23)(x — 23),V 2,

isto é;
3,04 ¢ d v
0+ -+ —x 4+ — =2° — (11 + 2y + x3)x + (x129 + X173 + Toxz)T — T1T973,V X,
a a a
portanto
b c
T1+ To + X3 = -, T1To + T1T3 + Toxy = — (& T1X2T3 = ——
a a

Equagao de grau n :

Dada a equacao
™ + Q1" a0+ ax+ag =0, a, #0,

cujas raizes sao Iy, T, T3, - ,T,, garantidas pelo TFA.
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Pelo Teorema 7, essa equacao pode ser escrita sob a forma:

portanto

(

\

Si =
52:

53 = XT3 + T1XoTy + ++* + Tp9Tp_1Ty = —

Sy = xywowsy -+ - T, = (—1)

an(x —x)(x — 20) (T —23) -+ (. — ) =

= apx" — an(gjl +xo+ a3+ + 9%):1:”‘14—

S1

+an (2179 + 123 + -+ + Ty 1Ty )T
N

Sa

_an(x1$21'3 + 21Ty + -+ {L‘n_gxn_lan)x"*3 +
Ss
+(_]_>man5m$nim _|,_ . .. + (_1)a/n(x1x2x3 . e xn)’v x7
————
Shn

Qp—1
x1+m2+x3+...+xn:_
G,
_ Ap—2
T1To + T1T3 + -+ Ty )T =
an,
Qp—3

Qn

Sm = Soma de todos os C,, ,, produtos de m raizes da equacdo = (—1)

n 40
an

ma”l’b—m

G

Estas relacoes entre coeficientes e raizes, sao conhecidas também como Relagoes de

Girard.

Exemplo 17. Resolva a equacio x® — 92% + 23x — 15 = 0, sabendo que suas raizes

estao em P.A.

Resolucao

Pelo TFA, a equacao possui trés raizes, e usando a Relacao de Girard, temos:

45)
$1+l’2—|—$3:——:9
as

ax
T1T2 + 13 + Loz = — = 23
as

ao
T1Xor3 = —— = 15.
as
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Como as raizes x1,xo e x3, estao em P.A., usando a propriedade de P.A., temos:

T+ 23
Ty = 5

== 11 + 13 = 2T5. (13)
Substituindo (13) em (11), obtemos:
3r9 =9 = 29 = 3.
Substituindo xo em (11) e (12), temos:
1 +23=06 e T1-x3 = b,
seque que: x5 — 63+ 5 =0,

18to é,

r1=1ex3=0>.

Portanto S={1,3,5}

6 Proposta de atividades envolvendo os Nimeros Com-

plexos e o Teorema Fundamental da Algebra

Cada encontro temos duas horas de duracao, distribuidos em duas sessoes sendo a
primeira destinada a apresentacao da proposta e a segunda, distribuida entre a resolu-

cao de exercicios e uma avaliagao formal por meio de exercicio a ser entregue ao final

da aula.
12 Aula
Contetdo:
e Historia do Teorema Fundamental da Algebra;

Historia dos Numeros Complexos;

Defini¢ao do Conjunto dos Numeros Complexos;

Propriedades da Adigao e Multiplicacao em C.
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Espectativa da Aprendizagem:

e Entender o periodo histérico da Matematica que desenvolve o Teorema Funda-

mental da Algebra;

e Entender e aplicar a definicao do Conjunto dos Niimeros Complexos;

e Operar em C, aplicando as propriedades da adicao e multiplicagao.
Procedimento Didatico:

e Aula expositiva;

e Uso de multimidia;

e Aplicativo Power Point;

e Mural

e Quadro-giz.
Estratégia:

e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;

e Realizar um desafio académico;

e Transformar o grupo de alunos em quatro equipes;

e Preparar as perguntas em tirinhas de papel para serem sorteadas;

e Cada equipe elaborara (durante a competicao) trés perguntas que serao dirigidas

as outras trés equipes;
e Serao atribuidos 10 pontos a cada questao respondida corretamente;
e Duracao da atividade 1h;

e Mural a ser exposto na Unidade escolar, mostrando a aplicacao dos ntmeros

complexos na tecnologia atual.
Atividades Aplicadas ao Contetido:

1. Determine z e y reais para que a sentenca seja verdade em C.
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a)
b)

10.

11.

12.

(2,4) = (zr — 1,2y — 5)

(4z,3) = (x + 1, 12y)

Sabendo que A = (2,3) e B = (1,4) sao nimeros complexos, calcule:
A+ B

A-B

Por que as equacgoes do 2° grau, segundo a histéria apresentada, nao motivaram

a aceitacao dos ntimeros complexos?
Qual matematico italiano publicou o livro Ars Magna em 15457
Que feito notavel na matematica é atribuido a Scipione del Ferro?

Qual fato leveu Niccolo Fontana a receber o apelido de Tartaglia, qual é o signi-

ficado deste nome?

Qual discipulo de Cardano venceu Tartéglia em um desafio publico? O que ele

descobriu?

Qual foi o primeiro matematico a demonstrar a possibilidade de trabalhar com

raizes negativas e ainda ter resultados razoaveis (concreto)?

. Os registros do surgimento do Teorema Fundamental da Algebra, remonta ao

século XVI, mas a sua demonstracao correta s6 veio acontecer em 1799, na apre-

sentacao de uma tese de doutorado, quem foi seu autor?

Quais informagoes Tartaglia revelou a Cardano sob juramento deste, que iria

guardar segredo?

Que feito notéavel é atribuido ao jovem Niels Henrik Abel, no campo das equacoes

polinomiais?

Onde os nimeros complexos estao presentes na tecnologia atual? Faga uma

pesquisa sobre este fato.
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22 Aula

Contetdo:

e Representacao algébrica dos Nimeros Complexos.
Espectativa da Aprendizagem:

e Representar Ntimeros Complexos na forma algébrica;

e Compreender como ocorreu a aceitacao dos Numeros Complexos a cidadania da

Matematica;
e Interpretar geometricamente a soma e subtracao em C;
e Realizar as operacoes de adigao e subtracao em C;
e Calcular poténcias de i.
Procedimento Didatico:

e Aula expositiva;

Uso de multimidia;

Aplicativo Power Point;

Quadro-giz;

Programa Geogebra.
Estratégia:
e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;

e Apresentar o Geogebra como operador de vetores no formato algébrico e geomé-

trico;
e Para uso deste programa iremos dar exemplo que auxilie a sua pratica.
Atividades Aplicadas ao Contetido:

1. Qual matematico veio a partir de 1777, substituir a v/—1 por ¢? Lembrando que a
sua aceitacao no meio matematico, s6 veio acontecer alguns anos depois, através

de Gauss ao usa-la em seus trabalhos.

75



2. Utilizando o programa Geogebra, realize as seguintes operacoes:
3. (3—4i)+ (14 Ti);

4. (3+4i) — (2 —1);

5. 2i+ (5 + 3i);

6. (3+2i)— (10 — 59).

Vejamos o exemplo que ajuda a entender e operar com os recursos deste programa.
Vamos determinar o nimero complexo que representa (3 — 4i) + (1 + 2i), recordemos
que um nimero complexo é representado por um par ordenado (x,y), também por um
vetor, diante disso, podemos representar os numeros (3 — 4i) e (1 + 2¢), como vetores
no plano, onde (3,—4) e (1,2) sdo seus representantes na forma de pontos (afixos).
Sigamos 0s passos:

No campo Entrada, digite: a = (3,—4) e dé Enter!, surgird na janela de algebra o
vetor coluna de duas linhas e na janela de visualizacao, o desenho do vetor de origem

na origem dos espagos, veja Figura 23. Em seguida, digite b = (1,2) e dé Enter!, agora

1% GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

D REENCERANE=E

» Jane\ade.ﬂ"\ge:ra *| | b Janela de Visualizagio
= Vetor
/ 3\
H _ 3

wa= [\ —4 J 24

Figura 23: Representacao do nimero complexo 3 — 41 no Geogebra.

j& temos registrado no Geogebra os dois niimeros complexos, agora podemos operar
com eles da seguinte forma:
Digite a + b dando Enter!, cujo resultado apresentado na janela de algebra ¢ o vetor

coluna com primeira linha 4 e segunda linha —2, que sao respectivamente a parte real e
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imaginaria do complexo resultante, na janela de visualizacao temos sua representagao

geométrica conforme Figura 24.

o GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

1Al e O ) N e =] ]

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
= Vetor

,a:(_i) 3
/
L2,

ou=(3)

3 b

—
r

Figura 24: Representacdo geométrica de (3 —47) + (1 — ).

Efetue as operacoes indicadas abaixo:
(54 44)(2 +19);

(=2+30)(1 —d)+ (7T+1)1;

(1+ 30)% — (2 + 51).

Determine x e y € R para que se tenha:
3 — 4yi = 6x + 241;

(x4 y1)? = 4.

Qual é a condicao para que o produto de dois nimeros complexos a + bi e ¢+ di

dé um ntmero real?

Determine o valor de x € R, para que o niimero complexo z + (2% — 5z + 6)1, seja

um nimero imaginario puro.

Se f(z) = 2% — 2+ 1, calcule f(2—1).
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6. Prove que (1 + )% = 2i.

(1 + 2')60 _ (1 + i)40
7135 ’

7. Coloque na forma algébrica o nimero z =

8. Determine as raizes quadradas de 3 — 41.

32 Aula

Contetido:

e Conjugado de um Numero Complexo e suas Propriedades;

e Representacao Trigonométrica ou Polar dos Nimeros Complexos.
Espectativa da Aprendizagem:

e Definir o Conjugado de um Niumero Complexo;

e Conhecer e aplicar as propriedades do Conjugado em situagoes-problemas;

e Representar os Numeros Complexos na forma Trigonométrica ou Polar.
Procedimento Didatico:

e Aula expositiva;

e Uso de multimidia;

e Aplicativo Power Point;

o Quadro-giz.
Estratégia:

e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;

e Explorar o calculo algébrico, lembrando que as operagoes usadas no campo dos

reais é estendida aos complexos.

Atividades Aplicadas ao Contetido:

14
1. Determine o conjugado de i !
i
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10.

. Encontre z tal que z 4+ 22: — 1 = 2.

Determine z € C tal que 2° = 7.

Coloque na forma trigonométrica os niimeros:
3 — 4a;

—V3+i;

i

5i(2 — ).

Coloque na forma algébrica os nimeros:
(o0 ) 100 ()
cos { isen (7))
5 | cos 2 + isen )Y
3 3 ’
3 om w oT
cos | — isen | — | | ;
6 6 ’
7 47 w A
cos | — isen | — | | .
3 3

Efetue as divisoes indicadas abaixo:
342
1—2i
5
3+ 4

Determine os complexos que tém o quadrado igual ao conjugado.

Determine os nimeros complexos z, tais que z +Z =4 e zZ = 13.
Prove que z 4+ Z é um numero real.

Resolva a equacao iz +2z+1—1i=0.

Um imaginario puro é um complexo cuja parte real é nula. Determine a real para

2+ at
1—1

que seja um imaginario puro.
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42 Aula

Conteado:
e Propriedades do Médulo de um Niumero Complexo;
e Potenciacao em C.

Espectativa da Aprendizagem:

e Conhecer e aplicar as propriedades do Médulo de um Numero Complexo em

situagoes-problemas;

e Calcular poténcias de Numeros Complexos na forma Trigonométrica ou Polar.
Procedimento Didatico:

e Aula expositiva;

e Uso de multimidia;

e Aplicativo Power Point;

e Régua;

e Quadro-giz.
Estratégia:

e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;

e Criar grupos de no maximo trés integrantes;

e Sortear dez questoes da lista abaixo, para que sejam resolvidas na lousa por estes

grupos;
Atividades Aplicadas ao Contetuido:
1. Determine o mo6dulo de cada um dos ntimeros complexos abaixo

a) (4 —3i)(2+ 2i);

3+ 5i_
2

b)
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10.

(1+10)(2+3)
1—i

1
Se z + — =1, calcule |z|.
z

1—a

Sendo a real, determine

ai |’

Localize graficamente os niimeros complexos z tais que:
2| =9;
2] > 1;

|z| < 25.

. Represente no plano de Argand-Gauss, indicando graficamente o médulo p e o

argumento principal 6y para os seguintes ntimeros complexos:

—3 + 24

3+ 5i.

Determine o menor niimero n natural para o qual (i — v/3)" é imaginario puro.

Determine (1 — v/3i)°.

. Prove que 1+ iv/3 é uma das solucoes da equacao 2% + 92° +8 = 0.

Determine os valores inteiros de n para os quais (1 +1)" = (1 —4)™.

z = p(cos(0) + isen())
Dados os nimeros complexos

w = r(cos(a) + isen(a)),

determine |z 4+ w| e mostre que |z + w| < |z| + |w|.

81



52 Aula

Conteado:

e Radiciacao em C;

e Interpretacao Geométrica da Multiplicacao dos Complexos.
Espectativa da Aprendizagem:

e Calcular a raiz n-ésima em C;

e Compreender e aplicar os Nimeros Complexos em situacoes-problemas em Geo-

metria e na Trigonometria.
Procedimento Didatico:
e Aula expositiva;
e Uso de multimidia;
e Aplicativo Power Point;
e Régua;
e Quadro-giz.
Estratégia:
e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;
e Aplicar a teoria na resolucao de exemplos;
e Incentivar os alunos a resolverem atividades no quadro.
Atividades Aplicadas ao Contetido:
1. Calcule:
a) =T+ 24i;
b) V1+i;
) /=T729.
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2. Calcule ‘ T+ iV 15‘.

3. Represente graficamente os numeros 7 + v/ —8i.

4. Calcule \/ _1+Z\/§

5. Um quadrado, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um
de seus vértices o afixo de z; = 3¢. Que niimeros complexos sao representados

pelos outros trés vértices?

6. Calcule as raizes quartas de 256. Represente-as no plano e calcule a distancia
entre dois pontos nao adjacentes. Qual o comentéirio geométrico acerca dessa

distancia.
7. ABCD ¢é um quadrado. Dados A = (1,2) e B = (3,5), determine C' e D.

8. Dois vértices consecutivos de um octogono regular convexo sao (1,2) e (3, —2).

Determine o centro deste octdgono.
9. Demonstrar a identidade: cos®(z) — sen*(z) = cos(2z).

10. Resolva a equagao trigonométrica 1 + cos(x) + cos(2z) + cos(3z) = 0.

62 Aula

Contetdo:

e Teorema Fundamental da Algebra;

e Teorema da Decomposicao;

e Relacdo entre coeficientes e raizes (Relagdo de Girard)
Espectativa da Aprendizagem:

e Conhecer as ferramentas necessarias para a demonstracao do Teorema Funda-

mental da Algebra;

e Aplicar o Teorema da Decomposicao em situacoes-problemas;
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e Aplicar a Relagao de Girard em situagoes-problemas.

Procedimento Didatico:

e Aula expositiva;

e Uso de multimidia;

e Aplicativo Power Point;

e Quadro-giz.

Estratégia:

e Utilizar o Power Point para exposicao da teoria;

e Aplicar a teoria na resolucao de exemplos;

e Incentivar os alunos a resolverem atividades no quadro.

Atividades Aplicadas ao Contetido:

1.

4.

Dé uma equacao do 3° grau cujas raizes sao 1, 2 e 3.

Determine o polinémio P(x) do 3° grau cujas raizes sdo 0, 1 e 2, sabendo que

G

. Resolver a equacao z* — 22% + 22 + 22 — 2 = 0, sabendo que uma de suas raizes

é1+q.

Calcular a soma e o produto das raizes das seguintes equagoes definidas em C

a) o —22* + 72 — 6 =0;

b) z* —32® — Ta? + 22 — 8 = 0.

3.

Resolva a equagdo 23 — 422 + 2 + 6 = 0, sabendo que uma raiz é igual & soma

das outras duas.

Resolva a equacio z2 — 622 + 11z — 6 = 0, sabendo que as raizes estdo em P.A.

Mostrar que o niimero \3/2 +/5 + {’/2 — /5 & inteiro.
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7 Consideracoes Finais

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar o Teorema Fundamental da Al-
gebra, que é apresentado de forma axiomética no Ensino Médio. A demonstracao do
mesmo é pouco conhecida pelos docentes, que tem por desafio realiza-la com os dis-
centes. Evidentimente que alguns fundamentos utilizados na demonstracao requerem
algo a mais do que é contemplado nos contetidos do Ensino Médio.

Algo motivador nessa proposta é o caminho percorrido para a sua demonstracao,
que passa pelo Conjunto dos Niimeros Complexos com seu contexto historico belissimo,
mostrando aos alunos que a Mateméatica nao é um ciéncia “divinamente inspirada” e
que alguém (matematico), em um sonho recebe todo o contetido pronto e acabado;
acreditamos que esta visao da Matematica, entre outros fatores tem somado para o
afastamento do nosso aluno da mesma. O caminho construido por esta proposta,
visa dirimir essa visao, bem como, enriquecer a abordagem do Conjunto dos Nimeros
Complexos e sua aplicacao na Geometria e Trigonometria, assuntos pouco explorados
e até mesmo omitidos no Ensino Médio por alguns docentes, segundo eles pela falta de
aplicacao.

Na busca de uma abordagem acessivel aos alunos, mas com rigor exigido pela lin-
guagem matematica, buscamos fazer uma experiéncia em janeiro de 2014, com quatro
professores do Colégio Estadual José Ludovico de Almeida, que lecionam no Ensino
Médio desta instituicao. Tivemos a oportunidade de apresentar um ensaio desta pro-
posta de ensino dos Ntimeros Complexos e o Teorema Fundamental da Algebra. Com
o objetivo de sondéa-los quanto ao nivel destes assuntos para os alunos, durante a mi-
nistracao, analisamos a reagao e como se comportavam as inferéncias do ministrante,
das duavidas que iam surgindo; dai veio a proposta de nao se ater somente aos alunos,
mas estendé-la aos professores na forma de uma Formagao Continuada.

Encerramos este trabalho propondo as atividades distribuidas em aulas no formato

de seis encontros, conforme descritas na Secao 6.
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