.! Universidade Federal de Goias AAA
... Instituto de Matematica e Estatistica AAA AAA
Programa de Mestrado Profissional em
UFG PROFMAT

Matematica em Rede Nacional

Conicas, Algebra Linear e GeoGebra, uma
Combinacao que Deu Certo.

Vitor Rodrigues Braga de Souza

Goiania

2014



jo S
sistema de z§§%§%& ufg U FG

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORI;ACAO PARA DISPONIBILIZAR ELETRONICAMENTE
OS TRABALHOS DE CONCLUSAO DE CURSO NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goids
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes
(BDTD/UFG), sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a Lei n® 9610/98, o do-
cumento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressdo e/ou down-
load, a titulo de divulgagdo da produg&o cientifica brasileira, a partir desta data.

1. Identificacdao do material bibliografico: Trabalho de Conclusao de Curso de
Mestrado Profissional

2. Identificacdao do Trabalho

Autor (a): | VITOR RODRIGUES BRAGA DE SOUZA

E-mail: Vitao_braga@hotmail.com

Seu e-mail pode ser disponibilizado na pagina? [ X ]Sim [ 1Nao

Vinculo empregaticio do autor PROFESSOR DO COLEGIO SANTO AGOSTINHO

Agéncia de fomento: | Sigla:

Pais: | BRASIL UF: [ GO | CNPJ: |

Titulo: CONICAS ALGEBRA LINEAR E GEOGEBRA, UMA COMBINACAO QUE DEU
CERTO.

Palavras-chave: | Elipse, Hipérbole, Parabola, Transformacdes Lineares, GeoGebra.

Titulo em outra lingua: | Conical, linear algebra and Geogebra, a right combination.
Palavras-chave em outra lingua: | Ellipse, Hyperbola, Parabola,
Linear Transformations, GeoGebra.

Area de concentracio: | MATEMATICA DO ENSINO BASICO

Data defesa: (dd/mm/aaaa) 26/09/2014 ’

Programa de Pés-Graduacdo: MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA ProfMat-
IME-UFG

Orientador (a): | DR. OLE PETER SMITH

E-mail: | ole@ufg.br

Co-orientador(a):* | Nao houve

E-mail: | Ndo houve

*Necessita do CPF quando ndo constar no SisPG
3. Informacgodes de acesso ao documento:
Concorda com a liberagao total do documento [ X ] SIM [ 1NAO!
Havendo concordancia com a disponibilizagdo eletrénica, torna-se imprescindivel o en-
vio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF ou DOC do trabalho de conclusao de curso.
O sistema da Biblioteca Digital de Teses e Dissertagfes garante aos autores, que os ar-

quivos contendo eletronicamente as teses, dissertacdes ou trabalhos de conclusao de curso,
antes de sua dlspnlblllzagao receberao procedlmentos de _seguranca, criptografia (para nao

permltlr C0p|a e e‘ (
/ Data: 26 / 10 /2014

do Acrobat.

1 Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. A extensdo deste prazo
suscita justificativa junto a coordenagdo do curso. Os dados do documento néo serdo disponibilizados durante o periodo
de embargo.



Vitor Rodrigues Braga de Souza

Conicas, Algebra Linear e GeoGebra, uma
Combinacao que Deu Certo.

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Instituto de Matemaética e Estatistica
da Universidade Federal de Goias, como parte dos requisitos para obtencao do grau de
Mestre em Matematica.

Area de Concentracido: Matematica do Ensino Basico.

Orientador: Prof. Dr. Ole Peter Smith.

Goiania

2014



Ficha catalografica elaborada automaticamente
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a), sob orientagédo do Sibi/UFG.

Souza, Vitor Rodrigues Braga de

Codnicas, Algebra Linear e GeoGebra, uma Combinagéo que Deu Certo
[manuscrito] / Vitor Rodrigues Braga de Souza. - 2014.

Ixxxii, 82 f.

Orientador: Prof. Dr. Ole Peter Smith.
Dissertagéo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Matematica e Estatistica (IME) , Programa de Pés-Graduacdo em
Matematica, Goiania, 2014.

Bibliografia.

Inclui siglas, abreviaturas, simbolos, tabelas, lista de figuras.

1. Elipse. 2. Hiperbole. 3. Parabola. 4. Transformag®es Lineares. 5.
GeoGebra. |I. Smith, Ole Peter, orient. Il. Titulo.




Vitor Rodrigues Braga de Souza

Conicas, Algebra Linear e GeoGebra, uma
Combinacao que Deu Certo

Trabalho de Conclusdo de Curso defendido no Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional — PROFMAT/UFG, do Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade Federal de Goids, como requisito parcial para obtengao
do titulo de Mestre em Matematica, drea de concentragio Matematica do Ensino
Bésico, aprovado no dia 26 de setembro de 2014, pela Banca Examinadora constituida

pelos professores:
< :

Prof. Dr. Ole Peter Smith
Instituto de Matematica e Estatistica-UFG
Presidente da Banca, orientador

U{Pm Cnskm B@@ ej(/m

Prof®. Dr?. Silvia Cristina Belo e Silva
Membro, MAF/PUC-GO

i

Prof. Dr.gﬁiro Hefirique de Azevedo Rodrigues
Membro, Instituto de Matematica e Estatistica-UFG




Todos os direitos reservados. E proibida a reproducdo total ou parcial deste trabalho

sem a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Vitor Rodrigues Braga de Souza graduou-se em Matemaética pela Universidade
Federal de Goiés, é especialista em Matematica pela Universidade Federal de Goias. E
professor no Ensino Médio, na rede particular de ensino, em Goiania - GO e em Palmas

- TO. E professor universitario da rede particular, também em Goiania - Go .



Dedico este trabalho a Deus, a minha esposa Emilly e

aos meus pais Vitorino e Maria Celia.



Agradecimentos

A Deus, pela protecao durante este percurso da minha carreira estudantil, por ter
me dado a oportunidade e a capacidade, pois sem Deus nada disso seria possivel.

A ele toda honra e toda gloria.

Aos meus pais, “Vitorino e Maria Celia” pelo apoio e incentivo desde os tempos

de graduacao, nas horas dificeis e também nas horas de alegria.

A minha esposa Emilly, compreensiva, companheira e amorosa, que sempre me
apoiou e sempre compreendeu a minha auséncia, momentos estes, onde dedicava

tempo e forcas para a elaboracao deste trabalho e para conclusao deste mestrado.

As minhas irmas, Juliana e Viviane, que sempre estiveram ali, dando carinho e

amor.

Em especial, ao Prof. Dr. Ole Peter Smith, pela amizade, paciéncia e dedicacao

que foram indispensaveis para a concretizagao deste trabalho.

A todos os meus familiares e amigos, que apoiaram-me em mais um degrau de

minha vida.

Aos colegas de PROFMAT: Gleisson Santana, Mario Jonas e José Morais, que

dedicaram juntos comigo horas de estudo, empenho e dedicagao.

Gostaria de agradecer ao professor Dr. Clodoaldo Valverde, amigo que sempre

me incentivou a seguir o caminho do aprendizado. Qualificar-se é preciso.



e Finalmente, gostaria de agradecer também aos idealizadores desse projeto - IMPA
(Instituto de Matematica Pura e Aplicada). O PROFMAT me fez crescer ex-
ponencialmente enquanto professor, melhorou significavelmente o meu conheci-
mento. Minhas aulas preparatorias para as Olimpiadas de Matematica - OBM
(Olimpiada Brasileira de Mateméatica) e OMEG (Olimpiada de Matemaética do

Estado de Goiés) - se tornaram infinitamente mais produtivas.



Resumo

Na primeira parte desse trabalho, apresentamos todas as conicas com suas res-
pectivas equacoes cartesianas e seus respectivos graficos. Em seguida, fizemos uma
abordagem de conceitos de Algebra Linear, espacos vetoriais, transformacdes lineares,
autovalores e autovetores afim de, construir as matrizes de transformagcoes lineares ca-
pazes de rotacionar, transladar ou até fazer o cisalhamento destas conicas. Construidas
as matrizes, foi utilizado o software GeoGebra para a construcao dos graficos obtidos
pelas matrizes de transformacao. Além dessa parte geométrica, abordamos as formas
quadraticas no intuito de identificar uma conica analisando apenas os coeficientes da
sua forma quadratica e os autovalores associados. O resultado final foi um excelente
material visual construido a partir do software GeoGebra aplicando os conceitos de
Algebra Linear. Nao podemos deixar de citar que foram implementadas técnicas de
construcao das conicas no GeoGebra que substituem a régua, o compasso e o barbante

utilizados pelos gregos antigos.
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Abstract

In the first part of this work, we present all conical with their cartesian equations
and their graphs. Then, we made an approach to concepts of linear algebra, vector
spaces, linear transformations, eigenvalues and eigenvectors in order to build matrices
of linear transformations able to rotate, translate or even make these conical shear.
Constructed matrices, GeoGebra software for constructing graphs obtained by trans-
formation matrices were used. Besides this geometric part, we discuss the quadratic
forms in order to identify a conic analyzing only the coefficients of its quadratic form
and the eigenvalues. The end result was an excellent visual material built from software
GeoGebra applying the concepts of Linear Algebra. We can not fail to mention that
the construction of the taper in GeoGebra techniques that replace the ruler, compass

and the string used by the ancient Greeks were implemented.
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Introducao

Este trabalho é composto de 5 capitulos, nos quais foram feitos estudos que associam
Geometria Analitica e Algebra Linear, no que diz respeito as seguintes conicas: elipse,
hipérbole e parabola. O principal objetivo era construir os seus graficos e efetuar
algumas transformacoes lineares nas conicas utilizando o Software GeoGebra e também,
0 processo inverso, a partir da equacao de uma conica, identificar os autovalores e
autovetores associados, encontrar seus componentes e fazer o seu grafico utilizando
também o Software GeoGebra.

Para comecar o estudo, foi necesséario o uso de algumas defini¢coes preliminares. No
inicio de cada capitulo foram apresentadas as definicoes importantes e relevantes para
sua compreensao. Todos os capitulos tem essa estrutura, inicia-se com a apresentagao
das defini¢oes preliminares e em seguida apresenta-se alguns exemplos e graficos que
ilustram cada caso.

No capitulo 1 foram apresentadas todas as conicas através de seus conceitos geomé-
tricos e a partir dessas defini¢oes, suas equacoes foram determinadas. Também foram
apresentados os seu graficos nos dois aspectos, um apenas geométrico mostrando uma
estratégia de construgao no GeoGebra diferente do classico método que utiliza régua e
compasso, ja o outro no sistema cartesiano buscando as condigoes necessérias e sufici-
entes para determinar cada uma das equacoes.

O capitulo 2 apresenta as transformacoes lineares e um exemplo de cada uma delas
feito no software GeoGebra. O exemplo 3 é o que mais chama atencao, nele é feito o
cisalhamento horizontal de uma elipse, a seguir, ¢ retomado no dltimo capitulo para
mostrar que de fato, o resultado obtido é uma nova elipse. Utilizando este exemplo,
foi feito um roteiro de como utilizar a matriz de transformacao para gerar a elipse
"cisalhada''no GeoGebra.

O capitulo 3 foi reservado para os autovalores e autovetores, definindo e mostrando
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como determind-los.

As mudancas de sistemas de coordenadas por translagao ou por rotacao, sao mos-
trados no capitulo 4.

O nucleo deste trabalho ocorre no capitulo 5. Neste capitulo é feita a generalizacao
de uma conica e é apresentada a forma matricial, que esta associada aos autovalores

da matriz associada a sua equagao. Foi enunciado e demonstrado o teorema que segue:

Teorema 0.0.1. Se B # 0 na equacao geral das conicas
Az® 4+ Bay +Cy? + Dx+ Ey + F =0,
a matriz

A
M=\ p
2
tem dois autovalores A\ e Ay reais e distintos.

B
2
C

Foi observado que os autovetores da matriz M tem as propriedades descritas no

teorema abaixo:

Teorema 0.0.2. Sejam vy = (a11,a21) e vo = (a12,a22) autovetores da matriz M

descrita no teorema 5.1.1, respectivamente, associados a Ay e Ay. Entao,
a) v1 e vy sao perpendiculares entre si, isto €,

V.02 = a11a12 + 21022 = 0

b) Se vy e vy sao vetores unitdrios e

11 Q12
N =
Q21 A22
entao B
a1 a1 A 5 aix a2 At 0
B : -
a1z Q2 5 C a1 Ao 0 X

A partir destes dois teoremas e das definicoes apresentadas nos capitulos anteriores,
podemos caracterizar a equacao de uma conica e classifici-la. Porém, o trabalho ainda
continua arduo, as contas continuam grandes. Finalmente, foi demonstrado o seguinte

teorema, que facilita ainda mais o processo de identificagao da conica:
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Teorema 0.0.3. Dada uma conica definida pela equacio Ax?+ Bxy+Cy?+ Dz + Ey+
F =0, com B#0. Sejam Ay e Ay 0s auto valores associados a sua forma quadrdtica,

entao:

i) Se A1.\y > 0 esta equacgao representa uma elipse, ou suas degeneragoes (um ponto

ou 0 vazio).

ii) Se A\1.A\y < 0 esta equagao representa uma hipérbole ou sua degeneragao (par de

retas concorrentes).

iii) A\1.Ay = 0 eseta equagao representa uma pardbola ou suas degeneragoes (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Pudemos enfim, associar os coeficientes da equagao da conica com os autovalores

associados a matriz M, assim, o teorema acima pode ser interpretado como segue:

Teorema 0.0.4. Dada a equacio: Ax®+ Baxy+ Cy?> +Dx+ Ey+F =0, com B # 0,

esta equacao no plano representard:

i) uma elipse ou suas degeneracoes, se B> —4AC < 0;
i) uma pardbola ou suas degeneragoes , se B> —4AC = 0;

i) uma hipérbole, se B> —4AC > 0.

20



Capitulo 1

Conicas

1.1 Elipse

Sejam Fy € R?) F; € R? e a € R%.. Chamamos de elipse £ de focos Fy e F; e eixo
maior 2a, o conjunto de pontos P € R? cuja soma das distancias a I e I} é igual a uma

constante 2a. Sendo 2a > 2c, e 2c € RY é a distancia focal, ou seja, d(F}, F») = 2c.

E={P=(z,y) € R?/PF, + PF, = 2a} (1.1)

Graficamente, podemos construir a elipse fazendo uso do software GeoGebra se-

guindo os seguintes passos:
e FEscolha dois pontos F} e Fy;
e Trace a semirreta de origem F} passando por Fb;
e Trace um circulo de centro F contendo F5 no seu interior;
e Escolha um ponto D no circulo nido pertencente a semirreta FyFb;
e Trace os segmentos D_Fl e D_Fg;

e Trace a mediatriz do segmento DF; e determine o ponto P onde ela intersecta o

segmento DF7;
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Note que o ponto P pertence a elipse £ de focos Fy e Fy com 2a = d(Fy, D). Isso é
verdade pois, como o ponto P pertence & mediatriz de DFy, temos d(P, D) = d(P, Fy)
e, portanto, 2a = d(Fy, D) = d(Fy, P) + d(P, D) = d(Fy, P) + d(P, F3).

Feito isso, o resultado é o da figura 1.1.

i

Figura 1.1: Elipse construida com o auxilio do software GeoGebra.

Notacao
e Seja r a reta focal, ou seja, a reta que contem os focos F; e Fs.

e A interseccao da reta r com a elipse tem dois pontos: A; e As; que serao chamados
de vértices da elipse. Tais pontos sao distintos dos focos Fi e F, e sao externos

ao segmento £ F5.

e O ponto O, que é ponto médio de A; e Ay, serd chamado de centro da elipse.
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e A reta s, que passa por O e é perpendicular a reta r, chamaremos de reta nao
focal.
e A interseccao da reta s com a elipse tem dois pontos: By e Bs; esses pontos

também serao chamados de vértices da elipse.
c - .
e O nimero e = — serd chamado de excentricidade da elipse. Note que 0 < e < 1.

a

e O numero real positivo b, é a distancia do centro da elipse a quaisquer um dos

vértices que estao sobre a reta nao focal.

A figura 1.2 mostra a elipse e seus componentes.

1 r Fa A

2

Figura 1.2: Elipse construida com o auxilio do software GeoGebra.

1.1.1 Forma Canoénica da Elipse

A seguir, vamos deduzir uma equacao da elipse na situacao particular em que seu
centro coincide com a origem do Plano Cartesiano e os focos estao sobre os eixos

coordenados. Temos dois casos, conforme figura 1.3 e figura 1.4.
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Figura 1.3: Elipse centrada na origem, com eixo maior 2a sobre o eixo Ox.

Primeiro caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Oz, como na figura
1.4, assim teremos:

Ay = (a,0), Ay = (—a,0), By = (0,b), By = (0,=b), F} = (¢,0), F5 = (—¢,0) e
0= (0,0).

Aplicando a defini¢ao de elipse, d(P, F1)+d(P, Fy) = 2a, tal que P(z,y) é um ponto

qualquer da elipse, teremos:

V=2 +y?+/(z+)?+y2=2a=
(z =) +y?=2a—/(x+¢)* +y°

Elevando os dois membros da tltima equagao acima ao quadrado, obtemos a equa-

Gao:

132 y2
St =l (1.2)

Note que a? = b* + ¢?, ilustrado na figura 1.5.

Segundo caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Oy, assim teremos:

Ay = (0,a), Ay = (0,—a), By = (b,0), By = (=b,0), F} = (0,¢), F5 = (0,—c) e
0= (0,0).

Aplicando a defini¢ao de elipse, d(P, F1)+d(P, Fy) = 2a, tal que P(z,y) é um ponto

qualquer da elipse, teremos:
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o

Figura 1.4: Elipse centrada na origem, com eixo maior 2a sobre o eixo Oy.

Vit (y—o)2+ /(@ + (y+c?=2a=
2+ (y -0 =2a— /(22 + (y +¢)?

Elevando os dois membros da iltima equagao acima ao quadrado, obtemos a equa-

Gao:

x? y2
b_2 + ? =1 (1.3)

1.2 Hipérbole

Sejam F} € R?2, F, e R?ea € R? . Chamamos de hipérbole H de focos Fy e I3 e
eixo 2a, o conjunto de pontos P € R? cujo modulo da diferenca das distancias a F e
F5 & igual a uma constante 2a > 0 e menor que a distancia focal 2¢c. Sendo 0 < a < ¢,

e 2c € R% ¢ a distancia focal, ou seja, d(F1, Fy) = 2c.

H ={P=(z,y) € R?/|PF, — PF,| = 2a} (1.4)
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Figura 1.5: Propriedade: a? = b + 2.

Graficamente, podemos construir a hipérbole fazendo uso do software GeoGebra

seguindo os seguintes passos:

e Escolha os pontos F) e F; e trace a semirreta r de origem £ passando por Fb;
e Escolha um ponto A na semirreta r entre Fi e Fy;

e Trace o circulo C de centro F; que passa pelo ponto A;

e Escolha um ponto B no cirulo C diferente de A;

e Trace a reta s que passa por Fj e B;

e Trace a mediatriz m do segmento BFj;

e Determine o ponto P dado pela interseccao da reta s com a mediatriz m;

e O ponto P descreve uma hipérbole de focos I} e F5, quando o ponto B se move

ao longo do circulo C.

e Habilite o rastro no ponto P e mova o ponto B para desenhar a hipérbole.
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Note que o ponto P pertence a hipérbole H de focos Fy e Fs com 2a = d(F}, B). Isso
¢ verdade pois, como o ponto P pertence a mediatriz de BF, temos d(P, B) = d(P, F3)
e, portanto, 2a = d(Fy,B) = d(Fy,P) — d(P,B) = d(Fi, P) — d(P, F»). Devemos
ressaltar que esta tltima diferenca deve estar em modulo para garantirmos que 2a seja
um numero real positivo, pois se trata do comprimento de um segmento. Portanto,

temos:
|d(Fy, P) — d(P, F»)| = 2a

Feito isso, o resultado é o da figura 1.6.

Figura 1.6: Hipérbole construida com o Software Geogebra.

Notacao
e Seja r a reta focal, ou seja, a reta que contem os focos F; e Fs.

e A interseccao da reta r com a hipérbole tem dois pontos: A; e As; que serdo
chamados de vértices da hipérbole. Tais pontos sao distintos dos focos F} e

F; e sao internos ao segmento £ F5.
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e O ponto O, que é ponto médio de Ay e Ay, serd chamado de centro da hipérbole.

e A reta s, que passa por O e é perpendicular a reta r, chamaremos de reta nao

focal.

e O segmento BB, perpendicular ao eixo focal, que tem ponto médio O e compri-
mento 2b, onde b? = ¢? — a?, pertence a reta nio focal, e B; e By sao os vértices

imaginarios da hipérbole.

e A excentricidade da hipérbole H é:

ISH e

Note que e > 1, pois ¢ > a.

e O Retangulo da Base da hipérbole é o retangulo cujos lados tem Ay, As, By e By
como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base sao
as assintotas da hipérbole. Portanto, as assintotas de H sao as retas que passam
pelo centro da hipérbole e tem inclinacao i% em relacao a reta focal. Assim, r e

s sao as bissetrizes das assintotas.

A hipérbole H e seus componentes podem ser vistos na figura 1.7.

1.2.1 Forma Candnica da Hipérbole

A seguir, vamos deduzir uma equagao da hipérbole na situacao particular em que
seu centro coincide com a origem do Plano Cartesiano e os focos estao sobre os eixos
coordenados. Temos dois casos, que podem ser vistos nas figuras 1.8 e 1.9.

Primeiro caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Ox, como na figura
1.8, assim teremos:

Ay = (a,0), Ay = (—a,0), By = (0,b), By = (0,—b), F; = (¢,0), F; = (—¢,0) e
0=(0,0).

Vamos aplicar a defini¢ao da hipérbole, |d(P, Fy) — d(P, F)| = 2a, tal que P(z,y)

¢ um ponto qualquer da hipérbole. Pela definicao de médulo temos dois casos:

d(P.F)) — d(P,Fy) = 2a (1.5)
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Figura 1.7: Hipérbole construida com o Software Geogebra.

y
c
B.
1
F A, o A F,

Figura 1.8: Hipérbole com eixo focal sobre o eixo Oz.

d(P, ) — d(P, Fy) = —2a.
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Figura 1.9: Hipérbole com eixo focal sobre o eixo Oy.

Resolveremos apenas a equacao 1.5 isolando uma das raizes e elevando os dois
membros da igualdade ao quadrado, a equagao 1.6 se torna equivalente quando elevamos

os dois membros ao quadrado. Desse modo temos:

Vie—c)2+y2—/(x+c)?2+y2=2a=

VPR =20t ST PR

Efetuando as contas necessarias temos:

2 2
oYy (1.7)

a’>  b?
Segundo caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Oy, como na figura 1.9,
assim teremos:
Ay = (0,b), Ay = (0,-D), By = (a,0), By = (—a,0), F; = (0,¢), F; = (0,—c) e
0=(0,0).
Vamos aplicar a defini¢ao da hipérbole, |d(P, F}) — d(P, F3)| = 2a, tal que P(x,y)

¢ um ponto qualquer da hipérbole. Pela definicao de médulo temos dois casos:

d(P,F)) — d(P, Fy) = 2a (1.8)
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d(P, Fl) - d(P, FQ) = —2a. (19)

Resolveremos apenas a equacao 1.8 isolando uma das raizes e elevando os dois
membros da igualdade ao quadrado, a equacao 1.9 se torna equivalente quando elevamos

os dois membros ao quadrado. Desse modo temos:

V@@ =~ /BT (gt =2

VT = =2+ /T T P

Efetuando as contas necessarias temos:

1.3 Parabola

Sejam I € R? e r uma reta. Chamamos de parabola P de foco F e diretriz r, o
conjunto de pontos P € R? tais que d(P, F') = d(P,r).

P ={P = (z,y) € R*/d(P,F) = d(P,r)} (1.11)

Graficamente, podemos construir a pardbola fazendo o uso do software GeoGebra

seguindo os seguintes passos:

e Numa janela do GeoGebra, trace a reta r por dois pontos A e B (diretriz da

parabola);
e Escolha um ponto F, para ser o foco da parabola, fora de r;
e Escolha um ponto D em r;

e Trace a reta mediatriz s do segmento F'D;
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e Trace a reta t perpendicular a diretriz r que passa pelo ponto D;

Determine a insterseccao P da mediatriz s com a reta ¢

Habilite o rastro no ponto P;
e Descreva a parabola de foco F' e diretriz 7, movendo o ponto D da diretriz.

Note que o ponto P pertence a parabola P de foco F' e diretriz r. Isso é verdade
pois, como o ponto P pertence a mediatriz de F'D, temos d(P, D) = d(P, F), tendo em

vista que o triangulo F'DP é isoceles, cujo lado diferente é o segmento F'D.

Figura 1.10: Parabola construida com o Software GeoGebra.

Feito isso, o resultado é o da figura 1.10.

Notagao
e A retar é a reta diretriz da parabola P;

o A reta [ que é perpendicular a reta diretriz da parédbola P, serd chamada de reta

focal da parabola;

e O ponto V da pardbola que pertence a reta focal, é o vértice da parabola.
Em particular, se A é o ponto onde r intersepta [, entao V é o ponto médio do

segmento ﬁ;
e O ponto F ¢é o foco da parabola;
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e O namero 2a = d(F,r) é o parametro da parabola. Note que d(F,V) = a.

A parédbola P e seus componentes podem ser vistos na figura 1.11.

Figura 1.11: Parabola construida com o Software GeoGebra.

1.3.1 Forma Canoénica da Parabola

A seguir, vamos deduzir uma equacao para a parabola na situagao particular em
que seu vértice coincide com a origem do Plano Cartesiano e cujo foco esta sobre algum
dos eixos coordenados. Desse modo, temos quatro casos a serem analisados, que estao
representados nas figuras 1.12, 1.13, 1.14 e 1.15.

Primeiro caso: Suponha que o eixo focal [ seja coincidente com o eixo Oz, con-
forme figura 1.12. Sendo assim a reta diretriz da parabola sera paralela ao exio Ox. Se

d(F,r) = 2a, entao o foco é F'(0,a) e a equacao da diretriz é
riy= —a.

Um ponto P(z,y) € R? pertencera a parabola P se, e somente se,

d(P,F) = d(P,r) (1.12)
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Figura 1.12: Parabola com eixo focal sobre o eixo Oy.

Figura 1.13: Parabola com eixo focal sobre o eixo Ox.

ou seja
w2+ (y—a)*=ly+al

Ao elevarmos ambos os lados da equacao ao quadrado e simplificando o resultado,

obetemos a sua equacao equivalente

4ay = * (1.13)
ou
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Figura 1.14: Parabola com eixo focal sobre o eixo Oy.

Figura 1.15: Parabola com eixo focal sobre o eixo Ox.

Lo,

= — 1.14
y= 2 (1.14)
que é a equacao da parabola.
Nos demais casos, efetuando-se contas semelhantes, obtemos
L,
r=— 1.15
1Y (1.15)
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Capitulo 2

Operacoes Geométricas

2.1 Transformacoes Lineares

Definicao 1. Um espaco vetorial real é um conjunto V', nao vazio, com duas operacoes:
a) Soma,(+):VxV =V
b) Multiplicagao por escalar, (\):V XV =V

tais que, para quaisquer uw,v,w € V e a,b € R, as sequintes propriedades sejam satis-
feitas.

Propriedades:

i) (u+v)+w=u+ (v+w)

i) u+tv=v+u
i) Existe 0 € V tal que u+ 0 = u. (0 é chamado vetor nulo.)
i) Eriste —u € V tal que u+ (—u) = 0.

v) a(u+v) = au+ av
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vi) (a+b)v = av+ bv
vii) (ab)v = a(bv)
viti) lu = u

Funcoes lineares descrevem o tipo mais simples de dependéncia entre variaveis.

Muitos problemas podem ser representados por tais funcoes.

Definigao 2. Sejam V' e W dois espagos vetoriais. Uma transformagao linear (aplica-

¢ao linear) é uma fungao de V-em W, T:V — W, que satisfaz as sequintes condigoes:
i) Quaisquer que sejam u e v em V, T(u+v) =T(u) + T (v).

i) Quaisquer que sejam k € R ev € V, T(kv) = kT (v).

Exemplo 1. Se o preco de uma passagem de onibus custa R$2,75 e uma pessoa deseja

comprar x viagens durante algum més, entdo ela deverd pagar R$2,75.x.

Escrevendo na forma de funcao, teremos P(z) = 2,75z, onde P = valor pago pelas
passagens e x = quantidade de viagens.

Essa fungao tem a seguinte propriedade: para calcular o prego pago por (x + y)
viagens, podemos multiplicar (z + y) pelo valor unitario 2,75, isto é, P(x + y) =
(x+y).2,75 =2.2,754+y.2,75 = P(z) + P(y). E ainda, se a quantidade de passagens
for multiplicada por um fator k, o valor pago pelo total de passagens serd multiplicada
por esse fator, ou seja, P(kx) = 2,75.x.k = k.(2,75.2) = k.P(z). Portanto, se o
dominio e o contradominio dessa funcao forem espacos vetoriais, a funcao acima sera
uma transformacao linear.

Chamaremos a transformacao linear 7' : V' — V de operador linear.

2.1.1 Cisalhamento Horizontal

Definigao 3. O operador linear T : R* — R? tal que T'(z,y) = (z+ay,y), com a € R

¢ chamado de cisalhamento horizontal.
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Exemplo 2. Tome T(z,y) = (x + 2y,y). Escrevendo na forma matricial temos:

x T+ 2y 1 2 x
— =

Y y 0 1 y
Essa transformacao do plano no plano vista no exemplo 2 é uma transformacao li-
near, e pode facilmente ser verificada pelo leitor a partir da definicao 2. Toda transfor-
macao linear possui uma matriz associada que chamaremos de matriz de transformacao.

O resultado dessa trasnformacao linear pode ser visto na figura 2.1.

Figura 2.1: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Para calcular a transformacao linear no GeoGebra, basta seguir os seguintes passos:
e Em uma janela do GeoGebra vad no menu exibir e selecione a opcao planilha;
e Na planilha coloque os valores da matriz de transformacao linear;

e Selecione os valores da matriz clicando na primeira célula e arrastando o mouse

até que toda a matriz esteja selecionada;

e Clique no icone (na nova barra de icones que surge) criar matriz, em seguida

nomeie-a por 7T

e (Crie um poligono qualquer para aplicar a transformacao usando a funcao criar

poligono;

e Multiplique a Matriz por cada um dos pontos do poligono a partir do comando
T x A (campo de entrada), neste caso, T' é o nome da matriz transformagao e A

¢ um ponto do poligono;
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e Crie um novo poligono com o comando Poligono[inserir pontos] (na linha do
comando de entrada), esse novo poligono é o resultado da transformagao linear.

2 2

Exemplo 3. Considere a elipse de equacao 9 + 1= 1 e o cisalhamento T(x,y) =

(x 4+ 2y,y). Na forma de matriz o cisalhamento fica

ou seja,

9 4
que € equivalente a
4(2")* — 162"y + 25(y')* — 36 = 0.

Obs.: O grdfico desta equacao pode ser gerado no GeoGebra, veja figura 2.2 . Porém,
surge uma pergunta: Serd que esta equac¢ao descreve uma elipse? A resposta a esta

pergunta serd dada apenas no Capitulo 5.

A situacao do exemplo acima pode ser abordada de maneira geométrica utilizando

o GeoGebra. Para isso, primeiramente facamos a parametrizacao da elipse tomando

T = acost
y = bsinf

logo

40



-3

Figura 2.2: Cisalhamento feito no software GeoGebra

x = 3cosb

y = 2siné.

No Geogebra, construa a matriz de transformacao (cisalhamento)

seguindo os seguintes passos:

e Clique no menu exibir e em seguinda, selecione o menu planilha. Ela ird aparecer

na lado direito da tela;

e Coloque os nimeros da matriz na tabela, na mesma ordem em que aparecem na

matriz;

e (Clique na primeira célula da planilha, onde esta o ntimero 1, arraste o mouse até

que todos os niimeros estejam selecionados;

e Aparecera uma nova lista de icones, abaixo do menu principal. Selecione o icone

Criar Matriz, nomeie-a de T.
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Clique com com o mouse no icone Controle Deslizante. Aparecerd uma caixa
de didlogo, na qual, devemos escolher o nome do controle clicando com o mouse no
simbolo da letra «, que aparece ao final da caixa de texto Nome. Escolha a letra 6.
Na verdade podemos escolher qualquer letra, neste caso, desejo escolher a letra 6. Na
aba intervalo, coloque 0 no minimo, e 2 * Pi no maximo, assim estamos definindo o
controle deslizante variando de 0 a 27. Ainda na aba intervalo, coloque o niimero 0.05
na caixa Incremento. Clique no botao aplicar.

Agora, desenhe a elipse no Geogebra, digitando sua equacao na linha de comando.
Em seguida, também na linha de comando, defina o ponto P = (3 cos,2cos#). Clique
com o botao direito do mouse no ponto P que aparecera, pode ser no ponto ou nas
suas coordenadas que estao na janela algébrica, e selecione habilitar rastro.

Ao clicar com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante 6 que criamos,
selecione animar. Neste momento, veremos o ponto P deslizar em cima da elipse
descrita pela equacao que digitamos. Clique mais uma vez sobre o controle deslizante
e selecione a opcao animar, isso fard com que a animagao pare.

Finalmente, facamos o cisalhamento. Na linha de comando Entrada, digite 7" x P,
isso fara a multiplicacao da matriz 71" pelo ponto P. O Geogebra criard um novo ponto
e dard um nome a ele, observe na janela algébrica qual foi esse nome. Suponhamos que
o Geogebra nomeou o ponto de A. Clique com o botao direito do mouse no ponto A e
selecione habilitar rastro. Habilite a animacao no controle deslizante. O resultado é o
da figura 2.3.

2.1.2 Cisalhamento Vertical

Definigao 4. O operador linear T : R? — R? tal que T'(x,y) = (z,y+ax), com a € R

¢ chamado de cisalhamento vertical.

Exemplo 4. Tome T(x,y) = (x,y + 2z). Escrevendo na forma matricial temos:

T T 1 0 T
Yy Y+ 2x 2 1 Y

O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na figura 2.4.
A construcao da figura 2.4 no software GeoGebra, foi feita de modo analogo ao do

exemplo 2.
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Figura 2.3: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Figura 2.4: Cisalhamento feito no software GeoGebra

1
Exemplo 5. Considere a pardbola cuja reta diretriz é r : y + 1= 0 e cujo foco é

1
F <O, Z) Agora tome o operador linear T : R? — R? tal que T(x,y) = (z,y+27) que

¢ um cisalhamento vertical. Procedendo como no exemplo 3, tomando o ponto P(x,x?),

o resultado € o obtido na figura 2.5. Essa figura seria uma conica?
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Na forma de matrizes temos

x 10 x x
Y 2 1 Yy 2v +y
0 que € equivalente a
¥=ux
y =2r+y
finalmente temos
r=2a
=y — 27

Substituindo x' e y' na equacao da pardbola, temos

y'—2x' — (x/)2 = y/ — (23/)2—|—2.’13/,

que € uma equacao do sequndo grau, que jd sabemos, descreve uma pardbola.

2.1.3 Reflexao em Torno do Eixo Oz

Definigao 5. O operador linear T : R* — R? tal que T(x,y) = (x,—y), € chamado de

reflexao em torno do eixo Ozx.

Escrevendo na forma matricial temos:

O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na figura 2.6.

A construcao da figura 2.6 no software GeoGebra, foi feita de modo analogo ao do

exemplo 2.
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T

Figura 2.6: Reflexao em torno do eixo Ox feito no software GeoGebra
2.1.4 Reflexao em Torno do Eixo Oy

Definigao 6. O operador linear T : R* — R? tal que T(x,y) = (—x,y), € chamado de
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reflexao em torno do eixo Oy.

Escrevendo na forma matricial temos:

Figura 2.7: Reflexao em torno do eixo Oy feito no software GeoGebra

A construcao da figura 2.7 no software GeoGebra, foi feita de modo analogo ao do

exemplo 2.

2.1.5 Reflexao com Relacao & Origem

Definicao 7. O operador linear T : R? — R? tal que T(x,y) = (—x,—y), ¢ chamado

de reflexao com relagao a origem.

Escrevendo na forma matricial temos:

O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na figura 2.8.

A construcao da figura 2.8 no software GeoGebra, foi feita de modo analogo ao do

exemplo 2.
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Figura 2.8: Reflexao com relagao a origem feito no software GeoGebra

Exemplo 6. Do mesmo modo que procedemos anteriormente, a reflexao da pardbola
com relacao a origem, cuja reta diretriz € r @y + i = 0 e cujo foco € F (O, 4_1) com
relacao a origem, pode ser vista na figura 2.9.

Note que a equacio dessa pardbola é y = x2, obtida a partir da definicdo, de acordo
com o que foi exposto no capitulo 1.

A reflexao com relagao a origem, sequndo o operador linear T(x,y) = (—z,—y)

escrito em forma de matriz e aplicada no ponto (z,z?*) fica

Esta dltima igualdade mostra que a curva obtida depois de aplicar a transformacao

linear continua sendo uma pardbola, cuja equagio é y = —x2.

2.1.6 Projegao Ortogonal Sobre o Eixo Oz

Definicao 8. O operador linear T : R?* — R? tal que T(z,y) = (x,0), é chamado de

projecao ortogonal sobre o eizo Ox.
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Figura 2.9: Reflexao com relagao a origem feito no software GeoGebra

Escrevendo na forma matricial temos:

I
o

Y
O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na figura 2.10.
exemplo 2.

A construgao da figura 2.10 no software GeoGebra, foi feita de modo analogo ao do

Exemplo 7. Considere a mesma pardbola descrita no exemplo 6 com equagio y = 2.
Vamos utilizar a matriz da definicao 8 para ver o que acontece com a pardbola quando

fazemos sua projecao ortogonal sobre o eixo Ox. O ponto que descreve a pardbola € o
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Figura 2.10: Projecao sobre o eixo Ox feito no software GeoGebra

ponto P(z,2?), e efetuando a multiplicagdo das matrizes temos

que descreve a reta y = 0.

O resultado pode ser visto na figura 2.11.

Figura 2.11: Projecao sobre o eixo Oz feito no software GeoGebra
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2.1.7 Projegao Ortogonal Sobre o Eixo Oy

Definicao 9. O operador linear T : R* — R? tal que T(z,y) = (0,y), é chamado de

projecao ortogonal sobre o eizo Oy.

Escrevendo na forma matricial temos:

®

Figura 2.12: Projecao ortogonal sobre o eixo Oy feito no software GeoGebra

A construgao da figura 2.12 no software GeoGebra, foi feita de modo anélogo ao do

exemplo 2.

2 2
Exemplo 8. Considere a elipse de equagao T + % = 1. Para fazer a projecao

ortogonal desta elipse sobre o eixo Oy, basta multiplicar a matriz descrita na definicao
9 pelo ponto P(2cos6,3sin6), que como jdi vimos, é uma forma de parametrizar a
elipse. Todo o processo de construcao das figuras no GeoGebra pode ser feito como no

exemplo 3. O resultado estd na figura 2.13.

2.1.8 Rotacio de um Angulo 6

A partir da figura 2.14a podemos observar que:
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Figura 2.13: Projecao ortogonal sobre o eixo Oy feito no software GeoGebra

A
A
yVp-----
L R !
! "W A .
v ! v/ :
! v :
o i o/ :
M - a, i
X ” " -
(a) O vetor v (b) O vetor v rotacionado um angulo 6

Figura 2.14: Rotacao no sentido anti-horario.

x =1rcosf (2.1)
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em que r = /2% + y2, e ainda

y = rsind. (2.2)

A partir da figura 2.14b podemos observar que:

2’ =rcos(a+0) =rcosacosf — rsinasinf (2.3)

Substituindo as equacoes 2.1 e 2.2 na equacao 2.3 obtemos:

2’ = xcosfh — ysind.

Analogamente,

y =rsin(a+60) =rsinacosf + rsinf cosa = ycosf + xsin

Escrevendo na forma matricial, obtemos:

x xcosf — ysind cosf —sinf x

Y ycosf + xsinf sinf  cos6 Yy

Definigao 10. O operador linear T : R? — R? tal que T'(x,y) = (x cos —ysin 0, y cos 0+

xsinf), € chamado de Rotagao de um Angulo 6.

Se tomarmos 6 = /3 teremos a transformagao na forma matricial abaixo, e também

pode ser vista na figura 2.15.
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Figura 2.15: Rotacao feita no software GeoGebra

2.1.9 Translacao

Definig¢ao 11. A aplicacio T : R* — R? tal que T(z,y) = (v + a,y + 1), é chamada

de Translagao.

A aplicacao da definicao 11 nao é uma transformacao linear. De fato, sejam u,v € R,
em que u = (x1,41), v = (T2,%2) e u+v = (21 + T, Y1 + Yo). Assim,
T(u+v) =T(r1+ 22,1 +y2) = (11 + T2+ a, 1 +y2 +b) = (v1+a,y1 +b) + (22, 92) =
T(u) + (w2, 92) # T'(u) + T(v).
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Capitulo 3

Autovalor e Autovetor

Definicao 12. Seja T : V. — V um operador linear. Se existirem v € V, v # 0, e
A € R tais que T'(v) = Av, A é um auto valor de T e v um autovetor de T associado a

A.
Exemplo 9. Seja o operador linear T : R* — R? tal que T(v) = 2v.

Note que, neste caso, v é um vetor de R?, e escrevendo em notaciao matricial temos:

Neste caso, 2 é um autovalor de 7" e qualquer (z,y) # (0,0) é um autovetor de T’
associado ao autovalor 2.

Observe geometricamente na figura 77.

O objetivo desta secao é determinar os autovalores de uma dada aplicacao linear
T:R? — R%

Se A é um autovalor real de T, existe um vetor nao nulo v = (z,y) tal que

T(v) = \v

ou

a1; Q12 x x

ag1 Q22 Yy Yy



(a) O vetor v (b) O vetor 2v

Figura 3.1: Operador linear T'(v) = 2v

Como
T 1 0 T
Yy 01 Yy
temos
ail a2 T 1 0
=\
Q21 Q22 Y 01
ou
aip a2 T A0
a21 Q22 Yy 0 A
e dai
0,11—)\ a12 T
Qa1 azy — A Yy

Esta equacao é equivalente ao sistema

(a1 — Nz +apy =0

a1 + <a22 — )\)y =0

O sistema 3.1 possui solucao nao nula se, e somente se,
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aj; — A a12
= 0. (3.2)

a1 agy — A

Desenvolvendo este determinante, obtemos a equacao

N — (@11 + age) A + ajpas =0 (3.3)

Portanto, A é um autovalor real do operador linear cuja matriz é

a11 a2
Q21 Q22

se, e somente se, for uma raiz real da equagao algébrica 3.3.

Chamaremos a equacao 3.2 deequagao caracteristica do operador linear 7.

Exemplo 10. Os autovalores reais do operador linear

$a0 as raizes da equacao

M —(2+3)A+23-01=0

ou
A —5XA+6=0,
ou seja, sao \y =2 e Ay = 3.

A dificuldade de se calcular os autovalores de um operador linear reside na solugao

de sua equagao caracteristica. Nem sempre a equacao caracteristica de um operador

linear tera autovalores reais. Veja o exemplo que segue.
Exemplo 11. O operador linear
V3

2
1
2

|
M|§|w|~
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cuja acao € uma rotacao no plano de um dngulo de 30°, nao tem autovalor real, jd que

sua equacao caracteristica

AN —VBA+1=0,
nao tem rais real.

Geometricamente, é facil entender por que T nao tem auto valor real, pois sendo

30° o angulo entre v e T'(v), é claro que nao pode existir A tal que T'(v) = Av, para

v # (0,0).
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Capitulo 4

Sistema de Coordenadas

Definicao 13. Sejam V' um espago vetorial e vy,...,v, € V. Dizemos que o conjunto
{v1,...,u,} € linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, ..., v, sao LI, se
a equacao

av1 + ... +a,v, =0

implica que a; = as = ... = a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dizemos que

{v1,...,v,} € linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, ..., v, sao LD.
Defini¢ao 14. Um conjunto {vy, ...,v,} de vetores de V' serd uma base de V' se:
i) {v1,...,u,} € LI
b) [v1,...,v,) =V

A notagao [vy, ...,v,] =V diz que o conjunto de vetores {vy, ..., v,} geram o espago
vetorial V', ou seja, qualquer vetor de V' pode ser escrito como uma combinagao linear

desses vetores.

Exemplo 12. V =R, e; = (1,0) e e = (0,1). {e1,ex} € base de V, conhecida como

base candnica de R?. De fato, seja (x,y) € R?, entdo
(x,y) = 2(1,0) + y(0,1).
Por outro lado, dados 0s nimeros reais a e b temos
a(1,0) + b(0,1) = (0,0)
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que equivale a
(a,0) + (0,0) = (0,0)

assim

(a,b) = (0,0)

o que implica a =0 e b= 0.

Portanto os vetores {e1,es} sao LI.

Exemplo 13. O conjunto {(1,1),(0,1)} também é uma base de V =R?. De fato. Se

(0,0) =a(1,1) 4+ 06(0,1) = (a,a + b),
entao a = b = 0. Isto é, {(1,1),(0,1)} é LI. Ainda [(1,1),(0,1)] = V, pois dado
v=(z,y) € R? temos
(z,y) = =(1,1) + (y — x)(0,1)
ou seja, todo vetor de R* é uma combinagao linear dos vetores {(1,1),(0,1)}.
Considere o sistema de coordenadas usual xy, cujos eixos tém direcao e sentido dos

vetores {e1, ea}, e zw é o sistema cujos eixos tem dire¢ao e sentido dos vetores vy e vs.

Um ponto (a,b) ter coordenadas no sistema zy significa que

O? = aey + bes.

Da mesma forma, P ter coordenadas (a’,b') no sistema zw significa que
O?’ = ad'vy + bvs.

Observe que os vetores v, e vy devem formar uma base de R? para que os ntimeros

a’ e b sejam determinados de modo tnico.

Exemplo 14. Seja o ponto (2,4) relativamente ao sistema usual xy. Se as coordenadas
de P em relagao ao sistema zw associado a base {vy = (2,1),v = (—=2,2)}, sao «’ e
Yy, entao

OP = #/(2,1) + ¢/(~2,2)

(2,4) =2'(2,1) + /' (—2,2).

Resolvendo esta equagao, obtemos x' = 2 ey’ = 1. Logo, em relacao ao sistema
zw, P € o ponto (2,1). Veja figura 4.1.
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Figura 4.1: Mudanca de coordenadas.

Para um ponto genério P(z,y) de R?, temos
(z,y) =2'(2,1) + ¥/ (—2,2),

sendo 2’ e ¥’ as coordenadas de P relativamente ao sistema ao novo sistema zw. Logo,

x =22 —2y
y=a"+2y
x 2 1 x’
Y 1 =2 Yy

Observe que as colunas da matriz acima sdo os vetores {v; = (2,1),v2 = (—2,2)}

da base associada ao sistema zw. De acordo com esta observacao, uma equacao como

pode ser interpretada como uma mudanca de coordenadas do sistema usual xy para o

sistema zw associado a base {v; = (1,1),vs = (—1,1)}
Exemplo 15. Vamos determinar a equacao da reta
20+ 3y =6 (4.1)
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relativamente ao sistema zw tal que

- . (4.2)

HIHE 0

Yy
e introduzir em 4.3 o valor de
x
Y
dado por 4.2. Temos
1 -2 x’
[ 2 3 ] ) . =6
4 5 Yy’

e dai, efetuando o prodruto obtemos 14z’ + 11y’ = 6.

4.1 Rotacao dos Eixos Coordenados

Seja xy o sistema de coordenadas usual. Dado um angulo 6 € [0, 27), seja 'y’ um
sistema, obtido a partir da rotacao dos eixos Ox e Oy do angulo € no sentido positivo.
Tome os vetores v; = (cosf,sinf) e vy = (—sinf, cosd), que sao unitarios e estao na
direcao e no sentido dos eixos Ox e Oy, respectivamente.

Tome um ponto P do plano. Os vetores v; e vy formam uma base de R?, logo
existem os numeros reais ' e ¥y de modo que O? = xe; + yey. Logo (2/,y) sdo as
coordenadas do ponto P com respeito ao novo sistema x'y’.

Sejam (x,y) as coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas xy, note que

OP = zxe; + yey. Entao podemos ter a seguinte igualdade:

rey + yeq = xeq + yes
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Figura 4.2: Angulo 6 entre os eixos = e y e 0s novos eixos ' e ¢/

r =2 (v.e1) + ' (ve, €1)
=

y = a'(vi.e2) + 9/ (v2, €2)
¥ =x(e;.v1) + ylea, v1)

Y = x(ey.v2) + y(ez, va)

x=2a'cosh —y sinf

y=1'sinf +y cosb

2 =xcosf+ ysind

/ —_—

y' = —ysinf + ycos

. cos@ sinf
) = (z,y)
—sinf cosf
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cosf) —sind o
(z,y) = (z',y)
sinff cosf
A matriz

cosf@ —sinf
N f—

sinff cosf

¢ a matriz de passagem das coordenadas (2’,%’) para as coordenadas (x,y) e, por sua

vez,

N cosf sind
—sinf cos6

é a matriz de passagem das coordenadas (z,y) para as coordenadas (z’,y').
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Capitulo 5

Aplicacoes dos Autovalores e

Autovetores nas Conicas

5.1 Generalizacao das Conicas

Definicao 15. Uma conica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em

relacao a base candnica satisfazem a equacao:
Az* + Bry+Cy* + Dz + Ey+F =0

com A ou B ou C # 0.

As equagoes das conicas apresentadas no capitulo 1,no inicio deste trabalho estao
na forma reduzida, isto é, B =0;se A #0, D =0ese C #0, E = 0. Veremos
a seguir, através de uma mudanca de coordenadas conveniente, que toda conica toma
uma das formas que foram citadas no referido capitulo.

E de nosso interesse, as conicas definidas algebricamente. Mas como vimos no
inicio deste trabalho, cada conica pode ser perfeitamente caracterizada por proriedades

geométricas, como foram introduzidas pelos gregos.

Exemplo 16.
922 — 49> — 36 =0

922 — 49y = 36
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. _Z
4 9

LA
22 32

que € uma hipérbole.

Exemplo 17.
24y —6x—2y+8=0

(z =3+ (y—1)°=2
@) + () = 2
é uma circunferéncia obtida por uma translagao T(x,y) = (x — 3,y — 1). Veja figura

5.1.

s
\

-2 -1 0 1

Figura 5.1: Circunferéncia de raio v/2 e centro (3,1).

Agora vamos voltar a equacao geral de uma conica Az?+ Bay+Cy?*+Dx+Ey+F =

0, que tem a seguinte expressao em termos de matrizes

4 B

- X xXr

{sz- 5 2| +[D E} L F=0
5 C Y Y

Portanto, relativamente ao sistema zw, onde
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x a1p Q19 xr

Yy Qg1 Q22 Yy
a equacao desta conica é

[ B

11 a2 A E @11 a2 x
ml y/ . B +

12 Q22 5 C 21 Q22 y/

[ aip a2 @

+| D E |- . +F=0
- Q21 Q22 y'

Da expressao acima, vé-se que com uma escolha conveniente do sistema zw é possivel
simplificar a equacao da conica. De fato, escolhendo a base {(ai1, a1 ), (a12,as)} de

modo que o produto

a11 Q91 A g a11 a1z
a1y Ao g C a1 A2
seja da forma
A0
0 X 7

podemos eliminar da equacgao da conica o termo misto x’y’ pois
)\1 0 JZI
{ Y } ' ' = M(2')? + Aoy
0 A Y

Consequentemente, a equacao da conia pode ser reescrita como segue

M@+ X))+ Dr+Ey+F=0

e, depois de uma translacao conveniente de eixos, reduzida "a forma canonica que segue
no capitulo 1.
Para esclarecer alguns fatos que ainda podem ser divida para o leitor, demonstra-

remos os dois teoremas que seguem.
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Teorema 5.1.1. Se B # 0 (na equagao geral das conicas) a matriz

B

43

M = B o
2
tem dois autovalores A\ e Ay reais e distintos.

Para demonstrar esse teorema vamos recorrer a equagao caracteristica de A, que é

BQ
N = (A+ O+ AC— - =0

e suas raizes sao

A4+ CH+J(A-C)?+B?

A 5
e
\ A+C—/(A-C)+ B2
1 p—
2
Como (A — C)? 4+ B? > 0 pois b # 0, A\; e Ay sdo reais e distintos.
Teorema 5.1.2. Sejam vy = (a11,a21) € vo = (a12,a22) autovetores da matriz M

descrita no teorema 5.1.1, respectivamente, associados a Ay e Ay. Entao,
a) vy e vy sao perpendiculares entre si, isto €,

V1.V2 = A11G12 + G21022 = 0

b) Se vy e vy sao vetores unitdrios e

air a2
N =
Q21 a22
entao _
B
air a1 A D) air a2 A0
B ' B
aiz2  G22 o ¢ a1 22 0 A
Para demonstrar a parte a) determinaremos primeiramente os autovetores de M
associados. B
A — x x
B 2 =)\ =
— C
5 Yy Y



B
AZL’—FE?J: )\1I

B =
Eaz—l—C’y:)\ly
B
2 =
B
—z4+(C—=X\)y=0

2
By =2\ — Az =

V1 = (B,Q/\l — 214)

De modo analogo obtemos:
Vg = (B,Q)\Q — 214)

Logo

V1.0 = B? + (201 — 2A).(2\; — 24) = B? + 4[\ Ay — 4\ + Np) + A7) (5.1)

Sendo A1 e A\ raizes da equacgao
2

)\2—(A+O))\+AC—%:0

vale

M+r=A+C

BZ
)\1)\2 == AC - I

Substituindo estes valores em 5.1, obtemos

2
V1.Vg —B2+4[AC—BI—A(A+O)+A2] = B? +4AC — B* —4A* —4AC + 44 = 0.

Para demonstrar a parte b) do teorema efetuamos o produto N*M N. Encontramos

ar; | Aayg + §a21 + az 56611 + Cagy ay | Aais + 36122 + as 5%2 + Cag

ar; | Aars + 5a22 + as Eam + Cag | arz | Aarx + Eam + a9 Eam + Cage
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Sendo v; = (a1, as) e vg = (a12, azy) autovetores de M, temos

B
A 5 a1 a1
=\
B 1
— C a a
3 || G | 021 |
e -~ B1 r ~ ~ ~
A 5 12 12
-\
B
— C a a
|5 || G2 | | 22
de modo que
(
Aay + §CL21 = A\an
B
—an + Cagy = Mag
\ 2
e
)
Aays + 5@2 = Aoty
—aq9 + Cagg = Aaaos
\ 2
Logo, N'MN =
11 A1a11 + Q1A 1G21 Q11 A2G12 + Q21 A2 B
112012 + A21A2a22 Q12 X212 + A22\2022
Ai(a?y + a3)) Ao(ag1a12 + agiass) B MO
Aa(@11012 + az1az) )\2(@%2 + @32) 0 A
pois
a% + ag1 = Q%Q + a%z =1
e

a11a12 + aziage = 0.

Exemplo 18. Usando os resultados anteriores vamos identificar a conica cuja equacao
é
322 — 22y + 3y% 4+ 6v2z — 2v/2y — 10 = 0.
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Primeiramente vamos escrever a equacao na forma matricial

L[] el ]

Agora determinamos os autovalores de

M =
-1 3

Feito isso encontramos A\; = 2 e Ay = 4. Agora precisamos determinar os autoveto-
res associados aos autovetores.

Para \; = 2, devemos resolver

Efetuando os célculos obtemos v; = (1,1).

Analogamente, resolvendo

encontramos vy = (—1,1).

Portanto, uma base de R? formada de autovetores unitarios de M ¢é

= ()= ()

Seja zw o sistema de coordenadas associado a esta base. Entao

1 1
_ —— /

- - /
Y NG Y
Susbstituindo esta tltima expressao matricial na conica escrita na forma matricial,

temos
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1 1 1 1
— — . _ —— /
VR I VRV B I S B IRVCRRRVE R N L
Ty 11 L3 11 ,
V2 V2 vz ova b’
1 1
+[6\/§—2\/§]~ \/15 1/5 ) =10
- - /
vz ova ]t
que, de acordo com a parte b) do teorema 5.1.2, reduz-se a
1 1
_— —— /
/N2 1\ 2 \/i \/§ r _
2($)+4(y)+[6\/§—2\/§]. ° 3 =10
vz vz ) L?

ou
2(2")* +4(y)? + 42’ — 8y = 10.
Como esta equacao nao contém o termo em x’y’, ou seja, B = 0, podemos completar

os quandrados em z’ e 3/ e reescrevé-la na forma

202" + 1) +4(y —1)* =16

ou na forma
2(2")? + 4(y")* = 16,

em que

x//:x/+1€y//:y/_1

Observe que 2" = 2’ + 1 ey’ =y — 1 definem uma translacdo de eixos cuja nova

origem, no sistema zw, é o ponto O1(—1,1). Escrevendo a equacao

2(2")? + 4(y")* = 16,

na forma o "o
@, WY
8 4

vemos que a conica é uma elipse cujos vértices, no sistema z'w’, sdo

=1

A1(V8,0), Ay(—v/8,0), By(0,2), By(0,—2).

Veja figura 5.2.
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Figura 5.2: Elipse. Eixos vermelhos z'y’. Eixos azuis x”y".

E possivel apenas classificar a conica dada por uma equacao Az? + Bxy + Cy?* +
Dz + Fy + +F = 0, sem determinar suas dimensoes e localizacao. Para solucionar
este problema de modo mais rapido, podemos discutir as possibilidades que temos em
funcao dos sinais dos autovalores associados a forma quadratica.

Como vimo, a matriz
B
45
M = B ,
— C
2
obtida a partir dos coeficientes da equacao da conica, possui autovalores reais e distin-

tos, caso B # 0. Vimos ainda que, obtemos depois da eliminacao do termo misto uma

equacgao da forma

M)+ Na(y) P+ A’ + By + F =0 (5.2)

e que, através de uma translacdo conveniente, obtemos a equacao A (2”)? + Xo(y”)? +

F" = 0. Vamos analisar inicialmente, a situacdo em que A; # 0 e Ay # 0. Note que se:

i) A1 e Ay forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f = 0

teremos um ponto (z” =y” = 0) e para f > 0 teremos um conjunto vazio;
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ii) A1 e Ao forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto ou um

vazio, conforme f seja positivo, nulo ou negativo;

iii) Ay e Ag tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quanto f # 0, ou

um par de retas concorrentes se f = 0.

Agora vamos considerar a situacao em que A; = 0 e, portanto Ay # 0. A partir da
equacao 7?7, chegamos a equacdo \o(y”)? + A'z” + f = 0.
Note que:

i) se A’ # 0 teremos uma parabola,

i) se A’ =0, A\ <0e f <0 teremos o vazio;
iii) se A’ =0, A\ >0 e f <0 teremos um par de retas paralelas;
iv) se A"=0, Ay <0 e f >0 teremos um par de retas paraleleas;
v) se A =0, A2 >0e f >0 teremos o vazio;

vi) se A =0e f =0 teremos uma reta.

O caso em que Ay = 0 é discutido de maneira analogo ao anterior.

Resumiremos estes resultados até aqui obtidos no seguinte teorema:

Teorema 5.1.3. Dada uma cénica definida pela equacio Ax?+ Bay+Cy*+Dx+ Ey+
F =0, com B+#0. Sejam A\ e Ay 0s auto valores associados a sua forma quadrdtica,

entao:

i) Se M.y > 0 esta equagao representa uma elipse, ou suas degeneragoes (um ponto

ou 0 vazio).

ii) Se A\1.Ay < 0 esta equagao representa uma hipérbole ou sua degeneragao (par de

retas concorrentes).

iii) A\1.Ag = 0 eseta equagao representa uma pardbola ou suas degeneragoes (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).
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Pela parte b) do teorema 5.1.2 temos que

B
ay A A 5 a2 A O
B : - ’
Q12 Aa22 5 C Q21 Q22 0 A
ou _
A O
NU.M.N =
0 Mo
Deste modo temos que
A O
det(Nt.M.N) =
0 X

0 que é equivalente a
det(N").det(M).det(N) = A1 )a,

consequentemente temos

det(M) = )\1.)\2,

pois, det(N') = det(N) = 1 quando tomamos

cosf@ —sinf
t.AN =

sinf cos®

Sendo assim o sinal de A\;.\y é 0 mesmo de det(M) = — (BTQ — AC’), que por sua
vez tem o mesmo sinal de —(B? —4AC). Podemos assim reescrever o teorema anterior

em fungao do "discriminante" B? — 4AC' do polinémio caracteristico A — (A + C)\ +
2

AC’—BT = (0 da matriz M.

Teorema 5.1.4. Dada a equacio: Ax?+ Baxy+ Cy?> +Dx+ Ey+F =0, com B # 0,

esta equacao no plano representard:

i) uma elipse ou suas degeneracoes, se B> — 4AC < 0;
i) uma pardbola ou suas degeneragoes , se B> —4AC = 0;

i1) uma hipérbole, se B> —4AC > 0.
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Exemplo 19. Voltando ao exemplo 3 da secao ?7. Agora iremos responder se, a

equacao quadrdtica obtida pelo cisalhamento da elipse de equacao
22 N
9

2
¥y _q
4

)

que foi

4a* — 162y + 25y* — 36 = 0,

€ uma elipse.

O teorema 5.1.4 garante que precisamos analisar o discriminante B? — 4AC, que

neste caso é igual a

(16)? — 4.4.25 = 256 — 400 = —144 < 0

logo, temos uma elipse.

Exemplo 20. Dado um sistema de eixos coordenados xy, considere o sistema de eixos

ortogonais x'y’

obtido pela rotacgao positiva de 45° dos eizos do sistema xry em torno da
origem. Uma hipérbole nas coordenadas x'y’ tem centro na origem, um de seus vértices

no ponto (\/5, 0) e a reta y' = 22’ como uma de suas assintotas.
a) Determine a equagao da hipérbole nas coordenadas z'y' e nas coordenadas xy.

b) Obtenha o centro, os vértices, os vértices imagindrios, os focos e as assintotas da

hipérbole nas coordenadas xy.

¢) Fag¢a um esbogo da curva no sistema de eizos vy, indicando todos os elementos

encontrados no item b) usando o software GeoGebra.

Solugao.

a) Nas coordenadas z'y/, a reta focal [ é o eixo Ox’, pois o centro C'(0,0) e o vértice
V(v/2,0) pertencem ao eixo Oz’. Além disso, a = d(C,V) =2 e g = 2, pois iy = 22/
& uma assintota da hipérbole. Entdo b = 2a = 2v/2, e

é a equacao da hipérbole H nas coordenadas z'y’.

Usando as relacoes de mudanga de coordenadas mostradas na secao 1.4.1 temos

I6)



2
z' = cos45°x + sin45%y = L_(x +v)
2 (5.3)

2
Yy = —sin45°x + cos 45°%y = %(—x +v),
obtemos que a equacao da hipérbole nas cordenadas xy é:

12 2
g 7@+ y? - 25 +y)P=1

S4(z+y)? - (—z+y)* =16
& 4(2? 4 22y +9°) — (2% — 22y +9°) = 16
& 322 + 102y + 3y* = 16
& 322 + 100y + 3y — 16 =0

b) Nas coordenadas 'y, a hipérbole tem: centro C(0,0); vértices A;(v/2,0) e
Ay(—+/2,0); vértices imaginarios By (0,2v/2) e By(0, —2v/2); para determinar os focos
F1(v/10,0) e F5(—+/10,0) utilizamos a relacio ¢ = a® + b?; reta focal [ : ¢/ = 0; reta
nao focal I’ : ' = 0; assintotas ¢y’ = +22'.

Por 5.3, obtemos que a reta foca é [ : —z +y = 0; a reta nao focal é I’ : x +y =0

2 2 1
e \/7_(90 +y) = i\/?—(—x + y), consequentemente, 1 1y = —3r e ry 1y = —3% Sao as
assintotas da hipérbole nas coordenadas zy.

E, pelas relacoes de mudanga de coordenadas da secao 1.4.1, equacionamos

2
x = cos 45°2" — sin45°%y" = T(x’ —)

2
Y = sin 4501‘/ + cos 450?/ - %—(I, + y/)a

donde podemos concluir que, o centro é C'(0,0); A;(1,1) e A2(—1, —1) sdo os vértices;
B1(—2,2) e By(2,—2) sio os vértices imaginarios e I} (v/5,v5) e Fy(—v/5, —v/5) sdo
os focos da hipérbole nas coordenadas xy.

c¢) Na figura 5.3 mostramos o esbogo da hipérbole H.

Exemplo 21. Considere uma elispse de focos Fy(5,0) e Fy(—5,0) com eizo maior
12. Faca o grdafico dessa elipse no GeoGebra executando uma rotagao de 60° e uma
transla¢ao do centro para o ponto C'(3,2). Em sequida determine a equagao da nova

elipse no sistema de coordenadas xy e no sistema de coordenadas x'y’ .
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Figura 5.3: Hipérbole construida a partir do software GeoGebra descrito no capitulox’

Hipérbole.

Solucao.
Como a? = b + 2, o valor de b = v/11. Seguindo os passos do exemplo 2 construa

a matriz

cos 60° —sin 60°
sin60°  cos60°

no GeoGebra, que é a matriz que fara a rotacao.

Agora marque os pontos principais da elipse a partir da linha de comando, por
exemplo, para adicionar o foco F; digite: F; = (5,0), em seguida clique a tecla enter.
O foco aparecerd no grafico. Faga isso com todos os vértices e com o outro foco. Agora
construa a elipse clicando no icone "elipse", em seguida, selecione os dois focos e um
ponto qualquer da elipse, assim, o software criara a elipse.

Na linha de comando digite M * Ay, isso fard a multiplicacao da matriz M pelo
ponto A;, portanto, a rotacao neste ponto. Repita essa multiplicacao por todos os
outros pontos. Construa a elipse obtida pela rotacao clicando no icone "elipse", em

seguida, selecionando os dois focos, em qualquer ordem, e um ponto qualquer da elipse

77



assim, o software criara a elipse.

Agora crie a matriz

v[s s

procedendo de modo analogo a criacao da matriz M, s6 que agora clicando no icone
criar lista de pontos.

Para concluir, pegue todos os pontos criados depois da multiplicacao por M e
escreva na linha de comando A + N, por exemplo. Isso fara a translacao do centro da

elipse para o ponto (3,2). O resultado segue na figura 5.4

Figura 5.4: Elipse construida a partir do software GeoGebra.

Para determinar a equacao da elipse no sistema 'y’ depois da rotagao, precisamos
apenas do valor de a = 6 e de b = v/11, logo sua equagao é
22 2
@P )
36 11

Além disso, foi feita uma translacao de eixos cartesianos, na qual, a origem do novo

=1.

sistema é o ponto (3,2), logo a equagao da elipse depois da translagao é

(ZL‘/ _ 93())2 N (y/ _ y0)2
36 11

=1,

com g e 1o sendo as coordenadas do novo centro dos eixos ainda no sistema z’y’. Desse
modo, estamos fazendo uma translacao de eixos no sistema x'y’. Devemos determinar

as coordenadas do ponto (3,2) (que esta no sistema xy) no sistema z'y’.
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Temos que

(3,2) = 2'(cos 60°, sin 60°) + 3’ (— sin 60°, cos 60°)

& (3,2) =2 ; f) + 9/ (—?%)
(2 = V/3y)

\/_x+y)

6 = (z' — /3y
4= (V32 +y)

6= (¢ —v3y)
43 = (32" +V/3y)

=

somando as duas equagoes temos

3
¢ ==4+3
2
e, substituindo z’ na primeira equacao do sistema temos

3
VY =6+ + V3,

portanto,

3V3
y=l-

Assim a equacao da elipse no sistema z'y’ é a seguinte:

(3w) (esy)

36 + 11 -

Para determinar a equacao da elipse no sistema xy precisamos utilizar a mudanca
de coordenadas proposta na secao 1.4.1 como segue.
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1
x' = cos 60°x 4 sin 60°y = §(x +/3y)

1
Yy = —sin60°z + cos 60°y = 5(—\/§x + ).

Substituindo 2’ e ¥’ na equacao da elipse acima e resolvendo as contas, obtemos

19 , % 23 2+( 25 119) H( 25 23) 79 925
Xr — _— _— _— _— =
1584"  264v3 7 5287 T\ 1323 264 ssv3  132)77 528 3
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Capitulo 6

Consideracoes finais

O GeoGebra é um software livre muito eficiente no estudo de Geometria. Se todos os
professores sentassem, estudassem, fossem criativos, as aulas de matemaética poderiam
ser muito mais interessantes e muito mais paupéaveis aos alunos, tornando-se mais
interessantes, chamativas, intrigantes e eficientes. Neste trabalho, pudemos mostrar
um pouco disso, cabe agora aos leitores se sentirem inspirados e encorajados a levar

essa ideia adiante.
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