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Resumo
Na primeira parte desse trabalho, apresentamos todas as cônicas com suas res-

pectivas equações cartesianas e seus respectivos grá�cos. Em seguida, �zemos uma

abordagem de conceitos de Álgebra Linear, espaços vetoriais, transformações lineares,

autovalores e autovetores a�m de, construir as matrizes de transformações lineares ca-

pazes de rotacionar, transladar ou até fazer o cisalhamento destas cônicas. Construídas

as matrizes, foi utilizado o software GeoGebra para a construção dos grá�cos obtidos

pelas matrizes de transformação. Além dessa parte geométrica, abordamos as formas

quadráticas no intuito de identi�car uma cônica analisando apenas os coe�cientes da

sua forma quadrática e os autovalores associados. O resultado �nal foi um excelente

material visual construído a partir do software GeoGebra aplicando os conceitos de

Álgebra Linear. Não podemos deixar de citar que foram implementadas técnicas de

construção das cônicas no GeoGebra que substituem a régua, o compasso e o barbante

utilizados pelos gregos antigos.
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Abstract
In the �rst part of this work, we present all conical with their cartesian equations

and their graphs. Then, we made an approach to concepts of linear algebra, vector

spaces, linear transformations, eigenvalues and eigenvectors in order to build matrices

of linear transformations able to rotate, translate or even make these conical shear.

Constructed matrices, GeoGebra software for constructing graphs obtained by trans-

formation matrices were used. Besides this geometric part, we discuss the quadratic

forms in order to identify a conic analyzing only the coe�cients of its quadratic form

and the eigenvalues. The end result was an excellent visual material built from software

GeoGebra applying the concepts of Linear Algebra. We can not fail to mention that

the construction of the taper in GeoGebra techniques that replace the ruler, compass

and the string used by the ancient Greeks were implemented.
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Introdução

Este trabalho é composto de 5 capítulos, nos quais foram feitos estudos que associam

Geometria Analítica e Álgebra Linear, no que diz respeito as seguintes cônicas: elipse,

hipérbole e parábola. O principal objetivo era construir os seus grá�cos e efetuar

algumas transformações lineares nas cônicas utilizando o Software GeoGebra e também,

o processo inverso, a partir da equação de uma cônica, identi�car os autovalores e

autovetores associados, encontrar seus componentes e fazer o seu grá�co utilizando

também o Software GeoGebra.

Para começar o estudo, foi necessário o uso de algumas de�nições preliminares. No

início de cada capítulo foram apresentadas as de�nições importantes e relevantes para

sua compreensão. Todos os capítulos tem essa estrutura, inicia-se com a apresentação

das de�nições preliminares e em seguida apresenta-se alguns exemplos e grá�cos que

ilustram cada caso.

No capítulo 1 foram apresentadas todas as cônicas através de seus conceitos geomé-

tricos e a partir dessas de�nições, suas equações foram determinadas. Também foram

apresentados os seu grá�cos nos dois aspectos, um apenas geométrico mostrando uma

estratégia de construção no GeoGebra diferente do clássico método que utiliza régua e

compasso, já o outro no sistema cartesiano buscando as condições necessárias e su�ci-

entes para determinar cada uma das equações.

O capítulo 2 apresenta as transformações lineares e um exemplo de cada uma delas

feito no software GeoGebra. O exemplo 3 é o que mais chama atenção, nele é feito o

cisalhamento horizontal de uma elipse, a seguir, é retomado no último capítulo para

mostrar que de fato, o resultado obtido é uma nova elipse. Utilizando este exemplo,

foi feito um roteiro de como utilizar a matriz de transformação para gerar a elipse

"cisalhada"no GeoGebra.

O capítulo 3 foi reservado para os autovalores e autovetores, de�nindo e mostrando
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como determiná-los.

As mudanças de sistemas de coordenadas por translação ou por rotação, são mos-

trados no capítulo 4.

O núcleo deste trabalho ocorre no capítulo 5. Neste capítulo é feita a generalização

de uma cônica e é apresentada a forma matricial, que está associada aos autovalores

da matriz associada a sua equação. Foi enunciado e demonstrado o teorema que segue:

Teorema 0.0.1. Se B ̸= 0 na equação geral das cônicas

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

a matriz

M =

 A
B

2
B

2
C


tem dois autovalores λ1 e λ2 reais e distintos.

Foi observado que os autovetores da matriz M tem as propriedades descritas no

teorema abaixo:

Teorema 0.0.2. Sejam v1 = (a11, a21) e v2 = (a12, a22) autovetores da matriz M

descrita no teorema 5.1.1, respectivamente, associados a λ1 e λ2. Então,

a) v1 e v2 são perpendiculares entre si, isto é,

v1.v2 = a11a12 + a21a22 = 0

b) Se v1 e v2 são vetores unitários e

N =

 a11 a12

a21 a22


então  a11 a21

a12 a22

 .

 A
B

2
B

2
C

 .

 a11 a12

a21 a22

 =

 λ1 0

0 λ2

 .

A partir destes dois teoremas e das de�nições apresentadas nos capítulos anteriores,

podemos caracterizar a equação de uma cônica e classi�cá-la. Porém, o trabalho ainda

continua árduo, as contas continuam grandes. Finalmente, foi demonstrado o seguinte

teorema, que facilita ainda mais o processo de identi�cação da cônica:
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Teorema 0.0.3. Dada uma cônica de�nida pela equação Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+

F = 0, com B ̸= 0. Sejam λ1 e λ2 os auto valores associados à sua forma quadrática,

então:

i) Se λ1.λ2 > 0 esta equação representa uma elipse, ou suas degenerações (um ponto

ou o vazio).

ii) Se λ1.λ2 < 0 esta equação representa uma hipérbole ou sua degeneração (par de

retas concorrentes).

iii) λ1.λ2 = 0 eseta equação representa uma parábola ou suas degenerações (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Pudemos en�m, associar os coe�cientes da equação da cônica com os autovalores

associados a matriz M , assim, o teorema acima pode ser interpretado como segue:

Teorema 0.0.4. Dada a equação: Ax2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F = 0, com B ̸= 0,

esta equação no plano representará:

i) uma elipse ou suas degenerações, se B2 − 4AC < 0;

ii) uma parábola ou suas degenerações , se B2 − 4AC = 0;

iii) uma hipérbole, se B2 − 4AC > 0.
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Capítulo 1

Cônicas

1.1 Elipse

Sejam F1 ∈ R2, F2 ∈ R2 e a ∈ R∗
+. Chamamos de elipse E de focos F1 e F2 e eixo

maior 2a, o conjunto de pontos P ∈ R2 cuja soma das distâncias a F1 e F2 é igual a uma

constante 2a. Sendo 2a > 2c, e 2c ∈ R∗
+ é a distância focal, ou seja, d(F1, F2) = 2c.

E = {P = (x, y) ∈ R2/PF1 + PF2 = 2a} (1.1)

Gra�camente, podemos construir a elipse fazendo uso do software GeoGebra se-

guindo os seguintes passos:

• Escolha dois pontos F1 e F2;

• Trace a semirreta de origem F1 passando por F2;

• Trace um círculo de centro F1 contendo F2 no seu interior;

• Escolha um ponto D no círculo não pertencente à semirreta F1F2;

• Trace os segmentos DF1 e DF2;

• Trace a mediatriz do segmento DF2 e determine o ponto P onde ela intersecta o

segmento DF1;
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Note que o ponto P pertence à elipse E de focos F1 e F2 com 2a = d(F1, D). Isso é

verdade pois, como o ponto P pertence à mediatriz de DF2, temos d(P,D) = d(P, F2)

e, portanto, 2a = d(F1, D) = d(F1, P ) + d(P,D) = d(F1, P ) + d(P, F2).

Feito isso, o resultado é o da �gura 1.1.

Figura 1.1: Elipse construída com o auxílio do software GeoGebra.

Notação

• Seja r a reta focal, ou seja, a reta que contem os focos F1 e F2.

• A intersecção da reta r com a elipse tem dois pontos: A1 e A2; que serão chamados

de vértices da elipse. Tais pontos são distintos dos focos F1 e F2 e são externos

ao segmento F1F2.

• O ponto O, que é ponto médio de A1 e A2, será chamado de centro da elipse.
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• A reta s, que passa por O e é perpendicular a reta r, chamaremos de reta não

focal.

• A intersecção da reta s com a elipse tem dois pontos: B1 e B2; esses pontos

também serão chamados de vértices da elipse.

• O número e =
c

a
será chamado de excentricidade da elipse. Note que 0 6 e < 1.

• O número real positivo b, é a distância do centro da elipse a quaisquer um dos

vértices que estão sobre a reta não focal.

A �gura 1.2 mostra a elipse e seus componentes.

Figura 1.2: Elipse construída com o auxílio do software GeoGebra.

1.1.1 Forma Canônica da Elipse

A seguir, vamos deduzir uma equação da elipse na situação particular em que seu

centro coincide com a origem do Plano Cartesiano e os focos estão sobre os eixos

coordenados. Temos dois casos, conforme �gura 1.3 e �gura 1.4.

23



Figura 1.3: Elipse centrada na origem, com eixo maior 2a sobre o eixo Ox.

Primeiro caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Ox, como na �gura

1.4, assim teremos:

A1 = (a, 0), A2 = (−a, 0), B1 = (0, b), B2 = (0,−b), F1 = (c, 0), F2 = (−c, 0) e

0 = (0, 0).

Aplicando a de�nição de elipse, d(P, F1)+d(P, F2) = 2a, tal que P (x, y) é um ponto

qualquer da elipse, teremos:√
(x− c)2 + y2 +

√
(x+ c)2 + y2 = 2a ⇒√

(x− c)2 + y2 = 2a−
√
(x+ c)2 + y2

Elevando os dois membros da última equação acima ao quadrado, obtemos a equa-

ção:

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (1.2)

Note que a2 = b2 + c2, ilustrado na �gura 1.5.

Segundo caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Oy, assim teremos:

A1 = (0, a), A2 = (0,−a), B1 = (b, 0), B2 = (−b, 0), F1 = (0, c), F2 = (0,−c) e

0 = (0, 0).

Aplicando a de�nição de elipse, d(P, F1)+d(P, F2) = 2a, tal que P (x, y) é um ponto

qualquer da elipse, teremos:
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Figura 1.4: Elipse centrada na origem, com eixo maior 2a sobre o eixo Oy.

√
x2 + (y − c)2 +

√
(x2 + (y + c)2 = 2a ⇒√

x2 + (y − c)2 = 2a−
√

(x2 + (y + c)2

Elevando os dois membros da última equação acima ao quadrado, obtemos a equa-

ção:

x2

b2
+

y2

a2
= 1 (1.3)

1.2 Hipérbole

Sejam F1 ∈ R2, F2 ∈ R2 e a ∈ R∗
+. Chamamos de hipérbole H de focos F1 e F2 e

eixo 2a, o conjunto de pontos P ∈ R2 cujo módulo da diferença das distâncias a F1 e

F2 é igual a uma constante 2a > 0 e menor que a distância focal 2c. Sendo 0 < a < c,

e 2c ∈ R∗
+ é a distância focal, ou seja, d(F1, F2) = 2c.

H = {P = (x, y) ∈ R2/|PF1 − PF2| = 2a} (1.4)
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Figura 1.5: Propriedade: a2 = b2 + c2.

Gra�camente, podemos construir a hipérbole fazendo uso do software GeoGebra

seguindo os seguintes passos:

• Escolha os pontos F1 e F2 e trace a semirreta r de origem F1 passando por F2;

• Escolha um ponto A na semirreta r entre F1 e F2;

• Trace o círculo C de centro F1 que passa pelo ponto A;

• Escolha um ponto B no círulo C diferente de A;

• Trace a reta s que passa por F1 e B;

• Trace a mediatriz m do segmento BF2;

• Determine o ponto P dado pela intersecção da reta s com a mediatriz m;

• O ponto P descreve uma hipérbole de focos F1 e F2, quando o ponto B se move

ao longo do círculo C.

• Habilite o rastro no ponto P e mova o ponto B para desenhar a hipérbole.
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Note que o ponto P pertence à hipérboleH de focos F1 e F2 com 2a = d(F1, B). Isso

é verdade pois, como o ponto P pertence à mediatriz de BF2, temos d(P,B) = d(P, F2)

e, portanto, 2a = d(F1, B) = d(F1, P ) − d(P,B) = d(F1, P ) − d(P, F2). Devemos

ressaltar que esta última diferença deve estar em módulo para garantirmos que 2a seja

um número real positivo, pois se trata do comprimento de um segmento. Portanto,

temos:

|d(F1, P )− d(P, F2)| = 2a

Feito isso, o resultado é o da �gura 1.6.

Figura 1.6: Hipérbole construída com o Software Geogebra.

Notação

• Seja r a reta focal, ou seja, a reta que contem os focos F1 e F2.

• A intersecção da reta r com a hipérbole tem dois pontos: A1 e A2; que serão

chamados de vértices da hipérbole. Tais pontos são distintos dos focos F1 e

F2 e são internos ao segmento F1F2.
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• O pontoO, que é ponto médio deA1 eA2, será chamado de centro da hipérbole.

• A reta s, que passa por O e é perpendicular a reta r, chamaremos de reta não

focal.

• O segmento B1B2 perpendicular ao eixo focal, que tem ponto médio O e compri-

mento 2b, onde b2 = c2 − a2, pertence a reta não focal, e B1 e B2 são os vértices

imaginários da hipérbole.

• A excentricidade da hipérbole H é:

e =
c

a
.

Note que e > 1, pois c > a.

• ORetângulo da Base da hipérbole é o retângulo cujos lados temA1, A2, B1 e B2

como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retângulo de base são

as assíntotas da hipérbole. Portanto, as assíntotas de H são as retas que passam

pelo centro da hipérbole e tem inclinação ± b
a
em relação à reta focal. Assim, r e

s são as bissetrizes das assíntotas.

A hipérbole H e seus componentes podem ser vistos na �gura 1.7.

1.2.1 Forma Canônica da Hipérbole

A seguir, vamos deduzir uma equação da hipérbole na situação particular em que

seu centro coincide com a origem do Plano Cartesiano e os focos estão sobre os eixos

coordenados. Temos dois casos, que podem ser vistos nas �guras 1.8 e 1.9.

Primeiro caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Ox, como na �gura

1.8, assim teremos:

A1 = (a, 0), A2 = (−a, 0), B1 = (0, b), B2 = (0,−b), F1 = (c, 0), F2 = (−c, 0) e

0 = (0, 0).

Vamos aplicar a de�nição da hipérbole, |d(P, F1) − d(P, F2)| = 2a, tal que P (x, y)

é um ponto qualquer da hipérbole. Pela de�nição de módulo temos dois casos:

d(P, F1)− d(P, F2) = 2a (1.5)
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Figura 1.7: Hipérbole construída com o Software Geogebra.

Figura 1.8: Hipérbole com eixo focal sobre o eixo Ox.

e

d(P, F1)− d(P, F2) = −2a. (1.6)

29



Figura 1.9: Hipérbole com eixo focal sobre o eixo Oy.

Resolveremos apenas a equação 1.5 isolando uma das raízes e elevando os dois

membros da igualdade ao quadrado, a equação 1.6 se torna equivalente quando elevamos

os dois membros ao quadrado. Desse modo temos:√
(x− c)2 + y2 −

√
(x+ c)2 + y2 = 2a ⇒√

(x− c)2 + y2 = 2a+
√

(x+ c)2 + y2.

Efetuando as contas necessárias temos:

x2

a2
− y2

b2
= 1 (1.7)

Segundo caso: Suponha que os focos estejam sobre o eixo Oy, como na �gura 1.9,

assim teremos:

A1 = (0, b), A2 = (0,−b), B1 = (a, 0), B2 = (−a, 0), F1 = (0, c), F2 = (0,−c) e

0 = (0, 0).

Vamos aplicar a de�nição da hipérbole, |d(P, F1) − d(P, F2)| = 2a, tal que P (x, y)

é um ponto qualquer da hipérbole. Pela de�nição de módulo temos dois casos:

d(P, F1)− d(P, F2) = 2a (1.8)
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e

d(P, F1)− d(P, F2) = −2a. (1.9)

Resolveremos apenas a equação 1.8 isolando uma das raízes e elevando os dois

membros da igualdade ao quadrado, a equação 1.9 se torna equivalente quando elevamos

os dois membros ao quadrado. Desse modo temos:√
(x2 + (y − c)2 −

√
x2 + (y + c)2 = 2a ⇒√

x2 + (y − c)2 = 2a+
√

x2 + (y + c)2.

Efetuando as contas necessárias temos:

y2

b2
− x2

a2
= 1 (1.10)

1.3 Parábola

Sejam F ∈ R2 e r uma reta. Chamamos de parábola P de foco F e diretriz r, o

conjunto de pontos P ∈ R2 tais que d(P, F ) = d(P, r).

P = {P = (x, y) ∈ R2/d(P, F ) = d(P, r)} (1.11)

Gra�camente, podemos construir a parábola fazendo o uso do software GeoGebra

seguindo os seguintes passos:

• Numa janela do GeoGebra, trace a reta r por dois pontos A e B (diretriz da

parábola);

• Escolha um ponto F , para ser o foco da parábola, fora de r;

• Escolha um ponto D em r;

• Trace a reta mediatriz s do segmento FD;
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• Trace a reta t perpendicular à diretriz r que passa pelo ponto D;

• Determine a instersecção P da mediatriz s com a reta t

• Habilite o rastro no ponto P ;

• Descreva a parábola de foco F e diretriz r, movendo o ponto D da diretriz.

Note que o ponto P pertence à parábola P de foco F e diretriz r. Isso é verdade

pois, como o ponto P pertence à mediatriz de FD, temos d(P,D) = d(P, F ), tendo em

vista que o triângulo FDP é isóceles, cujo lado diferente é o segmento FD.

Figura 1.10: Parábola construída com o Software GeoGebra.

Feito isso, o resultado é o da �gura 1.10.

Notação

• A reta r é a reta diretriz da parábola P ;

• A reta l que é perpendicular à reta diretriz da parábola P , será chamada de reta

focal da parábola;

• O ponto V da parábola que pertence à reta focal, é o vértice da parábola.

Em particular, se A é o ponto onde r intersepta l, então V é o ponto médio do

segmento AF ;

• O ponto F é o foco da parábola;
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• O número 2a = d(F, r) é o parâmetro da parábola. Note que d(F, V ) = a.

A parábola P e seus componentes podem ser vistos na �gura 1.11.

Figura 1.11: Parábola construída com o Software GeoGebra.

1.3.1 Forma Canônica da Parábola

A seguir, vamos deduzir uma equação para a parábola na situação particular em

que seu vértice coincide com a origem do Plano Cartesiano e cujo foco está sobre algum

dos eixos coordenados. Desse modo, temos quatro casos a serem analisados, que estão

representados nas �guras 1.12, 1.13, 1.14 e 1.15.

Primeiro caso: Suponha que o eixo focal l seja coincidente com o eixo Ox, con-

forme �gura 1.12. Sendo assim a reta diretriz da parábola será paralela ao exio Ox. Se

d(F, r) = 2a, então o foco é F (0, a) e a equação da diretriz é

r : y = −a.

Um ponto P (x, y) ∈ R2 pertencerá a parábola P se, e somente se,

d(P, F ) = d(P, r) (1.12)
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Figura 1.12: Parábola com eixo focal sobre o eixo Oy.

Figura 1.13: Parábola com eixo focal sobre o eixo Ox.

ou seja √
x2 + (y − a)2 = |y + a|.

Ao elevarmos ambos os lados da equação ao quadrado e simpli�cando o resultado,

obetemos a sua equação equivalente

4ay = x2 (1.13)

ou
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Figura 1.14: Parábola com eixo focal sobre o eixo Oy.

Figura 1.15: Parábola com eixo focal sobre o eixo Ox.

y =
1

4a
x2 (1.14)

que é a equação da parábola.

Nos demais casos, efetuando-se contas semelhantes, obtemos

x =
1

4a
y2 (1.15)
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y = − 1

4a
x2 (1.16)

x = − 1

4a
y2 (1.17)
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Capítulo 2

Operações Geométricas

2.1 Transformações Lineares

De�nição 1. Um espaço vetorial real é um conjunto V , não vazio, com duas operações:

a) Soma,(+) : V × V → V

b) Multiplicação por escalar, (.) : V × V → V

tais que, para quaisquer u,v,w ∈ V e a, b ∈ R, as seguintes propriedades sejam satis-

feitas.

Propriedades:

i) (u+ v) + w = u+ (v + w)

ii) u+ v = v + u

iii) Existe 0 ∈ V tal que u+ 0 = u. (0 é chamado vetor nulo.)

iv) Existe −u ∈ V tal que u+ (−u) = 0.

v) a(u+ v) = au+ av
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vi) (a+ b)v = av + bv

vii) (ab)v = a(bv)

viii) 1u = u

Funções lineares descrevem o tipo mais simples de dependência entre variáveis.

Muitos problemas podem ser representados por tais funções.

De�nição 2. Sejam V e W dois espaços vetoriais. Uma transformação linear (aplica-

ção linear) é uma função de V em W , T :V → W , que satisfaz as seguintes condições:

i) Quaisquer que sejam u e v em V , T (u+ v) = T (u) + T (v).

ii) Quaisquer que sejam k ∈ R e v ∈ V , T (kv) = kT (v).

Exemplo 1. Se o preço de uma passagem de ônibus custa R$2, 75 e uma pessoa deseja

comprar x viagens durante algum mês, então ela deverá pagar R$2, 75.x.

Escrevendo na forma de função, teremos P (x) = 2, 75x, onde P = valor pago pelas

passagens e x = quantidade de viagens.

Essa função tem a seguinte propriedade: para calcular o preço pago por (x + y)

viagens, podemos multiplicar (x + y) pelo valor unitário 2, 75, isto é, P (x + y) =

(x+ y).2, 75 = x.2, 75 + y.2, 75 = P (x) + P (y). E ainda, se a quantidade de passagens

for multiplicada por um fator k, o valor pago pelo total de passagens será multiplicada

por esse fator, ou seja, P (kx) = 2, 75.x.k = k.(2, 75.x) = k.P (x). Portanto, se o

domínio e o contradomínio dessa função forem espaços vetoriais, a função acima será

uma transformação linear.

Chamaremos a transformação linear T : V → V de operador linear.

2.1.1 Cisalhamento Horizontal

De�nição 3. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x+αy, y), com α ∈ R
é chamado de cisalhamento horizontal.
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Exemplo 2. Tome T (x, y) = (x+ 2y, y). Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 x+ 2y

y

 =

 1 2

0 1

 .

 x

y


Essa transformação do plano no plano vista no exemplo 2 é uma transformação li-

near, e pode facilmente ser veri�cada pelo leitor a partir da de�nição 2. Toda transfor-

mação linear possui uma matriz associada que chamaremos de matriz de transformação.

O resultado dessa trasnformação linear pode ser visto na �gura 2.1.

Figura 2.1: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Para calcular a transformação linear no GeoGebra, basta seguir os seguintes passos:

• Em uma janela do GeoGebra vá no menu exibir e selecione a opção planilha;

• Na planilha coloque os valores da matriz de transformação linear;

• Selecione os valores da matriz clicando na primeira célula e arrastando o mouse

até que toda a matriz esteja selecionada;

• Clique no ícone (na nova barra de ícones que surge) criar matriz, em seguida

nomeie-a por T ;

• Crie um polígono qualquer para aplicar a transformação usando a função criar

polígono;

• Multiplique a Matriz por cada um dos pontos do polígono a partir do comando

T ∗ A (campo de entrada), neste caso, T é o nome da matriz transformação e A

é um ponto do polígono;
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• Crie um novo polígono com o comando Polígono[inserir pontos] (na linha do

comando de entrada), esse novo polígono é o resultado da transformação linear.

Exemplo 3. Considere a elipse de equação
x2

9
+

y2

4
= 1 e o cisalhamento T (x, y) =

(x+ 2y, y). Na forma de matriz o cisalhamento �ca x′

y′

 =

 1 2

0 1

 .

 x

y


ou seja, 

x′ = x+ 2y

y′ = y

⇔


x = x′ − 2y′

y = y′.

Substituindo x′ e y′ na equação da elipse acima obtem-se

(x′ − 2y′)2

9
+

(y′)2

4
= 1,

que é equivalente a

4(x′)2 − 16x′y′ + 25(y′)2 − 36 = 0.

Obs.: O grá�co desta equação pode ser gerado no GeoGebra, veja �gura 2.2 .Porém,

surge uma pergunta: será que esta equação descreve uma elipse? A resposta a esta

pergunta será dada apenas no Capítulo 5.

A situação do exemplo acima pode ser abordada de maneira geométrica utilizando

o GeoGebra. Para isso, primeiramente façamos a parametrização da elipse tomando
x = a cos θ

y = b sin θ

logo

40



Figura 2.2: Cisalhamento feito no software GeoGebra


x = 3 cos θ

y = 2 sin θ.

No Geogebra, construa a matriz de transformação (cisalhamento)

T =

 1 2

0 1


seguindo os seguintes passos:

• Clique no menu exibir e em seguinda, selecione o menu planilha. Ela irá aparecer

na lado direito da tela;

• Coloque os números da matriz na tabela, na mesma ordem em que aparecem na

matriz;

• Clique na primeira célula da planilha, onde está o número 1, arraste o mouse até

que todos os números estejam selecionados;

• Aparecerá uma nova lista de ícones, abaixo do menu principal. Selecione o ícone

Criar Matriz, nomeie-a de T.
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Clique com com o mouse no ícone Controle Deslizante. Aparecerá uma caixa

de diálogo, na qual, devemos escolher o nome do controle clicando com o mouse no

símbolo da letra α, que aparece ao �nal da caixa de texto Nome. Escolha a letra θ.

Na verdade podemos escolher qualquer letra, neste caso, desejo escolher a letra θ. Na

aba intervalo, coloque 0 no mínimo, e 2 ∗ Pi no máximo, assim estamos de�nindo o

controle deslizante variando de 0 a 2π. Ainda na aba intervalo, coloque o número 0.05

na caixa Incremento. Clique no botão aplicar.

Agora, desenhe a elipse no Geogebra, digitando sua equação na linha de comando.

Em seguida, também na linha de comando, de�na o ponto P = (3 cos θ, 2 cos θ). Clique

com o botão direito do mouse no ponto P que aparecerá, pode ser no ponto ou nas

suas coordenadas que estão na janela algébrica, e selecione habilitar rastro.

Ao clicar com o botão direito do mouse sobre o controle deslizante θ que criamos,

selecione animar. Neste momento, veremos o ponto P deslizar em cima da elipse

descrita pela equação que digitamos. Clique mais uma vez sobre o controle deslizante

e selecione a opção animar, isso fará com que a animação pare.

Finalmente, façamos o cisalhamento. Na linha de comando Entrada, digite T ∗P ,
isso fará a multiplicação da matriz T pelo ponto P . O Geogebra criará um novo ponto

e dará um nome a ele, observe na janela algébrica qual foi esse nome. Suponhamos que

o Geogebra nomeou o ponto de A. Clique com o botão direito do mouse no ponto A e

selecione habilitar rastro. Habilite a animação no controle deslizante. O resultado é o

da �gura 2.3.

2.1.2 Cisalhamento Vertical

De�nição 4. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x, y+αx), com α ∈ R
é chamado de cisalhamento vertical.

Exemplo 4. Tome T (x, y) = (x, y + 2x). Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 x

y + 2x

 =

 1 0

2 1

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.4.

A construção da �gura 2.4 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.
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Figura 2.3: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Figura 2.4: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Exemplo 5. Considere a parábola cuja reta diretriz é r : y +
1

4
= 0 e cujo foco é

F

(
0,

1

4

)
. Agora tome o operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x, y+2x) que

é um cisalhamento vertical. Procedendo como no exemplo 3, tomando o ponto P (x, x2),

o resultado é o obtido na �gura 2.5. Essa �gura seria uma cônica?
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Na forma de matrizes temos x′

y′

 =

 1 0

2 1

 .

 x

y

 =

 x

2x+ y


o que é equivalente a 

x′ = x

y′ = 2x+ y

�nalmente temos 
x = x′

y = y′ − 2x′.

Substituindo x′ e y′ na equação da parábola, temos

y′ − 2x′ = (x′)2 ⇒ y′ = (x′)2 + 2x′,

que é uma equação do segundo grau, que já sabemos, descreve uma parábola.

2.1.3 Re�exão em Torno do Eixo Ox

De�nição 5. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x,−y), é chamado de

re�exão em torno do eixo Ox.

Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 x

−y

 =

 1 0

0 −1

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.6.

A construção da �gura 2.6 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.
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Figura 2.5: Cisalhamento feito no software GeoGebra

Figura 2.6: Re�exão em torno do eixo Ox feito no software GeoGebra

2.1.4 Re�exão em Torno do Eixo Oy

De�nição 6. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (−x, y), é chamado de
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re�exão em torno do eixo Oy.

Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 −x

y

 =

 −1 0

0 1

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.7.

Figura 2.7: Re�exão em torno do eixo Oy feito no software GeoGebra

A construção da �gura 2.7 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.

2.1.5 Re�exão com Relação à Origem

De�nição 7. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (−x,−y), é chamado

de re�exão com relação à origem.

Escrevendo na forma matricial temos: x′

y′

 7−→

 −x

−y

 =

 −1 0

0 −1

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.8.

A construção da �gura 2.8 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.
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Figura 2.8: Re�exão com relação à origem feito no software GeoGebra

Exemplo 6. Do mesmo modo que procedemos anteriormente, a re�exão da parábola

com relação à origem, cuja reta diretriz é r : y +
1

4
= 0 e cujo foco é F

(
0,

1

4

)
com

relação à origem, pode ser vista na �gura 2.9.

Note que a equação dessa parábola é y = x2, obtida a partir da de�nição, de acordo

com o que foi exposto no capítulo 1.

A re�exão com relação à origem, segundo o operador linear T (x, y) = (−x,−y)

escrito em forma de matriz e aplicada no ponto (x, x2) �ca x′

y′

 =

 −1 0

0 −1

 .

 x

x2

 =

 −x

−x2


Esta última igualdade mostra que a curva obtida depois de aplicar a transformação

linear continua sendo uma parábola, cuja equação é y = −x2.

2.1.6 Projeção Ortogonal Sobre o Eixo Ox

De�nição 8. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x, 0), é chamado de

projeção ortogonal sobre o eixo Ox.
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Figura 2.9: Re�exão com relação à origem feito no software GeoGebra

Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 x

0

 =

 1 0

0 0

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.10.

A construção da �gura 2.10 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.

Exemplo 7. Considere a mesma parábola descrita no exemplo 6 com equação y = x2.

Vamos utilizar a matriz da de�nição 8 para ver o que acontece com a parábola quando

fazemos sua projeção ortogonal sobre o eixo Ox. O ponto que descreve a parábola é o
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Figura 2.10: Projeção sobre o eixo Ox feito no software GeoGebra

ponto P (x, x2), e efetuando a multiplicação das matrizes temos x′

y′

 =

 1 0

0 0

 .

 x

x2

 =

 x

0

 ,

que descreve a reta y = 0.

O resultado pode ser visto na �gura 2.11.

Figura 2.11: Projeção sobre o eixo Ox feito no software GeoGebra
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2.1.7 Projeção Ortogonal Sobre o Eixo Oy

De�nição 9. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (0, y), é chamado de

projeção ortogonal sobre o eixo Oy.

Escrevendo na forma matricial temos: x

y

 7−→

 0

y

 =

 0 0

0 1

 .

 x

y


O resultado dessa transformação linear pode ser vista na �gura 2.12.

Figura 2.12: Projeção ortogonal sobre o eixo Oy feito no software GeoGebra

A construção da �gura 2.12 no software GeoGebra, foi feita de modo análogo ao do

exemplo 2.

Exemplo 8. Considere a elipse de equação
x2

4
+

y2

9
= 1. Para fazer a projeção

ortogonal desta elipse sobre o eixo Oy, basta multiplicar a matriz descrita na de�nição

9 pelo ponto P (2 cos θ, 3 sin θ), que como já vimos, é uma forma de parametrizar a

elipse. Todo o processo de construção das �guras no GeoGebra pode ser feito como no

exemplo 3. O resultado está na �gura 2.13.

2.1.8 Rotação de um Ângulo θ

A partir da �gura 2.14a podemos observar que:
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Figura 2.13: Projeção ortogonal sobre o eixo Oy feito no software GeoGebra

(a) O vetor v (b) O vetor v rotacionado um ângulo θ

Figura 2.14: Rotação no sentido anti-horário.

x = r cos θ (2.1)
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em que r =
√
x2 + y2, e ainda

y = r sin θ. (2.2)

A partir da �gura 2.14b podemos observar que:

x′ = r cos(α + θ) = r cosα cos θ − r sinα sin θ (2.3)

Substituindo as equações 2.1 e 2.2 na equação 2.3 obtemos:

x′ = x cos θ − y sin θ.

Analogamente,

y′ = r sin(α + θ) = r sinα cos θ + r sin θ cosα = y cos θ + x sin θ

Escrevendo na forma matricial, obtemos: x′

y′

 =

 x cos θ − y sin θ

y cos θ + x sin θ

 =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .

 x

y


De�nição 10. O operador linear T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x cos θ−y sin θ, y cos θ+

x sin θ), é chamado de Rotação de um Ângulo θ.

Se tomarmos θ = π/3 teremos a transformação na forma matricial abaixo, e também

pode ser vista na �gura 2.15. x′

y′

 =

 x

2
−

√
3y

2
y

2
+

√
3x

2

 =

 1

2
−
√
3

2√
3

2

1

2

 .

 x

y


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Figura 2.15: Rotaçao feita no software GeoGebra

2.1.9 Translação

De�nição 11. A aplicação T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (x + a, y + b), é chamada

de Translação.

A aplicação da de�nição 11 não é uma transformação linear. De fato, sejam u, v ∈ R,
em que u = (x1, y1), v = (x2, y2) e u+ v = (x1 + x2, y1 + y2). Assim,

T (u+ v) = T (x1+x2, y1+ y2) = (x1+x2+ a, y1+ y2+ b) = (x1+ a, y1+ b)+ (x2, y2) =

T (u) + (x2, y2) ̸= T (u) + T (v).
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Capítulo 3

Autovalor e Autovetor

De�nição 12. Seja T : V → V um operador linear. Se existirem v ∈ V , v ̸= 0, e

λ ∈ R tais que T (v) = λv, λ é um auto valor de T e v um autovetor de T associado a

λ.

Exemplo 9. Seja o operador linear T : R2 → R2 tal que T (v) = 2v.

Note que, neste caso, v é um vetor de R2, e escrevendo em notação matricial temos: x

y

 7−→

 2 0

0 2

 .

 x

y

 =

 2x

2y

 = 2

 x

y


Neste caso, 2 é um autovalor de T e qualquer (x, y) ̸= (0, 0) é um autovetor de T

associado ao autovalor 2.

Observe geometricamente na �gura ??.

O objetivo desta seção é determinar os autovalores de uma dada aplicação linear

T : R2 → R2.

Se λ é um autovalor real de T , existe um vetor não nulo v = (x, y) tal que

T (v) = λv

ou  a11 a12

a21 a22

 .

 x

y

 = λ

 x

y


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(a) O vetor v (b) O vetor 2v

Figura 3.1: Operador linear T (v) = 2v

Como  x

y

 =

 1 0

0 1

 .

 x

y

 ,

temos  a11 a12

a21 a22

 .

 x

y

 = λ

 1 0

0 1

 .

 x

y


ou  a11 a12

a21 a22

 .

 x

y

 =

 λ 0

0 λ

 .

 x

y


e daí  a11 − λ a12

a21 a22 − λ

 .

 x

y

 =

 0

0


Esta equação é equivalente ao sistema

(a11 − λ)x+ a12y = 0

a21x+ (a22 − λ)y = 0

(3.1)

O sistema 3.1 possui solução não nula se, e somente se,
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∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.2)

Desenvolvendo este determinante, obtemos a equação

λ2 − (a11 + a22)λ+ a12a21 = 0 (3.3)

Portanto, λ é um autovalor real do operador linear cuja matriz é a11 a12

a21 a22


se, e somente se, for uma raiz real da equação algébrica 3.3.

Chamaremos a equação 3.2 deequação característica do operador linear T .

Exemplo 10. Os autovalores reais do operador linear

T

 x

y

 =

 2 1

0 3

 .

 x

y


são as raízes da equação

λ2 − (2 + 3)λ+ 2.3− 0.1 = 0

ou

λ2 − 5λ+ 6 = 0,

ou seja, são λ1 = 2 e λ2 = 3.

A di�culdade de se calcular os autovalores de um operador linear reside na solução

de sua equação característica. Nem sempre a equação característica de um operador

linear terá autovalores reais. Veja o exemplo que segue.

Exemplo 11. O operador linear

T

 x

y

 =


√
3

2
−1

2
1

2

√
3

2

 .

 x

y


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cuja ação é uma rotação no plano de um ângulo de 30◦, não tem autovalor real, já que

sua equação característica

λ2 −
√
3λ+ 1 = 0,

não tem rais real.

Geometricamente, é fácil entender por que T não tem auto valor real, pois sendo

30◦ o ângulo entre v e T (v), é claro que não pode existir λ tal que T (v) = λv, para

v ̸= (0, 0).
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Capítulo 4

Sistema de Coordenadas

De�nição 13. Sejam V um espaço vetorial e v1, ..., vn ∈ V . Dizemos que o conjunto

{v1, ..., vn} é linearmente independente (LI), ou que os vetores v1, ..., vn são LI, se

a equação

a1v1 + ...+ anvn = 0

implica que a1 = a2 = ... = an = 0. No caso em que exista algum ai ̸= 0 dizemos que

{v1, ..., vn} é linearmente dependente (LD), ou que os vetores v1, ..., vn são LD.

De�nição 14. Um conjunto {v1, ..., vn} de vetores de V será uma base de V se:

i) {v1, ..., vn} é LI

b) [v1, ..., vn] = V

A notação [v1, ..., vn] = V diz que o conjunto de vetores {v1, ..., vn} geram o espaço

vetorial V , ou seja, qualquer vetor de V pode ser escrito como uma combinação linear

desses vetores.

Exemplo 12. V = R, e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1). {e1, e2} é base de V , conhecida como

base canônica de R2. De fato, seja (x, y) ∈ R2, então

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1).

Por outro lado, dados os números reais a e b temos

a(1, 0) + b(0, 1) = (0, 0)
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que equivale a

(a, 0) + (0, b) = (0, 0)

assim

(a, b) = (0, 0)

o que implica a = 0 e b = 0.

Portanto os vetores {e1, e2} são LI.

Exemplo 13. O conjunto {(1, 1), (0, 1)} também é uma base de V = R2. De fato. Se

(0, 0) = a(1, 1) + b(0, 1) = (a, a+ b),

então a = b = 0. Isto é, {(1, 1), (0, 1)} é LI. Ainda [(1, 1), (0, 1)] = V , pois dado

v = (x, y) ∈ R2, temos

(x, y) = x(1, 1) + (y − x)(0, 1)

ou seja, todo vetor de R2 é uma combinação linear dos vetores {(1, 1), (0, 1)}.

Considere o sistema de coordenadas usual xy, cujos eixos têm direção e sentido dos

vetores {e1, e2}, e zw é o sistema cujos eixos tem direção e sentido dos vetores v1 e v2.

Um ponto (a, b) ter coordenadas no sistema xy signi�ca que

−→
OP = ae1 + be2.

Da mesma forma, P ter coordenadas (a′, b′) no sistema zw signi�ca que

−→
OP = a′v1 + b′v2.

Observe que os vetores v1 e v2 devem formar uma base de R2 para que os números

a′ e b′ sejam determinados de modo único.

Exemplo 14. Seja o ponto (2, 4) relativamente ao sistema usual xy. Se as coordenadas

de P em relação ao sistema zw associado à base {v1 = (2, 1), v2 = (−2, 2)}, são x′ e

y′, então
−→
OP = x′(2, 1) + y′(−2, 2)

ou

(2, 4) = x′(2, 1) + y′(−2, 2).

Resolvendo esta equação, obtemos x′ = 2 e y′ = 1. Logo, em relação ao sistema

zw, P é o ponto (2, 1). Veja �gura 4.1.
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Figura 4.1: Mudança de coordenadas.

Para um ponto genério P (x, y) de R2, temos

(x, y) = x′(2, 1) + y′(−2, 2),

sendo x′ e y′ as coordenadas de P relativamente ao sistema ao novo sistema zw. Logo,
x = 2x′ − 2y′

y = x′ + 2y′

ou  x

y

 =

 2 1

1 −2

 .

 x′

y′


Observe que as colunas da matriz acima são os vetores {v1 = (2, 1), v2 = (−2, 2)}

da base associada ao sistema zw. De acordo com esta observação, uma equação como x

y

 =

 1 −1

1 2

 .

 x′

y′


pode ser interpretada como uma mudança de coordenadas do sistema usual xy para o

sistema zw associado à base {v1 = (1, 1), v2 = (−1, 1)}

Exemplo 15. Vamos determinar a equação da reta

2x+ 3y = 6 (4.1)
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relativamente ao sistema zw tal que x

y

 =

 1 −2

4 5

 .

 x′

y′

 (4.2)

basta escrever 4.1 na forma matricial

[
2 3

]
.

 x

y

 = 6 (4.3)

e introduzir em 4.3 o valor de  x

y


dado por 4.2. Temos [

2 3

]
.

 1 −2

4 5

 .

 x′

y′

 = 6

e daí, efetuando o prodruto obtemos 14x′ + 11y′ = 6.

4.1 Rotação dos Eixos Coordenados

Seja xy o sistema de coordenadas usual. Dado um ângulo θ ∈ [0, 2π), seja x′y′ um

sistema obtido a partir da rotação dos eixos Ox e Oy do ângulo θ no sentido positivo.

Tome os vetores v1 = (cos θ, sin θ) e v2 = (− sin θ, cos θ), que são unitários e estão na

direção e no sentido dos eixos Ox e Oy, respectivamente.

Tome um ponto P do plano. Os vetores v1 e v2 formam uma base de R2, logo

existem os números reais x′ e y′ de modo que
−→
OP = xe1 + ye2. Logo (x′, y′) são as

coordenadas do ponto P com respeito ao novo sistema x′y′.

Sejam (x, y) as coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas xy, note que
−→
OP = xe1 + ye2. Então podemos ter a seguinte igualdade:

xe1 + ye2 = xe1 + ye2
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Figura 4.2: Ângulo θ entre os eixos x e y e os novos eixos x′ e y′

⇔


x = x′(v1.e1) + y′(v2, e1)

y = x′(v1.e2) + y′(v2, e2)

e 
x′ = x(e1.v1) + y(e2, v1)

y′ = x(e1.v2) + y(e2, v2)

⇔


x = x′ cos θ − y′ sin θ

y = y′ sin θ + y′ cos θ

e 
x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −y sin θ + y cos θ

e

⇔ (x′, y′) =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 (x, y)
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e

(x, y) =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (x′, y′)

A matriz

N =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ


é a matriz de passagem das coordenadas (x′, y′) para as coordenadas (x, y) e, por sua

vez,

N t =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


é a matriz de passagem das coordenadas (x, y) para as coordenadas (x′, y′).
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Capítulo 5

Aplicações dos Autovalores e

Autovetores nas Cônicas

5.1 Generalização das Cônicas

De�nição 15. Uma cônica em R2 é um conjunto de pontos cujas coordenadas em

relação à base canônica satisfazem a equação:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

com A ou B ou C ̸= 0.

As equações das cônicas apresentadas no capítulo 1,no início deste trabalho estão

na forma reduzida, isto é, B = 0; se A ̸= 0, D = 0 e se C ̸= 0, E = 0. Veremos

a seguir, através de uma mudança de coordenadas conveniente, que toda cônica toma

uma das formas que foram citadas no referido capítulo.

É de nosso interesse, as cônicas de�nidas algebricamente. Mas como vimos no

início deste trabalho, cada cônica pode ser perfeitamente caracterizada por proriedades

geométricas, como foram introduzidas pelos gregos.

Exemplo 16.

9x2 − 4y2 − 36 = 0

9x2 − 4y2 = 36
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x2

4
− y2

9
= 1

x2

22
− y2

32
= 1,

que é uma hipérbole.

Exemplo 17.

x2 + y2 − 6x− 2y + 8 = 0

(x− 3)2 + (y − 1)2 = 2

(x′)2 + (y′)2 = 2

é uma circunferência obtida por uma translação T (x, y) = (x − 3, y − 1). Veja �gura

5.1.

Figura 5.1: Circunferência de raio
√
2 e centro (3, 1).

Agora vamos voltar a equação geral de uma cônica Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F =

0, que tem a seguinte expressão em termos de matrizes

[
x y

]
.

 A
B

2
B

2
C

 .

 x

y

+

[
D E

]
.

 x

y

+ F = 0

Portanto, relativamente ao sistema zw, onde
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 x

y

 =

 a11 a12

a21 a22

 .

 x′

y′

 ,

a equação desta cônica é

[
x′ y′

]
.

 a11 a21

a12 a22

 .

 A
B

2
B

2
C

 .

 a11 a12

a21 a22

 .

 x′

y′

+

+

[
D E

]
.

 a11 a12

a21 a22

 .

 x′

y′

+ F = 0

Da expressão acima, vê-se que com uma escolha conveniente do sistema zw é possível

simpli�car a equação da cônica. De fato, escolhendo a base {(a11, a21), (a12, a22)} de

modo que o produto  a11 a21

a12 a22

 .

 A
B

2
B

2
C

 .

 a11 a12

a21 a22


seja da forma  λ1 0

0 λ2

 ,

podemos eliminar da equação da cônica o termo misto x′y′ pois

[
x′ y′

]
.

 λ1 0

0 λ2

 .

 x′

y′

 = λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2.

Consequentemente, a equação da cônia pode ser reescrita como segue

λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 +D′x+ E ′y + F = 0

e, depois de uma translação conveniente de eixos, reduzida "a forma canônica que segue

no capítulo 1.

Para esclarecer alguns fatos que ainda podem ser dúvida para o leitor, demonstra-

remos os dois teoremas que seguem.
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Teorema 5.1.1. Se B ̸= 0 (na equação geral das cônicas) a matriz

M =

 A
B

2
B

2
C


tem dois autovalores λ1 e λ2 reais e distintos.

Para demonstrar esse teorema vamos recorrer a equação característica de A, que é

λ2 − (A+ C)λ+ AC − B2

4
= 0

e suas raízes são

λ1 =
A+ C +

√
(A− C)2 +B2

2

e

λ1 =
A+ C −

√
(A− C)2 +B2

2

Como (A− C)2 +B2 > 0 pois b ̸= 0, λ1 e λ2 são reais e distintos.

Teorema 5.1.2. Sejam v1 = (a11, a21) e v2 = (a12, a22) autovetores da matriz M

descrita no teorema 5.1.1, respectivamente, associados a λ1 e λ2. Então,

a) v1 e v2 são perpendiculares entre si, isto é,

v1.v2 = a11a12 + a21a22 = 0

b) Se v1 e v2 são vetores unitários e

N =

 a11 a12

a21 a22


então  a11 a21

a12 a22

 .

 A
B

2
B

2
C

 .

 a11 a12

a21 a22

 =

 λ1 0

0 λ2

 .

Para demonstrar a parte a) determinaremos primeiramente os autovetores de M

associados.  A
B

2
B

2
C

 .

 x

y

 = λ1

 x

y

⇒
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
Ax+

B

2
y = λ1x

B

2
x+ Cy = λ1y

⇒


(A− λ1)x+

B

2
y = 0

B

2
x+ (C − λ1)y = 0

⇒

By = 2(λ1 − A)x ⇒

v1 = (B, 2λ1 − 2A).

De modo análogo obtemos:

v2 = (B, 2λ2 − 2A).

Logo

v1.v2 = B2 + (2λ1 − 2A).(2λ1 − 2A) = B2 + 4[λ1λ2 − 4(λ1 + λ2) + A2] (5.1)

Sendo λ1 e λ2 raízes da equação

λ2 − (A+ C)λ+ AC − B2

4
= 0

vale

λ1 + λ2 = A+ C

e

λ1λ2 = AC − B2

4
.

Substituindo estes valores em 5.1, obtemos

v1.v2 = B2 +4[AC − B2

4
−A(A+C) +A2] = B2 +4AC −B2 − 4A2 − 4AC +4A2 = 0.

Para demonstrar a parte b) do teorema efetuamos o produto N tMN . Encontramos

 a11

(
Aa11 +

B

2
a21

)
+ a21

(
B

2
a11 + Ca21

)
a11

(
Aa12 +

B

2
a22

)
+ a21

(
B

2
a12 + Ca22

)
a11

(
Aa12 +

B

2
a22

)
+ a21

(
B

2
a12 + Ca22

)
a12

(
Aa12 +

B

2
a22

)
+ a22

(
B

2
a12 + Ca22

)

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Sendo v1 = (a11, a21) e v2 = (a12, a22) autovetores de M , temos A
B

2
B

2
C

 .

 a11

a21

 = λ1

 a11

a21


e  A

B

2
B

2
C

 .

 a12

a22

 = λ2

 a12

a22


de modo que 

Aa11 +
B

2
a21 = λ1a11

B

2
a11 + Ca21 = λ1a21

e 
Aa12 +

B

2
a22 = λ2a12

B

2
a12 + Ca22 = λ2a22

Logo, N tMN = a11λ1a11 + a21λ1a21 a11λ2a12 + a21λ2a22

a11λ2a12 + a21λ2a22 a12λ2a12 + a22λ2a22

 =

 λ1(a
2
11 + a221) λ2(a11a12 + a21a22)

λ2(a11a12 + a21a22) λ2(a
2
12 + a222)

 =

 λ1 0

0 λ2


pois

a211 + a221 = a212 + a222 = 1

e

a11a12 + a21a22 = 0.

Exemplo 18. Usando os resultados anteriores vamos identi�car a cônica cuja equação

é

3x2 − 2xy + 3y2 + 6
√
2x− 2

√
2y − 10 = 0.
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Primeiramente vamos escrever a equação na forma matricial

[
x y

] 3 −1

−1 3


 x

y

+

[
6
√
2− 2

√
2

] x

y

 = 10.

Agora determinamos os autovalores de

M =

 3 −1

−1 3

 .

Feito isso encontramos λ1 = 2 e λ2 = 4. Agora precisamos determinar os autoveto-

res associados aos autovetores.

Para λ1 = 2, devemos resolver 3 −1

−1 3


 x

y

 = 2

 x

y


Efetuando os cálculos obtemos v1 = (1, 1).

Analogamente, resolvendo 3 −1

−1 3


 x

y

 =

 x

y


encontramos v2 = (−1, 1).

Portanto, uma base de R2 formada de autovetores unitários de M é{
v1 =

(
1√
2
,
1√
2

)
, v2 =

(
− 1√

2
,
1√
2

)}
Seja zw o sistema de coordenadas associado a esta base. Então

 x

y

 =


1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

 .

 x′

y′

 .

Susbstituindo esta última expressão matricial na cônica escrita na forma matricial,

temos
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[
x′ y′

]
.


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

 .

 3 −1

−1 3

 .


1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2


 x′

y′

+

+

[
6
√
2− 2

√
2

]
.


1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

 .

 x′

y′

 = 10

que, de acordo com a parte b) do teorema 5.1.2, reduz-se a

2(x′)2 + 4(y′)2 +

[
6
√
2− 2

√
2

]
.


1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

 .

 x′

y′

 = 10

ou

2(x′)2 + 4(y′)2 + 4x′ − 8y′ = 10.

Como esta equação não contém o termo em x'y', ou seja, B = 0, podemos completar

os quandrados em x′ e y′ e reescrevê-la na forma

2(x′ + 1)2 + 4(y′ − 1)2 = 16

ou na forma

2(x′′)2 + 4(y′′)2 = 16,

em que

x′′ = x′ + 1 e y′′ = y′ − 1

Observe que x′′ = x′ + 1 e y′′ = y′ − 1 de�nem uma translação de eixos cuja nova

origem, no sistema zw, é o ponto O1(−1, 1). Escrevendo a equação

2(x′′)2 + 4(y′′)2 = 16,

na forma
(x′′)2

8
+

(y′′)2

4
= 1

vemos que a cônica é uma elipse cujos vértices, no sistema z′w′, são

A1(
√
8, 0), A2(−

√
8, 0), B1(0, 2), B2(0,−2).

Veja �gura 5.2.
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Figura 5.2: Elipse. Eixos vermelhos x′y′. Eixos azuis x′′y′′.

É possível apenas classi�car a cônica dada por uma equação Ax2 + Bxy + Cy2 +

Dx + Ey + +F = 0, sem determinar suas dimensões e localização. Para solucionar

este problema de modo mais rápido, podemos discutir as possibilidades que temos em

função dos sinais dos autovalores associados à forma quadrática.

Como vimo, a matriz

M =

 A
B

2
B

2
C

 ,

obtida a partir dos coe�cientes da equação da cônica, possui autovalores reais e distin-

tos, caso B ̸= 0. Vimos ainda que, obtemos depois da eliminação do termo misto uma

equação da forma

λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + A′x′ +B′y′ + F = 0 (5.2)

e que, através de uma translação conveniente, obtemos a equação λ1(x
′′)2 + λ2(y

′′)2 +

F ′ = 0. Vamos analisar inicialmente, a situação em que λ1 ̸= 0 e λ2 ̸= 0. Note que se:

i) λ1 e λ2 forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f = 0

teremos um ponto (x′′ = y′′ = 0) e para f > 0 teremos um conjunto vazio;
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ii) λ1 e λ2 forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto ou um

vazio, conforme f seja positivo, nulo ou negativo;

iii) λ1 e λ2 tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quanto f ̸= 0, ou

um par de retas concorrentes se f = 0.

Agora vamos considerar a situação em que λ1 = 0 e, portanto λ2 ̸= 0. A partir da

equação ??, chegamos a equação λ2(y
′′)2 + A′x′′ + f = 0.

Note que:

i) se A′ ̸= 0 teremos uma parábola;

ii) se A′ = 0, λ2 < 0 e f < 0 teremos o vazio;

iii) se A′ = 0, λ2 > 0 e f < 0 teremos um par de retas paralelas;

iv) se A′ = 0, λ2 < 0 e f > 0 teremos um par de retas paraleleas;

v) se A′ = 0, λ2 > 0 e f > 0 teremos o vazio;

vi) se A′ = 0 e f = 0 teremos uma reta.

O caso em que λ2 = 0 é discutido de maneira análogo ao anterior.

Resumiremos estes resultados até aqui obtidos no seguinte teorema:

Teorema 5.1.3. Dada uma cônica de�nida pela equação Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+

F = 0, com B ̸= 0. Sejam λ1 e λ2 os auto valores associados à sua forma quadrática,

então:

i) Se λ1.λ2 > 0 esta equação representa uma elipse, ou suas degenerações (um ponto

ou o vazio).

ii) Se λ1.λ2 < 0 esta equação representa uma hipérbole ou sua degeneração (par de

retas concorrentes).

iii) λ1.λ2 = 0 eseta equação representa uma parábola ou suas degenerações (par de

retas paralelas, uma reta ou o vazio).
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Pela parte b) do teorema 5.1.2 temos que a11 a21

a12 a22

 .

 A
B

2
B

2
C

 .

 a11 a12

a21 a22

 =

 λ1 0

0 λ2

 ,

ou

N t.M.N =

 λ1 0

0 λ2

 .

Deste modo temos que

det(N t.M.N) =

∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0

0 λ2

∣∣∣∣∣∣∣
o que é equivalente a

det(N t).det(M).det(N) = λ1.λ2,

consequentemente temos

det(M) = λ1.λ2,

pois, det(N t) = det(N) = 1 quando tomamos

t.4N =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .

Sendo assim o sinal de λ1.λ2 é o mesmo de det(M) = −
(

B2

4
− AC

)
, que por sua

vez tem o mesmo sinal de −(B2− 4AC). Podemos assim reescrever o teorema anterior

em função do "discriminante"B2 − 4AC do polinômio característico λ2 − (A + C)λ +

AC − B2

4
= 0 da matriz M .

Teorema 5.1.4. Dada a equação: Ax2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F = 0, com B ̸= 0,

esta equação no plano representará:

i) uma elipse ou suas degenerações, se B2 − 4AC < 0;

ii) uma parábola ou suas degenerações , se B2 − 4AC = 0;

iii) uma hipérbole, se B2 − 4AC > 0.
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Exemplo 19. Voltando ao exemplo 3 da seção ??. Agora iremos responder se, a

equação quadrática obtida pelo cisalhamento da elipse de equação

x2

9
+

y2

4
= 1,

que foi

4x2 − 16xy + 25y2 − 36 = 0,

é uma elipse.

O teorema 5.1.4 garante que precisamos analisar o discriminante B2 − 4AC, que

neste caso é igual a

(16)2 − 4.4.25 = 256− 400 = −144 < 0

logo, temos uma elipse.

Exemplo 20. Dado um sistema de eixos coordenados xy, considere o sistema de eixos

ortogonais x′y′ obtido pela rotação positiva de 45◦ dos eixos do sistema xy em torno da

origem. Uma hipérbole nas coordenadas x′y′ tem centro na origem, um de seus vértices

no ponto (
√
2, 0) e a reta y′ = 2x′ como uma de suas assíntotas.

a) Determine a equação da hipérbole nas coordenadas x′y′ e nas coordenadas xy.

b) Obtenha o centro, os vértices, os vértices imaginários, os focos e as assíntotas da

hipérbole nas coordenadas xy.

c) Faça um esboço da curva no sistema de eixos xy, indicando todos os elementos

encontrados no ítem b) usando o software GeoGebra.

Solução.

a) Nas coordenadas x′y′, a reta focal l é o eixo Ox′, pois o centro C(0, 0) e o vértice

V (
√
2, 0) pertencem ao eixo Ox′. Além disso, a = d(C, V ) =

√
2 e

b

a
= 2, pois y′ = 2x′

é uma assíntota da hipérbole. Então b = 2a = 2
√
2, e

H :
(x′)2

2
− (y′)2

8
= 1

é a equação da hipérbole H nas coordenadas x′y′.

Usando as relações de mudança de coordenadas mostradas na seção 1.4.1 temos
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
x′ = cos 45ox+ sin 45oy =

√
2

2
(x+ y)

y′ = − sin 45ox+ cos 45oy =

√
2

2
(−x+ y),

(5.3)

obtemos que a equação da hipérbole nas cordenadas xy é:

1

2
.
2

4
(x+ y)2 − 1

8
.
2

4
(−x+ y)2 = 1

⇔ 4(x+ y)2 − (−x+ y)2 = 16

⇔ 4(x2 + 2xy + y2)− (x2 − 2xy + y2) = 16

⇔ 3x2 + 10xy + 3y2 = 16

⇔ 3x2 + 10xy + 3y2 − 16 = 0

b) Nas coordenadas x′y′, a hipérbole tem: centro C(0, 0); vértices A1(
√
2, 0) e

A2(−
√
2, 0); vértices imaginários B1(0, 2

√
2) e B2(0,−2

√
2); para determinar os focos

F1(
√
10, 0) e F2(−

√
10, 0) utilizamos a relação c2 = a2 + b2; reta focal l : y′ = 0; reta

não focal l′ : x′ = 0; assíntotas y′ = ±2x′.

Por 5.3, obtemos que a reta foca é l : −x + y = 0; a reta não focal é l′ : x + y = 0

e

√
2

2
(x + y) = ±

√
2

2
(−x + y), consequentemente, r1 : y = −3x e r2 : y = −1

3
x são as

assíntotas da hipérbole nas coordenadas xy.

E, pelas relações de mudança de coordenadas da seção 1.4.1, equacionamos
x = cos 45ox′ − sin 45oy′ =

√
2

2
(x′ − y′)

y = sin 45ox′ + cos 45oy′ =

√
2

2
(x′ + y′),

donde podemos concluir que, o centro é C(0, 0); A1(1, 1) e A2(−1,−1) são os vértices;

B1(−2, 2) e B2(2,−2) são os vértices imaginários e F1(
√
5,
√
5) e F2(−

√
5,−

√
5) são

os focos da hipérbole nas coordenadas xy.

c) Na �gura 5.3 mostramos o esboço da hipérbole H.

Exemplo 21. Considere uma elispse de focos F1(5, 0) e F2(−5, 0) com eixo maior

12. Faça o grá�co dessa elipse no GeoGebra executando uma rotação de 60◦ e uma

translação do centro para o ponto C ′(3, 2). Em seguida determine a equação da nova

elipse no sistema de coordenadas xy e no sistema de coordenadas x′y′.
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Figura 5.3: Hipérbole construída a partir do software GeoGebra descrito no capítulox'

Hipérbole.

Solução.

Como a2 = b2 + c2, o valor de b =
√
11. Seguindo os passos do exemplo 2 construa

a matriz

M =

 cos 60o − sin 60o

sin 60o cos 60o


no GeoGebra, que é a matriz que fará a rotação.

Agora marque os pontos principais da elipse a partir da linha de comando, por

exemplo, para adicionar o foco F1 digite: F1 = (5, 0), em seguida clique a tecla enter.

O foco aparecerá no grá�co. Faça isso com todos os vértices e com o outro foco. Agora

construa a elipse clicando no ícone "elipse", em seguida, selecione os dois focos e um

ponto qualquer da elipse, assim, o software criará a elipse.

Na linha de comando digite M ∗ A1, isso fará a multiplicação da matriz M pelo

ponto A1, portanto, a rotação neste ponto. Repita essa multiplicação por todos os

outros pontos. Construa a elipse obtida pela rotação clicando no ícone "elipse", em

seguida, selecionando os dois focos, em qualquer ordem, e um ponto qualquer da elipse
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assim, o software criará a elipse.

Agora crie a matriz

N =

[
3 2

]
procedendo de modo análogo a criação da matriz M , só que agora clicando no ícone

criar lista de pontos.

Para concluir, pegue todos os pontos criados depois da multiplicação por M e

escreva na linha de comando A+N , por exemplo. Isso fará a translação do centro da

elipse para o ponto (3, 2). O resultado segue na �gura 5.4

Figura 5.4: Elipse construída a partir do software GeoGebra.

Para determinar a equação da elipse no sistema x′y′ depois da rotação, precisamos

apenas do valor de a = 6 e de b =
√
11, logo sua equação é

(x′)2

36
+

(y′)2

11
= 1.

Além disso, foi feita uma translação de eixos cartesianos, na qual, a origem do novo

sistema é o ponto (3, 2), logo a equação da elipse depois da translação é

(x′ − x0)
2

36
+

(y′ − y0)
2

11
= 1,

com x0 e y0 sendo as coordenadas do novo centro dos eixos ainda no sistema x′y′. Desse

modo, estamos fazendo uma translação de eixos no sistema x′y′. Devemos determinar

as coordenadas do ponto (3, 2) (que está no sistema xy) no sistema x′y′.
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Temos que

(3, 2) = x′(cos 60o, sin 60o) + y′(− sin 60o, cos 60o)

⇔ (3, 2) = x′

(
1

2
,

√
3

2

)
+ y′

(
−
√
3

2
,
1

2

)

⇔


3 =

1

2
(x′ −

√
3y′)

2 =
1

2
(
√
3x′ + y′)

⇔


6 = (x′ −

√
3y′)

4 = (
√
3x′ + y′)

⇔


6 = (x′ −

√
3y′)

4
√
3 = (3x′ +

√
3y′)

somando as duas equações temos

x′ =
3

2
+
√
3

e, substituindo x′ na primeira equação do sistema temos

√
3y′ = −6 +

3

2
+
√
3,

portanto,

y′ = 1− 3
√
3

2
.

Assim a equação da elipse no sistema x′y′ é a seguinte:

(
x′ − 3

2
−

√
3

)2

36
+

(
y′ − 1 + 3

√
3

2

)2

11
= 1.

Para determinar a equação da elipse no sistema xy precisamos utilizar a mudança

de coordenadas proposta na seção 1.4.1 como segue.

79




x′ = cos 60ox+ sin 60oy =

1

2
(x+

√
3y)

y′ = − sin 60ox+ cos 60oy =
1

2
(−

√
3x+ y).

Substituindo x′ e y′ na equação da elipse acima e resolvendo as contas, obtemos

119

1584
x2− 25

264
√
3
xy+

23

528
y2+

(
25

132
√
3
− 119

264

)
x+

(
25

88
√
3
− 23

132

)
y− 79

528
− 25

44
√
3
= 0.
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Capítulo 6

Considerações �nais

OGeoGebra é um software livre muito e�ciente no estudo de Geometria. Se todos os

professores sentassem, estudassem, fossem criativos, as aulas de matemática poderiam

ser muito mais interessantes e muito mais paupáveis aos alunos, tornando-se mais

interessantes, chamativas, intrigantes e e�cientes. Neste trabalho, pudemos mostrar

um pouco disso, cabe agora aos leitores se sentirem inspirados e encorajados a levar

essa ideia adiante.
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