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Resumo

A presente dissertacao de mestrado apresentou alguns conceitos matematicos
pertinentes as equacoes de recorréncias, dando énfase nas recorréncias lineares, onde se
concentram a grande maioria dos problemas contextualizados. Este trabalho teve o ob-
jetivo de explicitar algumas de suas aplicagoes com suas solugoes bem elaboradas sobre
recorréncias lineares, visando uma facil compreensao para os alunos de ensino médio, como
também para os alunos de graduagao e poés-graduacao. Foram apresentadas algumas es-
tratégias para a resolucao dos problemas das recorréncias lineares de primeira e segunda
ordem, deixando bem claro os casos homogéneos e nao-homogéneos, contendo varios exem-
plos resolvidos. Foram trabalhadas as férmulas referente as solugoes, deixando-as mais
objetivas na montagem das solugoes dos problemas sobre recorréncias lineares. Neste
trabalho foram apresentadas algumas aplicacoes pertinentes a préopria Matematica, como
por exemplo, os nimeros de Fibonacci, a pizza e o queijo de Steinner, e no que se diz res-
peito aos jogos matematicos, envolvemos a Torre de Handi. Também foram trabalhadas
as recorréncias em outras areas, como na Biologia, envolvendo o crescimento populacional
dos coelhos.

Palavras-chaves: Recorréncias Lineares, Problemas, Solugoes.



Abstract

This dissertation presented some mathematical concepts relevant to equati-
ons recurrences, with emphasis on linear recurrences, which concentrates the majority
of contextualized problems. This study aimed to clarify some of its applications with
its elaborate solutions on linear recurrences, seeking to an easy understanding for high
school students, but also for students of undergraduation and post-graduation courses.
Some strategies for solving the problems of linear recurrences of first and second order are
presented, making clear the homogeneous and non-homogeneous cases containing various
solved examples. The formulas of each solution were worked, leaving them more objective
in assembling solutions of problems on linear recurrences. In this paper some relevant ap-
plications to mathematics itself were presented, such as the Fibonacci numbers, Steinner
pizza and cheese, and about mathematical games, we worked with the Tower of Hanoi.
Recurrences in other areas were also broached, such as Biology, involving the population

growth of rabbits.

Keywords: Linear Recurrences, Problems, Solutions.
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1 Introducao

Ao longo do estudo da Matemadtica existem alguns tépicos em que os alunos
do ensino médio e até mesmo dos cursos de graduacao em Matematica tem bastante difi-
culdade, como por exemplo, a analise combinatoria que faz parte da Matematica discreta,
em que as recorréncias ajudam na resolucao de diversos problemas que envolvem essas
areas, dando uma contribuicao importante para sanar as dificuldades de aprendizados
nesses conteudos. O presente estudo sobre recorréncias lineares aplicada ao ensino médio
e superior, busca produzir um texto que possa fornecer ferramentas para utilizacao na
resolucao de problemas ligados a educacao bésica e superior, bem como estimular o leitor
a aprofundar-se e prosseguir com o estudo do tema na graduagao ou nas pos-graduagoes
de Matematica e em todas as areas correlatas.

A recorréncia nada mais é do que uma equacao proviniente das idéias recur-
sivas de uma determinada situacao Matemadtica, em que podem ser linear ou nao, mas
que nem sempre é de facil observagao, por isso merece um estudo aprofundado enfati-
zando todos os seus detalhes na sua construcao e resolugao. As recorréncias lineares de
primeira ordem, segunda ordem, ordem maior e o método geral de resolucao das referidas
recorréncias, tanto nos casos homogéneos e nao-homogeéneos, serao trabalhados visando
uma fundamentagao tedrica, para facilitar a aplicacdo nas resolugoes de problemas as-
sociados a educacao bésica, mas sem deixar de lado o ensino superior. Abordaremos os
problemas que envolvem a uma facil compreensao para fixar os resultados, em seguida tra-
balharemos com os problemas contextualizados na geometria, anédlise combinatéria, nos
jogos matematicos e nas questoes que envolvem as sequéncias numéricas, em especial as
progressoes aritméticas e geométricas, dentre outros contextos matematicos, sem esquecer
de dar contra-exemplos das recorréncias nao-lineares.

Neste trabalho, iremos abordar principalmente problemas classicos com obje-
tivo de mostrar o processo evolutivo dessa teoria. Além disso, iremos contextualizar e
demonstrar os incentivos e as motivagoes que levaram ao estudo das recorréncias, pois
é um tema que aparece com muita frequéncia durante o desenvolvimento histérico da
Matematica e nas areas correlatas. Introduziremos problemas simples e direto para fixar

e facilitar a compreensao do processo recursivo, em seguida, os problemas contextuali-
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zados envolvendo vérias areas da Matematica, para entao o leitor conseguir absorver a
idéia principal e assim conseguir resolver os problemas que vird de aparecer na sua vida
académica, mas principamente, fazer uma ligacado com as situacoes reais, ou seja, aplica-
los no cotidiano.

Os conceitos de recorréncia que serao abordados nesta dissertacao terao como
publico alvo os alunos do ensino médio, das graduacoes e pds-graduacoes em Matematica.
Serda demonstrada a importancia das recorréncias para a resolugao de intimeros proble-
mas, provas indutivas e busca de padroes em variados contetidos da Matematica. Podemos
concluir que a recorréncia é um tema fundamental para consolidacao de algumas habi-
lidades necessarias, por isso deve ser usado de forma sistematizada, facilitando assim o
processo de ensino-aprendizagem de alguns contetidos da grade curricular da educagao
bésica, como também para estudos avancados em outras areas ligados a Matematica,
como por exemplo, na Fisica [6], Quimica e Biologia [6], Computagao [5], dentre outras.
Por fim, sera proposta uma sequéncia de atividades fundamentadas em situacoes contex-
tualizadas, primando sempre pela interdisciplinaridade. Tais atividades deverao motivar
os colegas professores a elaborarem mais situagoes problemas, cujas resolucoes dependerao

de modelos matematicos permeados pelo raciocinio recursivo.



2 Recorréncias Lineares

O objetivo neste capitulo é obter as melhores formas de compreensao das
recorréncias lineares com suas respectivas solugoes gerais, mais para isso iremos construir
a idéia das recorréncias lineares de ordem k&, com o numero natural £ > 0, em seguida,
recorréncias de primeira ordem e de segunda ordem, dando assim a nog¢ao para as demais
ordens. Com isso, definiremos uma formula fechada chamada de solucao da recorréncia

de ordem k.

2.1 Recorréncia Linear de Ordem k

Definigao 2.1.1. Dizemos que uma recorréncia linear é de ordem (k > 0) quando o
termo x,, depende do(s) termo(s) z,_1,Zn_2,Tn_3,...,Tn_i+1 que o antecede assumindo

o formato

fin)z, + fo(n)zn1 + f3(n)Tp2 + -+ fi(n)Tniv1 = f(n), (2.1)

com i € {1,2,3,...,k,k+ 1}, onde fi(n), fa(n),..., fil(n), f(n) sdo fungdes reais com
dominio natural e fi(n); f;(n) # 0.

Definigao 2.1.2. A soluc@o geral da recorréncia (2.1) é uma férmula fechada que nos

permite escrever x,, apenas em funcao de n e das condicoes iniciais xg, x1, Ta, ..., T;_1.

Com tal solucao é possivel encontrar o valor de qualquer termo sem necessidade

de determinarmos os termos que o antecedem.

Exemplo 2.1.1. Algumas recorréncias lineares de ordem maior:
i) Tyt Tpo1 + Tpoo + Tpoz + Tpg = €

”) Ty = Tp-2 + Tn—4;

1) Ty +nTy 1+ T, 3= (n—1)"
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2.2 Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma recorréncia linear é de primeira ordem quando um

termo x,, depende somente do termo x,,_; que o antecede assumindo o formato da equagao
fin)zn + fa(n)zn—1 = f(n), (2.2)
onde f1(n), fa(n), f(n) s@o fungdes reais com dominio natural e fi(n), fo(n) # 0.

Exemplo 2.2.1. Algumas recorréncias lineares de primeira ordem:

i) Tp, =nx,_1 com xy=1;
i) Tp+ (n—Dx, 1 =2;
i) (n+ 1)z, + nx,—1 = 2n — 1;

i) X, = Tp_1+ 2 com xo = 0, onde z,, é a sequéncia dos nimeros pares.

2.3 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Definigao 2.3.1. Dizemos que uma recorréncia linear é de sequnda ordem quando um

termo x,, depende dos termos x,,_1 € x,_» que o antecede assumindo o formato da equagao

filn)an + fa(n)an + fs(n)an—2 = f(n), (2.3)
onde fi(n), fa(n), fs(n), f(n) sdo fungdes reais com dominio natural e fi(n), f3(n) # 0.

Exemplo 2.3.1. Algumas recorréncias lineares de segunda ordem:

i) ©, = (n—1)(xp_1 + x4_2), onde n > 2 e x; = 0; 25 = 1 chamada de Permutagcao

Cadtica, ver [2];
i) Tp = Tp_1 — Tp_2;
1) nxy, + Tpoq + 2" T, o = nl.

Observacao 2.3.1. Existem recorréncias nao-lineares, no qual, é toda recorréncia que nao

atende a Definicao 2.1.1, nas quais citaremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.3.2. Algumas recorréncias nao-lineares:
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Z) Tp = Tp—1Tnp—2;
.. 2 o '.
1) xp, +x,_y =nl;

i11) T2 4 Tpoy + Tz = 27

Tpn—1

) x, = —
n—2

Nao aprofundaremos neste de tipo de recorréncia, pois estd fora do objetivo
desta dissertacao. Entretanto, para melhor detalhar sobre recorréncias nao-lineares, ver
6], paginas 49 a 68. Nos préximos capitulos iremos abordar somente recorréncias lineares
com coeficientes constates, dando total énfase aos de primeira e segunda ordem, pois
na grande maioria dos problemas contextualizados envolvem especificamente esse tipo de

recorréncia.
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3 Recorréncia Linear de Primeira Ordem
com Coeficientes Constantes

Definicao 3.0.2. Definimos como recorréncia linear de primeira ordem com coeficientes
constantes toda recorréncia que assume o formato da equagao (2.2), onde as fungoes f;(n)

e fo(n) sdo constantes reais em que fi(n), fo(n) # 0.
Portanto a recorréncia com fi(n) =p#0e fo(n) =qé
by + qTp—1 = f(n)7

dividindo a equagao acima por p e organizando, obtemos

n
Tp = _gmnfl + Mu
p
_ 4 _ S N
fazendo a = —= e g(n) = ——=, dai, resulta outro formato da recorréncia linear de
p p

primeira ordem com coeficientes constantes
Ty = aTp_1 + g(n). (3.1)

Exemplo 3.0.3. Alguns exemplos de recorréncias (3.1), como as progressoes aritméticas

(P.A.), progressoes geométricas (P.G.) e outras abaixo citadas.

i) T, =x,_1 + 7, onde r é arazao da P.A;
it) T, = qr,_1, onde q é a razdo da P.G;
101) Tp = Tp_1 + N;

) T, =2r,_1 + 2™

3.1 Recorréncia Linear Homogénea

Quando uma recorréncia linear de primeira ordem com coeficientes constantes

possui g(n) = 0, entdo essa recorréncia é chamada de homogénea, assim a equagao (3.1)



3.2 Recorréncia Linear Nao-Homegénea 13

assume o formato

Ty = ATp_1. (3.2)

N , - . . Iy
Note que a recorréncia (3.2) é uma progressao geometrica, pois =a #0,
n—1
onde a é a razao da P.G., assumindo portanto, solucao geral para todo xg real nao-nulo

T, = zoa”. (3.3)

Exemplo 3.1.1. Algumas recorréncias lineares que sao progressoes geométricas com suas

respectivas solugoes:

i) A recorréncia x, = 3x,_1, tem solugao geral x,, = (3" com xy € R*;

- . 1\"
i1) A recorréncia x, = — 5 ! com xo = 3, tem solucao geral x, = 3 (—5) )

3.2 Recorréncia Linear Nao-Homegénea

Quando uma recorréncia linear de primeira ordem com coeficientes constantes
possui g(n) # 0, entdo essa recorréncia é chamada de ndo-homogénea, assim a equagao
(3.1) nado muda, continua assumindo o mesmo formato.

Agora, iremos encontrar a solucao geral para a equagao (3.1) no caso a = 1,

em que fica da seguinte forma

Ty = Tp_1+ g(n). (3.4)
Vamos substituir na equagao (3.4) os valores de 1,2, 3, ..., m e gerar as relagoes
entre seus termos, dai, se segue
ry = w0+ g(1)
Ty =11+ g(2)

x3 = x93+ g(3)

Tm—1 = T2+ g(m — 1)

Ty = Tp—1 + g<m)7
somando todas as equagoes membro a membro e organizando, obtemos a seguinte equacao

Ty +LoF+ L3+ -+ o1+ T = Lo+ 21+ 22+ 23+ +Tm1+9(1)+9(2)+9(3)+- - -+g(m),
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fazendo os cancelamentos adequados na expressao acima, resulta em
Tm = 2o + 9(1) +9(2) + 9(3) + -+ + g(m),

assim

trocando m por n na solu¢ao acima, obtemos como solugao geral para a recorréncia (3.4)
n
v =x0+ Y g(k). (3.5)
k=1

Note que a equagao (3.5) fica em uma forma mais simples e descomplicada para
o aluno, dependendo apenas do valor inicial xy e do somatério das imagens da fungao g(k),

onde o dominio varia de 1 a n.

Agora vamos encontrar a solugao da equagao (3.1), mas para isso, vamos fazer

uso do teorema abaixo.

Teorema 3.2.1. Sempre que z, for uma solu¢ao nao-nula da recorréncia linear ho-
mogénea x, = h(n)x,_ 1, entio a equa¢ao x, = h(n)x,_1 + g(n) € transformada em

n
Yn = Yn—1 + M, fazendo uma substituicdao do tipo T, = Zp,Yn.
Zn

Demonstragao. Fazendo a substituigao x,, = z,y, na equagao x,, = h(n)x,_1 + g(n), dai,

resulta a seguinte equagao
ZnYn = h(n)zn—lyn—l + g(n) (36)

Por hipétese, z, é solu¢ao da equagao de recorréncia homogénea z,, = h(n)x,_1,
entao

Zn = h(n)z,_1. (3.7)
Substituindo a equagao (3.7) em (3.6), obtemos

como z, # 0 de acordo com a hipétese, entao podemos dividir toda a equagao (3.8) por

Zn, obtendo

Yn = Yn—1 + M, (39)

n

assim fica provado o teorema. O
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Teorema 3.2.2. Toda recorréncia x, = ax, 1 + g(n) tem solugao geral dada por

~g(k)
ak -’
k=1

Ty, =a"xo+ a" (3.10)
Demonstragao. Note que h(n) = a, logo a equagdo homogénea z, = az,_; tem solugao

geral do tipo z, = zpa™, de acordo com a solucao da recorréncia (3.2) e se zy = 1, assume

n

uma solucao particular z, = a". Pelo Teorema 3.2.1, iremos tranformar a recorréncia

(3.1) na nova equacao da forma

n
Yn = Yn—1 + g( )7
sendo z, = a” temos
n
Yo = Un1 + gc(w)' (3.11)

Note que a equagao de recorréncia (3.11) tem os mesmos parametros de solugao

da equagao (3.4), logo, segue a solu¢ao na forma

" gk
Yn = Yo + % (3.12)
k=1

Como x,, = z,y, = a™y,, implica que xy = yo, entao basta substituir a solucao

n

2z, = a" e a equagao (3.12) na recorréncia abaixo, para encontrar a solucao geral da

equacao (3.1), segue que:

Tn = ZnlYn
= a"yn
" gk
= anyo + a” _(k)
a
k=1
lembrando que xg = ¥y, dai, segue-se que
n
PP 1)
Ty, =a To+a o
a
k=1

[]

Assim, podemos resolver diversos problemas sobre recorréncias, sem a neces-

sidade do intermédio de outra recorréncia.
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Exemplo 3.2.1. Encontre a solugao geral da recorréncia x,, = x,_1 + 2" com xy = 2.

Solugao: Note que a equacao acima tem o modelo da recorréncia (3.4), logo

g(n) = 2" e possui uma solugdo geral no formato da equacao (3.5), donde temos

T, = xg—l—Zg(k)
k=1

= 2+§éﬁ
k=1

= 24+ 2+4+8+---4+2"

= 242 2" -1
- 2-1
= 24 vl _ 9

Logo

x, = 2" para todo n € N.

Exemplo 3.2.2. Encontre a solugao geral da recorréncia x,, — 3z,_1 = 9" com xy = 1.

Solucao: Note que a recorréncia x,, — 3x,_1 = 9" pode ser organizada na
forma z, = 3z, ; + 32, ficando assim no formato da recorréncia (3.1) onde a = 3 e
g(n) = 3*", em que a solugao da recorréncia encontra-se nos moldes da equacgao (3.10),

com efeito, resulta
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— g(k)
T, = a"rg+a” —
a
k=1

n 32k

= 313y

= 343" (34+9+27T+81+--- 43
3n—1
= 3n43"3
(557

3" —1
= 3n 3n+1
e (557)

32n+1 3n+1

2 2

= 3"+

3n 32n+1 3n
= 22 —3=
> T 2

Logo

B 32n+1 —3n

Ty, = — 5 para todo n € N.
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4 Recorréncia Linear de Segunda Ordem
com Coeficientes Constantes

Neste capitulo, trabalharemos as seguintes situagoes: os casos homogéneos e
nao-homogéneos das recorréncias de segunda ordem. Vamos apresentar como obter a
solugao das recorréncias lineares de segunda ordem, quando os coeficientes forem cons-

tantes.

4.1 Recorréncia Linear Homogénea de Segunda Or-

dem com Coeficientes Constantes

Definicao 4.1.1. Definimos como recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes
constantes toda equagao que assume o formato (2.3), em que as fungoes fi(n), f2(n) e
f3(n) sdo constantes reais em que fi(n), fs(n) #0 e g(n) =0.

Portanto o formato das recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem é
ax, + br,_1 + cx,_o =0, (4.1)

onde a, b e ¢ sao constantes reais, com a e ¢ nao-nulos.

Como por exemplo, os nimeros de Fibonacci, de acordo com os autores em [2]

e [12], além de outras recorréncias abaixo citadas.

i) Tp = Tp_1+ x,_2,onden >2ex; =1xy=1(Recorréncia de Fibonacci);
1) Xy — Drp_1 + 62,9 = 0;

111) Xy = 9Tp_2.

4.2 Equacao Caracteristica

Nos casos homogéneos, cada recorréncia esta associada a uma equacao, de-

nominada Equacdo Caracteristica. No geral, os autores em [2], [4] e [5] apresentam uma
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maneira de obter tal equacao a partir de uma solugao particular do tipo x,, = k™, onde k é
um numero complexo nao-nulo, bastando substiuir essa solugao na equacgao de recorréncia
(4.1), daf resulta
axy, +br, 1 +cr, o = 0
ak™ +bk" ek ? = 0
k2. (ak* + bk +c¢) = 0.

Da solucao particular z,, = k™ com k # 0, implica que k"2 # 0, dai, tém-se
ak® +bk+c=0 (4.2)

onde a, b e ¢ sao constantes reais, com a e ¢ nao-nulos.

c

Observagao 4.2.1. Como a e ¢ dados em (4.1) sdo nao-nulos, implica — # 0, onde 0 mesmo
a

¢ o produto das raizes da equacao caracterfstica ak? + bk + ¢ = 0, portanto as raizes ki e

ko sao nao-nulas.

A equacao Caracteristica é uma equagao do segundo grau, o que fica condicio-
nado ao discriminante (A = b? — 4ac), pois podemos ter trés situagoes, o que acarreta em

trés tipos de solugoes distintas para a recorréncia homogénea com coeficientes constantes.

Teorema 4.2.1. Sejam ki e ky as raizes da equacdo caracteristica ak® + bk + ¢ = 0,
resultante da recorréncia ax, + bx,_1 + cxnp_o = 0. Entdo x, = ciki" + caks™ € solucao

da recorréncia, com ¢, e cy constantes.

Demonstracao. Por hipétese k; e ko sao as raizes da equacao caracteristica ak?+bk+c = 0,
entdo ak,? 4+ bk + ¢ = 0 e aks® + bky + ¢ = 0, dai, basta substituir z,, = ¢; k™ + c2ks™ na

recorréncia e mostrar que o resultado sera 0. De fato
ax, + bxn—l +Ccr,_o = G(Clkln + CQan) + b(Clkln_l + 021{32”_1) + C(Clkln_2 + Cgl{fgn_Z)

= clk1”72(ak12 + bkl + C) + Cgkgniz(akQQ + bk’g + C)

= k" 204 k" 2.0=0
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Exemplo 4.2.1. A equacao de recorréncia x,, — 52,1 + 62,_o = 0 tem k? — 5k +6 = 0
como equacao caracteristica, cuja as raizes sao 2 e 3. Pelo Teorema 4.2.1 a solucao geral

da recorréncia é x,, = ¢12" + c3".

A seguir, iremos mostrar as construcoes dessas solucoes em relacao as raizes
encontradas na equagao caracteristica, fazendo o uso de alguns teoremas em que os de-

monstraremos.

4.2.1 Raizes Distintas da Equacao Caracteristica

Nessa secao, usaremos o teorema abaixo para nos dar suporte para o formato

da solucao da recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes constantes.

Teorema 4.2.2. Sejam ki e kg as raizes distintas nao-nulas da equac¢ao caracteristica
ak?® + bk 4+ ¢ = 0, resultante da recorréncia ax, + bx,_1 + cr,_o = 0. Entdo toda solucdo

da recorréncia € da forma x,, = c1k1”" + coks™, com ¢; e ¢y constantes.
n )

Demonstracao. Por hipotese temos ki # ke e que ki,ko # 0. Considerando y, uma

solugao da recorréncia ax, + bx,_1 + cr,_o2 = 0 e sejam c; e ¢y constantes, tais que

c1ky + coky = 1
crky” + coko® = Y2

Resolvendo o sistema acima obtemos

o = kayr — 2 e cy= Y2 — k1
key (ko — k) ko (kg — ki)

Garantiremos que todas as solucoes sao da forma y, = c1k1" 4 coks™ para todo
n natural e que possui ¢; e ¢y constantes unicas (unicidade dos coeficientes). Para isso
considere uma outra solucao a, = y, — b1k1" — boks™ com by e by constantes quaisquer, ou

seja, substituindo a,, na recorréncia ax, + bx,_1 + cx,_o é igual a 0, de fato

Ay +bay_1 + can_g = a(y, — bk — boks™) + b(yn_1 — b1kt — boky™ )
+ (Ynog — b1k % — boky™ )
= (ayn + byn_1 + cYn_2) — b1k *(ak,® + bk + ¢)
—  boky" 2 (aky® + bky + c).
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Note que y, é solucao da recorréncia ax, + bx,_1 + cxr,_o = 0, logo obtemos
ayn + byn_1 + cyn—o = 0 e como ki e ko sao as raizes distintas da equagao caracteristica

ak? + bk 4+ ¢ = 0, entdo ak,® + bky + ¢ = 0 e aky? + bky + ¢ = 0, daf

aa, + ban,1 +cap_9 = 0— b1k1n72.0 — bzkgniQ.O
= 0.

Logo a, = y, — bik1" — boks" = 0 o que implica y, = bik1" + baks" e pela

unicidade das constantes, temos que by = ¢; e by = 5, segue-se que

Yn = k1" + cakn™. (4.3)

]

Exemplo 4.2.2. Para encontrar a solu¢ao da equagao de recorréncia de segunda ordem
Ty + Tno1 — 20,9 = 0, basta resolver a sua equacdo caracteristica k% + k — 2 = 0,
cuja as raizes sao 1 e —2. Pelos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2 a solucao geral da recorréncia é

Ty = 11" + co(—2)", ou seja, T, = ¢ + c2(—2)" com ¢; e ¢y constantes arbitrarias.

Exemplo 4.2.3. Outro exemplo bastante curioso, sao os numeros de Fibonacci dado
pela sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...), em que possui a recorréncia =, = Tp,_1 + Tp_o
com xg = x; = 1. Para encontrar a solucao da recorrécia basta resolver a sua equacao

145 1-+/5

caracteristica k> — k — 1 = 0, cuja as raizes sao k; = 5 e ki = 7 Pelos

Teoremas 4.2.1 e 4.2.2 a solugao geral da recorréncia é

1+v5) 1-v5\"
)

Para encontrar as constantes arbitrarias c¢; e co, basta substituir os valores

iniciais g = 1 = 1 na solucao geral, encontramos o seguinte sistema

Cl+02:1
1++/5 1-5
Ci. 9 + Ca. 5 =1

Resolvendo o sistema, encontramos as constantes ¢; =

V5 +1 V5 —1
24/5 B

com efeito
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T, = .
25 2 2v/5 2

e por fim a solugao final

_i 1+\/5 nJrl_i 1_\/5 n+1
xn—\/g. — \/3 5 .

4.2.2 Raizes Iguais da Equacao Caracteristicas

VB4 <1+\/5>"+\/3—1 (1—\/5)"

Considerando as raizes iguais e reais da equacgao caracteristica, o teorema a

seguir, mostra o modelo de solugao para a recorréncia linear com coeficientes constantes.

Teorema 4.2.3. Sejam ki = ko raizes nao-nulas da equagdo caracteristica ak®+bk+c =0
resultante da recorréncia ax, + bx,_1 + cr,_o = 0. Entao x, = c1ki" + conk," € solucao

da recorréncia, para quaisquer valores das constantes c; e cs.

Demonstracao. Por hipdtese, k1 = ko sao as raizes reais nao-nulas da equagao carac-
terfstica ak? 4+ bk + ¢ = 0, portanto o discriminante (b* — 4ac) é igual a 0 e possui como
. b . ) -
raiz dessa equacao ki = ky = ~5a e ainda ak,? + bk, + ¢ = 0, dai, basta substituir a
a

solucao x,, = c1k1" + cank:™ na recorréncia e mostrar que o resultado sera 0. De fato

aty + 0Tn1 4 s = alciki" + conky™) +b ek + co(n — 1)k "]

¢ ek + ca(n — 2)ky "7

ek, 2 (ak:12 + bk + C) + CanI”_2(ak12 + bk1 + ¢)
ok % (—bky — 2¢)
qkﬁ/?0+cym51?O+cﬂﬁ12{—b(——{>—2%

b2 — 4
0+0+@h”2<——ﬁf)

2a
0
— k n—2 e
CaR1 (2@)

= 0.

+

+

[]

Teorema 4.2.4. Sejam ki = ko raizes nao-nulas da equacao caracteristica ak?®+bk+c = 0
resultante da recorréncia ax, + bx,_1 + cx,_o = 0. Entao toda solucao da recorréncia é

da forma x, = c1k1" + conki" com c¢1 e co constantes quaisquer.
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Demonstragao. Por hipdtese temos ky = ko # 0. Considerando y, uma solugao da re-

corréncia ax, + bx,_1 + cx,_o = 0 e sejam c¢; e ¢y constantes, tais que

ik + ek =y
crky? + 2c0k? = Y2

Resolvendo o sistema acima obtemos

_ oY1 Y2 Yo — Ry
01—2———602—T.
1

ki k2

Assim, fica garantido que todas as solugoes das recorréncias que assume a forma
Yn = c1k1" + conk;" para todo n natural, possui ¢; e ¢y constantes Unicas (unicidade dos
coeficientes). Para isso considere uma outra solugao a, = y, — bik1" — benk," com b; e
bs constantes quaisquer, ou seja, basta substituir a,, na recorréncia ax, + bx,_1 + cr, s €

mostrar que é igual a 0. De fato

aay, + ba,_1 + can_s = a(y, —biki"™ — banks™) + b [yn_1 — biks" " = ba(n — 1)k ]
+ ¢ [yn2 = biki" 7 = ba(n — 2)k" 7]

(an + bYn_1 + CYn_2) — b1k *(aki® + bky + c)

—  bonk," % (aki® 4 bky + ¢) — boky " (—bky — 2c).

Note que y, é solugao da recorréncia, portanto ay, + by,_1 + cyno = 0 e

como k1 = ky = ~5a sdo as raizes da equacdo caracteristica ak® + bk + ¢ = 0, entdo
a

ak,? + bky + ¢ = 0, da ultima expressao acima resulta

aa, +ba, 1+ ca,o = 0—bk" 2.0 = bynk,;" 2.0 — boky" 2 [—b (——) — 20}

b2 — 4
= 0—0—0+ cohy" (—‘w)

2a
0
= |
CaR1 (Qa)

= 0.

Logo a, = y, — bik1™ — bank;™ = 0, o que implica y,, = bik1" + banky™ e pela

unicidade dos coeficientes, temos que by = ¢; e by = ¢y, dai

Yn = c1k1" + conk,". (4.4)
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Exemplo 4.2.4. Para achar a solucao da equagao de recorréncia x,, — 6x,,_1 4+ 9z,_2 = 0,
basta resolver a sua equacao caracteristica k? — 6k + 9 = 0, cuja as rafzes k; = ky = 3.
Pelos Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 a solugao geral da recorréncia é x,, = 13" + con3™, com c; e

co constantes quaisquer.

4.2.3 Raizes Complexas da Equacao Caracteristica

Nesta secao, vamos usar o fato de que a equacao caracteristica com raizes

complexas sao distintas, logo basta adaptar a solucao, fazendo o uso da férmula de Moivre.

Teorema 4.2.5. Sejam ki e ky as raizes complexas nao-nulas da equagao caracteristica
ak? 4+ bk + ¢ = 0, resultante da recorréncia ax, + bx,_1 + ctp_o = 0. Entdo a solucdo da
recorréncia tem a forma x, = c1p"cos(nf) + cop”sen(nb), onde p,8 sio respectivamente,

0 modulo e o argumento das raizes complexas, com cy e co constantes quaisquer.

Demonstracao. Pelos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2, temos que todas as solugoes sao da forma
n n . . ’ ’
Ty, = wiky" + woky", com wy e ws constantes quaisquer . Por hipotese, temos as raizes

complexas da seguinte maneira
k1 = p(cosl + isend) e ko = p(cosh — isend).

Pela férmula de Abraham de Moivre obtemos
k" = p"[cos(nB) + isen(nd)]; (4.5)
ko™ = p"[cos(nB) — isen(nd)], (4.6)

substituindo as equagoes (4.5) e (4.6) na solugao z,, resulta em

Ty = w1k1” + WQan

= wip"[cos(nf) + isen(nh)] + wap™[cos(nb) — isen(nd)]

= p"wicos(nf) + twsen(nb)] + p"[wecos(nf) — iwesen(nd)]

= p"[(wy 4+ wy)cos(nb) + i(w; — wy)sen(nh)]

= (w1 + we)p™cos(nb) + i(wy — we)p™sen(nd).
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Fazendo w; + wy = ¢1 e i(w; — wy) = ¢, obtemos

T, = c1p"cos(nb) + cap” sen(nh). (4.7)
[

Exemplo 4.2.5. A equacao de recorréncia x,, — 22,1 + 22,9 = 0 tem k> — 2k +2 =0

como equagao caracteristica, cuja as raizes complexas sao ky =1+17 e ko =1 — 17 e possui
™

médulo p = /2 e argumento 6 = iz. Pelo Teorema 4.2.5 a solugao geral da recorréncia

é

= er(V2) eos (T) +eo(V2) sen ()

c1+ ¢y

fazendo ( ) = ¢, segue que

o =c(V2)".

4.3 Recorréncia Linear Nao-Homogénea de Segunda

Ordem

O objetivo desta segao é encontrar a solugao geral da recorréncia linear de
segunda ordem no caso nao-homogéneo, ou seja, g(n) # 0. Para isso, vamos separar em

dois passos:
i) Resolver a equagao caracteristica em busca da solu¢do da recorréncia homogénea
Yn;

i1) Encontrar uma solugao z, da recorréncia nao-homogénea, em que a mesma tem a

estrutura de g(n) e nao pode ter o fomato de y,;
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Logo a solugao geral da recorréncia nao-homogénea é da forma

Tp = Yn + Zn. (4.8)

O teorema abaixo mostra esse resultado.

Teorema 4.3.1. Se z, ¢ uma solucdo da equacao de recorréncia ax, + bx,_1 + cr,_o =

g(n), entao, fazendo a sustituicdo x, = y,+ z,, transforma a recorréncia em ay, +by, 1+

CYn—2 = 0.

Demonstracao. Iremos fazer a substituicao x,, = v, + 2, na recorréncia ax, + bx, 1 +

cxn_o = g(n), dai, resulta

gn) = ax,+br, 1+ cx, o

= G(Zn + yn) + b(/znfl + ynfl) + C(Zn72 + yn72)

= azp, +ay, + bzn—l + byn—l + CZp—2 + CYn—2

= (az, +bzp1 + czn_2) + (ayn + byn_1 + CYn_2).

Mas por hipétese, z, ¢ uma solucao da equagao de recorréncia nao-homogénea,

entao az, + bz, 1 + cz,_2 = g(n), concluimos que

g(n) = g(n) + (ayn + byp—1 + cyn_2).

Logo

ayn + byn_1 + cyp_o = 0.

Assim fica provado o teorema. O

Exemplo 4.3.1. Resolva a recorréncia x,, + 5x,_1 + 6x,_o = 2" com os valores iniciais

To=1ex; =2

Solugao: A recorréncia homogénea x, + 5, 1 + 6x, o = 0 tem equagao
carateristica k2 + 5k 4+ 6 = 0, onde suas rafzes sao k; = —2 e ky = —3. Pelos Teoremas
4.2.1 e 4.2.2 a solugao geral da recorréncia homogénea é y,, = ¢1(—2)" + co(—3)"™ com ¢;

e ¢y constantes arbitrarias.
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Agora vamos encontrar uma solucao da recorréncia nao-homogénea, em que
possui a forma de g(n) = 2", é claro que essa solu¢do tem a estrutura bésica z, = p2",
basta entao substituir z, na recorréncia nao-homogénea para encontrar o coeficiente p, no

Y

que resulta
Zn +92p_1+ 62,0 = 27

p2" + 5p2nt 4 6p2n? = 2°
(p+5p27t +6p272)2" = 1.27,

comparando os coeficientes do termo 2" e resolvendo as poténcias, segue que

op 6
AT
Pro Ty
2p+5p+3p ]
—y =
op = 1
1
p — 57
portanto
12n
Zp = =2".
)

Pelo Teorema 4.3.1, temos x,, = y,, + 2, entao nossa solugao geral é

1
n = a(=2)" +ep(=3)" + 2%

Vamos agora encontrar as constantes c; e ¢y, para isso, iremos substituir n = 0
e n = 1 na solucao geral da recorréncia, usando respectivamente os valores iniciais zg = 1

e r1 = 2. Temos o seguinte sistema

1
Cl+02+5:

—2C1 — 362 +

1
2
Z_9
5

Organizando o sistema anterior obtemos

12
301 + 302 = g
8

—201 — 362 = 5

: . . 16
Resolvendo o sistema linear acima, encontramos ¢; =4 e ¢y = — 5 portanto

a solucao geral de valores inicias dados é
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16 1

Exemplo 4.3.2. Encontre a solugao geral da recorréncia x,, — 10x,_1 + 25z, o = 5™.

Solugao: A recorréncia homogénea x,, — 10z, 1 + 25x, o = 0 tem equacao
caraterfstica k% — 10k + 25 = 0, onde suas raizes sao iguais k; = ko = 5. Pelos Teoremas
4.2.3 e 4.2.4 a solugao geral da recorréncia homogénea é y,, = ¢15" 4+ cond™ com ¢y e ¢y
constantes arbitrarias.

Agora vamos encontrar uma solucao da recorréncia nao-homogénea, em que
possui g(n) = 5. Note que as solugoes particulares da recorréncia homogénea tem a
mesma estrutura de g(n), logo a solugdo z, da recorréncia nao-homogénea nao pode
assumir as formas p5™ e pn5"™, pois se ambas as soluc¢oes particulares forem substituidas
na recorréncia nao-homogeénea, iriamos encontrar 0 = 5", o que é um absurdo, pois 5" > 0
para todo n natural. Assim, é facil ver que a estrutura basica da nao-homogénea é no
formato z, = pn?5", onde p é uma constante que iremos determiné-la, bastando substituir

z, na recorréncia, donde resulta

Zn — 102,17 + 252,_9 = 5"
pn?5™ — 10p(n — 1)?5" 1 + 25p(n — 2)%5"2 = 5"
[n? —2(n? —2n + 1) + (n® — 4n + 4)|]p5" = 5"
(n?> —2n% +4n+2+n? —4dn + 4)p5" = 5"

6p5" = 1.5",

comparando os coeficientes do termo 5", segue que

6p = 1
1
p - 67
portanto
L,
n = —n°b".
z 6n

Pelo Teorema 4.3.1, temos z,, = y,, + z,, entao nossa solucao geral é

n n 1 2rn
T, = 19" + cond” 4+ =n"5".

6
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5 Aplicacoes das Recorréncias Lineares

Neste capitulo, iremos resolver problemas contextualizados que envolve as re-
corréncias lineares no ambito da geométria, da andlise combinatéria e dos jogos ma-
tematicos, utilizando as idéias recursivas para construir as recorréncias, fazendo o uso das

férmulas apresentadas nos capitulos anteriores.

Exemplo 5.0.3. Determine o nimero maximo de pedagos que uma pessoa pode dividir

uma pizza, dando cortes em linha reta. (Pizza de Steiner)

Solugao: Inicialmente os cortes a serem dados na pizza para que obtenham o
nimero maximo de pedagos, tem que se interceptarem em pontos distintos e lembrando
que se forem dados n cortes, iremos obter z, pedacos. Se nao for dado nenhum corte,
teremos a pizza inteira, portanto um pedaco, entao ro = 1. Iremos construir uma tabela

para simbolizar a quantidade de cortes e o numero de pedacos.

N° de Cortes | N° de Pedacos Recorrencia
0 1 ro=1
1 2 Ty =29+ 1=2
2 4 To=x1+2=4
3 7 T3=T9+3=17
4 11 ry=x3+4=11

Note que para encontrarmos x,, pedagos da pizza é necessario cortarmos todos
os pedacos anteriores x,_1 e que surgirao n novos pedagos, portanto a nossa recorréncia

sera

Ty =Tp_1+n,n>1.

Para resolvermos a recorréncia acima utilizaremos a solugao da equagao (3.4),

lembrando e observando que g(n) = n e que o = 1, temos que
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Tn = To+ Z g(k)
k=1

k=1

= 14+({1+2+3+---+n)

n(n+1).

= 1
* 2

Melhorando a equacao acima, obtemos como solucao geral

_n2—|—n+2

T 5

,n e N.

A referida recorréncia com sua solucao esta provada sua validade por pelo

Principio da Induc¢ao Matematica, ver em [3] ou [5].

Exemplo 5.0.4. Vamos estudar agora a Torre de Handi, um quebra-cabega criado pelo
matematico francés Edouard Lucas em 1883, que consiste em uma base contendo treés
pinos, onde em um deles sao dispostos oito discos uns sobre os outros, em ordem crescente
de diametro, de cima para baixo. O problema consiste em passar todos os discos de um
pino para outro qualquer, usando um dos pinos como auxiliar, de maneira que um disco
maior nunca fique em cima de outro menor.
Lucas anexou ao jogo uma lenda: no comego dos tempos, Deus criou a
Torre de Brahma, que continha trés pinos de diamante e colocou no pri-
meiro pino 64 discos de ouro macigo. Deus entao chamou seus sacerdotes
e ordenou-lhes que transferissem todos os discos para o terceiro pino, se-
guindo as regras acima. Os sacerdotes entao obedeceram e comecgaram

o seu trabalho, dia e noite. Se e quando eles terminarem, a Torre de
Brahma ird ruir e o mundo acabard, de acordo com [5] e [10].

Qual é a quantidade minima de movimentos para que dadas trés varetas e n
discos de tamanhos distintos, colocados na primeira vareta em ordem de tamanho (do
menor ao maior), tendo que mover estes n discos desde a vareta inicial até a terceira
usando a segunda como auxiliar, sem colocar um disco de tamanho maior sobre um de

tamanho menor? (As Torres de Handi)
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Solugao: Se z, é a quantidade de movimentos para levar os n discos da
primeira a terceira torre, entao podemos contruir a recorréncia ao analisar como sao
distribuidos os movimentos. x,_; € a quantidade de movimentos de n — 1 discos que
levam da primeira a segunda torre, sobrando assim, apenas o maior disco na primeira
torre que gasta apenas um movimento pra terceira torre, basta entao tranferir n — 1
disco que estao na segunda para terceira torre em que gastara a mesma quantidade de
movimentos que houve da primeira pra segunda torre que é x,,_; movimentos. Dai resulta

a recorréencia

Tp =Tpa+1+x,

T, = 2T,—1+ 1 com n > 0.

Iremos resolver a recorréncia acima usando a solucao geral que possui equagao
da forma da equagao (3.10), pois tem os mesmos padroes. Note que se nao tiver disco
(n = 0) ndo ha movimentos, entao zo = 0 e pela recorréncia (3.1) temos a = 2 e g(k) = 1.
segue que

n
1 g(k)

ak’—l
k=1

r, = a"xg+a"”

n

1
= 20+2"71) o

k=1

1 1 1 1
= 0+2"1(1+—+—+—+--~+ >

2 4 8 2n—1
1 n
- (3)
— 2n71 2
1
1——
2
2n—1 _ 1
2
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portanto

r, = 2" — 1 para todo n > 0.
Ilustracao da Torre de Handi

A figura abaixo esta situada em [11].

Figura 5.1: Torre de Handi

Na Figura 5.1, possui 7 discos de tamanhos distintos, logo temos n = 7 e a

quantidade de minima de movimentos é x7;. Usando o resultado final da Torre de Handi,

obtem-se
T, =2" —1,
segue que
Ty = 27 — 1
= 128 -1
= 127.

Logo 7 discos de tamanhos distintos na Torre de Handi sao necesarios no
minimo 127 movimentos para tranferi-lo da primeira para a terceira torre passando pela

segunda torre.

Exemplo 5.0.5. Determine o nimero maximo de pedagos que uma pessoa pode dividir

um queijo com n cortes planificados. (Queijo de Steiner)
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Solugao: x, ¢ o nimero maximo de pedagos a serem dados por n cortes pla-
nificados no queijo. E necessdrio e suficiente que exista uma tnica reta de intersecao
para apenas dois planos distintos, s6 assim, podemos ter o niimero maximo de pedacos
do queijo. Se nao for dado nenhum corte, teremos o queijo inteiro, portanto um pedaco,

entao ro = 1. Iremos construir uma tabela para simbolizar a quantidade de cortes e o

niumero de pedacos.

N° de Cortes | N° de Pedacos Recorréncia
0 1 g =1
1 2 r1 =20+ 1=2
2 4 To=x1+2=4
3 8 T3=22+4=28
4 15 x4 =x3+7=15

Note que é tendencioso imaginar que com 4 cortes teriamos 16 pedagos e
levando a conclusao que a recorréncia seria x, = 2", mas isso nao acontece, pois no
quarto corte, nao tem como dar um corte planificado passando pelos 8 pedacos anteriores
do queijo, o que gerariam 16 pedacos. Para encontrarmos x,, pedacos do queijo é necessério
todos os x,_1 pedacgos anteriores e os r,_1 novos pedagos que surgirao dos n — 1 cortes,
onde 7, é o nimero maximo de regioes, com as mesmas caracteristica da Pizza de Steiner,

dai, temos a seguinte recorréncia
Ty = Tp_1+Tn_1 paran > 1.

A recorréncia acima tem a estrututura da recorréncia (3.4), portanto nosso

g(n) = r,_1 e admite solu¢ao no formato da equagao (3.5), logo resulta

T, = $0+Zg(k) =1 —l—Zrn_l.
k=1 k=1

n(n+1)

Lembrando que r, = 1 + , pois tem a mesma solucao da Pizza de

(n—1)n

5 , assim podemos ter

Steiner, entao r,_1 = 1+
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= -1
teo= 1+Y 1+u}
k=1

“[. n?P-n
= 1+) |1+ 5 ]
k=1

3

— 1+i1+%ik2—% k.
k=1 k=1 k

=1

Os somatorios tem os seguintes resultados, de acordo com o capitulo 1, exem-

plos 11 e 18 da bibliografia [2], exceto o caso trivial

3

=141+ --+1)=1.n=n(trivial)
k=1

n

1)(2 1
Zk2:12+22+32+...+n2:”("+ )6( n+1)

k=1

1
z:k:1+2+3+---+n=—”(";L )

n
k=1
Substituindo os resultados dos somatorios na recorréncias x,,, vamos obter

In(n+1)2n+1) 1n(n+1)
L= 1 - _
x —|—n+2 6 5 5

12+ 12n +2n2 +n? +2n%> +n — 3n% — 3n
12

2n3 4+ 10n + 12
12 ’

logo

3
n’ +5m+6
Ty =——"——,n2>0.
6
A referida recorréncia com sua solucao esta provada sua validade por pelo

Principio da Indugao Matemética, ver em [5].

Exemplo 5.0.6. Suponha que um casal de coelhos recém-nascidos é colocado em uma
gaiola, e que eles nao produzem descendentes até completarem dois meses de idade. Uma

vez atingida esta idade, cada casal de coelhos produz exatamente um outro casal de
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coelhos por més. Qual seria o numero de casais de coelhos na ilha apds seis meses,
supondo que nenhum dos coelhos tenha morrido e nao haja migracao deste periodo?
Encontre recursivamente a recorréncia para tal sequéncia e encontre sua solucao geral

para n meses.

Solugao: Iremos construir uma tabela para os 6 primeiros meses onde cada
casal de coelho é representado por uma letra, lembrando que iremos denominar os filhotes
sendo os casais recém nascidos, os jovens sendo os casais com um meés e por fim os casais

com dois ou mais meses sendo os adultos, dessa forma segue a tabela

Meses | Filhotes | Jovens | Adultos | Total Recorréncia

0 a 1 ro=1

1 a 1 =1

2 b a 2 ro=14+1=2
3 c b a 3 r3=14+2=3
4 d,e c a, b 5 Ty =2+3=5
5 f, g, h d, e a, b, ¢ 8 T5=3+5=38
6 iL,j,Lk m| f g hl|a bcde| 13 |264=5+8=13

Portanto, teremos 13 casais de coelho apds seis meses. Agora, iremos analisar a tabela e
retirar recursivamente a recorréncia, note que da terceira linha em diante temos sempre

a soma das duas linhas anteriores, logo temos
Ty = Tp_1+ Tp_o com xrg=1x1 = 1.

A recorréncia encontrada, nada mais é do que a recorréncia de Fibonacci, em

que possui solugao de acordo com o exemplo (4.2.3), dai, segue que

n+1

n+1
1 [1++5 1 (1-+5

= — -—|=—==] .n>0

Ty =
NAWE NAWP:

Exemplo 5.0.7. Quantas sao as palavras de n letras, pertencentes ao conjuntos {a, b, c},

que nao possuem duas letras consecutivas iguais a c?

Solugao: Iremos construir uma tabela que envolva as letras {a,b,c} e as

palavras que elas formam, para melhor entendimento.
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N° de Letras Palavras Quantidade de Palavras
1 a, b, c T =3
2 aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb To =8

aaa, aab, aac, aba, abb, abc, aca, acb,

3 baa, bab, bac, bba, bbb,bbc, bca, r3 = 22

beb, caa, cab, cac, cba, cbb, cbe

Chamando de z, a quantidade de palavras com n letras em que nao possuem

dois ¢ consecutivos, o valor de x,, .5 serd a soma de:

i) O ntumero de palavras com n + 2 letras que comegam com as letras a ou b e nao
possuem dois ¢ consecutivos é exatamente igual a 2z,,;, pois a primeira letra sé
pode ser a ou b, de fato, pois foi determinada a primeira letra, dai temos n+1 letras
a ser encontradas o que pode ser feito de x,,.; modos para cada escolha da primeira

letra;

i1) O nimero de palavras com n + 2 letras que comegam com a letra ¢ e nao possuem
dois ¢ consecutivos ¢ exatamente igual 2z, pois a segunda letra s6 pode ser a ou

is foi rmin u rimeir r i temos n letr r

b, de fato, pois foi dete ada as duas eiras letras, dai temos n letras a se

encotrada o que pode ser feito de x,, modos para cada escolha da segunda letra.

Logo obtemos a seguinte equagao de recorréncia
Tnt2 = 21'”+1 + an (51)

Iremos resolver a recorréncia (5.1) fazendo uma troca de n por n — 2, assim,
obtemos uma nova recorréncia em que possui a mesma solugao da anterior, pois a equacao

caracteristica permanece a mesma. Segue-se que
Ty = 2051 + 22,9,
organizando a equagao acima, resulta
Ty — 2Tp_1 — 22,_o = 0. (5.2)

A equagao caracteristica da recorréncia (5.2) é k? — 2k — 2 = 0 em que suas
raizes sao k1 = 1 +v/3 e ks = 1 — /3. Pelos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2 a solucio geral da

recorréncia é
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T = c1(1+V3)" + (1 — V/3)"

Para encontrar as constantes arbitrarias ¢; e co, basta substituir os valores

iniciais 1 = 3 e x5 = 8 na solucao acima, o que resulta no seguinte sistema

(1+V3)er+ (1 —V3)en =3

(1+v3)%c; + (1 —/3)%c; =8
ou seja,

(1+vV3)er +(1—+3)e, =3

(44 2v3)cs + (4 — 2v/3)c, = 8

3+ 2v5 3-2v5
TGCQZT,

Resolvendo o sistema, encontramos as constantes ¢; =

e por fim, a solucao final para todo n > 0

= (%) (1+V3)" + (#) (1 - 3"
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6 Conclusao

O presente trabalho se caracteriza pelo assunto que foi abrangido durante
seu desenvolvimento, integrando conceitos vistos em diversificadas disciplinas presente no
curso de Mestrado em Matemética (Profmat), em especial a disciplina Matematica Dis-
creta, pois nela foram concentrados o estudo principal deste trabalho. Também foi levada
em consideracao as diversas formas das resolugoes dos problemas ligados as recorréncias
lineares que foram resolvidos em sala de aula, tanto pelo professor, quanto pelos alunos,
no intuiito de uma nova abordagem das formas ja vistas.

As técnicas usadas para a generalizacao aqui estudada, foram trabalhadas de
forma sistematica e gradativa, envolvendo equagoes de primeira e segunda ordem, no que
se mostraram promissoras quanto a possibilidade de extensao destes resultados, tornando-
se assim um tema interessante para futuras investigagoes cientificas. Foi observado, que
o estudo das recorréncias podem ser encontradas em outras areas ligadas a Matematica,
como na Fisica, na Biologia e na Quimica de acordo com [6], pdginas 78 - 84, e na Com-
putagao quando se fala de representacao bindria, ver paginas 16 - 18 de [5], dentre outras,
onde precisa-se dos conhecimentos basicos de cada area, para entao ter a estrutura Ma-
tematica.

A atividade evidenciou a importancia de o professor buscar melhores formas
de abranger o contetido, ou seja, melhor metodologia, a criteriosa selecao dos recursos
didaticos a serem utilizados durante a aplicacao do contetido o qual propoe ensinar, pois
nos exemplos contextualizados desta dissertacao, foram envolvidos varios problemas no
qual tém-se a necesssidade de um material concreto, principalmente na parte que envol-
vemos a geometria, pois é de facil visualizagao para os problemas que foram propostos.
No tocante a formacao dos professores de matematica, varios sao os aspetos a considerar,
tendo em conta a exigéncia do papel do professor nos diferentes contextos profissionais.
Sua formacgao envolve, na verdade, fatores diversificados. A redagao final do trabalho
certamente tem um dos seus principais objetivos, definido no projeto do qual se originou:
produzir um material introdutorio que apresentasse os conceitos basicos sobre recorréncias
de forma inteligivel e detalhada, contendo varios exemplos resolvidos, secoes dedicadas

as defini¢oes e demonstracoes dos teoremas como também as aplicagoes em atividades
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que podem e devem ser trabalhadas em sala de aula. Em nenhum momento, procurou-se
exaurir um determinado assunto, mas apresentar os conceitos fundamentais de cada tema,
respeitando o nivel de conhecimento prévio e a capacidade de assimilagao do publico alvo
ao qual se destinou.

Espera-se que o material produzido possa ser uma opgao de leitura ao colega
professor que desejar introduzir o ensino das equagoes de recorréncia em seu planejamento,
e que possa servir de estimulo para que os alunos consigam introduzir tal conhecimentos

na sua vida pessoal e académica.
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