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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo geral apresentar uma proposta para o ensino
de geometria plana, espacial e analitica para o ensino médio, usando a algebra vetorial
como principal instrumento para abordagem destes temas. Levando em consideracdo a
forma como os livros de matematica desenvolvem o tratamento puramente algébrico ¢ a
auséncia dos vetores no curriculo do ensino médio, acreditamos que introduzindo esta
ferramenta poderosissima no contexto escolar, tanto pela sua aplicacdo na matematica pura
e aplicada e na fisica, quanto pela facilidade na operacionalizag@o algébrica, isto venha a
facilitar aos alunos o desenvolvimento de suas habilidades cognitivas. Deste modo, o
trabalho foi desenvolvido partindo do estudo geométrico, axiomatico e analitico dos
vetores, objetivando especificamente sua aplicacdio em modelagem matematica. A
metodologia aplicada foi a pesquisa bibliografica e a utilizag@o de aplicativos que facilitem

a transicdo da geometria para algebra.

Palavras-chaves: Vetores, algebra, geometria, ensino médio.



ABSTRACT

This work has as main objective to present a proposal for teaching plane, spatial
and analytical geometry, for high school, using vector algebra as the main instrument for
addressing these issues. Taking in consideration the way math books develop purely
algebraic treatment and the absence of vectors in the high school curriculum, we believe
that introducing this powerful tool in the school context, both for its application in pure and
applied mathematics and physics, as the ease in algebraic operation, this will facilitate our
students in developing their cognitive skills. Thus, we develop our work starting from the
geometric, axiomatic and analytical study of vectors, specifically aiming their application
in mathematical modeling. The methodology applied was research literature and software’s

applications that facilitate the transition from geometry to algebra.

Keywords: Vectors, algebra, geometry, high school.
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1 INTRODUCAO

O ensino médio no Brasil tem revelado, hd décadas, grave inadequacdo e
anacronismo, demandando uma revisdo profunda em sua concepgdo, capaz de tornd-lo uma
etapa escolar melhor estabelecida. A Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional
estabeleceu o ensino médio como fase de conclusdo da educacdo basica, como educacdo para a
cidadania, que ndo se deve restringir a uma func¢do estritamente propedé€utica para o ensino
superior nem a um simples treinamento profissional.

No que se refere aos objetivos caracteristicos do ensino de ciéncias da natureza e
da matematica e suas tecnologias, os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) elencam uma
série de competéncias e habilidades que se esperam que sejam desenvolvidas no estudante do

ensino médio. Resumidamente, os objetivos gerais dos PCNss, sdo:

Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais e tecnologicos,
identificando regularidades, apresentando interpretagoes e prevendo evolugdes. Desenvolver
o raciocinio e a capacidade de aprender.

o  Formular questdes a partir de situacdes reais e compreender aquelas ja

enunciadas,

o Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnologicos e naturais;

o Utilizar instrumentos de medicdo e de cdlculos,

o  Formular hipoteses e prever resultados,

e Entender e aplicar métodos e procedimentos proprios das Ciéncias Naturais,

ApoOs uma andlise sistematica e exaustiva dos conteudos de geometria plana,
espacial e analitica dos livros: IEZZI, G., & all., e. (2013). Matemadtica: Ciéncia e Aplicagdo (7
ed., Vol. 3). Sdo Paulo, SP: Saraiva e SMOLE, K. S. (2013). Matemadtica: Ensino Médio (7 ed.,
Vol. 3). Sdo Paulo, SP: Saraiva, constatou-se a auséncia parcial, ou total, da algebra vetorial
como ferramenta auxiliadora no estudo de geometria. Acredita-se que o tratamento puramente
algébrico como ¢ tradicionalmente apresentado, ndo apenas na exposi¢do dos conteiidos, mas
na resolugdo de problemas, cuja modelagem matematica requer a geometria como 0 meio mais

adequado para sua resolugdo, ndo seja o mais indicado, pois expressdes algébricas
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excessivamente carregadas de informac¢des ndo tém cumprido o propdsito de facilitar a
associacdo entre a interpretacdo geométrica e a descri¢do do método algébrico para resolver o
problema, ou interiorizar o processo construtivo para a obtengdo das equacdes. Essas
dificuldades criadas no processo coordenativo dessas informagdes tém causado grandes danos
no processo de ensino e aprendizagem.

Portanto, o objetivo geral deste trabalho ¢ propor uma forma alternativa para
desenvolver os estudos de geometria utilizando a algebra vetorial, com o intuito de facilitar o
processo ensino e aprendizagem. As demonstracdes dos teoremas de geometria se tornam mais
atraentes e reduzem, consideravelmente, o uso da algebra. Assim, acredita-se na necessidade
de serem incluidos no curriculo do ensino médio topicos de Algebra Vetorial, ndo focalizando,
apenas, a sua aplicabilidade na geometria, mas como uma ferramenta auxiliar para o
desenvolvimento do raciocinio 16gico matematico e a possibilidade de vislumbrar caminhos
alternativos na resolucdo de problemas, cuja aplicabilidade € palpavel.

No capitulo 2 fizemos um breve contexto histérico sobre o ensino de geometria no
ensino médio atualmente e o desenvolvimento da algebra vetorial através dos anos.

No capitulo 3 apresentamos os conceitos basicos sobre vetores, bem como
estruturamos axiomaticamente os espagos vetoriais.

No capitulo 4 estruturamos algebricamente os espagos vetoriais, demonstrando suas
propriedades.

O capitulo 5 ¢ dedicado as aplicag¢des da algebra vetorial na geometria plana, espacial
analitica e na Fisica, onde fazemos as demonstragdes dos principais teoremas associados a cada
geometria.

No capitulo 6 apresenta-se uma série de atividades para serem desenvolvidas em sala
de aula, usando os capitulos anteriores como ponto de partida para a resolucdo das questdes.
Aqui também ¢ apresentado o classico problema da mosca. Algumas atividades podem ser
desenvolvidas em sala de aula como uma oficina, pois o uso de régua, esquadros, transferidor
e compasso sdo bastantes explorados. O uso do aplicativo para celular: “Math Helper Lite”,
bem como o software GeoGebra sdo sugeridos com o intuito de visualizagdo espacial e efetuar

calculos.
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2 O CONTEXTO HISTORICO

2.10 Proposito do Ensino de Geometria

A Geometria no ensino fundamental estd estruturado para propiciar uma primeira

reflexdo dos alunos através da experimentacdo e de dedugdes informais sobre as propriedades
semelhanca de figuras planas. A figura 1 mostra Euclides, cujo grande feito foi: Fundamentou

a geometria no século 3 a.C.

Figura 1 — Euclides
Fonte: http://2.bp.blogspot.com/...mKCq4/s400/euclides01.jpg

Para alcancar um maior desenvolvimento do raciocinio 16gico, é necessario que no
ensino médio haja um aprofundamento dessas ideias no sentido de que o aluno possa conhecer
um sistema dedutivo, analisando o significado de postulados e teoremas e o valor de uma
demonstragdo para fatos que lhe sdo familiares. No se trata da memorizagdo de um conjunto
de postulados e de demonstragdes, mas da oportunidade de perceber como a ciéncia Matematica
valida e apresenta seus conhecimentos, bem como propiciar o desenvolvimento do pensamento
logico dedutivo e dos aspectos mais estruturados da linguagem matematica. Afirmar que algo

¢ “verdade” em Matematica significa, geralmente, ser resultado de uma dedugdo logica, ou seja,



18

para se provar uma afirmagao (teorema) deve-se mostrar que ela € uma consequéncia logica de
outras proposicdes provadas previamente.

A Geometria no ensino médio, trata das formas planas e tridimensionais e suas
representacdes em desenhos, planificacdes, modelos e objetos do mundo concreto. Para o
desenvolvimento desse tema, sd@o propostas trés unidades temdticas: geometrias plana,

espacial e analitica. A figura 2 mostra René Descartes, cujo grande feito foi: Criou a geometria

analitica no século 17.

Figura 2 — René Descartes
Fonte: http://www.citatecelebre.eu/...ene-descartes--167.jpg

As propriedades de que a Geometria trata sdo de dois tipos: associadas a posi¢ao
relativa das formas e associadas as medidas. Isso d4 origem a duas maneiras diferentes de pensar
em Geometria, a primeira delas marcada pela identificagdo de propriedades relativas a
paralelismo, perpendicularismo, interse¢do e composicao de diferentes formas e a segunda, que
tem como foco quantificar comprimentos, areas e volumes.

Usar as formas geométricas para representar ou visualizar partes do mundo real ¢
uma capacidade importante para a compreensdo e constru¢do de modelos para resolugdo de
questdes da Matematica e de outras disciplinas. Como parte integrante deste tema, o aluno
poderd desenvolver habilidades de visualiza¢do, de desenho, de argumentagdo logica e de
aplicacdo na busca de solugdo para problemas.

O processo de provar em Matematica deve, inicialmente, conter um certo nimero
de afirmagdes, chamadas de postulados ou axiomas, que devem ser aceitas como verdadeiras e
para as quais ndo se exige nenhuma prova. Toda vez que um campo do conhecimento se
organiza a partir de algumas verdades eleitas, preferivelmente poucas, simples e evidentes,
entdo se diz que esse campo esta apresentado de forma axiomatica.

A Geometria plana e espacial, na perspectiva das medidas, pode se estruturar de

modo a garantir que os alunos aprendam a efetuar medi¢des em situagdes reais com a precisao
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requerida ou estimando a margem de erro. Os conhecimentos sobre perimetros, areas e volumes
devem ser aplicados na resolugdo de situagdes-problema. A composicdo e a decomposi¢do de
figuras devem ser utilizadas para o calculo de comprimentos, areas e volumes relacionados a
figuras planas ou espaciais. (PCNs — Ciéncias da Natureza)

A Geometria analitica, por exemplo, tem como fungdo tratar algebricamente as
propriedades e os elementos geométricos. O aluno do ensino médio tera a oportunidade de
conhecer essa forma de pensar que transforma problemas geométricos na resolucdo de
equacdes, sistemas ou inequagdes. (PCNs — Ciéncias da Natureza)

As avaliag¢des que sdo feitas pelos governos estaduais e federais com o objetivo de
verificar o desempenho dos alunos do ensino médio estdo estruturadas em duas dimensdes: a
primeira que é “objeto do conhecimento”, foram elencados quatro tdpicos, relacionados a
habilidades desenvolvidas pelos estudantes. A segunda dimensao refere-se as “competéncias”
desenvolvidas pelos estudantes. Dentro desta perspectiva, foram elencados descritores
especificos para cada um dos quatro tépicos. Mostraremos a seguir os descritores da Matriz de

Referéncia para terceiro ano do ensino médio.

D1 — Identificar figuras semelhantes mediante o reconhecimento de relagdes de
proporcionalidades.

D2 — Reconhecer aplicagdes das relagdes métricas do tridngulo retdngulo em um
problema que envolva figuras planas ou espaciais.

D3 — Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagdes
ou vistas.

D4 — Identificar a relagdo entre o numero de vértices, faces e/ou arestas de poliedros
expressa em um problema.

D5 — Resolver problema que envolva razdes trigonométricas no tridngulo retangulo
(seno, cosseno, tangente).

D6 — Identificar a localizacdo de pontos no plano cartesiano.

D7 — Interpretar geometricamente os coeficientes da equagdo de uma reta.

D8 — Identificar a equag@o de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados ou
de um ponto e sua inclinagao.

D9 — Relacionar a determinacdo do ponto de intersecdo de duas ou mais retas com
a resolucdo de um sistema de equagdes com duas incdgnitas.

D10 — Reconhecer entre as equacdes de 2° grau com duas incognitas, as que

representam circunferéncias.
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D11 — Resolver problema envolvendo o célculo de perimetro de figuras planas.
D12 — Resolver problema envolvendo o célculo de area de figuras planas.

(BRSIL. MEC. SEF. PCN. 1998)

Como podemos observar os descritores que sdo parametro que o Saeb ¢ 0o ENEM
usam, estdo descritos nos PCNs, e devem ser seguidos pelas escolas, isto nos leva a acreditar

que a algebra vetorial se faz necessaria no curriculo do ensino médio.
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3 OESTUDO DA ALGEBRA VETORIAL

Muitas grandezas mensuraveis, tais como: comprimento, area, volume, massa
temperatura, ficam completamente compreendida pela especificacdo de sua magnitude. Essas
grandezas sdo chamadas de escalares. Outras, no entanto, necessitam de mais informagdes para
ficarem bem determinadas. Essas informag¢des adicionais sdo: dire¢@o e sentido. As grandezas
fisicas que requerem a tripla-informagdo sdo as vetoriais, as quais poderiamos citar como
exemplos: velocidade, forga aplicada sobre um corpo, a aceleracdo de ponto material numa reta,
plano, ou espaco.

Embora a ideia de vetor tenha sido introduzida no século XIX, suas aplicagdes em
ciéncias fisicas ndo foram percebidas até o século XX. Mais recentemente, vetores tiveram
aplicagdes em ciéncias da computagdo, estatistica, economia e ciéncias sociais. (RICH, B —
2003)

O célculo diferencial e a geometria analitica estiveram sempre intimamente
relacionados no decorrer do seu desenvolvimento historico. Cada nova descoberta num dos
assuntos conduzia a um progresso no outro. O problema de tragado de tangentes a curvas
resolve-se com a descoberta da nocdo de derivada; o de area conduziu ao estabelecimento da
integral; e as derivadas parciais foram introduzidas para estudar superficies curvas no espaco.
Juntamente com essas descobertas obtém-se desenvolvimentos paralelos na mecanica e na
fisica matematica. Em 1788 Lagrange publicava sua obra prima, Mecanique Analytique, que
pos em evidéncia a grande flexibilidade e a enorme eficicia alcancada pelo uso de métodos
analiticos no estudo da mecanica. Mais tarde, no século XIX o matematico irlandés William
Rowan Hamilton (1805 — 1925) estabelecia sua Theory of Quaternions, um novo método e um
novo ponto de vista que muito contribuiu para a compreensido tanto da algebra como da fisica.
Os aspectos mais positivos da andlise dos quaternides e da geometria cartesiana fundiram-se
mais tarde, gracas em grande parte aos esforcos de J. W. Gibbs (1839 - 1903) e O. Heaviside
(1850 - 1925) para darem lugar a um novo dominio chamado de Algebra Vetorial. Rapidamente
se aperceberam que os vetores eram os instrumentos ideais para a exposi¢ao sintética de muitas

ideias importantes na geometria e na fisica. (APOSTOL, T.M. — 1998)
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3.1 — Trés maneiras diferentes para o estudo da algebra vetorial

Existem fundamentalmente trés maneiras diferentes para se iniciar o estudo da
algebra vetorial: geometricamente, analiticamente e axiomaticamente.

No método geométrico os vetores sdo representados por segmentos de reta
orientados, ou por setas. As operacdes algébricas com vetores, tais como a adi¢do, subtragdo e
multiplicagdo por numeros reais sdo definidas e estudadas por métodos geométricos.

No método analitico, os vetores e correspondentes operagdes sdo completamente
descritos em termos de sequéncias numéricas, cujos nimeros desta sequéncia sdo chamados de
componentes vetoriais. As propriedades das operagdes com vetores sdo, entdo, deduzidas a
partir das propriedades correspondentes dos numeros. A descrigdo analitica dos vetores resulta
naturalmente da descri¢do geométrica, desde que se introduza um sistema de coordenadas.

No método axiomadtico nio se faz qualquer tentativa para descrever um vetor, ou as
operagOes algébricas com vetores. Pelo contrario, vetores e operagdes vetoriais sdo
considerados conceitos ndo definidos, relativamente aos quais nada sabemos a ndo ser que eles
satisfazem a um certo conjunto de axiomas. Um tal sistema algébrico, com axiomas
apropriados, chama-se espaco linear ou um espaco vetorial linear

O estudo da algebra vetorial de um ponto de vista axiomatico €, talvez, o mais
satisfatorio matematicamente, uma vez que proporciona uma descrigdo dos vetores
independentemente do sistema de coordenadas e de qualquer representagdo geométrica

particular. (APOSTOL,T.M. - 1998)

3.1.1 - O Método Geométrico

A ideia de utilizar um numero para localizar um ponto sobre uma reta ja era
conhecida dos antigos gregos. Em 1673 Descartes generalizou esta ideia, utilizando um par de

nimeros (a;, a2) para localizar um ponto no plano e um terno (a;, a2, as) de nimeros para

localizar um ponto no espago. Os matematicos A. Cayley (1821 - 1895) e H. G. Grassman (1808
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— 1877) provaram que nido era forgoso parar nos ternos de numeros para representar pontos.

Podem, muito naturalmente, considerar-se um quaterno de nimeros (a1, a2, &3, &4), € assim por

diante, ou mais geralmente, um sistema de » numeros reais
(121, a2 a3, a4, ..., an)

para qualquer inteiro #» > 1. Um tal n-sistema diz-se um ponto n-dimensional ou vetor n-
dimensional, sendo os nimeros a;, a2,a3, a4, ..., A, as coordenadas, ou componentes do vetor.
Ao conjunto de todos os vetores n-dimensional formam o espago vetorial, ou
espaco linear, dos n-sistemas, ou mais simplesmente n-espaco. (APOSTOL, T.M. - 1998)
Para o proposito deste trabalho nos limitaremos ao 3-espago, ou espago vetorial R3.
Para dotar o espaco vetorial R® de uma estrutura algébrica, vamos definir
igualdades de vetores e duas operagdes com vetores chamadas de adicdo e multiplicagdo por

escalar, ou seja, um numero real.

DEFINICAO 1. Dois vetores U =(ux, uy,uz) eV Z(Ux, vy,vz), sdo iguais, sempre que suas
componentes correspondentes coincidem, isto ¢€:
Uy =Dy
U=V se, € 50 se, 1u, =1,

uZ=vZ

DEFINICAO 2. A soma dos vetores U e V, denotado por U + V, ¢ obtido pela adi¢do de suas

respectivas componentes, isto ¢é:
U+ V= (uytvy, uy vy, u,+v,)

DEFINICAO 3. Sendo a um escalar, definimos aU, como sendo o vetor obtido pela

multiplicagdo de cada componente de U por a, isto &,
alU = (auy, au,, au,)

A partir das defini¢des anteriores € facil verificar as seguintes propriedades destas

operacdes:
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DEFINICAO 4. A resultante U + V, de dois vetores U e V, geometricamente, é obtida pela lei

do paralelogramo, ou seja, U + 'V, € a diagonal do paralelogramo formado por Ue V.

TEOREMA 1. A operagdo de adi¢do de vetores goza das propriedades comutativa e

associativa, ou seja,

Comutativa: U+ V=V +U
Associativa: U+ (V+W)=U+V)+W
A multiplicagdo por escalares € associativa: o (fp U) = (a p)U

e satisfaz as duas propriedades distributivas:
a(U+V)=aU+aV e (a +pBU=0alU+ BU

DEMONSTRACAO:

Faremos uma demonstracdo geométrica do Teorema 1, partindo da defini¢do 4

(Adicao geométrica de vetores). Para tanto considere os vetores U, V e W, na figura 3, a seguir:

v w
U

Figura 3
Fonte: Préoprio Autor

Comutatividade: U +V e V + U estdo representados na figura 4:
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Figura 4
Fonte: Préprio Autor

Associativa: U + (V + W)
Osvetores V+W, U+ (V+W)e (U+V)+ W estio na figura 5:

U+Vv

U+WV)+W

Figura 5
Fonte: Préprio Autor

A multiplicagdo por escalares € associativa:
Considere a figura 6, e o fato de que sendo k um escalar real, podemos escrever

k = of3, e partindo do fato de que a multiplicagdo de numeros reais ¢ comutativa, segue

demonstragcdo geométrica.

Figura 6
Fonte: Préprio Autor
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3.1.2 - O Método Analitico

O método analitico consiste na operacionalizagdo com vetores quando estes estdo
representados num sistema de eixos ortogonais (que o objeto de nosso estudo), ou seja pelas
suas projecdes ortogonais. Neste caso as operacdes ficam reduzidas, apenas, a operacionalizar
com suas coordenadas, conforme a formalizagdo exposta na Defini¢des 1 a 4, e do teorema 1,
acima.

Faremos agora uma demonstragdo analitica (Método Analitico) do Teorema 1.

Vamos considerar a representacdo vetorial de Grassman para os vetores U, Ve W

no 3-espaco vetorial e os escalares o e 3 reais.
Comutatividade: U+ V = (ux, Uy, uz) + (vx, vy, vz)
= (ux+vxa uy+vya uZ+vZ)
= (Ve tUy, Vytuy, VHU,)

= (Ux,Uy,Uz) + (ux,uy,uz)

=V+U.

Associativa: U+ (V + W) = (uy, uy, u,) + [ (v twy, vytwy, v,4w,) |

= (o uy 1) + [(v vy, v,) + (Wey Wy, w,) ]
= (o uy, 1) + (V2 vy, v,) + (W Wy, W)
= [(wer g, ) + (V2 vy, )] + (W, Wy, )
= (Uy Ty, Uy 0y, U, H0,) + (wy, wy, w,)
=(U+V)+W
A multiplicagio por escalares ¢ associativa:
o (BU) = a[ By, uy, u,)]

= a( By, B uy, Bu,)

= (oBuy, o uy, aBu,)

= oB(uy uy, Uy)

= (ap)U

A multiplicagdo por escalares ¢ distributiva:

o (U+ V)= af(wy, uy,u,) + (v, vy, ;)]
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= WUy Ty, Uy Ty, U, TV,)
= (a(uxtvy), o (uytvy), a (U ;)
= (auytavy, auy,+avy, au,+av,)
= (aUy, AUy, AU, ) + (AVy, AV, AV,)
= u(ux, Uy, uz) + a(vx, 2% vz)
=olU+aV
A multiplicagdo por escalares ¢ distributiva:
@+ BU=(a+p) (ur uy, uy)
= (e + B uy (a + B) uy, (@ + B) uy)
= (aux + Buy, auy, + Puy, au, + Buz)
= (auty, auy, au,) + (Buy, Puy, Pu,)

= oc(ux, Uy, uz) + B(ux,uy, uz)

=oU + BU [

Pelo que foi exposto até agora sobre as maneiras distintas de se estudar a algebra
vetorial, constatamos que os tratamentos geométrico e analitico se fundem de uma forma
bastante natural quando associamos o ente geométrico que chamamos de vetor com os espagos
lineares. Este tratamento igualitdrio dos métodos geométrico e analitico nos leva a construir
modelos matematicos para problemas fisicos que usam essa ferramenta auxiliadora tanto nas

geometrias quanto nas ciéncias.

3.1.3 - O Método Axiomatico

Ao definirmos espago linear, ndo se faz necessario especificar a natureza dos
elementos (isto é se sdo matrizes, polindmios, vetores do R") nem dizer como realizam entre
elas as operacdes que acabamos de referir. Em vez disso, exige-se que as operagdes gozem de

certas propriedades que se tornem como axiomas do espago linear. E importante lembrar que,
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como ja dissemos, o propdsito deste trabalho esta limitado aos espacos lineares R’ devido a sua
aplicag¢do no Ensino Médio.

Os Axiomas a seguir formalizam toda a estrutura operacional deste novo conjunto
o qual chamamos de Espacos Lineares, ou Espacos Vetoriais.
DEFINICAO 5. Seja V um conjunto ndo vazio de objetos, que chamaremos de elementos. O
conjunto V chama-se de Espaco Vetorial se satisfaz aos dez axiomas que seguem, divididos em
trés grupos:

I - Axiomas de fecho.

Axioma 1. (Fecho a respeito da adi¢do) A todo par de elementos x e y de V, corresponde a um

unico elemento de V chamado soma de x e y e representado por x +y.

Axioma 2. (Fecho a respeito da multiplica¢do por numeros reais) A todo x de V e todo nimero

real a corresponde um elemento de V, chamado o produto de a por x e representado por ax.

Il — Axiomas para a adi¢do

Axioma 3. (Propriedade comutativa) Paratodox ey de V, tem-se x +y =y + x.

Axioma 4. (Propriedade associativa) Paratodo x,yez de V,tem-sex+(y+z)=(x+y) + z.
Axioma 5. (Existéncia de elemento neutro) Existe um elemento em V, representado por 0, tal
que

x +0=x, paratodoxem V.

Axioma 6. (Existéncia de simétricos) Para todo x em V, o elemento (-1)x tem a propriedade:

x+(-x=0

Il - Axiomas para a multiplicagdo por numeros.

Axioma 7. (Propriedade associativa) Para todo x em V, e todo par de nimeros reais a e f§, tem-

SC
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o(Bx) = (af)x

Axioma 8. (Propriedade distributiva para adi¢do em V) Para todo o par x ey de V, e todo o
real o, tem-se

a(x +y)=ox+ay

Axioma 9. (Propriedade distributiva para adig¢do de nimeros) Para todo o x de V e todo par a
e B tem-se

(a+B)x=ax + Bx

Axioma 10. (Existéncia de elemento neutro) Para todo x em V tem-se

Ix=x
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4 EXTRUTURANDO UM NOVO CONJUNTO: CONCEITOS
BASICOS

Estruturar algebricamente um conjunto € definir um grupo de axiomas de modo que
possamos operar com seus elementos, obtendo outros elementos do mesmo conjunto. Ja
iniciamos o processo de estruturagdo axiomatica do nosso conjunto que chamamos de “Espaco
vetorial”, no capitulo 2.1.3. A ideia, agora, é caracterizar seus elementos e introduzir uma nova
operacdo que possui grande significado pratico. A defini¢do de Produto Interno, Norma e
Produto Vetorial, amplia o campo de atuacdo da algebra vetorial para outros campos,
principalmente das aplica¢des na fisica-matematica.

Portanto, por ser um objeto de estudo com grande aplicacdo em varias ramifica¢des

da fisica e matematica dedicaremos este capitulo ao estudo complementar da algebra vetorial.

4.1 — Modulo, Direc¢ao e Sentido

DEFINICAO 6. Um par de pontos A ¢ B chama-se vetor geométrico se um dos pontos, seja A,

¢ a origem do vetor e o outro ponto € a extremidade, B. Representamos este vetor por uma seta

de A até B, e escrevemos AB, conforme a figura 7.

B (extremidade)

AB

A* (onigem)

Figura 7
Fonte: Préprio Autor
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Para que o vetor AB, fique bem caracterizado, se faz necessario conhecer Mddulo
(Comprimento, ou magnitude), sua Dire¢do (dngulo que ele forma com a horizontal), que € o
mesmo da reta suporte do vetor, e seu Sentido, que podem ser apenas dois, isto ¢, de A para B,
ou de B para A.

Muitas vezes vamos encontrar vetores na forma u=(u,, u,,), onde suas coordenadas

representam sua extremidade, onde fica implicito sua origem é uma sequéncia de zeros. A

quantidade de zeros estd associado a dimensdo do espago linear que estamos trabalhando.

4.2 — Equipoléncia

DEFINICAO 7. Diz-se que dois vetores AB ¢ CD sio equipolentes quando eles conservam
suas caracteristicas, ou seja: seu Mddulo (ou magnitude), sua Dire¢do e seu Sentido.

Os vetores do n-espago sdo definidos como uma classe de equipoléncia de
segmentos orientados (LIMA, E.L.—2002). Afim de que os vetores ABeCD sejam equipolentes,
na definicdo 8, é necessario e suficiente que o ponto médio do segmento AD coincida com o
ponto médio de BC. Com efeito, um quadrilatero cujas diagonais se cortam mutuamente ao

meio ¢ um paralelogramo. Veja a figura 8:

Figura 8
Fonte: Préoprio Autor

Portanto, um vetor U = AB do 3 -espago fica determinado por qualquer seguimento
orientado equipolente a AB. Se quisermos ser um pouco mais formais, diremos que um vetor U
=AB éo conjunto de todos os segmentos de reta orientados que sdo equipolentes a AB (classe
de equipoléncia de A—B)). (LIMA, E.L. -2002)

Por extensdo, admitiremos também que um ponto qualquer do 3-espago, como tem

medida nula, representa o vetor nulo.
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4.3 — O Produto Interno

DEFINICAO 8. Consideremos dois vetores & = (uy, uy,u,) e = (vy,v,v,) em R3O

r

Produto Interno, ou Produto Escalar, de U e ¥ ¢ denotado e definido por:
(U, V) = u,v, + uyvy, + u,v,

ou seja, (U, V) é obtido multiplicando-se as componentes correspondentes ¢ somando-se 0s
produtos obtidos.
Note que o produto escalar (ou interno) associa a cada dois vetores um numero real.
A interpretacdo geométrica do produto interno entre dois vetores ¢ que ele

representa a projecdo ortogonal do primeiro vetor sobre o outro.

TEOREMA 2. Para quaisquer vetores U, ¥ e W em R3 e qualquer escalar o em R, temos:
(1) (W, 1) >0, e (1, U) = 0 se, e somente se & = 0
(i) (W)= u)
(i) (U, W+ V) = (U, W) + (U, v)

@iv)  {au,v) = olu,v).

DEMONSTRACAO:
(1) Pela definicdo 8 de Produto Interno, temos:
(U, U) = uyu, + uyuy, +u,u,
(U, ) = (uy)*+ (uy)*+ (u,)* e o lado direito da igualdade representa um niimero
positivo, de modo que (u, 1) = 0, s6 ocorre quanto as coordenadas do vetor U forem todas iguais

a zero.
(i) (V) =uw, +uyw, +u,v,
=V Ut vyu, +v,u,

(U, v) = (v, u)

(iii) (U W + V) =u, (Ve twy) + uy (v, +wy) + u,(v,4+w,)
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= UVt U W, + Uy +Uu,W), + UV, u,w,
= U Wy + UyWy, + UW, + UV, + UYDy, + U,D,

=(u,w) + (u,v)

(iv) ((lﬁ, Tj) = (Quy) v, + (auy)vy + (au,)v,
= UV, + AUV, + AU, v,

= a(UyVy + Uy vy, +u,v,)

4.4 — Norma de um Vetor

DEFINICAO 9. A norma, ou comprimento, de um vetor u no R, denotado por |/, é definida
como a raiz quadrada ndo negativa do produto interno (U, u). Assim, sendo U = (ux, uy,uz)

temos que

il = Ju? + u,? + u,? ou

|l =/ (u, u)

Ou seja, |U| € a raiz quadrada da soma dos quadrados das componentes de U.

TEOREMA 3. Para quaisquer vetores U ¢ ¥ em R3, tem-se:

(u,v) = |u].|v|.cos 6

onde 0 = X (u,v)
DEMONSTRACAO:

Consideremos os vetores U, ¥ € U + ¥, como na figura 4 do capitulo 2.1.1

Como (U+V,u+v)={u)+2.(Uv)+ ¥ V)
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(G+ B0+ =i +2. @)+ |5 0
(U+DUu+v)=|u+7? (1)
Pela lei dos cossenos
|u + V|> = |[ul* + |9|> + 2.|u]||V]. cos 6 (111)
De (I), (IT) e (IIT), temos:
|| + 2. (U, V) + |9]> = [u]* + |D)* + 2.|ul||V|. cos 6

Portanto, (U, V) = |u|.|V|.cos@ [

4.5 — Produto Vetorial

DEFINICAO 10. Diremos que um vetor U = (ux, Uy, uz) estd escrito segundo os vetores
diretores e unitarios, quando ele for representado como uma combinagdo dos vetores unitarios
e ortogonais nas dire¢des dos eixos coordenados do R, isto €, na base candnica (que € um
conjunto de vetores que geram o espago vetorial, com uma condi¢do importante de que nenhum
vetor deste conjunto nio pode ser obtido como soma dos outros dois, ou seja ndo ¢ combinagdo

linear dos outros) do R3. A figura 9 nos mostra os vetores diretores e unitarios no R>.

{1, J, k}, ondei=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1)

’ -

Figura 9
Fonte: www.mundofisico.joinville.udesc.br/

Assim, o vetor U na base candnica do R3, é: U =u,i + u,j + u,k
x y z
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DEFINICAO 11. O Produto Vetorial, ou Produto Externo, dos vetores U e ¥, denotado por
U X VU, é um outro vetor W que é perpendicular a U e ¥ simultaneamente, ou seja perpendicular
ao plano formado por U e ¥ . O sentido de U x ¥ € determinado pela regra da mio direita. Veja

a figura 10.

e B g e

& regra da mao direita para o produsto
vetorial

Figura 10
Fonte: www.mundofisico.joinville.udesc.br/

A regra da mio direita obedece ao processo construtivo para a obtengdo de U X V.

Para tanto, o vetor U x ¥ é obtido “resolvendo o determinante”:

NOTA 1. O simbolo da direita de U x ¥, ndo é um determinante, pois a primeira linha contém
vetores em vez de escalares. No entanto, usaremos esta notacdo pela facilidade de memorizagao
que ela propicia no calculo do produto vetorial. Na realidade o vetor U x ¥ é obtido calculando

o determinantes de 2* ordem como a seguir:

Uy, U
v, U,

Uy Uy
Uy 1y

1-

cl

Uy uz.+|

X1_5=|
v, v,l)

TEOREMA 4. O comprimento do vetor & x ¥ ¢ calculado por:
[uxv|=|ul.|v|.sen8

onde 0 = <X (U, V)
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DEMONSTRACAO: Vamos fazer uso da Identidade de Lagrange:

[ x B = [il2IB) - (@, 9

luxv)2=]~ Haly | (e M2y M M)y
v, v, v, vl |v. v,

= (uyvz - uz")y)2 + (uxvz - u'zvx)2 + (uxvy - u'yvx)2

Como

[PP19)? - (U, V) = [(uy)? + (uy)? + W)] [(V2)* + (V) + (V)] - (W + UV + U,V,)
Mas [u x V|? = [U|*|9|? - [u]*|¥]*(cos 0)?

= [u|*[]’(1 - (cos 6)?)
Portanto, |uxV|=|u|.|V|.senéb ]

A interpretagdo geométrica do Modulo do Produto Vetorial ¢ que ele nos fornece a

—

area do paralelogramo que é formado pelos vetores U e U, colocando-os com uma origem
comum e tomando outros dois vetores equipolentes a U e V, respectivamente, em suas

extremidades para compor o paralelogramo.

TEOREMA 5. Para quaisquer vetores U, U e W em R3 e qualquer escalar o em R, temos:

(1) UxV=-VxU) (Ndo é Comutativo)
(i) (UxV)xW#Ux [V xW) (Ndo é Associativo)
(i) Ux@+W)=@xV)+@xw) (Distributivo em relagdo a Adi¢do)

(iv) a(@xV)=(au)xV=ux(av) (Multiplicagdo por escalar é Associativa)

DEMONSTRACAO: A demonstracio deste teorema é equivalente as propriedades dos
determinantes, cujas demonstragdes sdo imediatas. Faremos apenas referéncias as propriedades.

Daremos uma conotagdo geométrica e algébrica.
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(1) Esta propriedade segue imediatamente do fato de que se permutarmos uma fila
(linha ou coluna) numa matriz, seu determinante trocara de sinal. Analisando a figura 8 deste
capitulo, vemos claramente que, pela regra da mao direita a comutag¢do dos vetores no produto
vetorial obtém-se vetores de sentidos contrarios ao plano formado pelos vetores U e V.

(ii) Basta tomar como contraexemplo a seguinte situa¢do: Tx (T xJ) # (T x 1) xJ.

(ii1) Esta propriedade segue imediatamente do fato de que se somarmos a uma fila
de uma matriz uma outra fila (igual ou ndo a uma fila da matriz dada. Se for igual a alguma fila
recaimos na propriedade (iv), entdo o determinante sera igual a soma dos determinantes que
obteriamos da matriz original com o determinante da matriz cuja fila seja ‘substituida’.

(iv) Esta propriedade decorre das propriedades do determinante de uma matriz: “se
multiplicarmos uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante, entdo seu

determinante ficara multiplicado por esta constante”.

4.6 — Produto Misto

DEFINICAO 12. Chama-se de Produto Misto dos vetores U, ¥ e W em R3? tomados nesta

ordem ao niimero real (1, V x W ) obtido como resultado do determinante:

TEOREMA 6. Para quaisquer vetores U, ¥ e W em R3 e qualquer escalar 0. em R, temos
(1) UVxW)=(Uuxv, W)

(i)  Se os trés vetores U, U e w forem coplanares entdo (U, VxXw ) =0

(iii)  Se dois dos vetores U, U e W forem coplanares entdo (W, ¥ xw ) = 0

DEMONSTRACAO: A demonstracio da propriedade (i) segue imediatamente das

propriedades dos determinantes.
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(ii) Sendo os trés vetores coplanares entdo o produto vetorial de, por exemplo, U e
U, € perpendicular a W, e o produto interno de (U x ¥, W ) = 0, pois sendo X(u x ¥, W) = 90°

e c0s(90°) = 0, segue que: (U x U, W) = |[u x V||w| cos(90°) = 0.

(iii) Suponhamos que U e ¥ sejam coplanares, entdo U x W ¢ perpendicular a v, logo

(Ux W, U)=|uxw||V| cos(90°) = 0.

A interpretagdo geométrica do médulo do produto misto € que ele nos d4 o volume
de um prisma, cujas bases sdo paralelogramos. A partir desta interpretagdo podemos calcular o

volume de muitos sélidos. O capitulo 5 trata da aplicagcdo da algebra vetorial na geometria.



39

5 APLICACOES DA ALGEBRA VETORIAL

Iniciamos nosso estudo sobre aplicacdo da algebra vetorial na geometria euclidiana
plana. Demonstraremos alguns resultados que consideramos fundamental para os alunos do
ensino médio, ou seja, sdo essenciais para o processo de construg¢do de seus conhecimentos em
geometria, seja ela espacial, ou analitica. A conotag@o que daremos ¢ puramente vetorial, que ¢

0 proposito do nosso trabalho.

5.1 — Aplicacdes da Algebra Vetorial na Geometria Plana

As origens da Geometria (do grego medir a terra) parecem coincidir com as
necessidades do dia-a-dia. Partilhar terras férteis as margens dos rios, construir casas, observar
e prever os movimentos dos astros, sdo algumas das muitas atividades humanas que sempre
dependeram de operagdes geométricas. Documentos sobre as antigas civilizagdes egipcia e
babilonica comprovam bons conhecimentos do assunto, geralmente ligados a astrologia. Na
Grécia, porém, é que o génio de grandes matematicos lhes deu forma definitiva. Dos gregos
anteriores a Euclides, Arquimedes ¢ Apolonio, consta apenas o fragmento de um trabalho de
Hipocrates. E o resumo feito por Proclo ao comentar os "Elementos" de Euclides, obra que data
do século V a.C., refere-se a Tales de Mileto como o introdutor da Geometria na Grécia, por
importagdo do Egito.

Pitagoras deu nome a um importante teorema sobre o tridngulo-retangulo, que
inaugurou um novo conceito de demonstragdo matematica. Mas enquanto a escola pitagdrica
do século VI a.C. constituia uma espécie de seita filosofica, que envolvia em mistério seus
conhecimentos, os "Elementos" de Euclides representam a introducdo de um método
consistente que contribui ha mais de vinte séculos para o progresso das ciéncias. Trata-se do
sistema axiomatico, que parte dos conceitos e proposi¢cdes admitidos sem demonstra¢do
(postulados - 0s axiomas) para construir de maneira logica tudo o mais. Assim, trés conceitos

fundamentais - o ponto, a reta e o plano - e cinco postulados a eles referentes servem de base
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para toda Geometria chamada euclidiana, util até hoje, apesar da existéncia de geometrias nao-
euclidianas (como a Reimanniana, Hiperbolica, Esférica) baseadas em postulados diferentes (e
contraditorios) dos de Euclides.

Pitdgoras nasceu em Samos, uma das ilhas do Dodecaneso na Grécia e
provavelmente recebeu instru¢do matematica e filosofica de Tales e de seus discipulos. Apos
viver algum tempo entre jénicos, viajou pelo Egito e Babilénia - possivelmente indo até a India.
Durante suas peregrinagdes, ele absorveu ndo sé informacgdes matematicas e astrondmicas
como também muitas ideias religiosas. Quando voltou ao mundo grego, Pitdgoras estabeleceu-
se em Crotona, na Magna Grécia (na costa sudoeste da atual Italia), onde fundou a Escola
Pitagérica dedicada a estudos religiosos, cientificos e filosoficos. A Pitagoras sdo atribuidas
varias descobertas sobre as propriedades dos numeros inteiros, a construcdo de figuras
geométricas e a demonstragdo do teorema que leva seu nome (cujo enunciado ja era conhecido
pelos babildnios). Os proprios termos Filosofia (amor a sabedoria) e Matematica (o que ¢
aprendido) seriam criacdes de Pitdgoras para descrever suas atividades intelectuais.

Os membros da Escola Pitagorica recebiam uma educacgao formal, onde constavam
quatro disciplinas: Geometria, Aritmética, Astronomia e Musica, que constituiram as artes
liberais e cujo conteudo tornou-se conhecido na Idade Média como o Quadrivum, que era
considerado a bagagem cultural necessaria de uma pessoa bem educada. Os pitagoricos
elevaram a matematica a categoria das ciéncias liberais, isto €, tornaram-na independente das
necessidades praticas e a transformaram em uma atividade puramente intelectual.

Na filosofia pitagodrica afirmava-se que Tudo é numero, ou seja, na concepcao
cosmogodnica dos primeiros pitagdricos, a extensdo era descontinua, constituida de unidades
indivisiveis separadas por um intervalo. Esta ideia provinha do estudo dos nimeros naturais,
quando aplicada aos objetos geométricos requeria que todas as medidas pudessem ser expressas
na forma de razdo de inteiros, isto €, pudessem ser mensuradas, tendo por base um segmento

fixado como unitdrio. Mas eles notaram que a diagonal de um quadrado cujos lados medem

uma unidade ¢ igual a V2 e que este numero ¢ incomensuravel (hoje chamamos de nimeros
irracionais esses numeros). Esta descoberta foi recebida com grande consternacdo pelos
pitagoricos, pois em certo sentido contrariava as crencas da escola e seria uma imperfeicao da
divindade.

Entre as descobertas sobre a matematica atribuidas aos pitagoricos podemos citar:

e A classificagio dos nameros em: primos e compostos, pares e

impares, amigos, perfeitos e figurados,
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e O maximo divisor comum e o minimo multiplo comum;

¢ Que a soma dos angulos internos de um tridngulo ¢ igual a dois dngulos retos;

e Se um poligono tem n lados, entdo a soma dos angulos internos do poligono ¢ igual a

(2n - 4) angulos retos.

TEOREMA 7. (Condi¢do de Existéncia de Tridngulo) Em todo tridngulo, a soma dos

comprimentos de dois lados € maior do que o comprimento do terceiro lado.

DEMONSTRACAO: Dado o tridngulo ABC, na figura 11, provaremos que
|AB| < |AC| + |CB|

A C

Figura (11)
Fonte: Autoria Propria

Assim, pela algebra vetorial, podemos escrever:

AB=AC + CB,
(AB,AB) = (AC + CB, AC + CB)
(AB,AB) = (AC,AC) + 2(AC,CB) + (CB, CB)
|AB|* = |AC|* + 2(AC, CB) + |CB|*< (|AC| + |CB|)’
|AB|* < (|Ac| + [CB]y

48] < [ac| + || :
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TEOREMA 8. (Desigualdade Triangular) Dados trés pontos A, B e C do plano, tem-se:

AB < AC + CB,
ou equivalentemente: |ﬁ| < |TC| + |C?|
A igualdade ocorre se, e somente se, C pertence ao segmento AB.

(ou ainda, poderiamos escrever: |A_C) +CB | < |A_)C| + |C_B)|

que é a forma que a Desigualdade Triangular se apresenta nos livros de calculo)

DEMONSTRACAO: (=) Suponhamos que AB =AC + CB, o que ndo recorre em erro
considerar que: |AB| = [AC| + |CB|

Elevando os dois membros ao quadrado, obteremos:

|[4BJ* = (|AC| + [CBIy
[AB|* = |ACF + 2[CB||Ac] + |CBI
Como 2|CB||AC| =2|CB||AC|1
2|CB||AC| = 2|CB||AC| cos 6 = cos 6 =1

0 =<«(AC,CB)=0°
Portanto, poderemos escrever a expressao acima como:

|AB|> = |[AC|* + 2(AC, CB) + |CB|
(AB,AB) = (AC + CB, AC + CB)
AB=AC+CB

E isso garante que os vetores ﬁ), ACe Hi’), sdo colineares.
(&) Suponhamos que os pontos A, B e C s3o colineares, com, precisamente o ponto C entre A

e B, conforme a figura 12:



43

Figura (12)
Fonte: Autoria Propria

E claro que: AB =AC + CB,
e que <(R, ﬁf) =0°
Logo (AB,AB) = (AC + CB, AC + CB)

|AB|> = |AC|* + 2(AC, CB) cos 6 + |CB|?,
Mas cosf =1
Assim, |AﬁB|2 = |,ﬁ')|2 + 2|C—B)||E| + |C—B)|2
(A5 (1ac] - [cB)

Portanto, |A_B)| = |TC| + |C?| [ |

TEOREMA 9. (Teorema de Pitdgoras) Em um tridngulo retangulo, o quadrado do

comprimento da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

DEMONSTRACAO: Consideremos o triangulo retangulo da figura (13) a seguir.

& AC

Figura (13)
Fonte: Préoprio Autor

Na figura (13), podemos observar que:

AB=AC+CB

Desta feita temos:
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(AB,AB)=(AC + CB, AC + CB)

= |AB|>=(AC, AC)+2(AC, CB)+(CB, CB)
= |A_Bq|2 = |R|2 + 2|ﬁ||ﬁ| cos(90°) + |ﬁ|2
Portanto, |ﬁ|2 = |A_Cﬁ|2 + |ﬁ§|2 n

5.1.1 — Historia da Trigonometria

Nao ha uma precisdo sobre a origem da trigonometria. No entanto, por volta do
século V a.C., com os egipcios e babilonios, quando deparando-se com problemas associados
com Navegacdes, Agrimensura e Astronomia, a trigonometria teve um desenvolvimento
significante. No Papiro Rhind, ¢ possivel encontrar problemas envolvendo cotangente e
também uma notavel tdbua de secantes na tdbua cuneiforme babilonica Plimpton 322.

O astréonomo Hiparco de Nicéia, por volta de 180 a 125 a.C., ganhou o direito de ser
chamado de “o pai da Trigonometria”, pois, na segunda metade do século II a.C. fez um tratado
em doze livros em que se ocupou da constru¢do do que deve ter sido a primeira tabela
trigonométrica. As principais contribui¢des a Astronomia, atribuidas a Hiparco se constituiram
na organizacdo de dados empiricos derivados dos babildnios, bem como na elaboragdo de um
catdlogo estrelar, melhoramentos em constantes astrondmicas importantes — duragdo do més e
ano, o tamanho da Lua. A figura (14) a seguir nos mostra o Papiro Rhind, que se encontra no
museu de Londres.

(GOMIDE, E.F. - 2008)
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Figura (14): Papiro Rhind, Museu de Londres.

Fonte: http://www.britishmuseum.org/

TEOREMA 10. (A Lei dos Cossenos) Em qualquer triangulo ABC, o quadrado de um lado ¢
igual a soma dos quadrados dos outros dois lados subtraido do dobro do produto desses lados

pelo cosseno do angulo subtendido por eles:

al=b*+c?-2b.ccosa

b*=a’+c*—2.a.c.cosff

ct=al+b*-2.ab.cose

Figura 15
Fonte: Préprio Autor

DEMONSTRACAO: Consideremos a Figura (16) como uma equivalente vetorial da Fig.(15):

Figura 16
Fonte: Préprio Autor



46

Na figura (16), notamos que: AC=BC +AB = AB = - BC+AC

(AB,AB)=(-BC + AC,—BC + AC)
=(—BC,—BC) +2(—BC,AC) + (AC,AC)
[aB|? - |BEP - 2/ BE||AC] cos ¢ + [ACP
|[AB|*> = |BC|* + |AC|* - 2|BC||AC]| cos @ (10.1)

Como |ﬁ| =c, Rl =be |ﬁ| = a, arelagdo (10.1), fica escrita na forma:

c¢2=a’+b*-2.ab.cos ¢ n

As demonstrac¢des das outras igualdades seguem um raciocinio analogo.

TEOREMA 11. (A lei dos Senos) Em qualquer triangulo ABC, a razéo entre o lado e o seno

do angulo oposto a ele ¢ constante.

a b c

senA senB senC

Figura 17
Fonte: Proprio Autor

DEMONSTRACAO: A Figura (18) nos mostra a equivalente vetorial da Figura (17).



ac
48| _ |Bc| |ac|

sen¢ sen4d Sens

Figura 18
Fonte: Préprio Autor

Pela figura (18) podemos concluir que:

Y=BCcosC (IV)
AB=X+H (V)
Y=H + BC (VI)

De (V) podemos fazer:
(AB,AB)=(X + H, X + H)

|ﬁ|2 = |17()|2 +2 7||ﬁ| cos 90° + |ﬁ|2

|[4B|* = [X|" + [H
De (III), vem |AB|* = |AB|*cos® A + |H|?
|T§|2 = |ﬁ|2(1 —sen® A) + |ﬁ|2

|H| = |AB|sen A (11.1)

E mais, de (VI) temos que:
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(Y,Y)=(BC + H, BC + H)
[V|> = |[BCJ> + 2| BE||H]| cos(90° + C) + [H]?

|17|2 — |ﬁ|2 + |ﬁ|2+ 2|ﬁ| |ﬁ|(—sen @)

De (IV), vem
|B_C)|2cos2 C= |B_C"|2 + |ﬁ|2 - 2|B_C)| |ﬁ|sen C
Como |ﬁ| = |ﬁ|sen C,

temos |BC|*(1 —sen® C) = |BC|* + |H|? - 2|BC||H|sen C
|ﬁ|2— |R')|zsen2 C= |R‘>|2 + |ﬁ|2- 2|ﬁ| |ﬁ|senZC

|ﬁ| = |B—)C|sen C (11.2)
De (11.1) e (11.2) segue que:
|ﬁ|sen A= |ﬁ|sen C

[aB| _|BC|  Jac]

Ssenc¢ senA Séens

A segunda igualdade segue de maneira analoga.
TEOREMA 12. A area de um paralelogramo ¢ igual ao mdédulo do produto vetorial entre os
vetores que formam os lados adjacentes deste paralelogramo.

DEMONSTRACAO: Consideremos o paralelogramo formado por dois vetores U e ¥, ndo

colineares, sendo a=<{(u,%), conforme a figura (19):

4

v

=l
=1

Figura 19
Fonte: Préprio Autor
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Observando a figura (19), é facil perceber que
|7i| = |u|sena

Como a area de um paralelogramo ¢ igual ao produto do comprimento de um lado

pelo comprimento da altura relativa aquele lado, entdo multiplicando a igualdade acima por |V|,

obteremos:
A = |9||n|=9| || sen a
Mas, por definigio: |u x V| = [u]|Y| sen a
Portanto, A=|uxv| [ ]

TEOREMA 13. A 4rea de um tridngulo ¢ igual a metade do modulo do produto vetorial dos
vetores adjacentes que formam o triangulo.
DEMONSTRACAO: Vamos considerar o tridngulo formado pelos vetores U, ¥ ¢ U + U,

conforme a figura (20):

=]

+

=l
2]

(E

Figura 20
Fonte: Proprio Autor

E facil notar que o vetor U + v, divide o paralelogramo em dois tridngulos
congruentes, portanto de mesma area. Sendo assim, a 4rea de cada tridngulo corresponde a
metade da area do paralelogramo. Portanto, a relacdo a seguir conclui a demonstragdo do

teorema 7:



50

TEOREMA 14. A area de um trapézio ¢ igual a metade do produto vetorial entre o vetor soma

dos vetores das bases (maior € menor) e o vetor altura do trapézio.

DEMONSTRACAO: Para demonstrar este teorema faremos referéncias a figura (21) e aos

resultados obtidos pela analise dos vetores que compdem o trapézio.

LY
=
=l

b

Rl
™l

Figura 21
Fonte: Préprio Autor

A area do trapézio da figura (21) ¢ dada pela soma das areas dos triangulos T, T

e da area do retangulo Ret, cujos vetores formadores sdo:

(Ret): b e h.
|d x h ¢ x | - o
Claro que: Ai= > Ar= > © ARet = |b X h|
E mais, Atrap = A1 + A2+ ARet
laxh|  [éxh| - -
ATrap = > + > + |b X hl
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|ﬁxﬁ|+|€x h|+2|bx h|
ATrap = 2
|(@+2b+¢) x h|
Trap — 2
[(@+b+¢)+b] x h|
ATrap - 2

—

Chamemos de: B=d + b + ¢, na figura (21), para obter,

|(B+b) x h|
Trap — T

5.2 — Aplicacdes da Algebra Vetorial na Geometria Espacial

TEOREMA 15. O volume de um prisma reto ¢ dado pelo mddulo do Produto Vetorial Misto:
V=[Kuxv,w)

DEMONSTRACAO: Consideremos o prisma obliquo, cuja base seja um paralelogramo

formado pelos vetores eV e a outra aresta representada pelo vetor W, cuja altura do
paralelepipedo & representado pelo vetor h, onde seu mddulo € dado por: |w|.cos . Note que 6 =

X (W, U x V), a figura (22) mostra os vetores geradores do paralelepipedo:

=

Figura 22
Fonte: Préprio Autor
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Como o volume de um paralelepipedo é dado pelo produto da drea da base pela

medida da altura, temos que:

o A base é formada pelo paralelogramo, cujos lados sdo representados pelos vetores U e U,
conforme a figura (22).
e A area da base é calculada pelo mddulo do vetor ‘produto vetorial’: Apaal = |U X V|

Assim, multiplicando a expressdo acima pela altura do paralelepipedo, obteremos:
|71)|.Apara1 = |u xV|. |W|.cos @
V = |h|-Arwa = (U xT,W )| »

Outras construgdes podem ser obtidas por decomposi¢des dos resultados basicos
que ja obtivemos até aqui, como por exemplo o volume de um prisma de base poligonal regular,
ou até a obten¢do da area total de sua superficie. Por este motivo ndo estenderemos o assunto,

para nao torna-lo repetitivo.

5.3 — Aplicacdes da Algebra Vetorial na Geometria Analitica

Uma das ideias mais poderosas de toda a matematica ¢ a compreensdo de como
representar formas por equacdes, uma area que agora chamamos de geometria analitica. Sem
essa ponte entre a geometria e a dlgebra, ndo existiria o calculo para a ciéncia, nem tomografia
computadorizada para a medicina, nem ferramentas automatizadas para a industria, nem
computacdo grafica para a arte e divertimento. Muitas coisas que tomamos como certas
simplesmente ndo existiriam.

Quando se pensa em geometria analitica, a primeira coisa que vem a mente para
muitas pessoas ¢ um par de eixos ortogonais, chamado de sistema de coordenadas cartesianas,
“Cartesianas” refere-se ao matematico/fildsofo francés René Descartes, a quem ¢ creditado o
nascimento da geometria analitica. A questdo fundamental ¢ a conex@o entre expressdes

algébricas — isto €, equagdes e fungdes - e formas em um plano ou no espaco.
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Cerca de 300 anos a.C., Manaechmus um dos tutores de Alexandre, O grande,
relacionou um tipo de curvas, que chamamos de se¢des conicas, com a solucdo de proporgdes
numéricas. Isso estabeleceu o trabalho de base para a exploracdo das se¢des cdnicas por
Apoldnio de Perga, aproximadamente um século mais tarde. Apolonio e outros matematicos de
sua época estavam interessados em questdes de /ugares geométricos; quais pontos satisfazem
um conjunto de condi¢des. As figuras geométricas construidas por Apoldnio estavam
associadas a relagdes numéricas, por meio de razdes e palavra. Com o intuito de descrever o
lugar geométrico a que pertenciam. Porém, s6 no fim do século XVI, Frangois Viéte, tentou
destilar a esséncia da analise geométrica dos gregos antigos representando quantidade com
letras e relacdes com equagdes. Ao fazer isso, ele deu um enorme passo na direcdo de concentrar
o poder da algebra sobre os problemas da geometria.

Essa visdo veio independentemente e quase simultaneamente de dois franceses na
primeira metade do século XVII: Pierre de Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650),
sd0 os responsaveis por esse grande avango na fusdo da algebra com geometria.

A geometria de coordenadas (ou analitica) € um elo proeminente na cadeia historica
de grandes progressos matematicos. Assim como o desenvolvimento da algebra simbolica abriu
caminho para a geometria analitica, também, por sua vez, a geometria analitica abriu caminho
para o calculo. O calculo por sua vez, abriu as portas para a fisica moderna e muitas outras areas
da ciéncia e da tecnologia. Nas ultimas décadas esse modo algébrico de descrever formas
também se combinou sinergicamente com velocidade de calculo dos computadores modernos,
produzindo imagens visuais cada vez mais assombrosas visando a uma ampla gama de
aplicagdes. Tudo isso repousa sobre a ideia verdadeiramente simples de dar a cada ponto do
espaco um endereco numérico, de modo que possamos descrever formas por numeros.

(GOMIDE, E.F. - 2004)

5.3.1 — Distancia entre dois pontos

DEFINICAO 13. Dados os pontos A ¢ B do R, chamamos de distancia euclidiana entre os
pontos A e B, e denotamos por AB, ou ainda d(A,B), o menor caminho, comprimento, que une

0 ponto A ao ponto B.
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TEOREMA 16. (Distincia entre dois Pontos) Dados os pontos A e B € R?, entdo o

comprimento AB, ¢ calculado pela expressio:

AB =,/ (Xa-Xg)'+(Ya- YE)' + (Za - Zg)

DEMONSTRACAO: Na figura (23) mostra os vetores: 04 e O_B: possuem as seguintes
coordenadas cartesianas:

04 = (XA, YAZA)

0B = (Xp,Yn,Z5) €

B
OF -
AB
D —
04 A
Figura 23

Fonte: Préprio Autor

Como OB =0A+AB
AB=0B-0A

AB = (XB - XA, YB- YA,ZB - ZA)

Daqui segue que: |ﬁ| = ’(ﬁ, AB)

(48] - | X0 - X+ (Yo~ Yo+ Za - 2o .
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5.3.2 — Ponto médio

TEOREMA 16. (Ponto Médio) Sejam A, Be M € R>. Se M & o ponto médio do segmento AB,

entao:

XA+XBYA+YB ZA+ZB

M= (XAIXEIALYD ZALID,

DEMONSTRACAO: Na figura (24) a seguir:

B
OB MB
0= —
— |AM

E‘i H__“‘“PA

Figura 24
Fonte: Préprio Autor

Como M ¢ ponto médio de AB, temos que os vetores AM e MB sao equipolentes. Analisando

a figura, concluimos, pela algebra vetorial que:

OM =AM + 04 )
OB =0M + MB 10

Substituindo I em II, obteremos:

OM =0A+ OB - OM
OM =(04 + 0B)

XA+XB YA+YB ZA+ZB

Portanto, M=( P e s ) [ |
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5.3.3 — Condicio de Alinhamento de Trés Pontos

TEOREMA 17. (Condicdo de Alinhamento de Trés Pontos) Se os trés pontos A, Be C € R,

estdo alinhados, entdo, tem-se: ABXBC=0.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que A, B ¢ C estejam alinhados e nesta ordem. Veja a figura
(25), a seguir:

AB BC

Figura 25
Fonte: Préprio Autor

E claro que existe t € R, tal que, AB = tBC.

Portanto, a= <(TB),tTC) =0°
Mas, |T§X (tﬁ)| = |1ﬁ| |tﬁ| sena

|EX (tﬁ)| = |t |ﬁ||ﬁ| sen 0°

|AB X (tBC)| =0

ABXBC=0 n

5.3.4 — Equacio Vetorial da Reta

TEOREMA 18. (A Equagdo Vetorial da Reta) Consideremos um ponto A € R3, um escalar

positivo, # € R, e umareta r. A equacdo da reta que passa pelo ponto A e € paralela ao vetor U,

tem equagdo paramétrica dada por:
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X =Xa T Dx

(r):| y=yattuvy (18.1)

Z=7Zat 1t V;

DEMONSTRACAO: Veja a figura (26) a seguir:

Figura 26
Fonte: Préoprio Autor

. ‘
Como os vetores AP e U, sdo paralelos e tem o mesmo sentido, podemos afirmar

que existe um numero real positivo ¢, tal que a identidade a seguir ¢ verdadeira:

S
~v
I
<l

A expressdo acima ¢ chamada de Equacdo Vetorial da reta r, que foi obtida

passando por um ponto A e tem ¥ como o vetor diretor.

Mas AP = P — A, ou ainda, AP = (x,y,Z) — (Xa, YA, Za), sendo assim poderemos escrever:

(X, Y, Z) — (Xa, Ya, Za) = 1.( Vx, Vy, Vy)

(X - Xa, Y -Ya, Z-2a) = (L. Vx, LUy, LV,)
X =Xatt Ux

Portanto, (r): | y=yattvy

Z=7at 1 V; [ |

A equacdo (18.1) é chamada de equagdo paramétrica da reta r, onde 7, € o parametro.
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O papel do parametro ¢, é determinar um ponto qualquer sobre a reta r, ou seja, para
cada valor de # obtemos um, e apenas um, ponto sobre a reta. Assim, pelo exposto anteriormente,
podemos concluir que hd uma correspondéncia biunivoca entre cada ponto sobre a reta e o valor
do parametro.

Uma observago importante quanto ao sentido do vetor U, € que se o sentido fosse
contrario ao de AP, bastava tomar o parametro # negativo, ou entdo inverter o sentido do vetor

—_— —_ . -~ . : 4 1
AP para PA e as consideragdes seriam as mesmas, ou seja, obteriamos a mesma reta r, cuja

equacdo vetorial foi mostrada acima.

DEFINICAO 13. Diremos que um vetor ¥ é um ‘vefor diretor’ de uma reta r, quando ambos

tiverem mesma dire¢do, ou seja, que U ¢ o vetor que determina a dire¢do da reta r.

5.3.5 — Condicao de Paralelismo de Retas

TEORAMA 19. (Condicio de Paralelismo de Retas) Sejam r e s duas retas do R>. Se re s sdo

paralelas, entdo vale a igualdade:

U x V=0, onde U é o vetor diretor de r e ¥ é o vetor diretor de s.

DEMONSTRACAO: Como r ¢ s sdo retas paralelas e, U e¢ U, seus vetores diretores,

respectivamente, entdo dados A em r, e B em s, tal que:

—

AP=t.u
BQ =k

AP X BQ = (¢. 1) x (k. V)
=|t.ul.|k.V|.sena
= |t. k|. | ul. |V|.sena

Mas, | ul. |9|.sen a = 0, pois & = 0 rad, ou 7 rad.

Portanto, uxv=0 ]
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5.3.6 — Condicao de Perpendicularismo entre retas

TEOREMA 20. (Condi¢io de Perpendicularismo de Retas) Sejam r e s duas retas do R>. Se r

e s sdo perpendiculares, entdo vale a igualdade:

(U, V) =0, onde U ¢ o vetor diretor de r e ¥ é o vetor diretor de s.

DEMONSTRACAO: Como r e s sdo retas perpendiculares e, U e ¥, seus vetores diretores,

respectivamente, entdo dados A em r, e B em s, tal que:

AP =t.1
BQ=k D

(AP,BQ)=(t.u k.7 )
=|t.ul.|k.V|.cosa

=|t. k|. | ul. |Y|. cosa

. s
Mas, | u|. |Y|. cos a = 0, pois azzrad

Portanto, (u,v)=0

5.3.7 — Distancia de Ponto a Reta

TEOREMA 21. (Distancia entre Ponto e Reta) Sejam A e r um ponto e uma reta do R,

respectivamente. A distancia entre a reta r € o ponto A, ndo pertencente a r, denotado por

d(A, r), é dada pela relagdo:

|PAX7|
d(A,r)zT
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onde ¥ é o vetor diretor da reta r.

DEMONSTRACAO: Consideremos a figura (27) a seguir:

Figura 27
Fonte: Préprio Autor

Observando a figura (27) temos que a area do paralelogramo formado pelos vetores

PA e, é obtido pelo mddulo do produto vetorial a seguir:
Arua = |PAX | (21.1)
Por outro lado, como hesio perpendiculares temos entio:
Avaa = || 9] (21.2)
Mas, |Ti | =d(A, r), entdo comparando (21.1) e (21.2), temos:

|PAX Y|
d(A,r)le| [

5.3.8 - Angulo entre duas Retas

TEOREMA 22. Sejam r e s duas retas no R3. Vamos supor que estas retas sejam coplanares,

isto ¢, pertencam ao mesmo plano. Assim o angulo entre elas ¢ dado pela expressao:
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luxvl
9=arcsen[ — _)],
| ul.|v]

Onde U e v, sdo os vetores diretores de r e s, respectivamente.

DEMONSTRACAO. Sendo U e ¥, os vetores diretores de r e s, respectivamente, entao

[uxv|=|ul. |V|.send

|u x|
senf =——
| ul.|v|

luxvl
6=arcsen[ — _,]
| ul.|v]

5.3.9 — A Equacio Vetorial do Plano

DEFINICAO 14. Consideremos duas retas no 3-espago, ortogonais entre si, 7 e s, de modo que
a reta r seja fixa, e a reta § execute um giro em torno de r mantendo o mesmo angulo de
inclinagdo entre elas. A regido formada por s € o que chamamos plano gerado por r e s. A essa
regido do espaco poderiamos, também, dizer que ela ¢ um conjunto de pontos que obedecem a

uma propriedade especifica, ou seja € um lugar geométrico descrito da seguinte forma:
m={PERP=A+t. AB+h.AC,onde A, Be C € R, sio dadoset,h € R}

A figura (28) nos mostra o plano m, gerado por dois vetores U e v, ortogonais entre

si, que sdo os vetores diretores das retas r e s, cuja equacdo discutiremos a seguir.
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Figura 28
Fonte: Préoprio Autor

Para encontrarmos a equacgdo vetorial de um plano poderemos fazer isso de varias
formas, dependendo das informagdes que nos foi fornecida. Assim vamos considerar algumas
situacdes:

I— S3do dados trés pontos (fixo): A, B e C, ndo colineares e um ponto P (dinamico),

qualquer, existem escalares reais t e h, tal que (figura 29):

Figura 29
Fonte: Préoprio Autor

AP =t . AB +h. AC (Equagao Vetorial do Plano)
P=A+t AB+h. AC
X= XA + t.XAB+ h.XAC

Y = YA+ t.Yns+hYac (14.1)
Z=7Zxr+tZsg+h.Zac
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A equagdo (14.1) é chamada de Equagdo Parameétrica do Plano. Usando a equacio
paramétrica do plano € possivel encontrar um ponto do plano atribuindo valores aos parametros
t e h, bem como construir retas que pertencem a este plano, bastando para isso usar o processo

construtivo do TEOREMA 18.

II — Dado um ponto A no plano e o vetor u, perpendicular ao plano. Sendo P um

ponto qualquer deste plano, entdo a equacdo reduzida do plano ¢ dada por (figura 30):

™A

=]

Figura 30
Fonte: Préprio Autor

E claro que o produto interno de AP, e u ¢ igual a zero, ou seja:

(AP, ) =0

ux(X - XA) + uy(Y - YA) + uz(Z - ZA) =0

Reduzindo a expressdo acima obteremos a equacgdo geral do plano conforme a

seguir:
uxX+uyY+UZZ+K:O,
onde a constante K, ¢: K =-(uxXa + uyYa + UzZn)

Como podemos perceber na equagdo geral do plano, os coeficientes de X, Y e Z,
sdo as coordenadas do vetor ortogonal ao plano.

Outros temas poderiam ser abordados explicitamente, como por exemplo: distancia
entre dois planos, posi¢des relativas entre dois planos, distdncia de um ponto, ou uma reta) a
um plano, angulo entre dois planos, no entanto, ja o fizemos quando fizemos o estudo da reta.

Aqui €, apenas, uma extensao, e para ndo tornar o estudo exaustivo decidimos por “omiti-lo”.
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5.3.10 — A Equacéo da Circunferéncia

DEFINICAO 15. Chamamos de circunferéncia 4, ao lugar geométrico formado pelos pontos
que distam r unidades de comprimento de um ponto fixo, chamado de centro. Designemos por

r o raio e C(a,b) o centro da circunferéncia. Veja a figura 31:

Figura 31
Fonte: http://4.bp.blogspot.com/

Em linguagem de conjunto e com notagdo vetorial, o lugar geométrico que representa

a circunferéncia 4, de centro C(h,k) e raio r, sera:
e
CP|=r,comr € R+}

A={P(xy) € € R

TEOREMA 23. Seja C(h, k) o centro da circunferéncia 4 de raio r, entdo sua equacio tera a

forma algébrica:
(x—h)2+(y -k ="

DEMONSTRACAO: A figura (31) mostra o lugar geométrico que representa a circunferéncia

A, de centro C(h, k) e raio r, cuja a notagdo vetorial, ¢:

ICP| -

/(ﬁ, ﬁ) —r, mas CP = ((x-h), (y-k))
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Ve-DEx -+ G- -k -=r
(x —h)?>+(y-k)?* =1 [ ]
A esta equagdo chamamos de equacdo reduzida da circunferéncia A de centro
C(h,k) e raio r.
A obten¢do da equacdo geral de A4 é feita desenvolvendo o produto notavel do
primeiro membro, ou seja:
A): X2+ Y?’+AX+BY+C=0

onde, A=-2h; B=-2ke C=h>+k*—1%.

E importante ressaltar que problemas de posi¢des relativas entre ponto e
circunferéncia, ou de reta e circunferéncia, sdo feitas mediante a dlgebra vetorial tratado nos

capitulos 4.3.1 e 4.3.7, respectivamente.
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6 PROPOSTA DE ATIVIDADES

As atividades que propomos para serem trabalhada em sala de aula tem como
objetivo geral desenvolver os fatores diversos como o pensamento, a linguagem, a percepgao,
a memdria e o raciocinio, que fazem parte do desenvolvimento intelectual dos nossos alunos.

Para estas atividades usamos o método construtivista, pois entendemos que a
importancia do que se faz é igual ao como e porque fazer, assim buscamos delinear os diversos
estagios por que passam os nossos alunos em suas acdes para aquisicdo dos novos
conhecimentos, cujo objeto é que ele desenvolva sua inteligéncia e se torna autbnomo, ou seja
o construtor de seu proprio conhecimento.

Assim essas atividades foram desenvolvidas levando em consideracdo de o
professor deve levar o aluno a tornar-se independente e estimular o seu potencial com atividades
cujo grau de dificuldade seja crescente até¢ o momento em que se perceba que os conceitos
fundamentais que sdo o propdsito de seus estudos sejam alcangados.

Assim, o professor pode fazer isso estimulando o trabalho com grupos e utilizando
técnicas para motivar, facilitar a aprendizagem e permitir que este aluno construa seu
conhecimento em grupo com participagdo ativa e a cooperagdo de todos os envolvidos. Sua
orientacdo deve possibilitar a criacdo de ambientes de participagdo, colaboracdo e constantes
desafios.

Com esse intuito foi que optamos por seguir a Taxonomia de Bloom do Dominio
Cognitivo que ¢ estruturada em niveis de complexidade crescente — do mais simples ao mais
complexo — e isso significa que, para adquirir uma nova habilidade pertencente ao proximo
nivel, o aluno deve ter dominado e adquirido a habilidade do nivel anterior.

S6 apds conhecer um determinado assunto alguém podera compreendé-lo e aplica-
lo. Nesse sentido, a taxonomia proposta ndo ¢ apenas um esquema para classificagdo, mas uma
possibilidade de organizag@o hierdrquica dos processos cognitivos de acordo com niveis de
complexidade e objetivos do desenvolvimento cognitivo desejado e planejado.

Os processos categorizados pela Taxonomia dos Objetivos Cognitivos de Bloom, além
de representarem resultados de aprendizagem esperados, sdo cumulativos, o que caracteriza
uma relagdo de dependéncia entre os niveis e sdo organizados em termos de complexidades dos

processos mentais.
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Encerrando um modo de utilizag@o bastante pratico, uma vez que permite, a partir da
utiliza¢do de uma tabela Dominio Cognitivo perceber qual o verbo a utilizar / aplicar, em func¢éo
do comportamento esperado, organizando os objetivos de aprendizagem em seis niveis, 0s quais

sdo, por ordem crescente de complexidade os seguintes:

AVALIACAO
SINTESE Ajuizar
ANALISE Armar Apreciar
APLICAGAO Analisar Articular Avaliar
COMPREENSAQ Aplicar Calcular Compor Eliminar
CONHECIMENTO Descrever Demonstrar Classificar Constituir Escolher
Apontar Discutir Dramatizar Comparar Coordenar Estimar
Arrolar Esclarecer Empregar Contrastar Criar Julgar
Definir Examinar lustrar Criticar Dirigir Ordenar
Enunciar Explicar Interpretar Debater Reunir Preferir
Inscrever Expressar Inventariar Diferenciar Formular Selecionar
Marcar Identificar Manipular Distinguir QOrganizar Taxar
Recordar Localizar Praticar Examinar Plangjar Validar
Registrar Narrar Tracar Provar Prestar Valorizar
Relatar Reafirmar Usar Investigar Propor
Repetir Traduzir Experimentar Esquematizar
Sublinhar Transcrever
Nomear
Tabela: 1

Fonte: http://penta2.ufrgs.br/edu/bloom/bloom.htm
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ATIVIDADE 1

6.1 - OPERACOES COM VETORES. EQUIPOLENCIA E
CARACTERIZACAO

1. A figura 1 é constituida de nove quadrados congruentes, isto ¢, de mesmo tamanho. Decida

se ¢ verdadeira, ou falsa, cada uma das afirmag¢des a seguir:

a) AB ¢ equipolente a OF b) AC ¢ equipolente a MO c) BE ¢ equipolente a GH
d) OP ¢ equipolente a]_i e) GD ¢ equipolente a - HK f) |W| = |ﬁ|
|TK| - [cB] o [#D] - [P by 7Z) = 3[4
i) IK L CK i) IK L (CK +DH) k)AH // CK
AR
BN
|
[ J—EK—1L
I
M—N—O—P

Figura: 32
Fonte: Préprio Autor

2. A figura 2 a seguir nos mostra varios vetores. Use uma folha de papel milimetrado para

construir, geometricamente os vetores indicados em cada item.

e

Figura: 33
Fonte: Proprio Autor
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Nesta atividade vocé vai comprovar, geometricamente, as propriedades de adi¢ao
de vetores. Dé nomes aos vetores, use uma régua para encontrar, aproximadamente seus
modulos. Use um transferidor e indique, aproximadamente a direcdo de cada um. Qual o sentido

de cada um? Comece preenchendo a tabela de caracterizagdo de cada vetor.

Vetor | Modulo | Direcdo | Sentido Moédulo da Componente Moédulo da Componente
(cm) (graus) Horizontal (eixo X) Vertical (eixo Y)
Tabela: 2

Fonte: Préprio Autor

a) Propriedade Comutativa (Adi¢o)
b) Propriedade Associativa (Adi¢do)
¢) Propriedade Comutativa (Multiplicag¢do por escalar)

d) Propriedade Associativa (Multiplicagdo por escalar)

3. Usando a tabela de valores trigonométricos do seno, cosseno e tangente abaixo para encontrar
o a medida da direcdo de cada vetor do R%. Em seguida preencha a tabela abaixo, que ¢ a

caracterizacdo de cada vetor dado:

Vetor Moédulo Direcdo Sentido Modulo da Componente Modulo da Componente
Horizontal (u,) Vertical (u,)
U(3,4)
B(2,-1)
Z(-3,0)
o)
Tabela: 3

Fonte: Préoprio Autor

4. Preencher a tabela a segui com a caracterizacdo de cada vetor dado na primeira coluna.

Considere os vetores: U(1,4), v(-2, 3), Z(2,1) e ?(%, 0)
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Vetor Moédulo Direcéo Sentido Moddulo da Componente Moddulo da Componente
Horizontal (eixo X) Vertical (eixo Y)

u+v

v-u

27 +37

- 1

r--u

2

Tabela: 4
Fonte: Préprio Autor

ATIVIDADE 2

6.2 - AREA E VOLUME

1. Consideremos os vetores dados na tabela a seguir e construa no R* as seguintes figuras. E
importante que vocé use papel milimetrado para visualizar cada uma das figuras que vocé vai

construir. Para cada figura construa num sistema de eixos diferentes.

Vetor Paralelogra | Tridngulo | Produto Prisma Produto
mo Vetorial Interno
u(3,4,0) Uev U,veu+v| UxXV U,VeUxV UeV
— — — - = — — — — - = — — — —
v(3,2,1) er v, revtr vXT VU, revxr ver
- — — - — — — — — - — - — - —
r2,1,2) Zcu Z,UezZ+u ZXu Z,UCZXU ZcUu
— — - - = — - — - —_ = — - — —
z(-3,0,4) v v,Zev+1Z vVXZ V,ZeVXZ vez
Tabela: 5

Fonte: Préprio Autor

2. Usando a tabela da questdo 1, calcule. (Sugestdo: use o aplicativo “Math helper lite” para o
calculo dos produtos vetoriais e produtos internos). O GeoGebra vai auxilid-lo na construg¢ao
no R*. O exercicio manual é fundamental.

a) A area de cada paralelogramo;

b) A area de cada tridngulo;

¢) A érea total de cada prisma;

d) O volume de cada prisma.

3. Use os vetores da tabela da questdo 1 para verificar se eles sdo ortogonais, ou paralelos, ou
nenhum deles. Lembre-se que € preciso usar o Produto vetorial e o Produto Interno para tal

verificacdo.
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4. Verifique se os prismas obtidos na questdo 1 sdo paralelepipedos retangulares. Se a resposta
for afirmativa encontre o volume usando o método que vocé aprendeu no estudo de geometria

espacial.

5. Mostre que a soma dos angulos internos dos tridngulos da questdo 1 €, realmente, 180°,
comprovando assim a veracidade do teorema de Thales. Faca esta atividade usando geometria
plana, isto € construa os tridngulos e, com o transferidor, comprove. Use também o método
analitico, isto €, o produto interno, ou vetorial, para encontrar os angulos entre os vetores ¢

comprovar o teorema de Thales.

6. (O Problema Classico da Mosca) Uma mosca se encontra num dos vértices de uma sala de
dimensdes 3,5 metros de largura, 4,0 metros de comprimento e 4,0 metros de altura (até o forro).
Vértice diametralmente oposto encontram-se restos de bolachas deixadas por um garotinho no
momento em que estava lanchando. Sabendo-se que a mosca demorou, aproximadamente, 5
segundos para sair de onde estava até os restos de migalhas, e que ela usou o menor caminho
para se deslocar, qual foi sua velocidade média nas seguintes situacdes:

a) Ela foi andando;

b) Ela foi voando.

7. (Aplicagdes na Fisica) Um garoto puxa uma caixa de 10 kg, sobre uma superficie plana e

sem atrito. Supondo que a forca aplicada pelo garoto num sistema ortogonal € representado pelo
vetor f (3,0,5), o que faz com que a caixa se desloque até o ponto d (5,0,0). Sabendo-se que o
trabalho T, realizado pela forca 7 para deslocar a caixa de |3| ¢ dado pelo produto interno:
7| = (7. ).
Encontre:
a) Faga uma figura, em 3-D, mostrando a situacdo.
b) O angulo de inclinacdo de f com os eixos coordenados.
¢) Qual o trabalho T realizado por f‘?

d) O trabalho T ¢ resistivo((f, d) < 0), ou motor ((7, d) > 0)?
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ATIVIDADE 3

6.3 - RETAS E PLANOS

1. Encontre a equag¢io paramétrica do feixe de retas paralelas ao vetor u(3, 4), e que passe pelos
pontos dados, em cada caso. Faga sua representacdo geométrica em papel milimetrado.

a) A(3,4), B(-1,-2), C(0,0), D(-2,4) e E(0,5)

b) A(0,4), B(3,-2), C(5,0), D(-1,-4) e E(0,-5)

2. Atribua os seguintes valores para o parametro t, para encontrar pontos que pertence a cada

reta que voce obteve na questdo 1: t=1,t=2,t=-1et="-2.

3. Encontre as equagdes gerais das retas que vocé obteve na questao 1.

4. Vamos agora sair do R* e vamos para o R>. Para isso vocé vai acrescentar mais uma
coordenada ao vetor diretor do feixe de retas paralelas e aos pontos dados. Lembre-se que esta
nova coordenada ¢ a cota (z). Ndo atribua z = 0, sendo vocé volta pro R?. Assim procedendo,

refaca a questdo 1 observando as alteragdes que tera que fazer.

5. Use as retas do feixe de paralelas do R* que vocé construiu na questio 1 para calcular a

distancia entre cada uma delas.

6. Use as retas do feixe de paralelas do R* que vocé construiu na questio 4 para calcular a
distancia entre cada uma delas. O que vocé€ observou? Que conclusdo vocé tira disso? Anote no

seu caderno suas conclusdes.

7. Encontre a equagdo paramétrica do plano m que contém o ponto A(2,2,-1) e € paralelo aos

vetores: U(2,-3,1) B(-1,5,-3). Faca a representag¢io geométrica do plano  no R>.

8. Atribua trés valores para o pardmetro ¢ na equagdo do plano da questdo 7 para obter trés
pontos do plano. Aproveite e encontre as equacdes paramétricas das trés retas que passam pelos

pontos dados e que estejam contidas no plano.
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9. Considere o vetor AB, com A=(2,4) e B(3,6). Sabendo-se que uma circunferéncia A tem cento

em A e raio igual ao modulo do vetor AB, encontre sua equagdo reduzida e geral. Faga uma

figura no R?. Faga uma figura no R>, claro que as cotas dos pontos dados sio iguais a zero.

10. Considere o vetor ﬁ, com A=(2,4,1) e B(3,6,2). Sabendo-se que uma circunferéncia A tem

. . ’ ¢ ~ .
cento em A e raio igual ao modulo do vetor AB, encontre sua equacgdo reduzida. Faca uma

figura.
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As oficinas foram elaboradas com o objetivo de auxiliar na aprendizagem dos

nossos alunos. A sugestdo ¢ de executar essas atividades no Laboratério de Geometria, ou em

sala de aula. Para sua execucdo sdo necessarios a utiliza¢do dos instrumentos de geometria:

Régua (30cm), esquadros (30°45° e 60°), transferidor, compasso, gabaritos de figuras

geométricas basicas, papel milimetrado, cartolinas e papel cartdo Parand (2mm).

6.4 - OFICINA I — Vetores no R}

Construgdo do espago R3. Com o papel cartdo Panama o aluno devera cortar trés

quadrados de 30cm de lado e, usando uma régua desenhar quadrinhos com 1 c¢cm de lado nas

trés pegas cortadas anteriormente. Colar as trés pecas planas, compondo os trés planos: XY

(base), XZ e YZ, obedecendo os eixos padrdes. Este é o primeiro octante.

o Atividade I: Identificar os sinais de cada coordenada dos pontos pertencentes a

cada octante.

o Atividade II: Identificar os sinais das coordenadas dos pontos colocados sobre

os eixos coordenados.

o Atividade III: Identificar visualmente a que octante, ou eixo, pertence um ponto

apresentado pelo professor.

o Atividade IV: Usando o WinPlot, construir vetores no R3, sendo dadas suas

coordenadas.

o Atividade V: Usando a cartolina, construir, numa folha de papel milimetrado,

vetores com modulo, sentido e diregdo previamente determinados pelo

professor. Colar tais vetores no espaco R3. Aqui é necessario o uso do

transferidor para marcar os angulos do vetor com cada plano do R? (angulos

diretores).
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6.5 - OFICINA II — Operacdes com Vetores no R>

Nesta oficina faremos uso dos instrumentos de desenho geométrico: Régua,
transferidor, esquadros, compasso e papel milimetrado. O uso de uma calculadora cientifica

sera bem vinda, ou o aplicativo “Math Helper Lite”.

o Atividade I: Desenhar trés vetores quaisquer no papel milimetrado. Usando
régua e compasso, identificar os modulos e dire¢des de cada vetor.

o Atividade II: Usando o método geométrico de soma de vetores, construir um
novo vetor como soma de dois dos trés que foram desenhados. Encontrar suas
caracteristicas (mddulo, dire¢do e sentido) geométricas.

o Atividade III: Qual a drea dos triangulos da Atividade II? Aqui o aluno devera
o método da aproximacao, por falta e por excesso.

o Atividade IV: Calcular a area de cada tridngulo usando o produto vetorial.
Comparar os resultados obtidos na Atividade III.

e Atividade V: Usando os vetores da Atividade I, encontrar um outro vetor que ¢
a diferenca de dois quaisquer. Caracteriza-los (modulo, dire¢@o e sentido)

o Atividade VI: Calcular a area aproximada, por excesso, e por falta. Calcular a
area usando o célculo vetorial.

e Atividade VII: Comprovar o teorema de Thales que diz: “A soma dos dngulos
internos de um triangulo qualquer é 180° .

o Atividade VIII: Transferir todos os vetores da Atividade I para o plano
Cartesiano. Representd-los na forma pontual e candnica. Comprove os
resultados obtidos geometricamente nas Atividades Il e V, procurando justificar

analiticamente seus resultados.
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6.6 - OFICINA III — Operag¢des com Vetores no R*

Nesta Oficina faremos uso do sistema tridimensional que o aluno construiu com

papel cartdo Panama na Oficina I.

Atividade I: Com um tablete de sabdo na forma de um paralelepipedo inseri-lo
no primeiro octante. Anotar todas as coordenadas de seus vértices, indicando-as
por letras maiusculas do nosso alfabeto.

Atividade II: Representar cada aresta por um vetor e caracteriza-los quanto ao
modulo, direcdo e sentido.

Atividade III: Calcular a diagonal do tablete de sabao.

Atividade 1V: Calcular as areas laterais e total do tablete de sabdo. Usar a
algebra vetorial.

Atividade V: Calcular o volume do tablete de sabao. Usar a algebra vetorial.
Atividade VI: Comprovar a validade dos resultados obtidos nas Atividades IV
e V, usando o calculo de area e volume de um paralelepipedo na geometria
espacial tradicional.

Atividade VII: Executar as mesmas atividades anteriores, sé que duas
superficies opostas do tablete de sabdo deverdo sofrer dois cortes planos

paralelos, porém obliquos.
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Consideracoes Finais

O que nos motivou para a realizag¢do deste trabalho foi, a assustadora constatagao
da grande lacuna existente na formag¢do do modo matematico de pensar dos alunos do ensino
médio, de uma forma precisa e na utilizacdo de resultados que, em sua grande parte foi sonegada
a oportunidade da constru¢do de demonstragdes que fossem, ao mesmo tempo, faceis de
entender todas as etapas da demonstracdo, porém sem perder o rigor que € exigido em
matematica. O aluno ¢ treinado para usar férmulas prontas, mas incapaz de deduzi-las e isso
pode ser a grande distancia entre o aprendizado efetivo e a “decoreba”, ou seja, os alunos sdo
expostos quase exclusivamente aos algoritmos de matematica para executa-los mecanicamente,
sem compreender o seu real significado e com absoluto descaso por suas condi¢des de validade,
cujos resultados o ENEM, Saeb, OBMEP e outros instrumentos que os 6rgdos governamentais
usam para avaliar o ensino médio, demonstram ser baixos.

Desta forma, expomos uma proposta para o ensino médio, a Algebra Vetorial, com
o intuito de resgatar na sala de aula os principios basicos de argumentagdo, levantar hipotese,
usar axiomas, ou postulados, como base para demonstragdes, ou seja desenvolver um raciocinio
logico dedutivo. Estes sdo processos elementares usados em geometria e andlise matematica.
Acreditamos que a Algebra Vetorial vem suprir esta lacuna, tornando as demonstrac¢des faceis
e sofisticadas.

Aqui apresentamos os principais resultados de geometria plana, espacial e analitica,
cujas demonstragdes se tornaram acessiveis aos alunos do ensino médio. Suas aplica¢des em
fisica e engenharia s3o puras extensdes dos resultados obtidos.

Estendemos os resultados da geometria espacial e analitica do R? para o R>, por
compreendermos que ai o aluno ird desenvolver um grau de abstragdo, ou vis@o espacial, maior,
cuja aplicagdo ¢ mais palpavel, pois tudo o que fazemos € no 3-espaco, e isso facilita no
processo construtivo de seu aprendizado.

As atividades e oficinas que foram desenvolvidas, tem como objetivo auxilid-los no
processo construtivo de sua aprendizagem, pois elas foram elaboradas levando em consideragdo
a Taxionomia de Bloom, onde tentamos associar uma situacdo-problema com uma atividade
pratica, passando de um exercicio para outro com grau de dificuldade mais elevado.

Fica o desafio de buscar novas maneira de incrementar o processo de ensino-
aprendizagem que tanto motiva o professor enquanto educador. E sabido que, o que fora
exposto, ndo esgota, obviamente, todas as possibilidades de explorar o conteudo e sua
metodologia para facilitar o aprendizado, mas que sirva de motivagdo para a busca incessante
por aperfeicoamento profissional.
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