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Resumo

Em nosso dia-a-dia em sala de aula, temos observado que os estudantes véem a Tri-
gonometria como um complicado desafio, obscuro e dificil de ser compreendido. Assim,
o entendimento das razoes trigonométricas, tanto no triangulo retangulo quanto no ciclo
trigonométrico, fica bastante comprometido. Pensando nisso e na necessidade de uma
mudanca nesse panorama, desenvolvemos uma proposta para o ensino da Trigonometria
a partir do software de geometria dinamica GeoGebra. Acreditamos que o bom uso dessa
tecnologia pode realmente alcancar os objetivos que nao temos conseguido obter com os
métodos tradicionais, até porque traz uma motivagao extra para os alunos. Utilizando um
software de geometria dinamica, o aluno pode fazer varios testes com uma sé construcao.
Ja nos métodos tradicionais, utilizando régua e compasso para a construcao dos objetos
geométricos, o aluno precisara fazer uma construcao para cada teste. Assim, o aluno terd
mais chances para compreender a natureza e as propriedades dos objetos geométricos que
estiverem estudando. A partir disto, pretendemos apresentar indicacoes de fundamentos
e de procedimentos da pratica pedagdgica em Trigonometria que, se utilizados, traduzem,
na pratica, o principio de estarmos interessados em que os nossos alunos aprendam e
se desenvolvam, tanto individual como coletivamente, resultando em avancos quanto ao

aprendizado do tema em questao.

Palavras Chaves: Trigonometria. Fungoes Trigonométricas. GeoGebra.
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Abstract

In our daily routine, it was observed that students see Trigonometry as a complicated
challenge, obscure and difficult to understand. Thus, the trigonometric ratios unders-
tanding, both considering the right triangle as the trigonometric cycle is significantly
compromised. Thinking about this and the need of a change in this scenario, it was de-
veloped a proposal for teaching Trigonometry based on the dynamic geometry software
GeoGebra. We believe that the appropriated use of this technology can allow the achieve-
ment of the desired goals not reached using the traditional methods, because it brings an
extra motivation for students. Using a dynamic geometry software, students can perform
several tests with a single set. Already on traditional methods, using a ruler and compass
for the construction of geometric objects, the student will need to do a different set for
each test. Thus, students will have more opportunities to understand the nature and
the studied geometric objects properties. From this, it is intended to present fundamen-
tal aspects and procedures of Trigonometry teaching practice which, if correctly used,
can translate into practice the principles that are considered interesting for the students
learn and development, both individually and collectively, resulting in advances in the

Trigonometry learning.

Keywords: Trigonometry. Trigonometric Functions. GeoGebra.
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Introducao

Com o passar dos anos e nossa vivencia em sala de aula, temos percebido que a
Trigonometria é um dos assuntos considerados de mais dificil absor¢ao por parte dos
nossos alunos. E certo que essa dificuldade nao se restringe a esse tema. Para a maioria
dos alunos, a Matematica é tida como “a disciplina mais dificil”, chegando a ser odiada por
uma boa parte deles. Pensando nisso, tentamos rever a nossa pratica pedagdgica, tentando
criar algo que possa inovar as nossas aulas e fazer com que nossos alunos consigam enxergar
a Matematica como uma disciplina mais atraente e que possam aprender mais sobre o
assunto estudado.

Mas como escolher o foco do nosso trabalho vendo que os alunos tém dificuldades em
tantos temas diferentes referentes a Matematica?

Para a escolha do tema do nosso trabalho, levamos em consideragao o fato de a Tri-
gonometria ser um ramo da Matematica que alia conhecimentos relativos a Algebra e
a Geometria. Também suas aplicagoes sao muito importantes para a nossa sociedade,
como por exemplo para medir distancias, comprimentos e profundidades inacessiveis. Na
Fisica, na Geografia e na Astronomia seu uso também é imprescindivel.

Tendo tudo isso em vista, buscamos desenvolver uma proposta para o ensino da Trigo-
nometria que possa ajudar os nossos alunos a aprender e se desenvolver, tanto individual
como coletivamente. Para tanto, sugerimos o uso do software de geometria dinamica
GeoGebra.

O termo “geometria dinamica” surgiu para definir um novo, dinamico e interativo
método de ensinar a Geometria e suas propriedades utilizando ambientes computacionais.
Existem véarios softwares no mercado, porém escolhemos o GeoGebra por ser um software
gratuito que alia conhecimentos de Geometria e de Algebra, podendo ser utilizado desde a
escola primaria até o nivel universitario, pois da suporte para uso na geometria interativa,
na algebra, na estatistica e como um software de calculo.

O nosso trabalho estd dividido em cinco capitulos.

No primeiro capitulo, faremos um breve relato sobre a histéria e o surgimento da
Trigonometria, mostrando que foram varias as civilizacoes que contribuiram para o seu
desenvolvimento. Em seguida, faremos uma abordagem sobre o ensino e a aprendizagem
da Trigonometria. Para justificar a escolha do nosso tema, aplicamos um questionério
com varios alunos de uma escola publica da nossa cidade, a maioria cursando a terceira
série do Ensino Médio. Os resultados mostram que a escolha foi acertada e que temos
muito trabalho a fazer. Entao, falaremos um pouco sobre o uso das tecnologias no en-
sino de Matematica e de Trigonometria, apresentando o software GeoGebra. O uso do
GeoGebra tem por objetivo ajudar os alunos a visualizar e interpretar as representacoes

geométricas, relacionando o uso das ferramentas deste software com os conceitos dos



conteudos trigonométricos.

No segundo capitulo traremos uma breve abordagem sobre a Trigonometria no triangulo
retangulo. Daremos o conceito de triangulo retangulo e definiremos as razoes trigo-
nométricas a partir do mesmo. Também calcularemos os valores das razoes trigonométricas
para os angulos de 30°, 45° e 60° e mostraremos algumas de suas aplicacoes.

O terceiro capitulo serd dedicado as funcgoes. Apresentaremos varias de suas proprie-
dades, tendo o cuidado de acabar com alguns “vicios de linguagem” que muitas vezes sao
utilizados em sala de aula.

No quarto capitulo, apresentaremos as fungoes trigonométricas. Partindo da funcao
de Euler, definiremos as fungoes seno e cosseno como funcgoes reais de uma variavel real,
também chamadas de fungoes de R em R, e, a partir destas, as demais fungoes trigo-
nométricas. Apresentaremos o conceito de radiano. Apresentaremos também a Analise
de Fourier, que é uma das técnicas matematicas mais utilizadas na pratica hoje em dia.

No tltimo capitulo, apresentaremos uma proposta de aulas baseada em uma série de
atividades onde o software GeoGebra é usado como um ambiente de aprendizagem. Acre-
ditamos que este recurso didatico pode ajudar os professores do Ensino Médio a melhorar
o nivel de aprendizado dos seus alunos nas aulas de Trigonometria e, mais especificamente,
a entender melhor as propriedades relacionadas as fungoes trigonométricas.

Acreditamos que este trabalho possui um carater inovador para nds, professores do

Ensino Basico, para nossos alunos e para nossa escola.



1 A Trigonometria

Neste capitulo, faremos um breve relato sobre a histdria e o surgimento da Trigono-
metria, mostrando que foram véarias as civilizagoes que contribuiram para o seu desen-
volvimento. Em seguida, faremos uma abordagem sobre o ensino e a aprendizagem da
Trigonometria, apresentando em seguida o software GeoGebra, que serd o aporte principal

do nosso trabalho.

1.1 Um pouco de Histéria

A Trigonometria é um ramo da Matematica que estuda as relacoes entre as medidas de
lados e angulos e as demais propriedades de triangulos. Para lidar com figuras geométricas
planas, temos a Trigonometria Plana. Ja para superficies curvas, temos a Trigonometria
Esférica e a Hiperbdlica.

A Trigonometria possui muitas aplicacoes na Matematica e na Fisica, bem como
aplicacoes praticas, como em sistemas de navegagdo, na Astronomia (para estimar a
distancia das estrelas mais préximas, por exemplo) e na Geografia (para estimar distancias
entre divisas). Seu desenvolvimento nao se deve a um sé homem ou uma sé nagao e re-
monta milhares de anos, tendo a contribuicao de todas as grandes civilizagoes. Se a
tomarmos como estudada hoje, teria origem no século XVII, com o desenvolvimento do
simbolismo algébrico; mas se a tomarmos para significar a Geometria acoplada a Astro-
nomia, sua origem seria no século II a.C., embora existam registros anteriores de seu uso.
Segundo Eves (1997), um certo niimero de papiros egipcios resistiu ao desgaste do tempo
por mais de 3500 anos. O mais extenso dos de natureza matematica foi comprado em
1858 numa cidade a beira do rio Nilo por um escocés chamado Henry Rhind e é por isto
chamado Papiro Rhind, que hoje encontra-se no Museu de Londres.
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Figura 1 — Uma parte do Papiro Rhind

Na Figura 1 podemos ver uma imagem do Papiro Rhind, retirada de Pombo (2002).



As vezes é chamado de Papiro Ahmes, em homenagem ao escriba que o copiou por
volta de 1650 a.C. Segundo o escriba, o material provém de cerca de 2000 a 1800 a.C.
Este papiro possui cerca de 84 problemas, dos quais quatro utilizam o termo seqt de um
angulo. O significado deste termo nao fica claro no papiro, porém pensa-se ser equivalente
a cotangente de um angulo, j4 que na construcao das piramides os egipcios introduziram

este conceito como sendo a razao entre o afastamento horizontal e a elevagao vertical.

Além do uso da Trigonometria na construcao das piramides, os egipcios introduziram
a idéia do “reldgio de sol”, que consistia em associar sombras produzidas por uma vara
vertical a sequéncias numéricas, relacionando entao seus comprimentos com as horas do
dia.

Porém, os primeiros vestigios da Trigonometria surgiram também na Babilonia. Os
babilonios foram excelentes astronomos, tanto por razoes religiosas como também devido
ao calendario e as épocas de plantio. Eles estudaram as fases da lua, os pontos cardeais
e as estacoes do ano através de triangulos e desenvolveram um sistema de unidades de

medidas e uma escala.

No Oriente também encontram-se vestigios de uma Trigonometria primitiva. Na
China, por volta de 1110 a.C., os triangulos retangulos eram usados para medir distancias,
comprimentos e profundidades e ha evidéncias do conhecimento das relagoes trigonomé-
tricas e do conceito de angulo. Ainda na China antiga, no século III d.C., Lin Hui ja

aplicava o Teorema de Pitagoras.

Na Grécia, a primeira aplicagao documentada da Trigonometria é de cerca de 180 a.C.,
quando Hipsicles, influenciado pela cultura babilonica, dividiu o zodiaco em 360 partes.
O astronomo, construtor, cartégrafo e matematico grego Hiparco de Nicéia (190 — 126 a.
C.) é considerado o pai da Trigonometria, pois foi o primeiro a desenvolver uma tabela
trigonométrica, na qual constavam valores de uma série de angulos. Para isto, utilizou
idéias pioneiras dos babilonios da divisao do circulo em 360 partes iguais e da divisao do

grau em sessenta minutos de sessenta segundos.

Hiparco pertencia a Escola de Alexandria e é também considerado o fundador da
Astronomia Cientifica. Ele utilizou sua tabela trigonométrica em seus estudos em As-
tronomia e conseguiu melhoramentos em constantes astronomicas importantes, como a
duragao do dia e do ano, por exemplo. Esta ultima com uma margem de erro de 6 minu-
tos. Assim, pode fazer previsoes de eclipses, tanto do sol como da lua, com uma precisao
jamais vista anteriormente. Deixou a previsao dos eclipses futuros por 600 anos. Foi ele
quem criou o primeiro astrolabio, com o qual podia medir a distancia de qualquer astro em
relacao ao horizonte. Foi ele também quem desenvolveu o sistema de localizagao baseado
em latitude e longitude, dividindo o planeta em zonas climéticas. Além de produzir a
inovadora tabela de cordas, Hiparco inventou um método para a resolucao de triangulos
esféricos. Inventou também uma régua graduada, com um guia e um cursor, usada para

medir angulos. Usou-a para medir o diametro aparente do sol e da lua e determinou as
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coordenadas celestes das estrelas.

Segundo Costa (2003), “o primeiro trabalho impresso em Trigonometria foi a Tabula
Directionum de Regiomontanus®, publicado em Nuremberg certamente antes de 1485,
pois a segunda edicao data deste ano em Veneza.”

A nossa palavra moderna seno é derivada do latim sinus, que significa “baia”. Isso
se deve a uma traducao erronea do sanscrito jiva. Aryabhata, matematico indiano que
viveu entre os anos de 476 e 550, usou o termo ardha-jiva (meia-corda), que foi abreviada
para jiva e entao transliterada pelos arabes como jiba. Tradutores europeus do século XII
confundiram jiba com jaib, que significa bafa. Isto ocorreu provavelmente porque jiba e
jaib sao escritas da mesma forma na escrita arabica.

Até entao, a Trigonometria era baseada no estudo da relacao entre um arco arbitrario
e sua corda. Foi a partir de estudos sobre o célculo do comprimento de cordas que Hiparco
desenvolveu sua tabela trigonométrica. Dados um circulo e um arco nesse circulo, a corda
¢ a linha que subtende o arco. Uma vez conhecido o valor do comprimento de uma corda,
pode-se calcular o seno da metade do arco, pois a metade do comprimento da corda
dividido pelo comprimento do raio do circulo nos da esse valor. Consequentemente, a
operacao seno ¢ também conhecida como “meia-corda”. Devido a essa relacao, muitas
das identidades trigonométricas e teoremas conhecidos hoje também eram conhecidos na
antiguidade, mas na sua forma equivalente de corda.

A palavra cosseno surgiu apenas no século XVII como sendo o seno do complemento
de um angulo. Os conceitos de seno e cosseno eram, entao, utilizados para resolver
problemas relativos a Astronomia.

O conceito de tangente surgiu da necessidade de calcular alturas e distancias. Na
Figura 2, podemos ver que o termo tangente tem significado claro, pois a tangente de um
angulo « ¢ a razao entre o segmento da tangente t, compreendida entre a extremidade do

raio, que é um dos lados do angulo, e o prolongamento s do outro lado do angulo.

Figura 2 — Uma justificativa para os termos tangente e secante

1 Regiomontanus, ou Johannes Muller von Kronigsberg, foi um matemético, astrélogo e astronomo

alemao que viveu entre os anos de 1436 e 1476.



Ja a secante de um angulo « é a razao entre a hipotenusa s do triangulo retangulo,
cujos catetos sao o raio r e o segmento de tangente ¢, e o raio r. Como o segmento de
reta s corta o circulo, a denominacao secante se justifica.

Os termos cotangente e cossecante, assim como a denominacao do cosseno, representam
a tangente e a secante do arco complemetar.

Surgiam assim as razoes trigonométricas. Com a criacao do Caélculo Infinitesimal
e da Analise Matematica, foram definidas funcgoes reais de varidveis reais cujos valores
coincidem com as razoes trigonométricas conhecidas.

O primeiro a definir estas seis relagoes como fungoes de angulo e a entendé-las como
razoes foi Joachim Rhaeticus (1514 — 1574), matematico e médico austriaco, em sua obra
Canon Doctrinae Triangulorum, em 1551, embora ele nao as tenha nomeado. Ele foi o
primeiro a organizar as tabuas em semiquadrantes e calculou os valores de senos, cossenos
e tangentes de angulos até 45°.

Porém, s6 em 1748 a Trigonometria tomou a forma como conhecemos hoje. Isso
apos Euler (1707 — 1783) adotar a medida do raio de um circulo como unidade e definir
essas relagoes como fungoes de um niimero e nao mais de um angulo. Para Lima (1991),
“a funcdo de Euler (...) que possibilita encontrar senx e cosz, como fungdo de uma
variavel real z, abriu para a Trigonometria as portas da Analise Matematica e de iniimeras
aplicagoes as Ciéncias Fisicas”.

Mais a frente, apresentaremos essa tao importante funcao.

1.2 O ensino-aprendizagem de Trigonometria

Com o passar dos anos, temos notado que as praticas de ensino que vém sendo uti-
lizadas em nossas escolas de nivel basico apenas apresentam aos alunos uma série de
conceitos ja sistematizados, fazendo com que os alunos sejam meros espectadores e tor-
nando o professor apenas a figura da pessoa mais indicada para apresentar esses conceitos.
Acreditamos, e este é o objetivo deste trabalho, que esse processo deve passar por uma
mudanca, de modo a permitir que o aluno seja um co-produtor do seu conhecimento.

Segundo Thompson (1992), para muitos individuos, a Matematica nao passa de “uma
disciplina com resultados precisos e procedimentos infaliveis, cujos elementos fundamen-
tais sao as operagoes aritméticas, procedimentos algébricos, definicoes e teoremas geomé-
tricos”.

Sob essa visao, a Matematica é uma ciéncia com conteudo fixo, pronta, acabada,
onde o aluno nao tem espaco para mostrar sua criatividade. E varios mitos se criaram
em torno disto, como o de que a Matematica é a disciplina “mais dificil”, tornando-se
“odiada” pelos alunos.

Segundo os PCN (2001, p.29), “muitos acreditam que a Matematica é direcionada as

pessoas mais talentosas e também que essa forma de conhecimento é produzida exclusi-
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vamente por grupos sociais ou sociedades mais desenvolvidas.”

Embora saibamos que essas idéias sao equivocadas, elas geram tais mitos, que se
refletem enormemente na escola, ja que a Matemdatica é uma das areas com maiores
indices de reprovacao no Ensino Bésico.

Mas, entao, que visao devemos ter da Matematica?

Hoje, faz-se mais do que necessario que vejamos a Matematica como uma disciplina
investigativa. Para Ernest (1991), o conhecimento matematico evolui da resolugao de
problemas provenientes da realidade ou da prépria construcao matematica. Seguindo esta
linha, a evolucao dos alunos se daria a partir da investigagao e resolucao de problemas,
cabendo ao professor entender que a Matematica deve ser 1til aos alunos, ajudando-os,
de alguma forma, a entender sua realidade.

Assim, nosso grande desafio, como professores, é tentar verter esta visao da Ma-
tematica para o ensino, ja que os alunos, em geral, “nao véem a Matematica como a
disciplina que ela é, com espaco para a criatividade e muita emocao” (D’AMBROSIO,
1993). Cabe a nés buscarmos novas metodologias de ensino e acabar com os mitos acima
citados, mostrando aos alunos o por qué e para qué estudar Matematica.

Sabemos que varios governos tém realizados esforcos e investido na formacao de pro-
fessores, dando auxilio para que eles possam modificar suas metodologias e incorporar
novas praticas de ensino. Porém, os resultados alcancados nao sao, ainda, os esperados.

Trazendo isto para o ensino da Trigonometria, temos observado em nosso dia-a-dia
em sala de aula que os estudantes a tem como um desafio complicado, algo obscuro e
dificil de compreender, o que dificulta muito a resolucao de problemas. Com o passar dos
anos, tem-se observado que as dificuldades comecam na prépria definicao de triangulo
retangulo. Boa parte dos alunos nao consegue sequer identificar os elementos bésicos do
triangulo, como hipotenusa e cateto oposto ou adjacente a um dado angulo. Com isso,
o entendimento das razoes trigonométricas, tanto no triangulo retangulo quanto no ciclo
trigonométrico, fica bastante comprometido. Para exemplificar o que foi dito, aplicamos
um questionario relativo a esses conhecimentos com 69 alunos do Ensino Médio de uma
das escolas estaduais de nossa cidade, sendo 10 alunos da segunda série e 59 da terceira.

As idades desses alunos sao apresentadas na tabela abaixo.

Idade | 16 | 17 [ 18 | 19 | 20 | 21 | 23 | 25 | 28 | 32 | 42 | 45 | Nao declarou
Alunos | 4 |13 |23 /104 |5 |1 |2 ]2 1]1]1 2

O questionario era bastante simples. Constava de apenas trés questoes de muito sim-
ples resolucao. Nosso objetivo era justamente mostrar que nossos alunos nao conseguem
entender os conceitos mais simples referentes ao tema que resolvemos estudar.

Na primeira questao, perguntamos “o que é um triangulo retangulo?” Os resultados

foram os seguintes:



Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 33 33 3
Percentual 47,8 47,8 4,4

Na segunda questao, apresentamos um triangulo retangulo de hipotenusa c e catetos
a e b, sendo o cateto a oposto ao angulo « e o cateto b oposto ao angulo . A respeito

deste triangulo fizemos cinco perguntas. Na primeira, perguntamos qual a hipotenusa do

triangulo. Vejamos os resultados:

Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 44 13 12
Percentual 63,8 18,9 17,3
A segunda pergunta pedia o cateto oposto ao angulo a.
Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 37 24 8
Percentual 53,6 34,8 11,6

Na terceira pergunta, pedimos o cateto oposto ao angulo 5. Os resultados foram os

seguintes:
Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 39 26 4
Percentual 56,5 37,7 5,8

Em seguida, pedimos que eles identificassem o cateto adjacente ao angulo a. Mais

uma vez a maioria deixou a questao em branco.

Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 42 18 9
Percentual 60,9 26,1 13,0

Por 1ultimo, pedimos que eles identificassem o cateto adjacente ao angulo 5. Os mesmos

42 alunos que deixaram a pergunta anterior em branco fizeram o mesmo nessa questao.

Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 42 20 7
Percentual 60,9 29 10,1

A terceira questao é aquela que me parecia mais simples.

Apresentamos um ciclo

trigonométrico em branco e pedimos que eles identificassem o segundo quadrante. FEssa

foi a tinica questao em que a maioria nao deixou em branco. “Apenas” 3 dos alunos nao

a responderam.
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Resultado | Deixou em Branco | Errou | Acertou
Alunos 21 39 7
Percentual 33,3 56,5 10,1

Vale salientar que nenhum aluno respondeu corretamente todo o questionério e que
10 alunos deixaram o questionario totalmente em branco.

Nos chamaram a atencao algumas respostas bem esdrixulas, como por exemplo “um
triangulo retangulo é um triangulo que parece uma piramide” ou “um triangulo retangulo
¢é formado por trés retangulos de tamanhos diferentes” ou entao “um triangulo retangulo é
uma fracao” ou ainda “um triangulo retangulo é formado por trés retas tridimensionais”,
mostrando que eles nao tinham a minima idéia do que estavam falando.

Com isso, fica evidenciado que hé algum problema na pratica pedagdgica dos nossos
professores da Educacao Basica. Mas o que vem a ser essa pratica pedagdgica?

H4 vérios conceitos e defini¢oes para a préatica pedagdgica. Para Costa e Bujes (1987,
p.120), “por prética pedagdigica entende-se todo o movimento do professor no ambito de
sua acao especifica, que envolve um gradativo processo de conscientizacao e de reflexao,
originado das atividades do cotidiano e dos problemas ai identificados.”

«

Baldin (1986) conceitua pratica pedagdgica como “...o efetivo exercicio da atividade
pratica do professor dentro e fora de sala de aula...”

Encaremos, entao, a pratica pedagogica como a descricao da vivéncia do professor,
exercida tanto no interior como fora da sala de aula.

E importante que fagcamos esta andlise da pratica pedagdgica, pois é algo que se coloca
constantemente diante de nés, como educadores, e a partir desta andlise podemos chegar
mais perto do verdadeiro significado da educacao para um determinado grupo social.
(ANDRE, 1988)

A partir disto, pretendemos, com este estudo, apresentar indicacées de fundamentos
e de procedimentos da pratica pedagogica em Trigonometria que, se utilizados, traduzem
na pratica o principio de estarmos interessados em que os nossos alunos aprendam e se
desenvolvam, tanto individual como coletivamente. Para tanto, vamos sugerir o uso de

tecnologias digitais que resultem em avancos quanto ao aprendizado do tema em questao.

1.3 O uso de tecnologias no ensino de Trigonometria

As tecnologias, em todas as suas formas, constituem um dos principais agentes de
transformacao da nossa sociedade. A informaética, por exemplo, tem influenciado até na
escrita e na leitura das pessoas. Sendo assim, surge mais um desafio para nés, como
professores: incorporar esses recursos ao nosso trabalho.

Desde os tempos mais remotos, a humanidade procura métodos para automatizar a
rotina dos cédlculos. Como exemplo, temos o uso das maos na contagem, as calculadoras

megaldticas (hd 4000 anos), os dbacos (hé 2500 anos) e as réguas de célculo (ha 400 anos).
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As calculadoras e os computadores hoje em dia ja estao sendo bastante utilizados nas es-
colas, inclusive em algumas escolas publicas. O uso desses recursos pode ser bastante
importante, pois relativiza a importancia do calculo mecanico, ja que existem instrumen-
tos que podem realizar tais calculos de uma forma pratica e rapida. O computador, por
exemplo, é uma fonte incrivel de informacao e constitui um poderoso recurso para ali-
mentar o processo de ensino e aprendizagem. Utilizando-se de alguns softwares, pode-se
estimular os alunos a pensar, refletir e criar solucoes para determinadas situacoes. Porém,
devemos ter cuidado ao escolher esses softwares. A escolha deve ser feita de acordo com
os objetivos que se pretende alcancgar, bem como com a concepcao de conhecimento que
orienta o processo. (PCN, 2001, p.44)

Também é importante salientarmos que a idéia de que o computador viria a substituir
o professor é totalmente insana. O seu uso, muito pelo contrario, reforca o papel do

professor na preparacao, conducao e avaliagao do processo de ensino e aprendizagem.

A utilizacao desse tipo de recurso no processo de ensino e aprendizagem de Matematica
pode contribuir para o desenvolvimento de atividades ricas em sala de aula, deixando
claro que os alunos devem ser estimulados a desenvolver suas capacidades criticas e que
o professor seja valorizado na condicao de que s6 ele pode desempenhar corretamente o

papel de criar, conduzir e aperfeigoar as situacoes de aprendizagem.

Para o ensino da Matematica, uma quantidade cada vez maior de softwares vem
sendo criados e postos em pratica no dia-a-dia das escolas, sendo a maioria deles na area
de geometria, permitindo a construgao precisa de muitos objetos geométricos. Partindo
disso, criou-se o termo Geometria Dinamica, nao para definir uma “nova Geometria”, mas
para definir um novo, dinamico e interativo método de representar objetos geométricos e

suas propriedades utilizando ambientes computacionais.

Para nds, o bom uso dessa tecnologia pode realmente alcancar os objetivos que nao
temos conseguido obter com os métodos tradicionais, até porque traz uma motivacao
extra para os alunos. Porém, sentimos que muitos professores tém uma certa aversao
a isso, tratando o computador como um problema a mais para administrar em sala de
aula. Muitas sao as causas que levam a essa aversao, entre elas, a falta de formacao
para o uso dessa tecnologia, apoio técnico para o uso do computador, apoio pedagdgico
para o planejamento das aulas com esse recurso e, principalmente, o receio de sair da
“zona de conforto” que é proporcionada por aulas bem planejadas e conduzidas da forma
tradicional ou inovadoras, mas sem o uso de recursos computacionais, para a ‘“zona de
risco”, que é uma aula em um ambiente computacional, onde o aluno pode ser levado a
ser mais ativo, critico e responsavel pela sua aprendizagem, e onde o planejamento inicial

da aula realizado pelo professor, muitas vezes, precisa ser refeito enquanto a aula esta se
desenvolvendo. (SKOVSMOSE, 2000)

Utilizando um software de geometria dinamica, o aluno pode fazer vérios testes com

uma so construcao. Ja nos métodos tradicionais, utilizando régua e compasso para a
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construcao dos objetos geométricos, o aluno precisara fazer uma construcao para cada
teste. Para nds, esta é a maior vantagem do uso da geometria dinamica sobre os métodos
tradicionais, pois realizando uma maior quantidade de testes, o aluno tera mais chances
para compreender a natureza e as propriedades dos objetos geométricos que estiverem
estudando.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, escolhemos o software GeoGebra.

O Geogebra ¢ um software de matematica dinamica para a aprendizagem e o ensino.
Aliando conceitos de geometria e de dlgebra (dai o nome GeoGebra), pode ser utilizado
desde a escola primaria até o nivel universitario, pois da suporte para uso na geometria
interativa, tanto 2D quanto 3D, na algebra, na estatistica e como um software de céalculo.

Criado em 2001 na Universidade de Salzburgo por Markus Hohenwarter?, o projeto tem
por objetivo a utilizacao em sala de aula. Retne dinamicamente aritmética, geometria,
algebra, calculo e analise.

O software permite a criacao de diversos tipos de construgoes geométricas utilizando
elementos basicos como pontos, retas e poligonos. O melhor é que permite alterar todos
esses elementos de forma dinamica, mesmo apds a construcao ter sido finalizada, permi-
tindo a observacao de varios conceitos e propriedades. Permite também inserir funcoes,
equacoes e coordenadas, sendo capaz de lidar com variaveis para nimeros, pontos e ve-
tores, possibilitando que o aluno possa visualizar ao mesmo tempo as caracteristicas
geométricas e algébricas de um determinado elemento.

Com o GeoGebra também é possivel derivar, integrar, encontrar as raizes e os pontos
extremos de uma funcao. Varias das figuras apresentadas em nosso trabalho foram feitas
com o seu auxilio.

Dentre suas vantagens, estd o fato de o GeoGebra ser escrito na linguagem Java, o que
permite seu uso em diversos sistemas operacionais. E mais ainda, o GeoGebra ¢é gratuito
e pode ser encontrado na pagina oficial do projeto: http://www.geogebra.org.

Segundo seu criador, o “GeoGebra é uma forma de mostrar a matematica de uma
maneira interativa para que os estudantes possam ter uma experiéncia em primeira mao
da matemética” (MAYRA, 2012).

Hoje, o software encontra-se em desenvolvimento na Universidade Atlantica da Flérida
e seu site oficial recebe mais de 20000 acessos por dia. Estéd traduzido em 70 idiomas e é
usado em 190 paises. Uma versao do GeoGebra para tablets ja encontra-se disponivel e

uma versao para smartphones também ja é aguardada.

2 Austriaco, professor de Educacio Matematica na Universidade de Linz, desenvolveu o GeoGebra

como parte de sua dissertacao de mestrado.
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2 Trigonometria no triangulo retangulo

Neste capitulo, vamos apresentar uma breve abordagem sobre a Trigonometria no
triangulo retangulo, relacionando alguns conceitos e relagoes importantes e mostrando

algumas de suas aplicagoes.

2.1 O triangulo retangulo

Como falamos anteriormente, as dificuldades no Ensino da Trigonometria comecam
pela propria defini¢cao do triangulo retangulo, a qual muitos alunos desconhecem. Também
os seus elementos basicos sao motivos de preocupagao para os nossos alunos. Facamos,

entao, uma breve revisao acerca desses conceitos.

Definicao 2.1. Chamamos triangulo retangulo a todo triangulo que possui um dangulo

reto, ou seja, um angulo de 90°.

hipotenusa
cateto

cateto

Figura 3 — Triangulo retangulo

Em um triangulo retangulo, os lados adjacentes ao angulo reto sao chamados de catetos

e o lado oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa, conforme a Figura 3.

2.2 Razoes trigonométricas

Imaginemos a seguinte situagao: uma pessoa sobe a rampa representada na Figura 4.

percursa

altura

afastamento

Figura 4 — Triangulo retangulo e o angulo «



Para cada ponto do percurso, temos uma altura e um afastamento correspondentes.
Observando a Figura 5, vamos calcular a razao entre a altura e o afastamento referentes

aos pontos destacados do percurso.

{

Figura 5 — Triangulo retangulo

altura Im 1
Para o ponto A, temos: ——— = — = —.
afastamento  2m 2
It 3 1
Para o ponto B, temos: | arare oM —.
afastamento  6m 2
altura 6m 1

Para o ponto C', temos:

afastamento " 12m

Como podemos ver, para cada ponto do percurso de uma subida, a razao entre a altura
e o afastamento é constante e nao depende do tamanho do triangulo. A essa constante
damos o nome de indice de subida. Quanto maior for o indice de subida, mais ingreme é

a subida.

Agora, observemos as duas rampas da Figura 6.

Figura 6 — Rampas de 45° e 60°

Dizemos que a segunda rampa é mais ingreme do que a primeira, pois seu angulo de

subida é malior.
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Para relacionarmos o angulo de subida com o indice de subida, utilizaremos a palavra
tangente, a qual serd denotada por tan. A tangente do angulo de subida é igual ao indice

de subida. Assim, no triangulo da Figura 4, temos:

altura
tahag = ——mM8M.
afastamento

Levando em consideracao os lados do triangulo retangulo, temos:

medida do cateto oposto ao angulo «
tana =

medida do cateto adjacente ao angulo o

Para essa mesma subida, podemos calcular a razao entre a altura e o percurso. Para
associarmos essa razao ao angulo de subida, usaremos o termo seno, o qual denotaremos

por sen. Assim, no triangulo da Figura 4, temos:

altura
senay = ——
percurso

ou entao

medida do cateto oposto ao angulo «

sena = .
medida da hipotenusa do triangulo

Ao calcularmos a razao entre o afastamento e o percurso, utilizaremos o termo cosseno
para relaciona-la ao angulo de subida. Esse termo serd denotado por cos. Assim, para o

triangulo da Figura 4, temos:

afastamento
cosqy = —m8 ——
percurso

ou entao

medida do cateto adjacente ao angulo «

cosa =
medida da hipotenusa do triangulo

Devemos enfatizar que essas razoes sao constantes e que nao dependem das medidas
dos lados do triangulo e sim do angulo de subida. Utilizando o software GeoGebra, vamos

ilustrar isso com a seguinte construcao:

Construcao 1
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Inicialmente, vamos marcar os vértices do triangulo. No campo entrada, digite, por

exemplo, (0,0),(5,0) e (5,4). Pressione enter apds cada um dos pontos;

com a ferramenta “segmento”, vamos construir os lados do triangulo. Para tanto,
clique sobre os pontos A e B. Em seguida, sobre os pontos B e C' e depois sobre os

pontos A e C;

com o botao direito do mouse, clique sobre os trés lados do triangulo e selecione a

opcao exibir rotulo;

com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos C, B e A. Observe que o angulo

criado mede 90°, comprovando que o triangulo é retangulo;

com o botao direito do mouse, clique sobre o angulo reto e selecione a opcao exibir

rotulo;
com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o lado AC'

com a ferramenta “reta paralela”, clique sobre o lado BC' e em seguida sobre o

ponto D;

com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre o lado AB

e a reta paralela ao lado BC;

com a ferramenta “segmento”, clique sobre os pontos D e F, criando o segmento
DE;

com a ferramenta “segmento”, clique sobre os pontos A e D, criando o segmento
AD:;

Y

com a ferramenta “segmento”, clique sobre os pontos A e E, criando o segmento
AF;

com o botao direito do mouse, clique sobre a reta paralela ao lado BC' e selecione a

opcao exibir objeto;

com o botao direito do mouse, clique sobre o segmento DFE e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie para altura;

com o botao direito do mouse, clique sobre o segmento AD e selecione a opcao

renomear. Renomeie para percurso;

com o botao direito do mouse, clique sobre o segmento AFE e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie para afastamento;

com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos F, A e D,
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e no campo entrada, digite altura/percurso;
e no campo entrada, digite afastamento/percurso;

e no campo entrada, digite altura/afastamento. Essas trés razoes criadas sdo, respec-

tivamente, o seno, o cosseno e a tangente do angulo ZDAFE;

e com a ferramenta “mover”, arraste o ponto D sobre o lado AC'. Observe que o valor

das trés razoes permanece constante, independente da posicao do ponto P;

e agora arraste o ponto C' sobre o plano. Observe que a cada mudanca do angulo, as

trés razoes mudam de valor.

Assim, ilustramos que o seno, o cosseno e a tangente sao trés razoes que nao dependem

dos lados do triangulo, mas sim do angulo em questao.

A tangente de um angulo o também pode ser expressa por

sen o
tana =

cosa

De fato,

cateto oposto

sena hipotenusa
cos «v cateto adjacente

hipotenusa
sen o cateto oposto hipotenusa
COS (v hipotenusa  cateto adjacente
sen « cateto oposto
cos & cateto adjacente
sen o

= tana.

Cos

Sejam « e  dois angulos complementares em um triangulo retangulo, ou seja, a4+ =

90°. Temos que sena = cos 3, cosa =senf e tan = : )
an o

De fato, como a soma dos angulos internos € igual a 180° e o e  sao angulos comple-

mentares de um triangulo retangulo, temos a + 4+ 90° = 180°. Dai, a + 8 = 90°.
b

a
e cosa = —. Por outro lado,
c
1

tan o

Observando a Figura 7, podemos escrever sena =

c

a b b a

sen 3 = — e cos f = —. Além disso, tana = — e tan § = 7
c c a

SIS
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Figura 7 — a + 5 = 90°

2.3 Alguns valores importantes

Nesta se¢ao, vamos calcular os valores de seno, cosseno e tangente para os angulos de
30°, 45° e 60°, chamados de “angulos notaveis”.
Sejam AABC um triangulo equildtero de lado [ e AM a bissetriz interna do angulo

~

A, que é o angulo relativo ao vértice A.

Figura 8 — Triangulo equilatero ABC' de lado [

Observemos na Figura 8 que AM coincide com a altura do triangulo relativa ao angulo

N I3

A, que sabemos medir —.

Considerando o triangulo AAM B, temos:

[

sen 30° = %
30° I 1
sen = —.=
2 1

1

30° = —.

sen 5

Agora vamos calcular o cos 30°:
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cos30° =
cos30° =
cos30° =

Para a tangente, temos:

tan30° =

tan30° =

tan30° =

tan30° =

Agora, calculemos para o angulo de 60°:

sen 60° =
sen 60° =

sen 60° =

Para o cosseno, temos:

cos 60° =

cos 60° =

cos60° =

Agora, vejamos a tangente:
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W3
tan60° = —2—
2
V3 2
tan60° = — - -
o 2 1
tan60° = /3.
1
Observe que sen 30° = cos 60°, cos 30° = sen 60° e tan 30° = ja que 30°4+60° =

tan 60°’
90°.

Consideremos um quadrado ABCD de lado [, como abaixo:

V2,

45° |_

Figura 9 — Quadrado ABCD de lado [

Como podemos ver na Figura 9, AC' é uma diagonal do quadrado. Assim sua medida

é igual a [ V2. Além disso, AC' é também a bissetriz interna do angulo A.

Assim, temos:

‘

sen4hH° =
V2
1
sen4h’ = —
V2
2
sen45° = \/7_

Temos também que:
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‘ o~

cos45° =

o~
HS
(&)

cos4h® = —
V2
2
cos45® = £
2
Temos ainda que:
[
tan45° = Z
tan45° = 1.

2.4 Algumas aplicacoes

A maioria das obras literarias apresentam a origem e o desenvolvimento da Trigono-
metria nos problemas de calculo de distancias entre pontos sobre a superficie da Terra.

Vejamos uma dessas situagoes:
Aplicagao 1

Ao decolar, um aviao sobe formando um angulo de 30° com a pista horizontal. Na
dire¢ao do percurso existe uma torre de transmissao de energia elétrica situada a 3 Km
do aeroporto e com altura igual a 150 m. Verifique se, mantendo o trajeto, o aviao pode
colidir com a torre. (Fonte: TrigonoBlog (Matias (2014)))

.

e

FEm=3000 m

Figura 10 — Triangulo retangulo ilustrando a situacao-problema

Solugao: Sendo d a distancia percorrida pelo aviao e A’ a altura do avidao ao passar
exatamente sobre a torre, a Figura 10 ilustra a situacao dada.
Considerando o angulo agudo de 30° como referéncia, vamos utilizar a tangente como

sendo a razao entre o cateto oposto e o cateto adjacente a este angulo. Assim, temos:
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cateto oposto
tan30° — P

cateto adjacente

V3 W

3 3000
. 3000v/3
3

h' = 1000v/3m.

Portanto, ¢ impossivel que o aviao, mantendo esse trajeto, se choque contra a torre

de transmissao.

Aplicagao 2

Ja que o Governo Federal utiliza o ENEM - Exame Nacional do Ensino Médio - como
uma ferramenta para avaliar a qualidade do Ensino Médio no Brasil, vejamos como as
funcoes trigonométricas foram tratadas na tnica questao que versou sobre o assunto na
prova do ano de 2011: Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante
utilizou o seguinte procedimento: a partir do ponto A, mediu o angulo visual « fazendo
mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido ele seguiu até o
ponto B de modo que fosse possivel ver o ponto P da praia, no entanto sob um angulo
de 2a.

Trajetdria do barco

Figura 11 — Uma aplicacao no ENEM

Suponha que o navegante tenha medido o angulo a = 30°, e ao chegar ao ponto B,
verificou que o barco havia percorrido a distancia AB = 2000 m. Com base nesses dados

e mantendo a mesma trajetoria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P serd?

Solugao: De acordo com a Figura 11 e devido ao fato da soma dos angulos internos
de um triangulo ser 180°, temos que os angulos PAB e APB sio congruentes. Assim, o
triangulo AAPB ¢ isésceles e PB = AB = 2000 m. Seja h a altura relativa ao ponto P.

Como 2a = 60°, temos:
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cateto oposto

sen 60° = -
hipotenusa
V3. d
22000
. _ 2000v3
2

h = 1000v/3m.

Temos aqui uma questao com um bom enunciado, de facil compreensao e com uma

contextualizagao bem interessante, adequada para o tipo de avaliacao a que se destina.

Duas importantes aplicagoes da Trigonometria no triangulo retangulo sao a lei dos se-
nos e a ler dos cossenos, pois nos possibilitam resolver problemas em quaisquer triangulos
e nao apenas em triangulos retangulos.

Nas demonstracoes a seguir, utilizaremos triangulos acutangulos. As demonstracoes
para os triangulos obtusangulos e retangulos sao analogas.

Consideremos o triangulo da Figura 12 e sejam A, B e C, respectivamente, os angulos

relativos aos vértices A, B e C.

A c B

Figura 12 — Triangulo acutangulo ABC

Aplicacao 3: Lei dos senos

Em qualquer triangulo, as medidas dos lados sao proporcionais aos senos dos angulos
0postos.

Ou seja,

a b c

senA senB  sen(C

Demonstracao. No triangulo da Figura 12, consideremos as alturas relativas aos vértices

A e C, conforme a Figura 13.
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Figura 13 — Lei dos senos

No triangulo ACBE, temos:

sen B =

* |5

No triangulo AACE, temos:
. CE — R
sen A = CT = CE =0b-senA.
Comparando (2.1) com (2.2), segue que:

R N a b
a-senB=b-sen A = - =

senA senB

No triangulo AABD, temos:

R AD _ ~
senB=—=AD =c-sen B
c
No triangulo AAC D, temos:
senC’:ATD: D="b-senC

Comparando (2.4) e (2.5), obtemos:

. . c b
c-senB=b-senC = o —

senC  senB
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Comparando (2.3) e (2.6), concluimos que:

a b c

senA senB sen(C

Aplicacao 4: Lei dos cossenos

Em qualquer triangulo, o quadrado da medida de um lado € igual a soma dos quadrados
das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto das medidas desses lados
pelo cosseno do angulo que eles formam.

Ou seja,
1. a2 = b? + ¢ — 2bc - cos A;
2. B> =a?+c% — 2ac-cosf3;

3. 2 =a2+b>—2ab-cosC.

Demonstracao. Mostraremos apenas a segunda relacao. As demonstragoes das outras
duas sao andalogas.
No triangulo da Figura 12, consideremos a altura relativa ao vértice C', conforme a

Figura 14.

Figura 14 — Lei dos cossenos

No triangulo ABCD, temos:

. BD - .
cos B=——= BD =a-cosB. (2.7)
a

Temos também que:

27



«>=BD'+CD" = CD’ =a*~ BD".
Substituindo (2.7) em (2.8), obtemos:
CD’ =a®— (a - cos B)? = CD’ =a®—a’ cos? B.
No triangulo AAC D, temos:
V= CD* + AD? = 1> = CD" + (c — BD)™.

Substituindo (2.7) em (2.10), obtemos:

bQZC_D2+(c—a-cosB)2:>C_D2:b2—(02—2ac-cosf3+a2-coszf>’):>

A

:>C_D2:b2—02+2aC-COSE—a2-COSQB.

Comparando (2.9) e (2.11), concluimos que:

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

a?—a? cos’B=b>—c*+2ac-cosB—a%-cos’B=a’>=b>—c?+2ac-cos B =

:>b2:a2—|—02—2ac-cos§.
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3 Funcoes

Neste capitulo, faremos uma breve revisao acerca das idéias fundamentais relacionadas
ao conceito de funcao, importantissimas no Ensino Médio e, particularmente, no ensino

das funcgoes trigonométricas.

3.1 Definicao de funcao

Definicao 3.1. Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer. Uma funcao é uma corres-
pondéncia f : X — Y que, a cada elemento x € X, associa um e somente um elemento
y € Y. Por simplicidade, usaremos o simbolo f para representar a funcio f : X — Y.

Além disso,

e 0s conjuntos X e Y sao chamados dominio e contradominio de f, respectiva-

mente;
e o congunto f(X)={yeY;3x e X, f(x) =y} CY € chamado imagem de f;

e dadox € X, otnico elementoy = f(x) € Y correspondente a x é chamado imagem

de x por f.

O diagrama da Figura 15 representa uma funcao f: X — Y.

Figura 15 — Um exemplo de fungao

Segundo a defini¢ao 3.1, o dominio dessa funcao é o conjuto X = {1,2,3} e o contra-
dominio é o conjunto Y = {a,b,c,d,e}. J4 a imagem de f é o conjunto f(X) = {a,c,d}.
Temos também que a ¢ a imagem de 1 € X, ¢ é a imagem de 2 € X e d é a imagem de
3eX.

O seguinte diagrama, na Figura 16, nao pode representar uma funcao, ja que contraria
a definicao 3.1 quando associa mais de um elemento de Y ao elemento 3 € X.

Convém aqui destacarmos um abuso de linguagem comumente utilizado pelos profes-

sores em sala de aula e pelos livros didaticos, que é utilizar termos do tipo “a funcao



Figura 16 — Nao representa uma funcao

y = x + 17 para se referir a funcao f : R — R que a cada ntimero real x associa o
numero real x + 1. Como acabamos de ver na definicao 3.1, para que uma funcao esteja
bem definida deve possuir trés elementos fundamentais: dominio, contradominio e lei de
associagao. Assim, y = x + 1 pode representar a lei de associagao de uma fungao, mas
nao uma funcao. Tal abuso pode levar o aluno a desenvolver a concepcao de que uma
funcdo é aquilo que possui férmula. E importante também destacarmos que nem toda
formula representa uma funcgao, assim como nem toda fungao pode ser representada por
uma féormula. Por exemplo, sejam P o conjunto das regides poligonais do plano e R o
conjunto dos numeros reais. A cada regiao poligonal do plano fazemos corresponder a
sua area em R. Essa correspondéncia é uma funcao de P em R. Porém, nao pode ser
representada por uma férmula. Da mesma forma, seja f(z) = i Esta férmula nao pode

representar uma funcao f : R — R, pois f(0) ndo representa um nimero real.
Definigao 3.2. Consideremos uma func¢ao f: X — Y.

o [ éinjetiva se x1,19 € X, 11 # 19 = f(x1) # f(22);

e [ € sobrejetiva se Vy € Y,3x € X tal que f(x) =y;

o f ¢ byetiva se, e somente se, € injetiva e sobrejetiva.

Os termos injetiva, sobrejetiva e bijetiva se popularizaram gracas ao seu uso por Nicolas
Bourbaki!.

Pela definicao acima, podemos ver que se uma funcao é injetiva, podem existir ele-
mentos do conjunto contradominio que nao perencam ao conjunto imagem da funcao.
Da mesma forma, se uma funcao é sobrejetiva, entao seu conjunto imagem ¢é igual ao
conjunto contradominio. J& se a funcao for bijetiva, dizemos que ha uma correspondéncia
biunivoca entre seus conjuntos dominio e contradominio.

A Figura 17 exemplifica a defini¢ao 3.2.

Pseudonimo de um grupo de matematicos, quase todos franceses, que se reuniu para escrever um
tratado de Andlise e acabou por reorganizar boa parte da Matemética desenvolvida até entao, tomando
como principios a unidade da Matemadtica, as estruturas-maes (algébricas, topoldgicas e de ordem) e
o método axiomatico. (ESQUINCALHA, 2012)
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Figura 17 — Tipos de fungoes: [a] injetiva, [b] sobrejetiva e [c] bijetiva

3.2 O gréfico de uma funcao

Quando ouvimos falar em graficos, geralmente temos a idéia de uma figura que deseja
transmitir alguma informacao, como por exemplo nos jornais e revistas, onde nao é raro
vermos resultados de pesquisas de opiniao, variacao de indicadores financeiros, entre ou-
tros. Em Matematica nao é diferente e um de seus usos mais importantes é o grafico de

funcoes.

Definicao 3.3. Consideremos uma funcao f: X — Y. O grafico de f é o conjunto dos
pontos (x, f(x)) tais que x € X, ou seja, {(z, f(z));x € X}.

Como exemplo, vejamos na Figura 18 o grafico da fungao f : R — R tal que f(z) =
3r + 2.

o\\r‘\)wbmm\lmwkomA
L n P+ ¢ ¢ ¥ P P FN P

Figura 18 — Gréfico de f(z) = 3z + 2
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Devemos lembrar que nem todo grafico representa uma funcao. Pela definicao 3.1,
para que um grafico represente uma funcao, qualquer linha vertical que tracemos nao
poderd intersectar o grafico em mais de um ponto. Veja o exemplo abaixo, dado pela

Figura 19.

pilergdgn 1

interaegin 2

Figura 19 — Nao representa o grafico de uma fungao

3.3 Operacoes envolvendo funcdes

Inicialmente, vamos definir a igualdade entre duas funcoes.

Definicao 3.4. Sejam f : Dy — Y e g : Dy — Y, duas fungoes. Dizemos que essas

funcoes sao iguais se:
e f e g possuem o mesmo dominio, ou seja, Dy = Dy;

o f e g possuem a mesma imagem para todos os elementos do dominio, ou seja,
f(z) = g(x), para todo x € D = Dy = D,.

Devemos ter muito cuidado ao aplicarmos o conceito de igualdade de fungoes. Sempre
prestamos muita atencao nas expressoes analiticas das fungoes, mas sabemos que essa nao
¢ a unica caracteristica que as define. Por exemplo, sejam f: Dy - Reg: D, = R

3z —6
duas fungdes tais que f(z) = 5 € g(x) = 3. Essas duas fungoes realizam exatamente

as mesmas transformagoes a todos os elementos de seus dominios, s6 que hd uma grande

diferenga entre elas: temos que Dy = {z € R;z # 2} e D, = R. Embora analiticamente as

3r—6  3(x—2
fungdes sejam praticamente iguais, j& que para x # 2 temos f(x) = 5 = ( 5 ) =
xr — xr —
3, elas possuem dominios diferentes e nao podemos dizer que f e g sdo iguais. Além disso,

temos ¢(2) = 3, mas f nao estd definida para x = 2, pois 2 ¢ Dy.
Agora, passemos a apresentar um pouco sobre as operagoes com fungoes, a saber,
soma, diferenca, produto e quociente. Para tanto, devemos definir nao sé as expressoes

analiticas, mas também o dominio de cada uma dessas novas fungoes. Assim temos:
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Definicao 3.5. Sejam f: Dy - R e g: D, — R duas fungoes. Temos que:
Soma: (f +g)(x) = f(2) + 9(x) ¢ Dysy = Dy D;

Diferenca: (f — g)(x) = f(x) — g(x) ¢ Dy_y = Dy (1 Dy;

Produto: (f-g)(x) = f(z)-g(z) e Dy, = DN Dy;

f )

Quociente: (—) (x) = () e D§ =DsND,N{z e R;g(x) #0}.

g

Resumindo, para calcularmos o dominio da soma, da diferenca e do produto, basta

intersectarmos os dominios das funcoes envolvidas em cada operacao. O unico caso que é

relativamente diferente, e é normal que assim seja, ocorre com o quociente, onde é ainda
necessario retirarmos todos os zeros da fungao do denominador.

Para exemplificar, vejamos um exemplo de soma e um de quociente.
x.: Sejam f: Dy — Reg: D, — R duas fungoes tais que f(z) = 1/2—%—1—1 e

4
g(x) = g;——xQ Tomando Dy = {z € Rz <4} e D, = {x € R;z # 2}, vamos definir a

funcao f 4+ g : Dsyy — R. Para a expressao analitica, temos:

(f+9)(x) = f(z)+g(z

5x—2
x—2

T
2 x -2
/ I
Por definigao, temos:
Dyyg = DyN D,
= {zeRz<4}in{zreR;z #2}

= {zeRjrz<4dex#2}.

Agora vamos definir a funcao i : Dy — R. Temos que:

g g
(o - 2
Ve
T —2
R RSt
_ S



Além disso, por definicao:

= DrnDyN{x eR;g(x)#0}
= {reRz<4in{reRz#£2}Nn{xreR;z #0}
= {zeRz<4dex#0ex+#2}.

S
\

3.4 Funcoes periddicas

Na natureza, temos inimeros exemplos de fenomenos fisicos que se repetem sem al-
teracao cada vez que decorre um determinado intervalo de tempo. Por exemplo, os movi-
mentos das marés, da radiagao eletromagnética, da luz visivel, dos péndulos e das molas.
Esses fenomenos sao ditos periddicos e podem ser modelados matematicamente pelas

funcoes definidas abaixo.

Definicao 3.6. Seja f : R — R uma func¢ao. Dizemos que f € periodica quando existe
um nimero real positivo P tal que f(x) = f(x + P), para todo = real. O menor valor de

P serd chamado periodo de f.
A Figura 20 mostra o grafico de uma funcao periédica, obtido pela repeticao de inter-

valos de comprimento P.

Y&

Flx) = f x4 p) o

/W |
Q

Figura 20 — Gréfico de uma funcao periédica de periodo P

O periodo P é o comprimento do intervalo no eixo x onde a imagem de f assume o
mesmo valor.

Um exemplo de fungao periédica é a fungao dente-de-serra, definida como f(z) = 0 se
r€Ze flr+k)=kse0<k<1euxze&Z Observemos o seu grafico na Figura 21.

Notemos que o periodo dessa funcao é P = 1.
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Figura 21 — Funcao dente-de-serra

Outro exemplo de funcao periddica é a funcao onda quadrada, definida por f : R — R
tal que f(z) =1se0<z <1, f(x)=—-1se—-1<z<0e f(zr+2)=f(z).

Figura 22 — Fungao onda quadrada

O periodo dessa funcao é P = 2.
No proximo capitulo, mostraremos que essas duas tltimas fungoes podem ser escritas

como somas infinitas de fungoes trigonométricas.

3.4.1 Propriedades
Sejam f e g duas funcoes periddicas de periodo P. Temos:
1. f(z)+ g(x) é também uma funcao periédica de periodo P;
2. nf(z) é também uma fungao periédica de periodo P, para todo n € R;
3. f(z) - g(x) é também uma funcao periddica de periodo P;
4. f(xz+ h) é também uma funcao periddica de periodo P, para todo h;
5. a fungao constante f(x) = ¢ é periédica de periodo P, para todo P.

Demonstracao.

1. Temos (f+9)(e+P) = f(z+P)+g(e+P) = [(z) +9(z) = (f +)(x). Portanto,
(f+9)(z) = f(x) + g(x) é uma funcao periddica de periodo P.
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2. Seja h(x) = nf(z). Assim, h(x + P) = nf(x + P) = nf(x) = h(z). Logo, h(z) =

nf(x) é uma funcao periddica de periodo P, para todo n € R.

3. Temos que (f-g)(z+P) = f(x+P)-g(x+ P) = f(z) - g(x) = (f - g)(x). Portanto,
(f-g9)(x) = f(x)-g(x) é uma funcao periédica de periodo P.

4. Consideremos f'(x) = f(z+h). Logo, f'(z+P) = f((x+P)+h) = f((z+h)+P) =
f(z+h)= f'(x). Com isso, temos que f'(z) = f(x + h) é¢ uma funcéo periédica de
periodo P, para todo h € R.

5. Basta notarmos que f(x + P) = ¢ = f(z), para todo P € R.

3.5 Funcdes pares e impares

Uma outra forma de classificarmos as funcoes é quanto a sua paridade, que é um

conceito relacionado a simetria das funcoes.
Definigao 3.7. Uma funcio f: R — R € dita par se f(x) = f(—x), para todo x real.

Geometricamente, dizemos que uma funcao é par se seu grafico possui simetria em

relagao ao eixo Oy, conforme vemos na Figura 23.

Figura 23 — Funcao Par

Alguns exemplos de fungoes pares sao f(x) = ¢ (a fungao constante), f(z) = |z| (a
funcao modular) e f(z) = 2", com n par.

Para ilustrar, vejamos os graficos de algumas funcoes pares f : R — R:
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Na Figura 24, temos o grafico de f(z) = 2.

fla) = a”

4

(1)

- — — =

Figura 24 — f(z) = 22

Na Figura 25, temos o grafico de f(x) = |z|.

Figura 25 - f(z) = ||

Na Figura 26, temos o grafico de f(x) = 2.

o] — — — — —

flz) =2

-
L

o

- — - = — —e
~
[
S
I
~
—
|
[

A= = = = = 9

-3 -2

1
N
o

Figura 26 — f(z) =2
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Definigao 3.8. Uma fungao f: R — R € dita impar se f(x) = —f(—x), para todo z real.

Geometricamente, uma funcao é impar quando seu grafico possui simetria em relagao

a origem, conforme ilustra a Figura 27.

f
- ~{f(=)
AN
—r J :
flay = -

Figura 27 — Funcao impar

Alguns exemplos de fungoes impares sao as fungoes f(z) = =™, com n impar.

Na Figura 28, temos o grafico de f(z) = x.

flz) =z

Figura 28 — f(x) = x

Na Figura 29, temos o grafico de f(x) = x*.

Figura 29 — f(z) = 23

Devemos ainda ressaltar que existem fungoes que nao sao nem pares nem impares.

Por exemplo, a funcao f : R — R tal que f(x) = 3z 4+ 1 ndo é nem par nem impar. De
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fato, temos que f(1) =3-1+1=34+1=4e f(—-1)=3-(—-1)+1=—-3+1= —2. Logo,
f(1) # f(=1) e f(1) # —f(—1). Na Figura 30, temos o gréfico desta funcao.

f(x) = 3x +

Figura 30 - f(z) =3z +1
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4 Funcoes trigonométricas

Neste capitulo, vamos apresentar as fungoes trigonométricas. Partindo da funcao de
Euler, definiremos as funcoes seno e cosseno como funcoes de R em R e, a partir destas,
as demais funcoes trigonométricas, decorrendo dai varias relacoes importantes, bem como
algumas propriedades, como periodicidade e paridade. Iniciaremos contextualizando a
medida de um angulo!. Apresentaremos também vérias construcoes de graficos de funcoes
usando o software GeoGebra.

H4 diversas maneiras para medirmos um angulo, dependendo da unidade que iremos
utilizar. As unidades mais usuais sao o grau e o radiano. O grau é obtido pela divisao da
circunferéncia em 360 partes iguais. O angulo correspondente a cada uma dessas partes
¢ um angulo de medida 1°.

Segundo Kennedy (1992),

“a utilizagao de 360° numa revolugao completa se deve principalmente
aos babilonicos. A idéia de 360 partes em um ciculo poderia ter resultado
de uma estimativa ligeiramente erronea de 360 dias num ano. Todavia,
parece provavel que o sistema sexagesimal babilonico tenha precedido
a divisdo do circulo em 360 partes. Ainda esta razdo existe como uma
parte da histéria, mas nao como uma parte da légica ou do pensamento.
Ao contrério do grau, o radiano é o resultado de estudos, principal-
mente, do mateméatico Thomas Muir e do fisico James T. Thomsom que
consideraram essencial a criagao de uma nova unidade de medida para
angulos. Provavelmente, sua criagao esta ligada a simplificacao de certas
férmulas matematicas e fisicas.”

Vejamos inicialmente a definicao de radiano como é comumente mostrada no Ensino
Médio. Mais a frente mostraremos uma abordagem em torno da fungao de Euler.
Seja a um angulo central que subtende um arco AB de comprimento ¢ em um circulo

de raio r, como mostra a Figura 31.

(o]

Figura 31 — O radiano

1 Nao trataremos aqui sobre a definicdo de angulo, pois este ndo é o objetivo do nosso trabalho. Porém

pode ser visto em Barbosa (2000, p.22-28)



Definicao 4.1. A medida de um arco em radianos € a razdo entre o seu comprimento e

o raio do circulo que o contém.

Assim, a medida do arco AB em radianos é igual a €. A medida do angulo « sera
igual a medida do arco AB. g

Consideremos o circulo como sendo um arco de 360°. Sabemos que o seu comprimento
é ¢ = 27r. Da definigao 4.1, segue que 2 rad = 360°, donde 27 rad = 360°. Dai, temos
que 7 rad = 180°. "

E comum que a unidade rad seja omitida nas sentencas matematicas.

E sempre bom termos essa relagao em mente, bem como saber que g =90°, g = 60°,
T _45° ¢ £ = 30°. Os demais arcos que utilizaremos podem ser deduzidos a partir dos

4 6
que ja temos.

4.1 A funcdo de Euler

O matemadtico, fisico, quimico, astronomo e engenheiro sui¢o Leonhard Euler (1707 —
1783) foi o primeiro cientista a dar importancia ao conceito de fungao. Sua obra completa
consta de mais de 870 artigos e livros e sua contribuicao nas areas da Geometria Analitica,
da Trigonometria, do Calculo e da Teoria dos Numeros foi enorme. Foi o mateméatico
dominante de seu século. Com seus trabalhos, fez das func¢oes uma parte central do
Célculo. Devemos a ele a notacao f(z) para denotar uma funcao que depende da varidvel
x.

Em 1748, em sua obra Introductio in analysin infinitorum, Euler definiu funcao da
seguinte forma: “Uma funcao de uma varidvel € uma expressao analitica composta de
uma maneira qualquer de quantidades varidveis e de niumeros ou quantidades constantes.”
(EULER, 1748, p.4)

Por “quantidade variavel”, ele escreveu:

“B quantidade varidavel a quantidade indeterminada ou universal, que
compreende absolutamente todo valor determinado. Assim, como todo
valor determinado pode expressar-se em nimero, uma quantidade vari-
avel compreende absolutamente todos os niimeros, nao importando sua
natureza. (...) Costuma-se representar tais quantidade varidveis pelas
ultimas letras do alfabeto, z, y, x, etc.” (EULER, 1748, p.4)

Porém, Euler nao definiu “expressao analitica”.
Para Lima et al. (2003),

“na defini¢ao de Euler, funcao é considerada apenas como uma expressao
analitica, isto é, uma féormula envolvendo as varidveis, nimeros e cons-
tantes. O desenvolvimento da Matematica e da Fisica e a necessidade
de resolver problemas cada vez mais complicados, forcou a generalizagao
do conceito.”
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Segundo Rezende (2005),

“um longo debate sobre um problema da corda vibrante envolvendo Eu-
ler, D’Alembert, Daniel Bernoulli e Lagrange acerca do significado de
fungao provocou um novo entendimento sobre o conceito. (...) O debate
durou varios anos e teve importantes consequéncias na evolucao do con-
ceito de fungao. O conceito foi estendido de modo a abranger fungoes
definidas por expressoes analiticas diferentes em diferentes intervalos e
fungoes desenhadas a mao livre e que, possivelmente, nao eram dadas
por combinagoes de simbolos algébricos.”

Em 1755, Euler d4 uma nova defini¢ao para funcao, onde o termo “expressao analitica”
ja nao aparece: “se x denota uma quantidade varidvel, entao todas as quantidades que
dependem de x ou sao determinadas por ele sao chamadas suas fungoes.”

A Trigonometria tomou sua forma atual a partir da obra de Euler em 1748, quando ele
adotou a medida do raio de um circulo como unidade e definiu as fungoes trigonométricas
como fungoes de um nimero e nao mais de um angulo, criando assim a fungao E de Euler.

Seja C' o circulo unitdrio de centro na origem, ou seja, C' = {(z,y) € R* 2% +y? = 1},

conforme a Figura 32.

[e]
—
x
=

Figura 32 — Circulo unitario

Observemos que para todo (z,y) € C, temos —1 <z <le—-1<y<1.
Definimos a func¢ao de Fuler E: R — C como sendo a relagao que faz corresponder a

cada numero real t o ponto F(t) = (z,y) do seguinte modo:
e E(0) = (1,0);

e set > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1, 0), um caminho
de comprimento ¢ no sentido positivo (anti-horario). Se t < 0, percorremos sobre a
circunferéncia C' um caminho de comprimento [¢| no sentido negativo (horério). O

ponto final do caminho serd chamado E(t).

Para Lima et al. (2003), “a fungao de Euler pode ser imaginada como sendo o processo

de enrolar a reta”. Basta pensarmos na reta R como sendo um fio inextensivel e na
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circunferéncia C' como sendo um carretel, de modo que o ponto 0 € R coincida com o

ponto (1,0) € C. Observemos a Figura 33.

vA

ah
NV&

Figura 33 — Funcao de Euler

V=

Para cada percurso descrito na reta R pelo ponto ¢, um percurso de igual comprimento

é percorrido pelo ponto E(t) sobre o circulo C, conforme ilustra a Figura 34.

2 8 1
7
9 13
3 0: 6.28
3,14 5
10 12
4

Figura 34 — A reta R “enrolada” no circulo unitario

Sendo A = (1,0) e B = E(t), pela definigdo 4.1 o angulo AOB mede t radianos, pois

o raio é unitario, como pode ser visto na Figura 35.

4

Figura 35 — O radiano no circulo unitario
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Como o comprimento do circulo C' é igual a 27, quando o ponto ¢ percorrer um percurso
de comprimento 27 sobre a reta R o ponto E(t) percorrerd uma volta completa sobre o
circulo C, retornando ao ponto de partida. Assim, dado o circulo unitario da Figura 36,

consideremos os pontos:

E(0)=AE (g) — B,E(r)=C,E (37”) —D,E@r)=AcE (%ﬂ) - D.

Figura 36 — Circulo Unitério

Com isso, podemos ver que a funcao de Euler nao é uma funcao injetora, pois temos

numeros reais distintos associados ao mesmo ponto do circulo unitario.
2T
Podemos também definir uma func¢ao G : R — C' tal que G(t) = E' | ——t |, para todo

360
t € R. A funcao G tem propriedades semelhantes as da funcao F, ja que diferem apenas

por um fator multiplicativo.

2
Se t' = t + 360k, com k € Z, temos G(t') = G(t + 360k) = F (ST;I)(th 360k)> =
27t + 720k 2t 27t
(Y e (2 o) = B () = g,
( 360 ) (360 + lm) (360) Gt)
Segundo Lima et al. (2003),

“se A= (1,0),0 = (0,0) e B = G(s), diz-se que o angulo ZAOB mede s
graus. O angulo ZAOB mede 1 grau quando B = G(1), ou seja, quando

27
o arco AB tem comprimento igual a 360" Noutras palavras, o angulo de
1 grau é aquele que subtende um arco igual a —— da circunferéncia.”

360

Como 27rad = 360°, entao lrad = <?> >~ 57,3°.
T

Para considerarmos os arcos até uma volta, devemos ter —27 < t < 27. Vamos
estender essa nogao de medida de arco para |t| > 2.
Seja E(t) = P. Percorrendo um comprimento igual a 27, a partir do ponto P, sobre o

circulo unitario, damos uma volta completa e retornamos ao ponto P. Logo, E(t 4 27) =
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E(t). Realizando mais um percurso de comprimento 27, damos mais uma volta completa
e retornamos mais uma vez ao ponto P. Assim, E(t+4n) = E(t+2n) = E(t). Em geral,
temos E(t + 2km) = E(t) para todo k € Z e t € R. Com isso, mostramos que a funcao de
Euler é periddica de periodo igual a 27. Dizemos que t + 2k7 sao as vdrias determinagoes
de t e que todos os arcos desse formato sao congruos. Por exemplo, para o arco t = %,
temos a situacao da Figura 37.

T 9
T — 42 = — 17
T , a4 ="
) 4 4 1 + 4w 1
o
Primeira Segunda Terceira
determinag&o determinagao determinagao

N T
Figura 37 — Primeira, segunda e terceira determinagoes de 1

Passemos agora ao estudo de algumas simetrias da funcao de Euler no circulo unitario.
T
Para tanto, consideremos, sem perda de generalidade, 0 < ¢t < 5 © seja P = E(t).

Inicialmente, vejamos a simetria em relagao ao eixo vertical, conforme a Figura 38.

o~

+

Figura 38 — Simetria da funcao de Euler em relagao ao eixo vertical

O ponto P’ é o simétrico de P em relagdo ao eixo vertical. Notemos que os angulos

em destaque sao congruentes. Assim, se E(t) = (z,y), entao E(r —t) = (—x,y).
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Agora vejamos, conforme ilustra a Figura 39, a simetria em relagao ao centro do circulo

unitario.

+

Figura 39 — Simetria da fungao de Euler em relagao ao centro do circulo unitério

O ponto P’ é o simétrico de P em relacao ao centro do circulo unitario. Como os
angulos em destaque sao opostos pelo vértice, eles sao congruentes. Obervemos que o
percurso do ponto P ao ponto P’ possui comprimento igual a m. Assim, se E(t) = (z,y),
entdo E(m +t) = (—z, —y).

Passemos ao caso da simetria em relacao ao eixo horizontal, ilustrada na Figura 40.

"

TETN P =E)
I
1
t Iy .
i o
1
]
'YU———
P' = E()

Figura 40 — Simetria da fungao de Euler em relacao ao eixo horizontal

O ponto P’ é o simétrico de P em relacao ao eixo horizontal. Pela simetria dada,
os pontos P e P’ possuem a mesma abcissa e suas ordenadas sao opostas. Assim, se
E(t) = (z,y), entdo E(—t) = (z, —y).

Agora, vejamos o caso de F (t + g)
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Figura 41 — E (t + g)

Observe na Figura 41 que, pelo caso AAL de congruéncia de triangulos?, os triangulos
NAOP e ACOB sao congruentes. Logo, OC = z e BC' = y. Com isso, temos que
B=F (t + g) = (—y,x). Portanto, se E(t) = (z,y), entdao F <t + g) = (—y, ).

4.1.1 A abcissa e a ordenada da funcao de Euler

Seja P, = E(t) e consideremos que z(F;) e y(P;) sdo, respectivamente, a abcissa e a
ordenada de P,. Vamos definir as fungoes f : R - R e g : R — R tais que f(t) = z(F,)
e g(t) = y(P). Como P, € C, temos que —1 < z(P,) < 1le —1 < y(Ph) <1, ou seja,
—1<ft)y<le—-1<g(t) <1

A seguir, apresentaremos duas constucoes usando o software GeoGebra que geram os

graficos das funcoes f e g definidas acima e exibem algumas de suas propriedades.

Construcao 2

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

e com a ferramenta “controle deslizante”, vamos construir o intervalo de variacao do
nosso t, ja que nao é possivel a visualizagao de toda a reta R. Clique no local onde
deseja inserir o controle deslizante e selecione a op¢ao numero e vamos definir um
intervalo com valor minimo —12.57 e valor maximo 12.57, com um incremento de

0.1. Clique em aplicar;

2 Dados dois triangulos ABC ¢ EFG, se AB = EF, A=FEeB=F,entao ABC = EFG (BARBOSA,
2000, p.36)
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com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, vamos construir o nosso angulo t.
Clique no ponto B e em seguida no ponto A. Defina o angulo igual ao controle
deslizante a e escolha o sentido anti-horario. Clique em Ok. Com o botao direito do

mouse, clique sobre o ponto criado e selecione a opgao renomear. Renomeie para P;

clique com o botao direito do mouse sobre o angulo criado e selecione a opgao
propriedades. Na janela bdsico defina a legenda como t e na aba exibir rdtulo

selecione a opgao legenda. Feche a janela;

com a ferramenta “segmento”, vamos construir o segmento AP. Clique sobre o
ponto A e em seguida sobre o ponto P. Com o botao direito do mouse, clique sobre

o segmento AP e selecione a opg¢ao exibir rotulo;

clique na janela op¢oes e selecione a aba avancado. Na janela preferéncias - janela
de visualizagao clique na aba eizo x e no campo unidade selecione a opcao m. Feche

a janela;

clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opgao
animar. Esta é a fungao de Euler “enrolando a reta”. Observe que o periodo é igual
a 2m. Para parar a animacao, clique novamente com o botao direito do mouse sobre

o controle deslizante e selecione a opcao animar;
no campo entrada, digite b = x(P). Pressione enter;

no campo entrada, digite f(t) = b. Pressione enter. Esta é a fungao f que definimos

acima;

clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opgao
animar. Note que —1 < f(¢) < 1. Para parar a animagao, clique novamente com o

botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opgao animar;

com o botao direito do mouse, clique sobre a funcao f e selecione a opcao exibir

objeto;

no campo entrada, digite D = (a,b). Pressione enter. Com o botao direito do
mouse, clique sobre o ponto D e selecione a opgao habilitar rastro. Clique com
o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opc¢ao animar.
Temos o ponto D percorrendo o grafico da funcao f (Figura 42). Isto porque, devido
ao incremento do controle deslizante, o ponto D nao percorre todos os pontos do
dominio da funcao f. Observe que f é periddica de periodo igual a 2w. Observe
também que ela é simétrica em relagao ao eixo Oy, ou seja, a funcao f é uma funcgao
par. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a

opgao animar.
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Figura 42 — Ponto D percorrendo o grifico da funcao f(t)

Ainda com o auxilio do GeoGebra, vejamos alguns “valores notaveis” da fungao f(t).

Sao eles:

3
71'77(271'
0

(=N S

Além disso,

(NI SUN =

o[ 5pi
RSNy

Construcao 3

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

e com a ferramenta “controle deslizante”, vamos construir o intervalo de variacao do
nosso t, ja que nao é possivel a visualizacao de toda a reta R. Clique no local onde
deseja inserir o controle deslizante e selecione a opcao nimero e vamos definir um
intervalo com valor minimo —12.57 e valor maximo 12.57, com um incremento de

0.1. Clique em aplicar;

e com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, vamos construir o nosso angulo ¢.
Clique no ponto B e em seguida no ponto A. Defina o angulo igual ao controle
deslizante a e escolha o sentido anti-horario. Clique em Ok. Com o botao direito do

mouse, clique sobre o ponto criado e selecione a opcao renomear. Renomeie para P;

50



clique com o botao direito do mouse sobre o angulo criado e selecione a opgao
propriedades. Na janela bdsico defina a legenda como t e na aba exibir rétulo

selecione a opcao legenda. Feche a jenela;

com a ferramenta “segmento”, vamos construir o segmento AP. Clique sobre o
ponto A e em seguida sobre o ponto P. Com o botao direito do mouse, clique sobre

o segmento AP e selecione a opgao exibir rotulo;

clique na janela opc¢oes e selecione a aba avancado. Na janela preferéncias - janela
de visualizagao clique na aba eizo x e no campo unidade selecione a opgao m. Feche

a janela;
no campo entrada, digite b = y(P). Pressione enter;

no campo entrada, digite g(t) = b. Pressione enter. Esta é a fun¢ao g que definimos

acima;

clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opgao
animar. Note que —1 < ¢(t) < 1. Para parar a animagao, clique novamente com o

botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opcao animar;

com o botao direito do mouse, clique sobre a funcao g e selecione a opcao exibir

objeto;

no campo entrada, digite D = (a,b). Pressione enter. Com o botao direito do
mouse, clique sobre o ponto D e selecione a opcao habilitar rastro. Clique com
o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opcao animar.
Temos o ponto D percorrendo o gréifico da fungao g (Figura 43). Observe que g é
periddica de periodo igual a 27w. Observe também que ela é simétrica em relacao a
origem do sistema de coordenadas, ou seja, a funcao g é uma funcao impar. Para
parar a animagao, clique novamente com o botao direito do mouse sobre o controle

deslizante e selecione a opcao animar.

a=193

Figura 43 — Ponto D percorrendo o grifico da fungao g(t)
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Da mesma forma que fizemos para a funcao f, vejamos alguns valores notaveis da

fungao g(t).

™ 3
t O] =|m7|— |27
2 2
gt) |01 10| =110
Além disso,
T 7 T
t Z | = Z
6 4 3
R
1515 15

Por definigao, temos que f(t) = x(P) e g(t) = y(P,), onde E(t) = (z(F),y(FR)) =
(f(t),g(t)). Pela simetria da fungao de Euler em relacao ao eixo horizontal, temos que
B(—t) = (2(P), —y(P)) = (F(~t),g(—1)). Logo, f(t) = f(~t) e g(t) = —g(—t). Assim,
mostramos que f é uma funcao par e g é uma funcao impar. Podemos também observar

que a funcao f satisfaz a definicao de fungao par para os valores mostrados na tabela a

seguir, assim como a funcao ¢ satisfaz as condi¢oes para que uma funcao seja impar.

IHERNICIE
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(3wt 2 (7o
THENE e

4.2 As funcdes seno e cosseno

A partir de agora, vamos definir as fungoes trigonométricas, onde daremos destaque
ao estudo geométrico de suas propriedades, estendendo nossas interpretagoes ao ciclo

trigonométrico, definido da seguinte forma:

Definicao 4.2. Chamamos ciclo trigonométrico a circunferéncia unitdria de centro na
origem C' = {(z,y) € R; 2% +y* = 1}, orientada no sentido anti-hordrio a partir do ponto

(1,0).
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O ciclo trigonométrico é dividido pelos eixos Oz e Oy em quatro partes iguais, cha-

madas de quadrantes.

W

[ v

Figura 44 — O ciclo trigonométrico

Definicao 4.3. Definimos as fungoes sen : R — R e cos : R — R como sendo, respec-
tivamente, a ordenada e a abcissa do ponto E(t), determinado pela fun¢io de Euler, no

ciclo trigonométrico, para todo t € R. Ou seja, E(t) = (cost,sent).

Da definigao 4.3, segue que sen? t+cos?t = 1, para todo t € R, ja que (cost,sent) € C.
Esta é a chamada relacao fundamental da trigonometria.

Na secao 4.1.1, definimos duas fungdes f e g de modo que E(t) = (f(t),g(t)). Logo,
podemos concluir que f(t) = cost e g(t) = sent. Assim, as fungdes seno e cosseno
guardam as mesmas propriedades de f e g. Portanto, as fungoes seno e cosseno sao
periddicas de periodo igual a 27. Além disso, temos que o seno é uma funcao impar e o
cosseno ¢ uma funcgao par.

Os graficos das fungoes seno e cosseno também sao os mesmos das fungoes g e f,

respectivamente. Assim, o grafico da fungao seno é o mesmo da Figura 45.

/2n —amre IS 2 0 2 Wzn 51172 3}\
1) = sent)

Figura 45 — O grafico da fungao seno

Seus valores notaveis sao os seguintes:
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sent | 0

Ja o grafico da funcao cosseno é mostrado na Figura 46.

y
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Figura 46 — O gréfico da funcao cosseno

J(#) = cos(t)

Da mesma forma, a fungao cosseno possui os seguintes valores notaveis.

w
)

oS NN

Nos graficos, podemos ver que as fungoes seno e cosseno sao continuas em todo o seu
dominio.

A funcao seno tem seus zeros em t = km, para todo £k € R. Ela é positiva em
(2km,m + 2km) e é negativa em (7w + 2km, 2w + 2km), para todo k € Z. Seu minimo

™
absoluto possui valor —1 e ocorre em t = 3 + 2k e seu maximo absoluto é igual a

lemt = g + 2km, para todo k € Z. Ela é crescente se t € [—g + 2km, g + 2k7r] e é

3
decrescente se t € [g + 2km, ?ﬂ + 2/{:7@ , para todo k € Z. Possui pontos de inflexao em

t = km, para todo k € Z.

70
Ja a funcao cosseno tem seus zeros em t = — + km, para todo k£ € R. Ela é positiva

3
em <—g + 2k, g + 2/<:7T) e é negativa em (g + 2k, g + 2km ), para todo k € Z. Seu

minimo absoluto possui valor —1 e ocorre em ¢ = 7+ 2k7 e seu maximo absoluto ¢ igual a
1 em t = 2k, para todo k € Z. Ela é crescente se t € [r + 2k7, 2w + 2k7] e é decrescente
se t € [2km, m + 2kw|, para todo k € Z. Possui pontos de inflexdo em ¢t = g + km, para
todo k € Z.

A construcao a seguir, realizada utilizando o software GeoGebra, ilustra as proprieda-

des mencionadas acima no ciclo trigonométrico.

Construcao 4
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Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o ciclo em uma regiao pertencente

ao primeiro quadrante;

com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos B, A e C, nesta ordem. Esse sera
o angulo que iremos analisar. Para fins de ilustracao, com a ferramenta “mover”,

movimente o ponto C' sobre o circulo e observe a mudanca nos valores do angulo «;

para melhorar a visualizacao, clique sobre o angulo a com o botao direito do mouse

e selecione a opcao exibir rotulo. Faga o mesmo para a circunferéncia unitaria;

com a ferramenta “reta perpendicular”, clique sobre o eixo Oy e sobre o ponto C.

Em seguida, clique sobre o eixo Ox e sobre o ponto C

com a ferramenta “segmento”, marque os segmentos AC, AD, AE, CD e CFE.
Clique sobre todos eles com o botao direito do mouse e selecione a opcao exibir

rotulo;

clique sobre as retas definidas anteriormente com o botao direito do mouse e selecione

a opcao exibir objeto;

observe que o triangulo AACE é retangulo no vértice £. Aplicando a definigao
CE CE

_ = — = C’E, pOiS AC é
AC r_

o raio unitario. Observe que ADCE é um retangulo. Logo, CE = AD. Sendo

de seno no triangulo AACE, temos que sena =

assim, clique sobre o segmento AD com o botao direito do mouse e selecione a

opcao renomear. Renomeie para seno;

da mesma forma e aplicando a definicdo de cosseno no triangulo AACE, temos
AE AEF — | , . o . .

que cosa = =— = — = AF, pois AC' é o raio unitario. Com isso, clique sobre o

segmento AFE com o botao direito do mouse e selecione a opcao renomear. Renomeie

para cosseno;

para melhorar a visualizacao, clique com o botao direito do mouse sobre o ponto
B e selecione a opc¢ao exibir objeto. Clique também sobre os pontos A, D e E e
selecione a opcao “exibir rétulo”. Na aba “opgoes”, selecione a janela avancado.
Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique nos itens eixo x e eizo y e

desmarque a opcao exibir niumeros. Feche a janela;

com a ferramenta “mover” vocé pode movimentar o ponto C' e observar que para

cada valor de «a os valores de seno e cosseno se alteram. Vocé pode “testar” vérias
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das propriedades que ja estudamos até aqui, como por exemplo os valores notaveis
que calculamos na secao 2.3, e verificar a validade da relacao fundamental, bem

como as relagoes para angulos complementares.

Nao podemos deixar de notar que os valores de seno e cosseno sao, respectivamente, as
projecoes do raio do ciclo trigonométrico sobre os eixos Oy e Ox. Devido a isso, chamamos

o eixo Oy de eizo dos senos e o eixo Ox de eizo dos cossenos, conforme ilustra a Figura
47.

sSeno

h

cosseno

Figura 47 — Seno e cosseno no 1° quadrante

Vamos agora estender o que foi visto para o 2° quadrante. Vamos utilizar a simetria
da funcao de Euler em relagao ao eixo vertical. Como visto na Figura 38, se E(t) =
(cost,sent), entdao E(m —t) = (—cost,sent). Assim, sen(m —t) = sent e cos(m — t) =
—cost.

Para estendermos ao terceiro quadrante, observe a Figura 39, que mostra a simetria
da fungao de Euler em relagao ao centro do circulo. Temos que se E(t) = (cost,sent),
entdo F(m +t) = (—cost, —sent). Logo, sen(m +t) = —sent e cos(m +t) = — cost.

Agora, vejamos o caso do quarto quadrante. Na Figura 40, temos a simetria da funcao
de Euler em relagao ao eixo Ox. Se E(t) = (cost,sent), entao E(—t) = (cost, —sent).
Com isso, sen(—t) = —sent e cos(—t) = cost.

Verifiquemos no GeoGebra.

Construcao 5

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);
e com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o ciclo;

e com a ferramenta “segmento”, trace o segmento AC
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e com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos B, A e C, nesta ordem;

e com a ferramenta “reta perpendicular”, clique sobre o eixo Oy e sobre o ponto C.

Em seguida, clique sobre o eixo Ox e sobre o ponto

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre a reta b e

o eixo Oy e a intersegao entre a reta d e o eixo Ox;
e com a ferramenta “segmento”, trace os segmentos C'D e C'E}

e para melhorar a visualizacao, clique sobre o angulo a com o botao direito do mouse
e selecione a opcgao exibir rétulo. Faca o mesmo para a circunferéncia unitaria e
para o segmentos AC, CD e CE. Clique com o mesmo botao sobre as duas retas

criadas anteriormente e selecione a opcao exibir objeto;

e como ja vimos na construcao anterior, o segmento AE e o segmento AD representam,

respectivamente, sen a e cosa. Com a ferramenta “segmento”, trace os segmentos

AFE e AD;

e clique com o botao direito do mouse sobre o segmento AFE e selecione a opcao
propriedades. Na aba bésico, clique no campo legenda e digite “seno”. No item
exibir rotulo, selecione a opgao legenda. Na aba cor, selecione a opcao vermelho.

Feche a janela;

e clique com o botao direito do mouse sobre o segmento AD e selecione a opg¢ao
propriedades. Na aba basico, clique no campo legenda e digite “cosseno”. No item
exibir rotulo, selecione a opgao legenda. Na aba cor, selecione a opcao verde. Feche

a janela;

e para melhorar a visualizacao, clique com o botao direito do mouse sobre os pontos
A, B, D e E e selecione a opcao exibir objeto. Clique na aba “opgoes” e selecione
a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique nos itens

eixo T e eiro y e desmarque a opcao exibir numeros. Feche a janela;

e ja sabemos que, de acordo com a fungao de Euler, o sena e o cos « sao respectiva-
mente a ordenada e a abcissa do ponto C. Entao, no campo “entrada’”, digite seno

= y(C). Em seguida, digite cosseno = x(C);

e movimente o ponto C' por toda a circunferéncia e verifique todas as propriedades

apresentadas anteriormente.

Desta forma, podemos movimentar o ponto C' sobre a circunferéncia e ver que o seno é
positivo nos dois primeiros quadrantes e negativo nos dois tltimos. Podemos ver também
que o cosseno € positivo no primeiro e no tiltimo quadrantes e negativo no segundo e no

terceiro, conforme ilustra a Figura 48.
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Figura 48 — [a] Sinais do seno e [b] sinais do cosseno

Podemos ver também que o seno cresce no primeiro quadrante, decresce no segundo
e no terceiro e volta a crescer no quarto quadrante. Ja o cosseno é decrescente nos dois

primeiros quadrantes e crescente nos dois 1ltimos.
Vamos ver os graficos das fungoes seno e cosseno a partir do ciclo trigonométrico.

Construcao 6

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

e com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opcao angulo e o defina no
intervalo de, por exemplo, —720° a 720°, com um incremento igual a 5°. Clique em

aplicar;

e com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario;
e 1o campo “entrada”, digite P = («, sen a);

e clique na aba “opgoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eiro x. Marque o item distancia e selecione a opgao

T
5 No item unidade, selecione a opgao w. Feche a janela;

e com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a op¢ao habilitar

rastro;

e com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opgao

animar;
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Figura 49 — Ponto P percorrendo o gréafico da fungao seno

Na representacao da Figura 49, temos o ponto P percorrendo o grafico da fungao seno.

Da mesma forma, fagcamos para a fungao cosseno.

Construcao 7

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;

e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

¢

e com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opg¢ao angulo e o defina no
intervalo de, por exemplo, —720° a 720°, com um incremento igual a 5°. Clique em

aplicar;

e com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario;
e no campo “entrada”, digite P = («, cos «);

e clique na aba “opc¢oes” e selecione a janela avancado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eixo x. Marque o item distancia e selecione a opgao

70
5 No item unidade, selecione a opgao 7. Feche a janela;

e com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opc¢ao habilitar

TaSstro;

e com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opgao

animar.

Na Figura 50, temos o ponto P percorrendo o grafico da funcao cosseno.

Com isso, acreditamos ter mostrado que a Trigonometria no triangulo retangulo e a
Trigonometria no ciclo trigonométrico nao sao contetdos diferentes, desconectados, que
apenas possuem um nome em comum. Acreditamos ter mostrado que um esta diretamente

ligado ao outro através de suas propriedades geométricas.
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Figura 50 — Ponto P percorrendo o gréafico da fungao cosseno

4.2.1 Analise de Fourier

Nesta secao, apresentaremos uma introducao as séries de Fourier, ilustrando com um

exemplo. Para maiores detalhes consultar Figueiredo (2012).

“A importancia das fungoes trigonométricas foi grandemente reforcada
com a descoberta de Joseph Fourier, em 1822, de que toda fungao
periddica (com ligeiras e naturais restrigoes) é uma soma (finita ou infi-
nita) de fungoes do tipo a - cosnx + b - sennz. Para que se tenha uma
idéia da relevancia desse fato, que deu origem a chamada Analise de Fou-
rier, basta dizer que, segundo o banco de dados da revista Mathematical
Reviews, o nome mais citado nos titulos de trabalhos matematicos nos
ultimos 50 anos é o de Fourier.” (LIMA et al., 1997, p. 209)

Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e fisico francés que viveu entre os
anos de 1768 e 1830. Em 1822, em seu trabalho Théorie Analytique de la Charleur sobre
a propagacao do calor, Fourier afirmou que uma funcao de uma variavel, continua ou
descontinua, pode ser expandida em uma série de senos de multiplos da variavel. Em-
bora este resultado estivesse incorreto, a observacao de que algumas funcoes descontinuas
podem ser escritas como somas de séries infinitas representou um grande avanco. Este
resultado foi melhorado pelos matematicos Johann Dirichlet, Francois Budan de Boislau-
rent e Jacques Charles Francois Sturm, que em 1829 apresentou a versao final do que hoje
¢é conhecido como Teorema de Fourier.

Hoje, a analise de Fourier é uma das técnicas matematicas mais utilizadas na pratica.
E amplamente utilizada nas areas mais diversas das ciéncias aplicadas e nas engenharias.
Constitui a base do processamento de sinais, tendo assim um papel central no ramo das
telecomunicagoes. E através dela que se retira a voz das cancoes para fazer karaoke, bem
como a compressao de imagens no formato JPEG.

“Portanto, representacoes em série de Fourier de fungoes como uma superposicao de
senos e cossenos tém sido muito 1teis para solugoes analiticas e numéricas de equagoes
diferenciais e para andlises e tratamento de sinais” (BOLZAN, 2004).

Fourier, em sua teoria de analise de frequéncia, afirmou que qualquer funcao periédica
o0
a
f(z) é a somatéria de f(z) = 30 + Z[ak cos(kx) + by sen(kzx)]. Ou seja, que qualquer
k=1

funcao peridédica pode ser expressa como uma soma de senos e cossenos.

60



1 s
Quando o periodo da funcao f(z) for igual a 27, teremos ayg = — f(x)dx, ar =
7r —Tr

1 [ 1 ["
— f(z)cos(kx)dx e by = — f(z)sen(kx)dz.
™) _x T J_x

Sobre essa “igualdade”, devemos notar que estamos mostrando uma relagao entre uma
funcao e uma série. Para verificar isso, teriamos que falar em convergéncia, que nao é um
dos objetivos do nosso trabalho. Entao vamos assumir a igualdade sob a hipdtese de que

a funcao f seja continua por partes.

1 (-
Generalizando para o caso em que o periodo é igual a 2L, temos que ag = T / f(z)dz,
-L

1 [t k 1 [t k
ap = z/_Lf(x)cos (%) dr e b, = Z/_Lf(x)sen (%) dz. Note que se L = 7, ou

seja, se o periodo for igual a 27, voltamos ao caso anterior.

: L a) kmx krw
Com esses novos coeficientes, temos f(z) = ?—1—; {ak cOS (T) + by sen (T)} ,

que € a série de Fourier generalizada para o periodo 2L.

E interessante observarmos que f(z) pode ser vista como sendo a soma da série para
cada z.

Vamos aplicar a série de Fourier para a funcao onda quadrada, apresentada na Figura
22.

As ondas quadradas sao utilizadas nos circuitos de chaveamento digitais e em dispo-
sitivos légicos de dois niveis, como por exemplo em sinais de clock (relégio interno de
um dispositivo). Porém, podem gerar radia¢do eletromagnética ou pulsos de corrente,
podendo causar ruidos e erros em outros circuitos préximos. Sao também utilizadas como
base de tempo para diversos instrumentos de sopro.

Aplicando a série de Fourier, podemos escrever a funcao onda quadrada como uma

o 4 = sen|[(2k — 1)7]
¢ finita da f = — E _— =
série infinita da forma f(z) =D oF 1
4 sendx sendr senTr
Ou sei S
u seja, f(z) - (senx—i— 3 + = + - )

Para k = 1, temos:

T T T T T
-2 0 2 ™ 32 2 51/2 3'>\7W7
-1
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Para k = 2, temos:

\ N /\/\
. -T2 0 2 \/3W/2\/" sm2 3v/2\/
14

Para k = 3, temos:

I

t 1 /\_/\/\
/\ |
r T r T T
7 B O : w h 3\b:m/\/
0

Para k = 4, temos:

1
f
0 X/
- - 0 ) w h u\/
5

Para k =5, temos:

11
f
0 X/
T T T T T
w 0 ) w - w
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Para k = 10, temos:

Para k = 20, temos:

51m/2

Para k = 50, temos:

51m/2

T
[ 3n/2

511/2

E]

T
T2

Quanto maior o nimero de termos da nossa soma, mais a onda se aproxima da onda

quadrada.

4.3 A funcdo tangente

sent

Como ja vimos na secao 2.2, a tangente de um angulo t é o quociente cost e pode
cos

ser denotada por tant. A funcdo real tangente é definida de forma andloga, ou seja,

sent

tant = ——, para t restrito aos nimeros reais para os quais o denominador é diferente de

cost

zero. Logo, o conjunto D = {t € R|t # g +km k€ Z} satisfaz as condicoes desejadas,

T
ja que cost = 0 se, e somente se, t = 5 + km, com k € Z. Assim, temos:
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Definicao 4.4. Seja D = {t € R|t # g + km ke Z}. Chamamos funcdao tangente a

sent
relagao tan : D — R tal que tant = o5t PO todot € D.
cos

sen(t +m)

A partir das propriedades das fungdes seno e cosseno, temos que tan(t+m) = =
cos(t + )

—sent
= tant. Portanto, a funcao tangente é periédica de periodo igual a w. Temos

—cost
sen(—t —sent

também que tan(—t) = (=) = = —tant. Com isso, podemos dizer que a
cos(—t) cost

funcao tangente é uma funcao fmpar.

Consideremos o ciclo trigonométrico e uma reta r paralela ao eixo Oy passando pelo
ponto (1,0), conforme a Figura 51, e seja AB um arco do primeiro quadrante, com medida
t.

N

Figura 51 — A tangente no ciclo trigonométrico

Consideremos também a reta s que passa pelos pontos O e B e seja C' o ponto de
intersecao entre esta reta e a reta r.

No triangulo AAOC, vamos calcular a tangente de ¢. Temos que a medida do angulo
central AOB é igual a medida do arco AB. Assim, tant = % = ATC = AC. Ou scja,
a tangente do arco t é a medida do segmento compreendido entre a origem dos arcos e a
intersecao das retas r e s, sobre a reta r. Por este motivo, a reta r é chamada de eizo das
tangentes.

Na Figura 51, observemos que a reta s também corta o terceiro quadrante. Seja D o
ponto de intersecao entre a reta s e o ciclo trigonométrico no terceiro quadrante, conforme

a Figura 52.
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Figura 52 — A tangente no 1° e 3° quadrantes

Notemos que o arco AD possui medida igual a t + 7. Notemos também que o lado
OD do angulo AOD esté contido na reta s. Temos que o ponto de intersecao entre o
prolongamento do segmento OD e a reta r também ¢é o ponto C. Portanto, a medida da
tangente do arco AD é igual ao comprimento do segmento AC. Ou seja, tant = tan(t-+m).

Consideremos agora o arco AB no segundo quadrante e seja s a reta que passa pelos

pontos O e B, conforme a Figura 53.

Figura 53 — A tangente no 2° e 4° quadrantes

Prolongando-se o lado OB do angulo AOB , temos o ponto C' como sendo a intersecao

desse prolongamento com o eixo das tangentes. Logo, a medida da tangente do arco AB
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é igual ao comprimento do segmento AC. Porém, observemos que o ponto C' se encontra
na parte negativa do eixo das tangentes. Assim, tant = —AC.

Observemos que a reta s corta o quarto quadrante. Seja D a intersecao entre a reta
s e o ciclo trigonométrico no quarto quadrante, formando o arco AD. Temos que a
medida do arco AD é igual a t 4+ w. Prolongando-se o lado OD do angulo @, também
temos o ponto C' como sendo a intersecao desse prolongamento com o eixo das tangentes.
Portanto, tan(t 4+ 7) = tant = —AC.

Com isso, temos que os valores das tangentes dos arcos do primeiro e do terceiro
quadrantes sao positivos e os valores das tangentes dos arcos do segundo e do quarto qua-
drantes sao negativos. Além disso, temos que os valores das tangentes de arcos simétricos
em relacao a origem sao diametralmente iguais.

Observemos ainda que quando o valor de ¢ aumenta no primeiro quadrante, o valor de
sua tangente também aumenta, assumindo todos os valores reais. Porém, quando t = g,
a reta s é paralela ao eixo das tangentes. Dessa forma, nao hé intersecao entre a reta s e
o eixo das tangentes. Neste caso, dizemos que nao existe a tangente. O mesmo acontece
para todas ao outras determinagoes desse arco.

No segundo quadrante, notemos que quando ¢ aumenta a sua tangente também au-
menta, chegando a zero quando ¢t = 7.

No terceiro quadrante, enquanto ¢t aumenta, sua tangente também aumenta. Porém,

ﬂ- 7/ . . ~ .
uando ¢t = —., a reta s é paralela ao eixo das tangentes. Com isso, nao existe a tangente
2 bl )

do arco de medida 3;, bem como de suas outras determinagoes.

No quarto quadrante, a tangente também aumenta quando ¢ aumenta, retornando a
zero quando t = 2.

A construgao a seguir ilustra, com o auxilio do GeoGebra, as propriedades da tangente

enunciadas acima.

Construcao 8

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);
e com a ferramenta “reta paralela”, clique no eixo Oy e no ponto B;

e com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o ciclo trigonométrico no primeiro

quadrante;

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto ('

e com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e
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e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre as retas

a e b;

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre a reta b e

o ciclo trigonométrico no terceiro quadrante;

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto E. Observe que [ = a + 180°;

e para melhorar a visualizagao, clique com o botao direito do mouse sobre o ciclo
trigonométrico e sobre os angulos « e (8 e selecione a opcao exibir rétulo. Os valores
desses angulos podem ser acompanhados na janela de dlgebra. Na aba “opcoes”,
selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique

nos itens eiro = e eiro y e desmarque a opcao exibir nimeros. Feche a janela;

e no campo “entrada”, digite d = sen(«)/ cos(«). Pela definicao 4.4, este é o valor da

tangente de «;
e no campo “entrada”, digite e = sen(f)/ cos(3). Este é o valor da tangente de (;

e com a ferramenta “mover”, desloque o ponto C' sobre todo o ciclo trigonométrico e

verifique que tan o = tan [3;

e 1o campo “entrada”, digite f = BD e verifique que BD = |tan | = |tan .

Nesta construgao também podemos verificar os sinais da tangente, conforme ilustra a

Figura 54.

w

Figura 54 — Sinais da tangente

Agora, apresentamos na Figura 55 o grafico da fungao tangente.
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Figura 55 — Grafico da funcao tangente

Partindo do ciclo trigonométrico, vejamos uma construgao para a geracao do grafico

da fungao tangente no Geogebra.

Construcao 9

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);
e com a ferramenta “reta paralela”, clique no eixo Oy e no ponto B;

e com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opg¢ao angulo e o defina no
intervalo de, por exemplo, —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1° velocidade

igual a 0.1. Clique em aplicar;

e com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario;
e com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e B’;

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre as retas

aeb;
e no campo “entrada’, digite P = (a, tan a);

e clique na aba “opc¢oes” e selecione a janela avancado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eixo x. Marque o item distancia e selecione a opgao

T
5 No item unidade, selecione a opgao w. Feche a janela;
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e com o0 botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro;

e com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opgao

animar. Observe que y(C') = y(P), comprovando que tana = BC.

Figura 56 — Ponto P percorrendo o grafico da fungao tangente

No grafico da Figura 56, podemos ver que a funcao tangente tem seus zeros em ¢t = k,

para todo k € Z. Ela é positiva em (k?‘[‘, g + k:7r> e é negativa em (g + km,m+ k’7r>, para

todo k € Z. Nao possui minimos ou maximos. Ela é crescente se t € (—g + km, g + k7r>,
para todo k € Z. Possui pontos de inflexao em ¢t = km, para todo k € Z. Suas assintotas
verticais sao as retas de equacao t = g + km, com k € Z.

Assim como fizemos para as funcgoes seno e cosseno, vejamos alguns valores notaveis
da funcao tangente.

|0 z

il
s 3fo] 3]0

| S
—
oY

tant | O

4.4 A funcdo cotangente

Seja um arco qualquer de medida ¢t. Como dissemos na secao 1.1, a cotangente do

arco t representa a tangente do arco complemetar ao arco t. Seja t' o arco complementar
) cost

. Assim, segue que cott = —.

] ~ tant ] sent

Para definirmos a funcdo cotangente como um quociente, devemos notar que seu

do arco t. Na secao 2.2, mostramos que tant =

dominio se restringe aos nimeros reais para os quais sent # 0. Desse modo, temos o
conjunto D = {t € R|t # km, k € Z} satisfazendo as condicoes desejadas, ja que sent = 0

se, e somente se, t = km, com k € Z. Portanto, temos:
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Definigao 4.5. Seja D = {t € R|t # kn,k € Z}. Chamamos fun¢ao cotangente a relagao

cost
cot : D — R tal que cott = p— para todo t € D.
sen

A partir das propriedades estudadas das fungbes seno e cosseno, temos que cot(t+m) =
cos(t +m)  —cost

sen(t+m) —sent

= cot t. Portanto, a funcao cotangente é periddica de periodo igual

cos(—t)  cost

a m. Temos também que cot(—t) = = —cott. Com isso, podemos

sen(—t)  —sent
dizer que a fungao cotangente é uma funcao fmpar.
Consideremos o ciclo trigonométrico e uma reta r paralela ao eixo Oz passando pelo
ponto (0,1). Sejam AB um arco do primeiro quadrante, com medida t, e BD o arco
complementar ao arco AB no primeiro quadrante, com medida ¢’
Consideremos também a reta s que passa pelos pelos pontos O e B e seja C' o ponto

de intersecao entre esta reta e a reta r, conforme a Figura 57.

. a

B\ t

T /’/—\
g

Figura 57 — A cotangente no ciclo trigonométrico

QT
S

No triangulo ADOC, vamos calcular a tangente de ¢’. Temos que tant’ =

= DC'. Porém, ja sabemos que tant’ = cott. Logo, cott = DC. Por este motivo, a

st

reta r é chamada de eixo das cotangentes.

Na Figura 57, observe que a reta s também corta o terceiro quadrante.

S

Figura 58 — A cotangente no 1° e 3° quadrantes

70



Seja E/ o ponto de intersecao entre a reta s e o ciclo trigonométrico no terceiro qua-
drante, conforme a Figura 58.

Notemos que o arco AF possui medida igual a ¢t + 7. Notemos também que o lado
OF do angulo AOFE esté contido na reta s. Temos que o ponto de intersecao entre o
prolongamento do segmento OF e a reta r também é o ponto C. Portanto, a medida
da cotangente do arco AFE ¢é igual ao comprimento do segmento DC'. Ou seja, cott =
cot(t + 7).

Consideremos agora o arco AB no segundo quadrante e seja s a reta que passa pelos

pontos O e B, como ilustra a Figura 59.

Figura 59 — A cotangente no 2° e 4° quadrantes

Prolongando-se o lado OB do angulo AOB , temos o ponto C' como sendo a intersecao
desse prolongamento com o eixo das cotangentes. Logo, a medida da cotangente do arco
AB ¢ igual ao comprimento do segmento DC. Porém, observemos que o ponto C se
encontra na parte negativa do eixo das cotangentes. Assim, cott = —DC.

Observemos que a reta s corta o quarto quadrante. Seja E a intersecao entre a reta s
e o ciclo trigonométrico no quarto quadrante, formando o arco AE. Temos que a medida
do arco AF é igual a t + 7. Prolongando-se o lado OF do angulo AOFE , também temos
o ponto C' como sendo a intersecao desse prolongamento com o eixo das cotangentes.
Portanto, cot(t + ) = cott = —DC.

Com isso, temos que os valores das cotangentes dos arcos do primeiro e do terceiro
quadrantes sao positivos e os valores das cotangentes dos arcos do segundo e do quarto
quadrantes sao negativos, assim como as tangentes. Além disso, temos que os valores das
cotangentes de arcos simétricos em relagao a origem sao diametralmente iguais.

Notemos que quando ¢ = 0, a reta s é paralela ao eixo das cotangentes. Dessa forma,
nao ha intersecao entre a reta s e o eixo das cotangentes. Neste caso, dizemos que nao
existe a cotangente. O mesmo acontece para todas as outras determinagoes desse arco.

Percebamos ainda que a medida que o valor de ¢ aumenta no primeiro quadrante,
o valor de sua cotangente diminui, assumindo todos os valores reais, chegando a zero

T
quando t = 5 O mesmo acontece no segundo quadrante. Porém, quando t = 7, a reta s
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¢é paralela ao eixo das cotangentes. Com isso, nao existe a cotangente do arco de medida
m, bem como de suas outras determinagoes.
. 3m
No terceiro quadrante acontece o mesmo, chegando a cotangente a zero quando t = >
E o mesmo acontece no quarto quadrante, sendo que quando t = 27, a reta s é paralela
ao eixo das cotangentes. Assim, nao existe a cotangente do arco de medida 27, bem como
de suas outras determinacoes.
A construgao a seguir ilustra, com o auxilio do GeoGebra, as propriedades da cotan-

gente enunciadas acima.

Construcao 10

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0) e (0,1);
e com a ferramenta “reta paralela”, clique no eixo Ox e no ponto C’

e com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o ciclo trigonométrico no primeiro

quadrante;

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto D;
e com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e D;

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a interse¢ao entre as retas

a e b,

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre a reta b e

o ciclo trigonométrico no terceiro quadrante;

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto F'. Observe que § = a + 180°;

e para melhorar a visualizagao, clique com o botao direito do mouse sobre o ciclo
trigonométrico e sobre os angulos « e (3 e selecione a opcao ezibir rétulo. Os valores
desses angulos podem ser acompanhados na janela de dlgebra. Na aba “opcoes”,
selecione a janela avancado. Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique

nos itens eiro r e eiro y e desmarque a opcao exibir numeros. Feche a janela;

e 1o campo “entrada”, digite d = cos(a)/sen(«). Pela defini¢ao 4.5, este é o valor da

cotangente de «;

e no campo “entrada”, digite e = cos(3)/sen((). Este é o valor da cotangente de [3;
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e com a ferramenta “mover”, desloque o ponto D sobre todo o ciclo trigonométrico e

verifique que cot a = cot [3;
e 1no campo “entrada”, digite f = C'E e verifique que CE = | cot o] = | cot 3.

Nesta construcao também podemos verificar os sinais da cotangente, conforme a Figura

60.

Figura 60 — Sinais da cotangente

Agora, podemos apresentar, na Figura 61, o grafico da fungao cotangente.

AN NANR NN
AR

Figura 61 — Grafico da fungao cotangente

w

~

o

o

&

Partindo do ciclo trigonométrico, vejamos a construcao do gréafico da funcao cotangente
no Geogebra.
Construcao 11

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;

e com a ferramenta “ponto”, marque os pontos (1,0) e (0,1);
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com a ferramenta “reta paralela”, clique no eixo Ox e no ponto C}

com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opgao angulo e o defina no
intervalo de, por exemplo, —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1° velocidade

igual a 0.1. Clique em aplicar;

com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario;

4

com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e B’;

com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre as retas

aeb;
no campo “entrada”, digite P = («a, cot(a));

clique na aba “opcoes” e selecione a janela avancado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eizro x. Marque o item distancia e selecione a opgao
™ . . . - . . . . -

5 No item unidade, selecione a opgao w. Clique no item rotulo e selecione a opgao

x. Na aba eizo y, clique no item rotulo e selecione a opcao y. Feche a janela;

com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opgao habilitar

7aStro;

com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao
animar. Observe que z(D) = y(P), comprovando que cota = DC. Observe a

Figura 62.

b

Figura 62 — Ponto P percorrendo o grafico da fungao cotangente
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4.5 As funcoes secante e cossecante

Consideremos um arco AB de medida t pertencente ao primeiro quadrante do ciclo
trigonométrico e a reta tangente ao ciclo no ponto B e sejam C' e D os pontos de interse¢ao

dessa reta com os eixos Ox e Oy, respectivamente, conforme a Figura 63.

-
N

Figura 63 — Definicao de secante e cossecante

Definimos sect = OC e csct = OD.

No triangulo ABOC, retangulo no vértice B, temos que BOC = t. Assim, cost =
1 1

S
s

— . Dal, segue que
9] OC  sect ) segue q

Observemos que BCO = 90° — t. Observemos também que BOD = 90° — t, ou seja,
BCO = BOD. E como o triangulo ABOD também é retangulo no vértice B, temos que
os triangulos ABOC' e ABOD sao semelhantes. Logo, BDO =t.

vj |
Figura 64 — Secante e cossecante no ciclo trigonométrico
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OB 1
No triangulo ABOD, temos que sent = — = — = . Dal, segue que
OD OD csct
1
csct = ——.
sent

Partindo disso, podemos definir as fungoes secante e cossecante.

Definicao 4.6. Seja D = {t € R|t # g + km k€ Z}. Chamamos fungao secante a

relacao sec : D — R tal que sect = p— para todo t € D.
CoS

Definicao 4.7. Seja D = {t € R|t # kn,k € Z}. Chamamos funcao cossecante a relagdo

csc: D — R tal que csct = ——, para todo t € D.
sent

Vejamos estas definicoes em uma construcao no GeoGebra.

Construcao 12

e Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, vamos construir o circulo unitario.

Clique no ponto (0,0) e defina o angulo como sendo igual a 1;
e com a ferramenta “ponto”, marque o ponto (1,0);

e com a ferramenta “ponto em objeto”, clique sobre o ciclo trigonométrico no primeiro

quadrante;

e com a ferramenta “reta tangente”, clique sobre o ponto C' e em seguida sobre o ciclo

trigonométrico;
e com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e C

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto C

e com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre a reta a
e o eixo Ox. Em seguida, marque a intersecao entre a reta a e o eixo Oy. Por
conseguinte, marque a intersecao entre a reta b e o ciclo trigonométrico no terceiro

quadrante;

e com a ferramenta “angulo”, clique sobre o ponto B, em seguida sobre o ponto A e

em seguida sobre o ponto F;
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e pelas definicoes vistas em sala de aula, temos seca = AD e csca = AE. Entao,
com a ferramenta “segmento”, clique sobre os pontos A e D e, em seguida, sobre os

pontos A e E;

e para melhorar a visualizagao, clique com o botao direito do mouse sobre o ciclo
trigonométrico, sobre os angulos « e (5 e sobre os segmentos AD e AE e, para todos
eles, selecione a opcao exibir rotulo. Na aba “opcoes”, selecione a janela avancado.
Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique nos itens eixo = e eizo y e

desmarque a opcao exibir numeros. Feche a janela;

e 1no campo “entrada’, digite f = 1/cos(a). Pela definigao 4.6, este é o valor da

secante de «;
e no campo “entrada’, digite g = 1/ cos(f). Este é o valor da secante de ;

e com a ferramenta “mover”, desloque o ponto C' sobre todo o ciclo trigonométrico e

verifique que sec o« = — sec f3;

e no campo “entrada”, digite h = 1/sen(«). Pela defini¢ao 4.7, este é o valor da

cossecante de «;
e no campo “entrada”, digite i = 1/sen(3). Este é o valor da cossecante de f3;

e com a ferramenta “mover”, desloque o ponto C' sobre todo o ciclo trigonométrico e

verifique que csca = — csc 3.

Assim temos:

[a] [b]

Figura 65 — [a] Sinais da secante e [b] sinais da cossecante

Na Figura 66 apresentamos o grafico da funcao secante.
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Figura 66 — Grafico da fungao secante
Agora, vejamos o gréafico da funcao cossecante na Figura 67.
v
3
2
1
0 X
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Figura 67 — Gréfico da funcao cossecante
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5 Uma proposta para o Ensino Médio

Apresentaremos agora uma proposta de aulas baseada em uma série de atividades no
GeoGebra. Acreditamos que esta proposta pode ajudar os professores do Ensino Médio a
melhorar o nivel de aprendizado dos seus alunos nas aulas de Trigonometria e, mais espe-
cificamente, a entender melhor as propriedades relacionadas as func¢oes trigonométricas.

O uso do GeoGebra tem por objetivo ajudar os alunos a visualizar e interpretar as
representacoes geométricas, relacionando o uso das ferramentas deste software com os
conceitos dos contetdos trigonométricos.

Nao pretendemos que estas atividades sejam o unico recurso utilizado nas aulas de

Trigonometria, mas que sirvam de suporte para essa aprendizagem.
Atividade 1

Como este provavelmente serd o primeiro contato da maioria dos alunos (senao de
todos) com o software GeoGebra, um dos objetivos desta atividade é que os alunos co-
nhecam e aprendam a utilizar as ferramentas do software para a resolucao de exercicios.
Pretendemos também que eles possam entender claramente as instrugoes que sao dadas
para a elaboracao da atividade.

Os objetivos principais desta atividade sao mostrar que a soma dos angulos internos de

um triangulo é igual a 180° e verificar se os alunos sabem o que é um triangulo retangulo.

1. Com a ferramenta “poligono”, crie um triangulo qualquer. Para tanto, clique sobre
trés pontos quaisquer do plano cartesiano e em seguida clique novamente sobre o

ponto A.

2. Com a ferramenta “angulo”, meca os trés angulos do triangulo criado no item ante-
rior. Para isso, clique sobre os pontos B, A e C. Em seguida, clique sobre os pontos

C, B e A. Posteriormente, clique sobre os pontos A, C' e B.

3. Com a ferramenta “mover”, arraste o ponto A pelo plano e note as mudancas nos

valores das medidas dos angulos internos e dos lados do triangulo.
4. Agora responda: Quais os valores dos lados do triangulo?
5. Quais os valores dos angulos A, BeC?
6. Qual a soma dos angulos internos de um triangulo?

7. Este triangulo é um triangulo retangulo? Por qué?



Atividade 2

Os objetivos desta atividade sao construir um triangulo retangulo, identificar a sua

hipotenusa e os seus catetos e relacionar os lados do triangulo com os seus angulos agudos.

1. Construa um triangulo retangulo. Para tanto, utilize a ferramenta “ponto” e mar-
que dois pontos no plano cartesiano. Com a ferramenta “segmento”, clique sobre os
pontos A e B, criando o segmento AB. Com a ferramenta “angulo com amplitude
fixa”, clique sobre o ponto A e em seguida sobre o ponto B. Na janela que apa-
recer, defina o angulo como sendo de 90°. Observe a criacao do ponto A’. Com a

ferramenta “segmento”, clique sobre os pontos B e A’ e em seguida sobre os pontos

Ae A

2. Com a ferramenta “angulo”, meca os angulos A e A’ do triangulo criado. Para isso,

clique sobre os pontos A’, A e B. Em seguida, clique sobre os pontos B, A’ e A.

3. Com a ferramenta “mover”, arraste o ponto A sobre o plano e observe que, embora

as medidas dos lados estejam variando, o triangulo continua sendo retangulo.
4. Agora responda: Quais as medidas dos angulos Ae A7
5. Os angulos Ae A’ sdo agudos ou obtusos? Isso sempre ird ocorrer? Porquée?
6. Qual a medida da hipotenusa deste triangulo?
7. Quais as medidas dos catetos do triangulo?
8. Qual a medida do cateto oposto ao angulo A?
9. Qual a medida do cateto oposto ao angulo Ar?
10. Qual a medida do cateto adjacente ao angulo A?
11. Qual a medida do cateto adjacente ao angulo Ar?

12. As observagoes feitas valem para qualquer triangulo retangulo ou apenas para o caso
estudado?

Atividade 3

Os objetivos desta atividade sao calcular as razoes trigonométricas a partir das formu-
las ja estudadas anteriormente e verificar que elas nao dependem das medidas dos lados

do triangulo, mas sim da medida do angulo.
1. No campo “entrada”, digite, por exemplo, A = (2,1), B = (6,1) e C = (6,6).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Com a ferramenta “segmento”, construa o triangulo AABC.

Com a ferramenta “angulo”, construa os trés angulos do triangulo e verifique que o

triangulo é retangulo em B.

Com o botao direito do mouse, clique sobre a lado AB e selecione a opgao “exibir

rotulo”. Faga o mesmo para os outros lados do triangulo.

Com a ferramenta “ponto em objeto”, marque um ponto sobre o lado AC do

triangulo.
Com a ferramenta “reta paralela”, clique sobre o ponto D e sobre o lado BC'

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao entre a reta d
e o lado AB.

Com o botao direito do mouse, clique sobre a reta d e selecione a opgao “exibir

objeto”.
Com a ferramenta “segmento”, marque os segmentos AD, DE e AFE.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o segmento AFE e selecione a opgao
“renomear”. Renomeie para afastamento. Renomeie também os segmentos DFE e

AD para altura e percurso, respectivamente.

Mova o ponto D para sobre o ponto C' e, com o auxilio da calculadora, calcule as

) - altura altura afastamento
seguintes razoes: , e .
afastamento’ percurso percurso

Mova o ponto D para um ponto qualquer entre os pontos A e C.

Calcule novamente as razoes do item 11.

Mova o ponto D para um outro ponto qualquer entre os pontos A e C.

Calcule novamente as razoes do item 11.

Responda: O que vocé conclui sobre os valores das razoes que acabou de calcular?

De acordo com as férmulas estudadas anteriormente em sala de aula, a que razoes

trigonométricas correspondem as razoes estudadas nesta atividade?

Para comprovar o que voceé respondeu no item 16, facamos o seguinte: no campo
“entrada”, digite seno = altura / percurso. Agora, digite cosseno = afastamento /

percurso. Por fim, digite tangente = altura / afastamento.

Mova aleatoriamente o ponto D sobre o lado AC' e observe na janela de dlgebra os

valores de seno, cosseno e tangente.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Responda: Os valores de seno, cosseno e tangente dependem das medidas dos lados

do triangulo?

No campo “entrada”, digite A = (1, 1) e responda: O que acontece com os angulos

do triangulo?
O que acontece com os valores de seno, cosseno e tangente?

No campo “entrada”, digite A = (0, 1) e responda: O que acontece com os angulos

do triangulo?
O que acontece com os valores de seno, cosseno e tangente?

Os valores de seno, cosseno e tangente dependem da medida do angulo A?

Atividade 4

O objetivo desta atividade é verificar a validade da relacao tan A = Senﬁ. Verifica-
remos também que se A e B sao complementares, entdo sen A = cos B, (?(C)):A —sen B e
tan B = ! =

tan A
1. Construa um triangulo retangulo com vértices nos pontos A = (1,1), B = (5,1) e

10.

11.

12.

O =(53).

. Com a ferramenta “angulo”, mega os angulos do triangulo.
. Agora responda: Quais os valores dos angulos A, B e C?

. A e C sao complementares?

Quais os valores dos lados AB, AC' e BC'"?
Calcule sen A, sen C’, coS A, coS C’, tan A e tan C.
Compare os valores de sen A e cos C.

Compare os valores de sen C' e cos A.

A 1
. Verifique que tanC' = ~.
tan A
- senA
Verifique que tan A = ~.
cos A

No campo “entrada”, digite C' = (5, 4) e refaca os itens 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10.

As observacoes feitas valem para qualquer triangulo retangulo ou apenas para o

casos estudados?
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Atividade 5

Na aplicacao do questionario que encontra-se no Apéndice em sala de aula, pudemos

comprovar a falta de vivéncia dos alunos com o ciclo trigonométrico. Por isso, o obje-

tivo desta atividade é construir o ciclo trigonométrico, aprendendo a identificar os seus

quadrantes.

10.

11.

12.

13.

14.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0), ao qual chamamos ciclo trigonométrico. Qual é a sua equagao

cartesiana?

. Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque os pontos de intersecao

entre o ciclo trigonométrico e os eixos coordenados, denominando-os de B = (1,0),
C=(0,1), D= (-1,0)e E=(0,-1).

. Agora vamos identificar os quadrantes do ciclo trigonométrico. Para tanto, selecione

a ferramenta “texto”. Clique sobre o 1° quadrante. Na janela que aparecer, digite
QI. Clique em “Ok”. Em seguida, clique sobre o 2° quadrante. Na janela que
aparecer, digite QI1. Clique em “Ok”. Para o 3° quadrante, digite QIII e para o 4°,
digite 1V.

Com a ferramenta “mover”, vocé pode ajustar melhor as caixas de texto dentro do

ciclo trigonométrico.

Com a ferramenta “ponto em objeto”, marque um ponto qualquer sobre o ciclo

trigonométrico, o qual serd denominado F'.
Construa o segmento OF'.

Com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos B, A e F', nesta ordem, criando
o angulo BAF.

Mova o ponto F' indistintamente sobre o ciclo e observe o valor do angulo BAF.

. Agora responda: Os angulos do 1° quadrante variam de quanto a quanto?

Os angulos do 2° quadrante variam de quanto a quanto?
Os angulos do 3° quadrante variam de quanto a quanto?
Os angulos do 4° quadrante variam de quanto a quanto?
Se o angulo BAF mede 240°, a que quadrante pertence o ponto F'?

Se o angulo BAF mede 303°, a que quadrante pertence o ponto F'?
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Atividade 6

Esta atividade tem por objetivo fazer com que os alunos entendam a nocao de “angulo

negativo”, associando angulos com medidas negativas aos pontos do plano cartesiano.

1.

10

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. Clique na ferramenta “controle deslizante”. Selecione a opc¢ao angulo, com nome «.

Selecione o intervalo de —360° a 360°, com incremento de 5°.
. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. No campo angulo, digite a. Clique em Ok. Observe que foi criado

o angulo f.

Clique sobre o controle deslizante com o botao direito do mouse e selecione a opcao

“animar”. Observe na janela de algebra a correspondéncia entre os angulos o e 3.

Agora responda: A que quadrante pertence o angulo o = 115°7

A que quadrante pertence o angulo o = 225°7
. A que quadrante pertence o angulo o = —15°7
. A que quadrante pertence o angulo a = —120°?
. A que quadrante pertence o angulo a = —225°7

Atividade 7

Como a fungao de Euler é um contetido praticamente inexistente nos planos de curso da

disciplina de Matematica em nossas Escolas de Ensino Médio, o objetivo desta atividade

é apresentar a funcao de Euler aos nossos alunos.

1

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, construa o intervalo de variagao do arco t.
Para isso, clique no local onde deseja inserir o controle deslizante e selecione a opcao
numero. Defina um intervalo com valor minimo —12.57 e valor maximo 12.57, com

um incremento de 0.1. Clique em aplicar.
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10.

11.

12.

13.

No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A, construindo o arco t. Defina o angulo igual ao controle deslizante

a e escolha o sentido anti-horédrio. Clique em OFk. Observe que foi criado o ponto

B
Renomeie o ponto B’ para P.

Clique com o botao direito do mouse sobre o angulo criado e selecione a opcao
propriedades. Na janela bdsico defina a legenda como t e na aba exibir rdtulo

selecione a opcao legenda. Feche a janela.

Construa o segmento AP. Com o botao direito do mouse, clique sobre o segmento

AP e selecione a opcao exibir rotulo.

Clique na janela opc¢oes e selecione a aba avanc¢ado. Na janela preferéncias - janela
de visualizagao clique na aba eizo x e no campo unidade selecione a opcao m. Feche

a janela.

Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar. Esta é a funcao de Euler “enrolando a reta”.

Agora responda: Qual o valor do raio AP do ciclo trigonométrico?
Qual o periodo da funcao de Euler?

Quais os valores maximo e minimo da coordenada x(P)?

Quais os valores méximo e minimo da coordenada y(P)?

Atividade 8

Partindo da definicao da funcao de Euler, esta atividade tem por objetivo estudar a

funcao de Euler, verificando as propriedades de suas coordenadas. Acreditamos que esta

é uma atividade adequada para a introducao dessa funcao.

1.

2.

3.

4.

Refaca a construgao da atividade anterior.

No campo entrada, digite f(t) = z(P). Pressione enter.

Anime o controle deslizante e observe o que acontece com a fungao f.
Pare a animacao.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

Com o botao direito do mouse, clique sobre a fungao f e selecione a opgao exibir

objeto.

. No campo entrada, digite D = (a,x(P)). Pressione enter. Com o botao direito do

mouse, clique sobre o ponto D e selecione a opcao habilitar rastro. Anime novamente

o controle deslizante. Assim, temos uma idéia do grafico da funcao f.

Agora responda: Quais os valores maximo e minimo da funcao f7

. Qual o periodo da funcao f?

Complete a tabela abaixo:

t | 0% 30°|45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
f()

Quais os valores de f(—30°), f(—45°) e f(—60°)7

A fungao f é uma funcao par ou impar?

No campo entrada, digite g(t) = y(P). Pressione enter.

Anime o controle deslizante e observe o que acontece com a funcao g.
Pare a animacao.

Com o botao direito do mouse, clique sobre a funcao g e selecione a opcao exibir

objeto.

No campo entrada, digite D = (a,y(P)). Anime novamente o controle deslizante.

Assim, temos uma idéia do grafico da funcao g.
Agora responda: Quais os valores maximo e minimo da funcao g7
Qual o periodo da funcao g?

Complete a tabela abaixo:

t 1 0°]30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
g9(t)

Quais os valores de g(—30°), g(—45°) e g(—60°)?

A funcao g é uma funcao par ou impar?

Atividade 9

Partindo da definicao da funcao de Euler, esta atividade tem por objetivo estudar as

simetrias do ciclo trigonométrico.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este ¢ o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “ponto em objeto”, marque um ponto sobre o ciclo trigonométrico

pertencente ao 1° quadrante, o qual serd denominado C'.

. Com a ferramenta “reta paralela”, trace uma reta paralela ao eixo Oz passando

pelo ponto C.

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque o outro ponto de intersecao
entre a reta a e o ciclo trigonométrico, o qual serd denominado D. O que podemos
dizer sobre os pontos C' e D? Movimente o ponto C sobre todo o ciclo e verifique

se a propriedade é conservada.

Com a ferramenta ‘“reta paralela”, trace uma reta paralela ao eixo Oy passando

pelo ponto C.

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque o outro ponto de intersecao
entre a reta b e o ciclo trigonométrico. Este ponto serd denominado E. O que
podemos dizer a respeito dos pontos C' e E7 Movimente o ponto C' sobre todo o

ciclo e verifique se a propriedade é conservada.

Com a ferramenta “reta”, trace uma reta passando pelo ponto C' e pelo ponto A.

Para tanto, clique sobre esses dois pontos.

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque o outro ponto de intersecao
entre a reta d e o ciclo trigonométrico. Este ponto serd denominado F. O que
podemos dizer a respeito dos pontos C' e F'7 Movimente o ponto C sobre todo o

ciclo e verifique se a propriedade é conservada.

—_—
Com a ferramenta “angulo”, construa o angulo BAC'. Por defini¢ao, sua medida é

igual a medida do arco BC'.

—_—
Com a ferramenta “angulo”, construa o angulo BAD. Por definigao, sua medida é

igual a medida do arco BD.

—_—
Com a ferramenta “angulo”, construa o angulo BAE. Por definicao, sua medida é

igual a medida do arco BF.

—_—
Com a ferramenta “angulo”, construa o angulo BAF. Por defini¢ao, sua medida é

igual a medida do arco BF.

Agora responda: Quais as coordenadas do ponto C?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Qual a medida do angulo BAC?

Sendo E a funcao de Euler, qual é o ponto determinado por E(BC)?
Quais as coordenadas do ponto D?

Qual a medida do angulo BAD?

Qual ¢é o ponto determinado por F(BD)?

Quais as coordenadas do ponto E?

Qual a medida do angulo BAE?

Qual é o ponto determinado por E(BE)?

Quais as coordenadas do ponto F'7

Qual a medida do angulo BAF?

Qual é o ponto determinado por F(BF)?

Mova o ponto C' para um outro ponto do 1° quadrante.
Agora responda: Quais as coordenadas do ponto C'?7
Qual a medida do angulo BAC?

Quais as coordenadas do ponto D?

Qual a medida do angulo BAD?

Quais as coordenadas do ponto E?

Qual a medida do dngulo BAE?

Quais as coordenadas do ponto F'?

Qual a medida do angulo BAF?

Observe que se C' = (z,y), entdao seu simétrico em relacao ao eixo Oy é o ponto
D = (—z,y). Note que BAD = 180° — BAC.

Observe também que se C' = (z,y), entao seu simétrico em rela¢ao ao eixo Ox é o
ponto E = (x,—y). Veja que BAE = 360° — BAC.

Da mesma forma, se C' = (x,y), entao seu simétrico em relacao a origem do sistema
de coordenadas é o ponto F' = (—x,—y). Veja que BAF = 180° + BAC.
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Atividade 10

Partindo das definicoes das fungoes seno e cosseno a partir da fungao de Euler, esta

atividade tem por objetivo estudar as propriedades das fungoes seno e cosseno no ciclo

trigonométrico.

1.

10.

11.

12.

13.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “ponto em objeto”, marque um ponto do ciclo trigonométrico

pertencente ao primeiro quadrante, o qual sera denominado C'.
Construa o segmento AC.
Com a ferramenta “angulo”, clique sobre os pontos B, A e C, nesta ordem.

Com a ferramenta “mover”, movimente o ponto C' sobre o circulo e observe a mu-
danca nos valores do angulo a. Nao esqueca de retornar o ponto C' ao primeiro

quadrante.

Com a ferramenta “reta perpendicular”, clique sobre o eixo Oy e sobre o ponto C.

Em seguida, clique sobre o eixo Ox e sobre o ponto C.

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, obtenha os pontos de intersecoes en-

tre a reta b e 0 eixo Oy e entre a reta d e o eixo Ox. Esses pontos serao denominados
DeEFE.

Construa os segmentos AD, AE, CD e CE.

Para melhorar a visualizacao, clique sobre o angulo « e sobre os segmentos AC,
AD, AE, CD e C'E com o botao direito do mouse e selecione a opcao exibir rétulo.
Faca o mesmo para a circunferéncia unitaria. Clique também sobre as retas defini-
das anteriormente e selecione a opcao exibir objeto. Vocé também pode utilizar a

ferramenta “ampliar” para melhor observar a janela de visualizacao.

Com a ferramenta “angulo”, construa o angulo CEA. O que podemos dizer a
respeito do triangulo AACE?

Clique com o botao direito do mouse sobre o angulo f e selecione a opcao exibir

rotulo.

Aplique a defini¢ao de seno para o triangulo retangulo AACE e calcule sen o. Qual

a relagao entre o valor calculado para sena e CE?

89



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Observe que ADCE é um retangulo. Logo, CE = AD. Sendo assim, clique sobre o
segmento AD com o botao direito do mouse e selecione a opcao propriedades. No
campo “legenda’”, digite seno. No campo “exibir rotulo”, selecione a opcao legenda.

Feche a janela.

Agora, aplique a definicao de cosseno no triangulo AACE e calcule cosa. Qual a

relacdo entre o valor calculado para sena e AE?

Clique sobre o segmento AF com o botao direito do mouse e selecione a opcao
propriedades. No campo “legenda”, digite cosseno. No campo “exibir rétulo”,

selecione a opcao legenda. Feche a janela.

Para melhorar a visualizagao, clique com o botao direito do mouse sobre o angulo
[ e selecione a opcao exibir objeto. Clique também sobre os pontos A, D e E e
selecione a opcao “exibir rétulo”. Na aba “opgoes”, selecione a janela avancado.
Na aba “preferéncias - janela de visualizacao”, clique nos itens eizo = e eizo y e

desmarque a opcao exibir numeros. Feche a janela.

Clique com o botao direito do mouse sobre os segmentos nomeados de seno e cosseno
e selecione a opcao propriedades. Na aba cor, selecione, por exemplo, as cores verde

e azul, respectivamente.

Com a ferramenta “mover” vocé pode movimentar o ponto C' e observar que para

cada valor de a os valores de seno e cosseno se alteram.
: i A% /
Agora responda: Quais os valores de sen 30° e cos 30°7
Quais os valores de sen 45° e cos 45°7
Quais os valores de sen 60° e cos 60°7
etermine o valor de sen cos apenas observando a construcao realizada.
Det lor d 230° + cos? 30° b d trug lizad
rmine o valor n enas observan nstrucao realizada.
Dete e o valor de sen®45° + cos? 45° apenas observando a construcio realizada
Determine o valor de sen? 60° + cos? 60° apenas observando a construcao realizada.
Compare os valores de sen 30° e cos 60°.

Compare os valores de cos 30° e sen 60°.

Atividade 11

O objetivo desta atividade é estender os conceitos vistos até a iltima atividade para os

demais quadrantes do ciclo trigonométrico, visualizando as simetrias do seno e do cosseno

e observando a variagao de seus sinais.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Refaca a construgao da atividade anterior.

. Observe que os valores de seno e cosseno do angulo « correspondem respectivamente

aos valores da ordenada e da abcissa do ponto C.
No campo “entrada”, digite seno = y(C).

Com a ferramenta “mover”, arraste o ponto C' sobre todo o ciclo trigonométrico.

. Agora responda: No primeiro quadrante, o seno é positivo ou negativo?

No segundo quadrante, o seno é positivo ou negativo?

No terceiro quadrante, o seno é positivo ou negativo?

No quarto quadrante, o seno é positivo ou negativo?

No campo “entrada”, digite cosseno = z(C).

Com a ferramenta “mover”, arraste o ponto C' sobre todo o ciclo trigonométrico.
Agora responda: No primeiro quadrante, o cosseno é positivo ou negativo?

No segundo quadrante, o cosseno é positivo ou negativo?

No terceiro quadrante, o cosseno é positivo ou negativo?

No quarto quadrante, o cosseno ¢é positivo ou negativo?

Clique com o botao direito do mouse sobre as retas b e d e selecione a opcao exibir

objeto.

Com a ferramenta “reta”, clique sobre os pontos A e C, criando a reta 1.

Com a ferramenta “intersecao de dois objetos”, marque a intersecao das retas b, d

e i com o ciclo trigonométrico.

Crie os segmentos DF, EG e AH. Em seguida, clique sobre eles com o botao direito

do mouse e selecione a opgao exibir rotulo.

Clique com o botao direito do mouse sobre as retas b, d e ¢ e selecione a opgao exibir

objeto. Como ja foi visto na atividade 9, ', G e H sao os pontos simétricos do

ponto C' em relacao aos eixos coordenados e a origem do sistema.
Com a ferramenta “angulo”, construa os angulos BAF ; BAH e BAG.
Agora responda: Qual o valor do angulo BAC?

Quais os valores de sen(tﬂ\C) e cos(B/A\C')?
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Qual o valor do angulo BAF? Comprove que BAF = 180° — BAC.
Quais os valores de sen(B/fH? )e cos(B/fE’ )?

Conclua que Sen(@) = sen(B/\AC) e que cos(B//HT) =— cos(B/fE’).
Qual o valor do angulo BAH? Comprove que BAH = 180° + BAC.
Quais os valores de sen(@) e COS(@)?

Conclua que sen(@) =— sen(B/R’) e que cos(@) =— cos(B/A\C).
Qual o valor do angulo BAG? Comprove que BAG = 360° — BAC,
Quais os valores de sen(@) e cos(B/A\G)?

Conclua que sen(B//E?) = — sen(B%’) e que cos(B/\AG) = cos(B%’).

Complete as tabelas abaixo.

t 0° ] 90° | 180° | 270° | 360°

sent

cost

t

30° | 45° | 60° | 120° | 135° | 150° | 210° | 225° | 240° | 300° | 315° | 330°

sent

cost

Atividade 12

Esta atividade tem por objetivo apresentar o grafico da funcao seno e estudar, a partir

dai, algumas de suas propriedades.

1.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opcao angulo e o defina no
intervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 5°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opcao “crescente”. Clique em aplicar.

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

No campo “entrada”, digite P = («,sen(a)).

Clique na aba “opcoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eizo x. Marque o item distancia e selecione a opcao
)

T
—. No item unidade, selecione a opcao w. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.

O grafico obtido pelo rastro do ponto P ¢é o grafico da funcao seno? Explique.
Para ver o grafico da funcao seno, vd ao campo “entrada” e digite sen(z).
Agora responda: No primeiro quadrante, a funcao seno é crescente ou decrescente?
No segundo quadrante, a funcao seno é crescente ou decrescente?

No terceiro quadrante, a fungao seno é crescente ou decrescente?

No quarto quadrante, a funcao seno é crescente ou decrescente?

Qual o periodo da funcao seno?

Quais os zeros da funcao seno?

Qual o valor méximo da funcao seno?

Qual o valor minimo da func¢ao seno?

Quais os intervalos em que a funcao seno é positiva?

Quais os intervalos em que a funcao seno é negativa?

Qual o dominio da fun¢ao seno?

Qual a imagem da func¢ao seno?

Atividade 13

Esta atividade tem por objetivo apresentar o grafico da fungao cosseno e estudar, a

partir dai, algumas de suas propriedades.

1.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opgao angulo e o defina no
intervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 5°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opcao “crescente”. Clique em aplicar.

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.
No campo “entrada”, digite P = («, cos(«)).

Clique na aba “opcoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eiro x. Marque o item distancia e selecione a opgao

T
5 No item wunidade, selecione a opgao m. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.
Para ver o grafico da funcao cosseno, va ao campo “entrada” e digite cos(z).
Os graficos obtidos nos itens 7 e 8 representam a mesma funcao? Explique.

Agora responda: No primeiro quadrante, a fungao cosseno é crescente ou decres-

cente?

No segundo quadrante, a funcao cosseno é crescente ou decrescente?
No terceiro quadrante, a funcao cosseno é crescente ou decrescente?
No quarto quadrante, a fungao cosseno é crescente ou decrescente?
Qual o periodo da func¢ao cosseno?

Quais os zeros da funcao cosseno?

Qual o valor maximo da funcao cosseno?

Qual o valor minimo da fung¢ao cosseno?

Quais os intervalos em que a funcao cosseno é positiva?

Quais os intervalos em que a funcao cosseno é negativa?

Qual o dominio da fun¢ao cosseno?
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22.

Qual a imagem da func¢ao cosseno?

Atividade 14

Esta atividade tem por objetivo apresentar a funcao tangente e estudar algumas de

suas propriedades.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “reta paralela”, clique sobre o eixo Oy e, em seguida, sobre o

ponto B. Este é o eixo das tangentes.

Crie um ponto no primeiro quadrante do ciclo trigonométrico.

. Trace a reta que passa pelos pontos A e C.

Construa o angulo BAC.

Marque a intersecao entre as retas a e b.

Observe que o triangulo AABD é retangulo no vértice B.
Construa o segmento BD.

No triangulo AABD calcule a tan . Conclua que tan o = BD.

Clique com o botao direito do mouse sobre o segmento BD e selecione a opcao
propriedades. Na aba “bésico”, defina a legenda como tangente e no item exibir
rotulo selecione a opcao legenda. Na aba “cor”, selecione, por exemplo, a cor verde.

Feche a janela.

Observe que a reta b também corta o ciclo trigonométrico no terceiro quadrante.

Marque esta intersecao.

Construa o angulo BAE.

Conforme voce ja sabe, BAFE = 180° + BAC. Confirme isso.
Observe que tan(lﬂ\E) = tan(@).

Mova o ponto C' para o segundo quadrante e observe que tan(B/A\E) = tan(B/R*).
Porém, veja que, agora, o ponto D se encontra na parte negativa do eixo das tan-

gentes.
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17.

18.

No campo “entrada”, digite tangente = y(D).

Movendo o ponto C pelo ciclo trigonométrico, complete as tabelas abaixo.

t 0° ] 90° | 180° | 270° | 360°

tant

30° | 45° | 60° | 120° | 135° | 150° | 210° | 225° | 240° | 300° | 315° | 330°

tant

Atividade 15

Esta atividade tem por objetivo apresentar o grafico da funcao tangente e estudar, a

partir dai, algumas de suas propriedades.

10.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opcao angulo e o defina no in-
tervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opcao “crescente”. Clique em aplicar.

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida
sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.

. No campo “entrada”, digite P = (o, tan(«)).

Clique na aba “opcoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eixo x. Marque o item distancia e selecione a opgao
5 Y s

T
5 No item wunidade, selecione a opgao m. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.
O gréfico obtido pelo rastro do ponto P ¢é o grafico da funcao tangente? Explique.
Para ver o grafico da funcao tangente, vd ao campo “entrada” e digite tan(z).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Agora responda: No primeiro quadrante, a funcao tangente é crescente ou decres-

cente?

No segundo quadrante, a funcao tangente é crescente ou decrescente?
No terceiro quadrante, a funcao tangente é crescente ou decrescente?
No quarto quadrante, a funcao tangente é crescente ou decrescente?
Qual o periodo da funcao tangente?

Quais os zeros da funcao tangente?

Qual o valor maximo da funcao tangente?

Qual o valor minimo da funcao tangente?

Quais os intervalos em que a funcao tangente é positiva?

Quais os intervalos em que a funcao tangente é negativa?

A fungao tangente possui assintotas? Verticais ou horizontais? Em que pontos?
Qual o dominio da funcao tangente?

Qual a imagem da fung¢ao tangente?

Atividade 16

Esta atividade tem por objetivo apresentar e estudar a fungao cotangente e algumas

de suas propriedades.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

. Marque o ponto C' = (0, 1).

Com a ferramenta “reta paralela”, clique sobre o eixo Ox e, em seguida, sobre o

ponto C. Este é o eixo das cotangentes.

Crie um ponto no primeiro quadrante do ciclo trigonométrico.

. Trace a reta que passa pelos pontos A e D.

Construa o angulo BAD.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Marque a intersecao entre as retas a e b.
Observe que o triangulo AACE é retangulo no vértice C'.
Construa o segmento C'E.

Conforme foi visto em sala de aula, cot(@) = tan(@). Assim, no triangulo
ANACE calcule a tan(E/fE‘). Conclua que cot @ = C'E.

Clique com o botao direito do mouse sobre o segmento C'E e selecione a opcao
propriedades. Na aba “basico”, defina a legenda como cotangente e no item exibir
rotulo selecione a opcao legenda. Na aba “cor”, selecione, por exemplo, a cor verde.

Feche a janela.

Observe que a reta b também corta o ciclo trigonométrico no terceiro quadrante.

Marque esta intersecao.

Construa o angulo BAF.

Conforme voceé ja sabe, BAF = 180° + BAD. Confirme isso.
Observe que COt(B/A\fT ) = Cot(@).

Para melhorar a visualizacao, clique com o botao direito do mouse sobre o ciclo

trigonométrico e sobre os angulos « e [ e selecione a opc¢ao exibir rotulo.

Mova o ponto D para o segundo quadrante e observe que cot(B/fH7 ) = cot(@).
Porém, veja que, agora, o ponto £ se encontra na parte negativa do eixo das cotan-

gentes.
No campo “entrada”, digite cotangente = x(E).

Movendo o ponto D pelo ciclo trigonométrico, complete as tabelas abaixo.

t 0° | 90° | 180° | 270° | 360°
cott

t | 30° | 45° | 60° | 120° | 135° | 150° | 210° | 225° | 240° | 300° | 315° | 330°

cott

Atividade 17

Esta atividade tem por objetivo apresentar e estudar o grafico da fungao cotangente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este ¢ o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opcao angulo e o defina no in-
tervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opgcao “crescente”. Clique em aplicar.

. Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida

sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.
No campo “entrada”, digite P = (a, cot(a)).

Clique na aba “opcoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eizo x. Marque o item distancia e selecione a opcao
bl

™ - . . . . -
5 No item unidade, selecione a opgao w. Clique no item rétulo e selecione a opgao

x. Na aba eizo y, clique no item rdtulo e selecione a opcao y. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.
O grafico obtido pelo rastro do ponto P é o grafico da funcao cotangente? Explique.
Para ver o grafico da func¢ao cotangente, vd ao campo “entrada” e digite cot(x).

Agora responda: No primeiro quadrante, a fungao cotangente é crescente ou decres-

cente?

No segundo quadrante, a fungao cotangente é crescente ou decrescente?
No terceiro quadrante, a funcao cotangente é crescente ou decrescente?
No quarto quadrante, a funcao cotangente é crescente ou decrescente?
Qual o periodo da funcao cotangente?

Quais os zeros da funcao cotangente?

Qual o valor maximo da funcao cotangente?

Qual o valor minimo da funcao cotangente?
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19

20

21

22

23

. Quais os intervalos em que a funcao cotangente é positiva?

. Quais os intervalos em que a funcao cotangente é negativa?

. A fungao cotangente possui assintotas? Verticais ou horizontais? Em que pontos?
. Qual o dominio da fungao cotangente?

. Qual a imagem da funcao cotangente?

Atividade 18

Esta atividade tem por objetivo apresentar e estudar a fungao secante e algumas de

suas propriedades.

Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite
1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).
Crie um ponto no primeiro quadrante do ciclo trigonométrico.

Com a ferramenta “reta tangente”, clique sobre o ponto C' e, em seguida, sobre o

ciclo trigonométrico.
. Trace a reta que passa pelos pontos A e C.
Construa o angulo BAC.

Marque as intersecoes entre a reta a e os eixos Ox e Oy, respectivamente, e a

intersecao entre a reta b e o terceiro quadrante do ciclo trigonométrico.
. Construa os segmentos AD e AF.

. Conforme foi visto em sala de aula, sec(B/fE’) =ADe csc(@ ) = AE. Clique com
o botao direito do mouse sobre o segmento AD e selecione a opcao propriedades. Na
aba “basico”, defina a legenda como secante e no item exibir rotulo selecione a opgao
legenda. Na aba “cor”, selecione, por exemplo, a cor verde. Feche a janela. Clique
com o botao direito do mouse sobre o segmento AE e selecione a opgao propriedades.
Na aba “basico”, defina a legenda como cossecante e no item exibir rotulo selecione
a opcao legenda. Na aba “cor”, selecione, por exemplo, a cor vermelho. Feche a

janela.
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10.

Para melhorar a visualizacao, clique com o botao direito do mouse sobre o ciclo
trigonométrico, sobre os segmentos AD e AFE e sobre o angulo « e selecione a opg¢ao

exibir rotulo.

11. No campo “entrada”, digite secante = z(D).
12. Movendo o ponto C pelo ciclo trigonométrico, complete as tabelas abaixo.
t | 0°]90° | 180° | 270° | 360°
sect
t | 30° | 45° | 60° | 120° | 135° | 150° | 210° | 225° | 240° | 300° | 315° | 330°
sect

13. No campo “entrada”, digite cossecante = y(E).

14. Movendo o ponto C pelo ciclo trigonométrico, complete as tabelas abaixo.

t | 0°1]90° | 180° | 270° | 360°

csct

t | 30° | 45° | 60° | 120° | 135° | 150° | 210° | 225° | 240° | 300° | 315° | 330°

csct

Atividade 19

Esta atividade tem por objetivo apresentar e estudar o grafico da fungao secante.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este é o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opgao angulo e o defina no in-
tervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opcao “crescente”. Clique em aplicar.

. Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida

sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.
No campo “entrada”, digite P = (a, sec(«)).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Clique na aba “opgoes” e selecione a janela avancado. Na aba “preferéncias - janela
visualizaca ique no item eizo z. rque o item distancia ion a
de visualizacao”, clique no ite Marque o item dist e selecione a opcao
m . . . - . . , . ~
5 No item unidade, selecione a opc¢ao w. Clique no item rétulo e selecione a opgao

x. Na aba eizo y, clique no item rdtulo e selecione a opcao y. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.
O grafico obtido pelo rastro do ponto P é o grafico da funcao secante? Explique.
Para ver o grafico da funcao secante, va ao campo “entrada’ e digite sec(z).

Agora responda: No primeiro quadrante, a funcao secante é crescente ou decres-

cente?

No segundo quadrante, a fungao secante é crescente ou decrescente?
No terceiro quadrante, a funcao secante é crescente ou decrescente?
No quarto quadrante, a funcao secante é crescente ou decrescente?
Qual o periodo da funcao secante?

Quais os zeros da funcao secante?

Qual o valor maximo da funcao secante?

Qual o valor minimo da funcao secante?

Quais os intervalos em que a funcao secante é positiva?

Quais os intervalos em que a funcao secante é negativa?

A fungao secante possui assintotas? Verticais ou horizontais? Em que pontos?
Qual o dominio da fungao secante?

Qual a imagem da fungao secante?

Atividade 20

Esta atividade tem por objetivo apresentar e estudar o grafico da fungao cossecante.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Com a ferramenta “circulo dados centro e raio”, clique sobre o ponto (0,0) e digite

1 na janela que solicita a medida do raio. Este ¢ o circulo de raio unitario centrado
no ponto A = (0,0).

. No campo “entrada”, digite B = (1,0).

Com a ferramenta “controle deslizante”, selecione a opcao angulo e o defina no in-
tervalo de —720° a 720°, com um incremento igual a 0.1°. Clique na aba “animacao”

e no campo repetir selecione a opgcao “crescente”. Clique em aplicar.

. Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, clique sobre o ponto B e em seguida

sobre o ponto A. Na janela que aparecer, defina o angulo como sendo «, no sentido

anti-horario.
No campo “entrada”, digite P = («a, cosec(a)).

Clique na aba “opcoes” e selecione a janela avanc¢ado. Na aba “preferéncias - janela
de visualizacao”, clique no item eizo x. Marque o item distancia e selecione a opcao
bl

T - . . . . -
5 No item unidade, selecione a opgao w. Clique no item rétulo e selecione a opgao

x. Na aba eizo y, clique no item rdtulo e selecione a opcao y. Feche a janela.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o ponto P e selecione a opcao habilitar

rastro.

Com o botao direito do mouse, clique sobre o controle deslizante e selecione a opcao

animar.
O grafico obtido pelo rastro do ponto P é o grafico da funcao cossecante? Explique.
Para ver o grafico da funcao cossecante, v ao campo “entrada” e digite cosec(z).

Agora responda: No primeiro quadrante, a funcdo cossecante é crescente ou decres-

cente?

No segundo quadrante, a funcao cossecante é crescente ou decrescente?
No terceiro quadrante, a funcao cossecante é crescente ou decrescente?
No quarto quadrante, a funcao cossecante é crescente ou decrescente?
Qual o periodo da funcao cossecante?

Quais os zeros da funcao cossecante?

Qual o valor maximo da funcao cossecante?

Qual o valor minimo da funcao cossecante?
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19

20

21

22

23

. Quais os intervalos em que a funcao cossecante é positiva?

. Quais os intervalos em que a funcao cossecante ¢ negativa?

. A funcao cossecante possui assintotas? Verticais ou horizontais? Em que pontos?
. Qual o dominio da fungao cossecante?

. Qual a imagem da funcao cossecante?
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Consideracoes finais

Apos a aplicacao do questionario apresentado no Apéndice com alunos do Ensino
Médio de uma das Escolas Estaduais de nossa cidade, ficou evidente que existem grandes
problemas no processo de ensino e aprendizagem da Trigonometria. Passamos entao
a desenvolver esta proposta para que pudéssemos contribuir de alguma forma com a
melhoria desse processo.

Hoje em dia, inimeras sao as pesquisas realizadas em Educagao Matematica sobre a
utilizacao de recursos tecnolégicos no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.
Alguns Governos também tém envidado esforgos para que essas pesquisas possam ser
colocadas em pratica. Pensando nisso, escolhemos o software GeoGebra como recurso
didatico para auxiliar no desenvolvimento da nossa proposta. Devemos ressaltar que nao
foi nosso proposito discutir a formacao de professores para a adocao desses recursos em
sala de aula, mas sim a sugestao de atividades que pudessem estimular os alunos e fazer
com que eles sejam parte ativa do processo de ensino e aprendizagem.

Nossa proposta foi desenvolvida e testada no Laboratério de Informatica de nossa
Escola, com a utilizacao de um aparelho datashow e dos computadores do laboratério.
Estamos aplicando a proposta em uma turma de segundo ano da modalidade EJA (Ensino
de Jovens e Adultos) e em trés turmas de terceiro ano, sendo uma da modalidade EJA e
duas da modalidade de ensino regular.

Iniciamos a aplicacao de nossa proposta em sala de aula falando um pouco sobre a
historia da Trigonometria, discutindo seu surgimento e desenvolvimento e mostrando sua
importancia e aplicagoes no dia~a-dia. A maioria dos alunos mostrou bastante interesse no
tema, sobretudo quando mostravamos imagens de aplicacoes da Trigonometria retiradas
da internet para ilustrar o que estavamos falando. Porém, alguns alunos ainda mostraram
uma certa resisténcia quanto ao estudo da Histéria da Matematica. Comentarios do tipo
“virou professor de Historia?” foram comuns nas primeiras aulas em todas as turmas. Isso
nos fez lembrar a importancia de passar sempre um pouco da Histéria da Matematica
para nossos alunos. Infelizmente, essa é uma pratica muito pouco utilizada em nossas
escolas de Ensino Médio. Todos os nossos alunos afirmaram nunca terem assistido a uma
aula sobre essa tematica. Fica a sugestao para que possamos utilizar mais esse ramo da
Matemaética em nosso cotidiano.

A segunda fase do desenvolvimento da nossa proposta foi a apresentacao do GeoGebra
para os alunos. Iniciamos discutindo um pouco sobre o uso de tecnologias em sala de
aula e sobre como as tecnologias influenciam em suas vidas diarias. Muitos afirmaram
ser muito boa a nossa iniciativa, pois era algo novo e diferente para eles, fazendo com
que se prendessem mais ao assunto. Apresentamos inicialmente o GeoGebra através do

uso do aparelho datashow. Em seguida, solicitamos que todos abrissem o programa em



seus computadores. Os computadores da escola sao munidos do Linux Educacional e
ja possuiam o GeoGebra instalado. Porém, tivemos dificuldades devidas a versao do
GeoGebra instalada nos computadores da escola ser um pouco obsoleta. Até o nosso
Professor Orientador sugerir a utilizagao do GeoGebra em nosso trabalho, nunca tinhamos
usado o referido software. Assim, aprendemos a utilizar a versao mais recente existente
no mercado. A versao dos computadores da escola possui menos ferramentas do que a
versao que utilizavamos até entao. Tivemos que nos adaptar, mas nao representou um
grande problema. Ja na primeira aula, pudemos notar quais dos alunos nos dariam “um
pouco mais de trabalho”, pois nao tinham tanta afinidade com o uso do computador. Por
sorte, todos ja sabiam utilizar as ferramentas béasicas dos computadores, sobretudo pela
experiéncia deles com os sites de relacionamento, o que nos favoreceu bastante.

Em seguida, passamos a aplicar a nossa proposta introduzindo os conceitos que desen-
volvemos em nosso trabalho. Até o momento, posso garantir que conseguimos alcancar
boa parte dos nossos objetivos. Os alunos se afeicoaram bastante ao novo método. Sen-
timos que estao mais motivados, pois diminuiram os atrasos deles no inicio das aulas e o
numero de faltas tem sido cada vez menor. Quando nao é possivel utilizar o laboratério,
temos elaborado alguns exercicios em sala de aula e avaliado passo a passo o andamento
do nosso projeto.

Para concluir, gostariamos de explicitar a nossa felicidade por estar desenvolvendo
essa proposta em sala de aula. Com certeza estamos fazendo algo de novo, tanto para nés
quanto para nossos alunos, e estamos contribuindo para a melhora do processo de ensino

e aprendizagem em nossa Escola.
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Apéndice

Questionario aplicado com alunos do Ensino Médio
Série:

Idade:

1) O que é um triangulo retangulo?

2

a

) No triangulo abaixo, determine:
) a hipotenusa.

b) o cateto oposto ao angulo a.

¢) o cateto oposto ao angulo .

d) o cateto adjacente ao angulo «.

e) o cateto adjacente ao angulo .

3) No ciclo abaixo, identifique o 2° quadrante.




