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Resumo

Um professor de Matematica sempre precisa motivar o estudo de sua disciplina e apre-
sentar aplicacoes pertinentes. Com esse intuito, estudamos, neste trabalho, problemas de
Programacgao Linear (PL), e abordamos os seus fundamentos teéricos. Além disso, mos-
tramos como resolver graficamente esses problemas nos casos em que eles possuem apenas
duas variaveis, apresentamos o Método Simplez, e discutimos brevemente o conceito de
dualidade em problemas de PL. Com o objetivo de aplicar esses conceitos de uma maneira
acessivel para alunos de Ensino Médio, propomos uma atividade relacionada a modelagem
e a resolucao de um tipo especial de PL, conhecido como problema de transporte, usando

planilhas eletronicas.

Palavras-chave: Programacao Linear, Simplex, Pesquisa Operacional.



Abstract

A Math teacher always needs to motivate the study of this subject and to show
pertinent applications. With this aim, we study, in this work, the Linear Programming
(LP) problems, and we approach its theoretical fundamentals. Moreover, we show how
to solve graphically these problems when they have only two variables, we present the
Simplex Method, and we discuss briefly the concept of duality for LP problems. With the
objective of applying these concepts in an affordable way to the high school students, we
propose an activity related to the modelling and to the solution of a special type of LP

problem, known as transportation problem, using electronic spreadsheets.

Key-words: Linear Programming, Simplex, Operational Research.
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1 INTRODUCAO

A Programacao Linear (PL) é um tema especialmente interessante da Matemaética.
Ela apresenta aplicacoes praticas importantes da Algebra Linear, do Célculo e da Geo-
metria Analitica que sdo fundamentais para viabilizar atividades importantes de admi-
nistracao e logistica na industria, no comércio, nos transportes, e outras mais. O uso de
recursos computacionais para implementar as metodologias de resolucao de problemas de

Programacao Linear potencializam ainda mais a sua importancia.

Neste trabalho, apresentaremos a Programacao Linear com os seus conceitos e fun-
damentos, e mostraremos uma aplicacao que pode ser estudada por alunos de Ensino
Médio. Para tanto, na Secao 1.1 apresentamos uma breve justificativa para se trabalhar
com Programacao Linear na Educacao Basica e, na Secao 1.2 falaremos brevemente sobre

o surgimento do Método Simplex.

No Capitulo 2, apresentaremos a definicao de um problema de Programagao Linear
em sua forma padrao e o processo de resolucao gréafica de um problema de PL com duas

varigveis.

J& no Capitulo 3, discorreremos sobre o Método Simplex. Comecaremos definindo o
que sao solugoes basicas e mostrando sua relagao com os pontos extremos do conjunto
de solugoes vidveis de um problema de PL. Enunciaremos e demonstraremos o Teorema
Fundamental da Programacao Linear. Em seguida, apresentaremos a descri¢ao do Método
Simplex, acompanhada de dois exemplos. Discorreremos brevemente sobre problemas de
PL degenerados. Para finalizar, apresentaremos uma breve descricao do Método Simplex

em Duas Fases.

A dualidade em PL sera tratada no Capitulo 4, no qual mostraremos como formular

o problema dual e apresentaremos as principais propriedades relacionadas.

No Capitulo 5, abordaremos o problema de transporte, que é um tipo de problema de
otimizacao em rede. Mostraremos os componentes de um problema de transporte, como

modelé-lo matematicamente, como obter uma solugao bésica inicial e como resolve-lo
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utilizando uma planilha eletronica.

1.1 Por que abordar a Programacao Linear na Escola Béasica?

Os Parametros Curriculares Nacionais apontam que o Ensino Médio deve proporcionar
um aprendizado 1til a vida e ao trabalho, sem ser profissionalizante. Nessa perspectiva,
algumas das diversas habilidades propostas para as Ciéncias da Natureza, Matematica e

suas Tecnologias, sao:

e Associar conhecimentos e métodos cientificos com a tecnologia do sistema

produtivo e dos servigos.

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacao e

intervengao na vida real.

e Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas

limitagoes e potencialidades.

O ensino da Programacao Linear, devidamente adaptada as condigoes do Ensino
Médio, proporciona o desenvolvimento dessas e outras habilidades. Ao se buscar a re-
solugao de problemas, a Programagao Linear contribui para uma construcao mais ampla

do conceito de eficiéncia, muito em voga nos dias atuais.

Escolhemos o problema de transporte como exemplo de aplicacao devido as carac-
teristicas economicas na nossa regiao: o Triangulo Mineiro, e em especial, a cidade de
Uberlandia. O comércio atacadista é desenvolvido e conta com a presenca de empresas
importantes que promovem distribuicao de produtos em todo o territério nacional, de
forma que existe uma motivagao natural para se desenvolver habilidades relacionadas a

Logistica e a Pesquisa Operacional.

1.2 O surgimento do Método Simplex

Segundo BAZARAA et al. (2010), o matemético e economista soviético L. V. Kanto-
rovich foi o primeiro a formular e resolver um problema de Programacao Linear ao lidar
com organizacao e planejamento, em 1939. Entretanto, o seu trabalho permaneceu des-
conhecido até 1959. Sendo assim, a concepcao dos problemas de Programacao Linear é
creditada ao matematico norte americano George B. Dantzig, que também desenvolveu

esse tipo de problema ao trabalhar como consultor matematico para a United States Air
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Force Controller, por volta de 1947, no desenvolvimento de uma ferramenta para resolver

problemas na area de planejamento de producao e logistica.

Um marco na histéria da Programagao Linear foi o desenvolvimento do Método Sim-
plex, por George Dantzig, publicado em 1949. O seu método resolve de maneira eficiente

os problemas de Programacao Linear.
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2  PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo, apresentaremos a definicdo matemaética de um problema de Pro-
gramagao Linear ou problema de PL, como é comumente chamado. Na Secao 2.1, dis-
correremos sobre a forma canonica e a forma padrao de problemas de PL. Na Secao 2.2,

mostraremos a resolucao grafica para problemas de PL com duas variaveis.

Problemas de PL sao problemas de otimizagao que, ao serem modelados matematica-

mente, ficam determinados por uma funcao linear z : R® — R dada por
Z=C1T1 + CaTy + -+ + Cpy, (2.1)

para a qual queremos encontrar um valor méximo ou minimo que satisfaca restri¢oes

constituidas por equacoes ou inequagoes lineares do tipo

an®i+ a2®s + -+ apr, (X)(=)(
211 + A%2 + -+ + A2,y (X)(=)(>) by

Y

-
=
S

(2.2)
A1 %1 + Qs + -+ + Uy (S)(=)(>) by

Em (2.1), 2 = 2(2y,---,2,) é chamada funcao objetivo, as n varidveis z; séo
chamadas de varidveis de decisao e os coeficientes ¢; sao chamados de coeficientes de
custo. J4 em (2.2) temos m restricoes em que os m.n coeficientes a;; sao chamados de

coeficientes técnicos. Os termos independentes b; sao também chamados de recursos.

De acordo com BAZARAA et al. (2010), algumas hipdteses sao assumidas quanto as

grandezas envolvidas em um problema de PL. Sao elas:

(1) Aditividade: o custo total é igual a soma dos custos individuais e a contribui¢ao

total das restrigoes é a soma de cada restri¢ao individual;
(2) Divisibilidade: valores nao inteiros sdo permitidos para as varidveis de decisao;

(3) Proporcionalidade: dada uma variavel z;, sua contribuicao para o valor da fungao
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objetivo é dada por cjz; e sua contribuicao para cada restricao é dada por a,;z;, para

i:1’2’...7mej:1’2’...7n;

(4) Determinismo: todos os parametros presentes no modelo sdo constantes deter-

ministicas, ou seja, sao parametros conhecidos com exatidao.

2.1 Forma Canodnica e Forma Padrao de um problema de PL

Um problema de PL pode apresentar restri¢goes em forma de igualdade ou desigual-
dade. Dizemos que um problema esta na forma canonica quando todas as suas varidveis
sao nao negativas, suas restricoes sao do tipo “menor ou igual”e queremos encontrar um

valor minimo para a funcao objetivo. Ou seja,

min 2z =c¢1xy + caxs + -+ Ty
S.a a1171 + a12T9 + -+ A1nTp S bl
2171 + A2%2 + -+ -+ ATy < by
(2.3)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm

L1, T2, ,Tp ZO

O problema (2.3) pode ser escrito na forma matricial como

min ¢’z

s.a Az <b
x>0,

no qual A € M,,»,(R), b € R™ e ¢,x € R" (vide [1] no Apéndice).

Quando escrevemos z > 0, usamos de um abuso de linguagem para mostrar que temos

x; > 0 para todoi=1,2,--- ,n.

Se todas as restricoes forem de igualdade, temos um PL na forma padrao, que em

notagao matricial, ¢ dado por

min 'z

s.a Azx =250
x> 0.

O Método Simplex, que sera descrito no Capitulo 3, exige que o problema de PL esteja

escrito na forma padrao.

Dado um problema de PL, podemos escrevé-lo na forma padrao efetuando as seguintes
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manipulacoes:

1. Nao negatividade das variaveis

Se o problema apresenta uma variavel z; nao positiva, substituimos x; no problema
por z; = —z;. Caso a variavel x; seja irrestrita em sinal, fazemos z; = x; — x; com

x;,x; > 0.

2. Transformando inequagoes em equagoes

Para transformar uma inequacao em uma equagao, basta adicionarmos ou subtrair-

mos uma nova variavel positiva conforme o caso:

(Z) Am1T1 + Am2T2 + e+ AmnTn S bm = Amp1T1 + Am2T2 R AmynTn + Tp+1 = bm

com xn,iq > 0.

(”) A1 T1 + Qa2 + -+ -+ ATy Z bm = Qm1T1 + AQpaZ2 + -+ + ATy, — Tny1 = bm

com xn,iq > 0.

Nos dois casos, chamamos z,,; de variavel de folga.

Caso seja necessario, podemos transformar um problema de maximizacao em mini-

mizacao. Basta fazer max (z) = min (—z).

2.2 Representacdo e Resolu¢do Grafica

Um problema de PL que tenha apenas duas varidaveis pode ser representado e re-
solvido graficamente com facilidade. A resolucao grafica de problemas de PL com duas
variaveis é interessante por proporcionar uma melhor compreensao dos conceitos que serao

apresentados para o Método Simplex, no Capitulo 3.

Para resolver um problema de PL com duas variaveis, devemos, em primeiro lugar,
num sistema cartesiano de eixos coordenados, tracar as retas que representam as ine-
quagoes, considerando-as como equagoes. Em seguida, devemos verificar a intersecgao
das desigualdades, incluindo a nao negatividade das varidveis. O conjunto assim definido
é chamado de regiao viavel do problema. Assim, se a regiao viavel for nao vazia e se o
problema de PL tiver solucao 6tima, o ultimo passo consiste em identifica-la. Para isso,
devemos tragar as curvas de nivel da fungao objetivo (z = k, onde k € R), observando o

seguinte:

(i) Se o problema for de mazimiza¢ao, escolhemos constantes k de forma crescente

até encontrarmos o maior valor de k£ tal que a curva de nivel ainda intersecte a regiao
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vidvel. Em outras palavras, “movemos” o plano z = k na diregao e sentido de Vz (vide

[9] no Apéndice) para identificar a solugao 6tima.

(7i) Se o problema for de minimizacao, escolhemos constantes k de forma decrescente
até encontrarmos o menor valor de k tal que a curva de nivel ainda intersecte a regiao

viavel. Aqui, “movemos” o plano z = k na direcao e sentido de —Vz.

Vamos apresentar quatro exemplos, sendo que o primeiro apresentara os passos des-
critos anteriormente. O primeiro exemplo possui uma tinica solugao étima. Ja o segundo
possui um segmento de reta com infinitas solugoes 6timas. O terceiro problema tem regiao
viavel ilimitada. Finalmente, o quarto problema é inviavel, ou seja, o conjunto viavel é

vazio.
Exemplo 2.1. Resolver graficamente o PL abaizo:

min z=-—x; — o

s.a 3r1+ 213 <6
breme (2.4)
$1+2$2§5

xy, w9 > 0.
1.° passo: Tracar as retas 3xr; + 2x5 = 6 € x1 + 2w = 5 num sistema cartesiano de
coordenadas, conforme a Figura 1.

T2
A

Figura 1: Restrigdes de (2.4) escritas como igualdades.

2.° passo: Verificar a intersec¢ao das desigualdades, incluindo a nao negatividade das
varidveis, e estabelecer a regido vidvel para (2.4). A regido vidvel é dada pelo quadrildtero
ABCD mostrado na Figura 2.
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Figura 2: Regido viavel de (2.4).

3.° passo: Tracar as curvas de nivel da fungao objetivo e localizar o vértice étimo. De

acordo com a Figura 3, o vértice C indica o valor étimo.

Figura 3: Localizando a solugdo 6tima de (2.4).

As coordenadas do vértice C sao dadas pela solucao do sistema linear:

3r1 + 225 =6
[)31-'-21‘2:5

, 1 9
uUe € X1 = — € Tog = —.
q 1 5 2 1

Exemplo 2.2. Seja o sequinte problema de PL:

min 2z = —3x; — 22>

S.a 3r1+ 21, <6
e (2.5)
T1+ 219 <5

x1, 19 > 0.
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De maneira andloga ao o modelo apresentado no Fxemplo 2.1, verificamos que o menor
valor de z se dd para qualquer ponto do segmento BC, como mostra a Figura 4. Logo,

esse problema tem infinitas solucoes.

—Vz=—(-3,-2)

#r:cl

Figura 4: Localizando a solugao dtima de (2.5).

Exemplo 2.3. Resolva graficamente o problema de PL:

max z = 3x1 + 2x9
S. a T+ 29> 1
—4r; 4+ x5 <1 (2.6)
Ty —4xy <1

x1, 22 > 0.

Na Figura 5, vemos que o poligono que representa a regiao vidvel € ilimitado e que o
vetor gradiente de z nao aponta para nenhum vértice. Portanto, trata-se de um problema

com regiao vidvel ilimitada e com valor otimo ilimitado.

Exemplo 2.4. Considere o problema de PL:

max 2z =21+ X9

S.a 4x1+x, <4
P (2.7)

2;31—.’]3223

x1,x9 2 0.

Considerando a ndo negatividade das varidveis, a primeira inequacao produz um triangulo
com vértices na origem e nos pontos A e B (observe a Figura 6) e a sequnda inequag¢do
produz uma regiao ilimitada a direita do triangulo, mas ndo hd interseccao das regioes
delimitadas pelas restri¢oes, ou seja, nao existe (xry1,x2) que satisfaca todas as restrigoes

ao mesmo tempo. Nesse caso, concluimos que (2.7) é um problema invidvel.
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Figura 6: As restrigoes de (2.7) nao se intersectam.

No proximo capitulo, descreveremos o Método Simplex para a resolucao de problemas
de PL.
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3 METODO SIMPLEX

Neste capitulo, vamos apresentar o Método Simplex, bem como resultados impor-
tantes relacionados a ele. Na Secao 3.1, apresentamos o conceito de solugoes basicas de
sistemas lineares. Na Secao 3.2, discorremos sobre pontos extremos e sua relagao com
as solucoes basicas. O Teorema Fundamental da Programacao Linear é enunciado e de-
monstrado na Secao 3.3. Ja na Secao 3.4, apresentamos uma descricao detalhada do
Método Simplex e a resolugao de dois exemplos ilustrativos. Uma rapida discussao sobre
problemas degenerados e uma breve descricao do Método Simplex em Duas Fases serao

apresentados nas Secoes 3.5 e 3.6, respectivamente.

Para o que sera exposto a seguir, consideramos o seguinte problema de PL escrito na
forma padrao:
min z(z) = clx
s.a Ar=1> (3.1)
x>0,
no qual A € M,,,«,(R) com m < n, posto(A) = m, b € R™ e ¢,z € R". Para o conceito

de posto de matrizes, consulte [8] no Apéndice.

3.1 Solucoes Basicas

As restrigoes de (3.1) sao dadas, em parte, por um sistema de equagoes lineares escrito
na forma matricial Az = b, em que A tem m linhas, n colunas e entradas reais. Se m =n
e A é nao singular (ou seja, se det(A) # 0), o sistema tem uma tnica solugao, dada por
r = A7'b. Quando n > m, o sistema linear Az = b poderd ter infinitas solucdes ou
nenhuma solugao. Entretanto, podemos obter submatrizes quadradas de A escolhendo m
colunas linearmente independentes (LI), que geram o R™. Neste caso, essas m colunas

formam uma base (vide [7] no Apéndice) para o R™.

Sem perda de generalidade, supondo que as m primeiras colunas de A sejam LI,
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denotamos

a=[B N

em que B € M, «n(R) é uma matriz formada pelas m primeiras colunas LI de A, N €

M (n—m) (R), zp € R™ e xy € R*"™™. Dessa forma, podemos reescrever o sistema linear

[B N} [xB] _,

Ax = b como

TN
ou seja,
Bxg+ Nxzy = 0. (3.2)

Como as m colunas de B sao LI, temos que B ¢é nao singular. Pré-multiplicando os dois

membros de (3.2) por B~! (ou seja, pela inversa de B), obtemos
tp+ B 'Nzy = B™'b,

ou seja,
rp =B 'b— B 'Nzxy. (3.3)

Em particular, tomando zy = 0, obtemos
_ -1
rp = B™b.
Isso sugere a Definicao 3.1.

Definigao 3.1. O vetor x = [xp xn]T, comxp = B~'b exy = 0, é chamado de solu¢do
bdsica de (3.2). Se houver pelo menos uma componente nula em xp, dizemos que x €
uma solugdo bdsica degenerada para (3.1). Chamamos de varidveis bdsicas os

elementos de rg e de varidveis nao bdsicas os elementos de xx.

Vejamos um exemplo que ilustra a Definicao 3.1:
Exemplo 3.2. Considere o sequinte sistema com duas equagoes e trés varidveis:

a1121 + a12%2 + a1373 = by

a91%1 + G22%2 + A23T3 = by.

Na forma matricial Az = b, temos que
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ailr a2 ais

T
by
A= , r = |xy| eb= . Supondo que posto(A) = 2 e que as 2
Qg1 Q22 Q23 ba
T3
S . ~ 1 air a2
primeiras colunas de A sejam LI, temos a solu¢io xg = B™'b, onde B = €
a21 (22
1 azy  —a12 , . .
B! = . A varidvel x3 € nao bdasica, de modo que xz = 0.
11022 — Q12021 | —a9y a1

3
Note que, para o sistema linear do Exemplo 3.2, temos (2) = 6 solugoes bésicas. No

n n! . , . . .
caso geral, temos < ) = ﬁ solucoes basicas para um sistema linear Az = b,
m m!(n —m)!

com A € R™" m < n e posto(A) = m.

No PL definido em (3.1), além das restri¢oes de igualdade definidas pelo sistema linear
Ax = b, existem as restricoes de nao negatividade das variaveis, ou seja, x > 0. Dessa
forma, devemos impor que as componentes do vetor xg sejam todas maiores que ou iguais

a zero. Com isso, temos a definicao abaixo.

Definigao 3.3. Uma solugao basica de (3.1) que satisfaz as condigoes de nao negatividade
das varidveis, é chamada de solugdo bdsica vidvel para (5.1).
n!

n
Observe que o problema (3.1) terd, no maximo, = ———— solucoes bésicas
m ml(n —m)!

vidvelis.

3.2 Relacao entre Pontos Extremos e Solu¢des Basicas

Na Secao 2.2, vimos que, no caso de duas varidveis, o conjunto de solugoes viaveis é
um poligono convexo (no caso de duas varidveis) e que a solugao 6tima, quando é tnica,
se encontra em um dos vértices. Se o problema tiver infinitas solugoes étimas, elas se
localizam em um segmento de reta ou em uma semirreta. No caso geral, o conjunto das
solucoes viaveis, que é descrito pelo conjunto de solugbes de Ax = b com componentes
nao negativas, também formam um conjunto convexo (vide [10] no Apéndice) que pode
ser chamado de poliedro (vide [12] no Apéndice|). Se esse poliedro convexo é limitado,
temos um politopo (vide [12] no Apéndice]). As solugdes basicas vidveis sdo os vértices ou
pontos extremos desse poliedro. Isso estd melhor definido e demonstrado a seguir, tendo

por base LUENBERGER & YE (2008).
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Definicao 3.4. Seja K € R™ um conjunto convexo. Um ponto x € K é um ponto
extremo se ndo existem dois elementos distintos x1,xs em K tais que v = ax;+(1—a)x,

para algum o € (0,1).

Teorema 3.5 (Teorema de Equivaléncia entre Pontos Extremos e Solugoes
Basicas). Seja o conjunto convero K = {x € R"| Az = b,x > 0}. Entao, v € K €
um ponto extremo deste conjunto se, e somente se, x € uma solucao bdsica vidvel deste

conjunto.

Prova: Tomemos uma solugao bésica vidvel z de (3.1) e escrevamos = = [z zy]T € R",

ou seja, r = (11,22, ,Tm,0,-+,0)T. Entdo temos:
T101 + Tolo + -+ + Ty, = b, (3.5)
onde aq,--- ,a,, sao as colunas de A.

Suponha que z possa ser expresso como uma combinagdo linear conveza (vide [10] no

Apéndice) de dois elementos distintos y, z € K, ou seja, t = ay + (1 —a)z, 0 < a < 1.

Como a € (0,1) e as componentes de x,y e z s@o nao negativas, as n — m ultimas
componentes de y e de z também sao nulas. Ja que y e z satisfazem Ay = b e Az = b,

podemos escrever:

mnar + Yaao + - + Yy, = b (36)
e

2101 + 2209+ + ZmQy = b, (3.7)
em que a; € R™ é a i-ésima coluna da matriz A para todoi = 1,--- ,m. Subtraindo (3.6)

de (3.5) temos: (z1—y1)a1+ (x2—y2)as+- -+ (T —Ym)am = 0. Mas, como aq,as, -+, ap,
sao linearmente independentes (LI) (vide [6] no Apéndice), temos que x; —y; = 0V i =
1,---,m, ouseja, z = y. Analogamente, mostramos também que x = z. Logo, concluimos

que x é um ponto extremo.

Reciprocamente, suponha que x seja um ponto extremo de K. Entao, nao existem
r1, 22 € K tais que z = azy + (1 — a)xg, a € (0,1). Suponha também que as k primeiras

componentes de z sejam nao nulas, isto é:
T1a1 + Toao + - - - + Tpap = b. (38)

Para que z seja uma solugao basica viavel, aq,as, -+ ,a, devem ser LI. De fato, supo-

nha que ap, a9, -+ ,ax sejam linearmente dependentes (LD). Isto significa que existem
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Y1, Y2, -+ , Yk Nao todos nulos tais que
yrar + Y202 + - - + yrar =0 (3.9)
Comoz; >0Vi=1,--- ,k,tomee >0tal que z;+cy; > 0ex;—cy; >0Vi=1,--- k.

Assim podemos escrever x = %(]3 +ey) + %(I — ey), contrariando a hipétese de = ser um
ponto extremo. Portanto, aj, as, -+ ,ax s@o LI e x é uma solugdo bésica viavel para (3.1).

Observe que se k < m, teremos uma solucao basica viavel degenerada. M

3.3 Teorema Fundamental da Programacao Linear

Apresentaremos agora o resultado central deste capitulo, segundo o que é exposto em
LUENBERGER & YE (2008).

Teorema 3.6. Considere o problema de PL (3.1), e suponha que posto(A) = m.
(1) Se existe uma solugao vidvel, entao eziste uma solugdo basica vidvel.

(i1) Se existe uma solugao dtima vidvel, entao existe uma solugao dtima bdsica vidvel.

Prova:
(i) Vamos escrever A = [Ch as --- apl|,ondeay, ag, ---, a, sao as colunas de A.
T
Seja x = [9013 xN] uma solucao viavel para (3.1). Entao, Az = b, ou seja,

1101 + Toag + -+ - + xpa, = b. (3.10)

Sem perda de generalidade, suponha que x tenha as primeiras p componentes nao nulas.
Dali,
101 + Toag + - -+ + xpa, = b. (3.11)

Devemos considerar dois casos: as primeiras p colunas de A podem ser LI ou LD.

Caso LI: Como ay,as, - ,a, sao LI, temos que p < m. Se p = m, teremos uma
solugao bésica vidvel e o teorema estd provado. Se p < m, como posto(A) = m, escolhemos
m — p das n — p colunas restantes de A para formar um conjunto de m vetores LI,

encontrando, assim, uma solucao basica viavel degenerada.

Caso LD: Se os vetores ay, as, -+, a, sao LD, entao existem y;, 42, -, ¥p, COM

pelo menos um y; # 0 (i = 1,2, -+, p), tais que:
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Suponha y; > 0 para algum ¢ = 1,2,--- | p (se necessdrio, multiplique (3.12) por —1).
Tome & > 0. Multiplicando (3.12) por € e subtraindo de (3.11) obtemos

(1 —eyr)ay + (x2 — eya)ag + - -+ + (x, — €yp)a, = b. (3.13)

Observe que T = x — €y é uma solucao de Ax = b para todo ¢, pois Ay = 0. Mas existe
a possibilidade de que para algum 2 = 1,2,--- ,p tenhamos z; — cy; < 0. Nesse caso, a
solucdo nao é vidvel para (3.1). Note que, se € > 0, o valor de cada Z; = x; — y; aumenta
quando y; < 0, diminui quando g; > 0 ou é mantido quando y; = 0. Como y; > 0 para
algum i = 1,2,--- , p, pelo menos uma das componentes de Z diminui quando € aumenta.

Tome e como sendo o menor valor tal que uma ou mais componentes de T se anulem, ou

seja,
. T
£ = min {— Y > O}. (3.14)
172""’p '3
x.
Seja j € {1,---,p} tal que ¢ = —*. Usando esse valor de ¢, eliminamos a componente

j
x; — €y; negativa e obtemos uma solugao vidvel com, no maximo, p — 1 componentes
positivas. Caso o conjunto de vetores ay, as, - -, a,—1 ainda seja LD, repetimos o processo
até obtermos aj,as, - , a4, com ¢ < p, LI. Dai uma solucao basica vidvel degenerada

pode ser obtida conforme o caso anterior.

(ii) Seja z* € R™ uma solu¢do 6tima vidvel para (3.1). Suponha, sem perda de
generalidade, que as p primeiras componentes de x* sejam nao nulas. Como Ax* = b,

* * *
temos que zja; + x3as + - + xpa, = b.

Assim como no item (i), devemos considerar dois casos: as primeiras p colunas de
A podem ser LI ou LD. Nas duas situacoes, a demonstracao é analoga aquela feita an-
teriormente, restando apenas verificar que no caso LD a solugao obtida continua 6tima.
Para isso, vamos substituir  por & = z* — ey na funcdo objetivo de (3.1) e avaliar as

possibilidades. Note que

(%) =c'i =c(a" —ey) =t —ecly.

Observe que y; # 0 apenas quando x; > 0. Logo, para valores de ¢ suficientemente
pequenos em magnitude, A7 = b e & = 2* — ey > 0. Isso nos faz concluir que ¢’y = 0,
pois, se nao, para um valor adequado de e, podemos obter uma solugao viavel x, para a

qual, z(Z) < z(z*) contradizendo a hipdtese de que x* é solucao 6tima. W

O Teorema Fundamental da Programagao Linear é especialmente importante porque

sua demonstracao fornece ferramentas para o desenvolvimento do Método Simplex.
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3.4 O Método Simplex

Dado o problema de PL (3.1), resolvé-lo pelo Método Simplex consiste em encontrar
uma solugao bésica inicial e verificar se ela é 6tima. Se ela nao for 6tima, deve-se achar
outra solugao basica determinando qual variavel basica devera sair da base e qual variavel
nao basica devera entrar. Se a nova solugao nao for étima, repete-se o processo. Em
outras palavras, o método vai de um ponto extremo a outro ponto extremo da regiao
viavel do problema, gerando uma sequéncia decrescente de valores da funcao objetivo.
Os pontos extremos sao os vértices do poliedro que representa a regiao viavel de (3.1).
Vamos, a seguir, fazer uma analise algébrica do método, supondo a nao ocorréncia de

solugoes degeneradas.

Em (3.3), o vetor de variaveis bésicas zp esta expresso em fungao do vetor de varidveis
nao basicas xy. Para fazer mudancas de base, trocamos uma das colunas de B por uma
das colunas de N que seja linearmente independente com as colunas restantes de B.

Seja z : R" — R, z(z) = ¢’'z, a fungao objetivo de (3.1). O vetor de custos é dado
por ¢! = [cg cﬁ] € R™, onde cg € R™ e ¢y € R"™ sdo, respectivamente, os vetores de

custos associados as variaveis basicas e as variaveis nao béasicas.
Reescrevendo z e substituindo (3.3) em zp, temos:
2(z) =cle = cLap + chay = c5(B™'0 — B 'Nay) + chay =
=cEB7 '+ (¢k — cEB7'N)ay.
Fazendo
cn — BTN =1k (3.15)
temos
z(x) = ch B~ b+ riay, (3.16)

em que 7% é o vetor de custos relativos (ou reduzidos) associados s varidveis nao basicas.

Para escolher a varidvel nao bésica z; que vai entrar na base, devemos observar o seu

custo relativo associado.

Observando (3.16), notamos que, quando 7y, ¢ maior, menor que ou igual a zero,
o valor da funcao objetivo aumenta, diminui ou nao se altera, respectivamente. Isso
nos mostra que, se ry > 0, isto ¢, se ry;, > 0 para todo j = 1,--- ,n — m, temos
uma solugao 6tima para (3.1). Logo, rxy > 0 é o Critério de Parada ou Critério de

Otimalidade utilizado no Método Simplex. Como pretendemos que o valor de z diminua
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a cada iteragao, as varidveis nao bdsicas x; tal que ry, < 0 sao candidatas a entrar na
base. Existem vérios critérios para determinar qual varidvel vai entrar na base, como por
exemplo, o Critério de Dantzig (veja em ARENALES et al. (2007)), no qual é escolhida
a variavel com custo relativo mais negativo, ou a Regra de Bland (veja em BAZARAA et

al. (2010)), na qual o critério de escolha é o menor indice da varidvel.

Para determinar a variavel que saird da base, observamos qual delas se anula primeiro
a medida que z; aumenta de valor. Caso nenhuma varidvel basica diminua de valor e, con-
sequentemente, z; aumente indefinidamente sem violar a viabilidade de (3.1), concluimos

que este problema é ilimitado.

Dada uma solugao bésica vidvel, seja xy, a variavel nao basica que vai entrar na base.
Considere xy, = € > 0. De acordo com (3.16), com o acréscimo de xy;, o valor de z passa
a ser

Z=ch5B b+ CN;E,
onde cy; € o custo associado a zy;.
Note que o valor de z decresce a medida que € cresce, ja que cy, < 0.

Com a escolha de zy;, o vetor xy terd xy, = € e as demais componentes nulas, ou

seja,
TN, 0
N = TN, = |€
TNp—m 0

Isso implica que B~"'Nxzxy = B tay.c, onde ay. é a coluna de N associada a zx.. Entao
i’ J J ’

podemos reescrever (3.3) como:
zp=B'b— B ay,e. (3.17)
Definindo &5 = B~'b e y; = B~ 'ay,, reescrevemos (3.17) como:
Tp = ITp — yj;E. (3.18)
Observando (3.18) coordenada a coordenada, isto é,
rp, = ITp, — Yije, t=1,--- ,m,

temos que:
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(i)sey,; <0 Vi=1--- m, =z >0 Ve >0;
(i1) se y;; > 0 para algum ¢ = 1,--- ,m, devemos ter
5:min{@ Yij >O}, (3.19)
Yij

para que a positividade das varidveis de (3.1) nao seja violada.

Em (3.19), tomamos apenas as componentes positivas de y;;. Caso contrario, o valor

da varidvel ry, pode aumentar indefinidamente, sem violar a viabilidade de (3.1). Se
B,
Yik
Chamamos de Teste da Razao o critério de escolha da variavel que sai da base, dado
por (3.19).

€= entao xp, saira da base.

Seja xp, a variavel que sai da base. A nova solugao basica ¢ formada pela base anterior,
substituindo-se a coluna correspondente a xp, pela coluna correspondente a ;. A nova
solucao é viavel e as varidveis que permaneceram na base sao nao negativas. Se o teste da
razao detectar que mais de uma variavel basica podera sair da base, isso significa que a
nova base é degenerada, pois contém varidveis basicas nulas. Nesse caso, escolhemos para
sair da base qualquer uma dessas varidveis que se anulam. Se y;; < 0V i =1,--- m,
e podera aumentar indefinidamente, indicando que o conjunto solucao viavel de (3.1) é

ilimitado.
O processo descrito acima devera ser repetido até que ry > 0.

Exemplo 3.7. Resolver o Exemplo 2.1 pelo Método Simplez.

Primeiro reescrevemos o problema na forma padrdo, acrescentando xs e x4 como
varidveis de folga:
min 2z = —r; — To
S. a 3x1+ 2xo + 23 =6
1 + 229 + Ty =

L1,22,T3, T4 Z 0.

(3.20)

Escolhemos x3 e x4 para varidveis bdasicas iniciais. Entao temos que a solugcao basica
wmacial €
T
o)
T3

Xyg




B

10 3 2
. N =

0 1] [1 2
-1

CN =
-1

z(z) = LB = [O O] E] =0.

s BilNCL’N =

1.% Iteragao:

Como ry tem coeficientes negativos, z = 0 nao € o valor otimo. Escolhemos x; para

entrar da base, usando como critério o menor indice, jd que hd empate no valor dos

coeficientes.

Aplicando o teste da razdao temos que min { 3

base.

Fazendo as substituicoes temos:

30 12 |
B: 7N: 7':CB:
11 0 2 !

0 _1 1/3 0]
CN — ,J]B:B b=
-1 ~1/3 1]

. 1/3 0] |1 2
B7'N =
~1/3 1] |0 2
_xl_
o)
A nowva solugao bdsica € =
T3
Ty
ri =

z(z) = LB = [—1 0] E] =—2.

2.¢ Iteragao:

13 23
C|=1/3 4/3

_2_
0
0
3

] |

&—%Bﬂm{o_Q—P1ﬂ[

6 5

1

By

1/3 2/3
1/3 4/3

= 2, indicando que x3 deve sair da

] =:[1/3 -—1/3} ¢

O wvalor de z diminui para —2, mas como T tem coeficiente negativo na funcdao obje-

tivo, ainda nao atingimos o valor étimo e xo entra na base.

Teste da razao:

min {

Y

wir| DO
win|

} ~ min {3,

4

gy

_9
4

T4 sai da base.
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Assim,

R e e 4 R R |

o H)SCB:B_%: [ 1/2 —1/2] H _ [1/2] - [ 1/2 —1/2].
0 —1/4  3/4| |5| |94 —1/4  3/4

B =

s} 1/2
. L. T2 9/4
Solucao basica: = ,
XT3 0
Ty 0
1/2 —1/2
ry=cy—cpBTIN = [0 0} - [—1 —1] / 12| _ [1/4 1/4} e
—-1/4  3/4
1/2 11
z(x) = cEB~ 1b—[ 1 _1} / =,
9/4 4
Como, nessa iteracao, ry > 0, a solucdo encontrada € otima e z assume valor 6timo
11
gual o ——.
wgual a 1

Exemplo 3.8. Resolver o Exemplo 2.2 pelo Método Simplex.

Rescrevendo o problema (2.5) na forma padrao temos:

min z = —3x; — 229
s.a 3r1+2r+ 7 =6
S (3.21)
1+ 229 + Ty =9

L1,22,T3, T4 Z 0.

Procedendo exatamente como no Ezxemplo 3.7, escolhendo x3 e x4 para varidveis

basicas iniciais, temos que a solucdao basica inicial €

-xl- 0
i) - 0
T3 6 7
Ty 5
10 3 2] T3 6 T 0 6 0
B = 7N: » LB = = y TN = = , b= Cp = ’
0 1 1 2] T 5 s 0 5 0
—3 3 2] [ 0|
CN = , B !Nay = = ,rh=ch —cEBTIN = [ 3 —2}6
—9 1 2] |2 0)
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6
2(z) =cEB =10 0 =0.
n=fo o] ]
1.% Iteracao:

Como ry tem coeficientes negativos, z = 0 nao € o valor otimo. Escolhemos x1 para
entrar da base. Para determinar a varidvel que deve sair da base, aplicamos o teste da

ra2a40.
. [6 5 .
Como min I 2, x3 deve sair da base.

Fazendo as substituicoes temos:

R A e W M R R R Y
’ N = y B = ;, TN = - ’ b = ; CB — ’

11 0 2 _234 i) 0 5! 0
B B [N

cN = ,xp=B7b= = e
—2 —1/3 1) [5] |3

BlN:[ 1/3 0] [1 2] :[ 1/3 2/3]'
~1/3 1| |0 2 ~1/3 4/3

B:

T 2
. ~ . .. T2 0
Esta iteracao produz solucao basica dada por = ol com
T3
Ty 3
1/3 0 |1 2
rk =ck —cEB7IN = [0 —2] - [—3 0] / = [1 0] e
—1/3 1] |0 2
2
2(x) = LB = [—3 O] [ ] = —6.
3
Como rn > 0, concluimos que z = —6 € o valor 6timo da func¢ao objetivo. Entretanto,

no Ezemplo 2.2, vimos que o problema em questao possui infinitas solucoes. Com o
objetivo de constatar esse fato através do Simplex, efetuaremos mais uma iteragao do

método, retirando x4 da base, e colocando x5 na base.

Neste caso temos:

7N: , LB = , TN = = 7b: , CB = ’
1 2 0 1 ) T4 0 5 —2
cN = H’ tp=DB""b= O _1/2] H B [1/2]7
0 —1/4  3/4 [5] |o/4

B—lN:[ 1/2 —1/2] 1 0] :[ 1/2 —1/2]7
~1/4  3/4] [0 1 —1/4 3/4

B—
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A= cbN =0 o] - [-3 _2][ 1/2 ‘1/2] o]

~1/4 34
2(x) = LB = [—3 —2} [1/2] = —6.

9/4
1/2
S 9/4 »
Logo, como ry > 0, a nova solugao basica x = 0 permanece otima.
0

3.5 Problemas Degenerados

No Método Simplex, quando temos uma solucao béasica degenerada e a variavel que
sai da base tem valor nulo, a variavel que entra também fica com valor nulo e a funcao
objetivo nao se altera. Neste caso, acontece uma iteracao degenerada e temos uma mesma

solucao com bases diferentes.

A ocorréncia de bases degeneradas, e consequentemente, de solugoes degeneradas, faz
com que o Simplex efetue mais iteragoes. Outra possibilidade é a ocorréncia da ciclagem,
onde o Simplex repete infinitamente uma mesma sequéncia de solugoes degeneradas. Neste

caso, o método falha, ou seja, nao consegue encontrar a solugao 6tima do problema.

A Regra de Bland, citada na Segao 3.4, evita a ciclagem sem evitar as iteragoes
degeneradas. Uma outra alternativa consiste em evitar as iteragoes degeneradas. Para
tanto, perturbamos o vetor b adicionando um valor pequeno ¢; a cada componente de b.

Em geral toma-se &; = 7; x 107° em que 7; € (0,1).

Seja xp = B~'b a solucao étima do problema perturbado. Se zp > 0, entdo zp
é solucao 6tima do problema original. Caso zp tenha alguma componente negativa,
mas com ry > 0, dizemos que a solucao é otimista. Ou seja, ela satisfaz o critério de

otimalidade, mas nao é viavel.

Uma solucao basica viavel degenerada pode ser 6tima, mesmo que exista k tal que
rn, < 0. Uma solugao nestas condigoes serd 6tima quando xp, = 0 e y;; > 0, pois
aplicando o teste da razao para verificar qual variavel entrard na base, encontraremos

. T B,
min { —

Yij

Yij >O} :O,

o que significa que nao ha como diminuir o valor da fungao objetivo sem violar a viabilidade
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do problema.

Para ilustrar considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.9 (Adaptado do Exercicio 2.24-f de ARENALES et al. (2007)). Considere o

sequinte problema de otimizacdo linear:

min 2z = —x;

S. a I1+ZE2§6

Ty — X9 < 4 (3.22)
i) S 1
xy, 22 > 0.

Obtenha graficamente a solugcao otima e, em sequida, verifique que a solucao otima € dada
pela base correspondente as varidveis x1, xs e x4 (do problema na forma padrao), porém

a condicao de otimalidade nao se verifica.
Solugao:
A Figura 7 mostra que o vértice C' € otimo. A solucdo € dada por x1 =5 e x9 = 1,

com valor otimo z = —5.

4 1 +x2 =6

—Vz

|
@
1 | -
1 ‘ >
A B/
} | | : | »
1 lo 1 2 3 4 5 6\

i
xr1 —x0 =4 |
'z =—5

Figura 7: Solucao grafica de (3.22).

Reescrevendo (3.22) na forma padrdo e escolhendo as varidveis bdsicas de acordo com

o enunciado temos:

min z= -2
S.a X1+ + 3 =6
T — To + Ty =4
T2 + .735:1

T1,22,T3,Ty4,Ts Z Oa
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1 10 0 1 6 -1
B=11 -1 1|, N=|(0 0|, zp= xzny:[x3]:[0],b:4,CB: 0|,
0 10 0 1 24 sl 1 0
10 —1] [6] [5
chlol,xB:B—lb: 0 0 1| |4 =]|1]ce
! -1 1 2] |1 0
1 0 =1 (1 0 1 -1
BIN=|0 0 1|0 0|/=]0 1
-1 1 2|0 1 -1 2
o ]
Ty 1
Note que, nesta base, a solugao |xs3| = |[0| € degenerada, pois 4 =0 e x4 é uma
T4 0
[75] 0]
varidvel bdsica.
1 -1
= —chBN=o o]~ [-1 00| 0 1|=[1 1]
-1 2
5
z(z) = cEB7 = [—1 0 0} 1| = —5, ou seja, apesar de haver componentes
0

negativas em rk,, a solucio é étima.

3.6 O Método Simplex em Duas Fases

Na Secao 3.4 vimos que o Simplex parte de uma solucao basica viavel inicial. Em

problemas onde as restrigoes sao da forma

(3.23)
onde b > 0, a base inicial é obtida de forma imediata, pois ao acrescentarmos as variaveis

de folga 2/ para escrever o problema na forma padrao, teremos

Ar+ a2/ =b
z,zf >0,
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e uma solucio basica vidvel é dada por 2/ =be z = 0.

Entretanto, uma solucao inicial nem sempre pode ser obtida de maneira trivial. Dado

um problema onde as restricoes sao da forma

Az =10
x>0,

com A € M,,,«,(R), encontrar m colunas LI para formar uma submatriz B invertivel pode

ser bastante trabalhoso, dependendo do valor de m.

Um procedimento para obter uma solucao bésica viavel inicial em problemas assim
consiste em acrescentar novas variaveis x®, chamadas varidveis artificiais, que, por nao fa-
zerem parte do problema original, devem ser eliminadas resolvendo-se o problema artificial
dado por:

m
3 a a _ a
min  2%(z,2%) = >
Jj=1
3.24
s.a Ar+4+2°=0b ( )

z,x* > 0.

Em (3.24), uma base vidvel é formada pelas colunas de A associadas as varidveis
artificiais. Aplica-se o Método Simplex. Caso se obtenha solugao étima (z,2%) com
2%(z,2%) = 0, teremos uma base formada por colunas de A associadas as varidveis origi-
nais, que podem ser usadas para iniciar o problema original. Caso seja encontrada uma
solugdo 6tima (&,2%) com z%(z,2%) > 0, as varidveis artificiais ndo sao eliminadas do

problema original. Neste caso, conclui-se que o problema original é inviavel.

Chamamos este procedimento de Método Simplex em Duas Fases. A Fase I consiste
em resolver o problema artificial, e a Fase II consiste em resolver o problema original,

tomando como ponto inicial a solugao 6tima encontrada na Fase I.

No préximo capitulo, definiremos o conceito de dualidade em PL, e apresentaremos

algumas propriedades relacionadas a esse conceito.
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4 DUALIDADE

Dado um problema de PL, existe um outro problema chamado dual, que é associado
ao problema original, chamado primal. No problema dual, o interesse ¢ maximizar uma
nova funcgao objetivo baseada nos recursos do primal e sujeita a restricoes relacionadas

aos custos do primal.

A teoria da dualidade fornece subsidios importantes para o estudo de problemas de
PL, bem como uma abordagem alternativa para a resolugao dos problemas, através do
Método Dual Simplex. O leitor interessado podera encontrar a descricao do método Dual
Simplex em ARENALES et al. (2007).

4.1 Formulagao do Dual

Dado um problema de PL na forma canonica, o seu dual é obtido da seguinte forma:
os coeficientes da funcao objetivo, agora de maximizagao, sao os termos independentes do
primal; as restri¢coes passam a ser de menor que ou igual a, e os novos termos independentes
sao os coeficientes da funcao objetivo original. Para haver correspondéncia entre os custos
e recursos nos dois problemas, a matriz A deve ser transposta (vide [2] no Apéndice).

Observe, na Tabela 1, primal e dual lado a lado.

Tabela 1: Comparagao entre o primal e o dual, na forma canodnica.

Problema primal: Problema dual:
min z(z) = clx max w(y) = by
s.a Ax >b s.a ATy <c

x>0 y>0

Para escrever o dual de um problema de PL na forma padrao, procedemos de forma

semelhante: as restricoes duais ficam do tipo menor que ou igual a, a matriz A deve ser
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transposta e as varidveis duais ficam irrestritas com relacao ao sinal. Observe, na Tabela

2, o dual de um problema de PL na forma padrao.

Tabela 2: Comparacao entre o primal e o dual, na forma padrao.

Problema primal: Problema dual:
min z(z) =cl'x max  w(y) = bly
s.a Ar=1> s.a ATy <ec

x>0 yeR

Todo vetor y que satisfaz as restrigoes duais é chamado de solugcao dual vidvel.

A Tabela 3 apresenta um resumo das regras para a constru¢ao do dual. Caso o
problema de PL nao esteja na forma padrao ou na forma canonica, deve-se observar as

mudancas em cada restricao e em cada variavel, como esta indicado na tabela.

Tabela 3: Relagoes primal-dual.

Primal (dual) Dual (primal)
Minimizacao Maximizacao
Coeficientes da funcao objetivo Termos independentes
Termos independentes Coeficientes da funcao objetivo
Matriz das restrigoes: A Matriz das restricoes: AT

Restricao < < Variavel

= >

= livre
Variavel > < Restricao

< >

livre =

Vejamos, agora, dois exemplos. No primeiro deles, além de escrever o dual, vamos com-
parar as solucoes graficas de ambos os problemas. Ja no segundo, notaremos a reducao no
nimero de variaveis para o problema dual, possibilitando resolvé-lo pelo método gréfico,

descrito na Segao 2.2.
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Exemplo 4.1. O dual do problema de PL

min z = 2x; + 329

s.a 3x1+ x9>4
o (4.1)
IE1+4$225

1,72 >0

¢ dado por

max w = 4y, + Dy

s.a 3y + Yy <2
Y1 +4y, <3
Y1, 92 > 0.

(4.2)

A Figura 8 mostra as solugoes grdficas dos problemas (4.1) e (4.2). O problema primal

tem solucao otima no vértice B, dada por x7 =1 e x5 = 1, com valor étimo da func¢ao

objetivo z* = 5. Jd o problema dual tem solugao no vértice F, dada por y; = 7€ Ys = I
com valor otimo da funcdo objetivo w* = 5.
Primal Dual
2 Y2
A A
5 4
4 9 2+
37 \ Vw
\2\0 ) .
G
1 4
= E
: » f f > Y1
-1 -1 1 2
0
w=>5
—Vz 9 1L

Figura 8: Comparagao das solugoes graficas do problema primal (4.1) com o problema
dual (4.2).
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Exemplo 4.2. O dual do problema de PL

min 2z = dx; + Txs + 313

s.a 21+ T9+3x3>1

(4.3)
T+ 209 — 423 > 1
x1, T, T3 > 0
¢ dado por
max w =y + Y2
s.a 2y1+ Y2 <5
Y1 +2y, <7 (4.4)
3y1 —4y2 <3
Y1,92 > 0.

A Figura 9 mostra a solugao grdfica do dual de (4.83): o vértice D dado por y; =1 e

ys = 3 € otimo para w* = 4.

[\]

;l\ é’@h

Figura 9: Solucao grafica de (4.4)

A observacao do Exemplo 4.1 sugere que o valor 6timo para o problema primal no
Exemplo 4.2 seja z = 4, igual ao valor observado no seu dual. De fato, esta e outras

propriedades sao validas, como veremos a seguir.

4.2 Propriedades

As propriedades aqui apresentadas, bem como suas demonstracgoes, sao baseadas em
ARENALES et al. (2007) e em GOLDBARG & LUNA (2005).
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Considere os conjuntos das solugdes viaveis do primal (P) e das solugbes vidveis do

dual (D), descritos a seguir:
P = {z e R"|Az = b,x > 0},
D = {y e R ATy < c}.
Eles serao uteis para o que se segue.

Propriedade 4.3. O dual do dual € o primal.

Prova: Como vimos na se¢ao anterior, o dual de um problema de PL na forma padrao
¢ mostrado na Tabela 2. Como as variaveis y; do dual sao irrestritas em sinal, fazemos
y =yt —y com y",y~ > 0. Aplicando as manipulacoes apresentadas na Secao 2.1,
temos:
min —bTyt + b7y~
s.a ATyt — Ay~ +y/ =¢ (4.5)
yhoymyl >0,
em que y/ é o vetor de varidveis de folga.
Note que o vetor de coeficientes da fungao objetivo é dado por (—bT, 0T, 07), ¢ é o

vetor de termos independentes e a matriz de restricoes é dada por |AT —AT [ ]

O dual de (4.5) é dado por:

max cI )\

T
S. a [AT —AT T A< (=077, 01T,

em que A é o vetor de variaveis duais, ou seja,

max ¢l A
s.a AN<-—b
(4.6)
—AN<D
A <0.
Como A\ < —b e —AX < b, podemos rescrever (4.6) como
max ¢’ A
s.a Al=-b (4.7)

A<0.
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Finalmente, fazendo A = —x, obtemos:

min c'zx
s.a Arx =10 (4.8)
x>0,

que é o problema primal.

Propriedade 4.4 (Dualidade Fraca). A fun¢do dual fornece um limitante inferior para

a fungdo primal, ou seja, w(y) < z(x), Vye D eV € P.

Prova: Multiplicando a esquerda, as restricoes do primal, Az = b, pela transposta do

vetor y de variaveis duais, temos

yT Ar = y7b. (4.9)
As restricoes do dual podem ser escritas como y?' A < ¢f'. Como z > 0, temos que

y'Ar < T (4.10)
Logo, de (4.9) e (4.10), temos que: y'b < cTax = by <o = w(y) < 2(z). A
Propriedade 4.5. O problema primal tem solucdo dtima se, e somente se, o dual tiver
solucao otima.
Prova: Faremos a prova supondo que a solucao étima do problema primal é nao degene-
rada. Considere o problema primal e o seu dual como mostra a Tabela 2

Suponha que x* seja a solucao étima do primal e seja B a base étima correspondente.

Entdo z* = B b erl;, =ck — cEB7'N > 0. Logo c5B™'N < ck. Agora, observe que:
hBIN < & = [ EBN] < [cg &) = [5r gBN] < [ cg] =
bBT'B EBIN| < |ch &| = bt B N| < | | = dBrasd

Denotando y*7 = ¢EB~! temos que y*7 A < ¢! ou ATy* < ¢, o que significa que y*
é uma solugao viavel para o dual. Resta-nos mostrar que y* é 6tima para o dual. Com

efeito, note que

by = b (B YTeg = (B7')Tep = vl cp = chay = chaty + cLayy = cTa*, pois

Como z* é solucdo vidvel para o primal, b’y < c¢’a* para todo y vidvel para o dual.

Como bTy* = cT'z*, segue que y* é solucdo étima do dual.

Suponha agora, que o dual tenha solucao 6tima. Escrevendo o dual na forma padrao
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e fazendo maxw(y) = min — w(y), demostramos de maneira andloga que o primal tem

solucao 6tima. W

Propriedade 4.6. Suponha que o primal tem solucao vidvel (P # @ ). O problema primal
nao tem solucao otima se, e somente se D = &, ou equivalentemente, o dual € invidvel

se, e somente se o primal € ilimitado (z(x) — —o0).

Prova: Suponha que D # &. Temos 2 possibilidades:

(i) O dual nao tem solugao 6tima. Neste caso, o dual é ilimitado. Isto significa que,
max{w(y) | y € D} > 4+00. Como P # @ e o primal nao tem solugao étima, temos que
o primal ¢é ilimitado. Logo, min{z(z) | + € P} < —oo. Pela Propriedade 4.4, temos que

w(y) < z(z) < —o0, 0 que é uma contradigao.

(7) O dual tem solugao étima. Neste caso, pela Propriedade 4.5, o primal tem solugao

otima, o que nega a hipotese.
De (i) e (ii), concluimos que D = &.

Reciprocamente, suponha que o primal tenha solucao 6tima. Entao, pela Propriedade
4.5, o dual tem solucao 6tima. Portanto, D # &, negando a hipétese. Logo, o primal nao

tem solugao 6tima. W

Propriedade 4.7. Suponha que o dual tenha solugdao vidvel (D # &). O problema dual
nao tem solucao otima se, e somente se P = &, ou equivalentemente, o primal € invidvel

se, e somente se o dual € ilimitado (w(y) — o0).

Prova: Andaloga a demonstracao da Propriedade 4.6. B

Propriedade 4.8. Sejam x* e y* solucoes vidveis do primal e do dual, respectivamente.

Se z(z*) = w(y*), entao x* é solugdo otima do primal e y* é solugcdo otima do dual.

Prova: Suponha que z* nao seja solucao 6tima do primal. Entao existe x € P tal que
z(z) < z(z*) = w(y*), contradizendo a Propriedade 4.4. Da mesma forma, suponha que
y* nao seja solucao 6tima do dual. Entdo existe y € D tal que w(y) > w(y*) = z(z*),
também contradizendo a Propriedade 4.4. Logo, x* e y* sao solugoes 6timas para o primal

e para o dual, respectivamente. ll

Seja o problema dual apresentado na Tabela 2. Escrevendo suas restrigoes na forma
padrao e acrescentando, para varidveis de folga, o vetor u € R"™ (com p > 0), temos

ATy + 1 = c. Isolando p e transpondo os dois membros, podemos reescrever esta equacao
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Ccomo

pl = —yT A (4.11)

Por outro lado, sejam x € P e y € D. Se z(z) = w(y), entdo ¢’z = yTb. Substituindo

Ar = btemos 'z = yTAx = o — yTAz =0 =

(" —yT Az =0. (4.12)

Note que o vetor ¢! —yT' A é o vetor de varidveis de folga u escrito em (4.11). Cha-

mamos de folgas complementares essa relagao entre as solugoes do primal e do dual.

Propriedade 4.9 (Folgas Complementares). As solugcoes x € R" e y € R™, do primal e

do dual, respectivamente, sao otimas se, e somente se:

Ar=0b,2 >0 (x € solugao vidvel primal)
Aty +p=c, u>0 (y € solugao vidvel dual)

piz; =0,j=1,---,n (folgas complementares)

Prova: Suponha que z* e y* sejam solugoes 6timas do primal e do dual, respectivamente.
Entdao Az* =b, v > 0e ATy* + u* = ¢, u > 0, onde pu* é o vetor de varidveis de folga do
dual.

Pelo que foi demonstrado na Propriedade 4.5, se x* é solucao 6tima do primal e y* é
solugao viavel do dual, temos que c’z* = bTy*. Desta igualdade, de (4.11) e de Az* = b
segue que 0 = clo* — bTy* = To* — yTh = Ta* — y T Ax* = (T — yTA)x* = o

Comou;ZOex;ZOparajzl,--- ,n, temos que pjz; =0, para j =1,---,n.

Reciprocamente, sejam x € P ey € D. Sejam ainda, ATy+p = ¢, u > 0, as restricoes
do dual escritas na forma padrao. Suponha que p;z; =0, 5 =1,--- ,n. Entdao pu’z = 0.
Substituindo p pela expressao dada em (4.11) temos (¢!’ —y"A)x = 0 = 'z = yT Ax.
Substituindo Az = b temos ¢’z = y'b = bTy = 2(z) = w(y). Logo, pela Propriedade

4.8, x e y sao solugoes 6timas do primal e do dual. l

Propriedade 4.10 (Dualidade Forte). As solugées z* € P e y* € D, do primal e do

dual, respectivamente, sio dtimas se, e somente se z(xz*) = w(y*).

Prova: Suponha que z* e y* sejam solucoes 6timas do primal e do dual, respectivamente.

Entao, pela Propriedade 4.9, temos que
Ax* =10, x* > 0;

ATy*+[L*:C,M*ZOG

pie; =0 para j=1--,n.
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Mas pjxj = 0 para todo j = 1,---,n implica em wla* = 0.

De (4.11) segue que p* = ¢ — ATy*. Assim, temos que p*’z* = (¢! —y*TA)z* = 0 =
(c— ATy Ta* = 0 = Tz* — y* T Ax* = cTo* = y*T Az*. Substituindo Az* = b obtemos
cl'zr =y = bTy*, ou seja, z(z*) = w(y*).

A reciproca é dada pela Propriedade 4.8.

A Tabela 4, extraida de LACHTERMACHER (2007), apresenta resumidamente, as

relagoes possiveis entre as solucoes dos problemas primal e dual de PL.

Tabela 4: Viabilidade primal-dual.

Primal Dual Otimo Ilimitado Inviavel
Otimo v
Himitado v
Inviavel v v

No préximo capitulo, abordaremos um exemplo classico de problema de PL, conhecido
como “problema de transporte”, e uma proposta de atividade para alunos do Ensino
Médio, que consiste na resolugao de uma versao simplificada desse problema, usando o

Microsoft Excel.



45

5 APLICACOES

A Programacao Linear se aplica na modelagem e resolucao de problemas de diversas
areas como, por exemplo, engenharia, economia, logistica, agricultura e producao indus-
trial. Os problemas sao agrupados por semelhanca na sua modelagem. Assim temos, por
exemplo, os problemas de mistura, que tratam, essencialmente, da combinacao de mate-
riais preexistentes para gerar outros materiais, como acontece em fabricacao de ragoes e
producao de ligas metdlicas. Outros exemplos sao citados e tratados em toda a bibliografia

usada para este trabalho.

Neste capitulo, vamos tratar dos problemas de otimizacao em rede, na Secao 5.1, e,

com mais detalhes, dos problemas de transporte, na Secao 5.2.

5.1 Problemas de Otimizacdao em Rede

A estrutura de rede ou de grafo, segundo LACHTERMACHER (2007), ¢é ttil para a

analise de diversos problemas praticos.

Os diagramas que representam as redes sao compostos por uma colecao de vértices ou
nos simbolizados por circulos que sao interligados por linhas chamadas arcos, que revelam

a direcao do fluxo de um né para outro. Observe a Figura 10.

Figura 10: Componentes de uma rede.
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O problema de transporte, que vamos detalhar na préxima secao, é um problema de
otimizagdo em rede. Em ARENALES et al. (2007) e em LACHTERMACHER (2007),

encontramos outros exemplos. Entre eles, temos:

e Problemas de Roteamento de Veiculos

Sao problemas nos quais se determinam rotas de entrega ou coleta a um custo
minimo. As rotas (arcos) ligam uma ou mais origens a um nimero de destinos. Os

nos do diagrama de rede sao as origens e os destinos.

e Problemas de Rede de Distribuicao

Sao problemas em que os nds representam origens, destinos e locais intermediarios,
e os arcos representam as rotas. O objetivo é otimizar o transporte entre origens e

destinos sem coleta ou entrega nos locais intermediarios.

e Problema do Menor Caminho

Neste tipo de problema, os arcos nao representam rotas, mas distancias entre os

nés. Aqui, o objetivo é minimizar distancias entre origens e destinos.

e Problemas de Fluxo Maximo

Para estes problemas, o objetivo é maximizar a quantidade de fluxo entre origens e

destinos. As restricoes sao dadas pelas capacidades de fluxo em cada arco.

5.2 Problema de Transporte

Nosso objetivo nesta secao é apresentar os problemas de transporte em uma pers-
pectiva mais simples, visando a compreensao dos seus componentes, a sua modelagem, a
obtencao de uma solucao bésica inicial e a sua resolucao, usando o Solver do Microsoft
Fxcel, por alunos de Ensino Médio. O que serd apresentado estd baseado, principal-
mente, em LACHTERMACHER (2007) e em HILLIER & LIEBERMAN (2006). Outras

referéncias sao citadas no decorrer do texto.

O problema de transporte consiste em determinar qual a maneira de distribuir produ-
tos que resulta em menor custo de transporte entre origens e destinos como, por exemplo,
fabricas e centros de distribuicao. Uma hipdtese a ser considerada é que o custo unitéario

de transporte é constante, ou seja, independe da quantidade transportada.

Como exemplo, vamos considerar m origens, Oy, Os, - - - , O,, cada uma com, respecti-

vamente, a,as, - - , a,, quantidades (ou ofertas) de um produto que devem ser enviadas



47

para n destinos Dy, Do, --- , D, cada um com, respectivamente, by, bo, - - - , b, necessida-
des (ou demandas). A quantidade de produto a ser enviado da origem O; ao destino D;
¢ dada por z;j, sob um custo ¢;;, parat=1,--- ,me j=1,--- ,n. A Figura 11 ilustra a

rede que representa o problema.

origens destinos

Figura 11: Diagrama de rede do problema de transporte.

Quando o montante ofertado é igual ao total demandado, isto é, quando

dizemos que o problema esta balanceado. Neste caso, o problema é expresso matematica-

mente por:
m n

min 2z =Y > ;% (a)
i=1j=1

s.a Y xy;=a; parai=1,2---m, (b)
=1

= (5.1)
m
YTy =bjparaj=1,2---n, (c)
i=1
xi; > 0 para todo i e j.
Em (5.1(a)) temos a funcao objetivo z : R™™™ — R, que representa o custo total de

transporte. As restri¢oes de oferta sdo dadas por (5.1(b)) e em (5.1(c)) temos as restri¢oes

de demanda.

m n
Caso > a; # Y bj podemos balancear o problema da seguinte forma:
i=1 =1

m n
(i) Se >~ a; > > b; (oferta maior que a demanda), acrescentamos um destino ficticio
i=1 j=1

m n

chamado de dummy, com demanda igual a Y a; — > b; e custo de transporte unitério
i=1 j=1

nulo de todas as origens para este destino;
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m n
(ii) Se > a; < > b; (oferta menor que a demanda), acrescentamos uma origem fan-
i=1 j=1

n m
tasma, também chamada de dummy, com oferta igual a ) b; — > a; e custo de transporte
j=1 i=1
unitario nulo para todos os destinos.
Apesar de facilitar a interpretacao dos resultados da otimizacao do problema, este

processo nao € obrigatério para a sua resolucao.
Vejamos um exemplo simples:

Exemplo 5.1. Considere um produto produzido por duas fdbricas, A e B, que devem ser
transportados para 2 centros de distribuicao, C e Cs. Cada fdabrica produz 50 carrega-
mentos mensais e 0s centros de distribuicao Cy e Cy necessitam de 40 e 50 carregamentos
mensais, respectivamente. A Tabela 5 mostra estas informacoes, bem como os custos de

transporte de cada fdbrica a cada centro de distribuicao.

Tabela 5: Custos de transporte, demandas e ofertas mensais.

Centro 1 Centro 2 Ofertas
Fabrica A 3 5 50
Fabrica B 5 7 50
Demandas 40 50

Observando a Tabela 5, notamos que sao disponibilizados 10 carregamentos a mais do
que é necessario para suprir os centros de distribuicao. Para balancear o sistema vamos
inserir um centro de distribuicao ficticio denominado C3 com demanda de 10 carrega-
mentos e custo zero de transporte de cada fabrica para ele. A introducao deste centro
ficticio, ou dummy, indica uma capacidade ociosa das fabricas e a mercadoria destinada
a ele continuard em estoque. A Figura 12 mostra o diagrama de rede para este problema

de transporte.

Matematicamente, o problema € dado por:

min 2z = 3x11 + 512 + D91 + x99
S. a T+ T2+ T3 =930
Ta1 + Xag + Tez = 50
T11 + To =40 (5.2)
T1o + Too =50
T13 + Tog = 10

T11, %12, T13, T21, Ta2, Tag > 0.
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Fdbricas Centros de distribuicao

el

Figura 12: Diagrama de rede para o Exemplo 5.1.

Para resolver um problema de transporte como (5.2), por exemplo, podemos aplicar
o Método Simplex em Duas Fases (vide Secao 3.6), jd que uma base vidvel inicial nao é
obtida imediatamente. Entretanto, veremos a seguir que, dada a estrutura do problema,

existem outras manteiras de se obter uma solucao inicial.

5.2.1 Obtendo uma solugdo basica inicial

Observe que a matriz de restrigoes de (5.2) é dada por

s
I
o O = O

11
0 0
00
10
01

o O = = O

0 0
11
0 0
10
01

Note que a soma das 2 primeiras linhas é igual a soma das 3 ultimas, indicando que
as linhas da matriz sao LD. Entretanto, quaisquer 4 linhas sao LI e, consequentemente,
qualquer submatriz Bsy4 de A é nao singular, indicando também, que temos 4 varidveis

basicas.

Problemas de transporte em geral tém matrizes de restricoes semelhantes. Uma ma-
neira simplificada de representar essas matrizes é apresentada em LUENBERGER & YE
(2008). Para um problema com m origens e n destinos, seja I uma matriz identidade n xn
el’ = (1,1,---,1), um vetor de dimensao n, entdo escrevemos a matriz de restri¢oes, no

caso geral, como
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1T
1T

1T

em que A tem m + n linhas e nm colunas.

Pode-se mostrar que, no caso geral, também temos m + n — 1 linhas linearmente

independentes. Uma base B tera dimensao m +n — 1.

Essa caracteristica dos problemas de transporte possibilita obter uma solucao basica
inicial sem acrescentar novas variaveis. Por serem simples e mais acessiveis para alunos
de Ensino Médio, vamos descrever e exemplificar o Método do Canto Noroeste e o Método
do Menor Custo (apresentado em WINSTON & GOLDBERG (2003)). Outros métodos
interessantes mas que nao sao tratados no texto sao o Método da Aproximagdao de Vogel
e o Método da Aproximacao de Russel, ambos descritos em HILLIER & LIEBERMAN
(2006).

Para aplicar qualquer um dos métodos citados acima, deve-se primeiro escrever o
problema no tableau de transportes, que é uma tabela tipica para estes problemas, onde
estao explicitados os custos de transporte e os valores de demanda e oferta. Veja a Tabela

6 no Exemplo 5.2.
Método do Canto Noroeste

Na célula superior esquerda do tableau (dai o nome “canto noroeste”), alocamos o
maximo possivel da origem ou destino correspondente, zerando a disponibilidade da linha
ou da coluna da célula. Em seguida, escolhemos a célula a direita ou abaixo que tenha
disponibilidade de linha e coluna correspondente e repetimos o processo, até completar a

quantidade de varidveis basicas. Neste método nao consideramos o custo de transporte.
Método do Menor Custo

Diferentemente do método anterior, agora observamos o custo para a escolha das
células. Inicialmente, escolhemos a célula com menor custo e alocamos o maximo para
ela, zerando a disponibilidade da linha ou da coluna da célula. Entre as linhas ou colunas
restantes, escolhemos a célula de menor custo e repetimos o processo, até completar
a quantidade de varidveis basicas ou até nao haver mais disponibilidade de oferta ou

demanda. Em caso de empate, a escolha ¢é arbitraria.
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Nos dois métodos, é possivel que em uma célula, seja esgotada a disponibilidade da
linha e da coluna ao mesmo tempo. Isto é um indicativo de que a solucao encontrada sera

degenerada.

Para melhor compreensao, vamos apresentar um exemplo adaptado de LACHTER-
MACHER (2007).

Exemplo 5.2. Uma vinicola do sul de Santa Catarina possui trés fabricas e trés armazéns
nos quais os vinhos sao envelhecidos. Como as fabricas e os armazéns estao localizados
em diferentes locais do estado, a empresa deseja saber quantos tonéis de vinho deve enviar
de cada fdbrica para cada armazém de forma a minimizar o seu custo de transporte. As
capacidades das fdbricas (C. F.) e dos armazéns (C. A.), em nimero de tonéis, bem
como os custos de transporte por tonel estao explicitados na Tabela 6, a sequir. Modele

este problema e obtenha uma solu¢ao basica inicial pelo Método do Canto Noroeste e pelo
Método do Menor Custo.

Tabela 6: Custos de transporte e capacidades das fabricas e dos armazéns.

Arm. 1 Arm. 2 Arm. 3 C. F.

Fabrica A 20 16 24 300

Fabrica B 10 10 8 500

Fabrica C 12 18 10 200
C. A. 200 400 300

Solugao: As varidveis do problema sdo facilmente extraidas da Tabela 6. Temos x11 que
representa a quantidade de tonéis a serem transportados da Fabrica A até o Armazém 1,
com custo 20, x1o, representando a quantidade de tonéis a serem transportados da Fabrica
A até o Armazém 2, com custo 16, e assim por diante. A capacidade total dos armazéns
(demanda total) € de 900 tonéis, enquanto que a capacidade total das fabricas (oferta
total) € de 1000 tonéis. Para balancear o sistema, vamos introduzir um armazém ficticio
(Arm. 4) com custos de transporte nulos para ele. Com isso, temos mais trés variqveis:

T4, Tog € X34. Assim, o modelo matemdtico do problema € dado por
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min z = 20x1; + 16212 + 24213 + 10297 + 10299 + 8x93 + 12231 + 18235 + 10233
S.a T11+ X2+ 213+ T4 = 300
To1 + T2 + Tag + Toa =500
x31 + x32 + w33 + w34 = 200
11 + T21 + T31 =200 (5.3)
T12 + To2 + T32 =400
13 + Toz + 33 = 300
Z14 + Tog + r34 = 100

T11, T12, T13, T14, T21, T22, T23, Tad, T31, T32, T33, T34 > 0.

Como o problema ficou com 8 restricoes de oferta e j restri¢oes de destino, temos 6

varidveis bdsicas.

Obtendo uma solugao bdsica inicial pelo Método do Canto Noroeste:

A Tabela 7 mostra o problema no tableau de transporte. Os numeros ordinais mos-
tram a ordem em que alocamos valores para as varidveis. Primeiro escolhemos a célula
correspondente a x1, e alocamos 200, que é o valor maximo para esta coluna. Em sequida
alocamos 100 para a célula correspondente a x12, zerando a capacidade de F A. Abaixo,
na célula de x99, alocamos 300 tonéis completando a demanda de A 2. Alocamos 200
para Toz, zerando a capacidade de ¥ B, completamos a coluna de A 3 com 100 para xs3

e, finalmente, designamos 100 tonéis para xs34, zerando as capacidades de F C e de A 4,

simultaneamente.
Tabela 7: Aplicando o método do canto noroeste.
Al A2 A3 A4 C. F.
20 16 24 0
FA 300
1° 200 2° 100
10 10 8 0
F B 500
3° 300 4° 200
12 18 10 0
FC 200
5° 100 6° 100
C. A. 200 400 300 100

Logo, uma solugao bdsica inicial ¢ dada por x11 = 200, x15 = 100, x99 = 300, x93 =
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200, x33 = 100 e x34 = 100. As demais varidveis (ndo bdsicas) assumem valor nulo. Para

essa solucao, a funcdo objetivo assume valor z = 11200.

Obtendo uma solucdao basica inicial pelo Método do Menor Custo:

Observe, agora, a Tabela 8. Como a coluna de A 4 tem custo zero, podemos comec¢ar
com qualquer uma delas. Escolhemos a célula correspondente a x4 € alocamos 100 tonéis,
que € o mdximo possivel para esta coluna. Entre as colunas restantes, a célula de menor
custo € a de xo3. Alocamos 300 tonéis para esta célula, zerando a capacidade da coluna de
A 3. Em seguida escolhemos a célula de x45 (note que hd empate na escolha) e alocamos
200 tonéis, zerando a capacidade da linha de F B. A proxima célula deve ser a de x3, que
suporta 200 tonéis, eliminando a linha e a coluna correspondente. Finalmente alocamos

200 para a célula de x15.

Tabela 8: Aplicando o método do menor custo.

A1l A 2 A3 A4 C. F.
20 16 24 0
FA 300
o 200 1° 100
10 10 8 0
F B 500
3¢ 200 2° 300
12 18 10 0
FC 200
4° 200
C. A. 200 400 300 100

Por este método, a solugcao € dada por x19 = 200, x14 = 100, 299 = 200, x93 = 300 e
x31 = 200, com as demais varidveis nulas e a fungao objetivo assumindo o valor z = 10000.

Note que essa é uma solu¢ao degenerada.

Para este exemplo, o método do menor custo apresenta uma solugao basica inicial
com menor valor de funcao objetivo que o método do canto noroeste, mas nem sempre é
assim, como se pode verificar ao se aplicar os dois métodos para o problema do Exemplo

5.2. Mesmo assim, os dois métodos sao faceis de se aplicar e ensinar.

5.2.2 Viabilidade e Solucao Otima

Um problema de transporte balanceado é sempre vidvel. Isso decorre do fato de

termos n + m — 1 equacgoes linearmente independentes. Este resultado é enunciado e
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demonstrado em LUENBERGER & YE (2008) e a aplicabilidade do Método do Canto

Noroeste evidencia a viabilidade.

Para obter a solucao 6tima de problemas de transporte, pode-se usar o Método Sim-
plex descrito no Capitulo 3. Porém existe uma variagao do Simplex que se vale das
propriedades do problema dual para obter a solugao 6tima de maneira mais eficiente.
Uma opcao interessante para se trabalhar com alunos de Ensino Médio é o Solver do Mi-
crosoft Fxcel. O Solver é um suplemento do Microsoft Fxcel, desenvolvido pela empresa
Frontline Systems, Inc. Ao resolver problemas lineares, esse suplemento usa o Método
Simplex. A planilha eletronica Calc do LibreOffice, também oferecem recurso semelhante,
mas, por ser mais popular, vamos mostrar como obter a solucao étima de um problema

de transporte usando o Solver.

Vamos usar os problemas (5.2) e (5.3) como exemplos e a versao 2007 do Microsoft
FEzcel. Partimos do pressuposto de que o leitor tenha conhecimento basico do uso de

planilhas eletronicas e que o Solver esteja habilitado.
Obtendo a solugao 6tima do problema (5.2)
(1) Escrevendo os dados do problema na planilha (acompanhe na Figura 13):

Para a funcao objetivo: identificamos as varidveis de decisao na linha 3, para ajudar

na organizacgao, delimitamos as células de D5 a I5, sem preenchimento, para representar
as variaveis de decisao para o Fzxcel e, na célula D6, escrevemos a formula para o calculo

do valor de z, dada por

—(D5*D4)+(E5*E4)+(F5*F4) +(G5*G4)+ (H5*H4) + (I5414).

Para as restricoes: identificamos as variaveis de decisao na linha 9. Nas linhas 10 a

14, escrevemos os coeficientes das variaveis de cada uma das cinco restrigoes. Na coluna
RHS (right hand side), escrevemos os termos independentes e na coluna LHS (left hand

side), escrevemos a férmula pra cada restri¢ao. Na célula J10 a férmula é dada por
=(D10*D$5)+(E10*ES$5)+(F10*F$5)+(G10*G$5)+ (H10*HS$5) 4 (110*1$5).

O simbolo $, da maneira que foi usado, serve para fixar a linha das células varidveis para
que se possa copiar a formula para as outras restricoes. Raciocinio analogo é empregado

para as células J11 a J14.

(#i) Utilizando o Solver:
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|k | b | |
T B e e

W0 |~ (|| b

A B C D E F G H 1 ] K
Fungéo Objetivo
¥x11  x12 x13 ¥21 %22 x23
Custos 3 5 ] 5 7 ]
Variaveis | | |
=0
Restrigbes
¥*11  x12  x13 ¥x21 x22 %23 | LHS | RHS
1° ¥ 1 1 1] o 0 0 50
2° 1] 0 ] 1 1 ¥ 0 50
3° Bt (1] ] 1 1] 0 0 40
4° 1] 34 (1] 0 1 1] 1] 50
5° 0 ] 1 o o bk 0 10

Figura 13: Planilha com os dados de (5.2).

Na janela “Parametros do Solver”, mostrada na Figura 14 e obtida a partir do menu

“Dados”, devemos, primeiro, informar a célula de destino, D6, que indica o valor de z,

selecionar “Min”, uma vez que o nosso problema é de minimizacao, indicar as células

variaveis e adicionar as restrigoes, clicando no botao “Adicionar”.

Definir célula de destino:

Tgual a: ) Max

Células varidveis:
$D$5: 6165

Submeter &z restrigies:

(@) Min

Parametros do Solver

) Valor de: a

5.5 Esfimar

£1510 = $K$10
£1511 = K511
§1812 = 8K512
£1513 = K513
£1814 = gK514

Adicionar

Alterar

Excluir

Resolver

Fechar

Redefinir tudo

Ajuda

Figura 14: Janela “Parametros do Solver” para (5.2).

Na janela “Adicionar restri¢ao” (veja na Figura 15), para adicionar a primeira res-

tricao, escolhemos a célula J10 na coluna LHS, em “Referéncia de célula”’. Em seguida,

selecionamos o sinal de igual e, depois, em “Restricao”, inserimos a célula K10 da coluna

RHS. Clicamos em “Adicionar”, repetimos o processo para a segunda restricdao, e assim

por diante, e clicamos em “OK” para finalizar.

De volta a janela “Parametros do Solver”, clicamos em “Opcoes”. Na Janela “Opcgoes

do Solver” (Figura 16), devemos marcar duas opgoes importantes: “Presumir modelo

linear” e “Presumir nao negativos” para acrescentar as restricoes de nao negatividade

das variaveis. Para finalizar, clicamos em “OK” e, na janela “Parametros do Solver”,
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Adicionar restricio
Referéncia de célula: Restricio:
B <= [v] s
£=
Cancelar zm hdicionar Ajuda
ndm d
bin

Figura 15: Janela “Adicionar restrigao”.

clicamos em “Resolver”.

Presumir modele linear
Presumir ndo negativos

Opcées do Solver
Tempo maximo: . segundos | OK |
Iteraches: 100 Cancelar
Precisdo: 0,000001 Carregar modelo. ..
Toleréndia: 5 %o Salvar modela...
Convergénda: 0,0001 Ajuda

[] Usar escala automatica
[] Mostrar resultado de iteraciio

Estimativas Derivadas Pesquisar
(®) Tangente (@) Adiante (®) Newton
() Quadratica () Central () Conjugado

Figura 16: Janela “Opgoes do Solver”para (5.2).

A solucao do problema é apresentada nas células variaveis, como mostra a Figura 17.

Como se pode ver, a soluc¢ao 6tima do problema (5.2) é dada por x;; = 40, 212 = 10,
Tog = 40, e x93 = 10. As demais variaveis ficam nulas e a funcao objetivo assume valor

minimo z = 450.
Obtendo a solugao 6tima do problema (5.3)
(1) Escrevendo os dados do problema na planilha (acompanhe na Figura 18):

Para a fungao objetivo: identificamos as variaveis de decisao na linha 3, delimitamos

as células de D5 a O5, sem preenchimento, para representar as variaveis de decisao, e na

célula D6, escrevemos a férmula para o calculo do valor de z, dada por

—(D5*D4)+(E5*E4)+(F5*F4)+(G5*G4)+(H5*HA) 4 (I5*14) +
(J5%J4)+(K5*K4)+(L5*L4)+(M5*M4) +(N5*N4)+(05*04).

Para as restricoes: identificamos as varidveis de decisao na linha 9. Nas linhas 10 a

16, escrevemos os coeficientes das varidveis de cada uma das sete restricoes. Na coluna
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A B o D E F G H | 1 K
1
2 | Funcdo Objetivo
3 x11  x12 x13 x21 x22 %23
4 Custos 3 5 0 5 7 ]
5 varidveis| 40 | 10 [ 0o [ o [ a0 | 10
6 7= 450
7
8 Restrigoes
9 x11 x12 x13 x21 %22 x23 | LHS | RHS
10 1° 1 1 1 0 0 0 | 50 | s0
11 2° 0 0 0 1 i 1 | 50 | 50
12 3° 1 0 0 1 0 0o | 40 | 40
13 4° 0 1 0 0 1 o | 50 | 50
14 5° 0 0 1 0 0 1 | 10| 10
15

Figura 17: Planilha com a solucao de (5.2).

RHS, escrevemos os termos independentes, e na coluna LHS escrevemos a férmula para

cada restricao. Na célula P10, a férmula é dada por

=(D10*D$5)+(E10*E$5)+(F10*F$5)+(G10*G$5)+(H10*H$5)+(110*1$5)+
(J10*J$5)+(K10*K$5)+(L10*L$5)+(M10*M$5)-+(N10*N$5)+(010*08$5).

Raciocinio andlogo é feito para as células P11 a P16.

A B & D E F G H I J K L M N 0 p Q
1
2 | Fungdo Objetivo
3 x11 x12 x13 x14 x21 x22 %23 x24 x31 x32 x33 x34
4 Custos 20 | 16 | 24 0 0 | 10 8 0 12 | 18 | 10 0
5 Varidveis . [ [ 1 [ [ ]
6 =0
i
8 | Restrigbes
g x11 %12  x13 x14 x21 %22 x23 x24 x31 x32 x33 x34 | LHS | RHS
10 1 1 1 1 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 300
11 2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 | so00
12 3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 it 0 | 200
13 a° 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 | 200
14 5° 0 1 i 0 0 1 0 0 0 1 0 0 o | 400
15 6° 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 | 300
16 7 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 i 0 | 100
17

Figura 18: Planilha com os dados de (5.3).

(#) Utilizando o Solver:

Na janela “Parametros do Solver”, mostrada na Figura 19, devemos informar a célula
de destino, D6, selecionar “Min”, pois o problema é de minimizacao, indicar as células

variaveis e adicionar as restri¢oes, clicando no botao “Adicionar”.



Parametros do Solver H

Definir célula de destino: 5.3
Igual a: (JMéx (®Mn  (valorde: |0 Eechar
Células varidveis:

$D55:5055 5.3 Estimar
Submeter s restrigies: Opcées

SP£11 = 50511 rS Adicionar

P12 = 50812

$PS13 = 80513 Alterar

$PE14 = 0514 Redefinir tudo

SPS15 = §Q515 e

P16 = SQ516 v = Ao

Figura 19: Janela “Parametros do Solver”para (5.3).
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Na janela “Adicionar restricao” (Figura 15), para adicionar a primeira restri¢ao, esco-

lhemos a célula P10 na coluna LHS, para “Referéncia da célula”, em seguida selecionamos

igualdade e depois, para “Restricao”, inserimos a célula Q10 da coluna RHS. Clicamos em

“Adicionar”, repetimos o processo para a segunda restricao e assim por diante, e clicamos

em “OK” para finalizar.

De volta a janela “Parametros do Solver”, clicamos em “Opgoes”, marcamos “Pre-

sumir modelo linear” e “Presumir ndo negativos”, clicamos em “OK” (assim como na

Figura 16) e, na janela “Parametros do Solver”, clicamos em “Resolver”.

A solucao do problema é apresentada nas células variaveis, como se pode observar na

Figura 20.

A B C D E E G H I 1 K L [Barra de férmulas P a
i
2 | Fungdo Objetivo
3 x11  x12 x13 x14 x21 x22 x23 x24 x31 x32 x33 x34
4 Custos | 20 | 16 | 24 | o | 10 |10 | 8 | 0o | 12 | 18 | 10| 0
5 varidveis| 0 [ 200] o [ 100 200 [ 200 100] o [ o | o [200] o
6 7= 10000
T
8 Restricbes
3 x11  x12 x13 x14 x21 x22 x23 x24 x31 x32 x33 x34 | LHS | RHS
10 T 3l AEEE IR AR AN AR I I EE AE
1 = g | a| o] o| 212|222 ]|]0e|] 06| o] o]swn]se
12 3° o | o | o || oo a8 a|lala1]1 ||
13 & 1 o]l oo x]o]e]o]a]e]a] o]z
14 5° o0 |2 o o|le|1x|a]lo]o|2]| 0] o|aawo|aw
15 6 g | o 1| 0|00 1]e]ea|[e]| 1] o]az0]se
16 A o | o | o 12|60 @] 1|0l e|o0| 1| |

a
=

Figura 20: Planilha com a solucao de (5.3).

A solucao 6tima do problema 5.2 é dada por x5 = 200, x4 = 100, z9; = 200,

Too = 200, x93 = 100 e x33 = 200. As demais varidveis ficam nulas e a funcao objetivo
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assume valor minimo z = 10000.

Note que a solucao obtida pelo método do menor custo produziu o mesmo valor para

z, indicando que este problema tem mais de uma solugao 6tima.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Para apresentar a Programacao Linear e os seus fundamentos tedricos, nos valemos, a
exemplo dos autores consultados, da resolucao grafica para mostrar visualmente a regiao
viavel de um problema de PL de duas variaveis e como localizar a sua solugao étima. Sob
esta perspectiva, temos uma melhor compreensao dos conceitos relacionados ao Método
Simplex, inclusive no que diz respeito as iteragoes necessarias para se chegar a solucao
otima, pois, como cada vértice do poligono vidvel é uma solucao bésica, o Simplex nao
precisa necessariamente passar por todas até identificar a 6tima, uma vez que, a cada
iteracao, uma solugao melhor que a anterior é verificada. Na Secao 3.1 mostramos que
um problema (‘ie PL escrito na forma padrao com m equagoes e n incdgnitas tem no

n!

maximo ——— — solugoes basicas.
m!(n —m)!

Outro aspecto interessante do método grafico é que ele pode ser trabalhado no Ensino
Médio sem grandes dificuldades, principalmente se for associado ao uso do GeoGebra.

Alguns trabalhos apresentados ao PROFMAT exploram esta possibilidade.

Os exemplos apresentados na Secao 3.4 foram resolvidos usando a mesma metodologia
usada para descrever o Simplex, uma vez que o nosso objetivo consiste apenas em descrever

o método, devido a sua importancia, inclusive historica.

Um outro método utilizado para resolver problemas de PL, chamado de Método de
Pontos Interiores, foi desenvolvido a partir de 1984 pelo matematico indiano Narendra
K. Karmarkar. De acordo com HILLIER & LIEBERMAN (2006), semelhantemente ao
Método Simplex, o algoritmo de Karmarkar é interativo, se inicia identificando uma
solucao experimental vidvel e, a cada iteracao, move-se da solucao experimental atual
para outra melhor dentro da regiao viavel do problema. Entretanto, essas solugoes expe-

rimentais sao pontos do interior da regiao viavel.

Para os problemas de transporte, vale ressaltar que a sua representacao em forma
de rede ajuda em muito a sua compreensao, principalmente por alunos de nivel médio.

Nao ¢ dificil modelar matematicamente problemas semelhantes aos exemplos que foram
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apresentados e é possivel explorar situagoes reais que nao envolvam muitas variaveis. O
uso de planilhas eletronicas para resolver um problema de transporte é relativamente

simples e perfeitamente acessivel para os alunos.
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As defini¢oes apresentadas em [1] e [2] sdo encontradas em ANTON & RORRES
(2001), as definigdes mostradas em [3], [4], [5], [6], [7] e [8] sdo encontradas em BOL-
DRINTI et al. (1986), em [9] a defini¢ao exposta estd em STEWART (2007) e as definigdes
apresentadas em [10], [11] e [12] estdo em BAZARAA et al. (2010).

[1] Produto de matrizes e notagao matricial para sistemas lineares

Se A é uma matriz m X r e B é uma matriz r X n, entao o produto AB é a matriz

m X n cujas entradas sao determinadas como segue. Para obter o elemento situado

na linha 7 e coluna j de AB, destaque a linha ¢ de A e a coluna j de B. Multiplique

as entradas correspondentes desta linha e desta coluna e entao some os produtos

resultantes. Para que esta multiplicacao seja possivel é necessario que o nimero de

colunas do primeiro fator A seja igual ao nimero de linhas do segundo fator B.

Matrizes-linha e coluna fornecem uma maneira alternativa de ver a multiplicacao

matricial. Suponha, por exemplo, que

Entao

ailz a2

a1 A22
A=

Am1  Am2

a11T1 + a9 + -+ - + a1y,

a21T1 + A91T9 + -+ - + A9y,

Am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn

A1n

Q2

::L‘l

Qm1

+ X2

X1

X2

Qm2

A1n

Q2n

a’mn

Dizemos que o produto Az de uma matriz A por uma matriz-coluna x é uma com-

binacdo linear das matrizes-coluna de A cujos coeficientes sao as entradas da matriz-

coluna z.
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A multiplicacao matricial pode ser aplicada a sistemas de equacoes lineares como
veremos agora. Considere um sistema linear qualquer de m equagoes em n incognitas

4
11T + aioe + -+ a1pT, = by

A21T1 + Q22X + +++ + AopTy = bg

L Am1T1 + A2l + - -+ Qpp Ty = bm~

Como duas matrizes sao iguais se, e somente se, suas entradas correspondentes sao

iguais, podemos substituir as m equacoes deste sistema por uma unica equagao

matricial ~ _ .
a11r1 + a2 + -+ - + a1y, bl
a21%1 + A91T9 + -+ + A9y, bg

Am1T1 + Am2T2 -+ AmpnTn bm

A matriz m x 1 a esquerda desta equacao pode ser escrita como um produto:

a1; Q2 - Aip X by
Q21 Q21 - Q2p X2 ba
Am1 Am2 **° Amnp Tp bm

Denotando estas matrizes por A, x e b, respectivamente, o sistema original de m

equacoes em n incognitas foi substituido pela equacao matricial
Ax =b.

A matriz A nessa equacao é chamada matriz de coeficientes do sistema linear.

No caso dos sistemas de inequagoes lineares, como acontece em Programacao Linear,
aplica-se de maneira analoga o que foi exposto até agora. Quando escrevemos, por
exemplo, Az < b, estamos comparando as respectivas entradas de Ax e de b. De

maneira analoga, dado um vetor

Z1

X2

Tn

escrever x > (0 equivale a dizer que x; > 0Vei=1,--- ,n.
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Transposta de matrizes e vetores

Se A é uma matriz m x n qualquer, entdo a transposta de A, denotada por AT, é
definida como a matriz n x m que resulta da permutacao das linhas com as colunas
de A, ou seja, a primeira coluna de AT é a primeira linha de A, a segunda coluna
de AT é a segunda linha de A, e assim por diante. No caso de um vetor-coluna v,
basta considera-lo como uma matriz n x 1, assim, v? terd 1 linha e n colunas. No
caso de um vetor-linha u, basta considerd-lo como uma matriz 1 x n, assim, u? terd

n linhas e 1 coluna.

Produto Interno

Seja V um espaco vetorial sobre R. Entende-se por produto interno sobre V uma
aplicacao que transforma cada par ordenado (u,v) € V em um ntmero real, deno-

tado por (u,v), que satisfaz as seguintes propriedades:

u,uy >0VueVe (uu)y=0cu=0;

) (

b) (au,v) = a{u,v) Va e ReVu,veV,
) (u+v,w) = (u,v) + (v,w) Y u,v,w € V; e
) ¢

u,v) = (v,u) Vu,v € V.

No espaco vetorial R o produto interno usual é definido da seguinte forma:

I Y1

L2 Y2 , n
Dadosv= | | ew= | |, vetores genéricos de R",

T Yn

(v,w) = T1Y1 + Tay2 + - - + TpYn.

Uma maneira alternativa para escrever (v, w) é dada pelo produto de uma matriz

linha por uma matriz coluna como segue:

n
=T1y1+ -+ TulYn-

[ I—

(v, w) = vTw = [ml cee Ty,

Yn

Norma

Em espagos vetoriais munidos de produto interno, a norma (ou comprimento) de
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um vetor v é dada pelo niimero real nao negativo:

[ol] = V/ (v, v).

x

Em R", com o produto interno usual, a norma de um vetor v = | : | é dada por:
Tn

[l = /i + -+ .

Combinacgao linear de vetores e subespago gerado

Sejam V um espaco vetorial real, vi,vs, -+ ,v, € V e a1, s, -+, a, numeros reais,

entao o vetor

V=101 + QU + - - + AUy,

é um elemento de V e é chamado combinacdo linear de vy, v9, - ,v,.

Mostra-se que, uma vez fixados os vetores vy, vg, - - - , v, em V, o conjunto W de todos

os vetores v que sao combinacao linear de vy, vs, - -+ ,v,, ¢ um subespaco vetorial de

V. Dizemos que W é um subespaco gerado por vy, va, -« ,Uy,.

Dependéncia e Independéncia Linear

De acordo com a definigdo dada por BOLDRINI et al. (1986), como R™ é um espago
vetorial, dizemos que um conjunto de vetores {vy,vq,--- ,v,} C R"™ é linearmente

independente (LI) ou que os vetores vy, vs, - , v, s@o LI se a equacao

alvl+agvg+---+anvn:0

implica que a; = as = --- = a,, = 0. No caso em que existe algum a; # 0, dizemos
que {vy, v, -+ ,v,} é linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, vg, -+ , v,
sao LD.

Base

Um conjunto de vetores B = {vy,vq,- -+ ,v,} de um espago vetorial V, é chamado

de base de V se B é LI e se qualquer vetor v de V pode ser escrito como uma

combinacao linear de dos vetores de B, ou, em outras palavras, se B gera V.

Posto de matrizes

Uma matriz m X n é linha reduzida a forma escada se:

(a) O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1.
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(b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem

todos os seus outros elementos iguais a zero.

(¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto é, daquelas

que possuem pelo menos um elemento nao nulo).
(d) Se aslinhas 1,--- ,r s@o as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo

da linha ¢ ocorre na coluna k;, entao k1 < kg < --- < k.

BOLDRINI et al. (1986) demonstra que toda matriz A,,., é linha equivalente a
uma unica matriz linha reduzida a forma escada e define como posto de A, denotado
por p, o nimero de linhas nao nulas da matriz B,,«, que é linha equivalente a A.
Pode-se mostrar também que o posto de uma matriz A indica o nimero de colunas
ou de linhas de A que sao LI.

Vetor Gradiente

Se f é uma funcao de duas variaveis x; e xy, 0 gradiente de f é a fungao vetorial

definida V f por

0 0
V (w1, 2) = (for (71, 22), far (21, 72)) = 0—3{1i + 8—ij-

No caso de fungoes lineares de duas varidveis como, por exemplo, f(x1,z2) = ax; +

bry com a,b € R, temos que V f(xy,z5) = [Z] )

Conjunto Convexo

Um conjunto 2 C R™ é convexo se, dados 1, x2 € €2, tem-se v = a1+ (1—a)xs € €,
para qualquer « € [0, 1].

Conjunto Limitado

Um conjunto 2 C R™ é limitado se existe uma constante
k>0 tal que ||z|]| < kVax € Q.

Poliedro e Politopo

Um hiperplano em R™ é um conjunto da forma {x : p’x = k}, onde k é um escalar
(k € R) e p é um vetor de R", também chamado de vetor normal ou gradiente ao
hiperplano. O conceito de hiperplano generaliza a ideia de reta em R? e de plano em

R3 e, semelhantemente & reta e ao plano (que dividem o plano ou o espago em duas
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regides), um hiperplano divide R™ em duas regides chamadas semi-espagos, que sao

conjuntos da forma {z : pTz < k} ou {z: pTz >k}, onde k € R e p € R™.

Um poliedro é um conjunto formado pela intersec¢ao de um nimero finito de semi-
espagos e é representado por {z : Ax < b} onde A é uma matriz com m linhas e n
colunas e b é um vetor de dimensao m. Um poliedro limitado é chamado de politopo.

Pode-se mostrar que um poliedro é um conjunto convexo.



