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Resumo

Historicamente, a matematica sempre andou lado a lado com o desenvolvimento da
humanidade, indo desde a simples tarefa de contar, até aos recursos tecnolégicos que
temos hoje. Por esse motivos, as novas diretrizes educacionais, organizadas pela “Base
Nacional Comum Curricular (BNCC)”, trazem como uma das competéncias especificas de
matematica “ Utilizar processos e ferramentas matemdticas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de
conhecimento, validando estratégias e resultados”.

Partindo desta relacao, este trabalho foi desenvolvido para mostrar como parte destas
tecnologias, em particular as planilhas eletronicas, podem ser utilizadas para tirar o estudo
das equacgoes dos métodos convencionais para o ensino basico, através dos principios do
calculo numérico.

Para esta empreitada, primeiro faremos uma breve analise do caminhar das diretrizes
educacionais, e como elas tratavam o ensino da matematica. Em seguida, olharemos para
uma pequena parte da histéoria da matematica, focando no avango dos estudos sobre os
numeros, sobre as equagcoes e sobre os métodos numéricos de aproximacgao. Em seguida,
falaremos sobre o ensino dos conjuntos numeéricos e das equacoes no ensino basico, fazendo
em sequéncia, a definicdo de nimero real.

Antes da introducao dos métodos numéricos, daremos uma breve apresentacao sobre as
planilhas eletronicas, mostrando sua estrutura, os comandos e func¢oes necessarias para a
sua aplicacdao. Finalizando com as sugestoes de utilizacao, a partir do 82 ano do Ensino

Fundamental II, até o 32 ano do Ensino Médio.

Palavras-chave: Educagao. Estudo de Equacoes. Ensino de matematica. Aproximagcao

de raizes. Ensino fundamental. Ensino médio. Métodos numeéricos.



Abstract

Historically, mathematics has always walked hand in hand with the development of
humanity, ranging from the simple task of counting to the technological resources we have
today. For this reason, the new educational guidelines, organized by the “Common National
Curriculum Base (CNCB)”, bring as one of the specific competences of mathematics “ Use
mathematical processes and tools, including available digital technologies, to model and
solve everyday, social and other knowledge issues, validating strategies and results.”.
Based on this relationship, this work was developed to show how part of these technologies,
in particular electronic spreadsheets, can be used to study the equations of conventional
methods for basic education, through the principles of numerical calculus.

For this undertaking, we will first make a brief analysis of the path of educational guidelines,
and how they treated the teaching of mathematics. Then, we will look at a small part
of the history of mathematics, focusing on the advancement of studies on numbers, on
equations and on numerical methods of approximation. Then, we will talk about the
teaching of numerical sets and equations in basic education, making in sequence the
definition of real number.

Before introducing numerical methods, we will give a brief presentation about electronic
spreadsheets, showing their structure, commands, and functions necessary for their appli-
cation. Ending with the suggestions for use, from the 8th year of Elementary School II,
until the 3rd year of High School.

Keywords: Education. Study of Equations. Math teaching. Root approach. Elementary
School. High school. Numerical methods.
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1 INTRODUCAO

Ao olhar uma pequena parte da histéria do curriculo de matematica no Brasil, con-
seguimos observar varias mudancas significativas. Umas delas, proposta por Euclides
Roxo, na década de 1920, transformou as trés reas de conhecimento matemético: Algebra,
Aritmética e Geometria, em uma Unica disciplina, chamada de “matemadtica”. Segundo
Santosl a proposta de Roxo nao se limitava apenas a presenca dos trés segmentos em um
livro tnico ou unica disciplina e sim, o processo de ensino visando explorar as diversas
areas concomitantemente. fazendo com que todos os assuntos pudessem ser trabalhados
de forma concomitante, mostrando a relagdo entre as trés.

Outra reforma na educagao brasileira, que tomou forma na década de 60, foi provocada
pelo chamado “movimento da matemdtica moderna”. Essa reforma ocorreu diretamente
no curriculo de mateméatica da época e durou até a década de 80. D’Ambrésio? associa o
fracasso do movimento ao fato de que mudaram os contetidos sem reformular os objetivos
e os métodos de ensino. Com a decadéncia do movimento, o curriculo foi modificado
novamente, como podemos observar nas figuras [1) e 2, que mostram os sumérios de duas
cole¢oes. A primeira, do volume do 6° Ano do ensino fundamental (antiga 5% série)
da colecdo Praticando Matemdtica, de Alvaro Andrini, em 1989, iniciava com o tema
“conjuntos”, e, em 2012, passou a iniciar com “sistema de numeracao decimal”. A segunda,
do volume do 1° ano do ensino médio da colecao Matemdtica, de Manoel Paiva, cujo

capitulo “nogoes basicas de légica” foi retirado da colegao.

[ J
L J
&
{ f Unidade 4
@ 1| Multiplicagdo e divisao de
® numeros naturais
155 e ; 1. As ideias da multiplicaga
2. Operagde$ com conjuntos * 2. Aduisior..
3. Conjunto dos nimeros naturais [ ] 3. Expressoes numéricas
4. Sistema de numeracai'o decimal . 4. Propriedade idwsmbutrva dabrFultipli(agé 62
e T 5. Vamos resolver mais problemas? !
Sxduican e siibtiachono conjunto N o 6. Medindo 0 tempo...............
6. Multiplicagdo e divisdo no conjunto ® i
7. Potenciacdo e radiciagdo no conjunto ® . Unidade 5
- 8. Resolugdo de problemas no conjunto N ® Unidade 1 Potenciacdo e raiz quadrada
9. Divisibilidade ® Sistema de numeracédo decimal de nimeros naturais
10. Ndmeros primos 1. Um pouco da histéria dos NUMEros........ 7 1. POWNCIAGEO oo 75
rokRgiE BT ® 2. Criando simbolos e regras..................... 10 2. Quadrados, cubos e potenciagdes......... 77
e = 3. O sistema de numeragdo decimal 3. O expoente 0 e 0 expoente 1................ 78
(b) 2012

Figura 1 — Sumdrio do livro Praticando Matemdtica, 6° Ano, de Alvaro Andrini

Essa escolha de contetidos também foi questionada por Garnica e Souzam, que terminam
com as seguinte perguntas: “As notagoes matemdticas — o modo como representamos oS
conceitos matemdticos — se alteram? Para melhor ou para pior? Melhor e pior a partir de
qual ponto de vista? Do ponto de vista de quem?”.

Outras perguntas pertinentes a escolha dos conteudos sao: “qual a utilidade do contetdo

ensinado? O aluno utilizard em que momento de sua vida? E uma matemdtica prozima
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Sumaério SUMARIO GERAL
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Propriedades, 20 Conjunto dos numeros Irracionals (Q')__ 42

Cavitulo 5 - Problemas sobre quantidades de elementos de coniuntos finitos ... 41
(a) 1995 (b) 2010

Figura 2 — Sumdrio do livro Matemdtica, 1° Ano, de Manoel Paiva

da realidade dele? Para que serve a matemdtica?”. Essas perguntas costumam nao ser
respondidas, pois, muitas vezes, os professores nao estao preparados para respondeé-las.
Este “nao estar preparado” nao diz respeito a falta de conhecimento, mas sim a falta do
contato com as outras areas para poder criar a ponte entre elas, pois como citado por
Lorenzatom, “a matematica estd presente em todos os campos de conhecimento e se faz
necessaria em qualquer atividade humana”.

Geralmente, as respostas a essas perguntas sempre estao relacionadas aos avancgos
tecnolégicos. Essa relagao nos leva novamente a questao da construcao do curriculo, pois
se ela esta relacionada com os avangos tecnolégicos, por que nao inseri-los no curriculo de
forma permanente? Castejo e Rosaf! trazem essa perspectiva de adequar o curriculo de
matematica, utilizando o processo historico, de forma a contemplar as tecnologias atuais.

Historicamente, parte do estudo da matemaéatica iniciou-se com as necessidades e
observagoes das agoes do dia a dia. A necessidade de contagem, calculo e medigao foram
fatores importantes. Para estas duas tltimas, as aplica¢oes praticas geraram ferramentas
para realiza-las, que foram sendo aperfeicoadas de acordo com os avancgos tecnologicos de
cada época, tornando algumas agoes, principalmente as de célculo, mais rapidas e precisas.

Muitos professores ja utilizam varias dessas ferramentas no ensino, principalmente as
ferramentas graficas. A construcao de graficos precisos sempre foi uma questao complicada
para se fazer manualmente, pois além da precisao do desenho, havia a morosidade dos
calculos. Ja as ferramentas de célculo ainda nao sao utilizadas em sua totalidade, e como
mencionado no inicio do capitulo, necessitam de uma reformulacao dos objetivos e métodos
de ensino. Lorenzato® faz um alerta ao ensino que prioriza a utilizacdo de determinadas

técnicas em detrimento a percepg¢ao ao contexto da situagao:
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e 0s alunos tornam-se desatenciosos em sala de aula;

e passam a ver a matemdatica como cansativa e desagradével, ou
mesmo como fonte de angustia e temor;

e passam a detestar a matematica;

e nao utilizardo a matematica para resolver seus futuros proble-
mas como cidadaos que serao;

e perdem estimulo para a aprendizagem;

e supoe estar neles a causa da dificuldade de compreensao.

Além das construgoes de graficos, a questao da coleta, organizacao e apresentagao de

dados em tabelas é outro ponto importante de contato entre a matematica e a realidade.

Esse contato também foi beneficiado com a tecnologia, com os programas classificados

como “planilhas eletronicas’.

Estes programas criaram um ambiente que trata desde a

questao organizacional dos dados em tabelas e a sua apresentacdo em graficos, até a

criacdo de formulas para calculos dinamicos. Esse tltimo aspecto foi o ponto chave para a

indicacao desses aplicativos, juntamente com os aplicativos exclusivos para a matematica

serem sugeridos como ferramentas didaticas por autores de livros do ensino bésico (figura

3)-

Calculadora
15. Observe como Camila efetuou 23 utilizando uma calculadora.

(@ Novamente digitou a
tecla (=) para obter o
resultado de 23°.

[ e 51]

D Em seguida, digitou as
teclas () e (=) e obteve
) D) o resultado de 23°

e ] ( sea.]

Utilizando uma calculadora, efetue.

@ nnicialmente ela registrou
o nimero 23

Matematica e tecnologia [

oftware serd usado como ferramen

a construg o de gréficos ao longo deste e dos praximos volumes desta colecao,

Construcao do graflco da funcao afim no computador

Acompanhe como construir o grafico de fungdes
importantes utilizando um software livre.
O LibreOffice antigo = = === == ===
2 1 Fiqueate
BROffice) & um software | goc e e euma
livre que ofereceseisaplica- | expressao utilizada para
tivos: editor detexto, plani- | 4esignar qualguer H
| programade computador §
Iha eletronica, editor de ® quepode ser executado, |
apresentagaodeslides, edi- | copiado modificadoe
! redistribuido pelos
tor de desenho, editor de * usudrios gm‘mameme )
formulase bancode dados. 1= = = === = = e = =
Ainstalacao desse software € simples: acesse o
site <http://pt-brlibreoffice.org/> (acesso em: 19 mar.
2016), clique em “BAIXE JA”, escolha a vers3o de acor-
docom o seu computador e siga os passos para fina-
lizar ainstalacdo do programa.
Ao abrir o Libre Office, clique em “Planilha do Calc”

5 2 3 2

a) 4’ssrs2e  b) (40,5) 16028 ) (73)ss900  d) S5%visoees e) S24%msn  f)67 € observe que a planilha eletronica & formada por li-
AR nhas (1,2,3,4, ) e colunas (A,B,C,D,..).

37 Agora, siga 0s passos para construir o grafico da

(a) Vontade de Saber Matemética 8 Ano

Matematica e tecnologia Js%

Grafico da funcao quadratica no computador

Agora,vamos aprender a construir graficos de funcdes quadrticas usando outro software livre,
0 GeoGebra.

Este & um softwarematematico, criado por Markus Hohenwarter, que retine Algebra e Geometria.
Ele pode ser utilizado em todos os niveis de ensino e ja recebeu diversos prémios na Europa e nos
Estados Unidos.

Ainstalacao desse software é simples:
® Acesse o site <www.geogebra.org> e clique em “Baixe agora” para té-lo instalado no computador,

ou em “Comece acriar”, para usa-lo on-line.
Veja areproducdo da tela a seguir.

S +§
GeaGebra H
H
3
5 §
dilfin W=
Necsaptars  Comsi S

G EOGE BRA
AWGOHAMMW DE wﬁmm
PERCEPCOES EXTRAORDINARIAS
QUE A MATEMATICA TORNA
POSSIVEL

(¢) Dante Volume 2

Figura 3 — Sugestoes de utilizacdo dos recursos tecnoldgicos

Ao soltar o mouse, aparecerdo na coluna B os valores
que obedecem a lei de formagao da funcao f com
osvalores indicados nacoluna A.Observe na figura

a seguir.

Captura de telado Z“passn

® 32 passo: Selecione a tabela construida, clique na op-
¢ao “Grafico” (icone na parte superior e ), selecione
a opcao “XY (Dispersao)’ e “Somente linhas”, como
apresentado nas imagens abaixo. Depois, clique em
concluir,e o grafico serd construido automaticamente.

(b) Dante Volume 1
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A utilizacao das tecnologias como ferramentas educativas, por sua vez, fazem a ponte
entre o curriculo de matematica e sua aplicacdo pratica. Essa insercao comegou a ser
consolidada em documentos oficiais do Ministério da Educac¢ao como forma de iniciar a
garantia de que todos os futuros cidadaos brasileiros tivessem esse contato durante seu
processo educativo, mesmo que esse fosse apenas na escola.

Um dos primeiros documentos oficiais a tratar do assunto foram os Parametros Curri-
culares Nacionais - PCN’sil. Ele ja tratava da insercao da tecnologia no cotidiano escolar,
pois ja era uma caracteristica do mercado de trabalho. O PCN de matematica ainda cita

que

“a Matemaética pode dar sua contribuicdo & formacao do cidadao ao
desenvolver metodologias que enfatizem a construcao de estratégias, a
comprovagao e justificativa de resultados, a criatividade, a iniciativa
pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia advinda da confianga na

prépria capacidade para enfrentar desafios." (PCN’S[6], 1998, p.27)

Com essa perspectiva, reafirmam a mudanca e adaptagao do curriculo periodicamente,
de forma a acompanhar os avangos tecnolégicos e novas necessidades do mercado de
trabalho. Aproximar a matemaéatica do dia a dia tem se tornado primordial para uma
formacao critica e consciente dos alunos. Fazer com que os alunos percebam que em tudo
que fazem existe mateméatica, mesmo nao sendo escrita formalmente, é fazer com que
percebam que ela ¢ fundamental para varias relagoes sociais, principalmente nas relagoes

comerciais.

As situagoes e os desafios que o jovem do ensino médio terd de enfrentar
no ambito escolar, no mundo do trabalho e no exercicio da cidadania
fazem parte de um processo complexo, no qual as informacoes sdo apenas
parte de um todo articulado, marcado pela mobilizacao de conhecimentos
e habilidades.

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relaci-
onada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de compe-
téncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que
instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o
para compreender e interpretar situagoes, para se apropriar de lingua-
gens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes préprias,
tomar decisOes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua

formagao. (PCN’S[@, 1998, Matemaética E.M., pg. 111)

Com base na Lei de Diretrizes e Bases da educacao - LDBm, e em complementacao
aos PCN’s; o governo consolidou as Diretrizes e Bases da Educacao - DCNB!L A DCN veio
oficializar as mudangas propostas pelos PCN’s, visto que esse tultimo servia apenas como
propostas a serem discutidas, e ndao uma linha obrigatéria a ser seguida, permitindo a

criacao da Base Nacional Comum Curricular - BNCCH,

Outro aspecto a ser considerado é que a aprendizagem de Algebra, como
também aquelas relacionadas a Numeros, Geometria e Probabilidade
e estatistica, podem contribuir para o desenvolvimento do pensamento
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computacional dos alunos, tendo em vista que eles precisam ser capazes
de traduzir uma situagdo dada em outras linguagens, como transfor-
mar situagoes-problema, apresentadas em lingua materna, em féormulas,
tabelas e gréaficos e vice-versa.

Associado ao pensamento computacional, cumpre salientar a importancia
dos algoritmos e de seus fluxogramas, que podem ser objetos de estudo
nas aulas de Matematica. Um algoritmo é uma sequéncia finita de
procedimentos que permite resolver um determinado problema. Assim, o
algoritmo é a decomposi¢ao de um procedimento complexo em suas partes
mais simples, relacionando-as e ordenando-as, e pode ser representado
graficamente por um fluxograma. A linguagem algoritmica tem pontos
em comum com a linguagem algébrica, sobretudo em relagdo ao conceito
de variavel. Outra habilidade relativa a algebra que mantém estreita
relagdo com o pensamento computacional é a identificacdo de padroes

para se estabelecer generalizacoes, propriedades e algoritmos. (BNCCM,
2018, p. 271)

A partir desse momento, tornou-se obrigatorio relacionar a matematica com agoes do
dia a dia, bem como com as tecnologias disponiveis no momento.

O Curriculo da Rede Estadual de Ensino do Estado do Espirito Santo[lo}, j& antecipava
esse processo, e traz como um objetivo da disciplina de matematica, “Estabelecer relacao
direta com a tecnologia em uma via de mao dupla: como a Matematica colabora na
compreensao e utilizagdo das tecnologias e como as tecnologias podem colaborar para a
compreensao da Matematica”.

Assim, orientando os professores da rede estadual a inserirem nos seus planos de aula
a utilizacdo dessas tecnologias, bem como reforcarem a ligagdo da matematica com o
mercado de trabalho.

Partindo dos novos principios propostos para a educacao matematica, este trabalho
tem como objetivo geral mostrar a utilizagao das planilhas eletronicas no contexto escolar.
Como objetivos especificos, temos o refor¢o do conceito de niimero real e a implementacao
dos métodos numéricos para a aproximagao de raizes reais de equagoes no ensino basico,

usando como ferramenta as planilhas eletronicas.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

Os livros didaticos atuais sempre trazem alguns fatos historicos relacionados a alguns
contetudos a serem abordados. Principalmente aqueles considerados “importantes”; como
a criagao do sistema de numeracao, o estudo de equacoes do 2° grau, o teorema de Tales
ou o teorema de Pitagoras.

Contudo, essa é uma pequena parte da histéria. Eves trouxe alguns questionamentos

sobre o estudo da histéria da matematica:

Ao se fazer um relato cronolégico do desenvolvimento da matematica, a
questao de por onde comecar se impoe. Deve-se iniciar com as primeiras
dedugoes sistematicas em geometria, tradicionalmente creditadas a Tales
de Mileto, por volta de 600 a.C.? Ou se deve recuar mais no tempo e
iniciar com a obtencao de certas férmulas de mensuracao feitas pelas
civilizagoes pré-helénicas da Mesopotamia e do Egito? Ou deve-se recuar
ainda mais no tempo e iniciar com os primeiros esforcos tateantes feitos
pelo homem pré-histérico visando a sistematizacao das ideias de grandeza,
forma e nimero? Ou se pode dizer que a matematica teve inicio em épocas
pré-humanas com a manifestacao de senso numérico e reconhecimento
de modelos, embora muito limitadamente, por parte de alguns animais,
péassaros e insetos? Ou mesmo antes disso, nas relagdes numéricas
e espaciais da plantas? Ou até antes, nas nebulosas espiraladas, nas
trajetorias de planetas e cometas e na cristalizagdo de minerais em épocas
pré-organicas? Ou serd a matemaética, como acreditava Platao, sempre

existiu, estando meramente a aguardar a sua descoberta? (Eves[ll], 2011,
p. 25)

Analisando os questionamentos apontados, podemos crer que, talvez, ao encontrar a
resposta para todos eles, possamos inserir os alunos em um outro nivel de conhecimento
matematico: o de como os conceitos surgiram e foram discutidos e, a partir deles, as
formulas que usamos foram criadas.

A principio, fazer essa abordagem pode parecer desnecessaria, mas ¢ de extrema
importancia para responder alguns questionamentos que surgem em sala de aula, sendo
um dos principais:“onde € que eu vou usar isso na vida?”.

O primeiro capitulo do livro de 62 ano do E.F. II trata dos sistemas de numeracao,
onde o seu inicio é contar uma pequena parte da histéria dos nimeros. Essa pequena
parte conta que a ideia de numero surgiu ao se usar um objeto para quantificar outro, em
que se faziam associagoes entre objetos ou objetos e marcas.

No entanto, a histéria dos nimeros acaba nesse ponto. A historia dos outros conjuntos
numeéricos sao deixadas de lado, como se nao tivessem a mesma importancia, como se a
ideia do niimero zero, por exemplo, ndo fosse de uma “aceitacao recente” ao se olhar para
a historia como um todo. Compreender a ideia de nimero vai muito além da ideia de
associagao unitaria, visto que as necessidades de contagens e medi¢oes iam além desse

fator.
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Outro ponto questionavel sobre a histéria dos niimeros é dar importancia apenas aos
sistemas de numeragao egipcio e o sistema de numeragao romano (figura . O sistema de
numeragao babilonio, por exemplo, nos deixou como um dos presentes mais importantes,
a divisao da circunferéncia em 360 partes iguais. Divisdo que gerou a unidade que hoje
conhecemos como “grau”, e permitiu uma contagem de tempo mais eficaz. Entao, por que

nao menciona-los?

Numero Romano Nimero Arabico

um bastio vertical

| 1 1 (Um)
O v 5 (Cinco)
10 P o pergaminho X 10 (Dez)
10° g) uma flor de l6tus L 50 (Cinquenta)
100 0 dedocncurvado C 100 (Cem)
P - T D 500 (Quinhentos)

M 1000 (Mil)
10¢ ﬁ um homem espantado
(a) Egipcio (b) Romano

Figura 4 — Sistemas de numeracdo por agrupamento

Temos, também, as questoes de representacoes. Os livros nao mencionam que até a
formalizacao da escrita e da criagdo dos sistemas de numeragao, os niimeros eram apenas
representados por sons, gestos ou pelo posicionamento dos dedos nas maos. Essa tltima

forma foi chamada de “ndmeros digitais” (figura , e foi amplamente utilizada no periodo
da Idade Média.

= i

7= |52

Figura 5 — Numeros digitais. As duas primeiras colunas representam a mao esquerda, as outras duas a mao direita.
Tlustragéo tirada da Suma de Pacioli, 1491 (Apud Evees, 2011)
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Além disso, a prépria construcao dos conjuntos numéricos nao seguem a sequéncia
historica. Geralmente a sequéncia é: Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais.
Coloca-se aqui “geralmente é”, pois alguns autores acrescentam primeiro a ideia de nimero
negativo, para depois inserir a ideia do niimero inteiro.

Todavia, em nenhum momento é mencionado que varios desses niimeros estudados ja
eram conhecidos desde a antiguidade. Nem mencionam que, entre o conhecimento de sua
existéncia e sua aceitagao, passaram-se séculos, em alguns casos.

Um dos niimeros mais enigmaticos, o famoso “7”, conhecido entre os estudantes como
3,14, apareceu no estudo sobre as circunferéncias. Sua aproximacgao era, e ainda ¢ feita,
utilizando-se fragoes decimais. Dentre os povos antigos que deixaram suas contribuigoes,
temos os registros dos babilonios, egipcios, gregos, chineses, indianos e arabes. Todos eles

com aproximacoes entre 3 e 4 casas decimais.

Vh—1

Temos também a chamada “razdo daurea”, que ¢é representada pelo ntimero —

a
resultado da igualdade — = , provenientes do estudo da divisao de segmentos em
x

partes proporcionais. Esta re?ac;ég também foi registrada pelos babilonios e pelos gregos.
Contudo, a maior parte dos registros sobre os niimeros irracionais estao relacionados
com a questao das raizes nao exatas, provenientes do estudo sobre areas e volumes.
Historicamente, datada do fim do século XVIII para o inicio do século XIX, a forma-
lizacdo do conceito sobre os conjuntos numéricos e a aceitacdo dos niimeros negativos e
irracionais como “nimeros reais” alavancou varias areas de estudo da matematica.
Como estes niimeros nao eram aceitos, todo estudo que recaia em sua utilizacao
era descartado, pois nao era um “resultado valido”. Os problemas decorrentes sobre a
aceitacao destes como “nuimeros” sao citados por Lorenzato, que faz a associagao com

alguns problemas relacionados a aprendizagem dos alunos.

Ao longo dos milénios, o ritmo de construgao da matematica nao foi
sempre o0 mesmo. E interessante, principalmente para nds professores, ob-
servar que aquilo que os matematicos demoraram em descobrir, inventar
ou aceitar, sdo os mesmos pontos em que os nossos alunos apresentam
dificuldades de aprendizagem. Essa coincidéncia entre obstaculos cogniti-
vos historicos e os pontos de maior dificuldade de aprendizagem em sala
de aula é reconhecida por muitos pensadores, mateméaticos ou educadores
de renome, tais como Hanckel, Poincaré, Kline, Klein. Constitui-se em
uma importante questao didatica para todos os responsaveis pelo ensino

da matematica. (Lorenzato[ll]7 2010, p. 107)

Parte da dificuldade dos alunos com relagdo aos conjuntos numéricos sao as mesmas dos
matematicos da época: a aceitacao da existéncia e a compreensao das suas caracteristicas.
Por exemplo, aceitar que a diagonal de uma caixa quadrada de 1 metro de lado tem /2
metros de comprimento, mesmo sabendo que esta é uma dizima nao periédica, isto é, um

“numero infinito” tem comprimento finito.
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Os estudos sobre os niimeros sempre andaram lado a lado com a resolucgao de problemas
do cotidiano, ou com a tentativa de entender eventos naturais. Com isso, a resolucao de
problemas levou os niimeros de encontro ao estudo sobre as equacgoes.

Assim como os numeros, as equacoes também evoluiram a partir da observacao e da
modificagdo da natureza, e de questoes relacionadas as a¢oes do cotidiano de cada povo.

Resolver questdes de armazenamento, demarcagoes de terreno (seja para lavoura ou
criagdo de animais), calculo de distdncias ou, em alguns casos, gerar problemas com
situacoes ficticias, mas com base em situagoes reais, levaram a “termos genéricos”, ou seja,
termos que representavam um valor desconhecido, mas que tinham um direcionamento,
dependendo do problema.

Os babilonios deixaram varias contribui¢oes na area da matematica, tanto na area
da trigonometria (figura @ quanto no estudo das equagoes. Seus registros mostram que
ja discutiam e resolviam equagoes de 1°, 2° graus e algumas de 3° grau. Com alguns
pensamentos numéricos, construiram diversas tdbuas indicando o modo de resolucao de

varios modelos de equacoes, como apresentado por Aaboe.

Figura 6 — Tablete Plimpton 322: registro clculos trigonométricos do tridngulo retangulo da forma a® + b% = 2

Somei a area e dois tercos do lado de meu quadrado, e o resultado é
0.35. Tome 1, o "coeficiente". Dois tercos de 1, o coeficiente, é 0;40.
Metade disso, 0;20, vocé multiplicard por 0;20 [e o resultado], que é
0;6,40, vocé adicionard a 0;35, e [o resultado], 0;41,40, tem raiz quadrada
0;50. Multiplique 0;20 por ele préprio e subtraia [o resultado] de 0;50, e
0;30 é [o lado] do quadrado.

2
Este exemplo enuncia e acha a solugao da equacgao quadrétic >+ 2=

3
0; 35. (Aaboe[12]7 p. 24)

Os egipcios, por sua vez, contribuiram na engenharia, utilizando o conhecimento
matematico na area de cédlculo e geometria. No papiro de Rhindﬂ (figura foram
encontrados varios registros sobre como eram os processos de multiplicacao e divisao, e a

solugao para calculos da area, como a do circulo.

L Apenas o texto foi traduzido, os valores envolvidos foram escritos no sistema de numeracio Babilénico,

que utilizava um sistema posicional na base 60.
O nome se deve ao arquedlogo Alexander Henry Rhind e também é conhecido como papiro de Ahmes,
que foi o escriba responsavel pelo registro na época em que foi escrito.

2
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Figura 7 — Parte do papiro Rhind

No entanto, o registro que destacamos ¢ um dos principios dos métodos numéricos: o
principio da falsa posi¢ao para resolver equagoes do 12 e 2° graus. A seguir, temos dois
exemplos da utilizagdo da posicao falsa, ambos apresentados por EvesH p- 73 - 74]

Exemplo 1: Assim, para resolver:

x
T+ - = 24
assume-se um valor conveniente para z, digamos x = 7. Entdo z + Z = 8, em vez de 24.
Como 8 deve ser multiplicado por 3 para se obter 24, o valor correto de = deve ser 3(7) ou
21.

Exemplo 2: Uma dada superficie de 100 unidades de area deve ser representada como
a soma de dois quadrados cujos lados estao entre si como 1 : 3/4.

Nesse caso temos 22 + y* = 100 e x = 3y/4. A eliminagao de x fornece uma equagao
quadratica em y. Podemos, porém, resolver o problema por falsa posicao. Para isso
tomemos y = 4. Entao x = 3 e 22 + y? = 25 em vez de 100. Por conseguinte devemos

fazer a correcdo de x e y dobrando os valores iniciais, o que dd x =6 e y = 8.

Eves também destaca um registro do papiro de Rhind, que trata da soma de potén-
cias de 7, e foi associado a varios problemas semelhantes propostos em diferentes épocas
posteriores. Ele ressalta que este papiro ja era um registro de problemas mais antigos,
logo, leva-nos a acreditar que a matematica egipcia, mesmo nao sendo tao desenvolvida

como a babilonica, era uma das mais avancadas no passado.

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2 401
Hecates de graos 16 807

19 607

Os chineses também deixaram suas contribui¢des na area das equagoes. Dentre elas, a

que também destacaremos aqui é a utilizagdo do principio da falsa posi¢ao para encontrar
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a raiz de equagoes. Esse principio passou a ser conhecido como “ Regra de falsa posi¢cdo
dupla”. Essa regra diz que: Se z; e x5 sdo dois nimeros préximos, um de cada lado, de
uma raiz x da equagdo f(z) = 0, a intersec¢ao do segmento de extremidades (z1, f(z1) e

(x2, f(z2) com o eixo x d&4 uma aproximagao x3 da raiz procurada (figura .

(xy.0x))

(%5, 10¢,))

Figura 8 — Visdo do método da falsa posi¢cdo dupla chinesa

Que nos fornece a equagao

_ Tof(x1) — x1f(22)
f(x1) — f(x2)

Por sua vez, os gregos deixaram o legado do método numérico que ficou conhecido

T3

como “método da exaustao”, que foi dado como trabalho de Arquimedes, mas ha registros
de que ele foi proposto inicialmente por Eudoxo. O enunciado proposto por Eudoxo dizia
que “dadas duas grandezas que tém uma razao (isto é, nenhuma delas sendo zero), pode-se
achar um maltiplo de qualquer delas que seja maior que a outra”. Esse lema, ou axioma,
deu base ao método de exaustao grego: “Se, de uma grandeza qualquer, subtrairmos uma
parte nao menor que sua metade e, se do resto novamente subtrai-se ndo menos que a Sua
metade e se esse processo de subtragdo for continuado, finalmente restard uma grandeza
menor que qualquer grandeza de mesma espécie prefizada’.

Esse método foi utilizado para a aproximacao de 7, ao calcular o comprimento de uma
circunferéncia, bem como para calcular areas e volumes de figuras curvilineas.

Ainda falando sobre métodos de aproximagoes gregos, temos o método de Herao,

utilizado para a aproximacao da raiz quadrada de um inteiro que nao é quadrado perfeito.

a+b
2

a e b, melhor sera a aproximagao. Fazendo b = %, sendo a; a primeira aproximagao para

Segundo Herao, se n = ab, entao é uma aproximacao para /n, e quanto mais préximos
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/1, temos:

n
aq + o
g = 72
n
as + 2
as = 9
n
Ap—1 + an_1
Ay — 9

Trazer estes trechos historicos podem contribuir para a pergunta “tem outra forma de
fazer?” Geralmente, essa pergunta acontece quando sdo ensinados os processos resolutivos
das equacoes.

Os hindus Aryabhata, Brahmagupta e Bhaskara, deixaram varios métodos de resolucao
mais abrangentes para as equacgoes de 1° e 2° graus, alguns deles usado até hoje. Dentre as
principais contribuicoes ha o método de completar quadrados para resolucao de equacoes

do 2° grau, que, por sua vez, gerou a féormula resolutiva que hoje conhecemos como

—b+ Vb2 —4dac

2a
Do povo arabe temos a contribuicao de Al-Khwarizmi, que além de aperfeicoar o

“formula de Bhaskara”: x =

sistema de numeracdao Hindu; também trabalhou as resolu¢oes de equacoes de forma

algébrica, generalizando suas resolugoes. Ele separou as equagoes em em seis grupos:

o quadrados iguais a raizes (ax® = bx)

« quadrados iguais a um nimero (ax?® = ¢)

* raizes iguais a um numero (bxr = ¢)

« quadrados e raizes iguais a um nimero (ax? + bz = c)
drad , . . ’ 2 — b

« quadrados e um numero iguais a raizes (ax® + ¢ = bx)

e raizes e um ntimero iguais a quadrados (bx + ¢ = az?)

Uma diferenca entre os arabes e os hindus é a questdao dos niimeros negativos. Os
arabes nao aceitavam a existéncia de ntimeros negativos, e sempre que uma equagao
proposta tinha coeficientes negativos, Al-Khwarizmi fornecia procedimentos para torna-los
positivos.

Partindo dos estudos desses métodos de resolucao para equagoes de grau 2, foram
apresentadas formulas resolutivas para as equagoes de grau 3 e grau 4 no inicio da idade
média, por volta do século XVI. Os matematicos Scipione del Ferro, Nicolo Tartaglia e

Girolamo Cardano contribuiram com as resolucoes de equacoes de 3° grau, enquanto o
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matematico Lodovico Ferrari com a resolucao de equagoes do 4° grau. Vale ressaltar que
mesmo nao trabalhando juntos, Tartaglia e Cardano chegaram aos mesmos resultados.

No inicio do século XVIII, Niels Henrik Abel demostrou que nenhuma raiz de uma
equacao de 5° grau pode ser expressas por meio de radicais, enquanto Evariste Galois,
através da teoria de grupos, estabeleceu critérios para a para a possibilidade das construgoes
com régua e compasso e para a resolubilidade de equagoes por radicais. Sem exito para
encontrar métodos resolutivos gerais para equacoes acima de grau 4, Lagrange deixou
como legado o método de aproximacao de raizes de equagdo por meio de somas de fragoes
continuas.

As estruturas das equacoes hindus e arabes passaram a ser conhecidas como “equacoes
polinomiais”. A partir de suas defini¢oes, aprofundaram-se os estudos para encontrar
métodos resolutivos para equagoes polinomiais com graus maiores.

Como nao se encontravam métodos resolutivos gerais para tais equagoes, os métodos
numéricos para aproximacoes foram amplamente utilizados e discutidos, até que, no século
XVII, com a formalizacao do calculo como uma linha de estudo matematico, os métodos
numeéricos foram adotados como as ferramentas mais adequadas para a resolucao de tais
equagoes.

John Napier foi um dos principais colaboradores, ao criar os logaritmos e tabelas com
seus resultados para facilitar as utilizacao e os cdlculos que os envolviam. Os logaritmos
de Napier foram modificados por Henry Briggs, gerando os logaritmos de base 10 que
utilizamos nos dias de hoje, haja vista que o sistema de numeracao adotado é o de base
10, os calculos numéricos eram realizados em uma velocidade muito superior.

Em paralelo aos avangos nas teorias dos ntimeros, eram criadas ferramentas para o
auxilio de calculos. Galileu Galilei, j4 no final do século XVI, colocou a disposi¢ao o
chamado® compasso geométrico militar” (fig. , que permitia dividir segmentos em partes
iguais entre outros calculos. E, no inicio do século VII, Edmund Gunter entregou sua

contribuicao de uma escala logaritmica, também em forma de compasso, chamada de
“gunter” ou “escala de Gunter” (fig. .

T T TTT T T
50 100 150 200 250

(a) Compasso geométrico militar de Galileu (b) Escala de Gunter

Figura 9 — Ferramentas de cédlculo (Boyer e Merzbach, 2012, pg 225)

Anos mais tarde, William Oughtred aperfeicou as réguas de cédlculo. Usando duas
réguas de Gunter, ele criou uma régua linear e uma circular, evitando a necessidade da

utilizagdo de compassos. Oughtred também deixou sua contribuicdo na escrita, cujos



Capitulo 2. UM POUCO DE HISTORIA 28

simbolos que permaneceram até os dias de hoje sdo o de multiplicacao (x), proporgdes
(::) e o da diferenca (~).

Ainda nesta mesma época, Baise Pascal, Charles X. Thomas e Georg e Edvard Scheutz
(pai e filho) conseguiram construir maquinas de calcular mecénicas (fig. , cujas ideias

foram aproveitadas a partir do século XIX.

(c) Méaquina de diferencas de Scheutz

Figura 10 — Ferramentas de célculo (Boyer e Merzbach, 2012, pg 225)

Além da maquina de calcular, Pascal deixou sua contribuicao na expansao de polino-
mios da forma (a + b)", o chamado ' Tridngulo de Pascal'(figura [L1)). Esse processo foi
desenvolvido para definir os coeficientes de sua expansao. A primeira linha do tridngulo é
constituida apenas de 1 e, a partir da segunda linha, todo elemento é obtido com a soma
dos ntimeros da linha anterior situados acima e a esquerda dele. Na figura, a 8* diagonal

fornece os coeficientes para a expansiao de (a + b)".

Figura 11 — Tridngulo de Pascal
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Ainda no século XVII, René Descartes, ao trabalhar com equagoes polinomiais, deixou

uma das mais importantes contribuicdes para entender suas raizes, a “Regra de sinais de

Descartes” (def. [1]).

Defini¢ao 1 Seja f(x) = 0 uma equagao polinomial de coeficientes reais escrita sequndo
as poténcias decrescentes de x. O numero de raizes positivas da equagdo € igual ao nimero
de variagoes de sinais apresentadas pelos coeficientes de f(x) ou menor e, neste caso, a
diferenca € um numero positivo par. O numero de raizes negativas é igual ao nimero
de variagoes de sinal apresentadas pelos coeficientes de f( x) ou menor e, neste caso, a

diferenca é um nimero positivo par. Contam-se m vezes uma raiz de multiplicidade m.

Estas tultimas descobertas, junto com os métodos de aproximacao, geraram formas de

se encontrar a solucao de todos os tipos de equacao, de acordo com a precisao desejada.
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3 AS EQUACOES E OS CONJUNTOS NU-
MERICOS NO ENSINO BASICO

Defini¢ao 2 (Equacao) FEquagio [do latim aequationem] s.f. Matemdtica. Igualdade
entre expressoes matemdticas que so € satisfeita para determinados valores dos respectivos

dominios. (Bueno’rw], 2010, p. 184).

Defini¢ao 3 (Equacao) Toda sentenca matemdtica expressa por uma igualdade, na qual
haja um ou mais simbolos que representem niumeros desconhecidos dessa sentenca, €
denominada equagdo. Cada simbolo que representa um niumero desconhecido chama-se

incognita.

A interpretacao de problemas é essencial para o estudo da matematica, pois é o caminho
para a criacao de procedimentos para a sua resolugao. Esses procedimentos recaem na
construcao de férmulas (mesmo os problemas que podem ser resolvidos apenas com as
aplicagoes das operagoes bésicasﬂ pois a diferenga estd apenas na formalizacao matematica)
que permitem a andlise mais detalhada da situacao, possibilitando o teste de varios valores.

Quando o problema tem uma condigao especifica, em que necessitamos de uma compa-
racao entre duas expressoes matematicas, ou entre uma expressao e um valor, as formulas
sao chamadas de “equacoes”, que pode ser definida de acordo com a interpretacao da
lingua portuguesa (Defini¢do [2), ou de acordo com a formalizagio matemética (Definigao
3).

O conceito de equacao ¢é apresentado aos alunos a partir do momento em que se inicia
o estudo sobre as operagoes basicas, através de perguntas referentes ao nimero que em
determinada operacao fornece tal resultado. Essas perguntas sao feitas desde o 2° ano
do EF I, quando se inicia o processo de formalizacao da adi¢ao, com perguntas do tipo
“Quem somado com 7 € igual a 1597 ou “Quem vezes ele mesmo € igual a 16"

Com essas pequenas perguntas, a conexao entre equagoes e os conjuntos numéricos vai
se formando. Essa conexao, se bem trabalhada, ¢ essencial para a compreensao do que é

ser “raiz da equacao” ou ser “solucao do problema”

Defini¢ao 4 (Raiz de uma equagao) Um numero é denominado como “raiz” ou “so-

lugao” de uma equagao quando, ao substituir a incognita, torna a igualdade verdadeira.

Pela definicao de equacgao (def , basta tornar a equacao verdadeira para ser raiz.

Contudo, ser raiz da equacao nao quer dizer que o nimero ¢ a solucao do problema. Para

1 Sio consideradas operacdes bésicas aquelas que estdo presentes nas acdes mais comuns do dia a dia:

juntar, tirar, agrupar e separar. Elas sdo a Adigao, a Subtragao, a Multiplicagao e a Divisao
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que o aluno possa usar adequadamente as duas interpretacoes, precisamos entender quais
sao os conjuntos de niimeros que podemos trabalhar e como resolver os diferentes tipos de
equacgoes para obter tal niimero.

As definigoes e referéncias dos contetidos tiveram como base as colegoes para o ensino

[14) [15].

fundamental de Andrini** e Dantet; e para o ensino médio de Tezzi18l ¢ também de

Dante[m.

3.1 Os conjuntos numéricos

Apesar do processo de contagem se iniciar no 1° ano do E.F. I, a defini¢cao dos niimeros
naturais s6 aparece no 62 ano do E.F. II, utilizando esse processo como base. Em sua
maioria, os autores de livros para o ensino fundamental definem os niimeros naturais como

sendo a sequéncia:

N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, ...}

De forma a fazer com aluno associe a ideia de contagem aos numeros naturais. Apods
essa associacao, é realizada a definicao da sequéncia dos nimeros naturais, com as seguintes

propriedades:

+ Os nuimeros naturais se iniciam no zero (0);
« Para obter o nimero seguinte sempre somamos uma (1) unidade;

e O sucessor de um nimero natural é o nimero que vem imediatamente depois, ou

seja, estd uma unidade a frente.

o A sequéncia de nimeros naturais € infinita, pois sempre podemos acrescentar 1 ao

altimo nimero e obter o seu sucessor.

Dentro deste contexto, sao apresentadas as quatro operacoes fundamentais, com suas
propriedades. Em todas as operagoes, primeiro se associa a operagao com uma agao,

depois ¢ feita a formalizacao do algoritmo dentro do sistema de numeracao decimal.

(i) Adigao: A adicao é definida como a agdo de juntar duas quantidades, e tem como
base o processo de contagem. Ou seja, se aprende a somar contando a segunda

quantidade a partir da primeira.

Junto com essas defini¢oes, também sao apresentadas as suas propriedades, utilizando

a linguagem algébrica:

= Comutativa: Dados dois niimeros naturais a e b, a ordem das parcelas nao
altera a soma.
a+b=b+a
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= Associativa: Em uma adi¢do de trés (ou mais) niimeros naturais, a forma de
agrupar as parcelas nao altera a soma. Entao, dados trés niimeros naturais a, b

e ¢, temos que:
a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)=(a+c)+b

= Elemento neutro: Existe um tnico nimero natural, o zero (0), do qual toda
a adicado com qualquer outro niimero natural, a soma é sempre esse niimero.

Entao, se a é um nimero natural:
a+0=04+a=a

(ii) Subtragao: A subtragao é definida como a agdo tirar uma quantidade de outra e,
assim como a adigdo, tem como base o principio da contagem. A diferenga é que na

subtracao a contagem é feita de forma decrescente.

Com relacao as propriedades, apenas é feita a relacao entre a adi¢dao e a subtracgao,
chamada de “relacdo fundamental da subtracdo”: Se a, b e ¢ sdo trés nimeros naturais,
entao:

a—b=c&b+cec=a
(iii) Multiplicagao: A multiplicagao é definida como a agao de “somar parcelas iguais”,
contamos um numero uma quantidade definida de vezes.
Assim como na adi¢do, também sdo definidas as propriedades da multiplicacao:
= Comutativa: Dados dois nimeros naturais a e b, a ordem dos fatores nao altera

o produto.
axb=bxa

= Associativa: Em uma multiplicagdo de trés (ou mais) nimeros naturais, a forma
de agrupar os fatores nao altera produto. Entao, dados trés ntimeros naturais

a, b e ¢, temos que:
axbxc=(axb)xc=ax(bxc)=(axc)xb

= Elemento neutro: Existe um tnico nimero natural, o um (1), no qual toda
multiplicagao com qualquer outro nimero natural, o produto é sempre esse

outro nimero. Entdo, se a é um ntimero natural:
axl=1xXa=a

(iv) Distributiva em relacao a adigdo: Se multiplicarmos um ntimero natural por uma
soma de dois nimero naturais, o resultado ¢ o mesmo da soma da multiplicacao

desse numero natural por cada parcela. Entao, dados a, b e ¢, temos:

ax((b+c)=axb+axc
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(v) Divisao: A divisao é definida como a ac¢do de separar uma quantidade em partes
iguais. Em alguns casos, a divisdo também ¢é relacionada com “quantas vezes uma

quantidade cabe dentro de outra’.

Assim como a subtracdo, a divisdo tem uma tunica propriedade; relacionando a
divisdo com a multiplicagao, chamada de “relacdo fundamental da divisdo: Sendo
D, d, g e r quatro nimeros naturais tais que D é o dividendo, d é o divisor, g é o

quociente e r é o resto da divisao:

D \|d
ri4q

S D=dxqg+r

Embora os livros fagam mencao a essa relagao, o estudo sobre ela se restringe em
verificar se a divisao foi efetuada corretamente, e em atividades para completar um dos
numeros envolvidos para que a igualdade seja verdadeira.

Tendo como base o Teorema da Divisao Eclidianaﬂ para numeros inteiros, o trabalho
com essa relacao poderia ser explorada um pouco mais a fundo. Por exemplo, isolando o
resto (equagao |3.1)) e considerando o conjunto dos niimeros naturais, seria facil de mostrar

aos alunos que o resto (r) nunca podera ser maior do que o dividendo (D).

D=dxq+rer=D—-dxq (3.1)

Considerando a percepcao material dos alunos, podemos realizar a prova dessa relacao
apenas lembrando que nunca podemos tirar mais do que temos, concluindo que d x ¢ < D.
No 7° ano, ¢ introduzida a nocao do nimero negativo, tendo como exemplos os
representacoes dos niimeros nas relagoes financeiras, nas tabelas de saldo de pontos e de
gols no futebol e nas temperaturas. A construcao dos nimeros inteiros é realizada da

seguinte maneira:

e Com excecao do zero, os demais nimeros naturais podem ser escritos com o
simbolo de “+” na frente, e sdo chamados de inteiros positivos. Entao o con-
junto (N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...) pode ser escrito na forma (N =
{0,41,+2,+3, 44, +5,+6, ... }).

e O conjunto dos ntimeros inteiros negativos é {...,—7,—6, =5, —4,x — 3, -2, —1}.

e Quando reunimos os nimeros naturais com os numeros inteiros negativos, temos
o conjunto dos numeros inteiros Z. = {...,—4,—3,—2,—1,0,4+1,+2,+3,+4, ...} ou
7Z=A{.,-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,...}.

2 Teorema da Divisao Euclidana: Sejam a e b dois niimeros inteiros com b # 0. Existem dois tinicos

nimeros inteiros q e r tais que
a=bg+r, com0<r <[y
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o Os numeros positivos sempre serao escritos a direita do zero, e os niimeros negativos

sempre a esquerda do zero.

Com a adi¢do dos nimeros negativos também surgem as definicoes de novos conceitos:

e Médulo (] |): O médulo (ou valor absoluto) de um nimero inteiro ¢ a distancia

desse ntmero até o zero.

o Numeros opostos: Dois nimeros inteiros sdo considerados opostos (ou simétricos)

quando possuem o mesmo modulo.

A comparacgao de nimeros inteiros é definida com base na posicao da reta numérica: o
maior numero € sempre o que estd a direita na reta numérica, logo, o menor numero é
sempre o que estd a esquerda.

O conceito das operagoes é ampliado para o contexto dos nimeros negativos. A
subtracao é redefinida como sendo “a adicdo do oposto” e é acrescentada uma nova
propriedade da adigao “elemento oposto”, que diz: a soma de dois nimeros opostos é
sempre zero.

Os numeros racionais, irracionais e reais sao apresentados no 8° Ano. Suas defini¢oes

para o ensino bésico sdo as seguintes:

1. Racionais: O conjunto Q dos niimeros racionais é formado por todos os niimeros
que podem ser escritos na forma de fragao com numerador e denominador inteiros e

denominador diferente de zero. Sendo representado da seguinte maneira:

a
Q:{x|x:b, coma€”Z,beZ, ebiO}
Os numeros racionais sao estruturados em:
a
e Inteiros: Quando a fracao 5 tem resultado inteiro;

a
e Decimais exatos: Quando a fragao 7 tem um resultado com uma quantidade

finita de casas decimais;

. T .~ a .
o Dizimas periédicas: Quando a fracao 7 tem um resultado com uma quantidade
de casas decimais, e possui um sequéncia, chamada de periodo, que se repete

seguidamente.

2. Irracionais: O conjunto I dos ntiimeros irracionais é formado por todos as dizimas

nao periodicas, ou seja, todos os nimeros decimais que nao podem ser escritos na
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forma de fracdo. E comum que este conjunto seja inserido com o exemplo do 7 e da

V2. Este conjunto ¢é representado com a expressao:

I={z|z¢Q}

3. Reais: O conjunto R dos ntmeros reais é formado pelo unidao do conjunto do

ntmeros racionais Q com o conjunto dos nimeros irracionais I. Sendo a expressao

que o representa:

R=QUI

Os numeros reais também sao apresentados como pontos de uma reta, criando a

chamada reta real (fig. |12)), associando cada niimero real a uma medida de comprimento.

?
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Figura 12 — Representagao da reta real

Alguns autores mostram como construir um ntmero irracional na reta numérica, sem
recorrer ao teorema de Pitdgoras (que serd visto apenas no 92 Ano, no estudo das relagoes
métricas no tridngulo retdngulo), utilizando o conceito de area do quadrado.

Vamos localizar, como exemplo, o ponto da reta correspondente a /2.
Além de poder localizé-lo por uma representacdo decimal aproximada,
podemos obter, por um processo geométrico, a localizacao exata desse
ponto.

A 4rea de cada quadradinho de lado 1 cm ¢ igual a 1 cm? (fig. [13a)).

Dividindo-o ao meio, cada tridngulo fica com 0,5 cm? de drea. Como

4-0,5 = 2, a drea do quadrado verde é de 2 cm?. Entdo, a medida

do lado do quadrado verde é /2 cm. Transportamos, com auxilio do

compasso, a medida deste segmento a a reta numérica, determinando
13b))

o ponto correspondente a /2 (fig. . (AndrinilMJ, pg 24).

As propriedades das operagoes basicas nao sao mais trabalhadas, dando lugar as

propriedades de potenciacao e radiciacao do final do 82 ano para o inicio do 9°.

i) Potenciagao:

a) Multiplicagao de poténcias de mesma base: Pode repetir a base e somar os

expoentes = a™ - a" = a‘m + n).

b) Divisio de poténcias de mesma base: Pode repetir a base e subtrair os expoentes

= a™ +a" = a‘m —n).
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1cm 1 cm

cim
m

- 0,5cm? | 0,5 cm? -

0,5cm? | 0,5 cm?

cim
amn

1am 1cm

(a) Quadrado de lado 2 cm

-3 -2 —1 0 1 2 3 4
(b) Reta numérica

Figura 13 — Construgio da /2 na reta real

¢) Poténcia de poténcia: Pode repetir a base e multiplicar os expoentes = (a™)" =
alm - n)

d) Multiplica¢io de poténcias com mesmo expoente: Pode se multiplicar as bases e
repetir o expoente = a - 0™ = (a - b)™

e) Divisio de poténcias com mesmo expoente: Pode se dividir as bases e repetir o

expoente = a™ + b" = (a + b)™

No 3° ano do ensino médio é apresentado o conjunto dos ntimeros complexos C, com
exemplos de resolucao das equagodes cujas solugoes sao raizes quadradas de ntmeros

negativos. A descricdo é feita da seguinte forma:
 Existe um ntimero 4, tal que 72 = —1, chamado de ntimero imaginério;

o Todo numero complexo F é da forma F = a + bi, onde a,b € R, a é chamado de

parte real (Re(F) = a), e b é chamado de parte imaginaria (Im(F) = b).
o Todo niimero complexo F, onde a = 0, é chamado de imagindrio puro.

o Todo nuiimero complexo F, onde b = 0, é chamado de real.

3.2 As equacoes

O estudo das equagoes se inicia de forma implicita a partir do momento em que as

operagoes comecam a ser aprendidas no 22 ano do EFI. A partir desse momento, as
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perguntas comecam a ser respondidas analisando as agoes relacionadas a cada operacao,

seguindo os principios:
e “Se colocou, tire”;
e “Se tirou, devolva”;
e “Se juntou, separe”;
o “Se separou, junte”;

Além dos problemas descritos com situagoes do cotidiano e perguntas diretas, nessa
fase as equagoes também aparecem em atividades com a utilizagdo de figuras, desenhos ou

espagos vazios para representar o valor da incégnita (figura .

Patricia foi ao supermercade comprar alguns itens de higiene pessoal. Observe o
que ela diz.

COMPREI 3 SABONETES
IGUAIS E PAGUEI RS 6,00
POR TODOS ELES. GUANTO
SERA QUE CUSTOU
CADA SABONETE?

Complete os itens abaixo com o nimero correto para que a igualdade seja verdadeira.

=70 -1
35 % i 70 1o 8 28 Assinale a sentenca matemdtica que pode representar o que Patricia esta dizendo.
17 % 4 =68 20 ¥ 54 = 1080 ?x6=3 3IX?=6| X 3+3+3=7?
? t < col o JOCE
54 % 2 = 1080 8 x 16 =128 Quanto custou cada sabonete? Conte aos colegas como vocé pensou para
responder. R$ 2,00, Resposta pessoal
(a) A conquista da matemdtica 4° Ano (b) A conquista da matemadtica 5° Ano

1. Qual é o nimero de 4 algarismos es-
condido em cada item?

a) H E HE B 3806

+ '8 2.9 9
g 3 6 & = Copie os itens a seguir, substituindo cada
B) M pelo numero adequado.
T o2 1 ‘D
~ S a) 1860 — W = 357 1s0=
e 3 2 B b) B — 3545 = 1283 iszs
(c) A conquista da matematica 6° Ano (d) Matemética e compreensiao 6° Ano

Figura 14 — Exemplos da utilizacdo do conceito de equagio

Ja no 6° Ano do E.F.II, temos a inser¢do de problemas sem solugdo, pois algumas
respostas nao estao contempladas dentro do conjunto dos nimeros naturais. Qutro ponto
importante para o estudo das equagoes é a formalizacao do conceito de operagoes inversas

(quadro , necessarios para a compreensao dos procedimentos de resolucao.

Operagoes inversas
Operacao Inversa
Adicao Subtracao
Multiplicagao Divisao
Potenciacao | Radiciacao

Tabela 1 — Quadro de operagdes inversas
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Apés uma definicdo breve do conjunto dos niimeros racionais, o estudo das equacoes
comeca a ser formalizado a partir do 72 ano do E.F.I, quando o aluno é apresentado a
defini¢ao de expressao algébrica (def o)) e Valor numérico (def[6)). Esse estudo ¢ iniciado

pelas “equagoes do 1° grau com uma incognita” .

Defini¢ao 5 (Expressao algébrica) Toda expressao formada por nimeros e letras é
chamada de “expressao algébrica” Em uma expressao algébrica, os numeros sio chamados
de “coeficientes” e as letras sio chamadas de “incognitas”, quando representam um niumero

especifico, ou “varidveis”, quando representam varios numeros diferentes.

Defini¢ao 6 (Valor numérico de uma expressao algébrica) E denominado “valor
numérico” de uma expressao algébrica, o valor obtido através dos cdalculos efetuados apos

a substituicao das incognitas, ou varidveis, por numeros.

As equagdes do 12 grau sao introduzidas sem defini¢oes formais, apenas com exemplos.
O método resolutivo ensinado ¢ de isolamento da incognita através do principio das
“equagoes equivalentes”, com a realizagao das operagoes inversas, realizadas ao mesmo

tempo dos dois lados da igualdade, como mostra a resolucao da equagao |3.2}

20 +5=Tor+4 (3.2)
20+ 54 (=5)+ (=Tx) =T + 4+ (=5) + (—Tx)
—or_ 1
-5 =5
1
o=
5

A forma r = — para a raiz da equagdao nao é mencionada.

No 82 Ano a d%ﬁnigéo do conjunto dos niimeros racionais é detalhada e as defini¢oes
dos conjuntos dos ntimeros irracionais e reais ¢ inserida. Outro aprofundamento acontece
no estudo sobre expressoes algébricas, possibilitando que o aluno aprenda a trabalhar com
expressoes com mais de uma incognita.

Com o avanco dos conjuntos numéricos, a definicao de “equacao do 1° grau com uma
incdgnita ¢ formalizada (def[7]), junto com a forma algébrica de sua solugao (def[g), e ¢
inserido o conceito das “equacoes do 1° grau com duas incognitas” (@ O aluno aprofunda
o conceito de variavel e aprende o conceito de infinitas solucoes, visto que as solugoes
agora sao dadas por pares de niimeros reais, onde para cada nimero escolhido para uma

incognita existe um outro niimero que torna a igualdade verdadeira.

Definigao 7 (Equagao do 12 grau com uma incégnita) Toda equagio que pode ser
reduzida a forma ax +b = 0, em que x representa a incognita, e a e b sado niumeros

racionais, com a # 0, é denominada equagdo do 1° grau na incognita x.
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Defini¢ao 8 (Raiz de uma equagao do 1° grau com uma incégnita na forma ax + b = 0)

—b
Toda equagao da forma ax +b =0, tem como raiz o numero real xt = —
a
ar+b=0
ar+b—b=0—-b
ar  —b
a a
—b
r=—
a

Defini¢do 9 (Equagoes do 1° grau com duas incégnitas) Toda equag¢io que pode
ser reduzida a forma ax + by = ¢, em que x e y representam as incognitas, a, b e c
sao numeros reais, com a # 0 e b # 0, é denominada equagcdo do 1° grau com duas

incognitas.

Embora a forma da raiz tenha sido definida, o foco da resolugao das equagoes do 1°
grau com um incognita permanece o mesmo do 7¢ Ano, que é a resolucao pelo isolamento
da incognita. Com relacao as equagoes com duas incognitas, as resolugoes se baseiam na
definicao de um valor para uma delas, transformando em uma equagao com uma incognita
para encontrar o valor da segunda incégnita.

Os “sistemas de equagoes do 1° grau com duas incégnitas” (def. sao inseridos com
a interpretacdo matematica de problemas que duas incognitas precisam satisfazer duas

relagoes diferentes.

Defini¢ao 10 (Sistema de duas equagoes do 12 grau com duas incdgnitas) Quando
duas equagoes de 1° grau com duas incognitas sao escritas ligadas pelo conectivo e, e
possuem as mesmas incognitas, dizemos que hd um sistema de duas equacoes do 1° grau

com duas incognitas.

Diferente de trabalhar com apenas uma equacao, os sistemas com duas equagoes podem
admitir uma tnica solugao, infinitas solu¢des ou nenhuma solugao real. Sua resolucao
consiste em transformar as duas equagoes em uma tnica equagao do 12 grau com uma
incognita. Para isso, elimina-se uma das duas incégnitas, e apds encontrar o valor da
primeira, ele é utilizado para encontrar o valor da segunda. Os métodos resolutivos

ensinados sdo o da substituicdo e o da adicao.

I) Método da substituigao: Escolhe-se uma das equagdes, isola-se uma das incognitas,
substitui a expressao na outra equacao, que se torna uma equacao do 1° grau com
uma incognita. Entao, encontra-se o valor da primeira incégnita para encontrar a

segunda.
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a117+—b1y =C (eq.l)
as® + by = o (eq.2)

c1 — by
a1

T =

(eq.1)

—b
(lQ'(Cl 1y>

+ by =co  (eq.2)
a1

IT) Método da adigado: Escolhe-se uma das incognitas, através da multiplicacao e
aplicando o principio de equagoes equivalentes, faz-se com que os coeficientes nas
duas equagoes sejam numeros opostos. Soma-se as duas equagoes, formando uma
equacao de 12 grau com uma incognita. Encontra-se o valor da primeira incégnita

para, entao, encontrar o valor da segunda.

a4+ by=c x(ay) (eq.l)
ast + by =co X (—ay) (eq.2)

)
{ (a1 -az)xr+biy=c1 % (az) (eq.l)
(

A +byy = co X (—ay) (eq.2)
—b
o= 2 (eq.1)
3]
c1—b
as - (1T1y) +by=c (eq.2)
1

Com as analises dos possiveis resultados, os sistemas de equacgoes sao classificados

CcOomao:

o Possiveis e determinados: Quando possuem uma soluc¢ao tnica. Ocorre quando

as equacoes nao sao equivalentes;

o Possiveis e indeterminados: Quando possuem infinitas solugoes. Ocorre quando

uma equagao é equivalente a outra;

e Impossivel: Quando nao possui nenhuma solucao. Ocorre quando, ao juntarmos as
equagoes, temos as incognitas com coeficientes zero, iguais a um valor diferente de

Zero.

Ao chegar no 9° ano, sao aprofundados os conceitos sobre potenciacao e radiciacao,
como preparativos para a introdugdo das equagoes do 2° grau com uma incégnita (def.
. Através dos conceitos de “mudanca de incognita”, utilizando o principio de equacoes
equivalentes, sdo inseridas as equacdes do 4° grau com uma incégnita da forma az* + bx? +

¢ = 0, chamadas de equagies biquadradas (def. . Também sao inseridas as equacoes
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fraciondrias (def. [L3)) e as equagoes irracionais (def. [14]), trabalhando com os principios
de fragao e raiz, e os sistemas com duas equagoes, onde uma delas é um produto, onde, ao

utilizar o principio da substituicao, uma delas se torna uma equacao do 2° grau.

Defini¢ao 11 (Equacdo do 2° grau com uma incégnita) Denomina-se equagao do
2° grau na incégnita x toda equacdo que pode ser expressa na forma ax® +bx +c =0, em

que a, b e ¢ sdo numeros reais e a # 0.

Defini¢ao 12 (Equagbes biquadradas com uma incégnita) Denomina-se equagdo
biquadrada na incognita x toda equagdo de 4° grau que pode ser expressa na forma

ax* +bx®> +c =0, em que a, b e c sdo nimeros reais e a # 0.

Defini¢ao 13 (Equagbes fracionarias com uma incégnita) Denomina-se equagio fra-
ciondria na incognita x toda equagdao cuja incognita aparece pelo menos uma vez no

denominador de uma fracao.

Defini¢do 14 (Equagdes irracionais com uma incégnita) Denomina-se equagdo ir-

racional na incognita x toda equagdo cuja incognita aparece como radicando de uma raiz.

Ao estudar os métodos resolutivos, as resolucoes das equagoes de 2° grau sao separadas

em incompletas e completas:

I) Incompletas: Quando temo b =0, ¢ =0 ou b = ¢ = 0. Cada uma dessas equagoes

tem uma féormula resolutiva proépria.

¢ Resolucdo da forma az? = 0: Pelo processo de isolamento de 2 sempre terminaré,

com a forma r = %, portanto a solucao sempre serd x = 0.

422 =0 —722 =0
0 0
2 Y 2 _ Y
Tt = x —
=0 =0
r=20=0 r=20=0
e Resolucao da forma ax? + ¢ = 0: Resolvida pelo processo de isolamento de z,
tal que xr = + _—c.
a
) —Tx? —4 =
4 —8 =0
) —T2? =44
2 _ 8 =
xr = — _7
1 4
r ==+ \/5 = \/—=
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No primeiro caso, temos a solugao S = {— \/5, + \/5}, e no segundo, como nao

existe raiz quadrada real para nimero negativos, nao ha solugoes reais.

« Resolucao da forma az? 4+ bx = 0: Usando a propriedade distributiva, coloca-

mos a incégnita x em evidéncia, fazendo o produto z - (ax + b) = 0. Pelas
propriedades da multiplicagdo, ou x = 0 ou ax 4+ b = 0, entao resolve-se a

equacao do 12 grau para encontrar a segunda raiz.

—Tr—4=0
r=0

—T2? —4x =0 —Tr =44
ou

2 (=T —4) =0 P

—Tr—4=0 —7

4

r=—=

7

Aqui temos o conjunto solugdo S = {—32,0}.

IT) Completas: Sao duas resolugoes apresentadas.

« Completar quadrados: Consiste em tornar a equacdo az? + bx 4+ ¢ = 0 em um

VEk—j
)

produto notavel da forma (iz + j)* = k, no qual a resolucio é z =

22 4+6x—7=0

oo 4x? — 162420 =0
22 "6z _7 -0 —2.2.4
dradod vl s 16 +20 0
uwadradode x espera X - X =
, q perado + 9 N N>t
"+ 6x—1T7 +16 = +16 quadrado de 2z esperado + 16
~~ 2
para fornecer o +9 4x® — 16z 4 20 —4 =—4
~~
JJQ + 6x —+ 9=16 para fornecer o + 16
(x+3)° =16 42® — 16z + 16 = —4
r+3=+16 (20 —4)? = —4
T+3==44 2 —4 =4

r+3=—-4 x+3=+4

r=—-4-3 z=44-3

r=—7 z=+1 Como resultado depende de /—4, a equacio
ndo possui solucao real.

Como conjunto solugéo temos S = {—7,+1}.

« Férmula resolutiva (Férmula de Bhaskara): E a resolucio através da formula

b+ Vb2 —4-a-c
xr = 5 . Como forma de preparacao ao estudo sobre as raizes

- a
da equacao, ela é apresentada como

b+ VA

A= —4-a- =
a-c 2. a
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2>+ 6x-7=0
a=1,b=6,c= -7
A=b—-4-a-c
A=(6)°—4-1-(=7)
A =36 + 28 = 64

b+ VA

o 2-a

_ —6+164 —6+38
2.1 2
$1:_T14:—7 $2:+72:+1

Como conjunto solugdo temos S = {-7, +1}.

4z =162 +20=0

a=4,b=-16,c= 420

A=b—4-a-c
A = (—16)* —4-4-(20)
A =256 — 320 = —64

b+ VA
- 2-a

oo —(Z16) £ V=61 _ 416+ /64

2-4 8

Como resultado depende de /—64, a equagido
nédo possui solugio real.

Embora esteja na classificacdo de resolugao de equagoes completas, a férmula de

Bhaskara também pode ser utilizada para a resolucdo de equagoes incompletas.

Com relagao as equagoes que recaem em equagoes do 22 grau, temos:

I) Sistemas de equagdo: Utilizamos o processo de substitui¢ao, resolvendo a equagao

de 2° grau encontrada e utilizando os valores para encontrar o resultado da segunda

incognita.
20+ 2y =72
x -y =315
2042y =T2=20=T2—-2y
72 —2
x = 5 y:36—y

x-y=315= (36 —y) -y =315
—y? + 36y —315=0

A = (4+36)% —4-(—1) - (—315)
A = 1296 — 1260 = 36

y:

(+36) £ /36  —36+6

2-(-1) —2
—36+4+6 —36—6
h = 7_362 Y2 = 7_452
y1=_—2=+15 y2=_—2=+21
x1:36—y1 $2:36_y2
1 =36—15 To = 36 — 21
=21 Ty =15

A solugao do sistema seria S = {(15,21), (21,15)}

I1) Equagdes biquadradas: Fazendo a igualdade y = 22, efetuamos a substituigao na

equacdo ax® + bx? + ¢ = 0, de forma a transforma-la em uma equacao do 2° grau da

forma ay® + by + ¢ = 0. Entao resolvemos a nova equacdo para depois encontrarmos

as raizes da primeira.
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2 =512 —-36=0

5—13 5+13

Fazendo z* =y, temos : y1:+ 5 y2:+ ;
— 1

y* =5y —36=0 y1:28:—4 y2:28:9

A= (=5)*—4-1-(-36) P2=-Ad=r=+—4 22=9=2=+9
A =25+ 144 = 169 z1 =4 T3 = +3
—(=5) £ V169 +5+13 Ty =71 T, = —3
v= 2.1 T

Como +/—4 nao é real, entao a solucgao é S = {—3,+3}.

IITI) Equacgoes fraciondrias: E utilizado o conceito do produto como miltiplo comum,
para escrever o novo denominador, e o conceito de fragoes equivalentes, para escrever
os novos denominadores. Pelas propriedades da igualdade de fracao, os denominadores
sao descartados, e apenas os numeradores sao utilizados para desenvolver a equacao.
Devido a presenca de incognitas nos denominadores, sempre sao destacados os
critérios para que ele seja diferente de zero. Esses critérios sao levados em consideragao

para se montar o conjunto solugao.

180 180
2——:1 (comz #0ex #2)
Tr — x — (N2 _4.1.(—
18-z 180-(x—2 1-z(x—2) A=(=2)7—4-1-(-360)
180z 180z —360 % -2z . _ —(=2)* V1444 2438
ole—2) x(z+2) _x(;c—Q) 22—'%;8 a6 2
1807 — 1802 +360 =2 —2¢ @1 ="~ =~ =18
2 9y _ 2438 40
0= 22 — 22 — 180z + 1802 — 360 vy — z ~ 2

22 —2x—360=0

Como os resultados atendem aos critérios, a solucao é S = {—18;20}

IV) Equagdes irracionais: Sao resolvidas utilizando as propriedades de radiciagao e
poténcias, elevando os dois lados ao expoente necessario para eliminar o radical. A
equacao é desenvolvida e resolvida. Nesta etapa, sempre é trabalhada com raizes
quadradas, portanto, sempre é estipulado o critério para que o resultado do radical

sempre seja maior ou igual a zero.



Capitulo 3. AS EQUACOES E OS CONJUNTOS NUMERICOS NO ENSINO BASICO 45

+3—-5-2 1
xr, = — =
r—1=+vz+5 (comz > —bh) ' 2 2
+3+58
(¢ =12 = (Va5 =100
P —2x+1=x+5 Verificacao
=2 +1—2-5=0 1 =—1
2*—3r—4=0 ~1-1=+-1+5
A= (=32—4-1-(-4) )
A=9+16=25 —2=2
_ —(=3)£ V25 Ly =4
2-1
4345 4—1=+v4+5
Tr =
2 3=19
3=3

Como -1 nao atende a condigao inicial, temos que S = {4}.

O 12 Ano do EM é marcado pelo estudo das fungoes (def. [15]), onde as equagoes passam
a ser utilizadas para fazer a associagao entre dois conjuntos numéricos. Com essa relagao,
passamos a trabalhar com o conceito de variavel, visto que o conjunto solucao pode nao

ser dado por valores especificos, mas sim por intervalos numéricos.

Defini¢ao 15 (Fungao) Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma fung¢io de A em
B, denotada f : A — B ou A EEAN B, ¢ uma regra que associa cada elemento de x € A a

um unico elemento em y € B.

y = f(x)

A importancia do conhecimento sobre os conjuntos numéricos é mais evidente a partir
da introducgao deste conceito, pois estao diretamente relacionados com os conceitos de
dominio, contra-dominio e imagem (def. [16). Como as relagoes de funcao sao vinculadas

as relagdes entre conjuntos, podemos ter uma funcao f: A — B, tal que Imf = @.

Defini¢do 16 (Dominio, contra-dominio e imagem de uma fungdo) Dada a fun-
cio f: A — B, o conjunto A é chamado de dominio (D) da fungdio, o conjunto B é
chamado de contradominio (CD) da fungdo e, para cada x € A, o elemento y € B, tal

que y = f(x), é chamado de imagem (Im) da fungao.

Ao utilizar as formulas matematicas para as relagoes entre conjuntos, as fungoes passam

a ser classificadas de acordo com as férmulas utilizadas.



Capitulo 3. AS EQUACOES E OS CONJUNTOS NUMERICOS NO ENSINO BASICO 46

Defini¢ao 17 (Funcao afim) Uma fungio f: R — R chama-se fungio afim quando

existem dois numeros reais a e b tal que f(x) = ax + b, para todo x € R.

Defini¢do 18 (Fungao quadratica) Uma funcio f : R — R chama-se quadrdtica
quando existem nimeros reais a, b, ¢, com a # 0, tal que f(x) = ax®. + bx + ¢ para todo
r € R.

Definigao 19 (Fungdo modular) Denomina-se fungao modular a fungio f: R — R,

tal que f(x) = |z|, ou seja:

f(x):{ x,para x =0

—z,para x < (

Defini¢ao 20 (Fungao exponencial) Dado um nimero reala(a > 0ea # 1), denomina-

se fungdo exponencial de base a uma funcdo f: IR — RY definida por f(x) = a®.

Defini¢ao 21 (Logaritmo) Dados os nimeros reais positivos @ e b, com a >0 e a # 1,

se b=a°’, entao o expoente ¢ chama-se logaritmo de b na base a.
log,b=c< a“=0b, coma eb positivos e a # 1

Definicao 22 (Fungao logaritmica) Denomina-se fungio logaritmica a fungdo f : R} —

R, tal que f(x) =log, x, onde a >0 e a # 1.

As relagbes trigonométricas no triangulo retangulo (def. sao retomadas no 2° Ano
do E.M. e, com a introdugao do conceito de Circunferéncia trigonométrica (def. e arco
(def. , ocorre a ampliagao do conceito de seno, cosseno (def. e tangente (def

para angulos maiores do que 90°.

Defini¢ao 23 (Relagbes trigonométricas no tridngulo retidngulo) Considerando os
angulos agudos internos do triangulo retingulo, as relagoes denominadas seno (sen), cos-

seno (cos) e tangente (tan), ficam assim definidas para cada dngulo a:

b c
Catet t, _ 9 _ ¢

sen § = —CL0 0POSto sena = - sen 3 =
hipotenusa a a g
. Cateto adjacente B b cosa=— cosf=—
cosG = ————— a
hipotenusa % c
tan & Cateto oposto B <=« A tana = p tan 8 = 5

~ Cateto adjacente

Definigao 24 (Circunferéncia trigonométrica) Dado um sistema ortogonal com ori-
gem O = (0,0), denomina-se circunferéncia trigonométrica, a circunferéncia de raio
unitario com centro na origem do sistema, onde a cada ponto P sobre a circunferéncia
corresponde a um angulo o, formado pela semi-reta O? e a semi-reta O_}%, sempre

contado no sentido anti-hordrio.
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Definicao 25 (Arco) Dado um circulo de centro O de raio r e uma dngulo central
a = AOB, com A e B sobre a circunferéncia, denomina-se arco do angulo «, a parte

da circunferéncia compreendida entre A e B, representado por AB, cuja unidade € o o
- T
d.

radiano (rad), definida pela medida do raio, e seu comprimento é dado por AB= Wra
Z

B
- A

Defini¢ao 26 (Seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica) Dado um angulo
a formado por um ponto P(x,y) na circunferéncia trigonométrica, as relagoes de seno e

cosseno ficam definidas da sequinte forma:

sena =1y

cosSx = -1

Defini¢ao 27 (Tangente na circunferéncia trigonométrica) Dado um dngulo « for-
mado por um ponto P(x,y) na circunferéncia trigonométrica e eizo vertical t, tangente
a circunferéncia no ponto (1,0) no seu respectivo, fica definida a tangente do angulo «,

como sendo a coordenada ty do ponto de intersecgao da reta OP com o eizo t.
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P.
sen o
tana = =t >
cos
sen
tan [ = G =15 -1
cos 3

7 e

Os valores do seno, cosseno e tangente dos angulos maiores do que 90° podem ser
estimados com o processo de reducao ao primeiro quadrante, que consiste em associa-los

com os angulos menores do que 90° através da semelhanga de tridngulos (fig. .

(i) 2° Quadrante:

yl

e senf = sena P, Py

e cosfl=—cos«
(ii) 3° Quadrante: B (e}

o

e Sen’y = —senwo -1 a\k a 1:r

e COSY = —CoSQ
(iii) 4° Quadrante:

\ P4
e send = —sena -1

e COS) = cos«

Figura 15 — Reducao ao primeiro quadrante

Devido a associacao de cada arco a um ntmero real, o passo seguinte é a relagdo com
a ideia de “mais de uma volta”. Essa relagao é dada pela definicao de arcos congruentes

(def. , e cria o chamado ciclo trigonométrico (def. , ampliando o conceito de seno,

cosseno e tangente para os niimeros reais.

Definicao 28 (Arcos congruentes) Dois arcos sio congruentes quando suas medidas

diferem de um multiplo de 2w ou 360°.

Definig¢ao 29 (Ciclo trigonométrico) Para cada o € R, existe um arco 5 € [Om,27],
tal que o = S+ k-2m (k€ N).

Essa ampliacao transforma as relagoes de seno, cosseno e tangente em funcgoes reais.
e f:R — IR, definida por f(z) = senz.
e f:R — IR, definida por f(z) = cosz.

e [:R— IR, definida por f(z) = tanzx.
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Este novo conceito também traz as equacoes trigonométricas, que para melhor manipu-

lagao podem ser usadas as relagoes trigonométricas (tabela e as féormulas trigonométricas

(tabela [3)).

Tabela 2 — Relagoes trigonométricas

Identidade Identidade
2 2 —
sin“z+cos"x=1Vz€R || tanx = -2 Vo # 5 +kn
— T — 1
cotx = ——Vao#kn sect = ——Vao+5+kn
1
cscr = G- Vao#kn
Tabela 3 — Férmulas trigonométricas
Férmula Formula

sin(a + b) = sina - cosb +sinb - cosa

sin(a — b) = sina - cosb —sinb - cosa

cos(a+b) =cosa-cosb+sina-sinb

cos(a —b) = cosa-cosb—sina -sinb

__ tanadtanb
ta'n(a’ + b) " l1—tana-tanb

__ tana—tanb
tan(a’ - b) ~ 1+4tana-tanb

sin2a = 2 -sina - cosa

cos2a = cos’a — sin’ a

7
cos2a =2-cos“a—1

2
cos2a=1—2-sin“a

__ 2tana G al \/17cosa

tan2a = =507 [sin §| = /=522
a| _ 14cosa a __ l—cosa __ _sina
|cos 5| = \/ 2 tan 5 = 570" = Ticosa

Em um estudo genérico, as primeiras equacoes envolvendo seno e cosseno levam em
consideracao o intervalo do circulo trigonométrico [—1, 1], para encontrar o valor de uma

segunda incégnita, como por exemplo encontrar o valor de ¢ mostrado nos exemplo na

figura

cosx + bt =6

cosx + 5t =6 =cosx =6 — 5t =
—1<cosz<1=-1<6-5t<1=

= -1-6<-5t<1-6=-T7T<-5t< 5=

sinz =t — 1
—“1<sinz<1=-1<t?-1<1=
= 14+1<#<1+1=0<t°<2=>
= [V <t < |V2l= —V2<t<+V2

7 5
=>-2>t>-=1<t<
5~ 75 - -

(SR

Solugdo: S = {t € R| — V2<t< \/ﬁ}
Solugdo: S ={te R|1 <t < I}

Figura 16 — Utilizando o intervalo do circulo trigonométrico para resolver equacoes envolvendo seno e cosseno

Quando chega na parte das equacoes envolvendo todas as relagoes trigonométricas, as
atividades se baseiam em utilizar valores ja conhecidos e, geralmente, a resposta ¢ uma
formula com base em um k € Z, devido a periodicidade do circulo trigonométrico, além de
substituigdes para que a equagao recaia em uma equagao do 1° ou 2° graus. (Figura .

Outro ponto apds o estudo das matrizes é a insergao das equagées lineares (def. e
dos sistemas lineares (def. , que sao um aprofundamento do estudo sobre equagoes do

19 grau com duas incégnitas e sobre o sistema de equagdes do 1° grau com duas incégnitas.
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2.sinz+3-sinz—2=0 T V3
Substituindo sinx por t o8 (x_ §) B
22 +3t—2=0 r  llx . V3
_(4+3) £ \/(+3)2 — 2.9 Como 5 e e tem cosseno igual a <>
t = 2.9 = temos:
e =T ik a= L+ L 4 2%kr =
:>t=_3i\/9+16$t:_3i\/25 3 6 63
4 4 T 27 3
Sr=—=—4+—"—42kn=>r=— +2kr =
6 6 6
. -3-5 . -3+5 ou
1= 2 =
4 4 T 117 11«
. -8 , . 9 1 I—§77+2kﬂz>$77+§+2kﬂ':>
1= — = — p—= = ==
4 4 2 :>x:11%+21+2kﬂ-:>m: 13% +2km =
~—~
. 1 s 51
{ ST = 5 =T = €+2kﬂ- ou ?+2kﬂ— Congruentea%(2ﬂ+%)
ou
sinx=-2= Az €R ém:E_FQkﬂ

6

Solucdo: S = {w €ERl—x=% +2krouzr=
sz +2k7r}. Solugao: S = {m ERlz=3%+2knoux = %+2k}}.

Figura 17 — Utilizando o intervalo do circulo trigonométrico para resolver equacdes envolvendo seno e cosseno

Defini¢ao 30 (Equacao linear) Denomina-se “equagio linear” toda equagio que pode

ser escrita na forma geral:

a1, + asxo + azxs + -+ + apT, = b

Onde:
o Tq,Xo, T3, , Ty SAO aS incognitas;
e ay,a9,as, -+ ,a, S4o 0s coeficientes das incognitas;

e b é o termo independente.

Defini¢ao 31 (Sistema Linear) Denomina-se “sistema linear” todo conjunto com m
equacoes lineares com n incognitas. Estes sistema € classificado como m X n, e pode ser

escrito na forma genérica:

a11711 + @12T12 + 1313 + -+ Q1T = by

A21T21 + QoaTag + A23Tog + -+ - + G2, T2y = bo

Am1Tm1 + Gm2Tma + Am3Tm3 + - + GmnTmp = bm

Todo sistema linear pode ser classificado como:

o Possivel e determinado: quando o sistema possui solugao tnica;
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o Impossivel: quando o sistema nao possui nenhuma solucao;

o Possivel e indeterminado: quando o sistema possui infinitas solugoes.

A resolucao dos sistemas lineares na forma n x n esta diretamente ligado aos conceitos

de matrizes. Cada equagao é uma linha da matriz, com seus coeficientes como os elementos

da linha.

O primeiro conceito envolvido é o de determinante, que permite classificar a matriz

» Sistema possivel e determinado: o determinante da matriz é diferente de zero;

» Sistema possivel e indeterminado ou sistema impossivel: o determinante da

matriz é igual a zero.

Com relacao a resolucao, a forma apresentada é utilizando o processo de escalonamento.
Sendo A a matriz formada pelos coeficientes das equagoes de incognitas [z1, xa, T3, - - - Ty,
e K a matriz do resultado de cada equagao, teriamos a seguinte relacao:

ail
a21

a31

Gnl

@12
a22

a32

ap2

ais
az3

a33

an3

A1n
A2n

a3n

ann

Ty
)

€2

Tn

k1
ko
k3

kn

A
ai

i / i
Az Q33 A1p
i / I
Qgy Qg3 Aoy,

/ !
0 Q33 a?m,
!
0 0 a

Sistema escalonado

Ty
)

€2

Tn

k1
ko
ks

k/

Onde a,,z, = k, é o primeiro resultado, e cada uma das linhas acima seria encontrado

a partir dos resultados das linhas abaixo. Observando ainda a matriz escalonada:

» Sistema possivel e determinado: se a,n # 0;

« Sistema possivel e indeterminado: se a,n =0 ¢ k, = 0;

» Sistema impossivel se a,n =0 e k, # 0;

O 3° Ano encerra o ciclo de equagdes do ensino basico com as equacoes polinomiais.

Apés a definicao de niimeros complexos, o estudo dos polindmios é retomado. Agora

admitindo as raizes complexas como parte integrante das soluc¢oes das equagoes.

Nesse nivel ainda nao sao discutidos os métodos resolutivos para equacoes genéricas

de grau n. As defini¢oes e propriedades apresentadas sao utilizadas para trabalhar com

casos particulares. Assim, para iniciar o processo de resolucao, sempre é dada uma raiz,

complexa ou nao, como ponto de partida.

A seguir, temos a parte tedrica desse estudo.

Definicao 32 (Polinémio na variavel complexa x) Uma expressio algébrica é clas-

sificada como polinomio na varidvel complexa x quando assume a forma:

Onde:

" + A 1T o™ 4 -+ agx® + asx® + arx + ag
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{an, Gpn-1,-+ ,a0} CC, ea,#0, sio chamados coeficientes do polinémio;

ag € chamado de coeficiente independente;

{n,n—1,n—2,--- 0} CIN, en define o grau do polinémio,

{Inaxn—lv e ,IL’O} cC.

Defini¢ao 33 (Valor numérico) Dado um polindmio p, definido por p(x) = a,x™ +
12" P+ ax+ag, e um nimero o € C, denomina-se “valor numérico do polinémio
p em a”, o valor obtido ao efetuar as operacoes indicadas apés substituir a varidvel x pelo

numero o.

Teorema 1 (Teorema do resto) O resto da divisao de um polinémio f(x) por um

polinémio da forma x — o € igual a f(a).

Defini¢ao 34 (Equacgao polinomial ou algébrica) Uma equagio polinomial ou algé-
brica é equacdo que pode ser escrita na forma a,T"™ + ap_1 2"t + - + a1z +ag = 0, com
an, # 0.

Defini¢ao 35 (Fungao Polinomial) Uma fungio polinomial é uma fungio f: C — C,

tal que f(x) = apa™ + ap_ 12" + - + a1 + ap.

Defini¢ao 36 (Raiz de uma equagao polinomial ou algébrica) Denomina-se
raiz da equagdo algébrica an,x™ + ap_ 12" 1 4+ -+ a4+ ag =0, com a, # 0, o valor o de

x, tal que a "™ + ap_ 10" '+ -+ aja+ag = 0.

Defini¢ao 37 (Conjunto solu¢do de uma equagao polinomial ou algébrica) Denomina-
se conjunto solugio de uma equagdo algébrica a,x™ + ap_12" 1+ -+ + a1z +ag = 0, com

a, # 0, o conjunto S, formado por todas as raizes g, v, ..., o, do polindomio.

Teorema 2 (Teorema de D’Alembert) Um polindmio f é divisivel por x — « se, e

somente se, a for raiz de f.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Algebra (TFO)) Toda equacio polinomial

p(z) =0 de grau n (n > 1) possui pelo menos uma raiz complexa (real ou ndo).

Teorema 4 (Decomposicdo em fatores de primeiro grau) Seja p(x) um polinémio
de graun, n > 1, dado por: p(z) = a,z" + ap_ 12" + -+ + a1 + ag (com a, # 0) pode

ser decomposto num produto de n fatores de 1° grau.
p(z) =an(x — )z —ag)(x —az) ... (z — ay)

Onde ay,ag,as, ..., q, sao as raizes do polinomio p(x).
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Como consequéncia desse teorema, definimos que:

Defini¢ao 38 (Quantidade de raizes de um polinémio p(x)) Toda equacio polino-

mial de grau n, n > 1, admite exatamente n raizes complezxas.

Defini¢ao 39 (Multiplicidade de uma raiz de um polindémio p(x)) O nimero com-
plexo o é uma raiz de multiplicidade m, (m € N, m > 1) do polinémio p(x) =0 se a

forma fatorada de p(x) é:

m

ple)=(z—a)-(z—a)-...- (r =) q(z) = (z —a)" - ¢(2)

m fatores

Onde q(z) # 0.

Defini¢ao 40 (Relagées de Girard) Para equagoes polinomiais de grau n, de raizes

L1, Lo, , Ty LEMOS:

e A soma das n raizes é:

Qp—1

R R
G

e A soma dos produtos das raizes, quando tomadas duas a duas, é:

Qp—2

T1%2 + T1X3 + -+ + Tp_1Ty, =
n

e A soma dos produtos das raizes, quando tomadas trés a trés, é:

Qp—3
ap,

T1Tox3 + 1Ty + *++ + Tp_2Tp_1Tp = —

e A soma dos produtos das raizes, quando tomadas quatro a quatro, é:

Qp—4a

T1XoX3T4 + T1X2X3T5 + +** + Tp—3Tp—2Tp_ 1Ty, =

G,

e O produto das n raizes é:

an

Teorema 5 (Raizes racionais de uma equagao polinomial) Se o nidmero racional
p . .y . ~ (7 . _
~, com p e q primos entre si, é uma raiz da equacdo algébrica a,x™ + a1t 4 -+

ar + ag =0, onde ap,ay_1,...,a9 € Z., € entao p divide ag e q divide a,,.
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Teorema 6 (Raizes complexas de uma equagio polinomial) Se um nimero com-
plexo z = a+bi, com b # 0, é raiz de uma equagdo polinomial com coeficientes reais, entdao

seu conjugado z = a — bi também é raiz dessa equagao.

O trabalho com equacoes polinomiais se baseiam na utilizacao das defini¢des e teoremas,
apenas como exercicios de fixagdo. Nao existem propostas para a resolucao de equagoes

que nao se enquadram em um desses principios.
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4 OS NUMEROS REAIS

Como vimos, o estudo das equagoes na educagao basica tem como foco a resolugao
para se encontrar as suas raizes. As resolugoes sempre estao associadas com os conjuntos
numéricos, tendo como foco, a partir do 8 ano do E.F. II, as chamadas raizes reais, que
sao facilmente encontradas utilizando as formulas resolutivas. Mas o que é uma raiz real?
O que é um numero real?

Com as defini¢oes apresentadas no ensino basico, os niimeros reais sao apenas classi-
ficados como “a unido dos nimeros racionais com 0s numeros irracionais’ e como “um
ponto na reta numérica”. Mas apenas essas duas defini¢oes sao capazes de fazer com que o
aluno entenda realmente o que é ser um ntmero real?

O processo historico nos mostra que a definicdo de niimero veio, basicamente, da
necessidade de contar e medir. No processo de contagem, tanto niimeros naturais quanto
as representacoes dos racionais em forma de fracao sao de facil entendimento pelos alunos.
Esse fato se deve a capacidade de visualizagao.

Quando entramos na representacao decimal, conseguimos trabalhar de forma seme-
lhante, sendo a aplicacao até duas casas decimais facilitada pelo sistema monetario, que
trabalha com a questao dos centavos.

O problema estd na representacdo de medidas de comprimento (ou distancia), pois
estas nem sempre sao exatas. Um problema classico, tratado desde a Grécia Antiga, é
a medida da diagonal de um quadrado de lado unitario (1). Essa diagonal ndo pode ser
expressa por um nimero inteiro, nem por uma fracdo. Em se tratando de uma figura
formada por segmentos de reta, dizemos que esta diagonal é incomensuravel com a unidade,
ou qualquer subdivisao que possa ser feita com ela. Entdo, como expressar seu tamanho
utilizando um nimero? Ou melhor, sua medida é representada por um nimero?

Os gregos conheciam essa medida, assim como varias outras relacionadas, mas nao a
chamavam de nimero. A classificacdo como um “nimero real” veio séculos mais tarde. E
mesmo sem essa classificagdo, foram utilizados processos matematicos para aproximé-la,
bem como para a aproximacao de outros nimeros, como .

Como o foco é a apresentagao para o ensino bdsico, nao vamos trabalhar com as
defini¢oes que classificam os ntimeros reais em um corpo ordenado completo. Vamos usar
uma forma mais sitil para defini-lo, utilizando a construgao com base nas “expressoes
decimais”, apresentada por Limal8l,

Uma expressao decimal é um simbolo da forma:
o =4dap, 149 ...0Qp ...

Onde ag é um nimero inteiro e ay, as, as, ..., a,, ... sao digitos, isto é, nimeros inteiros

tais que 0 < a,, < 9. Para cada n € IN, tem se um digito a,,, chamado o n-ésimo digito da
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expressao decimal . O niimero ay chama-se a parte inteira de a.
Utilizando a notacao em fracdo decimal, definimos o numero real o como sendo a
expressao decimal:
. ay a2 Qn
CK—CL0+17()1+17()2+"‘+W+"'
As reticéncias no final indicam que a soma ¢ infinita, pois um nimero pode ter uma
quantidade infinita de digitos decimais. Contudo, essa soma infinita também tem o

significado de que o nimero real «, pode ser aproximado pelo nimero racional:

& + E + + &
10! 102 107

Com erro maximo dependendo da quantidade de casas decimais adotadas, sendo

Oy = Qg +

representado por: Ton =107".
Entao, temos que:

e g =20ag S Q

ai
e 1 = ag+ E I«
aq a9
. 042—a0—|—10—|—1702\
aq a9 Ay,
o an—ao—l—ﬁ—i—fm—i—ﬁ\a
Ou seja, a sequéncia de ntimeros racionais ag < a1 K ag < a3 < -+ <, < -++ S40
valores (cada vez mais) aproximados do nimero real . Temos entao que 0 < a—a,, < 107"

Seguindo essas caracteristicas, podemos fazer a seguinte definicdo do conjunto dos

numeros reais:

i) Um nimero real @ é um nimero com uma parte inteira separada por virgula de uma

parte decimal infinita: o« = ag,a1as...a,...,onde a € Z e 0 < a, <9;
ii) Um nimero real pode ser definido como:
a) Inteiro: Um nimero real é chamado de inteiro quando ay, as, as, aq, ..., ap, ... =

0 VneIN%

b) Decimal exato: Um nimero real é chamado de decimal exato quando dados

n,k € IN*, existe algum a, # 0 e ap =0V k > n.
¢) Dizima: Um ndmero real é chamado de dizima quando:

o Para cada digito decimal temos que aq, as,as,...,a,,... #0 Vn € IN* ou

« Para cada sequéncia decimal a,,a,, 110,42 ... apix =0, comn € N* ek € N,

existe um digito a, 1 # 0;
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d) Dizima periédica: Uma dizima podera ser classificada como “periddica”

quando existir uma sequéncia decimal a;a;11a;15...,a;4, com i € N* e k € IN,
tal que (ai+k+1 = Qiy Ui k42 = @i 1y - - - Qig2k = Qipk, Gig2k+1 = Ay Qg 2k42 =
@it1y .-y A3k = Qiyk, - .. ). BEsta sequéncia serd chamada de periodo, e podera

ser representada com uma barra acima dela (@;a; 1052 - - - Gitk);

4.1 A dizima periddica

1
Considerando o erro Ton = 107", com n suficientemente grande, temos como transfor-
mar uma dizima periédica na sua representacao decimal em uma representacao na forma

racional, através de operagoes com equacao.

I - Quando o periodo da dizima comega no primeiro digito decimal: Esse tipo de dizima

periodica recebe o nome de dizima periodica simples

(1°) Fazemos a igualdade x = ag, ajasasay . . . a, ... (equagao .

(2°) Multiplicamos a igualdade por 10¥, com k € N*, de forma que o primeiro
periodo da dizima ajas . .., a; passe a integrar a parte inteira (equagao .

(3%) Subtraimos a equacao 1 da equagao 2, resultando a equagao :

(4°) Como por defini¢do axi; = ai,ario = ag...a0k = g, aop41 = Q1,Gop12 =
as...agk = ay, ..., podemos escrever a equagao [£.5}

(52) Resolvemos a equagio para encontrar a fragao de x (equagao |4.7))

T = ag, 1020304 . . . Oy . . . (4.1)
x~10k:agal...ak,akﬂ...an... (42)
k
x-10%" = apay ... a;Qi41 -« o, Qigey Qg1 -« - Ay o (4.3)
— T = ap, A102a304 . . . Ay . ..
k _
x-10° —x = (apay ...a — ag), (g1 — a1) . .. (a2k —ayg) . .. (4.4)
z-10F — 2 = apay . .. ax — ag, 000000. . . (4.5)
x- (10* — 1) = apay . .. aj, — ag (4.6)
_aoal...ak—ao (47)
10k — 1 '
Exemplos:
0,3333... 0,434343. .. 2,161616. ..
xz=0,33333... xr =0,434343... r = 2,161616...
x-10' =03,33333... x - 107 = 043,434343 . .. x-10% = 216,161616. ..
10x = 3,33333... 100x = 43,434343 . .. 100x = 216,161616. ..
— 2 =0,33333 — = 0,434343 —z= 2161616
9x = 3,00000. .. 99z = 43,00000. .. 99x = 214,00000. ..
9r =3 99x = 43 99x = 214
.3 .13 i
9 © 99 99
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Como podemos observar, a subtracio 10¥ — 1 sempre resultard em uma sequéncia

de k digitos 9, portanto, podemos resumir a transformacao de uma dizima
aody ...Q — Qg

9...9
——

kvezes

peridédica com periodo de k digitos em x =

IT - Quando o periodo da dizima nao comecga no primeiro digito decimal: Esse tipo de
dizima periddica recebe o nome de dizima periodica composta
(1°) Fazemos a igualdade = = ag, ajasaszay . .. a, ... (equagio [4.8)).

(2°) Multiplicamos a igualdade por 107, com j € N*, de forma que a sequéncia
ajas . .. ,a;, que nao faz parte da dizima, passe a integrar a parte inteira, criando

uma nova dizima periddica (equagao [1.9)).
(3%) Transformamos a nova dizima em fragdo (equacao [4.10)).

(4°) Resolvemos a equagao para encontrar a fragao de x (equagao {4.12))

T = ag,A102030y4 . . . Oy . . . (4.8)
. boby ... b, — by
w107 = 2Lk T 0 (4.10)
9...9
——
kvezes
boby ... by — b 1
p= L DR TN 2 (4.11)
9...9 107
——
kvezes
boby ... by — b
p=—_t k0 (4.12)
9...9-10
—
kvezes
(4.13)
Exemplos:
0,4533. .. 1,04343. .. 5,3796161 . ..
2 __
z- 10 —445’334“ 210" = 10,4343 . . - 10° = 5379, 6161 . ..
100g — 23 —45 1043 — 10 537961 — 5379
100 = ——=_ 22 1000z = 220207 — 9972
108 99 99
1002 = =5~ L0p — 1033 L000, — 732582
108 99 99
v = __ 1033 532582
94550 ~99-10 = 99-1000
o — 108 L _ 1033 L 532582
900 ~ 990 = 799000

4.2 A aproximacao de nimeros reais

Vamos transformar a dizima periédica 0,999... em fracao.
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0,99999...:3:1

Esta dizima esta tao proxima de 1, que o processo de transformacao em fracao tem como
resultado tendencioso 0,9999... = 1, o que a torna um ponto de observagao importante
para os alunos acerca do que é uma aproximagcao.

Pensando em suas variantes (0,09 = 0,1;0,009 = 0,01;0,009 = 0,001;...), podemos
facilmente concluir que qualquer nimero real, na forma de inteiro ou decimal exato, pode
ser escrito como uma aproximagao de uma dizima periddica com periodo igual a 9. Para

fazé-lo, basta somente transforméa-lo em uma soma conveniente.

5=4+1 2,63 = 2,62+ 0,01 —8,5 = —(8,49 +0,01)
5=4+0,999... 2,63 =2,62+0,0009...  —85=—(8,49 +0,0099...)
5=4,999... 2,63 = 2,62999. .. —8,5=—8,4999...)

Quando o numero real é uma dizima periédica, podemos realizar sua aproximacao
de forma mais “facil”, pois conhecemos todos os algarismos que a compoe, assim como
conhecemos também a posi¢ao decimal de cada um.

Quando partimos para os numeros irracionais, encontramos a barreira do desconhecido.
Como eles nao possuem um padrao, sua aproximacao ¢é feita tendo como referéncia os
nimeros racionais que a cercam, através do método de demonstracao por exaustao (que
nao é apresentado com esse nome), utilizando o principio de falta e execesso. A base do
processo se da com o avango de casa por casa, aonde cada uma depende do encontro da
anterior.

A mencao desse processo se d4 uma Unica vez ao inserir o conjunto dos niimeros irracio-
nais, sendo aplicado de forma rapida na aproximacao de algumas raizes quadradas. Depois
ele é deixado de lado, sem nenhum outro comentario sobre a utilizacao na aproximacao

dos outros numeros irracionais.
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5 AS PLANILHAS ELETRONICAS

No final do periodo do ensino fundamental 1 (4° e 5° ano) o aluno comeca a lidar
com as informagoes apresentadas em graficos e tabelas, sempre associadas com o tépico
"tratamento de informagoes", aprendendo a organizar e montar uma tabela com dados e
desenhar o grafico que a representa, geralmente o grafico de barras verticais.

Com o avanco das etapas, o aluno vai aprendendo a construir outros tipos de tabela
e outros tipos de graficos (barras horizontais, barras multiplas, linha, pictograma, pizza,
entre outros), para representar os mais variados tipos de informagao. E, em determinado
momento, as tabelas comecam a ser vinculadas a calculos matematicos, pois uma das
colunas precisa ser calculada de acordo com os valores de outra(s).

Essas tabelas passam a ser mais utilizadas quando o aluno inicia o estudo sobre
“expressoes algébricas”, em particular no estudo do seu “valor numérico”. O valor numérico
de uma expressao aparece quando precisamos substituir todas as letras da expressao
por nimeros preestabelecidos. Nesse momento, os exercicios sempre sugerem que as
informagoes sejam organizadas em tabelas, contendo uma coluna para a expressao, uma
coluna para cada letra e uma coluna para o resultado.

Quando esse conteudo é vinculado ao contetido “equacgoes e “plano cartesiano” , as
expressoes algébricas passam a ter apenas duas incégnitas, onde uma depende do valor
escolhido para a outra. O plano cartesiano é associado a essas incognitas, onde cada eixo
representa uma delas. Por padrao, o eixo horizontal é sempre a incégnita dominante e o
eixo vertical a incognita dependente.

Um exemplo classico utilizado com os alunos no estudo de expressoes algébricas é
o calculo do lucro na venda de determinado produto, levando-se em consideragao o seu
custo de producao, o valor de venda e a quantidade vendida. Nesse exemplo, além da
organizacao dos dados em tabela, o aluno também aprende a visualizar e tirar informagoes
de graficos.

Criar tabelas e graficos utilizando apenas folha, régua e compasso é um recurso bastante
util em sala de aula para compreender o processo. Infelizmente esse processo comeca a
se tornar inviavel para grandes quantidades de informacgao ou para calculos complexos.
Em relagao aos calculos, eles acabam tornando o trabalho cansativo, pois exigem muitas
repeticoes do mesmo processo.

Com a evolugao das tecnologias e inovacoes das ferramentas de calculo, os livros
didaticos ja trazem para o professor sugestoes de onde e quando utiliza-las. Sempre
iniciando pela calculadora, ao se aprender o conceito de potenciacdo como expoente

natural e expressoes numéricas, como podemos ver no sumario da figura
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® UNIDADE 1
SISTEMAS DE NUMERACAO.................... 12

1. Uma histéria muito antiga...................... 14
Sisternas de NUMEeracao............cccceccveeeeennne. 15
Atividades.........................l18

2. E 0 nosso sistema de numeracao?.

A historia eontinuE:: .oosem s 19
Atividades............ccooovinnnnninne. .23

Tratamento da informacao » Organizacdo,

leitura e interpretacio de tabelas................24
Atividades.........covenne. 28
Por toda parte » A Bacia Amazonica.........29
Tecnologias » Calculadora...........................30
Retomando o que aprendeu....................... 32

.; UIHIDHDE E ’ Utilizando a caIculad;Jra para
CALCULOS COM NUMEROS NATURAIS..... 34 resolver expressoes NUMENiCas. ..........ov....

Atividades_.................oilii

b e e R R B -

Figura 18 — Sumério do livro A ¢

Apés a sua popularizacdo, o computador se tornou um grande aliado da educacao
matematica, pois permite realizar calculos com maior precisao do que as calculadoras
convencionais. Além de permitir trabalhar com a construgao ou a utilizacao de férmulas ja

inseridas na maquina. A utilizacdo desse recurso também ja é recomendada nos préprios

livros didaticos, como vemos na figura

® UNIDADE 3 4. Nimeros primos .. e 118
FIGURAS GEOMETRICAS....................76 i
Atividades... :

5. Potenciacao ...
0O quadrado de um numero
O cubo de um ntmero..
Observactes importante 5
Usando a calculadora....
Atividades...

Por toda parte Dls‘[rlbuu;ao da S

populacdo indigena...

Educacao flnancelra - Ouerer € uma coisa,

precsar é outra..

6. Expressdoes numéricas..
O uso dos parénteses...

EXDIESSOE‘S numericas com adl:;ao

subtracido e multiplicacdo...

Expressdes numéricas com adigéo,
subtracdo, multiplicacio e divisdo................

Resolvendo expresstes numéricas
com todas as operacoes

onquista da Matemadtica - 6° Ano.

Como reconhecer nimeros pnmos7

1. Ponto, reta e plano.........c.....ccccciiicinn. . 78 Decomposwcao &m fa-tores pnmos
2. A reta.. o R Atividades... —
PosicBes relatwas de duas retas Por toda parte . Plantas em extmgao ..125
emum planoicissnsssiisiisniiia 80 Tecnologias * Utilizando planilha eletrénica
Atividades................. e I 82 para auxiliar na divisibilidade...................... 126
Semirreta .. soeaes .83 Retomando o que aprendeu..................... 128
Segmento de reta A Bt WA oris
Atividades................. VR 85
Medida de um segmento e
segmentos congruentes _.....................86 (@ UNIDADE 5
Atividades................ N 88 A FORMA FRACIONARIA
3. Figuras geomeétricas...............c.ccce.e......... 89 DOS NUMEROS RACIONAIS................ 130
Atividades................. —— 20
“'_” e i 1. A ideia de fracao... i ot T
4, Solidos geometricos.........cvvcivneinennnesnn 31 A ideia de fracao como parte de
Atividades 2 g —-1 um todo............ 133
Primas e pirdmides ..o, 92 A ideia de fra;ao como Iesultado da
Atividades..... .. 94 divisio de dois numeros naturais............... 135
Tratamento da mformagao . Estlmatlvas Atividades,._.._._..._._.__._...__,.__._._.._,.__ 136
e projecdes.
PIOIES 2. Problemas envolvendo fracoes..... .137
Retomando o que aprendeu .................. Atividades...........corervermennnes .138
3. Comparando fracoes............................. 139

Figura 19 — Sumario do livro A ¢

onquista da Matemadtica - 6° Ano.

O programa sugerido neste caso é a planilha eletronica.

Uma planilha eletrénica é um programa para computador (e atualmente disponibilizado

também para tablets e smartphones), baseado no processo de construgao de tabelas.
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Tecnicamente, ele é uma grande tabela, onde suas linhas e colunas sdo referenciadas por
nimeros e letras, respectivamente. Talvez surja a davida: por que ter um programa de
planilha eletronica se eu posso criar a tabela em um editor de texto, que vai me servir
para dois trabalhos ao invés de um s6?

A resposta é simples: os programas de planilhas eletronicas permitem a criacao de
formulas para calculos dindmicos. Assim, podemos dispensar o uso da calculadora e ainda
ganhamos a facilidade do calculo ser feito de forma automatica, logo apos os valores serem
digitados.

As planilhas eletronicas, junto com os programas de edicdo de texto e de criagao
de apresentacoes, receberam a classificagdo de “ferramentas de escritorio”,; visto que
sua primeira utilizagdo foi para organizar os dados e permitir a criacao de controles
para gerenciamento, tanto de pessoal quanto de producao. Esse fator sobre as planilhas
eletronicas foi o motivo da sua escolha para desenvolver esse trabalho, pois o aluno tera a
oportunidade de associar os conceitos matematicos com o mercado de trabalho.

Embora existam varios programas de planilhas eletronicas, todos eles seguem um
mesmo padrao. Por exemplo, as colunas sdo sempre referenciadas por letras, na ordem
alfabética, e as linhas por niimeros, inciando do 1; o encontro entre cada coluna e linha é
chamado de “célula”, que é referenciada pela letra da coluna seguida do niimero da linha,
entao a célula Al é a primeira célula da planilha, pois é o encontro da primeira coluna
com a primeira linha (figura . Os arquivos de planilhas eletronicas sdo chamados de
pastas, e cada pasta pode conter varias planilhas. Com essa organizac¢ao, em um tnico
arquivo podem ser construidas varias planilhas, incluindo a possibilidade de uma delas
fazer referéncia as informagoes das outras.

Cada célula pode ser configurada para um tipo de contetido especifico, e o programa ira
trata-lo de acordo com a opcao escolhida, que pode ser um nimero, uma data ou um texto.
A primeira diferenca de tratamento é na forma de apresentacao, onde os nimeros e datas
sao alinhados automaticamente a direita e os textos a esquerda. As outras diferencas estao
nas opgoes de apresentagao para nimeros e datas. Os nimeros podem ser presentados
como inteiros ou decimais (escolhendo a quantidade de casas decimais apresentadas),

fracdo, notacao cientifica, moeda ou CEP.
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Figura 20 — Visao da estrutura de tabela de planilhas eletronicas

Com o aumento dos servigos em nuvem, varias empresas, junto com a disponibilizacao

do servigo de armazenamento, também disponibilizam versdes dos seus programas de
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forma on-line, como é o caso da Microsoft com o Excel e da Google com o Planilhas (figura

21)
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Figura 21 — Planilhas eletronicas online

A mencao dessas duas empresas deve-se aos convénios com o governo do estado Espirito
Santo, que disponibiliza gratuitamente contas institucionais para professores e alunos,
garantindo acesso aos programas sem a necessidade de comprar uma licenga, bastando ter

apenas, um acesso a internet.
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5.1 Funcoes e operadores

Para cada tipo de contetido temos fungoes e operadores especificos e fungoes e operadores
comuns a todos (Figura . Para este trabalho, focaremos nas fungoes e operadoresﬂ

necessarias para a estruturagao de expressoes algébricas e montagens de equagoes (Tabela

, que sao as que podem ser utilizadas com o formato "ntimero".
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Figura 22 — Menu com as fungoes disponiveis nos programa Excel

Tabela 4 — Operadores e fungdes necessarias

Operador / | Descrigdo

Funcao

$ Fixador de coluna e linha (nfo permite
alteragdo ao arrastar a célula)

+ Soma

- Subtragao

* Multiplicacao

/ Divisao

A Poténcia

= Igualdade e indicador de inicio de fér-
mula quando é o primeiro caractere da
célula

> Maior

>= Maior ou igual

< Menor

<= Menor ou igual

<> Diferente

() Prioridade de céalculo

Raiz Raiz quadrada

SE Condicionante: teste, comando se ver-
dadeiro, comando se falso

E Condicionante: Todos os argumentos
tem que ser verdadeiros

Para indicar que a célula receberd uma operacao ou uma funcao, iniciamos a digitacao

Operador / | Descricao

Funcao

ouU Condicionante: Pelo menos um dos ar-
gumentos tem que ser verdadeiro

Soma / | Soma todos os valores de uma lista de

Sum células

MULT Multiplica os valores de uma lista de
células

INT Retorna a parte inteira de um ntmero

ARRED Arredonda um niimero com uma quan-
tidade especifica de casas decimais/

ABS Valor absoluto de um nimero

PI() Retorna o valor aproximado de 7 com
15 casas decimais

SEN Seno

COS Cosseno

TAN Tangente

EXP Poténcia de e

LOG Logaritmo especificando a base

LOGI10 Logaritmo na base 10

MATRIZ. Determinante de uma matriz

DETERM

com "=", depois inserimos os comandos desejados.

1

As fungoes e operadores estdo listadas no idioma “Portugués (Brasil)”, dependendo da versao utilizada,
podem aparecer no idioma “Inglés (Estados Unidos)”, cabendo ao professor a tradugéo durante a aula.
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Uma observacao importante é de que as planilhas eletronicas s6 tém a funcao raiz
quadrada. Neste caso, para calcularmos raizes com outros indices, os alunos precisam
utilizar as defini¢bes basicas de poténcia e radiciacdo, usando poténcias com expoente
fracionario para determinar raizes de indice “n”, quando necessario.

Antes de passarmos para a construgao das férmulas propriamente ditas, convém deixar
que os alunos se adaptem ao ambiente, experimentando informalmente as fungoes e outros
recursos.

Vale a pena destacar o recurso de “arrastar” o contetido de uma célula pelo canto inferior
direito %i!-‘, para que o aluno veja a distingdo entre o que acontece com diferentes
tipos de contetudos: copiar, criar uma sequéncia ou transportar uma féormula, mudando a

referéncia apos “=".

5.2 Construindo férmulas

Apébs a apresentacao dos comandos, o préximo passo é aprender a utilizd-los. Aqui
apresentamos um outro ambiente ao aluno, a barra de féormulas, que é parte digitavel
depois de "fx"(ver figura . Esse espaco serve para melhorar a visualizagao do que é
digitado na célula, facilitando a correcao de textos e féormulas.

A construcao de formulas é uma parte integrante do conhecimento matematico. Ao
trazer este conceito para dentro do ambiente das planilhas, podemos avangar no conceito
sobre expressoes algébricas. Nesse novo ambiente, as incognitas ou variaveis nao sao mais
representadas pela forma padrao, onde utilizamos letras. Agora elas sao representadas
pelas células da planilha; entao, eles tém de compreender que ao invés de utilizar z ou y
(as mais comuns), tém de utilizar as referéncias A1, B3, D5.

Para iniciar o contato com as planilhas eletronicas, todos trabalharao com o mesmo

padrdo de operagoes (tabela [5).

Tabela 5 — Cabecalho da primeira planilha para construcao de férmulas béasicas

A | B C D E F G H I
1| x y | x+y | y-2x | (y-2)x | x2 | raiz quadrada de x | raiz ctibicadey | x elevado a y

E uma lista de valores prefixado (tabela @, para que depois possamos comparar os
resultados e corrigir os erros individuais.

Nesta situacao, os alunos tentaram digitar a fragdo apenas fazendo "1/8"e "1/3". Por
definigdo, o Excel entende como data, e apresentard "1/agosto’e "1 /margo'e ndo vai mostrar
a fracdo. Para resolver esse problema, ou o aluno trabalha com a definicdo "toda fracao
representa uma divisao entre dois inteiros", que deve ser feita digitando "=1/8"e "'=1/3"; e

trabalhando com a representacao decimal, ou o aluno coloca a célula no formato "fracao",
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Tabela 6 — Valores utilizados como exemplos para construgdo das férmulas basicas

A | B

1 X y

2| -2]-8

3] 0]-5
a5 (3

5 2 8

bem como as células onde as férmulas estao inseridas, para que o resultado siga o mesmo
modelo.

O formato fracao tem alguns modelos pré-estabelecidos e, como padrao, permite a escrita
de fragoes com no maximo 3 algarismos no numerador e 3 algarismos no denominador,
para aumentar a quantidade de algarismos, precisamos criar um formato "personalizado'a
partir do modelo de fracdo, aumentando a quantidade de casas decimais.

As férmulas utilizadas estdo descritas na tabela [7] com os resultados apresentados na
figura

Tabela 7 — Construcao das férmulas basicas

A B C D E F G H I
1 X y X +y y - 2x (y - 2)x x2 raiz quadrada de x | raiz cibica dey | x elevado a y
2| -2[-8] =A2+B2 | =B2-2%A2 | = (B2-2)*A2 | A2? = RAIZ(A2) = B2°(1/3) = A2"B2
G2 +( fe | =RAI1Z(A2)
A B C D E F G H I
il b ¥ X+y y-2% (y-2)x ol Raiz quadradade x  Raizcubicadey xelevadoay
2 e -8 -10 -4 20 4 I HNUM! .I -2 o
3 0 -3 -5 -5 ] 1] 1] -1,70997594668 M #DIV/0!
4 1/8 1/3 11/24 1/12 5/24 1/64 0,353553390593 0,693361274351 1/2
5 2 3 10 4 12 4 1,414213562373 2 256
A

Figura 23 — Primeira planilha com a construcio das férmulas béasicas

Usando os resultados apresentados (figura , podemos discutir algumas mensagens

de erro do Excel:

1. O erro #NUM! em G2 representa que o calculo nao é valido para o niimero especifico,

obtido ao tentar extrair a raiz quadrada de um nimero negativo;

2. O erro #DIV/0! em I3 representa uma divisdo por zero, obtido ao tentar elevar 0 a

um expoente negativo;

Os dois erros estao ligados aos dominios das operagoes.
Partindo dos erros encontrados, podemos trabalhar com o comando “SE”, com o
comando “E” e com o comando “OU” para contorna-los. Para contornar o erro da raiz

quadrada, devemos calcular apenas para nimeros nao negativos, entdo o pensamento seria
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“Se for maior ou igual a zero eu calculo”. Para contornar o erro da divisao por zero, se
a base for 0, o expoente s6 pode ser positivo, mas se a base for diferente de 0, o célculo
procede, logo, “Se a base for 0 com expoente positivo ou a base for diferente de zero, eu
calculo”. A construgao da férmula nas colunas G e I passam a ser as da tabela [§ com os
resultados da figura [24]

Tabela 8 — Contornando os erros com os comandos “SE”, “E” e “OU”

G 1
2 — SE( A2 >= 0; RAIZ(A2); "A raiz | = SE( OU( E(A2 = 0; B2 >= 0); A2
nao é real") <> 0); A2"B2; "Divisdo por zero")

G2 v Jx | =SE(A2>=0;RAIZ(A2);"A raiz ndo & real")

A B C D E F G H 1
1 b ¥ X+y y-2% (y-2)x bl Raiz quadradade x = Raizcubicadey x elevadoay
2 -2 -8 -10 -4 20 4 I A raiz ndo & real .I -2 1]
3 0 -5 -5 -5 0 0 0 -1,70997594668  Divisdo por zero
4 1/8 1/3 11/24 1/12 5/24 1/64 0,3535533590593 0,6933612743506 1/2
5 2 8 10 4 12 4 1,414213562373 2 256
6

Figura 24 — Resultado com o tratamento dos erros com os comandos “SE”, “E” e “OU”

Em uma outra planilha construiremos a tabela trigonométrica dos angulos notaveis,
para podermos compreender como o Excel trabalha com as férmulas trigonométricas. O

cabegalho e as férmulas estdo descritas na tabela[J] e a planilha com a tabela completa na

figura

Tabela 9 — Utilizagdo das férmulas trigonométricas

A B C D
1 Angulo Seno Cosseno Tangente
2 0 = SEN(A2) = COS(A2) = TAN(A2)
B2 v ( fe | =SEN(A2)
A B C D
1 | Angulo Seno Cosseno Tangente
2 0 0 1 0
3 30 -0,988031624 0,15425145 -6,405331197
4 45 0,850903525 | 0,525321989 | 1,619775191
5 60 -0,304810621 | -0,95241298 | 0,320040389
6 90 0,893996664 | -0,448073616 | -1,995200412
=

Figura 25 — Tabela trigonométrica dos dngulos notaveis

Pelo resultado, podemos observar que, com excecao do 0, os outros valores estao
“errados”. Isso porque o Excel ndao tem formato para angulos, entdo o cédlculo é realizado
com os valores em radianos. Para que o valor se aproxime do original, precisamos utilizar a
funcdo PI() e escrever os angulos na forma de radianos (tabela [L0]), obtendo os resultados
na figura [26]
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Tabela 10 — Angulos utilizados nas férmulas trigonométricas

B
1 Angulo
2 Radiano
3 0
1 —PI()/6
5 —PI()/4
6 =PI1()/3
7 =PI1()/2
| Al - | e | Engulo
A B C D =
1 | Angulo
5 Seno Cosseno Tangente
v Grau Radiano
3 0 0 1] 1 o
4 30 0,52359877560 0,5 0,866025404 0,577350269
5 45 0,78539816340 0,7071067381 0,707106781 1
6 60 1,04719755120 0,866025404 0,5 1,732050808
7 90 1,57079632679 1 0,0000000000 16324552277619100

Figura 26 — Tabela trigonométrica dos dngulos notaveis com adaptagdo para radianos

Neste exemplo vemos o erro provocado pelas limitagoes do programa, pois sabemos que
tan 90z nao existe, mas ele aproxima o valor com base na quantidade de casas decimais de
7 programadas.

O 1ltimo exemplo é inserir pontos dentro de um intervalo [a, b], definindo a quantidade
b—

fEse
1 < n <, conforme esquema apresentado na tabela gerando a tabela da figura [27]

Para isso, vamos utilizar uma funcionalidade que é a de adaptacao da féormula ao

de pontos i, fornecendo o espagament h = usando a féormula x, = x,,_1 + h, com

arrasta-la para células adjacentes ou copia-las para outras células. Por exemplo, se na

célula A2 vocé digita a féormula "=Als"e a arrasta para a célula B2, automaticamente ele

escrevera a formula "=B1y",; se arrasta para a célula A3, escrevera "= A2,, e se copia para

a célula K30, escrevera "=K29,". Em alguns casos, quando uma célula for usada como
) Y

referéncia constante, ela é escrita com $ antes da coluna e antes da linha que sera fixada,

sendo escrita dessa forma $A$3.

Tabela 11 — Insercdo de pontos em um intervalo

A B C D E F G H I J K [ L
1 a = b= i= h = = (E1-B1) /
(H1 4+ 1)
2 a T T2 T3 T4 Ts5 g T7 T8 xg x10 b
3 = B1 = = = = = = = = =134+ | = =
A3 +| B3 +| C3 +| D3 +| E3 +|F3 +| G3 + | H3 + | $K$1 J3 + | K3 +
$KS$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1 $K$1

2 Devemos lembrar aos aluno que utilizaremos i+ 1 para crid-lo pois temos que considerar as extremidades

do intervalo, sendo a o ponto 0 e b o ponto 11.
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| B3 - fe | =n3+5K81
A B C D E F G H | i} K L
at a= -3 b= 9 i= 10 h= 1,0909091
Z a AL %2 %3 x4 %5 %6 X7 %8 %9 %10 b
3 -3 I -1,5090909 .I -0,8181818 0,2727273 1,3636364 2,4545455 3,5454545 4,6363636 5,7272727 6,818181818 7,9090909 9

Figura 27 — Tabela trigonométrica dos angulos notéveis

5.3 Inserindo graficos

O grafico é um recurso muito aplicado em varias areas da matematica, principalmente
no que diz respeito ao tratamento de informagoes, sendo utilizado para transformar
uma apresentagao puramente numérica em uma apresentagao visual, propiciando uma
visualizagao mais rapida da variacao de valores. Os programas de planilha eletronica ja
tém varios modelos de graficos para serem utilizados, e podem ser vinculados a qualquer
planilha da pasta de trabalho, ou seja, o grafico ndo precisa estar na mesma planilha
dos dados. Além disso, podemos ter varios dados no mesmo grafico, possibilitando a
comparagao entre eles de forma mais simples.

A construgao grafica também é um topico de suma importancia para o estudo das
equagoes, pois permite a visualizacao do comportamento dos resultados a medida que os
valores da incégnita aumentam ou diminuem. Para trabalhar com os gréaficos, faremos
uma tabela utilizando as fungdes LOG10 e EXP de x no intervalo [—5, 5], dividindo o
intervalo em 20 pontos. Como o intervalo é longo, produziremos a tabela com o intervalo
na vertical.

Para inserir um grafico, vamos ao menu Inserir — Gréafico, e selecionamos o grafico
adequado para apresentar os nossos dados. Inicialmente, utilizaremos o grafico de linhas
com marcadores (Figura [28)).

a
- Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisio Exibicio

VO LE#EPD @@l QO @ 2 3 4 J w Q

Tabela Tabela | Imagem Clip-art Formas SmartArt | Colunas Linhas Pizza Barras Area Dispersio Qutros Hiperlink ~ Caixa de Cabecalho WordArt Linha de  Objeto Simbolo

Dindmica ) G Graficos = Texto e Rodapé il Assinatura~

Tabelas Ilustragdes Graficos 5 Links Texto

ca - £ | =LoG10(83) F4%

4 8 £ D E Bl \oeriv Grifico =T 7 x B E
1 a= -5 b= 5
2 X i Log10 Exp 3 Modelos Coluna 2
3 12 -5 #NUM! | 0,006738 il Cora ‘
4] 20 452 [ #NUM! |0,010848 - Lﬂ_u I_Bﬂ \E—ﬂ Jﬂlﬂ Jg@ Bﬁ jﬂi
D -405 | #NOM! [0,017464 ¢\ﬁ ich ‘
6 49 -3,57 #NUM! | 0,028116 22 passg & Piza : - ¥ ﬂ ﬂ
7 50 -3,10 #NUM! | 0,045264 E bara J‘mﬁ lﬁa J_uFi Jﬂﬁ J‘Il‘,1 JA | | lA’ |
8 6 2,62 [ #NOM! | 0,072672 MA drea
9 7 244 [ #NOM! | 0,117319 i xv pepersio) m& J ] l A J umn
10 s 1,67 | #nUM! | 0,188876 i 8 ﬁj LAY el A
11 s 1,19 #NUM! | 0,304076 i Aces =
12 100 0,71 [ #NUM! | 0,a89542 @ superfice e
13 110 -024 | #NOM! |0,788128 @ Rosca L L L 'b Iy: Jal
14 120 024 |-0,62325 | 126883 3 Bohas | | =] | ¥
15 130 071 |-0,14613 [ 2,042727 By Raer ——
16| 140 1,19 |0,0757213,288647 =TT ‘ | .

= = [ - —

i; i; z:z 3::;2:: ;;934;1:6 Gerendiar Modelos. Definir como Grafico Padrio Cancelar
19 172 2,62 0,418143 | 13,72265 t 42 Passo
20 180 3,10 |0450694| 22,0925
21 190 3,57 | 0552842 35,56737
2] 200 4,05 0,6072_| 57,26096
23] 210 4,52 |0,695504 | 92,18612
24| 220 5,00 0,69897 | 148,4132

Figura 28 — Inserindo gréfico

Criaremos um ambiente grafico vazio, se nao tiver informagoes na planilha, ou um grafico
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com valores que o proprio programa escolherd; para mudar esses valores, selecionamos
o grafico inserido, e no menu de "ferramentas de grafico", vamos na aba "Design'e na
opgao "Selecionar Dados'(Figura . Na caixa de didlogo que ird abrir, apagamos as
informacgoes da opcao "Intervalo de dados'. Automaticamente as informacgoes da "Entrada
de Legenda (séries)"e "Rétulos do eixo horizontal (Categorias)"serdao apagados. Em seguida
vamos clicar em "Adicionar'da "Entrada de Legenda (séries)'(Figura 29b)). Na caixa de
didlogo que abrir, em "Nome da série", selecionamos a célula com o nome "Logl0", e em
"Valores da série", selecionamos toda a coluna com os valores de LOG10 de z e clicamos
em "OK'"(figura 29d). Depois, em "Rétulos do eixo horizontal (Categorias)", clicamos
em em "Editar'(Figura 29d)), e no "Intervalo do rétulo do eixo'serd selecionado todo o
intervalo com os valores de x utilizados, e clicando em "OK"(figura . Ao voltar para a
tela inicial, faremos o mesmo procedimento para inserir os valores de EXP de x. Entao,
finalizamos um gréfico com as duas informagoes, o logx e e*(Figura .

Para discutir os resultados, podemos inserir uma série de cada vez. Sobre o logaritmo,
como nao ¢é definido para niimeros negativos, a féormula gerou o erro, mas o Excel associou
os resultados a 0 no grafico. Essa associacao errada precisa ser explicada, caso esse grafico
tenha que ser apresentado. Sobre a exponencial, verifica-se facilmente que ela nao assume
resultados negativos, pois pelas propriedades de poténcias, o expoente negativo apenas

inverte a fracdo da base.
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Eal
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(e) Selecionando os valores do rétulo do eixo horizontal da série

Figura 29 — Modificando as séries de dados do grafico

Grafico 2 -Q £|
A B c D 3 F G H 1 3 K L ™M N o
ol a- S b= 5 i= 20 h= | 047619
2 X Logio | Exp o
3 12 5 #NOM! | 0,006738 160
4 20 -4,52 #NUM! [ 0,010848
5] 3¢ -4,05 #NOM! [ 0,017464 140 F
6| a° -3,57 [ #nimt |o,028116
7 IE -3,10 ﬂM?M‘. 0,045264 G
8| 60 -2,62 [ #nim! |0,072872
9| 1 -2,14 [ #nimt |o,117319 /
10, 8¢ -1,67 #NUM! | 0,188876 100
1| 9 -1,19 #NOM! | 0,304076 f
12] 100 -0,71 [ #nim! |o,489542 50
13] 110 0,24 #NOM! | 0,788128 / SenlelD
14| 120 0,24 |-062325 [ 1,26883 0 ~B—Exp
15| 132 0,71 [-0,14613 [2,042727
16 142 1,19 |0,075721]3,288647 /
17| 1s¢ 1,67 0,221849 | 5,29449 G0y
18| 162 2,14 |0,330993|8,523756 /
19] 170 2,62 |0,418143]13,72265 20
20| 18e 3,10  |0,490634 | 22,0925 _.r/
21] 19¢ 3,57 |0,552842 35,56737 G -
2| 200 405 | 06072 |57,2609 inidosiodnMolinnis o el ol aHiN el s ndioiin finl ne e
23] 210 452 0,655504 | 92,18612 FTYTTdFf TGS ddd N e m T T
24| 220 5,00 0,69897 | 148,4132 g
2

Figura 30 — Gréfico das equagdes logx e exp®
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6 INTRODUCAO AOS METODOS NUMERI-
COS PARA APROXIMACAO DE RAIZES
REAIS

Nos cursos de graduagao em matemdtica, uma das disciplinas que fazem parte do
curriculo é a de Calculo Numérico. Nesta disciplina os alunos aprendem a resolver modelos
matematicos através da andlise numérica ao invés da andlise algébrica, utilizando varios
métodos iterativos de aproximagoes para a solugao dos modelos.

Com o avanco e popularizacao de recursos tecnologicos com alta capacidade de pro-
cessamento, os estudos dos métodos de aproximacao de raizes se tornaram mais praticos,
onde o unico trabalho seria escrever a programagao correta para que a maquina fizesse a
parte pesada dos calculos. Existem varios programas que realizam essas analise numéricas
de forma rapida, bastando apenas digitar a equacao.

No contexto da educagao basica, o aluno ja aprende sobre o conceito de aproximagao
por falta e excesso ao estudar sobre raizes quadradas irracionais. Esse procedimento é
mostrado com a aproximacao feita por etapas, avangando uma casa decimal por vez, em

sequéncia, até a precisao desejada, conforme mostra a figura 31}

Porém, nem sempre dispomos de uma calculadora. Como podemos calcular,
nesse aso? jay
Podemos determinar o ntimero que expressa a raiz quadrada, com apro- * O numero que expressa /30 & maior que 5,4 e menor que 5,5
ximac&o de uma ou mais casas decimais, fazendo uma estimativa desse valor. e 54 e 5,5550 05 NUMEros que representam uma aproximacao para /30 até décimos.
Vejamos, entdo, como estimar a raiz quadrada de 30 com os conhecimentos
que ja temos sobre os ntimeros quadrados perfeitos.
* 30 éum numero que estd entre os quadrados perfeitos 25 e 36.
¢ Como 25 = 5’ 36 = 67, 0 nimero procurado estd entre 5 e 6.

Observando os célculos anteriores, verificamos que:

Para ndo termos dois valores, convencionamos que o ndmero procurado corresponde ao
menor valor e escrevemos: /30 = 5,4. Assim, a raiz quadrada de 30 ¢ aproximadamente igual
a 5,4 se a aproximacao for de uma casa decimal (menor que 0,1). Caso haja necessidade de uma

aproximacao de duas casas decimais (aproximacao menor que 0,01), fazemos mais tentativas com
* Vamos descobrir que numero é esse fazendo tentativas: numeros entre 5,4 € 5,5
B —=5 1051 =201 —= 2601 <30 Pela convencdo j& estabelecida, podemos By Tl e R
- y (5,427 = 29,3764 —» 29,3764 < 30
escrever que /30 = 5,47, ou seja, a raiz qua- (5,43 = 29,4849 — 29,4849 < 30
drada de 30 é aproximadamente 5,47 se a (5,447 = 29,5936 —> 29,5936 < 30
aproximacao for de duas casas decimais (menor (5,45 = 29,7025 — 29,7025 < 30

(5,27 =52 x 52 = 27,04 — 27,04 < 30
(537 =53 x 53 = 28,09 — 28,09 < 30
(5.47' =54 X 54=2916 — 2916 < 30
(557 = 55 x 55 = 30,25 — 30,25 > 30

que 0,01). (5,46) = 29,8116 —> 29,8116 < 30
2 Um nimero positivo x representa a raiz quadrada gg;z i ;ggigi :: ig'?égi i ;g
52 aproximada, com uma casa decimal, do nimero ' s £
(a) (b)

Figura 31 — Apresentagao do método de aproximacgdo de raiz quadrada: livro A conquista da matematica, 8 Ano

Mesmo sem a definicao formal, este método utiliza o conceito do erro de aproximagao
dos ntimeros reais na forma de fragdo decimal: o= 107",

[19]7 podemos

Com base nesse procedimento, e nas defini¢bes de Ruggioero e Lopes
inserir o conceito dos métodos de aproximacgao, melhorando o procedimento apresentado
nos livros didaticos e ampliando para equagoes polinomiais, logaritmicas, exponenciais e
trigonométricas.

Embora faca parte do programa do 2° Ano do E.M., nao trataremos dos métodos

numéricos para sistemas lineares, pois a estrutura seria complexa demais para o ambiente
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das planilhas eletronicas sem a utilizagdo de uma programagcao via cddigo interno, chamado

de “macro”.

6.1 Definicao de Erro e Precisao

Para que possamos trabalhar com aproximagoes, devemos definir com os alunos alguns
conceitos. Comecando com o de precisao e erro. De acordo com a lingua portuguesa do

Brasil:
o Erro: Desacerto, engano;

o Precisao: 1. Necessidade, falta de alguma coisa indispensavel, pobreza, urgéncia 2.

Exatidao, rigor.

Em célculo numérico, a precisao é representada por €, e é o limite para o erro obtido

com as aproximagoes. O erro pode ser encontrado de duas formas:

1. Erro Absoluto (EA): Definido como a diferenca entre o valor exato de um nimero

e seu valor aproximado .
FA, =xz—=x

2. Erro Relativo (ER): Definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado
Z.
FA, ©-x

ER, =

x x
Entao, por definicato FA <ee FR <.

Como nao conhecemos o valor real do zero da fungao, se x € [a, b], entdo podemos

definir o erro E através do intervalo real [a, b] definido, fazendo

E,=|b—al<e

Além disso, também temos que considerar que, se x for uma aproximacao da raiz da

equacgao, entao f(x) estard bem préxima de zero, logo, podemos definir que:

Definicao 41 (Teste de parada) O nimero real x € [a,b] € uma aproximagdio da raiz

da fungdo f com precisio € se |b—a| <ee f(r) <e
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6.2 Os métodos numéricos

Os métodos estudados serao os da bisseccao e da posicao falsa, que tem como principio
o Teorema de Bolzanoﬂ, o qual gera a chamada fase do isolamento, pois produz o

intervalo onde possivelmente a raiz esta incluida.

Teorema 7 (Teorema de Bolzano) Seja f(x) uma fungao continua num intervalo [a,

bj. Se f(a)- f(b) <0, entio existe pelo menos um ponto x = ¢ entre a e b tal que f(c) = 0.

Demonstracdo 1 Suponha f(a) < 0 < f(b) e tome a = ag e b = by. Seja ¢y o ponto

médio do segmento [ag, by|. Desta forma temos que:

f(co) < f(bo) ou f(co) = f(bo)

Suponhamos f(co) <0 (o pensamento é andlogo para f(co) > f(by) e facamos ¢y = a;
e by = by, logo f(ar) <0< f(by). Seja ¢1 o ponto médio do segmento |[ay,b]. Entdo temos

que:

flcr) < f(br) ou f(cr) > f(br)

Sequindo essa linha de raciocinio, construimos uma sequéncia de intervalos encaizados

da forma:

[ag, bo] D [a1,b1] D lag,ba] D ... D ... D [an, by D ...

Pelo Teorema dos Intervalos Encaz’xanteﬂ existe um unico o € R tal que a, < a <b,
para todo n € N. As sequéncias (a,) e (b,) convergem para o devido a maneira como

foram construidas. Como por hipdtese f é continua, seque que:

lim f(an) = f(a) e lim f(b,) = f(a)

n—-+00 n——oo
Conclui-se que:
fla)<0ef(a)>0

Portanto, f(a) = 0.

Essa demonstracao para os alunos do ensino médio pode ser convertida em uma de-

monstracao visual, visto que nesta etapa o raciocinio logico ainda esta em desenvolvimento.

L O teorema de Bolzano tem como base o Teorema do Valor Intermediario: Seja f uma funcdo continua

no intervalo fechado [a,b] e N um nimero qualquer entre f(a) e f(b), em que f(a) # f(b). Entéo existe
um ndimero ¢ em (a, b) tal que f(c) = N

Teorema dos Intervalos Encaixantes: Seja I1 D ... D ...I, D I,41 D ... uma sequéncia decrescente de
intervalos fechados e limitados de R, I,, = [ay, by]. Entéo existe x € NpenIy.
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(b) flz) =22 -2z —2 (c) f(z) =% +32* — 223 — 22 — 102 +4

Figura 32 — Demonstragdo visual do Teorema de Bolzano

6.2.1 Método da Bisseccao

O método da bisseccao é um dos métodos iterativos para se obter os zeros reais de uma
fungdo. Ele consiste em, apds a escolha do intervalo inicial [a, b] e a precisao e desejada,
realizar a reducao do intervalo através da obtencao do ponto médio & do intervalo, até
encontrar um intervalo [a, b] onde |b — a| < e.

Para realizar esse processo, implementaremos os seguintes comandos:

 Escolher o intervalo inicial [a, b], tal que f(a)f(b) < 0.

e Encontrar z, fazendo x = “T*b

e Realizar os testes

> 0, entao fazemos a =T
Sef(a)f(x) < 0, entao fazemos b =

= 0,entdo x é a raiz procurada

« Com o novo intervalo [a, b], se |b — a| < €, escolhemos um Z no intervalo como a raiz
procurada.
6.2.1.1 Estudo da Convergéncia do método da Bisseccdo:

Estudar a convergéncia ¢ verificar se os procedimentos adotados realmente se aproximam

do resultado esperado ou ndo. Como vimos anteriormente, dado um intervalo inicial [a, b],
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o método gera uma sequéncia de n intervalos tais que:

b—a
bl—a1: 9
bl_al ba b—a
b— = :L:
2=y 2 T 22
bQ—CLQ b%a b—a
b— = = 2 =
3TBT T o ~ o3
b 4 = bn—l An—1 _ 2;—a1 _ b—a
" " 2 2 2n
—a
b, —a,=——,VneN

Como n — oo, podemos aplicar o limite nos dois lados da igualdade, ficando:

: . b—a
A (b = an) = limg, =2
N—————

=0

lim (b, — a,) =0

n—oo

lim b, — lim a, =0

n—oo n—oo

lim b, = lim a, = «
n—oo

n—oo

Como f(x) é continua em [ay, b,], entdo f(a,)f(b,) < 0, logo,
Jim f(an)f(bn) <0 = lim f(an)- lim f(by) <0 =
= Sl an) - ( iz br) < O
Como nlg& b, = 7}13)10 a, = «, entao
fl@) - fle) 0= [f() <0= f(a) =0

6.2.1.2 Quantidade de interacGes

A quantidade de iteracoes a serem efetuadas é uma das preocupacoes ao se realizar os
testes numéricos. No método da bisseccao, podemos realizar esta estimativa com base na
prépria relacdo entre os intervalos. Entao, sendo [ag, by] o intervalo inicial, procuramos
um intervalo [a,, b,] | b, — a, < e. Com relagdo a [ag, by e [an, b,] temos que:

bo — ap

b, — a, = on , VneN
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Entao, temos que:

by — ag by — ag
= €>
on <7 o
bo — ag
€
= nlog?2 > log(by — ag) — loge =

bn_an:

by — a
= 2" > 0 0

= log 2" > log

=

log(by — ag) — log e

=n>

log 2
Deste modo, para um intervalo [a, b] qualquer, a quantidade de interagoes serd n >
log(b—a)—loge
log 2 ’

Por exemplo, se escolhermos o intervalo [—2, —1] com precisio ¢ = 1077,

log(b—a) —loge log(—1—(—2)) —log10™> logl— (—5) 5

" log 2 log 2 0,301 0,301

= 16,611

teremos, no minimo, 17 iteragoes.

6.2.2 Método da Posicao falsa

O método da posigao falsa é semelhante ao método da bisseccao. A diferenca estéa
no fato de, apds a escolha do intervalo inicial [a,b] e a precisao € desejada, a redugao do
intervalo sera através da obtencao da média ponderada x do intervalo, até encontrar um
intervalo [a, b] onde |b — a| < e.

Para realizar esse processo, implementaremos os seguintes comandos:

 Escolher o intervalo inicial [a, b], tal que f(a)f(b) < 0.

» Encontrar z, fazendo z = “”l‘ﬁz:;lﬁf’;(‘gi‘;r)l, quando f(ay)f(bn) > 0V ap, b, € [a,b] ou
T= %, quando f(ay)f(b,) < OV ay,,b, € [a,b] .

e Realizar os testes

> 0, entdo fazemos a = &
Sef(a)f(z) < 0, entdo fazemos b =

= 0, entdo r ¢ a raiz procurada

« Com o novo intervalo [a, b], se |b — a| < €, escolhemos um = no intervalo como a raiz

procurada.
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7 APLICANDO OS METODOS NUMERI-
COS

Neste capitulo, mostraremos como utilizar as planilhas eletronicas para o processo de
aproximacao de raizes. Para isso, utilizaremos alguns problemas propostos nos proprios
livros didaticos.

Quando se relaciona situagoes problema com equagcoes, por varias vezes o aluno consegue
interpretar e montar a equacgao descrita no problema, mas erra pequenos detalhes no
momento em que tem que reduzir a expressao algébrica criada. Esses pequenos erros
impedem que o aluno obtenha a resposta real do problema.

Todavia, se formos comparar com situacoes reais, dificilmente encontraremos alguém
que, nos dias de hoje, monte uma estrutura algébrica, passe pelo processo de redugao para
depois resolvé-la. Ja existem varias aplicagoes que resolvem essas estruturas da maneira
como sao escritas, reduzindo o tempo e evitando o erro da simplificacao algébrica.

Para familiarizar o aluno a esses processos, vamos apresentar como montar essas
estruturas utilizando as planilhas eletronicas, de forma que a maquina procure as suas
raizes. Dessa forma, mostramos ao aluno que, utilizando as novas tecnologias ao nosso
favor, nao precisamos a todo momento recorrer a formulas resolutivas em aplicagoes reais.

Antes, porém, vamos criar um modelo de estrutura para as planilhas, de forma a

padronizar a construgao para ser utilizada em todas as etapas.

7.1 Modelo de estrutura para utilizacao dos métodos da bisseccao
e posicao falsa

Definiremos aqui um modelo de estrutura para as planilhas, de forma a direcionar o
aluno em alguns pontos, para que o foco seja a construcao das féormulas e a andlise dos

resultados.

1. Inserc¢ao de pontos no intervalo: Escolhido o intervalo [a,b] inicial, sempre
inseriremos 20 pontos para a andlise de sinais (conforme procedimento criado anteri-
ormente), acrescentando uma segunda linha com a construcao da fungao escolhida,
formatando suas células como "ntimero", com a opg¢ao de apresentar os nimeros
negativos em vermelho, com duas casas decimais. Inicialmente, teremos duas escolhas
para o refinamento do intervalo, podendo ser ampliada de acordo com a necessidade.
Também serd construido o grafico da segunda escolha do intervalo, de forma a

visualizar o comportamento dos valores. Das op¢oes de grafico disponiveis, a que
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mais se assemelha ao grafico de uma fungao é a opcao "dispersao com linhas suaves".

(figura B3).
[ H2 - 5
A B C D E F G H 1 ] K L M N (o] B Q R 5 L u v w
-scolha do intervalo para aproximagio daraizde f(x) =
12 escolha a= b= k= o
a al a2 a3 ad as ab a7 a8 ag9 al0 all a12 al3d ala als alb6 al7 als al9 a20 b

1

2

3

4 X 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5 | fix)
6

7

8

9

22 escolha a= b= k= [

a al a2 a3d a4 a5 a6 at a8 a9 alo a1l a12 al3 ala al5 ale al? alg al9 a20 b
x | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

10 f(x)

12 120

1,00

—SEriEl

25 020

28 000

Figura 33 — Padrao para a escolha do intervalo

2. Construgao das planilhas com os métodos de aproximacgao: Cada método de
aproximacao sera construido em sua propria planilha, mas seguindo o mesmo padrao
de cabecalho, mudando apenas com relacao a média m. No caso da bisseccao, o
cabegalho serd "Ponto Médio (m)", e no caso da posigao falsa serd "Média ponderada

(m)". A precisao utilizada serd sempre sempre 1077 (figura .

| a1 - £
A B £ D E F G H 1 J
1 Célculo da aproxi do de raiz de f(x) = pelo método da
2 passo a fla) — f(b) b (m) f(m) Erro [b-al Precisio
3 0,0000001
4 1

Figura 34 — Padrdo para a escolha do intervalo
Quando ocorrer o caso de mais de uma raiz, sera construida uma planilha para cada
intervalo.
3. Formulas comuns: Para ambos os casos, serao utilizadas as seguintes formulas

a) Escolha do novo intervalo (a partir da 52 linha considerando a linha

imediatamente anterior):

Para a — Se f(a)f(m) >= 0, entdo a = m, sendoa =a

Para b — Se f(a)f(m) <=0, entdo b= m, sendoa =b

F
a e b
5 | =SE((C4*H4)>=0;G4;B4) | --- | =SE((C4*H4)<=0:G4;F4)
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b) Céalculo do erro (sempre considerando a e b na mesma linha:

|b—al

1
3 Erro |b — af
4| = ABS(F4 - B4)

c¢) Verificagdo da precisido (sempre considerando o erro e o valor de f(x)
da linha:

Se erro < precisao e f(z) < precisao, entdao 'Sim', sendo "Nao'

J
3 0,0000001
4 | =SE(E(I4 <= $J$3;H4<= $J$3):"Sim";"Nio")

7.2 82 Ano do Ensino Fundamental Il

Como vimos, o 8° Ano é marcado pela formalizacdo dos ntimeros irracionais e pelas
equagoes de 1° grau com uma incognita e pelos sistemas de equagoes com duas incognitas.
Os numeros irracionais trabalhados sao apenas as raizes quadradas, através do processo

de aproximacao por falta e excesso. Entao falaremos de cada um separadamente.

7.2.1 Aproximacdo para /z

Junto com o conceito y/a = b, se b?> = a, é apresentado o conceito de falta e excesso
para a aproximagao de raizes nao exatas. A aproximagao utilizada é realizando uma casa
decimal por vez, aumentando a precisao até que chegue no solicitado pelo exercicio.

Como exemplo prético, realizaremos a aproximacio de v/2, que é o exemplo trazido nos
livros, mas a planilha permitird trocar o 2 por qualquer outro nimero. Implementaremos
os trés métodos, o ensinado no 8° Ano, o da bissec¢ao e o da posicao falsa, para depois
discutirmos sobre os resultados obtidos.

A primeira planilha (Figura a ser criada segue o conceito da verificagao utilizado
nos livros didaticos, cujo procedimento é sempre escolher intervalos com ntmeros em
sequéncia, de acordo com a quantidade de casas decimais utilizadas (ex: 1 e 2, 1,2 e 1,3,
1,34 e 1,35), que nesse método é considerada como a precisao do resultado. Outro ponto
do método, é a insercao de cada nova casa decimal apods a obtencao do intervalo anterior,
logo, o aluno teria que digitar o intervalo em cada um dos passos.

Acrescentaremos a coluna "Erro |b — al", tomando como referéncia uma das formas
para encontrar o “erro absoluto”, de modo a familiarizar o aluno a trabalhar com esse

conceito.
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| E16 - fe |
L a | B c D E F G
1 Calculo da aproximacgdo de raiz quadrada de 2 pela escolha de intervalos
2 | Casas Aproximacdo por falta Raiz de Aproximacdo por excesso G =il
3 | decimais a a’ 2 b* b
1

0

Figura 35 — Cabecalho para o método apresentado no 82 ano

Teremos, entao, as seguintes formulas construidas a partir da 4* linha, mudando apenas
o valor da quantidade de casas decimais utilizadas em cada linha:

A

B

C

D

E

F

G

4| 0

=DB4"2

=F4"2

=ABS(E4 - C4)

Gerando o resultado da figura [36| para uma aproximacao com 7 casas decimais.

D3 - fe|2

A B C D E F G
i Cdlculo da aproximacdo de raiz quadrada de 2 pela escolha de intervalos
2 | Casas Aproximacdo por falta Raiz de Aproximacdo por excesso Erro [b-al
3 | decimais a a’ 2 b* b
4 0 1 b 4 2 1
5 1 14 1,96 2,25 1,5 0,1
6 2 141 1,9881 2,0164 1,42 0,01
T 3 1,414 1,999396 2,002225 1,415 0,001
8 4 1,4142 1,99996164 2,00024449 1,4143 0,0001
9 5 1,41421 1,9999899241 2,0000182084 1,41422 0,00001
10 6 1,414213 1,999998409369 2,000001237796 1,414214 0,000001
11 7 1,4142135 1,99999982358225 2,00000010642496 1,4142136 0,0000001

Figura 36 — Tabela com a sequéncia de aproximacdes para a /2 com 7 casas decimais

Embora as féormulas facilitem por efetuarem o calculo automaticamente, esse processo
pode ser demorado devido ao aluno ter que escolher o intervalo apenas com o critério
“estarem em sequéncia’.

As planilhas com os métodos da bissec¢ao e da posigao falsa (figura [37]) terao a mesma
estrutura estabelecida no inicio do capitulo, mudando apenas os rétulos "f(a)", "f(b)"e
"f(m)", para ua2n 21

raiz positiva, o processo de escolha do novo intervalo, que é feito com base no Teorema de

, "b?"e "m?'respectivamente. Como para este contetido s6 é considerada a

Bolzano, serd adaptado para atender o contetido, conforme tabela [12]

Tabela 12 — Teste para obtencado do intervalo

Teorema de Bolzano

Teste apresentado

f(@)f(@) >0

a? <z < b2

Onde a; > a com a? < 2 e by < b com b? > 2

c7

£

B w N e

B

C D E

F G

Cilculo da aproximacdo de raiz quadrada de 2 pelo método da

1

Passo

Aproximagio por falta

Raiz de

Aproximagdo por excesso

a

a’ 2 b*

5 __(m)

Erro |b-a|

Precisdo

0,0000001

Figura 37 — Cabecalho para os métodos da bissecgdo e da posicao falsa no 82 ano

Entao, a partir da 52 linha, as férmulas de comparacao serdo construidas assim:
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B e F
a . b
5 | =SE(E(H4>C4;H4<$D$3);G4;B4) | --- | =SE(E(H4<E4;H4>$D$3);G4;F4)

Obtendo como resultado do método da bisseccao (ﬁgura a aproximacao 1,41421356797218
no 259 passo, e como resultado do método da posigao falsa (figura a aproximacao
1,41421354924151 no 25° passo.

[ 532 - £ |
A B c D E F G H 1 d
1 Cdlculo da aproximacdo de raiz quadrada de 2 pelo método da bissecgio
2 e Aproxi do por falta1 Raiz de Aproxi d0 por excesso Ponto médio (m) - Erro [b-a] Precisdo
3 a a 2 b? b 0,0000001
4 5 1,00000000000000 1,00000000000000 4,00000000000000 2,00000000000000 1,50000000000000 2,25000000000000 1,00000000000000 N&o
5 2 1,00000000000000 1,00000000000000 2,25000000000000 1,50000000000000 1,25000000000000 1,56250000000000 0,50000000000000 N3o
6 3 1,25000000000000 1,56250000000000 2,25000000000000 1,50000000000000 1,37500000000000 1,89062500000000 0,25000000000000 N3o
7 4 1,37500000000000 1,89062500000000 2,25000000000000 1,50000000000000 1,43750000000000 2,06640625000000 0,12500000000000 Nio
8 3 1,37500000000000 1,89062500000000 2,06640625000000 1,43750000000000 1,40625000000000 1,97753906250000 0,06250000000000 Nao
£l 6 1,40625000000000 1,97753906250000 2,06640625000000 1,43750000000000 1,42187500000000 2,02172851562500 0,03125000000000 Nao
10 7 1,40625000000000 1,97753906250000 2,02172851562500 1,42187500000000 1,41406250000000 1,99957275330625 0,015 0000 Nao
23 20 1,41421318054199 1,99399852001870 2,00000431431748 1,41421508789062 1,41421413421630 2,00000161741718 0,00000190734863 Nio
24 21 1,41421318054199 1,99399852001870 2,00000161741718 1,41421413421630 1,41421365737915 2,00000026871771 0,00000095367432 N&o
25 22 1,41421318054199 1,99999892001870 2,00000026871771 1,41421365737915 1,41421341896057 1,99999959436815 0,00000047683716 N3o
26 23 1,41421341896057 1,99999959436815 2,00000026871771 1,41421365737915 1,41421353816986 1,99999993154292 0,00000023841858 N3o
27 24 1,41421353816986 1,99999993154292 2,00000026871771 1,41421365737915 1,41421359777450 2,00000010013031 0,00000011920929 Nio
28 25 1,41421353816986 1,999999533154292 2,00000010013031 1,41421359777450 1,41421356797218 2,0000 0,00000005960464 Sim
Figura 38 — Tabela utilizando o método da bissecgdo para a aproximacio da /2
E23 - £ | =F23%2
A B (= D E F G H 1 1
1 Célculo da i do de raiz pelo método da posicdo falsa
2 s i do por falral Raiz de Aproxil 30 por excesso Média ponderada s Erro [b-al Precisio
3 a a 2 b? b (m) 0,0000001
4 ik 1,00000000000000 1,00000000000000 4,00000000000000 2,00000000000000 1,20000000000000 1,44000000000000 1,00000000000000 Nio
5 2 1,20000000000000 1,44000000000000 4,00000000000000 2,00000000000000 1,41176470588235 1,99307958477509 0,80000000000000 Nio
6 3 1,41176470588235 1,99307958477509 4,00000000000000 2,00000000000000 1,60739030023095 2,58370357727653 0,58823529411765 Nio
7 4 1,41176470588235 1,99307958477509 2,58370357727653 1,60° 1,49695497261566 2,24087419003874 0,19562559434859% Nio
8 5 1,41176470588235 1,99307958477509 2,24087415003874 1,49695497261566 1,45186693431425 2,10791755435507 0,08519026673330 Nio
9 6 1,41176470588235 1,89307958477508 2,10791759435507 1,45186693431425 1,43125433957112 2,04843898454116 0,04010222843190 Nio
10 7 1,41176470588235 1,99307958477509 2,04848898454116 1,43125433957112 1,42137592250620 2,02030951308035 0,01948963368877 Nio
23, 20 1,41421307575722 1 269 2,00000521672571 1,41421540676295 1,41421424125816 2,001 7741 0,00000233100574 Nio
24 21 1,41421307575722 1,99999862364263 2,00000152017741 1,41421424125816 1,41421365850721 2,00000027130835 0,00000116550035 Nio
25 22 1,41421307575722 1,99999862364269 2,00000027130835 1,41421365850721 1,41421336713209 1,99999944777509 0,0000005827499% Nio
26 23 1,41421336713209 1,99995344777509 2,00000027130835 1,41421365850721 1,41421351281962 1 161 0,00000029137512 Nio
27 24 1,41421351281962 1 161 2,00000027130835 1,41421365850721 1,41421: 1 2,00 7495 0,00000014568753 Nio
28 25 1,41421351281962 1,99999985984161 2,00000006587435 1,41421358566341 1,41421354924151 1,99999996285828 0,00000007284379 Sim

Figura 39 — Tabela utilizando o método da posicdo falsa para a aproximacdo da v/2

Comparando os resultados, a utilizacao dos métodos de aproximagao nao parecem ter
grandes utilidades, mas analisando o trabalho concluido, um aluno, com sorte, realizaria 14
calculos para encontrar a precisao desejada. Com a aplicacdo dos métodos numéricos, nao
seria necessario avangar uma casa de cada vez, o algoritmo ja realizaria todos os calculos

com apenas a entrada do 1° intervalo.

7.2.2 Introduzindo a forma b2 —a =0

Partindo do conceito de equacao do 1° grau e do conceito de raiz, partindo da igualdade
b? = a, alguns autores j4 introduzem a forma da equacao do 2° grau z? + b = 0, onde x
seria a raiz procurada.

Por ser uma forma simples, nao necessitaria de defini¢bes adicionais para ser imple-
mentada. Outro beneficio de introducao desta forma é trabalhar com a questao das raizes

negativas de um niimero real, pois mostra de forma pratica essa relacao.

Como exemplo, utilizaremos a equacao x? — 15 = 0, proveniente da igualdade /15 = z.
As férmulas construidas para os calculos serao:
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C E H
4 | --- =B4"2-15 =F4"2-15 =G4"2- 15
. .
Agora aplicando os testes numéricos:
. .

1. Escolha do intervalo - Figura

| £8 - £ a3
A B C. D E F G H 1 J K L M N o P Q R S I u v w

1 Escolha do intervale para aproximagio da raiz de f(x) =x*- 15
2 12escolha b= 10 k= 0,9524
3 a al a2 a3 ad as a6 a7 a8 a9 al0 a1l al2 a3 ald als al6 a17 al8 al9 a20 b
4 x [-10,00]-9,05 | -810 |-714 [ -619 | -524 [-429 |-333 [ -238 | -1,43 [ -048 | 048 | 1,43 | 238 [ 3,33 | 429 [ 524 | 619 | 7,04 | 810 | 5,05 | 10,00
5 | f{x) [ 85,00 | 66,86 | 50,53 | 36,02 | 23,32 | 1244 | 3,37 |-3,89 [-9,33 [-12,96 |-14,77[-14,77|-12,96 | -9,33 [ -3.89 | 3,37 [12,44 [ 23,32 | 36,02 | 50,53 | 66,86 | 85,00
6
7 22escolha a=-429 b= 4,29 k= 0,4086
8 a al a2 a3 a4 as ab a7 a8 a9 a10 a1l a12 a13 al4 als a16 a1y a8 a19 a20 b
9 X -4,29 | -3,88 | -3,47 | -3,06 [ -2,66 | -225 | -1,84 | -143 | -1,02 | -061 [ -0,20 | 0,20 | 0,61 | 1,02 | 1,43 184 | 2,25 2,66 | 3,06 | 347 | 3,88 | 429
10 f(x) | 340 | 0,07 [-294 | -561 [-795 | -9,95 [-11,62 |-12,96 [-13,96 |-14,62 |-14,96 |-14,96 |-14,62 |-13,96 [-12,96 |-11,62 [ -9,95 | -7,95 [-561 | -2,94 | 0,07 | 3,40
Bis L
12
13
1 \ /
15 : ool 2 = ‘ a 5 5 et 5
16| -500 -4,00 -3,00 -2,00 -1,00 000 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00
17
18
19
20 ——sériel
21
2 2
23
24
25
26
27
28 £
2 4

Figura 40 — Tabela de escolha do intervalo para z2 — 15 =0

Entao escolhemos o intervalo [—3,88; —3,47], que contém a aproximagao negativa

x1, e o intervalo [3,47; 3, 88|, que contém a aproximagao positiva xs, para aplicar

nos métodos de aproximacao.

2. Aplicagao dos métodos da bissecgao (Figura

[(a) e [):

| B39 - £
A B C D £ F G H 1 J
1 Calculo da aproximagiio de raiz de f{x) =x* - 15 pelo método da bissecg
2 passo a fla) — f(b) b Ponto médio (m) f(m) Ero |b-al et
3 0,0000001
a1 | -3,85000000000000 | 0,05440000000000 -2,55910000000000 | -3,47000000000000 | -3,67500000000000 | -1,43437500000000 | 0,41000000000000 Nio
5| 2 | -3,85000000000000 | 0,05440000000000 -1,43437500000000 | -3,67500000000000 | -3,77750000000000 | -0,73049375000000 | 0,20500000000000 NEo
5 3 -3,88000000000000 | 0,05440000000000 -0,73049375000000_| -3,77750000000000 | -3,62875000000000 | -0,34067343750000 | 0, 00000 Nio
74| -3,38000000000000 | 0,05440000000000 -0,34067343750000 | -3,82875000000000 | -3,85437500000000 | -0,14379335937500 | 0,05125000000000 Nio
8 3 -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,14379335937500 -3,85437500000000 -3,86718750000000 -0,04486083984375 0,02562500000000 N3o
9 [ -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,04486083584375 -3,86718750000000 -3,87359375000000 0,00472854003506 0,01281250000000 Nio
10 z -3,87359375000000 0,00472854003906 -0,04486083384375 -3,86718750000000 -3,87033062500000 -0,02007640991211 0,00640625000000 Nio
25 22 | -3,87298338890076 | 0,0 70119 -0,000001 4 | -3,87208319339752 | -3,67298329114914 | -68,09474771543880 | 0,0000 Nao
26 23 | -3,87298338890076 | 0,0 70119 -0,00000042647958 | -3,87298329114914 | -3,87 -68,09474991450010 | 0,00000009775162 sim
(a) 1° Intervalo
A27 - D
A B i D E. F G H 1 J
1 Calculo da aproximagiio de raiz de f{x) =x* - 15 pelo método da bissecgio
- Passo a f(a) — fi(b) b Ponto médio (m) f(m) Erro |[b-a| PIEcisao
3 0,0000001
e 3,47000000000000 | -2,95510000000000 0,05440000000000 | 3,83000000000000 | 3,67500000000000 | -1,43437500000000 | 0,41000000000000 Nio
5] 2 3,67500000000000 | -1,49437500000000 0,05440000000000 | 3,83000000000000 | 3,77750000000000_| -0,73045375000000 | 0,20500000000000 Nio
5 3 3,77750000000000_| -0,73049375000000 0,05440000000000 | 3,83000000000000 | 3,32875000000000 | -0,34067343750000 | 0, 00000 Nio
7 4 3,82875000000000 -0,34067343750000 0,05440000000000 3,88000000000000 3,85437500000000 -0,14379335937500 0,05125000000000 Nio
8 5 3,85437500000000 -0,14379335937500 0,05440000000000 3,83000000000000 3,86718750000000 -0,04486083984375 0,02562500000000 Nio
9 6 3,86718750000000 -0,04486083984375 0,05440000000000 3,83000000000000 3,87359375000000 0,00472854003506 0,01281250000000 Nio
0 7 3,86718750000000 | -0,04486083984375 0,00472854003906 | 3,87359375000000 | 3,87039062500000 | -0,02007640991211 | 0,00640625000000 o
25 22 | 3,87258299789429 | -0,00000259802178 -0,00000118366034 | 3,87298319339752 | 3,87298309564550 | 48,05473891784350 | 0,000C
26 23 | 3,87298293789429 | -0,00000269802178 -0,00000194084107 | 3,87298309564530 | 3,87298304677010 47367184328 000000977516

(b) 2° Intervalo

Figura 41 — Tabela utilizando o método da bisseccio para a aproximacio do zero de 22 — 15 =0
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Pelo método da bisseccao, chegamos a precisao € = 1077 no 23° passo nos dois

intervalos. Entao podemos escolher como /15: xy &~ —3,87298334002495 e x4

3,87298334002495.

3. Aplicagao do método da posicao falsa (Figura : @ e :

| Al0 - &7
A B Cc D E F G H ! J

1 Céleulo da ap 5o de raiz de f(x) = x* - 15 pelo método da posicio falsa

i .- P 50 por falta Aproximagio por excesso Média ponderad. p— S Precisio
3 a fla) f(b) b {m) 0,0000001
4 ik -3,88000000000000 0,05440000000000 -2,95910000000000 | -3,47000000000000 | -3,87259863945578 | -0,00297977768523 0,41000000000000 N&o

5 2 -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,00297977768523 | -3,87259863945578 | -3,87298239802041 | -0,00000269704481 0,00740136054422 N&o

6 3 -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,00000269704481 | -3,87298299302041 | -3,872933345859230 | -0,00000000244089 0,00701700197959 N3o

7 4 -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,00000000244089 | -3,87298334583230 | -3,87298334620713 | -0,00000000000221 0,00701665410770 N&o

8 5 -3,88000000000000 0,05440000000000 -0,00000000000221 | -3,87298334620713 -3,87298334620742 0,00000000000000 0,00701665379287 N3o

9 6 -3,87298334620742 0,00000000000000 0,00000000000000 -3,87298334620742 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 Sim

o
(a) 1° Intervalo
Al0 - Ak
A B C D E F G H ! J

1 Célculo da aproximacdo de raiz de f(x) =x* - 15 pelo método da posicdo falsa

2 s do por falta Aproxil 0 por excesso Média ponderada f(m) Erro [b-al Precisio
3 a f(a) #(b) b (m) 0,0000001
4 1 3,47000000000000 -2,95910000000000 0,05440000000000 3,88000000000000 3,87259863945578 -0,00297977768523 0,41000000000000 Nio

3 2 3,87259863945578 -0,00297977768523 0,05440000000000 3,88000000000000 3,87298299802041 -0,00000269704481 0,00740136054422 Nio

6 3 3,87298299802041 -0,00000265704481 0,05440000000000 3,88000000000000 3,87298334589230 -0,00000000244089 0,00701700197959 Nio

7 4 3,8729833458; 0 -0,0000! 0, 000000 3,83000000000000 3,87298334620713 -0,00000000000221 0,00701665410770 Nio

8 5 3,87298334620713 -0,00000000000221 0,05440000000000 3,83000000000000 3,87298334620742 0,00000000000000 0,00701665379287 Nio

9 6 3,87298334620742 0,00000000000000 0,00000000000000 3,87298334620742 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 Sim

(b) 22 Intervalo

Figura 42 — Tabela utilizando o método da posicéo falsa para a aproximacio do zero de z2 — 15 =0

~
~

O método da posicao falsa produziu o erro # DIV/0!, encontrando os resultados

r1 ~ —3,87298334620742, no 16° passo, e xo ~ 3,87298334620742 para /15 no 6°

passo.

7.2.3 Aproximacado para equacdes do 12 Grau com uma incégnita

Os problemas propostos para esta etapa sao aqueles que requerem a aplicacao de

conceitos de propriedades matematicas para a reducao das equagoes a forma ax + b = 0.

Problema 1 No Colégio do Bairro hd turmas de 6°, 7°, 8° e 9° anos do Ensino Funda-

mental. Nesse colégio um terco dos alunos cursa o 6° ano; um quarto cursa o 7° ano; trés

décimos dos alunos estudam no 8¢ ano; e 140 alunos estao no 9° ano. Quantos alunos

estudam nas turmas de 6° ao 9° ano dessa escola?

Interpretando o problema temos:

o Quantidade de alunos da escola: x

1
e 6° Ano: gq;

1
e 72 Ano: ZE

Que gera a equagao: r =

1

3

4

A resolucao formal dessa equagao é:

3
© Ano: —
82 Ano 1095

9° Ano: 140

1 3
— - — 140.
T+ x+10x+ 0
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60x

1

1 3
r=-x+ -2+ —x+ 140
8400

20z

3

4

15x

10

18

60

60

60

X

60
60z = 20x + 15z + 18z + 8400

60z — 20z — 152 — 18z = 8400
Tx = 8400

8400

60

Tﬂ? = 1200

Lembrando aos alunos que, se todas as turmas forem embora, nao sobraria ninguém

3
na escola e teriamos a equacao r — ga: — ZL’ — —x — 140 = 0, que pode ser escrita

1

1

diretamente em uma planilha. Para a escolha do intervalo (figura , por se tratar do

numero de alunos, podemos auxiliar na escolha, lembrando que, se temos

—, quer dizer

que a quantidade de alunos ¢ um multiplo de 10. E, trabalhando com a logica de uma

escola, como sao quatro niveis, teriam pelo menos 100 alunos.

[ BS v J« | =B4-B4/3-B4/4- (3°B4)/10- 140
Al B & D E F G H 1 m K L M N o » Q R s L u v w
1 Escolha do intervalo para o problema 1: x - %/3 - /4 - 3x/10- 140 =0
2 |12 escolha a= 1000 b= 2000 k= 47,619
3 a a1l | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a1 [a12 | a13 | @14 | @15 | a16 | a17 | @18 | a19 | a20 [ b
4 | x [100000]1047,62]10952¢ 112286 | 1190,98 | 123810 | 128572 | 1333,33 | 1380,95 | 1428,57 | 1476,19 | 1523,81 | 1571,93 | 1619,05 | 1666,67 | 1714,20 | 1761,90 | 1809,52 | 1857,1¢ | 1904,76 | 1952,38 | 200000
5 |p(x)|-23,33]-17,73|-12,22| -6,67 | -1,11 | 4,44 | 10,00 | 15,56 | 21,11 | 26,67 | 32,22 | 37,78 | 43,33 | 48,89 | 54,44 | 60,00 | 65,56 | 71,11 | 76,67 | 82,22 | 87,78 | 93,33
6
7 22 escolha a=1190 b= 1239 k= 2,3333
8 a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 [ a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 [ a11 | @12 | a13 | a14 [ a15 | a6 | @17 | @18 [ a19 [ a20 | b
9 | x [119000]119233]119467]1197,00]1199,33 [ 1201,67 | 1204,00| 1206,33 | 1208,67 | 121,00 1213,33 | 1215,67 | 1218,00 | 122033 | 1222,67 | 1225,00 | 1227,33 | 1220,67 | 1232,00 | 1234,33 | 1236,67 | 1239,00
10| p(x) | -1,17 | -0,89 | -n,62 | 0,35 | -0,08 | 0,19 | 047 | 0,74 | 1,01 | 1,28 | 1,56 | 1,83 | 2,30 | 2,37 | 2,64 | 2,92 | 3,19 | 3,46 | 3,73 | 401 | 4,28 | 4,55
1
211 500
13
14
15| 400
15
17|| s.00
18
1911 200
- —— Série1
21
|| 100
23
24|| 000 - v
25 118,00 1190,00 1200,00 1210,00 1220,00 1230,00 1240,00 1250,00
2611 1,00
27
28
29| 200

Figura 43 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Ao realizar a escolha do intervalo, verificamos que a quantidade de alunos da escola

pode ser 1200 ou 1201. Pegando os dois niimeros decimais que delimitam o esse intervalo,

temos a aplicagdo dos métodos de aproximagao na figura [44]
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[ K1 - %]
A B C D E F G H 1 )
1 Calculo da imagdo de raiz de x - x/3 - x/4 - 3x/10 - 140 = 0 pelo método da bissecgio
& P p por falta P por excesso édia aritmética (m) pim) Erro |b-al Precisao
3 a pla) p(b) b 10,0000001
4 15 1199,33000000000000| -0,078, 0, 41 11201,67000000000000 | 1200,50000000000000| 0,05833 2,34000000000015 N&o
5 2 1199,33000000000000| -0,078 3 0,0! 328 [1200,50000000000000 |1199,591500000000000| -0,0099 58 1,17000000000007 N&o
28 25 1199, 0| -0,00000001279517 0,00000000347700 |1200,00000002380000 | 1199, 006000| -0,000001 11 0,00000013947488 Nio
29 26 1199, 0| -0,00000000465911 0,00000000347700 |1200,00000002980000 1199 -0,00000000059111 0,00000006973755 Sim
(a) Método da bissecgao
K1 - £
A B c D E| F G H ] J
1 Cilculo da aproximagao de raiz de x - x/3 - x/4 - 3x/10 - 140 = 0 pelo método da posigio falsa
2| Do p cdo por falta Apri pOr excesso Meédia ponderada p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 1139,33000000000000| -0,078 0,1948: 41 | 1201,67000000000000 |1200,00000000000000| 0,00000000000000 2,34000000000015 Nio
5 2 1200,00000000000000| 0,00000000000000 0,00000000000000 | 1200,00000000000000 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 Sim

(b) Método da posicdo falsa

Figura 44 — Aplicacdo dos processos de aproximagao

Enquanto o método da bissec¢ao induz ao resultado 1200 pela margem de erro escolhida
no 26° passo, o método da posicao falsa, usando todas as casas decimais disponibilizadas
no programa, chega exatamente em 1200 na passagem do 1° para o 2° passo.

Esse fato pode ser verificado pelo erro #DIV /0!, que na linguagem de méquina
representa uma divisao por 0. O intervalo do 2° passo é [a=1200, b=1200], ou seja, ao

calcular a média ponderada para o 3° passo, obtivemos uma divisao por zero.

Problema 2 Em uma colonia de férias A, 128 criangas sao distribuidas em x grupos de
atividades, e, na colonia B, 224 criangas sao distribuidas em (x + 6) grupos de atividades.
Sabendo que a quantidade de criancas, em todos os grupos, € a mesma para ambas as

colonias de férias, qual é a quantidade de grupos de atividades na colonia de férias B?

128 224
Interpretando o problema temos — = .
r+6

x
fragoes algébricas, e antes de resolver, devem utilizar o conceito de multiplo comum para

Neste caso os alunos trabalhariam com

transforma-la em uma equacao sem fracoes algébricas.

128 224

x r+6

128 (z4+6)  224-z
z-(r+6)  x-(z+6)
1282 + 768 = 224«

224z — 128x = 768

96z = 768
T8
06
T =28
. 128 224 L
Aplicando a equagdo — — —— = (0 para os processos de aproximagao, novamente
X

podemos induzir a escolha do intervalo, lembrando que pelo menos 1 grupo sera formado

na colonia de férias A (figura [45)).
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110 - fe | =128/19 - 224/(19+6)

Al B c D 3 3 s H 1 1 K L ™M N o [ Q R s T u v w
it Escolha do intervalo para o problema 2: 128/x - 224/(x+6) =0
2 12escolha a=1 b= 10 k= 0,4286
3 a al | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 [ a14 | @15 | a16 | a17 | a18 [ a19 | a20 | b
4] x | 1,00 143[28 |22 |27 |314[357[400]443 |48 [529 |57 ]614]657| 70074378 |82 |87 | 914|957 |1000
5 | p(x) [ 96,00 | 59,45 [ 4041 [ 28,97 | 21,45 | 16,23 [12.44 | 9,60 | 7,42 | 5,72 [ 4,37 [ 3,28 | 2,39 | 1,66 | 1,05 [ 0,55 | 0,13 |-0,23 | -0,53 [-0,79 [-1,01 |-1,20
6
7 22escolha a=786 b=38,29 k= 0,0205
8 a a1l | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 [ a13 | a14 | @15 | a16 | a17 [ a18 [ a19 | a20 | b
9 x | 786 | 7,88 | 7,90 | 7,92 | 7,94 | 7,96 | 7,98 | 800 | 802 | 804 | 8,06 | 8,09 | 811 | 813 | 815 | 817 | 819 | 821 | 823 | 825 | 8,27 | 829
10 p(x) | 012 [ 0,20 [ 0,09 | 0,07 | 0,05 [ 0,03 [ 0,00 [-0,00 |-0,02 | -0,04 [ 0,05 [-0,07 [-0,09 |-0,11 [-0,12 [-0,14 [-0,36 |-0,17 | -0,19 [ 0,20 [-0,22 [ -0,24
1
12/ 15
13
14 0,10
15
16 0,05
17
18 0,00
19 780 7,85 7,90 795 8,00 8,05 8,10 815 8,20 8,25 8,30 835
2 -0,05 :

—Sériel

= 0,10
2
23| 015
24
25 0,20
2%
27 0,25
28
29 -0.30

Figura 45 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Pelos célculos do intervalo, pode-se verificar que o valor 8,00 gera um “zero negativo”,
neste ponto deve ser lembrado que os valores que vemos sao aproximacoes de acordo com
a quantidade de casas escolhidas. Entao, para ter certeza, usaremos os valores antes e

depois do 8,00 nos métodos numéricos na figura [46]

[ G5 - Jx | =(B5+F5)/2
A B C D E F G H | J
1 Cileulo da ap 30 de raiz de 128/x - 224/(x + 6) =0 pelo método da bi ]
2 il ] falta A il ] Precisd
Passo - poria = POT eXcesso Média ica (m) p(m) Erro |b-a| datt ]

3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 i1 7,98000000000000 0,01721040799423 -0,01707571299935 8,02000000000000 £,00000000000000 0,00000000000000 0,04000000000000 Nio

5 2 8,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 8,00000000000000 8,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 Sim
an

(a) Método da bisseccao
G10 - /| ={B107ABS(E10)+F10*ABS(C10))/(ABS(C10)+ABS(EL0))
A B c D E F G H [} J

1 Céleulo d 3o de raiz de 128/x - 224f(x + 6) = 0 pelo método da posicio falsa

2 i do por falta pi A0 por excesso Média ponderada p(m) Erro [b-a] Precisio
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 7,98000000000000 0,01721040799423 -0,01707571299395 8,02000000000000 8,00007857114796 -0,00006734565886 0,04000000000000 Nio

3 2 7,98000000000000 0,01721040733423 -0,00006734565886 8,00007857114736 8,00000030839285 -0,00000026433672 0,02007857114736 Nio

6 3 7,98000000000000 0,01721040799423 -0,00000026433672 8,00000 9285 8,00000000121044 -0,00000000103752 0,020 Nio

7 4 7,98000000000000 0,01721040793423 -0,00000000103752 8,00000000121044 8,00000000000475 -0,00000000000407 0,02000000121044 Nio

8 5 7,98000000000000 0,01721040799423 -0,00000000000407 8,00000000000475 8,00000000000002 -0,00000000000002 0,02000000000475 Nio

il 6 7,58000000000000 0,01721040793423 -0,00000000000002 8,00000000000002 8,00000000000000 0,00000000000000 0,02000000000002 Nio
10 7 8,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 8,00000000000 & #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!

(b) Método da posigao falsa

Figura 46 — Aplicagido dos processos de aproximagao

Os dois métodos chegaram ao resultado exato 8. Neste momento pode ser introduzida
a discussao sobre decimais pares e decimais impares, mostrando que eles seguem a mesma
regra para a divisao por 2, e esse ¢ o motivo de obter exatamente o nimero 8, pois ele
é o ponto central do intervalo [a=7,98 ; b=8,02]. J4 o método da posicao falsa também
chegou no mesmo resultado, mas com uma quantidade maior de passos.

Além disso, cabe a observacao de que o nimero 8 é apenas a raiz da equagao, e nao a
resposta do problema. A resposta do problema seria 14, pois se refere a quantidade de
grupos da colonia B. Nesta observacao, pode-se mostrar que conseguiriamos transformar

a equagao com foco no acampamento A em uma equagao com foco no acampamento B,
128 224

dizendo que A tém seis grupos a menos do que B -
Y- )
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Problema 3 Sequndo pesquisa realizada em um grupo de pessoas, foi constatado que, ao
longo de x meses, a quantidade de pessoas que contraird certo tipo de gripe é dada pela

3000

expressao matemdtica R Apos quantos meses a quantidade de pessoas infectadas por
— +2
x

esse tipo de gripe serd de 40007

A resolucao do problema requer a utilizagao dos conceitos de operac¢oes com fragao

que, visualmente, costumam confundir os alunos e causar inseguranca.

13000 13000
) i
x x
13000 - I 4000 = 13000z = 4000 - (10 + 2x)
10 + 2z
13000z = 40000 + 8000z = 130002 — 8000z = 40000
40000
5000z = 40000 = —
v - 5000
r = 8
L _ 13000
Para a aplicagdo dos processos, teremos a equagao 0 4000 = 0. Como o
—+2

X
problema ja deixa claro na pergunta que estamos trabalhando com uma contagem inteira,

pelo menos um més serd necessario para a analise. Com isso, temos a escolha do intervalo

da figura [A7]

[ x1 - £

A B £ D E F | 6 H 1 j) K L M N o P o} R S T u v w
1 Escolha do intervalo para o problema 3: 13000/(10/x + 2) - 4000 =0 [
2 12escolha a=1 b=24 k= 1,0952
3 a a1 a2 a3 a4 as a6 a7 a8 a9 al10 a1l a12 a13 ala a1s ale6 a17 a18 a19 a0 b
2 x [ 100] 210 | 319|429 538|648 757|867 976 |1085]11,95] 1305|1434 1524 1633 ] 17,43 | 1852 [ 19,62 | 20,71 | 21,81 | 22,90 | 24,00
5 | p(x) | 297 | 20008+ | -ues02 | -wo000 |-630.73 [-331.95 [-85,23 121,95 | 298,39 450,45 582,87 [ 699,21 802,24 [894,12 [976,56 | 1050,96 [1118,42 [1179,88 [1236,11 [ 1287,74 [1335,32 [1379,31
6
7 22escolha a=17,57 b= 8,67 k= 0,0524
8 a a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 as a10 al1 a12 a13 ala a1s ale6 a17 a18 a19 a0 b
9| x | 757 | 762 | 7367 [ 773 | 778 | 783 | 788 | 794 | 799 | 804 [ 809 | 815 | 820 | 8,25 [ 830 | 836 | 841 [ 846 | 851 | 857 | 862 | 867
10 p(x) |-85,52 |-78,79 | -64,15 [ 53,60 [-43,13 | 32,75 | -22.45 [-12,24 [ -2,11 | 7,98 [17,91 | 27,80 | 37,61 [ 47,35 [ 57,00 [ 66,58 | 76,09 | 85,52 | 94,88 [104,17[113,39 [122,53

12| 150,00

15| 100,00

50,00

20 ——Sériel

25| 5000

28| 100,00

Figura 47 — Escolha do intervalo que contém a raiz

A prépria escolha do intervalo leva a considerar que o resultado procurado, as aproxi-

magoes (figura , servem para confirmé-lo.
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ca - J= | =13000/(10/B4+2) - 4000

A B C D E F G H 1 1
1 Céleulo da imagdo de raiz da equacdo 13000/(10/x + 2) - 4000 = 0 pelo método da bi &
2 — do por falta Aproxi d0 por excesso Média aritmética (m) p(m) Erro |b-al Precisio
3 a p(a) p(b) b 0,0000001
4 1 7,99000000000000 | -1,82455735180920 7,66871165644170 || 8,04000000000000 | 8,01500000000000 | 2,88129081828674 | 0,05000000000000 N3o
El 2 7,99000000000000 | -1,92455735180920 2,88129081828674 8,01500000000000 §,00250000000000 0,48067679252430 0, 000000 Nio
22 19 7,99999984741211 | -0,00002934382513 0,00000733595652 8,00000003814697 7,99999994277954 | -0,00001100393411 0,00000015073486 Nio
23 20 7,99999394277954 | -0,00001100393411 0,0000073359565 8,00000003814697 7 6 | -0,00000183398879 0,000 74 Sim

(a) Método da bisseccao

cz7 - £

A B & D E F G H | J
1 Cilculo da aproximagao de raiz da equagdo 13000/(10/x + 2) - 4000 = 0 pelo método da posigio falsa
2 s P por falta P por excesso Média p p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 10,0000001
4 1 7,99000000000000 | -1,52455735180920 7,66871165644170 8,04000000000000 8,00003076923077 0,00551714575830 0,05000000000000 N&o
5 z 7,99000000000000 | -1,92455735180920 0,00591714575830 8,00003076923077 8,00 0,00000455166128 0,01003076923077 Nio
6 3 7,99000000000000 | -1,92455735180920 0,00000455166128 | 8,00000002366864 | 8,00000000001821 | 0,00000000350201 | 0,01000002366864 N3o
7 a 7,99000000000000 | -1,92455735180920 0,00000000350201 | 8,00000000001821 | 8,00000000000001 | 0,00000000000000 | 0,01000000001821 N3o
8 5 8,00000000000001 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 8,00000000000001 #DIV/0! #DIv/0! 0,00000000000000 sim

(b) Método da posicao falsa
Figura 48 — Aplicagdo dos processos de aproximagao
_ ] 16247 6 7 ,
Problema 4 Qual o conjunto solugcdo da equagao + — =0? (com
r+3 33—

9— 22
r#—-3ex#3)

Este tipo de equacao necessita dos conceitos de expressoes algébricas e produtos

notaveis para determinar o denominador comum; assim, transformar uma equacao de 2°

rau em uma equacao do 12 grau. Esse é um ponto importante a ser destacado, pois
)

permite discutir as perguntas “tem equacao sem ser do 1° grau?”, “nao tem outro jeito de

resolver nao?” e “so tem essa resposta?”.

Pela resolucao formal ensinada, temos:

162 + 7 2 1 160 + 7

6

7

_ — = _
9—x2+x+3 3—x (3+x)(3—x)+3+x 3—z

16 +74+6-3—2)—7-(3+x)
B+2)3—ux)

0

=0=162+74+18—-6x—21 —-T7Tx =0

r=—-4d=0=—
x x 3

Diferente dos outros problemas, que direcionavam para respostas inteiras e positivas,

trabalhar com equagoes prontas nao possuem a mesma “facilidade”. Ao montar o intervalo

(figura , verificamos que existe mais de uma possibilidade de raiz para esta equacao.
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£7 - £l 214
Al B c o | E £ G H 1 J K L ™M N o P a R s L u v w
i Escolha do intervalo para aproximagio da raiz da equagio (16x+7)/(9 - x 2) +6/(x+3) - 7/(3-x) =0
2 12 escolha a=-5 b=5 k= 04762
3 a a1 | a2 | a3 [ aa | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ @20 [ b

4| x [-500]|-452]|-405(-357|-310)|-262|-214|-1,67|-1,19]| 071|024 024 | 0,71 | 1,19 | 1,67 | 2,34 | 2,62 | 3,10 | 3,57 | 4,05 | 4,52 | 500
5 p(x)[069 |083 |10 [179 | 911 |-180 |-055[-016 | 0,06 | 0,22 [ 037 [ 053 | 0,72 | 1,00 | 1,45 | 237 | 554 |-22,89(-3,92 | -219 |-1,53 [ -1,19

6
7 22escolha a=|-2,14 b=2,14 k= 0,2038
8 a a1 a2 a3 a4 as a6 a7 ag a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | a14 | a15 | a16 | a17 | a18 [ a19 | a20 b

9 x |-214|-194|-1,73|-1,53|-1,32|-1,12| 0,92 | 0,71 | -0,51 | -0,31 | 0,10 | 0,20 [ 0,31 | 051 | 0,71 [ 092 | 1,12 | 1,32 | 1,53 [ 1,73 | 1,94 | 2,4
10 p(x)| 069 | 0,83 | 110 [ 179 | 911 |-1.80 [-055 |-0,16 | 0,06 | 0,22 [ 037 | 053 | 0,72 | 1,00 | 145 | 237 | 554 [-2289|-392 |-219 [-1,53 | -1,19

— Sériel

Figura 49 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Para encontrar as trés possiveis raizes, temos o intervalo [-3,10 ; -2,8], o ntimero
aproximado -1,33 e o intervalo [2,8 ; 3,10]. Vamos verificar cada um deles separadamente.
Ao analisar os dois intervalos (figuras 50| e com mais precisao, podemos constatar
que os resultados se afastam de zero quando os valores de x se aproximam de —3 e de +3,
que sao raizes das equagoes x + 3 = 0 e 3 — x respectivamente, assim como os dois valores

sdo raizes da equacao 9 — z? = 0.

[ Hg ~ S | =GI+$K$7
Al B c [ o [ E B 7 H 1 7 K LI m ][ N]o]cP a [ R s i u v [ w |

1 Escolha do intervalo para aproximagio da raiz da equagao (16x + 7)/(9-x) + 6/(x +3) - 7/(3-x) =0
2 12escolha a=-31 b=-28 k= 0,0143
3 a | a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a8 | ato | a11 | a12 | a13 | a14 | a15 | at6 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
4 x |30 3,09 | -3,07 | -3,06 | -3,04 | -3,03 | 3,01 | -3,00 | -2,99 | -2,97 | -2,96 | 2,94 | 2,53 | -2,51 | -2,50 | -2,89 | -2,87 | -2,86 | 2,84 | -2,83 | -2,81 | -2.80
5 plx)| 869 | 10,08 | 12,02 | 14,54 [ 15,80 [ 29,53 | 58,69 | - |-57,57 |-28,80 |-19,08 [-14,22 [-11,30 | -9,36 | -7,97 | -6,92 | -6,11 | 546 | 4,33 | -449 | -4,11 |-3,79
5
7 22escolha a=-3,01 b= -2,99 k=_ 0,001
8 a | a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a8 | at0 | a11 | a12 | a13 | a14 | a15 | at6 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
3 x | -3,01] 3,01 3,01 | -3,01 | -3,01 | -3,01 | -3,00 || -3,00 | 3,00 | 3,00 | -3,00 | -3,00 | -3,00 | -3,00 | 3,00 | 3,00 | -2,99 | -2,99 | -2,99 | -2,95 | 2,95 | -2,59

10 [ p(x} | 83,69 [ 92,47 [103,30117,03 | 134,98 | 159,45 [194,81 [ 250,36 | 350,36 | 583,69 [ 1750,36 | -tsss |-582,97 | 349,64 [ -2435¢ 194,08 [-158.73 | 132,25 | 11631 [ 10058 [-91,74 [ 82,57
1

. N
/]
: /|

\

21 -3,02 -3,01 -3,01 -S,kﬁ /—fﬂﬂ—’———ﬂgg ks
22 \ / ’

25

26

- v

Sériel

Figura 50 — Verificagdo do primeiro candidato a raiz
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H7 - £ 3,00
Al B G D 3 F G H 1 1 K L ™M N o P Q R s & u v w
1 Escolha do intervalo para aproximagdo da raiz da equagdo (16x +7)/(9 - x*) + 6/(x +3) - 7/(3-x) =0
2 12escolha a=28 b=3,1 k= 0,0143
3 a a1l | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | a14 | @15 | a16 | a17 | 218 | a19 | a20 | b

4| x | 280 281|283 |284 | 286|287 |28 | 290 | 291 | 293[29 |29 | 29729 | 30030 |303]304]306]307] 309|310
5 |p(x) [ 10,69 [ 11,52 [ 12,50 [ 13,65 | 15,02 | 16,71 | 18,82 [ 21,53 | 25,14 | 30,19 | 37,78 [ 50,42 | 75,69 |151,53 | » |-15181 [-75,97 |-50,69 |-38,05 |-30,47 [-25,41 [-21,80

7 22escolha a=2,99 b=3,01 k=_ 0,001
8 a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 | a11 | a12 | a13 | a14 [ a15 | a16 | a17 | a18 [ a19 [ a20 | B
9| x | 299 299 (299|299 | 299|299 |300]300] 300 300]300] 300300 300]300][300]301]301]30[30m]30]|30
10 p(x) | 216,53 [239,33 [ 267,51 | 303,19 | 349,86 [413,50 [ 505,42 | 649,86 | 909,86 | 151653 [4549,86 | 4osem | -15%6.61] 910,12 [-650,1« [-505,69 | 413,78 | -350,1¢ [-303.47 [-267,79 | 239,61 | -21881

12| 600000

2 4000,00 Al

15
16 ]
1di 2000,00

8 ]

. T 1 —Sériel
2 289 299 3,00 380 3,01 3,02
- : \ /-m-k—‘—‘
23 | -2000,00
2 ]
2 ]
-4000,00

-6000,00

Figura 51 — Verificacdo do terceiro candidato a raiz

Mas por que eles se afastam? A resposta dessa pergunta pode ser respondida com
as defini¢oes de divisao por fracao e de valor numérico de expressoes algébricas. Neste
caso, chegard é um valor de z tal que x +3 < lou3 —x < 1ou9— 22 < 1, que podem
ser transformados em fragoes decimais do tipo %, com n € N, onde a < 10™. Logo,
ap}ticando a regra da divisao de fragoes, o denominador seria multiplicado pela fracao
&7 que é maior do que 1, fazendo com que o resultado se afaste de zero ao invés de se
agroximar.

Neste ponto, devemos lembrar também que o grafico gerado pelas planilhas eletronicas
leva em consideracao os pontos calculados, por isso da a impressao que o grafico passa
pelos pontos -3 e 3.

Sobra entdo a andlise de z = —1, 33 que gera o resultado f(—1,33) = 0 (figura [52).
Para uma analise menos tendenciosa, utilizaremos os pontos vizinhos a ele como os limites

do intervalo (figura [p3).

[ HE - J| a6

Al B & D E F G H 1 J K T M N o P a R s I u v w
1 Escolha do intervalo para aproximagdo da raiz da equagdo (16x +7)/(9 - x*) +6/(x +3) - 7/(3-x) =0
2 12 escolha a=-1,62 b=-1,33 k= 0,0138
3 a al | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 | a13 | @14 | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 [ b
4| x |[-162]-161]-1,59|-1,58 | -1,5 | -1,55 | -1,54 | -1,52 | -1,51 | -1,50 | -1,48 | -1,47 | -1,45 | -1,44 [ -1,43 | -1,41 | -1,40 | -1,39 [ 1,37 | -1,36 | -1,34 | -1,33
5 |px) [ 0,13 [-0,13 [-012 |-011 [-0,11 [-0,20 [-0,09 |-0,09 [-0,08 [-0,07 [-0,07 |-0,06 |-0,05 [-0,05 [-0,04 |-0,03 |-0,03 [-0,02 [-0,02[-001 |-0,00 | 0,00
6
7 |22 escolha a=-1,34 b=-1,03 k= 0,0148
8 a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 [ a6 | a7 [ a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 | a13 | @14 | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 [ b
9| x |-13a]-133-131]-130[-1,28-1,27[-1,25] -1,24 [ -1,22 [ -1,21 | -3,39 | -3,18 | -1,36 | -1,35 | -1,33 | -3,32 | -1,30 [ -1,09 | -1,07 | -1,06 | -1,04 | -1L,03
10| p(x) | -0,00 [ 0,00 [ 0,01 | 002 | 0,02 [ 0,03 [ 003 [ 004 | 004 [ 005 [ 006 | 0,06 | 0,07 | 0,07 [ 0,08 [ 008 [ 009 | 009 | 010 [010 | 011 | 011

—Seriel
21 /
22

Figura 52 — Verificacdo do segundo candidato a raiz

A nova escolha dos intervalos ja nos encaminha para o nimero -1,33, mesmo com varias



Capitulo 7. APLICANDO OS METODOS NUMERICOS 93

casas decimais.

| I - J | =SE(E(12<=51$3;ABS({H4) <=$1$3);"Sim";"N3o")
B c D E F G H [} 1

1 Céleulo da imacio de raiz da equacdo (16x + 7)/(9 - x*) +6/[x + 3) - 7/(3 - x) = 0 pelo método da bissec¢io

2 Aproximagdo por falta POr eXcesso Meédia aritmética (m) p(m) Erro |b-al Precisdo

3 a pla) pib) b 0,0000001

4 | -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00551146384480 -1,32000000000000 | -1,33000000000000 0,00138291546238 0,02000000000000 Nio

3 | -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00138291546238 -1,33000000000000 | -1,33500000000000 | -0,00069273425675 0,01000000000000 Nio

6 | -1,33500000000000 | -0,00069273425675 0,00138291546238 -1,33000000000000 | -1,33250000000000 0,00034604740330 0,00500000000000 Nio

35 -1 116 | -0,00000000264054 0,00000000132047 -1 -1 492279 | -0,00000000066024 0,00000000953674 Sim

(a) Método da bissecgao
) & fx | =SE((CB"H8)<=0;G8;F8)
A B (= D E F G H 1 i
1 Calculo da imagdo de raiz da equagdio (16x + 7)/{9 - x*) + 6/(x + 3) - 7/(3 - x) =0 pelo método da posigio falsa
2 Bissa por falta POr excesso Média p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) pib) b {m) 0,0000001
4 1 -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00551146384480 -1,32000000000000 -1,33330059446885 0,00001359905624 0,02000000000000 Nio
5 2 -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00001359905624 =X 1446885 1 4488 0,000 0, 553115 Nio
6 3 -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00000003355828 -1,33333325254488 | -1,333333333133537 0,00000000008281 0,00666674745512 Nio
7 4 -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00000000008281 i 13397 | -1, 4 0,00000000000020 0,00666666686603 Nio
8 3 -1,34000000000000 | -0,00277608128366 0,00000000000020 -1 84 | -1, 0,00000000000000 0,00866666666716 Nio
9 6 -1,33333333333333 0,00000000000000 0,00000000000000 -1,33333333333333 #DIv/o! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!
(b) Método da posicao falsa
Figura 53 — Aplicagdo dos processos de aproximagao
. 7 aps . 7 /. WL
Os dois métodos nos levam admitir que a raiz é dizima peridédica x = —1,333333...,

que corresponde a fracao —3

7.3 92 Ano do Ensino Fundamental [l

O 92 ano também é marcado pelo aprofundamento sobre radiciacdo. Como os métodos
sao os mesmos do 8° ano, vamos apenas trabalhar com problemas que envolvem equagcoes
do 2° grau com uma incognita e suas variagoes.

Vale destacar que a variedade de métodos resolutivos acaba se tornando um problema

para os alunos, pois sdo varias formulas e formatos para lembrar e usar.

7.3.1 Aproximacao para equacdes do 22 Grau com uma incégnita

Problema 5 Uma pessoa distribui 240 balas para um numero x de criancas. Se cada
crianga receber uma bala a menos, o numero de balas que cada crianca vai receber serd

tgual ao numero de criangas. Qual € o valor de x?

Novamente temos um problema cuja resolucao necessita de aplicagoes de fragao algé-

240
brica, visto que pela interpretacao do problema, teriamos a equacado — — 1 = x. E, em
x

se tratando do ntimero de criangas, o resultado negativo é descartado.
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240

— 1=z

X

240—1-z=x-x
240 — x = 22
22+ —-240=0
A= (+1)2—4-1-(—240)
A =1+ 960 = 961

240
Aplicando a férmula — — 1 — 2 = 0 nos processos de aproximacao, inciariamos pelo
x
intervalo da figura

[ 9 - e | =13+8KST

Al B c D 3 3 G H 1 1 K L ™M N o P a R s i u v w
1 Escolha do intervalo para aproximagdo da raiz da equagdo 240/x-1-x=0
2 12escolha a=1 b= 20 k= 0,9048
3 a a1 | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | 214 | @15 | a16 | a17 | 218 | a19 | a20 | b
4] x | 10015 [281 |37 |462] 5526437338294 1005]10,95]11,86 | 12,76 | 13,67 | 14,57 [ 1548 | 16,38 | 17,29 | 18,19 | 19,10 | 20,00
5 | p(x) [238,00 123,10 81,61 | 59,90 | 46,34 | 36,92 [ 29,90 [ 24,39 | 19,89 | 16,11 [12,84 | 9,95 | 7,38 | 5,04 | 2,89 [ 0,90 [-097 | -2,73 | 4,40 [-600 [-753 | -9,00
6
7 22escolha a=14,57 b= 15,48 k= 0,0433
8 a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | 214 | @15 | a16 | a17 | 218 | a19 | a20 | b
9| x |1457 1461|1466 | 14,70 [ 14,74 | 14,79 | 14,83 | 14,87 | 14,92 [ 14,96 | 15,00 | 15,05 | 15,09 [ 15,13 | 15,18 | 15,22 | 15,26 | 15,31 | 15,35 | 15,39 | 15,44 | 15,48
10/ px)[ 0,90 [ 081 [072 [ 063 [ 054 [ 044 [035 [ 026 | 017 [ 0,08 [-0,01 [-0,20 |-0,19 |-0,27 [-0,36 [-0,45 |-054 | -0,63 | -0,72 [-0,80 | -0,89 |-0,98
1
12 1,00
13
14
15 os0
16
iz
18
19 0,00 ™ T

14}40 14,60 14,80 15,00 15,20 15,40 15,60

2l ——sériet
21
22| 050
23
2
2/ 100
2%
27
28

29| -150

Figura 54 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Os resultados do intervalo nos levam para o resultado de 15 criancas, mas seu resultado

é um zero negativo. Para os métodos de aproximagao (figura

vizinhos.
| ca - Jx | =240/B4-1-B4
A B c D E F G H 1 J
1 Cilculo da aproximacdo de raiz de 240/x - 1- x =0 pelo método da bisse
2 Al a falt: a Precisa
Passo pr g0 poriata o POT excesso Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a] fcisa0
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 14,56000000000000 || 0,08278074866310 -0,10315614617940 | 15,05000000000000 | 15,00500000000000 | -0,01033155614735 0,09000000000000 Nio
& 2 14,56000000000000 | 0,08273074366310 -0,01033155614795 | 15,00500000000000 | 14,98250000000000 | 0,03618846388153 0,04500000000000 Nio
6 3 14,98250000000000 | 0,03618846988153 -0,01033155614795 | 15,00500000000000 | 14,39375000000000 | 0,01291944560233 0,02250000000000 Nio
23 20 14,99993984741210 | 0,00000031534830 -0,00000003941854 | 15,00000001907350 | 14,99999393324280 | 0,00000013796483 0,00000017166138 Nio
24 21 14, 4280 0,00000013796488 -0,00000003941854 | 15,00000001907350 | 14,99999997615810 | 0,00000004927317 0,00000008583069 Sim
(a) Método da bisseccao
ca Jj | =240/B4-1-B4
A B = D E F G H 1 J
T Calculo da aproximagio de raiz de 240/x - 1 - x = 0 pelo método da bi: d
2 Passo p por falta Aproximagao por excesso édia aritmética (m) p(m) Erro |b-a| Precisdo
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 14,36000000000000 || 0,08278074366310 -0,10315614617940 | 15,05000000000000 | 15,00500000000000 | -0,01033155614795 0,05000000000000 NEo
5 2 14,36000000000000 | 0,08278074366310 -0,01033155614795 | 15,00500000000000 | 14,38250000000000 | 0,03618846988153 0, 000000 N&o
6 3 14,98250000000000 0,03618846988153 -0,01033155614795 15,00500000000000 | 14,99375000000000 0,01291944560233 0,02250000000000 N3o
23 20 14, 41210 0,00000031534830 -0,00000003941854 | 15,0000001 0 | 14, 4280 0,00000013796488 0,00000017166138 Nio
24 21 14, 4280 0,00000013796438 -0,00000003941854 | 15,00000001907350 | 14,99999997615810 0,00000004927317 0,000000( Sim

(b) Método da posigao falsa

Figura 55 — Aplicagido dos processos de aproximagao

Temos entao a confirmacgao do resultado 15, como o nimero de criangas.

, usaremos os pontos
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Problema 6 A tela de um quadro tem a forma retangular e mede 50 ¢m e 30 cm. Nessa

tela foi colocada uma moldura, também retangular, de largura z. Calcule essa largura,

sabendo que o quadro todo passou a ocupar uma drea de 2400 cm?.

Problemas de area sao sempre utilizados nas questoes que envolvem equacoes de 2°

grau, e também sao alguns dos mais préoximos da realidade, pois sao de utilizagdo pratica.

Para este problema, temos que resolver a equagao (50 — z)(30 — z) = 2400 e, por se

tratar de uma medida de comprimento, a raiz negativa nao deve ser considerada.

(50 + 22)(30 + 2z) = 2400
1500 + 1002 + 602 + 422 — 2400 = 0

4x

2 41602 — 900 =0

A = (+160)* — 4 - 4 - (—900)
A = 25600 + 14400

A = 400000

Ty =

(+160) = /400000

2-4
—160 £ 200
r=——
8
—160 + 200 40
xlzfzgz
—~160 — —
60 200: 360:_45
8 8

Para a escolha do intervalo (figura [56)), podemos considerar apenas os valores positivos,

visto que as raizes negativas nao atenderiam a situagao descrita.

K10 - J | =(50+2*K9)*(30 + 2*K9) - 2400

Al B c D E E G H 1 1 K L M N o P a R s g u v w
1 Escolha do intervalo para aproximagdo da raiz da equagdo 240/x-1-x=0
2 1zescolha a=1 b= 20 k= 0,9048
3 a al | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 | 213 | a14 | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 [ b
4] x | 100219 |28 [371]|a62]552]643][733]824]9314 10051095 11,86 | 12,76 | 13,67 | 14,57 [ 1548 | 16,38 | 17,29 | 18,19 | 19,10 | 20,00
5 | pix) |-736,00 |-580,73 |-418,90 | -250,53 | -75,61 | 105,86 | 293,88 | 488,44 | 689,56 | 897,22 | 1111,44 | 1332,20 | 1559,51 | 1793,37 | 2033,78 | 2280,73 | 2534,24 | 2794,29 | 3060,90 | 3334,05 | 3613,75 | 3900,00
6
7 22escolha a=4,62 b= 5,52 k= 0,0429
8 a al | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 | 213 | a14 | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a0 [ b
9 x | 462 | 466|471 475|479 | 483|488 492 |49 | 501505509513 [518]52 |52 531535539543 5488] 552
10 p(x) [-75,42 |-66,97 |-58,51 |-50,03 |-41,54 |-33,03 |-24,51 |-15,97 | 7,42 | 1,14 | 9,72 | 18,32 | 26,93 | 35,55 | 44,19 | 52,85 | 61,52 | 70,20 | 78,90 | 87,61 | 96,34 [105,08

120,00

13| 10000 3

15 8000 7

60,00

18| 4000

20,00

21 0,00 ]

——Sériel

2000

24| -a000

26 -60.00

-80,00

29| -100,00 1

Figura 56 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Como estamos trabalhando com uma unidade de medida, nao podemos considerar

que o numero 5 ¢é a raiz procurada, pois a medida pode nao ser exata. Para confirmar,

utilizamos os métodos de aproximagao (figura .
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B33 - A
A B C D E F G H 1 J
1 Céleulo da aproximagio de raiz de (50 +2x)(30+2x) - 2400 = 0 pelo método da bi £l
i .- P 50 por falta Aproximagio por excesso Média aritmética (m) . T — Precisio
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 ik 4,96000000000000 | -7,9935 79 2,0003! 44 5,01000000000000 4,98500000000000 | -2,93910000000000 0,05000000000000 N&o
5 2 4,98500000000000 | -2,99910000000000 2,0 5,01000000000000 4,99750000000000 | -0,43997500000018 0,02500000000000 N&o
28 25 4,99999999761581 | -0,00000047683761 0,00000011920929 5,00000000053604 4,99999939910593 -0,00000017881439 0,00000000238023 Nio
29 26 4,99999999510593 -0,0000001788143% 0,00000011920929 5,00000000053604 4,99999939935099 -0,00000002980323 0,00000000143012 Sim
(a) Método da bissecgao
B39 - 5]
A B S D E F G H 1 1
1 Célculo da i do de raiz de (50 +2x)(30+2x) - 2400 = 0 pelo método da posicdo falsa
2 —_— do por falta i 30 por excesso Média derad. p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) pib) b (m) 0,0000001
4 1 4,96000000000000 -7,993! 79 2 5,01000000000000 4,99999199519712 -0,00160096031959 0,05000000000000 Nio
3 2 4,99999199519712 | -0,00160096031353 2, 3,01000000000000 4, -0,00000032012804 0,01000800430288 Nio
6 3 4, 9839936 | -0,00000032012804 2 44 5,01000000000000 4,9939 8 -0,00000000006412 0,01000000160064 Nio
7 4 4, -0,00000000006412 5,01000000000000 5,00000000000000 0,00000000000000 0,01000000000032 Nio
8 5 5,00000000000000 | ©0,00000000000000 0,00000000000000 | 5,00000000000000 #DIV/0! #DIV/O! 0,00000000000000 | #DIV/0!

(b) Método da posicao falsa

Figura 57 — Aplicagido dos processos de aproximagao

Chegamos, entao, ao resultado de 5 cm; sem a necessidade de reduzir a equacgao, criar
uma equacao equivalente reduzindo seus coeﬁcientesﬂ ou errando cédlculos por necessitar

trabalhar com valores altos.
Problema 7 Resolva a equagdo 4x* — 3722 +9 = 0.

A equacao em questdo é uma equacao biquadrada, e sua resolucao depende da substi-

tuicao do termo x? por y.

4o — 3722 +9=0 y:—(—37i—\/T25 =y=>r= .y
4(x*)? = 372°+9=0 437435 = o= Ty = —3
4y = 3Ty +9=0
A= (-37)%—4-4.9 nETTST TR T
A = 1369 — 144 yp = 2L 790

A =1225 2
Lembrando aos alunos que a equacao biquadrada pode ter até quatro raizes diferentes,

a escolha do intervalo inicial (figura tem que ter uma amplitude que permita mostrar

a possibilidade de conter a raiz.

L' Transformar uma equacio em uma equivalente reduzindo os coeficientes é utilizar o0 mesmo método

de simplificacdo de fracdo, dividindo todos os coeficientes por um mesmo valor: 4x2 4+ 160z — 900 =
22 4+ 400 —225=0
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17 - § 5|

A B c D E F 8 H 1 1 K L M N o P Q R s i u v w
1 Escolha do intervalo para aproximag3o da raiz da equagio 4xM - 37x2 +9 =0
2 12escolha a=-10 b= 10 k= 0,9524
3 a al | a2 | a3 | ad | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a1l | a12 | a13 | ald | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
4| x |-10,00]-9,05 | -810 | -7,14 | -619 | -524 | -4,29 | -3,33 | -2,38 | -1,43 | -048 | 0,48 | 1,43 | 2,38 | 3,33 | 4,29 | 524 | 619 | 714 | 8,10 | 9,05 | 10,00
5 | p(x) | 3630900 | 2376405 | Wre2s2 |8533,57 |2465,39 |2005,10 | 678,85 | 91,72 |-72,20 |-49,85 | 0,82 | 0,82 |-49,85 |-72,20 | 91,72 |678,85 |2005,10 | 465,39 |8533,57 | W7e252 | 2378405 | 3630900
6
7 22escolha a=-333 b=3,33 k= 0,3171
8 a al | a2 | a3 | ad | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | a1d | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
9 x [-333[-301[-2,70 [-2,38 [ -2,06 | -1,74 | -1,43 | -1,11 | -0,79 | -0,48 | -0,16 | 0,16 | 0,48 | 0,79 | 1,11 | 1,43 | 1,74 | 2,06 | 2,38 | 2,70 | 3,01 | 3,33
10 pix) [ 90,57 | 2,73 |-48,64 |-72,30 |-76,00 |-66,55 |-49,77 |-30,52 |-12,68 | 0,83 | 8,07 | 8,07 | 0,83 |-12,68 |-30,52 |-49,77 |-66,55 |-76,00 |-72,30 |-48,64 | 2,73 | 90,57
1
12
1 \ /
| /
15
: \ /
17
n \ /
: \ /
20 . . . . . - ——sériel
21 400 E )ﬁ -2,00 -1,00 000 1,00 2,00 %ﬂﬂ 4,00
22 =
: \ /
2
s \ /
26
27
28
29

Figura 58 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Pela analise dos resultados, conseguimos verificar as quatro mudancas de sinal, logo,

deveremos ter quatro aplicagoes nos métodos de aproximagao (figuras

[ c . Jx | =4*Ba7-37°B4"2+9
A B C D E F G H 1 )
1 Céleulo da ap do de raiz de x4 - 37%"2 + 9 = 0 pelo método da bissecgd
2 falta il ]
Passo = porta = pOr excesso Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a]
3 a pla) plb) b
4 1 -3,01000000000000 2,11794803999393 -48,15360000000000 | -2,70000000000000 | -2,85500000000000 | -26,83109079750000 | 0,31000000000000 NEo
5 2 -3,01000000000000 2,117 -26,83103079750000 | -2,85500000000000 | -2,93250000000000 | -13,37411046234370 | 0,15500000000000 Nio
27 24 -3,00000000953674 | 0, 71592 -0,00000575780871 -2,99999397258186 | -2,99999939105930 | -0,00000187754637 0,00000003695438 NEo
28 25 -3,00000000953674 | O, 71592 00000187754637 | -2,99993999105930 | -3,00000000029802 0,00000006258483 0,00000001847744 Sim
(a) Método da bisseccao
B4 - | -30
A B C D E F G H [} J
1 Célculo da d0 de raiz de 4xM - 37x72 + 9 =0 pelo método da posicio falsa
2 i do por falta proxi POr eXCesso Média ponderada p(m) Erro [b-a] Precisio
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 -3,01000000000000 2,11 -48,15360000000000 | -2,70000000000000 | -2,99693965238792 | -0,64099790875747 0,31000000000000 Nio
3 2 -3,01000000000000 2,11 -0,64099730875747 | -2,996! 92 | -2,99997401973780 | -0,00545573424347 0,01306034761208 Ndg
6 3 -3,01000000000000 2,11794803999993 -0,00545573424347 | -2,99997401973780 | -2,99999977983322 | -0,00004623501533 0,01002558026220 Nao
7 4 -3,01000000000000 2,11 -0,00004623501593 | -2,99999977983322 | - 13425 | -0,00000039180759 0,01000022016678 Nio
8 5 -3,01000000000000 2,11 -0,00000039180759 - 13425 | - 19 | -0,00000000332028 0,010 75 Ndo
El 6 -3,01000000000000 2,11794803999993 -0,00000000332028 | -2;! 3419 | -2, 37 | -0,00000000002814 0,01000000001581 Nio
10 7 -3,01000000000000 2,11 -0,00000000002814 | -2, 7 | -3,00000000000000 | -0,00000000000023 0,01000000000013 Nio
1 8 -3,01000000000000 2,11 -0,00000000000023 -3,00000000000000 | -3,00000000000000 0,00000000000000 0,01000000000000 Nio
12 9 -3,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | -3,00000000000000 HDIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 | #DIV/0!
(b) Método da posicao falsa
3 i 3 5 - 3 5 o ;
Figura 59 — Aplicacdo dos processos de aproximacao - 1° intervalo
C3s - 7|
A B C D E F G H [} 1
1 Célculo da A0 de raiz de 4xM - 37xA2 + 9 =0 pelo método da bis:
2 falt i ] Precisa
Passo L por fatta Of Shressn Média aritmética {m) p(m) Erro |b-al SECsan
3 a pla) pib) b 0,0000001
4 1 -0,79000000000000 | -12,53369676000000 0,68753664000000 -0,48000000000000 -0,63500000000000 | -5,26896333750000 0,31000000000000 Nio
3 2 -0,63500000000000 | -5,26836339750000 0,68753664000000 -0,48000000000000 | -0,55750000000000 | -2,11342914984375 0,15500000000000 Nio
26 23 -0,50000005483627 | -0,00000191926966 0,00000066757201 -0,49999998092651 | -0,50000001788139 | -0,00000062584878 0,00000007330976 Nio
27 24 -0,50000001788139 | -0,00000062584875 0,00000066757201 -0, 651 | -0, 0,00000002086163 0,00000003695488 Sim
(a) Método da bissecgao
c36 - e \
A B £ D E F G H 1 i
1 Calculo da do de raiz de 4xM - 37x12 + 9 = 0 pelo método da posigio falsa
2 Bissa por falta i 40 por excesso Média p(m) Ero [b-a] Precisdo
3 a pla) pib) b {m) 0,0000001
4 1 -0,79000000000000 | -12,53369676000000 0,68753664000000 -0,48000000000000 -0,49612076210681 0,13530635706864 0,31000000000000 Nio
5 2 -0,79000000000000 | -12,53369676000000 0,13530635706864 -0,49612076210681 -0,49925942493055 0,02590312218806 0,29387923789319 Nio
22 13 -0,79000000000000 | -12,53369676000000 0,00000000000008 -0,50000000000000 | -0,50000000000000 0,00000000000000 0,29000000000000 Nio
23 20 -0,50000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 -0,50000000000000 #DIV/0! H#DIV/O! 0,00000000000000 #DIV/O!

(b) Método da posicao falsa

Figura 60 — Aplicacido dos processos de aproximacao - 2° intervalo
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B33 - § £]
A B c D E F G H 1 J
1 Cdlculo da aproxi do de raiz de 4xM - 37xA2 + 9 =0 pelo métedo da bi: £l
2 ] falt: Al il ] s Preciséd
Passo porfata B POf EXCERsD Média {m) p(m) Erro |[b-a| IEGI3A0
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 0,48000000000000 0,68753664000000 -12,53369676000000 0,79000000000000 0,63500000000000 -5,26896339750000 0,31000000000000 Nio
5 2 0,43000000000000 0,68753664000000 -5,26896339750000 0,63500000000000 0,55750000000000 -2,11342914984375 0,15500000000000 Nio
26 23 0,49399998092651 0,00000066757201 -0,00000191926966 0,50000005483627 0,50000001788139 -0,00000062584878 0,00000007330976 Nao
27 24 0.4 198092651 0,00000066757201 -0,00000062584878 0,50000001788139 04 40395 0,000000 0,000001 5488 Sim
(a) Método da bisseccao
B33 -0 ]
A B c D E E G H ! J
1 Calculo da aproximagio de raiz de 4xM - 37x2 + 9 = 0 pelo método da posicio falsa
2 — P por falta pl por excesso Média p p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) plb) b (m) 0,0000001
4 1 0,43000000000000 0,68753664000000 -12,53363676000000 | 0,79000000000000 0,49612076210631 0,13530635706364 0,31000000000000 Nio
) Z 0,49612076210681 0,13530635706864 -12,53363676000000 | 0,79000000000000 0,49925942433055 0,02590312218806 0,29387923789319 Nio
22 19 0,50000000000000 0,00000000000008 -12,53363676000000 | 0,79000000000000 0,50000000000000 0,00000000000000 0,25000000000000 Nio
23 20 0,50000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 0,50000000000000 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 | #DIV/0!
(b) Método da posigao falsa
. . ~ . ~ o .
Figura 61 — Aplicacido dos processos de aproximacao - 32 intervalo
c35 - S |
A B C D E F G H [} 1
1 Cilculo da i do de raiz de 4xM - 3772 + 9 =0 pelo método da bis:
2 Al il ] falta ] Precisa
Passo g X P10 i pRtEREn Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a] Merhe
3 a pla) pib) b 0,0000001
4 1 2,70000000000000 | -48,15360000000000 2,11794803999993 3,01000000000000 2,85500000000000 | -26,83109079750000 | 0,31000000000000 Nio
8 2 2, 000000 | -26,83103079750000 2,1179480399999 3,01000000000000 2,93250000000000 | -13,37411046234370 | 0,15500000000000 Nio
6 3 2,93250000000000 | -13,37411046234370 2,11 3,01000000000000 2,97125000000000 | -5,89068323592778 0,07750000000000 Nio
27 24 2,99399997258186 | -0,00000575780871 0,00000200271592 3,000 74 2, 105930 | -0,00000187754637 0,00000003695438 Nio
28 25 2,99999999105930 | -0,00000187754637 0,00000200271592 3,000 74 3,0000 )3 0,000 0,00000001847744 Sim
(a) Método da bissec¢ao
ca - £
A B [ D Ei F G H 1 it
1 Cilculo da aproximagdo de raiz de 4xM4 - 37xA2 + 9 = 0 pelo método da posigio falsa
2 Bassa por falta d A0 por excesso Média derad, p(m) Ero [b-a] Precisdo
3 a pla) pib) b {m) 0,0000001
4 1 2,70000000000000 | -48,15360000000000 2,11 3,01000000000000 2 92 -0,64099790875747 0,31000000000000 Nio
5 2 2,99693965238792 -0,64099790875747 2,11 3,01000000000000 2,99997401973780 -0,00545573424347 0,01306034761208 Nio
6 3 2,99997401973780 -0,00545573424347 2,11 3,01000000000000 2,99999977983322 -0,00004623501593 0,010025! 20 Nio
7 4 2,99999977983322 | -0,00004623501593 2,11794803939993 3,01000000000000 2,99999999813425 -0,00000039180753 0,01000022016678 Nio
8 3 2,99999999813425 -0,00000039180759 2,11794803939933 3,01000000000000 2,99999939938419 -0,00000000332028 0,01000000186575 Nio
9 6 19 -0,00000000332028 2,11 3,01000000000000 7 | -0,00000000002814 0,01000000001581 Nio
10 7 2,99999999999987 | -0,00000000002514 2,11794803939993 3,01000000000000 3,00000000000000 | -0,00000000000023 0,01000000000013 Nio
11 8 3,00000000000000 | -0,00000000000023 2,11794803939993 3,01000000000000 3,00000000000000 0,00000000000000 0,01000000000000 Nio
12 9. 3,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 3,00000000000000 #DIv/o! #DIv/0! 0,00000000000000 #DIv/o!

(b) Método da posicao falsa

Figura 62 — Aplicacdo dos processos de aproximacdo - 4° intervalo

Problema 8 Determine os nimeros reais x que fazem com que as expressoes \/x + +/ 1

e /7 tenham o mesmo valor numérico.

Este problema trabalha com o conceito de equagodes irracionais, o qual traz a dificuldade
para os alunos das constantes analises para retirar as raizes através da aplicacao das

poténcias necessarias.
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8
_|_
8
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41545
A=(-15)%—-4-1-50 - 9

8
+
8
|
—
o
I
3
[\
=

v Vr—l=T A = 225 — 200 x1:220:10

S —1)2 — (7 — )2 2-1 Ty = ——(——
(Vo=1) =7 -2) 41545 "
z—1=149 — 14z + 22 =" Tg=—=25
v — 14 +49 -2 +1=0

"= 152 +50=0 , ,
Inicialmente pode se pensar que temos duas raizes para o problema, mas, ao verificar

os nimeros encontrados, apenas o 5 satisfaz a condigao.

i+ VE—1| 10+ yI0—1

V5 + V4 V10 4+ V9
V5+2 VIO+3
VT V13

O intervalo (figura para a aplicacao dos métodos numéricos pode ser realizado de

acordo com +/x — 1, logo, o valor que procuramos tem que ser maior ou igual a 1.

[ 85 - § Jfe | =RAIZ(B4+RAIZ(B4-1))-RAIZ(7)

Al B & D E F G H 1 J K L ™M N o 3 a R s i U v w
i Escolha do intervalo para aproximagio da raiz da equagio V(x + V(x - 1)) -V7 =0

2 12escolha a=l1 b=20 k= 0,9048

3 a al | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | a1a | a15 | a16 | a17 | 218 | a19 | a20 | b
4 1,00 | 1,50 [ 281 [ 3,71 [ 462 [ 552 [ 643 [ 7,33 | 8,24 | 9,4 [ 10,05 [ 10,55 [ 11,86 | 12,76 | 13,67 [ 14,57 [ 1548 | 16,38 [ 17,25 [ 18,15 [ 19,20 [ 20,00
5 [p(x)][-1.65 ]-0,96 [-061 [-033 [-0,09 [ 0,12 [ 031 [ 049 [ 066 [ 0,82 [097 [ 111 [ 125 [ 138 [ 1,50 [ 163 [ 1,75 | 186 [ 1,97 [ 208 [ 2,39 | 2,29
6
7
8

22 escolha a=4,62 b=1552 k= 0,0429

a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a0 | a10 | a11 | a12 | a13 | 214 | a15 | a16 | a17 | 218 | a19 | a20 | b
9 x | 462|466 471475 [475 | 483|488 [492 496501505 [509]513]518]5220]526 531535539 [543]548]55
10 p(x} | -0,09 [-0,08 [-0,07 [-0,06 | -0,05 [-0,04 [-0,03 [-0,02 [-0,01 [ 0,00 [ 0,01 [ 002 [ 0,03 [ 0,04 [ 0,05 [006 [007 | 008 [005 [010 [011 [012

0.10

0,00 - - —sériel

23| 005

26| -0,10

29 -0.15

Figura 63 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Pela escolha dos intervalos, temos apenas uma tunica mudanca de sinais, que sera

aplicado nos processos de aproximagao (figura .
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B5 - i | =SE({C4=H4)>=0;G4;B4)
A B C D E F G H 1 J

1 Clculo da aproximac3o de raiz de V{x + V{x - 1)) - V7 = 0 pelo método da bissecgdo

i .- proximacio por falta Aproximagio por excesso Média aritmética (m) - T — Precisio
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 ik 4,96000000000000 | -0,00947081115316 0,00236092965522 5,01000000000000 4,98500000000000 | -0,00354645347422 0,05000000000000 N&o

5 2 4,98500000000000 | -0,00354645947422 0,00236092965522 5,01000000000000 4,99750000000000 | -0,00053065388076 0,02500000000000 N&o

6 4,99750000000000 | -0,00059065385076 0,00236092965522 5,01000000000000 5,00375000000000 0,00088566449068 0,01250000000000 N3o
22 19 4,99999996185303 -0,00000000901138 0,00000003604550 5,00000015258789 5,00000005722046 0,00000001351706 0,00000019073486 N&o
23 20 4, -0,00000000901138 0,00000001351706 5,00000005722046 5,00000000953674 0,00000000225284 0,00000009536743 sim

(a) Método da bisseccao

B5 - Jx | =sE((Ca*Ha)>=0;G4;84)

A B C D E F G H ) A
1 Cdlculo da apreximacdo de raiz de V{x + V{x - 1)) - ¥7 =0 pelo método da posicio falsa
2 o proxil do por falta proxi 40 por excesso Média p p(m) £rro [b-a| Precisdo
3 a pla) pib) b {m) 0,0000001
4 1 4,96000000000000 | -0,00947081115316 0,00236092965522 5,01000000000000 5,00002289817934 0,00000540917935 0,05000000000000 Nio
5 2 4,96000000000000 | -0,00947081115316 0,00000540917935 5,00002289817934 5,00000005246377 0,00000001239340 0,04002289817934 Nio
6 3 4,96000000000000 -0,00947081115316 0,00000001239340 5,00000005246377 5,00000000012020 0,00000000002840 0,04000005246377 Nio
7 Ll 4,96000000000000 -0,00947081115316 0,00000000002840 5,00000000012020 5,00000000000028 0,00000000000006 0,04000000012020 Nio
8 5 4,96000000000000 -0,00947081115316 0,00000000000006 5,00000000000028 5,00000000000000 0,00000000000000 0,04000000000028 Nio
9 6 5,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 5,00000000000000 #DIV/0! #DIV/O! 0,00000000000000 #DIV/O!

(b) Método da posicdo falsa

Figura 64 — Aplicacdo dos processos de aproximagao

Com os processos de aproximagao chegamos ao valor 5, descartando a possibilidade do

10 logo na obtenc¢ao dos intervalos.

7.4 1° Ano do Ensino Médio

Ao chegar no 1° ano do ensino médio as equacoes de 1° e 2° graus sao trabalhadas
na aplicagao das fung¢oes afim e quadratica. Além delas, como vimos, temos também as
vinculadas a funcao as equagdes modulares, logaritmicas e exponenciais.

As aplicagbes dos métodos numéricos para as funcgdes afim e quadratica seguem os
mesmos principios das aplicagoes feitas no 8° e 9 anos, portanto, partiremos dos problemas

com equacoes exponenciais.

7.4.1 Funcoes exponenciais

A fungao exponencial é utilizada principalmente nos célculos de juros compostos e
proliferacao de virus e bactérias. Entao, sua aplicabilidade pratica é bastante extensa.

A resolugao padrao é tentar transformar a equagao em uma igualdade de poténcias
de mesma base, podendo, assim, trabalhar apenas com os expoentes. Esse procedimento
requer que o aluno lembre e tenha dominio de todas as propriedades de poténcias e raizes,

visto que ele pode se deparar com uma transformagdo em um expoente fracionério.

Problema 9 (FMJ-SP) O nimero de bactérias de uma cultura, t horas apds o inicio de
certo experimento, é dado pela expressio N(t) = 1200 - 204, Nessas condigoes, quanto

tempo apds o inicio do experimento a cultura terd 38400 bactérias?

Neste problema, a resolucao padrao é:
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Ao implementar os métodos de aproximacao,
de bactérias cresce, logo o expoente nao pode

poténcia dada. Assim direcionamos o intervalo

38400 = 1200 - 204
38400 _ S0,

1200

32 = 204

25 _ 20,4t

5
5

t= " t=12
0,4 ’

métodos de aproximacdo (figura [66).

0,4t

bt

) - f | =09+5KS7
A B C D E F <] H I 4 K L M N (o] P Q R s L u v w

1 Escolha do intervalo para o problema 9: 1200%2A(0,4t) - 38400 =0

2 |12 escolha a=1 b=20 k= 0,9048

3 a al a2 a3 a4 as a6 a7l ag ad al0 all al2 al3 al4 als alé al7 alg a19 a20 b

4  x [1,000] 1,905 | 2,810 | 3,714 | 4,619 | 5524 | 6,429 | 7,333 | 8,238 | 9,143 | 10,048 | 10,952 | 11,857 | 12,762 | 13,667 | 14,571 | 15,476 | 16,381 | 17,286 | 18,190 | 19,095 | 20,000

5 | pix) | weiens | assmnrs |amreess | am0sa5s | seatn |szaears | amesras | 2aesase | aseiass | 2azmizr | esaess | awerre | w2505 |2892,17 | wesnas | 2aranss | 4a2a9ms | 7e22750 | 10634003 | wrensz | 00seoss | cessmon

6

7 22 escolha a= 11,857 b= 12,762 k= 0,0431

3 a a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 ag a0 [ a10 | a11 | a12 [ a3 al5 | a16 | a17 | a18 | a10 [ a20 | b

9 | x |11,857)11,900|11,943|11,986|12,029 12,072 |12,116|12,159|12,202 12,245 | 12,288 | 12,331 | 12,374 | 12,417 12,503 |12,547 12,590 | 12,633 | 12,676 | 12,719 | 12,762

10 | pix) | 0z | seeite | sesnzr | sens | aeeds | azsese | e | aeds | awnss | 2eess | owess | -S| -meee|r i |- 36,52 (498,54 [966,10 [1439,20 [1915 17 [2402,80 288326

1

121 400000

13

14

15 | 2000,00

16

17

12 0,00

- 11,800 11,800 12,000 12,100 12,200 12,300 12,40 12,500 12,600 12,700 12,800 12,500

= / |

o1 | 200000 —sériel

22

23 || -a000,00

24

25

26 | -s000,00

27

28

29 | 500000

Figura 65 — Escolha do intervalo que contém a raiz
K1 - 5|
A B c D E F G H 1 J
1] Calculo da aproximacéo de raiz de 1200*2/{0,4t) - 38400 =0 pelo método da bi: d
2 s P do por falta Aproximagio por excesso édia aritmética (m) p(m) Erro |b-al Precisdo
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 12,46000000000000 |-423,51681097220700 31,95350932890140 | 12,50300000000000 | 12,48150000000000 |-196,46042094365100 | 0,04300000000000 Nio
5 2 12,43150000000000 |-196,46042094365100 31,95350932890140 | 12,50300000000000 | 12,43225000000000 | -82,42365448853520 | 0,02150000000000 Nio
33 30 12, 110 | -0,00000073377305 0,00000011896191 12,50000000001120 | 12, 110 | -0,00000030739466 0,00000000008009 Nio
34 31 12, 7110 | -0,00000030739466 0,00000011896191 12,50000000001120 | 12, 120 | -0,00000009421638 0,00000000004005 Sim
(a) Método da bissecgao
K1 - £
A B c D E F G H ] J

1 Calculo da ap do de raiz de 120072/{0,4t) - 38400 = 0 pelo método da posicdo falsa
2| Do p cdo por falta Aproxil do por excesso Meédia ponderada p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 12,46000000000000 |-423,51681097220700 31,95350932890140 | 12,50300000000000 | 12,49998333603770 | -0,17741647550429 0,04300000000000 Nio
5 2 12, 770 | -0,17741647550429 31,95350932890140 | 12,50300000000000 | 12, 7060 | -0,00007377544534 0, Nio
6 3 12, 99307060 | -0,00007377544534 31,95350932890140 | 12,50300000000000 | 12, 710 | -0,00000003069727 0, 939 Nio
7 4 12, 10 | -0,00000003069727 31,953509 90140 | 12,50300000000000 | 12,50000000000000 0,00000000000000 0, 000: Nio
8 3 12,50000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 12,50000000000000 #DIV/O! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/O!

(b) Método da posigao falsa

Figura 66 — Aplicacido dos processos de aproximagao

levamos em consideragao que a quantidade
ser negativo, pois teriamos o inverso da

trabalhado (figura e o aplicamos nos
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Analisando apenas o método da bissecc¢ao, a utilizacao dos métodos de aproximacao
parece desnecessaria, mas em uma situacao fora da sala de aula, nenhum conhecimento

sobre poténcias seria necessario.

Problema 10 Analistas do mercado imobilidrio de um municipio estimam que o valor
(v), em reais, de um apartamento seja dado pela lei v(t) = 250000 - (1,05)¢, sendo t o
numero de anos (t = 0, 1, 2, ...) contados a partir da data de entrega do apartamento.
Depois de quantos anos da data da entrega o apartamento estard valendo 1,525 milhdo de
reais? (Use as aproximagoes da tabela sequinte).

t 35 | 36 | 37| 38 | 40
1,058 | 55| 58| 6,1| 6,4 | 70

Usando a tabela, a resolucao seria a seguinte

250000 - (1, O5)t = 1525000
1525000
(1,05)" =

~ 250000
(1,05)" = 6,1

Pela tabela, o resultado seria t = 37. E se nao tivéssemos a tabela? Como seria feito o
calculo sem a aplicacao de outros conceitos matematicos?

Novamente, como temos uma contagem de tempo, podemos partir apenas de intervalos

positivos (figura [67).

[ BS ~( = | =2500007(1,05)"B4-1525000

al 8 & D 3 F G H 1 J K 1z ™M N o 2 a R s T u v w
1 Escolha do intervalo para o problema 10: 250000*(1,05) - 1525000 =0
2 12 escolha a=1 b= 100 k= 47143
3 a a1 | a2 | a3 | aa | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ a20 [ b
4| x | 1,000] 5,714 [10,429]15,143| 19,857 24,571 | 29,286 34,000 | 38,714 [ 43,429 | 48,143 52,857 57,571 | 62,286 | 67,000 | 71,714 76,429 | 81,143 | 85,857 [ 90,571 | 95,286 | 100,000
5 | p(x) o] e [ET e SR, pp— aaisz0s1 | 2m66301 | 2798376 | 5554073 | wessonen | srocssse | svzzmsaa | sesrezaz | soaseress PR " P P, i i SR
6
7 22escolha a=34 b= 38,714 k= 0,2245
8 a a1 | a2 | a3 | aa | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ @20 [ b
9 | x [34,000(34,224|34,449(34,673| 34,898 35,122 | 35,347 | 35,571 | 35,796 | 36,020 | 36,245 | 36,469 36,694 | 36,918 | 37,143 37,367 37,592 | 37,816 | 38,041 38,265 | 38,490 38,714
10 | p(x) | -2ressai |-s7ssss [ mastiss [-tetiaan | wszeszs 13772751 | -izzasass -107015,03 | 9138857 | -7o61215 | 5985088 | 4351383 | -27198,07 | 704,85 | 5971,41 | 2263112 | 3337848 | 57wass | 7asazea | 9214715 | 109958,83 | 12798072

1211 150000,00

100000,00

50000,00

0,00
o 33,000 34,000 35,000 36,000 57,000 38,000 39,000
20

50000,00

-100000,00

Sériel

-150000,00

-200000,00

-250000,00

Figura 67 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Mesmo com varios passos no processo da bissecgao, os métodos de aproximagao (figura
se mostram mais eficazes para este tipo de problema, quando nao se tem uma tabela

com valores prévios para serem usados.
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ca - Jx | =250000%(1,05)"B4-1525000
A B Cc D E F G H 1 )

1 Célculo da aproximagdo de raiz de 250000%(1,05)At - 1525000 =0 pelo método da bissecgdo
L ] falt: il ] Precisd

Passo 2 porfatta L2 POT EXCEs50 Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a| fexia0
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 36,91800000000000 00 5996,31021755514000 | 37,14300000000000 | 37,03050000000000 | -2384,14267813733060 | 0,22500000000000 Néo
5 2 37,03050000000000 | -232 8197330 5096,31021755514000 | 37,14300000000000 | 37,08675000000000 | 1800,33284526070000 | 0,11250000000000 Nio
6 ] 37,03050000000000 | -2384,14457813733000 1800,33284526970000 | 37,08675000000000 | 37,05862500000000 |-293,34142569778400 | 0,0 0000 N3o
38 35 37,06256787534440 | -0,00000075506978 0,00000021955930 37,06256787535750 | 37,06256787535090 | -0,00000026798807 0,00000000001310 N&o
39 36 37,06256787535090 | -0,00000026798807 0,00000021955930 37,06256787535750 | 37,06256787535420 | -0,00000002421439 0,00000000000655 Sim

(a) Método da bissecgao
[ ca - J | =250000%(1,05)~B4-1525000
A B c D Ej F G H 1 J

il Célculo da aproximacio de raiz de 250000%(1,05)At - 1525000 = 0 pelo método da posicao falsa
2 P proximacdo por falta Aproxil o por excesso Média ponderada p(m) Erro [b-al Precisdo
5 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 36,91800000000000 | -10718,72616211340000 5996,31021755514000 | 37,14300000000000 | 37,06228406446120 [ -21,11650341415830 | 0,22500000000000 Nio
5 2 37,06228406446120 | -21,11680341418830 5896,31021755514000 37,14300000000000 | 37,06256731883840 | -0,04140758095309 0,08071593553879 Nio
6 i 37,06256731883840 | -0,04140758095309 5896,31021755514000 37,14300000000000 | 37,06256787426330 | -0,00008119433187 0,08043268116159 Nio
7 4 37,06256787426330 | -0,00008119433187 5896,31021755514000 37,14300000000000 | 37,06256787535240 | -0,00000015902333 0,08043212573673 Nio
8 5 37,06256787535240 | -0,00000015902333 5996,31021755514000 | 37,14300000000000 | 37,06256787535450 [ 0,00000000000000 0,08043212464762 Nio
) 6 37,08256787535450 | 0,00000000000000 0,00000000000000 37,06256787535450 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!

(b) Método da posigao falsa

Figura 68 — Aplicagido dos processos de aproximagao

7.4.2 Funcao logaritmica

A funcao dos logaritmos é facilitar o trabalho com poténcias quando a base e o expoente
sdo positivos e o expoente é diferente de 1. Como ha muitos célculos envolvidos, sempre ¢é
recomendado utilizar uma tdbua de logaritmos ou uma calculadora com as fungoes “log”
ou “10*”, além das propriedades.

Suas aplicacoes sao semelhantes as aplicagoes das fungoes exponenciais.

Problema 11 Em quantos anos 500g de uma substancia radioativa, que se desintegra a
uma taza de 3% ao ano, se reduzirao a 100 g? Use Q = Qo - ", em que Q é a massa da

substancia, r € a taxa e t € o tempo em anos.

A resolucao do problema seria a seguinte:

Q=Q "

100 = 500 - ~*%
@ _ —0,03t
500

In <1> —In 0,03t
)

Inl—Ind5=-0,03t-1In

—In5 = —0,03¢
‘o —In5  1,6094
© —0,03 0,03

t~ 53,6

Sem a aplicacao das propriedades, ou a tabua de logaritmos, os célculos se tornam

massivos. Ao levar o problema para os modelos de aproximagao, iniciamos com o intervalo

da figura 69}
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B5 - Je | =500%EXP(-0,03*B4) - 100

A B c D E F G H 1 J K s M N o P Q R s I u v w
1 Escolha do intervalo para o problema 11: 500*eA{-0,03t) - 100 =0
2 12escolha a=1 b= 100 k= 4,7143
3 a al | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | al1l | a12 | a13 | al4 | a15 | a16 | a17 | a8 | a19 | a20 | b
4 | x 1,000 | 5,714 [10,429]15,143 19,857 24,571 ] 25,286 34,000 38,714 | 43,429 | 48,143 [ 52,857 57,571 | 62,286 | 67,000 | 71,714 76,429 | 81,143 | 85,857 90,571 ] 95,286 100,000
5 | pix) [385,22]321,23 [265,68 [ 217,45 175,58 [ 139,24 [107,69 [ 80,30 [ 56,52 | 35,88 | 17,96 | 2,40 |-11,10 [-22,83 |-33,01 |-41,84 [-49,51 [-56,17 | -61,95 |-66,97 |-71,32 | -75,11
6
7 22escolha a=52,857 b= 57,571 k= 0,2245
8 a al | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a1l | a12 | a13 | al4 | a15 | a16 | a17 | a8 | a19 | a20 | b
5 x |52,857]53,081]53,30653,530] 53,755 53,979 | 54,204 | 54,438 [ 54,653 | 54,877 | 55,102 | 55,326 | 55,551 55,775 | 56,000 | 56,224 | 56,449 [ 56,673 | 56,898 | 57,122 | 57,347 [ 57,571
10 p(x) | 240 [ 1,71 [ 1,03 [ 035 [-032 [ 0,99 [-165 | -2,31 | -2,97 | -3,62 | -4,27 | -451 | -555 | -6,18 | -6,81 | -7,44 | -8,06 | -8,68 | -5,29 | -9,90 |-10,50 |-11,10
1
S 4,00
13
14 2,00
15
16 0,00 T T T T T T - - -
17 52,000 53,000 \% 55,000 56,000 57,000 58,000
18| -2.00
19
20 4,00 —Chiiel,
21
22| -6.00
23
21| -800
25
26| <1000
27
28| -12.00

Figura 69 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Novamente, analisando os resultados dos métodos de aproximagao (figura , eles se

tornam eficazes por nao necessitarem da utilizagdo de conhecimentos prévios.

| B4 - £ 53,53
A B i D E F G H I 1
1 Cdlculo da aproximagio de raiz da equagdo 500*eA(-0,03t) - 100 = 0 pelo método da bissecgio
2 - proximacio por falta Aproximagio por excesso Média aritmética (m) dlin) F— Precisio
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 T 53,53000000000000 | 0,35441782334003 -0,32009343316572 | 53,75500000000000 | 53,64250000000000 | 0,01623257050517 0,22500000000000 Nio
5 X 53,64250000000000 | 0,01629257050517 -0,32069343316572 | 53,75500000000000 | 53,69875000000000 | -0,15234259726685 0,11250000000000 Nio
25 22 53,64793040037150 | 0,00000004229544 -0,00000027956965 | 53,64793050765990 | 53,64793045401570 | -0,00000011863710 0,00000010728836 Nio
26 23 53,64793040037150 | 0,00000004229544 -0,00000011863710 | 53,64793045401570 | 53,64793042719360 | -0,00000003817084 0,00000005364419 Sim
(a) Método da bisseccao
A10 € IAE
A B C | D E F G H 1 J
1 Célculo d d do de raiz da equagdo 500 e?(-0,03t) - 100 =0 pelo método da posigéo falsa
2 s do por falta proxi A0 por excesso Média ponderada p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
a 1 53,53000000000000 | 0,35441782334003 -0,32069343316572 | 53,75500000000000 | 53,64811980541440 | -0,00056817121899 0,22500000000000 Nio
5 2 53,53000000000000 0,35441782334003 -0,00056817121899 | 53,64811980541440 | 53,64793074929710 | -0,00000100448118 0,11811980541437 Nio
6 3 53,53000000000000 | 0,35441782334003 -0,00000100448118 | 53,64793074929710 | 53,64793041506190 | -0,00000000177582 0,11793074329707 Nio
7 4 53,53000000000000 | 0,35441782334003 -0,00000000177582 | 53,64793041506190 | 53,64793041447100 | -0,00000000000310 0,11793041506195 Nio
8 5 53,53000000000000 | 0,35441782334003 -0,00000000000310 | 53,64793041447100 | 53,64793041447000 | 0,00000000000000 0,11793041447105 Nio
il 6 53,64793041447000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 53,64793041447000 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!

(b) Método da posigao falsa

Figura 70 — Aplicagido dos processos de aproximagao

Problema 12 A expressio M = A(1+4)"™ nos permite calcular o montante M, resultante
da aplicagcdo do capital A a juros compostos a taxa anual i, ao completar um periodo de n
anos. Nessas condicoes, se o capital de R$ 800 000,00 for aplicado a juros compostos e d

taxa anual de 12%, apds quanto tempo da aplicagcio serdo obtidos juros no valor de R$
700 000,007

Antes de iniciar a resolucao, devemos lembrar que o montante é igual ao capital inicial

mais os juros da operacao, logo, M = 1500000.
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M=A1+1i)"
1500000 = 800000 - (1 4+ 0,12)"
1500000
—— = (1,12)"
800000
15
log <= log(1,12)"
log15 —log8 =n-log1,12
_ 1,1761 —0,9031
B 0, 0492
10,2730

n——————
0,0492
n ~ 5,54

n

Fazendo a aplicagao para o calculo, o tempo para o intervalo nao pode ser zero (figura

7))

85 ~( 7= [ =200000°1,12/84-1500000
al B c D £ F G H 1 1 K L ™M N o P Q R s I u v w
Escolha do intervalo para o problema 12: 800000*1,12"n - 1500000 =0

12 escolha a=1 b=12 k= 0,5238

a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 [ a1 | a12 | a13 | a14 [ a15 | a16 | a17 | a18 [ a19 [ a20 | b
x | 1,000 1,524 | 2,048 | 2,571 | 3,095 | 3,619 | 4,143 | 4,667 | 5,190 | 5,714 | 6,238 | 6,762 | 7,286 | 7,810 | 8,333 | 8,857 | 9,381 | 9,905 | 10,429 10,952 11,476 | 12,000
pix) [[-t0s000s0 [ -ses20010 [ e [ e e or | 5338168 | 2874775 | 122245,35 | 226251 | 32874715 |a3sar0.39 | ss10an.07 | sezsases | 337,90 | 9ms005 2 | 1eanae, o | ersse 1437145.02 | 1616780.73
22 escolha a=519 b=5,714 k=_ 0,025

a a1l | a2 | a3 | a4 | as | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 [ a14 | @15 | a16 | a17 | a18 [ a19 | a20 | b
x | 5190 5215 | 5,240 | 5,265 | 5,290 | 5,315 | 5,340 | 5,365 | 5,390 | 5,415 | 5,440 | 5,464 | 5,489 | 5,514 | 5,539 | 5,564 | 5,589 | 5,614 | 5,639 | 5,664 | 5,689 | 5,714
pix) |-s3438.43] s53s0,01 | -mizsas | 47ies0 | 30523 | a6z | -a47sane | -aussas0 | -2ee7ase | 22008 | erzret | meznio | s7eso | sssess [-1264.91]2079,74 | 7235,92 | 1150414 | 1orssss | zovress [ aszmiar [ zsesnas

1

2

3

P

5

6

7

8

9

10

11

12| 40000,00

1 3000000

14

15| 20000,00

151 1000000

17

18 0,00 T T T T T T 1

19 5,100 5,200 5,300 5400 ;gp/’ 5,600 5,700 5,500
10000,00

20 ——sériel

21 | -20000,00

2| 3000000

23

24 | -40000,00

2| 5000000

2

27 | -60000,00

2 7000000

29

Figura 71 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Este é um problema bem préximo da realidade, entao a sua aplicacao em uma planilha

eletronica (figura é de grande importancia, principalmente para se verificar resultados.
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84 - f | 5,529
A B 8 D E F G H 1 J
1 Calculo da aproximagdo de raiz da equagéo 800000*1,12"n - 1500000 = 0 pelo método da bissecgdo
2 Passo Apt g por falta ~ POT EHOESS0 Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a| Lrecisad
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 55 5,53900000000000 | -1321,02521602785000 2931, 5, 000000 || 5,55150000000000 |803,52072754153000 | 0,02500000000000 Nio
5 2 5,53300000000000 | -1321,02521502785000 803,52072754153000 | 5,55150000000000 5,54525000000000 |-259,12545047540000 [ 0,01250000000000 Nio
37 34 5,54677447920118 | -0,00000010011718 0,00000033464734 5,54677447920409 5,54677447320264 0,00000014738130 0,00000000000231 Nio
38 35 5,54677447920118 -0,00000010011718 0,00000014738180 5,54677447920264 5,54677447920191 0,00000002374873 0,00000000000146 Sim
(a) Método da bisseccao
A30 - ( b \
A B i D E E G H | J
1 Calculo da aproxi do de raiz da equacdo 80000071,12"n - 1500000 = 0 pelo método da posigio falsa
2 — P por falta P por excesso Média p p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 10,0000001
4 1 5,53900000000000 | -1321,02521602786000 2931,07845384883000 5,56400000000000 5,54676689209971 | -1,28975389851257 0,02500000000000 Nio
5 Zz 5,54676689209971 | -1,28975389851257 2931,07845384883000 5,56400000000000 5,54677447179861 | -0,00125848501921 0,01723310730029 Nio
6 3 5,54677447179861 -0,00125848501921 2931,07845384883000 5,56400000000000 5,54677447919454 -0,00000122794881 0,01722552820139 N3o
7 4 5,54677447915454 -0,00000122754881 2931,07845384883000 5,56400000000000 5,54677447920176 0,00000000000000 0,01722552080546 N3o
8 5 5,54677447920176 0,00000000000000 0,00000000000000 5,54677447920176 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!

(b) Método da posicao falsa

Figura 72 — Aplicagdo dos processos de aproximagao

7.5 22 Ano do Ensino Médio

Em termos de equacao, o 2° ano é marcado pelas equagoes trigonométricas e pelos
sistemas lineares. Nesta secdo, aplicaremos os métodos numéricos nas equagoes trigonomé-
tricas, pois a resolucao dos sistemas lineares requerem um processo nao comportado pela

aplicagao de planilhas eletronicas.

Problema 13 (Vunesp/modificado) A figura abaizo mostra a drbita eliptica de um satélite
S em torno do planeta Terra. Na elipse estio assinalados dois pontos: o ponto A (apogeu),
que € o ponto da orbita mais afastado do centro da Terra, e o ponto P (perigeu), que é o
ponto da orbita mais proximo do centro da Terra. O ponto O indica o centro da Terra
e o angulo POS tem a medida a, com 0° < a < 360°. A altura H, em km, do satélite

superficie da Terra, dependendo do angulo a, é dada aprorimadamente pela funcdo:

a
7980
H = 64 -102.
( +100+5-cosoz>

(satalite)s_—

<
N

(apogeu) A i P (perigeu)

/
/
Ahrade?s{ala]
,/’

Determine os valores de o, quando a altura H do satélite é de 1.580 km.

A solugao do problema seria a seguinte:
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7980
H=(-64 - 102
( 0 +100—1—5~Cosoz> 0

7980
1580 = ( —64 102
< +100+5-cosoz>

1580 7980
o — 64+
100 100 45 - cos

7980
15,80 464 = 100 + 5 - cos a
79,80 - (100 + 5 - cos ) = 7980
7980
79, 80
5-cosa = 100 — 100

1004+ 5 - cosa =

cosa =0

Entao, pelas condigdes do problema, teriamos o = 90z ou o = 2707z.

Para aplicar os métodos numéricos, precisamos mudar a unidade dos angulos de graus
para radianos, usando a func¢ao “pi()”, da planilha eletronica. Esse processo nos permitira
trabalhar com intervalos reais (figura [73)).

[ ~ £

al e ] clo]e[r]e]H 1 3 K Lfm[n]olelaler]s[o]ulv]w
1 Escolha do intervalo para o problema 13: (-64-+ 7980/(100 + 5¢05c))*10A2 - 1580 =0
2 12escolha a=o b= 6,2832 k= 0,2002
3 a | a1l | a2z | a3 | a8 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | a12 | a13 | a1a | a15 | a16 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
4 | x_|0,0000]0,2952|0,5984 | 0,8976 | 1,1968 | 1,4950| 1,7952 | 2,0944 | 2, 3936 | 2,6928 | 2,9920{ 3,2912 | 3,590 3,8896 | 4, 1888 | 4,4880 | 4,7872 | 50864 | 5, 3856 | 5, 6848 | 5,9840 | 6, 2832
5 [ p(x) | 38000 | 363,89 | 31659 | 241,05 | 14316 | 29,71 | 85,78 [204,62 303,62 375,44 |415,06 [415,06 | 376,44 [303,62 204,62 | 89,78 |-29,71 | 143,16 | 24125 | 516,59 | 363,89 [ 38000
3
7 22escolha a= 1,490 b= 4,7872 k= 0,1567
8 a | a1 | a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 | a10 | a11 | at12 | a13 | a14 | a15 | at6 | a17 | a18 | a19 | a20 | b
9 x |1,4960(1,6527|1,8094| 19662 2,1229| 2,276 | 2,4363 | 2,5931 | 2,7498 | 2,9065 | 3,0632 | 3,2200| 3,3767 [ 3,5334 | 3,6901 | 3,8465 | 4,0036 | 4,1603 | 4,31.70 | 4,4738 | 4,6305 | 3, 7872
10 p(x) |-29,70 | 32,79 | 95,85 156,69 |214,50 | 268,46 [ 315,84 | 355,64 | 386,63 | 407,86 | 418,64 [418,64 | 407,86 [ 385,63 | 355,63 | 315,84 | 268,46 [ 214,90 [ 156,69 | 95,44 [ 32,78 | 29,71

450,00

13 40000

15 35000

300,00
17 / \
18 25000
= / \
200,00
2 / \ ——sériel
21 15000
= / \
100,00
23 / \
24 s000

26 0,00 / \
0,0000 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 50000 6,0000
27| 50,00

29| -100,00

Figura 73 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Este é¢ um problema de aplicagao pratica, que pode ser trabalhado juntamente com
a disciplina de fisica. Como fizemos a conversao graus = radianos para a aplicagao,
devemos utilizar os valores aproximados (figuras (74 e e converté-los novamente para
grau, fazendo a multiplicacao por o = 57,2957805 (com 7 = 3,1415926, visto que a

precisdo ¢ de 7 casas decimais).
(I) Método da bissecgao:

e Resultado do intervalo 1: 1,5707960 - 57, 2957805 = 90, 0000000
» Resultado do intervalo 2: 4,7123890 - 57, 2957805 = 270, 0000000
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(IT) Método da posicao falsa:

e Resultado do intervalo 1: 1,5707963 - 57, 2957805 = 90, 0000000
e Resultado do intervalo 2: 4, 7123889 - 57, 2957805 = 270, 0000000

B4 - £ | 1,89
A B C D E F G H 1 1
1 Célculo da aproximagio de raiz de (-64 + 7980/(100 + 5cosa))* 1072 - 1580 = 0 pelo método da bis:
o s p por falta P por excesso &dia aritmética (m) pm) Erro |b-a Precisao
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 1,49600000000000 | -23,704323800465810 32,77711925596780 1,65270000000000 1,57435000000000 1,41816460860696 0,15670000000000 NEo
5 2 1,43600000000000 | -29,70492800465810 1,41816460860696 1,57435000000000 1,53517500000000 | -14,18464538633410 | 0,07835000000000 Nio
6 3 1,53517500000000 | -14,18464538633410 1,41816460860696 1,57435000000000 1,55476250000000 | -6,39209850898123 0,03517500000000 N&o
26 23 1,57079629859924 -0,00001125006611 0,000 2 1,57079633595943 1,57079631727934 -0,00000379670723 0,00000003736019 NEo
27 24 1,57079631727934 -0,00000379670723 0,00000365665028 1,57079633595943 1,57079632661939 -0,00000007002859 0,00000001868010 Sim
(a) Método da bissecgao
D34 - A
A B c D E F G H I J
1 Célculo da i Jo de raiz de (-64 + 7980/(100 + 5¢cosa))* 1012 - 1580 = 0 pelo métode da posigio falsa
N p 50 por falta Aproximagio por excesso Média ponderad. olFil - Precisio
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 1,49600000000000 | -29,70432800465810 32,77711925596780 1,65270000000000 1,57049759446764 | -0,11919241647183 0,15670000000000 Nio
5 z 1,57049759446764 | -0,11919241647183 32,77711925596780 1,65270000000000 1,57079543647050 | -0,00035523941938 0,08220240553236 Nio
6 3 1,57079543647050 | -0,00035523541938 32,77711925596780 1,65270000000000 1,57079632414504 | -0,00000105729350 0,08190456352950 Nio
7 4 1,57079632414504 | -0,00000105729350 32,77711925596730 1,65270000000000 1,57079632678701 | -0,00000000314662 0,08190367585436 Nio
8 5 1,57079632678701 | -0,00000000314662 32,77711925596730 1,65270000000000 1,57078632679487 | -0,00000000001023 0,08190367321299 Nio
9 6 1,57079632679487 -0,00000000001023 32,77711925596780 1,65270000000000 1,57079632679490 0,00000000000000 0,08190367320513 N3o
10 7 1,57079632679430 0,00000000000000 0,00000000000000 1,57079632679430 #DIv/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/0!
(b) Método da posicao falsa
Figura 74 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
c33 - £
A B c D E F G H 1 J
i Célculo da aproximacio de raiz de (-64 + 7980/(100 + 5cosa))*1012 - 1580 =0 pelo método da bissecgio
2 Al il ] falt: Al i ] Precisd
— proximagio por falta proximagio por excesso Média aritmética (m) p(m) £rro [b-al recisio
3 a pla) pib) b 0,0000001
4 1 4,63050000000000 | 32,77122837767590 -29,71073059966510 | 4,78720000000000 4, 0000 1,41230013057884 0,15670000000000 Nio
3 2 4,70885000000000 1,41230013057884 -29,71073059966510 | 4,78720000000000 4,74802500000000 | -14,19048328739220 | 0,07835000000000 Nio
6 3 4,70885000000000 1,41230013057384 -14,19048328739220 | 4,74802500000000 4,72843750000000 | -6,33795079896180 0,03917500000000 Nio
29 26 4,71238897681534 0,00000142417048 -0,00000043916975 4,71238898148537 4,71238897915035 0,00000049249957 0,00000000467002 Nio
30 27 4,71238897915035 0,00000043249557 -0,00000043916975 4,71238898148537 4,71238898031736 0,0000 0,00000000233501 Sim
(a) Método da bisseccao
c37 - fe |
A B C D E F G H 1 J
1 Célculo da aproximacio de raiz de (-64 + 7980/(100 + 5cosa))*1042 - 1580 = 0 pelo método da posicio falsa
2 s do por falta Aproxil 30 por excesso Média ponderada p(m) Erro [b-al Precisdo
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 4,63050000000000 | 32,77122837767590 -29,71073059966510 4,78720000000000 4,71268774780484 -0,11920641811571 0,15670000000000 Nio
3 2 4,63050000000000 | 32,77122837767530 -0,11920641811571 4,71268774780484 4,71238987071414 | -0,00035524143436 0,08218774780484 Nao
6 3 4,63050000000000 | 32,77122837767590 -0,00035524143436 4,71238987071414 4,71 27 | -0,00000105717982 0,08188987071414 Nao
7 4 4,63050000000000 | 32,77122837767590 -0,00000105717982 4,71 98303427 4,71 98039, -0,00000000314662 0,01 7 Nio
8 3 4,63050000000000 | 32,77122837767590 -0,00000000314662 4,71 4,71 71 | -0,00000000000887 0,08188898039258 Nio
] 6 4,63050000000000 | 32,77122837767530 -0,00000000000887 4,71238898038471 4,71238898038469 -0,00000000000182 0,08188893038471 Nio
10 7 4,63050000000000 | 32,77122837767530 -0,00000000000182 4,71 4,71 0,00000000000000 0,08183893038469 Nio
1 8 4,71238398038469 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 4,71 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 | #DIV/0!

(b) Método da posicao falsa

Figura 75 — Aplicagdo dos processos de aproximagao

Problema 14 (Vunesp/modificado) Uma equipe de agronomos coletou dados da tempe-
ratura (em °C) do solo em uma determinada regiao, durante trés dias. A medi¢io da

temperatura comecou a ser feita as 3 horas da manhd do primeiro dia e terminou 72 horas

3
depois. Os dados puderam ser aproximados pela fungao H(t) = 15+ 5 - sen 1—7;75 + g ,

em que t indica o tempo (em horas) decorrido apés o inicio da observagao de H(t) a

temperatura (em °C) no instante t. Apos quantas horas do inicio a temperatura registrada

foi de 12,5°7
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Como queremos a temperatura de 20° temos:

H(t)=1545"sen

12,5 =15+ 5-sen

2,5
= —

—0,5 =sen

(
(
12,5—15:5-sen<
(
(

3
Da equacao anterior, podemos definir que %t + g = —% + 2km, com k € Z. Entao:

s 3T T

_ - 2

12t+ 5 6+ k)
1t+6-37r_ 2-7r+12-2k7r
12 12 6 12

m-t+ 187 = 27 + 24kn

L —2m + 24km — 187

T
t =24k — 20, com k € Z

Como a contagem se inicia as 3 horas, podemos considera-la como hora zero (t = 0),
entdo, t € [0, 72|, portanto, temos que a temperatura se registra apos 4, 20, 28, 44, 52, e
68 horas ap6s o inicio do experimento.

Como parte de um experimento, a férmula seria registrada para estudo, logo, poderiam
ser aplicados os métodos numéricos (figura . Podemos observar que essa temperatura é

registrada em 6 momentos do periodo observado.

[ A2 ~ x| 12 escalha

Al B c D 3 F G H 1 J K 1z ™M N o [ a R s T u v w
1 ) Escolha do intervalo para o problema 14: 15 + 5*sen((r/12)x-(31/2)) - 12,5
2 [12 escolha a=o b=72 k= 3,4286
3 a a1 | a2 | a3 | aa | as | a6 | a7 | a8 | a9 [ a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ @20 [ b
4 x | 000 343 | 686 |10,29 13,71 [ 17,14 | 20,57 | 24,00 | 27,43 | 30,86 | 34,29 | 37,71 | 41,14 | 44,57 | 48,00 | 51,43 | 54,86 | 58,29 | 61,71 | 65,14 | 68,57 | 72,00
5 [ p(x)]|-250 [-062 [ 361 | 7,00 | 7,00 | 361 | 062 [-250 [-062 | 3,61 | 7,00 | 7,00 | 3,61 [-062 [-250 | -0,62 | 3,61 | 7,00 | 7,00 [ 361 |-0,62 | -2.50
6
7 22escolha a=343 b= 68,57 k= 3,1019
8 a a1 | a2 | a3 | a4 | a5 [ a6 [ a7 | a8 | a9 | a10 [ a11 | a12 | a13 | @14 [ a15 | a16 | a17 | @18 [ a19 [ a20 | b
9| x [ 343 653|963 |1274]1584 189422042514 | 28,5 [ 31,35 | 34,45 | 37,55 | 40,65 | 43,75 | 46,86 | 49,96 | 53,06 | 56,16 [ 59,26 | 62,37 | 65,47 | 68,57
10 p(x}|-062 [ 319 [ 657 [ 741 | 518 [ 1,28 [-1,86 [-228 | 0,28 | 4,23 [ 7,09 [ 7.09 [ 4,23 [ 0,28 [ 228 [-1,86 | 1,28 | 5,18 | 741 [ 6,57 [ 319 [-062

8,00

//\\ //\\ //\\

29| -4.00

Figura 76 — Escolha do intervalo que contém a raiz
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A3l - (3 £
A B C D E F G H 1 1
i Clculo da o de raiz de 15 + 5" sen((n/12)x-(3n/2)) - 12,5 =0 pelo método da il
2 A ] falt: A i ] g Precisé
Passo por fatta B POTEXRCEssD Média (m) p(m) Ermro [b-al FECIEA0
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 : 3 3,43000000000000 -0,61598676984725 3,19154438081359 6,53000000000000 4,98000000000000 1,18063475017313 3,10000000000000 N3o
5 2 3,43000000000000 -0,61598676984725 1,18063475017313 4,98000000000000 4,20500000000000 0,23588106845168 1,55000000000000 Nio
6 3 3,43000000000000 | -0,61598676984725 0,23588106845168 4,20500000000000 3,81750000000000 | -0,20395486123143 0,77500000000000 Nao
28 25 3,99999982595444 | -0,00000015730233 0,00000001216247 4,00000001072884 3,99999991834164 | -0,00000009256993 0,00000018477440 Nao
29 26 99999991834164 | -0,00000009256993 0,00000001216247 4,00000001072884 3524 | -0,00000004020373 0,00000009238720 Sim
(a) Método da bissecgao
33 - £
A B 5 D E F G H I J
1 Calculo da i o de raiz de 15 + 5*sen((n/12)x-(311/2)) - 12,5 = 0 pelo método da posicio falsa
2 o P por falta Aproxi d0 por excesso Média p p(m) Erro [b-al Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 3,43000000000000 | -0,61598676984725 3,19154438081359 6,53000000000000 3,93152156632916 | -0,07722294058760 3,10000000000000 Nio
5 2 3,93152156632916 -0,07722294058760 3,19154438081359 6,53000000000000 3,99290927795603 -0,00803390481537 2,59847843367084 N3o
6 3 3,99290927795603 -0, 1537 3,19154438081359 6,53000000000000 3,99927972541794 -0,00081647653495 2,53709072204397 Nio
17 14 -0,00000000000009 3,19154438081359 6,53000000000000 0,00000000000000 2,53000000000008 Nio
18 15 3,99999999999399 0,00000000000000 0,00000000000000 3,99999999959993 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 HDIV/O!
(b) Método da posigao falsa
Figura 77 — Aplicagido dos processos de aproximagao
30 - £
A B [ D E F G H [} ]
1 Cilculo da aproximacio de raiz de 15 + 5*sen((n/12)x-(3n/2)) - 12,5 = 0 pelo método da bissecgio
2 falt: A il ] e st Precisd
Passo por falta POTEXCESN Média aritmética (m) p(m) Erro |b-a] refiznn
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 18,94000000000000 1,28192494106989 -1,85606905560094 22,04000000000000 | 20,49000000000000 | -0,53341175501000 3,10000000000000 NZo
5 2 18,94000000000000 1,28192494106989 -0,53341175501000 20,45000000000000 | 19,71500000000000 | 0,32973893842656 1,55000000000000 NZo
6 2 19,71500000000000 | 0,32973893842656 -0,53341175501000 20,45000000000000 | 20,10250000000000 | -0,11528252223308 0,77500000000000 NZo
28 25 19,99999391297720 | 0,00000009865116 -0,00000011081364 | 20,00000009775160 | 20,00000000536440 | -0,00000000608123 0,00000018477440 N&o
29 26 19,99999991297720 | 0,00000009865116 -0,00000000608123 | 20,00000000536440 | 19,993999995917080 | 0,00000004628496 0,00000009238720 Sim
(a) Método da bissecgao
E38 ~( |
A B G D Ej F G H i J
1 Célculo da aproximacio de raiz de 15 + 5*sen{{n/12)x-(3m/2)) - 12,5 = 0 pelo método da posigdo falsa
- Aproximagio por falta Aproximagio por excesso Média ponderada — F— Precisio
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 18,94000000000000 | 1,28192494106989 -1,85606305560094 | 22,04000000000000 | 20,20640373484870 | -0,23022147513477 3,10000000000000 Nao
3 2 18,94000000000000 | 1,28192494106989 -0,23022147513477 | 20,20640373484870 | 20,01359612519610 | -0,01539703232360 1,26640373484867 Ndo
6 3 18,34000000000000 | 1,28192494106389 -0,01539703232360 | 20,01359612519610 | 20,00085434283130 | -0,00096844151122 1,07359612519615 Ndo
15 12 18,34000000000000 | 1,28192494106939 -0,00000000000023 | 20,00000000000020 | 20,00000000000000 | 0,00000000000000 1,06000000000021 N&o
16 13 20,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 20,00000000000000 #DIvV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/o!
(b) Método da posicao falsa
Figura 78 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
D38 - £ \
A B c D E F G H 1 ]
1 Cilculo da apreximacio de raiz de 15 + 5*sen((n/12)x-(31/2)) - 12,5 = 0 pelo método da bissecgdo
= falt: A i £l S — Precisd
Passo 2 por falta L2 POT EXcesso Média aritmética (m) p(m) Erro |b-al reGsaa
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 25,14000000000000 | -2,27896507393165 0,28855654330499 28,25000000000000 | 26,69500000000000 | -1,30627719698554 3,11000000000000 N&o
5 2 26,69500000000000 | -1,30627719698554 0,28855654890499 28,25000000000000 | 27,47250000000000 | -0,57228668460309 1,55500000000000 NEo
6 ] 27,47250000000000 | -0,57228668460309 0,28855654830499 28,25000000000000 | 27,86125000000000 | -0,15560665534118 0,77750000000000 NEo
28 25 27,99999996364120 | -0,00000004121728 0,00000016892321 28,00000014301160 | 28,00000005632640 0,00000006385297 0,00000018537045 NEo
29 26 27, 120 | -0,00000004121728 0,000 297 28,00 640 | 28,0000 338! 0,00000001131784 0,0000001 Sim
(a) Método da bisseccao
831 - &
A B [ D E F G H ) A
1 Calculo da imagio de raiz de 15 + 5*sen((r/12)x-(3/2)) - 12,5 = 0 pelo método da posigio falsa
2 o p por falta p POr excesso Média p p(m) £rro [b-a| Precisdo
3 a pla) pib) b {m) 0,0000001
4 1 25,14000000000000 | -2,27896507393165 0, 0499 28,25000000000000 | 27,90047582887260 | -0,11196172910462 3,11000000000000 Nio
5 2 27,90047582887260 | -0,11196172910462 0, 0499 28,25000000000000 | 27,99818255715920 | -0,00206001485202 0,34952417112736 Nio
6 3 27,99818255715920 | -0,00206001485202 0, 0499 28,25000000000000 | 27,99996754720080 | -0,00003678920132 0,25181744284082 Nio
32 ) 27, -0,00000000000007 0, 0499 28,25000000000000 | 28,00000000000000 | 0,00000000000000 0,25000000000006 Nio
13 10 28,00000000000000 0,00000000000000 0,00000000000000 28,00000000000000 #DIV/0! #DIv/0! 0,00000000000000 #DIvV/0!

(b) Método da posicao falsa

Figura 79 — Aplicacido dos processos de aproximagao
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£39 - ( Lol
A B c D E F G H 1 J
1 Célculo da aproximaggo de raiz de 15 +5*sen((r/12)x-(3n/2)) - 12,5 =0 pelo método da ]
2 i ] falt: A il ] s Preciséd
Passo porfata B PN EXCERSD Média {m) p(m) Erro |[b-a| IEGI3A0
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 43,85000000000000 0,17192739837444 -2,27896507399165 | 46,86000000000000 | 4: 00000000000 | -1, 17964 3,01000000000000 Nio
5 2 43,85000000000000 0,17192739837444 -1,34835098417964 | 45,35500000000000 | 44,60250000000000 | -0,64914448532721 1,50500000000000 Nio
6 3 43,85000000000000 | 0,17192739837444 -0,64914448532721 | 44,60250000000000 | 44,22625000000000 | -0,25194834517631 0,75250000000001 Nao
28 25 & 0,0000 )41000 -0,00000002297355 | 44,00000002026560 | 4: 0 | 0,00000007871822 0,00000017940998 Nao
29 26 & 0,00000007871822 -0,00000002297355 | 44,00000002026560 | 43,99999997541310 | 0,00000002787233 0,00000008970433 Sim
(a) Método da bissec¢do
B4 - { 5|
A B c D E F G H ! J
1 Célculo da aproximacio de raiz de 15 + 5*sen((r/12)x-(3n/2)) - 12,5 =0 pelo método da posigio falsa
B p g0 por falta proxi por excesso Média ponderad: — T Precisio
3 a pia) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 43,85000000000000 | 0,17192739837444 -2,27896507339165 | 46,86000000000000 | 44,06114817354980 | -0,06899577777737 3,01000000000000 Nio
5 2 43,85000000000000 | 0,17152739837444 -0,06839577777737 | 44,06114817354980 | 44,00067938556090 | -0,00077012863852 0,211148173549381 Nio
6 3 43,85000000000000 | 0,17192739837444 -0,00077012863852 | 44,00067938556090 | 44,00000744478640 | -0,00000843958326 0,15067938556083 Nio
11 8 43,85000000000000 | 0,17192739837444 -0,00000000000012 | 44,00000000000010 | 44,00000000000000 | 0,00000000000000 0,15000000000011 Nio
12 9 44,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 44,00000000000000 H#DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 | #DIV/0!
(b) Método da posigao falsa
Figura 80 — Aplicagido dos processos de aproximagao
22 -0 5]
A B C D £ F G H 1 1
1 Célculo da aproximagio de raiz de 15 + 5*sen({n/12)x-(3n/2)) - 12,5 =0 pelo método da bissecgio
= Passo = por falta = P EXCERS0 édia aritmética (m) p(m) Erro |b-a]
3 a ela) p(b) b
4 1 49,96000000000000 | -1,85606905560095 1,28192454106988 | 53,06000000000000 | 51,51000000000000 | -0,53341175501001 3,10000000000000 NEo
5 2 51,51000000000000 | -0,53341175501001 1,28192454106988 | 53,06000000000000 | 52,28500000000000 | 0,32973833842657 1,55000000000000 NEo
6 3 51,51000000000000 | -0,53341175501001 0,32973893842657 | 52,28500000000000 | 51,89750000000000 | -0,11528252223308 0,77500000000000 N&o
28 25 51,99999990224840 | -0,00000011081365 0,00C 117 52,00000008702280 | 51 -0,00000000608124 0,00000018477439 NEo
29 26 31, 560 | -0,00000000608124 0,000 117 52,00000008702280 | 52,00000004082920 | 0,00000004628496 0,00000009238720 Sim
. . ~
(a) Método da bisseccao
A3 - S|
A B c D E F G H I i)
i Célculo da aproximacio de raiz de 15 + 5*sen{{n/12)x-(3m/2)) - 12,5 = 0 pelo método da posigdo falsa
2| passo Aproximagio por falta Aproximagio por excesso Média ponderada . S— Precisio
3 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 49,96000000000000 | -1,85606905560095 1,28192494106988 | 53,06000000000000 | 51,79359626515130 | -0,23022147513473 3,10000000000000 Nio
& 2 51,79359626515130 | -0,23022147513478 1,28192494106988 | 53,06000000000000 | 51,98640387480330 0,01539703232362 1,26640373484867 Ndo
6 3 51,98640387480390 | -0,01539703232362 1,28192494106988 | 53,06000000000000 | 51,99914565716370 ,00096844151121 1,07359612519615 Nio
18 15 52,00000000000000 | -0,00000000000002 0,00000000000001 | 52,00000000000000 | 52,00000000000000  0,00000000000000 0,00000000000001 Sim
19 16 52,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 | 52,00000000000000 #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/o!
(b) Método da posicao falsa
Figura 81 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
E41 - 7|
A B c D E F G H 1 i)
1 Cilculo da aproximagdo de raiz de 15 + 5*sen((n/12)x-(311/2)) - 12,5 = 0 pelo método da bissecg:
2 Al il £l falts A i ] I Precisé
s proximagio por falta proximagio por excesso Média aritmética (m) Bl Erro [b-a] recisdo
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 65,47000000000000 | 3,19154433081362 -0,61538676984723 | 68,57000000000000 | 67,02000000000000 | 1,18063475017316 3,09993999999393 Nio
5 2 67,02000000000000 1,18063475017316 -0,61598676984723 68,57000000000000 | 67,79500000000000 0,23588106845172 1,55000000000000 Nio
6 3 67,79500000000000 0,23588106845172 ,61598676984723 68,57000000000000 | 68,18250000000000 | -0,20395486123142 0,77500000000001 Nio
28 25 67, 110 0,00000001216251 -0,00000018730230 68,00000017404550 | 68,0000000816583C | -0,00000009256951 0,00000018477439 Nio
29 26 67,99999998927110 | 0,00000001216251 -0,00000009256991 | 68,00000008165830 | 68,00000003546480 | -0,00000004020370 0,00000009238720 Sim
. ) ~
(a) Método da bisseccao
A29 - £
A B G D E F G H 1 1
it Célculo da aproximaco de raiz de 15 + 5*sen((rt/12)x-(3m/2)) - 12,5 =0 pelo método da posicio falsa
2 B p ¢do por falta proximagdo por excesso Média ponderad p(m) Erro [b-al Precisio
3 a pla) plb) b (m) 0,0000001
4 1 65,47000000000000 | 3,19154438081362 -0,61598676984723 | 68,57000000000000 | 68,06847843367090 | -0,07722234058762 3,09999939993993 Nio
5 2 65,47000000000000 | 3,19154438081362 -0,07722294058762 | 68,06847843367090 | 68,00703072204400 | -0,00803330481535 2,59847843367086 Nio
6 3 65,47000000000000 | 3,19154438081362 -0,00803330481535 | 68,00709072204400 | 68,00072027458210 | -0,00081647653497 2,53709072204397 Nio
17 14 65,47000000000000 | 3,19154433081362 -0,00000000000003 | 68,00000000000010 | 68,00000000000000 | 0,00000000000000 2,53000000000009 Nio
18 15 68,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000 68,00000000000000 #DIv/o! #DIv/0! 0,00000000000000 #DIV/0!

(b) Método da posicao falsa

Figura 82 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
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7.6 32 Ano do Ensino Médio

Além do estudo sobre equagdes polinomiais de grau n, o 3° ano E.M., também é

contemplado com o aprofundamento da matematica financeira.

Problema 15 Arnaldo analisa a possibilidade de aplicar um capital de R$ 8.000,00,na
modalidade de juros simples, com uma taxa de 2% ao més. FEle deseja obter, ao final
da aplicagdo, um montante suficiente para comprar uma moto, que atualmente custa R$
15.500,00. Sabendo que o valor da moto sofre uma desvalorizacio de 0,06%3 a0 mes,
durante quanto tempo, no minimo, Arnaldo deve manter o dinheiro aplicado para conseguir

comprar a moto?

De acordo com o problema, temos a seguintes equagoes:
« Montante da aplicagdo: M = 8000 - (140,02 - ¢)

« Montante da depreciacao: M = 15000 - 0, 9994
1-0,0006

« Equacdo resultante 8000 - (1 4 0,02 - ¢) = 15000 - 0,9994¢

Este é um problema com uma resolugdo complexa, do ponto de vista da utilizacao das
equagoes exponenciais. E dificilmente é tratado nos livros didaticos, pois envolve dois
momentos distintos: aplicacao e depreciacao.

Utilizaremos os métodos numéricos, mesmo sabendo que o resultado ¢ um nimero

inteiro, por se tratar do tempo em meses, para que os alunos possam se habituar com eles.

[ X1 - 5|
A B C D E E G H 1 i) K " M N o 2 Q R S 28 u \' w
i Escolha do intervalo para o problema 15: 8000 * (1 + 0,02x) - 15000 * 0,99947x =0 L
2 13escolha a=1 b= 60 k= 2,8095
g a al a2 a3 a4 as a6 a7 a8 a9 [ a10 | a11 | a12 | a13 [ a14 | a15s | a16 | a17 | a1s | a19 | az0 b
4 | x| 1,000 3,810 | 6619 | 9,429 | 12,238( 15,048 | 17,857 | 20,667 | 22,476 | 26,286 | 29,095 | 31,905 | 34,714 | 37,524 | 40,333 | 42,143 | 45,952 | 48,762 | 51,571 | 54,381 | 57,190 | 60,000
5 | p(x) | Ses100 | wezz | sesiae | Saoeas | asizn | adsnpa | -ssease | amvsss | -woasse | weapo | anssm | 161,74 | -1136.43| 682,15 | -187,92 | 286,27 | 760,42 | 1234,55 | 1708,60 | 2182,62 | 265661 | 313055
6
7 22escolha a=40,333 b= 43,143 k= 0,1338
8 a a1 a2 a3 a4 as a6 a7 as a9 a1 anl a1 a1z a4 ais a6 a1z ais a19 a0 b

9 X |40,333|40,467|40,601| 40,734 | 40,868 | 41,002 | 41,136 | 41,270 | 41,403 | 41,537 | 41,671 | 41,805 | 41,939 | 42,073 | 42,206 | 42,340 | 42,474 | 42,608 | 42,742 | 42,875 | 43,009 | 43,143
10| p(x) |-187,97 |-165,39 | 142,80 |-120,22 | -97,63 | -75,05 | -52,46 |-29,88 | -7,29 | 15,29 | 37,88 | 60,46 | 83,04 |105,63 |128,21 150,80 173,38 | 195,96 | 218,55 | 241,13 | 263,71 | 286,30

17|| 20000

100,00

——Sériel

000 "7
40000 40,500 41,000 41,500 42,000 42,500 43,000 43,500

24| | -100,00

-200,00

-300,00

Figura 83 — Escolha do intervalo que contém a raiz

2 Esta é uma taxa ficticia, visto que o verdadeiro cilculo da depreciacio necessita da analise de diversas

variaveis
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[ K1 - 5|
A B c D E F G H 1 J
£ Calculo da imagdo de raiz de 8000 * (1 +0,02x) - 15000 * 0,9994"x = 0 pelo método da bisst
2 e p por falta Aproximagdo por excesso dia aritmética (m) p(m) Erro |b-a| Precisao
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 T 40,33300000000000 |-187,57367283030000 286,29807893455600 | 43,14300000000000 | 41,738300000000000 | 49,16740421371470 2,81000000000000 Nio
5 z 40,33300000000000 |-187,37367283090000 49,16740421371470 | 41,73800000000000 | 41,03550000000000 | -69,40183347733180 | 1,40500000000000 Nio
6 £ 41,03550000000000 | -69,40183347733180 49,16740421371470 | 41,73800000000000 | 41,38675000000000 | -10,11688943254680 | 0,70250000000000 Nio
32 29 41,44669067829100 | -0,00000141085548 0,0 5804 41,44669068875910 | 41, 2510 | -0,00000052744690 0,00000( Nio
33 30 41,44669068352510 | -0,00000052744650 0,0 0035595804 41,44669068875910 | 41, 4210 | -0,00000008574352 0,00000000523403 Sim
(a) Método da bisseccao
K1 - 5|
A B [ D E F G H ) i
1] Cilculo da aproximagdo de raiz de 8000 * (1+0,02x) - 15000 * 0,9994"x = 0 pelo método da posigdo falsa
2 st p cdo por falta p POT excesso Média p p(m) £rro [b-a] Precisdo
3 a pia) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 40,33300000000000 |-187,97367253090000 286,29807899455600 | 43,14300000000000 | 41,44672017366870 | 0,00497737641689 2,81000000000000 Nio
5 2 40,33300000000000 |-187,97367283090000 0,00497787641689 41,44672017966870 | 41,44669068716300 | 0,00000008657662 1,11372017966863 Nio
6 3 40,33300000000000 |-187,97367283090000 0,00000008657662 | 41,44669068716300 | 41,44663068665010 ( 0,00000000000000 1,11363068716304 Nio
7 F] a1, 0,00000000000000 0,00000000000000 | 41, #DIV/0! #DIV/0! 0,00000000000000 | #DIV/O!

(b) Método da posicao falsa

Figura 84 — Aplicagido dos processos de aproximagao

Como resposta do problema, teriamos o prazo de 42 meses, embora a raiz da equagao
nao seja esse numero.

Para a aplicacao dos métodos numéricos nas equagoes polinomiais com coeficientes reais,
deve-se aplicar antes a regra de sinais de Descartes (definigao , para um direcionamento
da quantidade de raizes reais que devem ser procuradas. Embora a regra fale das raizes

positivas, podemos aplicar p(—x) para estimar a quantidade de raizes negativas.

Defini¢do 42 (Regra de sinais de Descartes) Dado um polinémio com coeficientes
reais, o numero de zeros reais positivos, p, desse polinomio, nao excede o numero v de

variagoes de sinal dos coeficientes. Ainda mais, v - p € inteiro, par, nao negativo.

Com relacao as limitagoes das planilhas eletronicas, essa é a inica definigdo especifica

sobre aproximacao de polindomios que podemos aplicar.
Problema 16 Resolva a equacio x° + 2x* — 2® + 2% +5x — 1 = 0.

Diferente das equagoes apresentadas nos livros didaticos, a tnica coisa que sabemos a
respeito das suas raizes é que existem até 5 raizes ou nenhuma raiz real. Entao, iniciaremos

com a contagem das raizes reais positivas e negativas:

 Positivas: 2° 4+ 22* — 23 + 22 4+ 52 — 1 = 0, temos 2 variacdes de sinais, entdo ou

possui 2 raizes, ou nenhuma, raiz real positiva.

e Negativa: —a° + 22* 4+ 23 + 22 — 52 — 1 = 0, temos 2 variacoes de sinais, entdo ou

possui 2 raizes, ou nenhuma, raiz real negativa.

Com essa base, temos como refinar os intervalos (figura|85|) com crescimento/decrescimento,

ou vice versa, para encontrar essas variagoes.
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H3 ~ £ | a6

Al 8 c D 3 £ G H 1 J K L ™M N o P Q R s L u v w
1 Escolha do intervalo para o problema 16: xA5 + 2xAd - X3 + X724 5% - 1=0
2 12 escolha a=-5 b=5 k= 04762
3 a a1 | a2 | a3 | aa | as [ a6 || a7 | a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ @20 [ b
4 [ x_|5,0000[4,5238|4,0476]-3,5714]-3,0952[-2,6190|-2,1425]-1,6667|-1,1505[-0,7143[-0,2381] 0,2381 | 0, 7143 | 1,1905 | 1,6667 | 2,1429 | 2,6190 | 3,0952 3,5714 | 4,0476 | 4,5238] 5,0000
5 p(x} 17510000 | 8676723 | 483,131 | 2162078 | 77,7892 | 183978 | -0,2949 |0,6461 | -2,2220 |-3,3621 | -2,1146 | 0,2409 | 3,4238 [ 11,0907 | 33,7737 | 91,8185 | 218,3227 | 4620741 | 8303587 | 1632,5491 | 26817427 | aasa.vomn
5
7 22escolha a=-2,1429 b=0,2381 k= 0,134
] a a1 | a2 | a3 | aa | as | a6 | a7 [ a8 | a9 | a10 | a11 [ a12 [ a13 | a1a | @15 | a16 | a17 | a18 | a19 [ a20 [ b
9

% |-2,1428|-2,0295|-1,9161(-1,8028)-1,6894|-1,5760(-1,4626)-1,3452|-1,2355(-1,1225|-1,0091|-0,8957|-0,7823|-0,6689|-0,5556| -0,4422-0,3288|-0,2154|-0,1020( 0,0113 | 0,1247 | 0,2381
10 p(x) |-0.2955 |0,8300 |1,2567 |1,1783 [0,7587 | 0,1339 | -0.5857 | -1,3129 | -1,9818 |-2,5451 | -2,9722 | -3,2468 | -3,3647 | -3,3314 | -3,1601 | -2,8694 | -2,4808 |-2,0169 | -14985 | -0,9432 | -0,3625 | 0,2409

15
16
17

-2,5000 74 -2,0000 15000 -1,0000 -0,5000 0,0000 0,5000

Sériel

Figura 85 — Escolha do intervalo que contém a raiz

Pela analise dos intervalos, verificamos que a equacgao possui duas raizes reais negativas,

e uma positiva. Aplicando os métodos numéricos, como mostra as figuras [36]

chegamos as aproximacoes desejadas para as raizes da equacao.

I A28 - e
A B C D E. F G H i 1

1 Célculo da i do de raiz de xA5 + 2xM - xA3 + xA2 + 5x - 1 =0 pelo método da bi £l
2 Al i ] falt: Al i ] Precisd

s proximacio por falta proximagio por excesso Média aritmética (m) p(m) £rro [b-al recisio
3 a pla) pib) b 0,0000001
4 1 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0,83014720435311 -2,02950000000000 | -2,08620000000000 0,36806095892125 0,11340000000000 NEo
3 2 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0, 125 -2,08620000000000 | -2,1145! 00000 0,06323918828317 0,05670000000000 Nio
6 3 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0,06323918828317 -2,11455000000000 | -2,12872500000000 | -0,10916879371829 0,02835000000000 NEo
26 23 -2,11988145552345 | -0,00000026548700 0,00000005608523 -2,11988146848679 | -2,11988148200512 | -0,00000010670038 0,00000002703667 NEo
27 24 -2,11988148200512 | -0,00000010670088 0,00000005608523 -2,11988146848673 | -2,11988147524595 | -0,00000002530783 0,00000001351833 Sim

(a) Método da bissec¢do
c39 ~ 5|
A B C D E F G H ! J

1 Célculo da aproximagdo de raiz de xA5 + 2xMd - A3 + xA2 + 5x - 1 =0 pelo método da posigdo falsa
N p 50 por falta Ap 50 por excesso Média ponderad. — FE— Precisio
2 a pla) p(b) b (m) 0,0000001
4 1 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0,83014720435311 -2,02950000000000 | -2,11312912537613 0,07976998848213 0,11340000000000 Nao
5 z -2,14250000000000 | -0,29552154502391 0,07976998848213 -2,11312912537613 | -2,11945706542760 | 0,00510454717571 0,02977087462387 Ndo
6 3 -2,14250000000000 | -0,29552154502391 0,00510454717571 -2,11945706542760 | -2,11985511991644 | 0,00031731872676 0,02344293457240 Nio
7 4 -2,14250000000000 | -0,29552154502391 0,00031731872676 -2,11985511991644 | -2,11987983800761 | 0,00001 34 0,02: 3: Nio
8 5 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0,00001965002384 -2,11987983800761 | -2,11988137169389 0,00000122165300 0,02302016199239 Nio
9 6 -2,14290000000000 | -0,29552154502391 0,00000122165300 -2,11988137169389 | -2,11988146684993 0,00000007579602 0,02301862830611 Sim

(b) Método da posicao falsa

Figura 86 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
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E46 - £
A B c D E F G H 1 1
1 Célculo da Ao de raiz de x5 + 2xM - xA3 + xA2 + 5x - 1 =0 pelo método da £l
2 Al il ] falt: A i ] o e Precisé
. proximacio por falta proximagio por excesso Média aritmetica (m) p(m) £rro b-al recisio
3 a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 -1,57600000000000 0,13392370050662 -0,58577465831025 -1,46260000000000 | -1,5 00000 | -0,22004092433775 0,11340000000000 NEo
5 2 -1,57600000000000 0,13392370050662 -0,22004092433775 -1,51930000000000 | -1,54765000000000 | -0,04089768654474 0,05670000000000 NZo
] 3 -1,57600000000000 0,13392370050662 ,04089768654474 | -1,54765000000000 | -1,5¢ 00000 | 0,0471442 2. 0,02835000000000 Nio
24 21 -1,55421136646271 0,00000056706187 -0,00000010503353 -1,55421125831604 | -1,55421131238937 0,00000023101418 0,00000010814667 Nio
25 22 -1,55421131238937 0,00000023101418 -0,00000010503353 -1,55421125831604 | -1,55421128535271 | 0,0000 0,00 7333 Sim
(a) Método da bissecgao
B33 - % |
A B & D E F G H 1 4
1 Céleulo da ap de raiz de x5 + 2xM - xA3 + %2 + 5% - 1=0 pelo método da posigio falsa
2 i p cdo por falta Apri POr excesso Média ponderada p(m) Erro [b-a] Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 -1,57600000000000 | 0,13392370050662 -0,58577465831025 -1, 000000 [ -1,55489817664387 | 0,00426743418554 0,11340000000000 Nio
5 2 -1,55489817664387 0,00426743418554 -0,58577465831025 -1, 000000 | -1,55423062784164 0,00012026901527 0,09229817664387 Nio
6 3 -1,55423062784164 0,00012026901527 -0,58577465831025 -1,46260000000000 | -1,55421181845302 0,00000337602986 0,09163062784164 Nio
7 4 -1,55421181845302 0,00000337602986 -0,58577465831025 -1,46260000000000 | -1,55421129046423 0,00000009475673 0,09161181845302 Sim
8 5 -1,55421129046423 0,00000009475673 -0,58577465831025 -1, 000000 | -1,55421127564490 0,00000000265958 0,09161129046423 Sim
) 6 -1,55421127564490 0,00000000265958 -0,58577465831025 -1,46260000000000 | -1,55421127522836 0,00000000007465 0,09161127564490 Sim
10 7 -1,554211275228% | 0,00000000007465 -0,58577465831025 -1, 000000 [ -1,55421127521729 0,00000000000209 0,09161127522896 Sim
1 8 -1,55421127521729 0,00000000000209 -0,58577465831025 -1, 000000 [ -1,55421127521696 0,00000000000006 0,09161127521729 Sim
12 9 -1,55421127521696 | 0,00000000000006 -0,58577465831025 -1, 000000 | -1,55421127521695 0,00000000000000 0,09161127521696 Sim
13 10 -1,55421127521695 0,00000000000000 -0,58577465831025 -1, 000000 | -1,55421127521695 0,00000000000000 0,09161127521695 Sim
14 1 -1,55421127521695 0,00000000000000 0,00000000000000 -1,55421127521695 #DIv/o! #DIv/o! 0,00000000000000 #DIv/o!
(b) Método da posicao falsa
Figura 87 — Aplicacdo dos processos de aproximagao
A26 - e
A B & D E F G H 1 J
1 Calculo da aproximacio de raiz de x5 + 2x"4 - x"3 + x"2 + 5% - 1 =0 pelo método da bissecgio
2 o P por falta Aproximagdo por excesso édia aritmética (m) pim) Erro |b-al Precisao
g a pla) p(b) b 0,0000001
4 1 0,12470000000000 | -0,36237524250420 0,24083645373901 0,23810000000000 0,18140000000000 | -0,06370115641724 0,11340000000000 Nio
5 z 0,18140000000000 | -0,06370115641724 0,24088645373901 0,23310000000000 0,20975000000000 0,08779421405812 0,05670000000000 Nio
6 3 0,18140000000000 -0,06370115641724 0,08779421405812 0,20975000000000 0,19557500000000 0,01185611190424 0, 00000 Nio
24 21 0,19335528964996 -0,00000039124791 0, 29 0,19335539779663 0,19335534372330 -0,00000010253032 0,00000010814667 Nio
25 22 0,19335534372330 -0,00000010253032 0,0 29 0,19335539779663 0,19335537075996 0,00000004182849 0,00000005407333 Sim
(a) Método da bisseccao
B11 - Jx | =SE((C10°H10)>=0;610;B10)
A B G D E F G 1 4
1 Céleulo da ap do de raiz de xA5 + 2xM - xA3 +x2 + 5x - 1 =0 pelo método da
2 pass Aproximagdo por falta Aproximagdo por excesso Média ponderada p(m) Erro [b-al Precisdo
3 a pla) p(b) b {m) 0,0000001
4 1 0,12470000000000 | -0,36237524250420 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19281861710413 -0,00286561428899 0,11340000000000 Nio
3 2 0,19281861710413 -0,00286561428899 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19335095711216 0,00002352425742 0,04528138289588 Nio
6 3 0,19335095711216 | -0,00002352425742 0,24083645373901 0,23810000000000 0,19335532674439 00000019318703 0,04474904258734 Nio
7 4 0,19335532674439 -0,00000019318703 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19335536262886 | -0,00000000158650 0,04474467325562 Sim
8 5 0,19335536262886 -0,00000000158650 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19335536292355 0,00000000001303 0,04474463737114 Sim
9 6 0,19335536292355 -0,00000000001303 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19335536292597 ,00000000000011 0,04474463707645 Sim
10 7 0,19335536292597 | -0,00000000000011 0,24088645373901 0,23810000000000 0,19335536292599 0,00000000000000 0,04474463707403 Sim
11 8 0,19335536292599 0,00000000000000 0,00000000000000 0,19335536292599 #DIV/O! #DIV/0! 0,00000000000000 #DIV/O!

(b) Método da posicao falsa

Figura 88 — Aplicagdo dos processos de aproximacao
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Um dos objetivos da matematica é tornar os alunos cidadaos conscientes. Através do
conhecimento matematico eles podem entender e tomar decisdes em diversas situagoes do
cotidiano, principalmente no que diz respeito as aproximacoes de calculos.

Com o avanco tecnoldgico, a matematica amplia sua area de atuacao no dia a dia.
O conhecimento na drea da computacao se faz cada vez mais necessario, visto que as
empresas, e até pequenos negbcios, tém processos de controle informatizados, diminuindo

o risco do erro de calculo.

Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a
construcao de uma visdo integrada da Matematica, aplicada a realidade,
em diferentes contextos. Consequentemente, quando a realidade é a
referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes
do Ensino Médio — impactados de diferentes maneiras pelos avangos
tecnolodgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos de
bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tec-
nologias digitais e aplicativos tanto para a investigacdo matematica como
para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional,

iniciado na etapa anterior. (BNCCM, 2018, p. 258)

A insercao da base dos métodos numéricos de aproximacao de raizes reais cumpre
esse papel. Para a utilizacao desses processos, o aluno tem que rever e consolidar os
conhecimentos sobre aritmética e algebra, aplicando as propriedades destas duas areas na
confeccao das formulas necessarias.

Além dos conhecimentos matematicos, utiliza-los permitira a todo aluno que nao possui
condigoes de acesso a cursos de informatica, ter o contato com os comandos basicos das
planilhas eletronicas, que sdo bastante usadas na organizacao de dados e como ferramentas
de célculos dindmicos.

Outro ponto importante, é que colaboram para que o aluno tenha uma “outra visao”
sobre a resolucao de equagoes, voltando um pouco ao passado, quando a algebra e a
aritmética eram uma s6. Essa nova visao permite ao aluno a resolugao de problemas
sem a necessidade de lembrar de todas as férmulas, relagoes e propriedades de cada tipo
de equacao, bem como a resolugao de problemas que levam a equagoes sem métodos
conhecidos.

Essas colocagoes nos levam novamente ao proposto pela BNCCH! como competéncias

especificas da area de matemaética:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para interpretar situacées em
diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questoes socioeconémicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de
modo a contribuir para uma formagao geral.
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2. Propor ou participar de a¢des para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar
decisbes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas sociais, como
os voltados a situacoes de satide, sustentabilidade, das implica¢oes da tecnologia no mundo
do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacdo das solugbes propostas, de modo a construir argumentagao
consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacao
matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugéo e
comunicac¢do de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matema-
ticas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e
diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracio cada vez
mais formal na validacdo das referidas conjecturas.

Esta ultima competéncia nos leva a concepcao sobre os niimeros reais. Como seu estudo
nao é aprofundado, toda dizima é tratada de forma igualitaria, com suas aproximagoes
mais utilizadas se tornando a “forma decimal finita”.

Fazer com que o aluno entenda que escolher uma aproximacao gera um erro e que
esse erro deve ser considerado, se torna de suma importancia na formacao de um cidadao
consciente, permitindo que ele possa refletir sobre essas escolhas. Com o mesmo nivel de
importancia, temos que faze-lo entender que para realizar uma aproximagcao neste nivel,
deve-se avancar casa por casa, sempre considerando o resultado anterior.

Finalizamos entao, deixando esta pequena proposta de trabalho para o ensino bésico,
permitindo o desenvolvimento do aluno tanto no campo do uso de recursos tecnologicos,
quanto na fixacado dos conceitos matematicos que circundam os niimeros reais e a resolucgao

de equacoes.
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