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Resumo

Nesta dissertagao € feita uma abordagem sobre a fundamentacao tedérica neces-
séria para o entendimento da logica Fuzzy, partindo da defini¢ao de conjunto
Fuzzy, as principais funcoes de pertinéncia, as operacoes e propriedades e as
definicoes de produto cartesiano e relagao Fuzzy. Além disso é feita uma
explanagao sobre a teoria que fundamenta o raciocinio aproximado e uma
descricao das etapas que compoem sistemas e controladores Fuzzy. Na etapa
final sao apresentadas algumas aplicagoes, a primeira estd ligada a computagao
dos dados referentes a avaliacao de uma turma do ensino bésico, a segunda
mostra como programar um robo para desviar de obstaculos usando a légica
Fuzzy e a terceira apresenta algumas situagoes que podem ser trabalhadas
em turmas do ensino médio com o objetivo de explorar e difundir os recursos

matematicos oriundos da légica Fuzzy.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy, logica Fuzzy, subjetividade.
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Abstract

In this thesis an approach is made on the grounds theoretically necessary for
the understanding of fuzzy logic, starting the definition of fuzzy set, the main
functions relevance, operations and properties and settings Fuzzy Cartesian
product and relations. Moreover it is made a explanation of the theory behind
the approximate reasoning and a description of steps that comprise systems
and controllers Fuzzy. In the final stage are some applications, first one refers
to the computation of the data for the assessment a class of primary school,
the second shows how to program a robot to avoid obstacles using Fuzzy
logic and third shows some situations that can be worked in groups of high
school with the aim of exploring and disseminating resources derived from the

mathematical fuzzy logic.

Keywords: Fuzzy sets, Fuzzy logic, subjectivity.
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Introducao

A busca do conhecimento é algo comprovadamente inerente a natureza humana, sendo
um dos grandes motivadores do desenvolvimento da ciéncia, da tecnologia e da sociedade
de forma geral, a historia mostra que as organizacoes sociais que tinham como prioridades
o conhecimento e a sabedoria obtiveram sucesso e deixaram um legado precioso para as
geracoes vindouras, a exemplo da Grécia do século III antes de Cristo, onde Aristoteles
(384 a.C. a 322 a.C.), em sua obra Organon, idealiza e difunde a légica aristotélica, a
principio como uma ferramenta ligada a Filosofia com o objetivo de formalizar e organizar
o pensamento filosofico.

A légica aristotélica tinha como principios fundamentais: a lei da nao-contradigao
que diz que nenhuma afirmacao pode ser verdadeira ou falsa ao mesmo tempo e a lei
do tercerio excluido que afirma que uma proposicao légica ou é verdadeira ou falsa, nao
havendo outro valor 16gico possivel. Essas regras formaram a base da logica proposicional
que por sua vez fundamentou a teoria dos conjuntos.

A teoria cléssica dos conjuntos e a teoria das probabilidades, mostraram-se muito
uteis, porém nem sempre conseguem captar a maneira como os seres humanos pensam
e transmitem informagoes. A logica Fuzzy tem como base a capacidade de descrever
matematicamente o raciocinio humano, que de forma geral faz uso de aproximagoes e
estimativas, mostrando-se muito mais eficiente na resolugao de uma grande variedade de
problemas que lidam com conceitos vagos e imprecisos.

Os primeiros trabalhos relacionados a logica Fuzzy devem-se a Lotfi A. Zadeh, enge-
nheiro eletronico, professor de teoria dos sistemas na Universidade da Califérnia (Berke-
ley), que em 1965 publicou um artigo sobre a teoria dos conjuntos nebulosos para tratar
as incertezas nao probabilisticas.

A teoria introduzida por Zadeh vem se mostrando mais adequada para lidar com in-

formacoes fornecidas por seres humanos devido a ser menos restritiva. Juntamente com a



teoria de probabilidades, a logica Fuzzy tém sido cada vez mais usada em sistemas de au-
tomatizacao de processos, alids, os primeiros trabalhos ligados a légica Fuzzy tinham como
objetivo tornar as méaquinas capazes de pensar, tomar decisoes e raciocinar baseando-se
em informagodes vagas, imprecisas ou ambiguas, reproduzindo a mente humana.

Atualmente, a légica Fuzzy vem sendo aplicada em problemas com alto nivel de com-
plexidade, onde ha comportamentos dificeis de serem tratados e problemas onde resultados
aproximados sao aceitaveis. Entre as aplicagoes da logica Fuzzy destacam-se o controle
de processos, a aproximagcao funcional e o apoio a decisao.

Na maioria das aplicagoes da légica Fuzzy, a modelagem de informagoes imprecisas
¢ feita com certa facilidade, pois para descrever e processar esse tipo de informacao sao
utilizadas variaveis linguisticas e uma base de regras Fuzzy, neste caso a utilizacao da
teoria tradicional se torna inviavel em razao da complexidade matematica que poderia
resultar.

As primeiras aplicacoes industriais utilizando a légica Fuzzy comecaram na década de
1970. Em 1980 apareceram as primeiras aplicagoes em engenharia de controle implemen-
tadas por algumas companhias japonesas.

A principio, os sistemas Fuzzy foram ignorados nos Estados Unidos devido a sua as-
sociacao com inteligéncia artificial, area que estava desacreditada na época, resultando
numa falta de credibilidade por parte da industria. Os japoneses, por outro lado, de-
monstraram interesse em sistemas Fuzzy, a exemplo dos pesquisadores Seiji Yasunobu
e Soji Miyamoto da Hitachi, que em 1985 apresentaram simulacoes que mostraram que
sistemas de controle Fuzzy eram mais eficientes no controle da estrada de ferro de Sendai.
Seus trabalhos foram aceitos e um sistema Fuzzy foi usado para o controle de aceleragao,
frenagem e parada na linha inaugurada em 1987.

Atualmente a logica Fuzzy e suas aplicagoes sao objeto de pesquisa no mundo inteiro,
destacando-se, por exemplo, os controladores Fuzzy de plantas nucleares, refinarias, pro-
cessos biolégicos e quimicos, tratamento de dgua, reconhecimento de caracteres, sistemas
Fuzzy 6ticos, robos, piloto automatico de helicépteros, sistemas de elevadores e sistema
de operacao automatica de trens.

Neste trabalho foi feito um levantamento da fundamentagao tedrica que da suporte
ao desenvolvimento da légica Fuzzy, bem como a apresentagao de algumas aplicacoes e

problemas que podem ser trabalhados na educacao basica. No capitulo 1 é feita uma



abordagem da teoria de conjuntos Fuzzy, onde sao destacadas as principais diferencas
entre conjuntos Fuzzy e conjuntos classicos. No capitulo 2, é feita a apresentagao das
principais ferramentas matematicas necessarias para o desenvolvimento da logica Fuzzy,
bem como a comparacao com a logica proposicional, é feito também a descrigao das etapas
pertinentes aos sistemas de controle Fuzzy. No tltimo capitulo é feita a apresentacao de
algumas aplicagoes e problemas, onde evidenciamos a praticidade da légica Fuzzy e sua

ampla capacidade de tratar situagoes que lidam com a incerteza e o raciocinio aproximado.



Capitulo 1

Conjuntos Fuzzy

Na teoria classica dos conjuntos, um elemento pertence ou nao a um dado conjunto. Dado
um universo 2, o grau de pertinéncia de um elemento x relacionado a um conjunto A, tal

que A C Q é dado por pa(x), onde

1, se z€ A

pa(z) =
0, se z¢ A

A fungao pa(x) : Q@ — [0, 1] é chamada de fungao caracteristica. O que a teoria dos
conjuntos Fuzzy propoe é uma caracterizacao mais ampla, na medida em que se tem a
ideia de que alguns elementos sao mais membros de um conjunto do que outros, dessa
forma o grau de pertinéncia poderia assumir qualquer valor real entre 0 e 1, sendo o0 0 a
completa exclusao e o 1 a pertinéncia completa.

Seja 2 uma colegao de objetos, a qual chamaremos de universo do discurso, podendo

ser continua ou discreta.

Definicao 1.1. Um conjunto Fuzzy A contido em um universo de discurso §) € definido

por uma func¢ao pa(zx) que assume valores no intervalo [0, 1], isto €,
pa(z): Q —10,1].

Tal funcao é chamada de fungao de pertinéncia e os elementos do conjunto imagem

dessa funcao sao chamados de graus de pertinéncia.
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Denotaremos o conjunto Fuzzy A através de pares ordenados

A= {(a,pa(a)) [ a € Q.

O suporte de um conjunto Fuzzy A é o subconjunto de €2, composto por todos os
elementos a de €2 tal que pa(a) > 0. O conjunto Fuzzy cujo suporte possui apenas um
elemento a de €2 com pa(a) =1 é chamado de conjunto unitario Fuzzy.

Os conjuntos Fuzzy possuem como uma de suas caracteristicas, a capacidade de repre-
sentar conceitos imprecisos, de acordo com sua definicao podemos encarar tais conjuntos
como sendo generalizagao dos conjuntos classicos que atribuem valores 0 ou 1 a cada
elemento do conjunto universo.

O grau de pertinéncia de um elemento do conjunto universo em relagao a um conjunto
Fuzzy expressa o quanto esse elemento se encaixa no conceito representado por esse con-
junto Fuzzy. Se A é um conjunto Fuzzy, sua fungao de pertinéncia pode ser denotada por
A(z), ou seja, o simbolo que representa o conjunto é o mesmo que representa sua fungao

de pertinencia.

1.1 Representacao da funcao de pertinéncia

A fungao de pertinéncia define completamente o conjunto Fuzzy e pode ser representada

das seguintes formas:

1. Representacao grafica.

E a representacao feita com o auxilio de um grafico que fornece a visualizagao

geométrica da funcao de pertinéncia, por isso esse tipo de representacao é mais



conveniente em dominios cujo universo do discurso é o espaco euclidiano ou bidi-

mensional.

Considere, por exemplo, a representacao do conceito temperatura alta na cidade de
Aracaju onde a temperatura varia no intervalo 7' = [15, 36|, em graus centigrados,
por meio de um conjunto Fuzzy T'A. Com certeza, o valor de temperatura 15°C' nao
é considerado temperatura alta e, consequentemente, o grau de pertinéncia do valor
15°C' ao conceito temperatura alta é zero. Por outro lado, temperaturas a partir
de 30°C' sao consideradas altas e, consequentemente, tém um grau de pertinéncia 1.
Portanto, uma representacao grafica para funcao de pertinéncia do conjunto Fuzzy

T A é o grafico contido na figura abaixo.

TA()

2. Representacao por tabela ou lista.

Quando se esta trabalhando com conjuntos finitos, as funcoes de pertinéncia podem
ser representadas por tabelas. Esse tipo de representacao é caracterizada por uma
lista ou tabela na qual os elementos do conjunto sao discriminados, juntamente com

seus respectivos graus de pertinéncia ao conjunto. A simbologia utilizada é

n
A: E ai]xi,
i=1

onde a; é o grau de pertinéncia de x;.

Na notacao acima, a barra é usada apenas para unir os elementos a seus respectivos
graus de pertinéncia. O sinal de adigao (+) indica que os pares a;|z; coletivamente

formam o conjunto Fuzzy.



Retomando o exemplo anterior, se o universo 1" = [15, 36] for discretizado e redu-
zido ao conjunto finito T'D = {15,18, 21, 24,27, 30, 33,36}, o conjunto Fuzzy que
representa o conceito temperatura alta, graficamente representado na figura acima,

pode ser representado por meio da tabela:

x€TD| 15|18 |21 |24 | 27|30 |33 |36
TA(x) | 0] 0|0

W=
[SS1] )
—_
—_
—_

Usando a notacao de lista, o conjunto T'A pode ser representado por

1 2
TA=0[154 0|18 + 021 + 5’ 24 + 5’ 27 + 1]30 4 1|33 + 1/36.

Geralmente os elementos para os quais a funcao de pertinéncia tem valor 0 nao sao

listados. Dessa forma, T'A reduz-se a

1 2
TA = g‘Q‘H g‘27+1|30+1|33+1|36.

3. Representacao analitica.

Nas situagoes em que o conjunto Fuzzy é definido em um universo infinito, a repre-
sentacao analitica é a mais conveniente, pois nesse tipo de representacao todos os
elementos do conjunto e seus respectivos graus de pertinéncia ficam relacionados por
meio de uma férmula, que juntamente com o dominio e o contradominio escolhidos

compoem a funcao de pertinéncia.

1.2 Principais tipos de funcoes analiticas

A forma analitica das funcoes de pertinéncia pode assumir diversos formatos, as formas

mais utilizadas sao as triangulares e trapezoidais.

1. Funcoes triangulares.

Sejam a, b, s nimeros reais, sendo s # 0 e A(x) a expressao analitica de uma fungao

de R em [0, 1], temos:



Note que o gréfico da fungao é a reta y = 0 nos intervalos [0,a — s] e [a + s, 00|, no
intervalo [a — s, a] é o segmento de reta que contém os pontos (a —s,0) e (a,b) e no
intervalo [a, a+ s] é o segmento que contém os pontos (a, b) e (a+ s,0), dessa forma

a expressao que caracteriza analiticamente o grafico é

(
r—a

b1+ —— |, quandoa—s<zx<a
s

Al@)=3¢ p(1-2¢ , quandoa <z <a+s
s

\ 0, nos demais casos

Com o auxilio do médulo, temos

b(l—|x_a’),quandoa—s§x§a+s
S

Ax) =

0, nos demais casos

Tomemos como exemplo o grafico da funcao de pertinéncia do conjunto Fuzzy que

representa o conceito de “aproximadamente” 5, mostrado na figura abaixo.

A(x)




Analiticamente, representamos por

1 —|x—5|,quando 4 <z <6
Alz) =

0, nos demais casos

. Fungoes Trapezoidais.

Outro grupo de funcoes de pertinéncia, sao aquelas cujo gréafico tem o seu contorno
no formato trapezoidal. Sejam a, b, ¢, d, e nimeros reais, sendo a # b e ¢ # d e A(x)

a expressao analitica de uma func¢ao de R em [0, 1] dada por

Note que o grafico da funcado é a reta y = 0 nos intervalos [0, a] e [d, 00|, no intervalo
[a,b] é o segmento de reta que contém os pontos (a,0) e (b, e), no intervalo [b,c| é
a reta y = e e no intervalo [c,d] é o segmento que contém os pontos (c,e) e (d,0)

dessa forma a expressao que caracteriza analiticamente o gréafico é:

( a—x
e( ), quando a < x < b
a—>b

e, quandob <z <c
d—x
e( ), quando ¢ < x < d

0, nos demais casos

Tomemos como exemplo o grafico da fungao de pertinéncia do conjunto Fuzzy que

representa o conceito de meia idade, representado na figura abaixo.



Analiticamente, temos:

(2 — 20
’ 5 quando 20 < x < 35
1, quando 35 < x <45

A@) =1 60—
5 quando 45 < x < 60

0, nos demais casos
\

1.3 «a-corte, Nucleo e Altura

Seja A um conjunto Fuzzy definido em um conjunto universo §2.

1. a-corte.

Fixado « € [0, 1], o a-corte de A é o conjunto definido por

aA={z € QA(x) > a}.

2. «a-corte estrito.

Fixado « € [0, 1], o a-corte estrito de A é o conjunto definido por

atA={r e QA(z) > a}.

Note que o suporte de um conjunto Fuzzy A é o 0-corte estrito de A.

3. Ntcleo.

10



O conjunto ntucleo de A é o conjunto que contém todos os elementos de €2 que

possuem grau de pertinéncia igual a 1 em A, ou seja,

Nu(A) = {z € QA(z) = 1}.

Note que o nicleo de um conjunto Fuzzy A é o 1-corte de A.

4. Altura.

A altura de A é o maior grau de pertinéncia, ou seja,

Alt(A) = sup{A(z)}.

€N
Portanto, a altura de A é o supremo dos as para os quais aA # <.

Um conjunto Fuzzy A é chamado normal quando a Alt(A) = 1 e chamado subnor-
mal quando a Alt(A) < 1. A figura abaixo ilustra os conceitos de suporte, nicleo
e altura, para um conjunto Fuzzy A representado por uma funcao de pertinéncia

trapezoidal definida em um intervalo [z, y].

AX)

¥

A

Suporte

1.4 Operacoes
Considerando dois conjuntos Fuzzy A e B contidos no universo €2, definimos:

1. Conjunto vazio: A = & se e somente se Va € Q, pa(a) = 0;

2. Conjunto universo: A = (Q se e somente se Va € , pa(a) = 1;

11



3. Conjuntos iguais: A = B se e somente se Ya € Q, ua(a) = pp(a);
4. Subconjunto: A C B quando Va € Q, ua(a) < pg(a);

5. Complementar: A = {(a, ux(a)) | a € Q}, onde ux(a) =1 — pa(a);
6. Uniao: paup(a) = max{ua(a), up(a)};

7. Interseccdo: panp(a) = min{pa(a), pp(a)}.

Exemplo 1.1. Considere que o conjunto universo () seja formado por cinco alunos de
uma turma de 1° ano do ensino médio, identificados pelos niumeros 1, 2, 3, 4 € 5. Sejam
A e B os conjuntos Fuzzy que representam os conceitos de “estatura alta” e “porte fisico
magro”, respectivamente. Considerando que os graus de pertinéncia aos conjuntos Fuzzy A
e B sao dados, a tabela abaixo ilustra a unido, interseccao e o complemento dos conjuntos

AeB.

ALUNO| A | B |AUB|ANnB| A | B

1 0,506 0,6 0,5 |05 0,4
2 0,308 08 0,3 0702
3 0,710,4| 0,7 0,4 |03 006
4 02106 0,6 0,2 |08 0,4
5 0,901 09 0,1 101109

Se o universo do discurso for continuo a representacao grafica das operacoes é dada

1 A \ALJf |
A

pelas figuras seguintes:

A B
ANB

12



1.5 Propriedades

Utilizando as defini¢oes de uniao, interseccao e complementar, é possivel verificar as se-

guintes propriedades:
1. Involucao: A=A
Prova. Da definicao de complementar, temos
p(a) =1 — pz(a) =1— (1 - pala)) = pa(a).
Portanto, A=A
2. Idenpoténcia: ANA=Ae AUA=A.
Prova. Notemos que,
pana(a) = min {pa(a), pa(a)} = pala)
e

pava(a) = max {pa(a), pa(a)t = pa(a).

Portanto, ANA=Ae AUA=A.
3. Comutatividade: ANB=BNAe AUB = BU A.
Prova. Como
panp(a) = min {pa(a), pp(a)}t = min {up(a), pala)} = ppnala),

segue que AN B = BNA.

A demonstragao referente a uniao é analoga.

4. Associatividade: (ANB)NC =AN(BNC)e (AUB)UC =AU (BUCQC).

Prova. Notemos que,
N(AmB)ﬂC(a) = min{panp(a), pc(a)} = min{min{pa(a), up(a)}, pcla)}

= min{pa(a), pp(a), pc(a)} = min{ua(a), min{up(a), po(a)t} = panmne).-
Logo, (ANB)NC =AnNn(BNCO).

A demonstragao referente a uniao é analoga.

13



5. Distributividade: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)e AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
Prova. Notemos que,
par(ucy (@) = min{jia(a), max{ss(a). sc-(a)}}.Contudo,

min{sia(a), max{pp(a), pc(a)}} = max{min{a(a), pp(a)}, min{pa(a), pc(a)}}.
Portanto, AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

A demonstragao referente a segunda parte é analoga.

6. Transitividade: Se AC Be BC C entao A C C.

Prova. Para todo a € Q, pa(a) < ug(a) e ppla) < pcela), assim, pa(a) < po(a).

Portanto A C C.
7. AN =0eANO=A.
Prova. Notemos que,
ptanz(a) = min{pa(a), 0 = 0 = pg(a).

Segue que,

ANg =o.

A demonstracao referente a segunda parte é analoga.

8. AUg=Ae AU =AQ.

Prova. Notemos que,

ftavs(a) = max{pa(a),0}t = pa(a).

Logo,
AUg = A.

A demonstragao referente a segunda parte é analoga.
Dentre as propriedades de conjuntos cléssicos que nao se verificam para conjuntos
Fuzzy temos ANA =@ e AUA = Q. Por exemplo, seja A um conjunto Fuzzy e um

elemento a € € tal que pa(a) = 0.3, teremos entao que py-z(a) = 0.3 e iy z(a) = 0.7.

Assim, ANA# e AUA#Q.
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1.6 Relacao Fuzzy

O conceito de relagao matematica utilizado nos conjuntos classicos trata-se da indicagao
de haver ou nao alguma associacao entre dois objetos, na relacao Fuzzy, além de indicar
se ha ou nao tal associacao, indicamos também o grau dessa relacao.

Uma relagao cléssica R é um subconjunto do produto cartesiano, que pode ser repre-

sentada por sua fungdo caracteristica R : Qy x ... x Q, — [0, 1], dada por

1, se (x1,..,2,) €R

R(zy,...,zp) = :
0, se (z1,...,2,) ¢ R

O conceito de relagao Fuzzy ¢é formalizado a partir do produto cartesiano usual
entre conjuntos, estendendo a funcao caracteristica de uma relagdo por uma funcao de
Q; X ... x Q, em [0, 1], chamada de fungao de pertinéncia de R.

Suponha que A; e Ay sejam subconjuntos Fuzzy de Q; e 2y, respectivamente. O
produto cartesiano Fuzzy de A; por Ay é o subconjunto Fuzzy do produto cartesiano

(cldssico) 0y x Qy, cuja funcado de pertinéncia é dada por:

uAleQ(Cbl, az) = min {MAl(al)aMAz(a2>}'

A definicao de produto cartesiano pode ser estendida para mais de dois conjuntos. O
produto cartesiano Fuzzy dos subconjuntos Ai, ..., A, de €4, ..., ), respectivamente, é o

conjunto Fuzzy A; x ... X A,,, cuja funcao de pertinéncia é dada por:

[arx..xA, (@1, ooy @n) = min{pia, (a1), .., pa, (an) }-

Uma relagao Fuzzy R sobre €21 X ... x Q,, é qualquer subconjunto Fuzzy de Q) X ... X §2,,.
Se a funcao de pertinéncia da relacao Fuzzy R for indicada por ug, entao o nimero

pr(x1, ..., x,) indica o grau com que os elementos x; estao relacionados segundo a relagao

R.

Exemplo 1.2. Considere os conjuntos Fuzzy A = {0.4]a;,0.6|az,0.2|as,0.8|as} e B =
{0.1|b1,0.5]ba, 1|b3} definidos nos universos discretos Qy e Qo respectivamente e a relagao
Fuzzy R, dada por ug(z,y) = maz {pa(x),l — min {ua(z), up(y)}}, onde x € Q e
y € Qy. Portanto,

pr(ar,by) = max {0.4,1 — min {0.4,0.1}} = 0.9

pr(ar,by) = maz {0.4,1 — min {0.4,0.5}} = 0.6
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( ) = maz {0.4,1 — min {0.4,1}} = 0.6
( ) = max {0.6,1 — min {0.6,0.1}} = 0.9
( ) = maxz {0.6,1 — min {0.6,0.5}} = 0.6
( ) = maz {0.6,1 — min {0.6,1}} = 0.6
pr(as, by) = maz {0.2,1 — min {0.2,0.1}} = 0.9
( ) = maz {0.2,1 — min {0.2,0.5}} = 0.8
( ) = maxz {0.2,1 — min {0.2,1}} = 0.8
( ) = maz {0.8,1 — min {0.8,0.1}} = 0.9
pr(ag, by) = maz {0.8,1 — min {0.8,0.5}} = 0.8
pr(as,bs) = maz {0.8,1 — min {0.8,1}} = 0.8

Organizando os resultados numa matriz teremos,

[ 0.9 0.6 0.6 |
0.9 06 0.6
0.9 0.8 08

0.9 0.8 0.8

pr(T,y) =

A matriz encontrada é chamada de matriz relacional.

1.6.1 Composicao entre relagcoes Fuzzy binarias

A composicao de relagoes é uma ferramenta muito utilizada nas aplicacoes relacionadas
aos conjuntos Fuzzy, entre as principais composigoes, temos a composi¢cao maximo-minimo

que definiremos a seguir.

Definicao 1.2. Considere R e S duas relagoes Fuzzy bindrias em §2; X Qs e Qg X 3,
respectivamente. A composicao RoS € uma relagao Fuzzy bindria em Q1 X Q3 cuja fung¢ao

de pertinéncia € dada por

firos(21, 23) = sup {min(pr(z1, v2), ps(2, 23))}-
z2€0Q02
Quando os conjuntos €21, {25 e 23 sao finitos, entao a forma matricial da relacao Ro S,

dada pela composicao maximo-minimo é obtida como uma multiplicagao de matrizes,

substituindo-se o produto pelo minimo e a soma pelo maximo.

Exemplo 1.3. Sejam R e S duas relagoes Fuzzy bindrias definidas nos universos discretos

Q1 x Qg e Qs x Q3, respectivamente. Se as matrizes relacionais de R e S sao dadas por,
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08 0.1 02 0
04 05 1 0.7

,UR(Qla QQ) =

e ps (S, 23) =

Teremos, pela composi¢cao mdximo-minimo,

#Ros(Qh 93) =

0.3 0.6 0.5
0.6 0.7 0.5
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Capitulo 2

Loégica Fuzzy

2.1 Raciocinio aproximado

A teoria de conjuntos Fuzzy vem se mostrando muito 1til devido a seu cardter pratico, ja
que possibilita chegar a conclusoes a partir de proposicoes incertas. A drea que lida com

a formalizacao dessas proposigoes é conhecida como raciocinio aproximado.
Exemplo 2.1. Considere as sequintes proposicoes:
1. Pressao alta provoca dor de cabeca forte;

2. Dor de cabeca forte provoca muito desconforto;

Conclusao: Pressao alta provoca muito desconforto.

Note que a conclusao é uma deducao obtida a partir das premissas 1 e 2, porém alguns
dos termos utilizados sao imprecisos, tais como: “forte”, “alta” e “muito”.

Sentencas desse tipo sao normalmente expressas em linguagem natural sem o forma-
lismo matematico, um dos principais objetivos da légica Fuzzy é conseguir um modelo
matematico para essas situagoes. Para formalizar tais sentencas faz-se necessario a de-

finicao de variavel linguistica.

Definigao 2.1. Uma varidvel linguistica A no universo ) é uma varidvel cujos valores

assumidos por ela sao subconjuntos Fuzzy de €.

Intuitivamente, uma variavel linguistica é um substantivo, enquanto seus valores sao
adjetivos, representados por conjuntos Fuzzy. Por exemplo, “gripe” é uma variavel

linguistica que pode assumir os atributos “forte” ou “fraca”.
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2.1.1 Proposicoes Fuzzy

Uma sentenca da forma x é A, onde x é o nome de uma variavel linguistica e A é um

conjunto Fuzzy definido no universo €2, é chamada de proposicao Fuzzy.
Exemplo 2.2. Sao exemplos de proposicoes Fuzzy:

1. A umidade do ar € alta.

2. A temperatura € baiza.

As proposicoes Fuzzy podem ser relacionadas através de diferentes operadores, por
exemplo, os conectivos logicos e e ou, a negacao nao e o operador se...entao, as proposigoes
Fuzzy que resultam dessas combinagoes podem ser descritas em termos de relacoes Fuzzy.

De forma geral, o conectivo e ¢é utilizado com varidveis em universos diferentes, en-
quanto que o conectivo ou relaciona valores linguisticos de uma mesma variavel, que
estao no mesmo universo. Quando o conectivo ou ¢é usado para conectar varidveis em

uma sentenca do tipo se...entao, ele pode ser usado com duas variaveis diferentes.
Exemplo 2.3. Considere as proposicoes:

1. A umidade do ar € baixa e a temperatura € alta.
2. A temperatura € alta ou a temperatura € agraddvel.

3. Se a umidade do ar € baixa ou a temperatura € alta, entao o desconforto € alto.

Note que no item 1 o concectivo e foi utilizado com variaveis em universos diferentes,
no item 2 o conectivo ou foi utilizado com varidveis num mesmo universo e no item 3 o
conectivo ou foi utilizado com variaveis definidas em universos diferentes, por se tratar de
uma sentenca do tipo se...entao.

A operacao nao é considerada como semanticamente sinonima da negacao em lingua-
gem natural, ou seja, se A = {ua(z)|z}, entdo ndo A = {(1 — pa(x))|z}.

Suponha z e y variaveis linguisticas definidas nos universos §2; e )y, respectivamente.
Sejam A e B conjuntos Fuzzy definidos nos universos §2; e {25, respectivamente, e as
proposicoes Fuzzy x é A | y é B.

Utilizando o conectivo ou para ligar as proposicoes, teremos a proposicao Fuzzy x é
A ou y é B, que pode ser expressa por uma relagao Fuzzy Rayp, cuja funcao de per-

tinéncia é dada por pg(z,y) = max {ua(z), us(y)}. No caso em que as proposigoes
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sao relacionadas pelo conectivo e, a funcao de pertinéncia da relacao Raap é dada por

pr(r,y) = min {pa(x), us(y)}-

O operador se...entao é também conhecido como declaragao condicional Fuzzy e des-
creve a dependéncia do valor de uma variavel linguistica em relagao ao valor de outra. Em
muitas aplicagoes essas declaracoes condicionais sao simplesmente denominadas regras
linguisticas, constituindo-se em frases da forma se x é A entao y é B. Uma frase desse
tipo é normalmente denominada implicacao, representada pela relacao R4, g, e expressa

pela funcao de pertinéncia:
pasp(x,y) = fo(palz), psy)),
onde f_, é o operador de implicagao.
Exemplo 2.4. Sao exemplos de declaracao condicional Fuzzy:
1. Se a temperatura € amena, entao o desconforto € baizo.
2. Se a umidade do ar € baiza, entao o desconforto é alto.

Quando uma declaragao condicional apresenta mais de uma proposi¢ao antecendente,

elas sao geralmente combinadas por meio do conectivo e:
se (r1 é Ay) e...e(x, éA,) entdo (y é B).
que pode ser representada por uma relagao com a seguinte funcao de pertinéncia:
HR(T1, s T, Y) = [ ((ay (21) Ao A pag, (@m), 15(Y))-
Varias declaragoes podem ser combinadas por meio do conectivo ou:
R':se (r é A') entdo (y é BY)

ou

ou
R" :se (z é A") entao (y é B").
A funcao de pertinéncia do conjunto R" de declaragoes é:
pre (2, y) = [pps (2, y) VoV pge (2, y)] =
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= [fo(uar (), upr(y)) V.. V o (pan (), ppe (y))]-

Note que foi feita uma distin¢ao entre as notagoes para o caso de se ter mais de um
antecedente e para existéncia de varias frases do tipo se...entao. Na primeira situacao,
tem-se vdrias varidveis, cada uma delas com seus valores, e apenas um valor (B) para o
consequente (y é B). Na segunda, a varidavel é a mesma em todos os antecedentes e os

valores da variavel do consequente sao distintos.

2.1.2 Operacgoes logicas e inferéncia

A légica classica trabalha com proposigoes que podem assumir os valores 16gicos verdadeiro

ou falso, obedecendo os seguintes principios:

e Principio da nao-contradicao: Uma proposi¢ao nao pode ser verdadeira e falsa ao

mesmo tempo.

e Principio do terceiro excluido: Toda proposicao ou é verdadeira ou ¢ falsa, isto é,

verifica-se sempre um destes casos e nunca um terceiro.

Dadas duas proposicoes p e q é possivel formar novas proposicoes fazendo uso das

seguintes operagoes:

e conjungao (p V q): estabelece a verdade quando pelo menos uma proposi¢ao é

verdadeira.

e disjuncao (p A q): estabelece a verdade apenas quando as duas proposigoes sao

verdadeiras.

e implicacdo (p — q): regra se ... entdo, estabelece a falsidade apenas quando p é

verdadeira e q ¢ falsa.

e negacao (~ p): assume o valor l6gico oposto ao valor l6gico da proposigao a qual se

estd aplicando a negacao.

e cquivaléncia (p «— q): assume o valor logico verdadeiro quando p e q possuem,

simultaneamente, o mesmo valor logico.

As operacoes logicas entre proposi¢oes sao normalmente representadas através de uma

tabela verdade, as tabelas verdade para conjungao, disjuncao, equivaléncia e negagao, que
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sao fundamentais no desenvolvimento da logica proposicional, estao ilustradas abaixo,

onde V significa verdadeiro e F falso.

PAq | PVq | P—q | Ps<—q | ~P

p |4
V|V
V| F
F |V
F|F

\Y \Y \Y \4 F
F \Y% F F F
F \Y \Y F \Y
F F

\Y \Y \Y

Uma tautologia é uma proposicao sempre verdadeira, formada a partir da combinagao

de outras proposicoes. Por exemplo,

(p—=q) «—=~PpA(~q] (P1) e (p—q) «—[(~p) Vgl (P2)

Na teoria de conjuntos classica, a fungao caracteristica pode assumir apenas dois valores,
0 ou 1 que indica nao-pertinéncia e pertinéncia, respectivamente, levando em consideracao
a equivaléncia existente entre a teoria dos conjuntos e a légica proposicional e utilizando
as tautologias P1 e P2, podemos obter as seguintes fungoes caracteristicas para implicagao

(simbolicamente indicaremos por f,—,(z,v)):
(p—=q) =~ A~ = froglzy) =1 —min[fy(z),1 - fy(y)]
e

P=a) = (~p)Vd = fougle,y) =max[l — fi(z), fo(y)]
A verificagao das igualdades acima sera feita utilizando a tabela-verdade abaixo, fazendo

os valores logicos V e F corresponderem aos graus de pertinéncia 1 e 0, respectivamente:

Fol@) | Jaly) | 1= fol@) | 1= fuly) | maxL— f(2), fy(y)] | 1 — min[fy(2),1 — f, ()
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Na logica cléassica existem dois tipos importantes de regras de inferéncia: Modus po-
nens e Modus tollens. O primeiro é de grande relevancia para as aplicagoes e por isso sera
detalhado a seguir:

O Modus ponens é associado a implicacdo A implica B (A — B), tomando as pro-

posigoes p e q, podemos expressia-lo por (p A (p — q)) — q.

22



Exemplo 2.5. Considere as sentencas:
p: Pedro € maisico.
q: Se Pedro é misico, entao Paulo é professor.

Consequéncia: Paulo € professor.

As definigoes e conceitos fundamentais da logica Fuzzy surgiram inspirados na légica
proposicional.

A passagem da légica proposicional para logica Fuzzy se deu através da substituicao
das funcoes caracteristicas por fungoes de pertinéncia Fuzzy e de forma semelhante a
extensao feita dos conjuntos classicos para conjuntos Fuzzy. Dessa forma, a declaragao
condicional se z é A, entdo y é B tem como funcdo de pertinéncia ps—,p(x,y) que mede
o grau de verdade da relagao de implicacao entre x e y.

Com relacao a inferéncia, o Modus ponens é estendido para o Modus ponens gene-

ralizado, descrito da seguinte forma:

Premissa 1: z é A*
Premissa 2: sex é A, entaoy é B

Consequeéncia : y é B*

onde o conjunto Fuzzy A* nao é necessariamente o mesmo que A (antecedente da
regra), assim como B* nao é necessariamente o mesmo que o consequente B. Na légica
proposicional, uma regra de inferéncia so serd ativada se a Premissa 1 for exatamente o
antecedente da regra, e o resultado serd exatamente o consequente dessa regra. Na logica
Fuzzy, uma regra de inferéncia sera ativada se houver um grau de similaridade diferente
de zero entre a Premissa 1 e o antecedente da regra, o resultado serd um consequente com
grau de similaridade nao nulo em relagao ao consequente da regra.

A fungao de pertinéncia do consequente pp«(y) é obtida a partir da composi¢ao entre
A* e R, ou seja B* = A*o R, na qual R é a relacao Fuzzy que representa a conexao entre
as duas premissas.

Isto é equivalente a se considerar duas proposicoes Fuzzy: uma simples, correspon-
dendo a um fato, e outra correspondendo a uma regra Fuzzy. O Modus ponens generali-
zado pode ser visto como uma composicao de um conjunto Fuzzy com uma relacao Fuzzy,
isto é

pp+(y) = sup [(pa-(x)) A (r(z,y))).

TEA*
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Como R é uma relacao de implicagao, a expressao acima pode ser reescrita como:

- (y) = sup [(pea- (@) A (a2, 9))]

Exemplo 2.6. Sejam A e B dois conjuntos Fuzzy, definidos nos universos discretos €y
e o, respectivamente, cujas fungoes de pertinéncia (expressas pelos graus de pertinéncia
de cada um dos elementos dos universos) sao:

pa(z) =1{0,0.3,0.5,0.2,1,0} e up(y) = {0.4,0.7,1,0.6,0}.

Supondo que a relagdo de implicacao entre A e B seja dada por:

pa—p(,y) = ma[l — pa(x), pp(y))-

Teremos,

11 1 1 1
0.7 07 1 0.7 0.7
05 07 1 06 0.5
0.8 0.8 1 08 0.8
04 07 1 06 0

1 1 1 1 1

MAHB(DC, Z/) =

Como os universos sao discretos e finitos, a operacao sup torna-se maz e a funcao de

pertinéncia do consequente fica:

p- (y) = max{(pa- () A (a2, y)]-

Se A* for dado pela fungdo de pertinéncia pa- = {0,0.2,0.7,1,0.8,0.3}, teremos:

-nmﬂOAL02A0107A0&1A0&08A0&03AD
maz(0A1,02A0.7,0.7A0.7,1A0.8,08A0.7,0.3 A1)
pp(y) = maz(0A1,02A1,07A1,1A1,08A1,0.3A1)

maz(0A1,0.2A0.7,0.7A0.6,1 A0.8,0.8 A0.6,0.3 A1)
maz(0A1,0.2A0.7,0.7A0.5,1A0.8,0.8A0,0.3A1)

[ 1maz(0,0.2,0.5,0.8,0.4,0.3)
max(0,0.2,0.7,0.8,0.7,0.3)
pe-(y) = | maz(0,0.2,0.7,1,0.8,0.3) | =[0.8,0.8,1,0.8,0.8].
maz(0,0.2,0.6,0.8,0.6,0.3)
max(0,0.2,0.5,0.8,0,0.3)
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Neste exemplo, utilizamos o ponto para separar a casa decimal e a virgula para separar

os graus de pertinéncia.

2.2 Sistemas e controladores Fuzzy

A ideia fundamental dos controladores Fuzzy é associar uma entrada Fuzzy a uma saida
também Fuzzy, ou seja, cada elemento que entra no sistema gerarda uma resposta (saida).
Porém, ha casos em que se a entrada for nao-Fuzzy, espera-se que a saida também seja
nao-Fuzzy construida de alguma maneira especifica, nesta secao o objetivo é explicar o

funcionamento e as etapas que compoem os sistemas Fuzzy.

2.2.1 Mobdulo de fuzzificacao

Neste estagio as entradas do sistema sao modeladas por conjuntos Fuzzy com seus respec-
tivos dominios. E nessa etapa que se utiliza o conhecimento de especialistas do fenomeno
a ser modelado. Assim, mesmo que a entrada seja nao Fuzzy, esta serd fuzzificada por

meio de sua funcao caracteristica.

2.2.2 Base de regras

Esta etapa consiste em uma série de regras que servirao de base para o médulo de in-
feréncia. As regras que compoem este estagio do processo sao implicacoes da forma:
Sexi é Aje..ex, é A, entao uy é By e...e u,, é B,,, de acordo com as informagoes de
um especialista.
A base de regras é a parte do sistema Fuzzy responsavel, juntamente com o médulo
de inferéncia, por gerar as respostas correspondentes aos valores fornecidos pelo médulo

de fuzzificacao.

2.2.3 Moddulo de inferéncia Fuzzy

Neste estagio cada regra inserida na base de regras é modelada matematicamente e os
valores gerados pelo modulo de fuzzificacao sao processados de forma a gerar uma saida

(controle) Fuzzy a ser adotado pelo controlador.
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Assim, a base de regras é representada por uma relacao Fuzzy R, que no método de

inferéncia utilizado neste trabalho, tera como funcao de pertinéncia:

/vLR(xa y) = InaX(ILLRz‘ (‘Ta y))

1<i<r

Sendo R; a relacao Fuzzy obtida da regra ¢, cuja funcao de pertinéncia pg, é obtida por
meio de um Modus ponens generalizado. Os valores = e y representam, respectivamente,
o estado e o controle. A inferéncia, que gera o controle B para um estado A, é dada por
uma regra de composicao de inferéncia, ou seja B = A o R, cuja funcao de pertinéncia é

dada por

pe(y) = ilelg[min(m-z(w, y), pa(z))l,

onde €2 é 0 universo em questao.

O método de inferéncia que sera utilizado neste trabalho é o Método de Inferéncia
de Mamdani.

Mandami propoe uma relacao Fuzzy binaria M entre x e y para modelar matematica-
mente a base de regras. Esse método tem como base a regra de composicao de inferéncia
max-min definida na secao 1.6.1.

Assim, a relacao Fuzzy M é o subconjunto Fuzzy de € x s, onde €2; e {25 sao os

universos de A e B respectivamente, cuja funcao de pertinéncia é dada por

i (z,y) = max (ug,(z,y)) = max|ua, (v) A pp, (v)].

1<ir

Sendo r o ntimero de regras que compoem a base de regras, A; e B; sao os conjuntos
Fuzzy associados a regra i.
Os conjuntos Fuzzy A; e B; podem representar o produto cartesiano Fuzzy de subcon-

juntos Fuzzy, isto é,

:qu<x) = HA; (ml) N Az (x2) S :uBz(y) = KB, (yl) N B, <y2)

No exemplo a seguir a ilustracao do Método de Inferéncia Mamdani, para o caso de um

sistema Fuzzy com duas entradas e uma saida.

Exemplo 2.7. Considere as proposi¢oes a sequir:
Ry:Sexy ¢ Ajy exy € Ay entdo y € By.

Ry : Sexy € Ay e xy € Ay entdo y € Bs.
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Dessa forma, para cada terna (1, x9,y), temos

IUM<:E17 .Tg,y) = [:uAu (xl) N A, (‘1.2) N B, (y)] v I:/'I/AQI (1’1) N Az (l’g) N B, (y)]

MM(xh T2, y) = max {[MA11 (xl) N Ay, (xZ) N B, (y)]7 [/’LA21 (xl) N Ay (xZ) N [B, (y)]}

que € a relagao Fuzzy obtida da base de regras pelo método Mamdani.

2.2.4 Desfuzzificacao

No sistema Fuzzy, a cada entrada Fuzzy, o médulo de inferéncia produz uma saida Fuzzy
que indica o controle a ser adotado. Entretanto, se a entrada for um nimero real, espera-
se que a saida correspondente seja também um ntmero real. Porém, em geral, isso nao
ocorre em controladores Fuzzy, pois mesmo para uma entrada nao-Fuzzy, a saida é Fuzzy.
Dessa forma, deve-se indicar um método para desfuzzificar a saida e obter um numero
real que indicara o controle a ser adotado.

Existem varios métodos de desfuzzificagao, o que utilizaremos nas aplicagoes, é o centro
de gravidade (centrdide) que é a média das dreas de todas as figuras que representam os
graus de pertinéncia de um subconjunto Fuzzy. As equagoes abaixo referem-se ao dominio

discreto e dominio continuo, respectivamente.
n
Z Tipp(7;)
G(B) =
Z ps ;)
i=1

_ Jgrps(r)de

) GLB) = fRMB(x)dOC .
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicagoes da logica Fuzzy, onde os conceitos
e métodos descritos nos capitulos anteriores serao postos em pratica, mostrando a grande
capacidade da teoria em lidar com situacoes que envolvem varidveis imprecisas ou sub-
jetivas, dando suporte a decisao, ou mesmo indicando qual a melhor agao a ser tomada

tendo como base os conceitos imprecisos envolvidos na situagao-problema.

3.1 Modelo de avaliacao discente

A aferigao da qualidade do servico que se oferece na area de educagao passa pelo processo
de avaliacao dos discentes envolvidos. Nesta se¢ao mostraremos uma forma de computar
os dados referentes ao processo de avaliagao usando logica Fuzzy e comparar os resultados
obtidos com o método tradicional (média aritmética).

Quando estamos corrigindo uma prova escrita, um trabalho de pesquisa, a resolugao
de uma lista de problemas ou avaliando o desempenho na apresentacao de um seminario,
geralmente utilizamos alguns critérios pré-estabelecidos para nortear a avaliagao, ao qual
chamamos de gabarito e a partir dai chegamos a um valor numérico que representa o nivel
de aprendizagem do discente em questao.

O problema desse método é que a subjetividade envolvida nao é tratada e muitas vezes
o procedimento adotado para comparar o desempenho do aluno com o gabarito é feito de
forma binaria e com isso o julgamento feito pelo docente fica comprometido.

A vantagem de utilizar a logica Fuzzy para fazer o tratamento dos dados referentes

ao processo de avaliacao discente, consiste no fato de que neste contexto, a subjetividade
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envolvida no processo € levada em consideracao, dessa forma o conceito final conquistado
pelo aluno reflete melhor o seu nivel de aprendizagem.

Para fazer a comparagao foram utilizados dados colhidos de uma turma, composta por
30 alunos, do Curso Técnico em Edificacoes do Instituto Federal de Educacao Ciéncia e
Tecnologia de Sergipe.

O processo de avaliacao da turma se deu em trés etapas.

1. Etapa 1: Prova escrita contendo sete quesitos entre questoes e problemas que trata-
vam do contetdo trabalhado durante a unidade (Razao e Propor¢ao, Porcentagem,

Equagdes do 1° e 2° graus). A esta etapa foi atribuido peso 0, 5.

2. Etapa 2: Construgao de um artigo cientifico sobre o tema: A beleza e a matematica:

aplicacoes da razao aurea a arquitetura. A esta etapa foi atribuido peso 0, 25.

3. Etapa 3: Resolucao de problemas, exercicios e participagao nas aulas. Nesta etapa

o peso foi 0, 25.

No modelo de avaliagao aplicado (nao-Fuzzy), a nota final foi o resultado do somatorio
do produto entre a pontuacao obtida em cada etapa e seu respectivo peso. Por exemplo:
O aluno F obteve 8 pontos na etapa 1, 6 pontos na etapa 2 e 7 pontos na etapa 3, logo

sua nota final sera:
Nota final = 8.0,5 4 6.0,25 + 7.0,25 =7, 25.

A nota minima para aprovagao na instituicdo em questao é 6, portanto o aluno F
estaria aprovado na unidade.

O modelo Fuzzy que serd apresentado a seguir foi adaptado de [9].

Para construcao deste modelo Fuzzy de avaliacao discente, foi utilizado o software
MATLAB 7.5 que oferece o pacote Fuzzy Logic Toolbox para trabalhar com légica Fuzzy.

Utilizamos como variaveis de entrada, as etapas do processo de avaliacao, que foram:
1. Prova escrita (AV).

2. Construcao, em equipe, de um artigo cientifico sobre o tema: A beleza e a ma-

tematica: aplicagdes da razao durea a arquitetura(TB).

3. Resolugao de problemas, exercicios e participa¢do nas aulas (EX).
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A variavel de saida foi o conceito final, que serviu como suporte para classificacao

final do discente quanto a seu desempenho durante o processo avaliado, que neste caso é

a primeira unidade do segundo periodo letivo do ano de 2013.

O método de inferéncia utilizado nesta aplicacao foi o Método de Inferéncia de Mam-

dani, que foi descrito no capitulo 2 e o desfuzzificador foi o centréide, também descrito

no capitulo 2.

A janela de interface do Fuzzy Logic Toolbox traz um resumo dos parametros estabe-

lecidos e pode ser visto na figura a seguir.

File Edit View

e

TB

FIS Editor: AVALIACAO

AvaLacAD

(mamdani)

CONCEMOFINAL

‘ FI Name: AvELIAGAO

FIS Type:

mamclani

And methad min
Or method max
Implication min
Sgaregation ma

Defuzzification

Currert ariable
Hame
Type

Range

COMCEITOFINAL
output

[01]

centroid v Help

Close

Ready

Para dar continuidade a construcao do presente modelo de

avaliacao discente foi ne-

cessario definir os conjuntos Fuzzy que estariam associados as variaveis de entrada e saida.

Os conjuntos Fuzzy relacionados a variavel de entrada (AV), foram:

Insuficiente;

Regular;

e Bom;

Muito Bom;

()timo;

A figura a seguir, fornece a representacao grafica das fungoes de pertinéncia associadas

aos conjuntos Fuzzy relacionados a variavel de entrada AV.
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Os conjuntos Fuzzy relacionados as varidveis de entrada (TB) e (EX), séo:

e Insuficiente;
e Satisfatorio;
° ()tirno;

As figuras a seguir, fornecem as representacoes graficas das funcgoes de pertinéncia

associadas aos conjuntos Fuzzy relacionados as variaveis de entrada TB e EX.

INSUFICIENTE SATISFATORIO OTIMD INSUFICIENTE SATISFATORIO OTMD

03 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

input variable "EX"

;w;ut va;\a-ble "'I'MB"
Para variavel de saida, os conjuntos Fuzzy definidos foram:

e Insuficiente;

Regular;

e Bom;

Muito Bom;
° Otimo;

A figura a seguir, fornece a representacao grafica das fungoes de pertinéncia associadas

aos conjuntos Fuzzy relacionados a variavel de saida.

n n T T T n T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
output variable "CONCETOFINAL"
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Note que todas as funcoes de pertinéncia escolhidas sao da forma trapezoidal, este
foi o tipo de fungao escolhido porque modela bem os conceitos associados aos conjuntos
Fuzzy definidos.

Na etapa da construcao da base de regras foram utilizadas as seguintes sentencas:

REGRA

L= T I I I I - Y O O L I % |

5

11
12
13
14
15

16

17
18
19

20

Legenda:

AVISAIDA | INSUFICIENTE | REGULAR | BOM | NUTOBOM | OTIMO
COR

TBEX | INSUFICIENTE | NAQ-NSUFICIENTE
O0R
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Na janela de interface do Fuzzy Logic Toolbox, é possivel inserir as regras utilizando

os botoes de comando disponiveis, como mostra a figura seguinte.

Rule Editor: AVALIACAO = =

File Edit View Options

1.1 (AV is ) and (TB is 1) and (E¥ is I) then (CONCEITOFINAL is 1y (1) -
2.1 (AV is 1) and (TB is I) and (EX is not [) then (CONCEITOFINAL is R) (1)

3.1 (AV is 1) and (T8 is net 1) and (EX is ) then (CONCEITOFINAL is R) (1)

4.1 (AV is 1) and (T8 is nat ) and (EX is net I) then (CONCEITOFINAL is R) (1)

5.1 (AV is R) and (TB is I) and (EX is ) then (CONCEITOFINAL is [) (1)

6.1 (AV is R) and (TB is nat 1) and (EX is I) then (CONCEITOFINAL is R) (1)

7.1 (AV is R) and (TB is 1) and (EX is not I} then (CONCEITOFINAL is B) (1)

5.1 (AV is R) and (TB is nat 1) and (EX is nat [) then (CONCEITOFINAL is B) (1)

9.1t (AV is B) and (TB is I} and (EX is I) then (CONCEITOFINAL is R) (1)

0.1 (A is B) and (TB s ) and (EX is not [} then (CONCEITOFINAL is B) (1

1. If (&Y is B) and (TB is not ) and (EX is ) then (CONCEITOFIMAL is B) (1) W
It and and Then

Ab iz TE iz Exiz COMCEITOFIMAL is
| ~ ~ ~ | ~
R =] =] R
B 8] s] B
MB nons nons ME |

(o]
none v v v none v
[ nat [] nat not [ nat
Connection Weight:

1 CBeisfe e | Addrule m Rl
Help Close |

| The rule is deleted

Com a base de regras formada, basta inserir os dados (notas dos alunos) e verificar
qual o resultado gerado pelo sistema e com isso ter uma base para tomada de decisao
a cerca do conceito a ser atribuido a cada discente, a figura a seguir mostra a janela de
interface do Fuzzy Logic Toolbox, na qual é possivel inserir os dados dos alunos e verificar

o respectivo resultado.

. Rule Viewer: AVALIAGAO - o
File Edit View Options
AV =05 TE=05 EX=05 CONCEITOFINAL = 0.75
1
2
3
4
5
6
¥
8
8
10
11
12 =~
13
14
15
18 =
7
18
19 [ ] [ ] [ ] [ ]
20 [ ] [ ] [ ] [ ]
0 1 0 1 0 1 [ ]
1| [Imput: 050505 ||P\ot point=: 101 Mowe: left right | down| wp |
| Opened system AVALIACAD, 20 rules | | Help | Close | |

Com as notas gerados pelo sistema foi montada a tabela, inserida abaixo, com os

resultados obtidos pelo método tradicional (média aritmética) e o sistema Fuzzy.
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ALUNO | AV | TB | EX | NOTA | CONCEITO | NOTA FUZZY | CONCEITO FUZZY
1 707080 725 | APROVADO 7.5 BOM
2 93180 |40| 765 | APROVADO 7,89 BOM
3 831 0 |60 565 | REPROVADO 5,77 INSUFICIENTE
4 83170| 0 | 59 | REPROVADO 5,77 INSUFICIENTE
5 47180 ]70] 61 | APROVADO 7,41 BOM
6 21170(80| 48 | REPROVADO 4,76 INSUFICIENTE
7 6419010 | 795 | APROVADO 7.5 BOM
8 10 [ 70190] 90 | APROVADO 9,27 OTIMO
9 33160 | 10 | 565 | REPROVADO 5,77 INSUFICIENTE
10 45160190] 60 | APROVADO 7,11 BOM
11 54 170(90| 6,7 | APROVADO 7.5 BOM
12 44190170] 62 | APROVADO 6,98 REGULAR
13 10 [ 90| 10 | 9,75 | APROVADO 9,27 OTIMO
14 90 (80| 10 | 9,0 | APROVADO 9,17 OTIMO
15 92140|80| 76 | APROVADO 7.85 BOM
16 718040 655 | APROVADO 5,89 INSUFICIENTE
17 7080 140| 65 | APROVADO 6,25 REGULAR
18 019070 40 |REPROVADO 2,5 INSUFICIENTE
19 41170160 | 53 |REPROVADO 6,62 REGULAR
20 0 | 80|80 40 |REPROVADO 2,5 INSUFICIENTE
21 6,1|70|76| 67 | APROVADO 7.5 BOM
22 27170090 535 | REPROVADO 5,0 INSUFICIENTE
23 6,6 |7080| 675 | APROVADO 7.5 BOM
24 591 0 |40 395 | REPROVADO 4,57 INSUFICIENTE
25 0 |70]90| 325 | REPROVADO 2,5 INSUFICIENTE
26 981 0 | 0 | 49 |REPROVADO 7.5 BOM
27 0 | 80|40 30 |REPROVADO 2,5 INSUFICIENTE
28 59170(80| 6,7 | APROVADO 7.5 BOM
29 83170(40| 6,9 | APROVADO 7.1 BOM
30 14| 0 | 0 | 07 |REPROVADO 0,845 INSUFICIENTE
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Comparando os resultados obtidos nos dois modelos apresentados na tabela, concluimos
que para alguns alunos houve uma diferenca consideravel, isso se deve a base de regras
escolhida, por exemplo, no caso do aluno 26, na AV sua nota foi 9,8 o que é considerado
6timo, porém na AT e na EX sua nota foi 0, o que é considerado insuficiente, portanto de
acordo com a regra 17, o conjunto Fuzzy associado a varidvel de saida é muito bom. Dessa
forma, é importante salientar que o modelo Fuzzy é flexivel, podendo sofrer adaptacoes
de acordo com os critérios adotados.

Por fim, entendemos que o processo de avaliacao é algo com um nivel de subjetividade
elevado e que tem consequéncias a longo prazo, com o modelo Fuzzy, essa subjetividade

foi levada em consideracao tornando a avaliagao mais justa.

3.2 Inteligéncia artificial

A inteligéncia artificial é uma area do conhecimento que vem auxiliando na modernizagao
e no desenvolvimento tecnolégico com uma abrangéncia muito grande. Diversos segui-
mentos da ciéncia e da engenharia estao fazendo uso dessa importante ferramenta e isso
fica bem evidente nos aparelhos que na atualidade sao indispensaveis, como: os aparelhos
celulares/smartphones, eletrodomésticos, automéveis, etc.

A natureza e o comportamento humano sao as principais fontes de inspiracao para o
desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia que possibilitam a criacao e o aprimoramento
de equipamentos que possuem a capacidade de tomar decisoes baseados em algum tipo
de inteligéncia, neste contexto esta inserida a robdtica que é uma area ligada a diversos
ramos da engenharia que viabilizam a automacao de processos industriais e domésticos.

Atualmente, a robdtica ocupa um lugar de destaque entre as areas de pesquisa ligadas
a tecnologia e com isso diversas institui¢oes de ensino estao inserindo em suas grades cur-
riculares aulas de robética, que visam introduzir os procedimento e técnicas elementares
de montagem e programacao de robos.

Nesta secao pretendemos mostrar como a légica Fuzzy pode ser utilizada na pro-
gramacao e controle de um robo capaz de reconhecer e desviar de obstaculos. A descricao
dos procedimentos, ferramentas e figuras utilizadas nessa aplicacao foram adaptadas de
[10].

Uma linha de equipamentos muito utilizada em robdtica educacional é o Kit Lego
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MindStorms NXT.

Conforme ilustra¢ao abaixo, o kit conta com o brick (1), que tem entrada para trés
servo-motores (6), um sensor de distancia por ultrassom (5), um sensor de luz (4), um

sonoro (3) e dois de toque (2).

O sensor de som pode ser ajustado na escala decibel (dB) para detectar todos os sons
com a mesma sensibilidade e também na escala decibel alocada (dBA). As leituras sao
feitas em porcentagens, sendo os menores niveis percentuais correspondentes a ambientes
silenciosos.

O sensor de toque é capaz de perceber quando é pressionado por algum objeto, e
também quando é liberado.

O sensor de luz possibilita ao robo perceber ambientes claros e escuros com uma escala
de 0 a 100. Com a possibilidade de medir a reflexao luminosa de uma superficie, e como
cada cor reflete a luz de uma forma diferente, o robo torna-se capaz de distinguir cores,
principalmente cores com tonalidades de preto e branco, onde a primeira indica auséncia
de luz (medidas baixas do sensor) e a segunda presenca de luz (medidas altas).

O sensor ultra-sonico detecta a distancia de obstaculos a até 255 centimetros com
uma precisao de + 3 cm calculando o tempo de retorno de uma onda sonora refletida pelo
objeto.

Os servo-motores podem funcionar como entradas e/ou saidas de dados. Eles funcio-

nam como um motor de passos, sendo possivel controlar o quanto o motor deve girar, e
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com qual velocidade ele deve fazé-lo em uma escala de 0 a 100. Cada motor possui também
um sensor de rotagoes embutido, que permite a leitura dos movimentos do motor.

Uma estrutura que pode ser utilizada ¢é sugerida pela prépria Lego denominada Tribot
(figura abaixo), pois trata-se de um triciclo composto por duas rodas ligadas a servomo-

tores e uma roda em eixo livre.

A vantagem de se utilizar esse formato estd na sua grande eficiéncia, pois com apenas
dois servomotores é possivel controlar a direcao e o sentido do deslocamento, obtendo-se
os movimentos desejados a partir da utilizacao de uma estrutura simples.

Nessa estrutura basica sao inseridos dois sensores ultrassonicos na sua parte superior,
necessarios para detectar os obstaculos e um sensor sonoro para detectar o sinal de parada.

Para programacao do brink pode-se utilizar o software, desenvolvido pela National
Instruments, LabVIEW. Com a implementagao desse toolkit é possivel executar tarefas
mais complexas com o kit LEGO, pois com o MATLAB Script Node, é possivel fazer a
interface entre o LabVIEW e o Matlab.

Para montagem do sistema de controle Fuzzy pode-se utilizar o Fuzzy Logic Toolbox do
software MATLAB 7.5. A utilizagao da légica Fuzzy nesta aplicagao se justifica devido a
complexidade do problema, onde o robo tera que lidar com diferentes entradas simultaneas
em diferentes situagoes, caso fosse utilizado um sistema de controle convencional, haveria
a necessidade de mapear todas as situacoes possiveis, o que seria muito trabalhoso e
poderia nao se levar em conta todas as possiveis variaveis relevantes ao problema, seja
por falta de conhecimento de alguma delas ou por mera distragao.

As tarefas que o robo devera executar sao:

1. Desvio de obstaculos.

Baseando-se nas leituras dos sensores ultrasonicos e no controlador Fuzzy, o robo
devera desviar dos obstdculos que por ventura atrapalhem o seu deslocamento. A

utilizagao da Logica Fuzzy favorece a maior fluidez nas atuacgoes dos servo-motores,
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ja que o controle é constante e nao booleano, evitando trancos e engasgos no deslo-

camento do robo.
2. Parar quando for dado o sinal sonoro.

Para execucao da tarefa 1, faz-se necessario a implementacao de um sistema de controle
Fuzzy, as variaveis de entrada que podem ser utilizadas sao: Sensorl e Sensor2, referentes
aos valores obtidos pelos sensores ultrasonicos esquerdo e direito, respectivamente.

Como variaveis de saida, sao definidas: ME e MD, referentes aos valores de poténcia
que serao atribuidos aos servo-motores esquerdo e direito, respectivamente.

FIS Editor: robotica - oiEl

File Edit View

o o
- -
.. T

robotica
SENSOR1 ME

(mamdani)

-] -
- -
- e
fre ]

SENSOR2 MD

| FIS Matme: robotics FIS Type: thamdani ‘

And method Current Variable

OF metho Name
T

Implication min B2
Range

Aggregation max

Defuzzification

centroid w Help Close | ‘

Ready ‘

Na montagem do sistema de controle Fuzzy é necessario levar em consideragao que
as leituras dos sensores ultra-sonicos variam entre 0 e 255 e os servo-motores possuem
poténcia na faixa entre —100 a 100, sendo os valores negativos relativos a movimentos
para tras e os valores positivos relativos a movimentos para frente.

Para varidveis de entrada podem ser definidos quatro conjuntos Fuzzy: MP (muito
perto), com fungao de pertinéncia trapezoidal, P(perto), com fungao de pertinéncia tri-
angular, L (longe), com fun¢ao de pertinéncia triangular, ML (muito longe), com fungao
de pertinéncia trapezoidal. A escolha do tipo de funcao de pertinéncia vinculada a cada
conjunto, que relaciona os valores lidos pelos sensores ultrasonicos aos conjuntos Fuzzy
por meio de seus graus de pertinéncia, é feita a partir de dados empiricos extraidos de

testes com os sensores.
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ML

150 200 250

200 250

input variable "SENSOR1™

ML

=

150 200 250

input variable "SENSOR2"

Para as varidveis de saida podem ser definidos cinco conjuntos Fuzzy: NA (negativo

alto), com funcao de pertinéncia trapezoidal, NM (negativo médio), com fungao de per-

tinéncia triangular, Z (zero), com fungao de pertinéncia triangular, PM (positivo médio),

com fun¢ao de pertinéncia triangular, PA (positivo alto), com func¢do de pertinéncia tra-

pezoidal.

NA

PM PA

20 40 60 20 100

output variable "ME™

NA

NM

PK PA

output variable "MD™

A base de regras deve ser montada levando em consideracao que o rob6 deve des-

viar para o lado onde o sensor identificar maior distancia até ele, sendo que quando as

distancias direita e esquerda até o obstaculo forem iguais é atribuida uma decisao ar-

bitraria. Se o obstaculo estiver longe ou muito longe, o robo nao precisa fazer esse desvio,

podendo seguir em frente. Uma possivel base regras é:

1. Se Sensor 1 é MP e Sensor 2 é MP, entao ME é PA e MD é NA.

2. Se Sensor 1 é P e Sensor 2 é MP, entao ME é NA e MD é PM.

3. Se Sensor 1 é L e Sensor 2 é MP, entao ME é NM e MD é PM.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

O método de inferéncia que pode ser utilizado é o Mamdani e o método de defuzzi-

Se Sensor 1 é ML e Sensor 2 é MP, entao ME é NM e MD ¢é PM.
Se Sensor 1 é MP e Sensor 2 é P, entao ME é PM e MD é NA.
Se Sensor 1 é P e Sensor 2 é P, entao ME é PM e MD é NM.

Se Sensor 1 é L e Sensor 2 é P, entao ME é Z e MD é PM.

Se Sensor 1 é ML e Sensor 2 é P, entao ME é PM e MD é PA.
Se Sensor 1 é MP e Sensor 2 é L, entao ME é PM e MD é NM.
Se Sensor 1 é P e Sensor 2 é L, entao ME é PM e MD ¢ Z.

Se Sensor 1 é L e Sensor 2 é L, entao ME é PM e MD é PM.

Se Sensor 1 é ML e Sensor 2 é L, entao ME é PM e MD é PM.
Se Sensor 1 é MP e Sensor 2 é ML, entao ME é PM e MD é NM.
Se Sensor 1 é P e Sensor 2 é ML, entao ME é PA e MD é PM.
Se Sensor 1 é L e Sensor 2 é ML, entao ME é PM e MD ¢é PM.

Se Sensor 1 é ML e Sensor 2 é ML, entao ME é PA e MD ¢é PA.

ficacao pode ser o Centréide, descritos no capitulo 2.

Os possiveis obstaculos para implementacao dessa aplicacao na educacao basica sao
auto custo do kit Lego Mindstorm NXT e adaptacao do Labview para operar em conjunto
com o Matlab, embora o contato com esses softwares seja extremamente produtivo, tendo

em vista que sao ferramentas poderosas e amplamente utilizadas no meio académico e

profissional.

3.3 Situacoes-problema aplicaveis no ensino médio

No primeiro ano do ensino médio, um dos primeiros conteidos de matematica trabalhados,
é a introducao a teoria de conjuntos, sendo abordadas as principais defini¢oes, operagoes e

propriedades. Além disso, é aconselhavel fazer um paralelo entre a linguagem de conjuntos

e a légica proposicional.
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A ideia central desta secao é apresentar algumas situacoes-problema onde a teoria de

conjuntos tradicional nao é eficiente para solucionar.

1. Atendimento de urgéncia.

No cenério atual da saide publica do Brasil, onde ha uma alta demanda de atendi-
mento médico, baixo efetivo de trabalhadores e estrutura hospitalar precaria. Um
hospital resolveu estabelecer critérios para priorizar o atendimento das pessoas que
se encontravam mais debilitadas, pois na regiao atendida pelo hospital estava ocor-

rendo um surto de virose, para isso foram levados em consideracao dois sintomas.
(a) Febre.

(b) Dores no corpo.
Num certo momento haviam cinco pacientes no hospital com os sintomas da vi-
rose. Considerando que cada sintoma corresponde a um conjunto Fuzzy e fazendo

a averiguagao com o especialista a cerca do grau de pertinéncia de cada paciente,

foi construida a tabela:

PACIENTE | FEBRE (A) | DORES NO CORPO (B)
1 0,7 0,3
2 0,5 0,8
3 0,4 0,6
4 0,1 0,7
5 0,6 0,9

Para indicar o quanto um individuo esta doente, tomamos seu grau de pertinéncia
ao conjunto Fuzzy A (Febre) e seu grau de pertinéncia ao conjunto Fuzzy B (Dores
no corpo). Seu diagndstico para a virose é dado pela conjuncao desses graus de

pertinéncia. Isto é, este individuo estd doente com grau de pertinéncia dado por:

pang (a1, ag) = min{pa(ar), pp(as)}.

Dessa forma, terfamos como graus de pertinéncia para virose:

e Paciente 1: 0,3.
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Paciente 2: 0,5.

Paciente 3: 0,4.

Paciente 4: 0,1.

Paciente 5: 0,6.

Portanto, a ordem de atendimento, segundo o modelo apresentado, seria: Paciente 5,

Paciente 2, Paciente 3, Paciente 1, Paciente 4.

Nivel de satisfacao na compra de um imoével.

O Brasil nos ultimos anos vem passando por um periodo de intensa atividade re-
lacionada a area de construgao civil, isso se justifica pela realizacao de eventos de
ordem mundial como a copa do mundo de futebol e as olimpiadas, mas também
parte desse cendrio se deve ao incentivo do governo a financiamentos imobiliarios
como o famoso programa Minha Casa Minha Vida, diante disso faz-se necessario
implementar um sistema de controle a cerca da qualidade dos imoveis e servicos

prestados pelas construtoras e imobiliarias.

Numa cidade do interior de Sergipe, uma construtora, visando o grande potencial
do municipio, resolveu empreender a construgao de um condominio de apartamen-
tos. Para avaliar o servico prestado por essa empresa foi feita uma pesquisa com
compradores onde foi levado em consideracao o nivel de satisfacao com relagao aos

servigos prestados pelas empresas envolvidas. Os aspectos avaliados foram:

(a) Qualidade do imével/Relagao custo-beneficio.

(b) Qualidade no atendimento/Pontualidade na entrega do imével.

Considerando que a satisfacao relacionada aos itens listados acima correspondem aos
conjuntos Fuzzy A e B respectivamente, onde 0 representa a completa insatisfagao
equanto que 1 representa a maxima satisfagao. Na tabela abaixo foram ilustrados os
resultados obtidos e computados por especialistas referentes as graus de pertinéncia,

aos conjuntos A e B, de cinco elementos, que nessa situacao sao os clientes.
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CLIENTE | A | B
1 0,403
2 0,5 0,7
3 0,4 0,6
4 0,103
5 0,6 | 0,5

Supondo que o grau de satisfacao relacionado aos servigos prestados pelas empresas

envolvidas seja dado pela relacao Fuzzy:

pr(z,y) =min[l — pa(@), ps(y)].

Teremos:
CLIENTE | pgr(z,v)
1 0,3
2 0,5
3 0,6
4 0,3
d 0,4

Dessa forma podemos afirmar que o nivel de satisfacam desses cinco clientes com os

0,3+0,54+0,64+0,3+0,4
servicos prestados ¢, em média, igual a — +00+0,0+0,3+4, =0,42.

>

. Aptidao por area de conhecimento.

O comprometimento com a formacao dos estudantes passa também pelo direcio-
namento por parte da escola para a area ou campo de maior aptidao, para isso
faz-se necessario a implementacao de um sistema de avaliagdo vocacional no qual o
desempenho e a aptidao relacionadas as areas do conhecimento sejam levadas em

consideracao no processo de escolha da carreira que se pretende seguir.

Pensando nisso uma escola resolveu montar o modelo de avaliacao vocacional to-
mando como base as quatro areas do conhecimento que sao cobradas no ENEM, bem
como as areas de atuacao nas quais a maioria dos cursos superiores sao enquadrados,

foram definidos os seguintes conjuntos:
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(a) de estudantes X = { Livia, Eduardo, Marcelo }.

(b) de areas do conhecimento Y = { matemadtica, ciéncias da natureza, ciéncias

sociais, linguagens e codigos }.
(c) de éreas de atuagao Z = { ciéncias humanas, ciéncias sociais, ciéncias exatas,

tecnologia }.

O desempenho e a aptidao dos estudantes (X) em relagao as dreas do conhecimento
(V) sao representados pela matriz relacional P, ao passo que a relagao entre as dreas

do conhecimento (V') e as dreas de atuagao (Z) sdo dadas pela matriz relacional Q.

0,2 1 0,7 0,5
pp(X,Y)=10,7 0,7 0,5 0,4
0,6 0,4 0,2 0,3

0,4 0,3 1 0,8 ]
1 0,7 0,3 0,2
0,8 1 0,1 0,2
I 1 08 08|

po(Y,Z) =

Aplicando a regra de composi¢ao max-min, descrita na secao 1.6.1, teremos:

1 07 0,5 0,5
ptro(X,Z)=10,7 0,7 0,7 0,7
0,4 0,4 0,6 0,6

Dessa forma, a matriz obtida relaciona o nivel de interesse dos estudantes: Livia,
Eduardo e Marcelo as areas de atuagao: ciéncias humanas, ciéncias sociais, ciéncias

exatas, tecnologia. Agrupando os resultados numa tabela, teremos:

AREA/ESTUDANTE | Livia | Eduardo | Marcelo
Ciéncias Humanas 1 0,7 0,4
Ciencias Sociais 0,7 0,7 0,4
Cieéncias exatas 0,5 0,7 0,6
Tecnolégicos 0,5 0,7 0,6
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