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RESUMO

Problemas que envolvem o cálculo de valores extremos de uma função, máximo ou
mínimo, também denominados problemas de otimização, são comumente encontra-
dos em diversas situações do nosso cotidiano. Porém, frequentemente, a determi-
nação desses valores extremos envolve conceitos de Cálculo Diferencial e Integral,
dificultando assim a abordagem desses problemas no ensino básico. Neste trabalho,
buscamos alternativas para resolução dos mesmos, motivados pela necessidade de
exploração destes no âmbito da matemática básica, sem que seja utilizado conheci-
mentos sobre o Cálculo. Para isso, apresentamos a desigualdade das médias como
uma ferramenta para resolução dos mesmos. Definimos média quadrática, aritmética,
geométrica e harmônica, com suas respectivas representações geométricas para dois
números, demonstramos a desigualdade das médias para uma lista de n números po-
sitivos e finalizamos aplicando essas desigualdades na resolução de alguns problemas
de otimização, além de apresentar algumas Desigualdades Clássicas da Matemática,
como por exemplo a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz.

Palavras-chave: Médias. Desigualdade. Otimização.



ABSTRACT

In the world of Mathematics, all problems that involve the calculation of extreme values
of a function, maximum or minimum, also called optimization problems, they are com-
monly found in several situations day by day in our lives. However, the determination
of these extreme values often involves concepts of Differential and Integral Calculus,
making it difficult to approach these problems in elementary education. In this work, we
search for alternatives to solve these problems also motivated by the need to explore
them in the scope of basic mathematics, without using any knowledge about mathe-
matical calculus. So, this way, we present the inequality of measure as a tool to solve
them. Defined quadratic, arithmetic, geometric and harmonic mean, with their respec-
tive geometric representations for two numbers, we demonstrated the inequality of the
means for a list of n positive numbers and we finished applying these inequalities in
solving some optimization problems, besides presenting some Classical Inequalities of
Mathematics, like the Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz’s inequality.

Keywords: Mean. Inequality. Optimization.
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INTRODUÇÃO

Problemas de otimização são aqueles em que estudamos os valores extremos

(máximo e mínimo) que uma função pode assumir num determinado intervalo. Es-

ses problemas são comumente verificados em diversas situações no nosso cotidiano,

como por exemplo: no cálculo do nível de produção mais econômico para confecção

de embalagens em forma de um cilindro circular reto utilizando a menor quantidade

de material, na construção de galpões a fim de determinar o menor perímetro para

se cercar um terreno na forma retangular com uma determinada área constante, na

medicina, quando se quer determinar a sensibilidade máxima da reação do organismo

à administração de um determinado medicamento, entre outros. Ademais, muitos pro-

blemas de otimização são resolvidos com o uso de alguma desigualdade. É comum

alunos em sua formação básica terem acesso apenas as inequações do 1o e 2o grau;

um exemplo é o currículo de Matemática do Ensino Médio do Estado de Pernambuco.

Com isso o estudo do máximo e/ou mínimo de uma função em um determinado in-

tervalo fica limitado ao estudo das coordenadas do vértice do gráfico das funções

quadráticas, ou seja, os problemas de máximo e/ou mínimo de uma função fica res-

trito as funções quadráticas. Além do mais, sem o uso das desigualdades, muitos dos

problemas de otimização só são resolvidos com o uso do Cálculo Diferencial.

Diante do exposto, entende-se que uma abordagem mais detalhada e profunda

sobre as desigualdades matemáticas no Ensino Básico seja uma excelente oportu-

nidade para os alunos vislumbrarem esse estudo como uma eficiente ferramenta na

resolução de problemas de otimização, fornecendo aos mesmos uma aprendizagem

mais significativa, contribuindo assim para um melhor desempenho tanto na sua vida

escolar como nas avaliações externas, como Sistema de Avaliação da Educação Bá-

sica – SAEB, Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas – OBMEP,

Olimpíada Brasileira de Matemática – OBM, dentre outras, pois esse estudo os au-

xilia na resolução de um conjunto amplo de problemas, sem deixar de comentar a

expansão do potencial de pensamento e abstração.

O objetivo geral do trabalho é abordar a desigualdade da médias e sua utiliza-

ção na resolução de problemas de otimização, para isso vamos: definir as médias

quadrática, aritmética, geométrica e harmônica; demonstrar desigualdades básicas;
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demonstrar a desigualdade das médias para dois números positivos e para uma lista

de n números positivos; representar geometricamente as médias e a desigualdade das

médias para dois números positivos e aplicar a desigualdade das médias na resolução

de problemas de otimização e em outros resultados envolvendo desigualdades.

Além disso, temos o intuito de fornecer aos professores do Ensino Básico um

material de apoio com aplicações da desigualdade das médias na resolução de pro-

blemas de otimização que possa ser utilizado como uma extensão do currículo tradici-

onal, já que os livros didáticos não tratam desse conteúdo, e existem poucos materiais

sobre o mesmo. Além do mais, esses tópicos são recorrentes em provas externas de

habilidades matemáticas.

A motivação para escrever esse trabalho surge no primeiro semestre do ano

2017 quando ao cursar a disciplina Matemática Discreta tive o contato com o capítulo:

Médias e Princípio das Gavetas. A partir desse momento, começo a perceber a im-

portância da Desigualdade das Médias na resolução de diversos problemas. Desde

então, comecei a pesquisar e analisar diversos materiais sobre o assunto. Surge

então, a vontade de escrever um trabalho que pudesse auxiliar os professores e os

alunos do ensino básico quanto a essa questão. Salientamos também que a pesquisa

foi digitada no programa TeXstudio e as figuras foram criadas no programa geogebra

Classic 5.

A metodologia utilizada nesse trabalho foi uma revisão bibliográfica, com o intuito

de aprofundar o conhecimento sobre algumas desigualdades, especificamente a desi-

gualdade das médias, com ênfase na resolução de problemas de otimização. Valendo

salientar que se entende o termo pesquisa bibliográfica na perspectiva das autoras

Marconi e Lakatos (2003, p. 157) como um apanhado geral sobre os principais traba-

lhos já realizados, revestidos de importância, por serem capazes de fornecer dados

atuais e relevantes relacionados com o tema. Dessa forma, a pesquisa foi pautada na

leitura detalhada de diversos trabalhos publicados: livros, artigos e materiais disponi-

bilizados na internet, tendo como fontes principais Hardy et al. (1934), Alsina e Nelsen

(2009), Cvetkoski (2012), Rigodanzo (2016). Dessa forma, dividimos o trabalho em

quatro capítulos.

No primeiro capítulo, são definidas as médias aritmética, geométrica, harmônica

e quadrática para uma lista de n números positivos, em seguida relatamos a impor-
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tância de cada uma dessas médias no cotidiano dos alunos do Ensino Básico apre-

sentando quatro situações-problema. Seguindo, definimos essas médias para dois

números positivos, bem como indicamos suas representações geométricas.

No segundo capítulo, são demonstradas as desigualdades das médias quadrática-

aritmética, aritmética-geométrica e geométrica-harmônica para dois números positivos

com suas respectivas representações geométricas, e, logo em seguida, demonstra-

mos as mesmas desigualdades para uma lista de n números positivos e, por fim, a

desigualdade das médias quadrática-aritmética-geométrica-harmônica para n núme-

ros positivos.

No terceiro capítulo, são utilizadas as desigualdades provadas no segundo ca-

pítulo na resolução de problemas de otimização, ou seja, problemas que envolvem

valores máximos e/ou mínimos, sendo que resolvemos a primeira situação-problema

de três maneiras distintas: a primeira resolvida através do conhecimento sobre função

quadrática, isto é, determinamos o valor máximo da função através do vértice do grá-

fico da função quadrática, em seguida utilizamos conhecimento do Cálculo Diferencial

e Integral, mais precisamente o conhecimento sobre derivadas, conteúdo ministrado

em alguns cursos no Ensino Universitário, e por fim utilizamos a desigualdade das

médias aritmética-geométrica.

No quarto capítulo, foi feita uma explanação sobre o surgimento da Desigualdade

Triangular na Geometria Euclidiana e sua evolução para outros campos da Matemá-

tica, apresentando-a e demonstrando-a para os números reais. Além disso, enunci-

amos e demonstramos a Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz, de Min-

kowski, Jensen, Young e Hölder. Ademais, definimos função convexa, mostrando a

convexidade das funções f(x) = x2 e f(x) =
1

x
, pois esse conceito é essencial para a

demonstração da desigualdade de Jensen.
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Capítulo 1

ESTUDO DAS MÉDIAS

1.1 Médias

Neste capítulo faremos um breve estudo sobre as médias aritmética, geomé-

trica, harmônica e quadrática para uma lista de n números positivos, em seguida

vamos definir essas médias para dois números positivos, bem como indicaremos suas

representações geométricas.

Percebe-se ao analisar as obras de Garcia e Souza (2016), Dante (2016), Pres-

tes e Chavantes (2016), Paiva (2015), O Plano Nacional do Livro Didático (PNLD,

2018) e os Parâmetros Curriculares de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012) que o

estudo sobre médias fica limitado a média aritmética simples e a média aritmética

ponderada. Além disso, as médias aritmética e aritmética ponderadas são utilizadas

por muitas escolas como base para aprovação de seus alunos.

Assim, não se pode deixar de comentar a importância das médias quadrática,

geométrica e harmônica no cotidiano dos alunos, pois segundo Pereira (2014), as mé-

dias aritmética e harmônica são importantes na resolução de problemas envolvendo

matemática financeira, velocidade média, custo médio de bens comprados com uma

quantia fixa, enquanto que a média quadrática é muito utilizada na Estatística e na

Física: um exemplo prático é a tensão elétrica de sua casa, que oscila periodicamente

de forma senoidal, e na média (simples) tem valor nulo (Muniz, p. 276).

É frequente verificar que o aluno do Ensino Básico, ao se deparar com uma

situação-problema que envolva média, recorra de imediato à média aritmética na re-

solução do mesmo, dessa forma o seu conhecimento fica fragmentado e o mesmo

fica sem ferramentas para resolver uma gama de problemas que envolvam as médias

geométrica, harmônica e quadrática. Nessa perspectiva, nota-se a importância do co-

nhecimento dessas médias no cotidiano. Para ilustrar essa importância apresentamos

três situações-problema retiradas do livro de Morgado e Carvalho (2015, p.163 e 169).

• Situação-problema 1

Uma empresa produziu, durante o primeiro trimestre do ano passado, 500, 200 e 200

unidades, em janeiro, fevereiro e março, respectivamente. Pergunta-se qual foi a
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média mensal nesse trimestre?

• Situação-problema 2

Uma empresa aumentou sua produção durante o primeiro trimestre do ano passado.

Em janeiro e em fevereiro, as taxas de aumento foram de 21% e 8%, respectiva-

mente. Qual foi a taxa média mensal?

• Situação-problema 3

Um carro percorre metade de certa distância d com velocidade v1 e percorre a outra

metade com velocidade v2. Qual é sua velocidade média?

Apresentaremos a seguir as definições das médias aritmética, geométrica, harmô-

nica e quadrática, retiradas de Muniz Júnior (2016, p. 2, 6, 9 e 11).

Definição 1.1 A média aritmética (simples) é a média com respeito a operação de

adição, dessa forma, a média aritmética de uma lista de n números x1, x2, ..., xn é

um número MA tal que

x1 + x2 + . . .+ xn = MA + . . .+MA︸ ︷︷ ︸
n parcelas

= nMA.

Assim,

MA =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

Definição 1.2 A média geométrica é a média com respeito a operação de multiplica-

ção, dessa forma, a média geométrica de uma lista de n números positivos x1, x2, ..., xn

é um número MG tal que

x1x2 · · ·xn = MG · · ·MG︸ ︷︷ ︸
n parcelas

= (MG)n.

Assim,

MG = n
√
x1x2 · · ·xn.

Definição 1.3 A média harmônica é a média com respeito a operação de adição

dos inversos, dessa forma, a média harmônica de uma lista de n números positivos
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x1, x2, ..., xn é um número MH tal que

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn
=

1

MH

+ . . .+
1

MH︸ ︷︷ ︸
n parcelas

= n
1

MH

.

Assim,

1

MH

=

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn
n

.

De onde,

MH =
n

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

.

Definição 1.4 A média quadrática é a média em relação à adição dos quadrados,

dessa forma, a média quadrática de uma lista de n números positivos x1, x2, . . . , xn

é um número MQ tal que

x21 + x22 + . . .+ x2n = (MQ)2 + (MQ)2 + . . .+ (MQ)2︸ ︷︷ ︸
n parcelas

,

ou

x21 + x22 + . . .+ x2n = n(MQ)2.

Ou ainda,
x21 + x22 + . . .+ x2n

n
= (MQ)2,

de onde,

MQ =

√
x21 + x22 + . . .+ x2n

n
.

Voltando as situações-problema citadas acima, é de se esperar que um aluno

que só tem contato com a média aritmética resolva as situações-problema da seguinte

forma:

• Situação-problema 1

MA =
500 + 200 + 200

3
= 300 unidades.
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• Situação-problema 2

MA =
21% + 8%

2
= 14, 5%.

• Situação-problema 3

MA =
v1 + v2

2
.

Nesse contexto, percebe-se que além do aluno ter contato com as médias aritmé-

tica, geométrica, harmônica e quadrática, ele deve ter clareza da definição de média

como um valor que pode substituir todos os elementos da lista sem alterar uma certa

característica da mesma, ou seja, ele tem que saber qual operação matemática está

envolvida na situação-problema para que consiga fazer o uso correto de cada uma das

médias mencionadas. Apresentaremos abaixo as resoluções das situações-problema

que mencionamos acima.

• Situação-problema 1

A média M é tal que se a produção mensal fosse igual a M , a produção trimestral

seria a mesma. Como a produção trimestral foi 500 + 200 + 200 e levando em conta

que a média da produção mensal é sempre M , temos

M +M +M = 500 + 200 + 200.

Assim,

3M = 900,

de onde,

M = 300.

Nota-se que a média desejada é a média aritmética dos números 500, 200 e 200.

• Situação-problema 2

A taxa i é tal que se em todos os meses as taxas de aumento fossem iguais a i, o

aumento bimestral seria o mesmo. Calculando o aumento no bimestre, temos

100
21%7−→ 100 · 1, 21

8%7−→ 100 · 1, 21 · 1, 08 = 130, 68.
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Logo, o aumento no bimestre foi 30, 68%. Se em todos os meses tivéssemos um

aumento com a taxa i, teríamos

100
i%7−→ 100(1 + i)

i%7−→ 100(1 + i)(1 + i) = 100(1 + i)2.

Assim,

100(1 + i)2 = 100 · 1, 21 · 1, 08 ⇔ (1 + i)2 = 1, 21 · 1, 08

⇔ 1 + i =
√

1, 21 · 1, 08

⇔ i ∼= 1, 1432− 1

⇔ i ∼= 0, 1432

⇔ i ∼= 14, 32%.

Nota-se que a média desejada é a média geométrica das taxas 21% e 8%.

• Situação-problema 3

Sabe-se que a velocidade média é a razão entre o espaço percorrido e o intervalo de

tempo para percorrer este espaço. Logo,

vm =
∆s

∆t
.

Vamos dividir a resolução em duas etapas.

1a etapa

O carro percorre a primeira metade com velocidade v1. Assim,

v1 =
d
2

t1
⇔ t1 =

d
2

v1
.

2a etapa

O carro percorre a segunda metade com velocidade v2. Assim,

v2 =
d
2

t2
⇔ t2 =

d
2

v2
.
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Logo,

∆s =
d

2
+
d

2

= d,

e

∆t = t1 + t2

=
d
2

v1
+

d
2

v2

=
(v1 + v2)d

2v1v2
.

Portanto,

vm =
∆s

∆t
=

d
(v1+v2)d
2v1v2

=
2v1v2
v1 + v2

.

Nota-se que a velocidade média é a média harmônica das velocidades v1 e v2.

Como citado acima a média quadrática é bastante utilizada na Estatística e na

Física. Desta forma, apresentaremos aqui uma situação-problema envolvendo essa

média no cálculo do desvio padrão.

• Situação-problema 4

Um determinado aluno fez seis atividades para média do segundo bimestre na dis-

ciplina de matemática. Suas notas foram: 9, 8, 7, 6, 4, 2. Qual será seu desvio

padrão?

Sabemos da Estatística que o desvio padrão é uma medida que expressa o grau

de dispersão de um conjunto de dados, ou seja, o desvio padrão indica quanto o

conjunto de dados é uniforme.

Sendo x1, x2, . . . , xn uma amostra de dados, o desvio relativo de um elemento xi

é dado por:

Di = xi −MA.

Assim, D1 = x1 −MA, D2 = x2 −MA, . . . , Dn = xn −MA.
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e o desvio padrão dessa amostra por:

DP =

√√√√√ n∑
i=1

(xi −MA)2

n
.

Dessa forma, podemos definir o desvio padrão como sendo a média quadrática

dos desvios, ou seja,

DP =

√
D2

1 +D2
2 + · · ·+D2

n

n
.

Assim, temos MA =
9 + 8 + 7 + 6 + 4 + 2

6
= 6, D1 = 9 − 6 = 3, D2 = 8 − 6 = 2,

D3 = 7− 6 = 1, D4 = 6− 6 = 0, D5 = 4− 6 = −2 e D6 = 2− 6 = −4.

Logo,

DP =

√
32 + 22 + 12 + 02 + (−2)2 + (−4)2

6

DP =

√
9 + 4 + 1 + 0 + 4 + 16

6

DP =

√
34

6

DP ∼= 2, 37.

1.1.1 Médias Aritmética, Geométrica, Harmônica e Quadrática para dois números po-

sitivos e suas representações geométricas

Aqui apresentamos as médias aritméticas, geométrica, harmônica e quadrática

para dois números positivos x1 e x2, bem como suas representações geométricas,

sendo essas adaptadas de Muniz Júnior (2016). O intuito de se mostrar a representa-

ção geométrica dessas médias para dois números é fornecer ao aluno uma visualiza-

ção que possa ajudar a compreender visualmente cada uma delas.

Definição 1.5 A média aritmética para dois números positivos x1 e x2 é o número MA

tal que

MA =
x1 + x2

2
.

Sua representação geométrica é apresentada a seguir.
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Figura 1.1 – Representação Geométrica da Média Aritmética para dois números
positivos.

Fonte: o autor

Na figura (1.1) sejam os segmentos colineares x1 = AB e x2 = BC. Traçando-

se uma circunferência λ de centro O, que passa pelos pontos A e C, observa-se que

o segmento AC é o diâmetro de λ.

Assim,

2R = AC = AB +BC.

Logo,

R =
AB +BC

2
=
x1 + x2

2
.

Portanto, o raio R de λ representa geometricamente a média aritmética dos números

positivos x1 e x2.

Definição 1.6 A média geométrica para dois números positivos x1 e x2 é o número

MG tal que

MG =
√
x1x2.

Sua representação geométrica é apresentada a seguir.
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Figura 1.2 – Representação
Geométrica 1 da Média Geométrica

de dois números positivos.

Fonte: o autor

Figura 1.3 – Representação
Geométrica 2 da Média Geométrica

de dois números positivos.

Fonte: o autor

Na figura (1.2) consideremos os segmentos colineares x1 = AB e x2 = BC.

Traçando-se uma circunferência λ de centro O que passa pelos pontos A e C, um

segmento perpendicular ao segmento AC no ponto B e um triângulo ADC inscrito

em λ. Podemos observar que o triângulo ADC é retângulo em D, pois está inscrito

em uma semicircunferência. Por outro lado, na figura (1.3) notamos que os triângulos

ABD e DBC são semelhantes. Logo,

AB

BD
=
BD

BC
,

de onde,
x1
h

=
h

x2

ou

h2 = x1x2.

Assim,

h =
√
x1x2.

Portanto, h é a média geométrica dos números positivos x1 e x2.

Definição 1.7 A média harmônica para dois números positivos x1 e x2 é o número
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MH tal que

MH =
2x1x2
x1 + x2

.

Sua representação geométrica é dada abaixo.

Figura 1.4 – Representação
Geométrica 1 da Média Harmônica

para dois números positivos

Fonte: o autor

Figura 1.5 – Representação
Geométrica 2 da Média harmônica

para dois números positivos

Fonte: o autor

Na figura (1.4) consideremos os segmentos colineares x1 = AB e x2 = BC.

Traçando-se uma circunferência λ de centro O que passa pelos pontos A e C, um

segmento perpendicular ao segmento AC no ponto B, o raio R = OD, um segmento

EB perpendicular ao raioR = OD passando pelo ponto B, temos os triângulosODB e

BDE. Observemos, na figura (1.5), que os triângulos ODB e BDE são semelhantes.

Logo,
OD

BD
=
BD

DE
, de onde segue que,

R

h
=
h

x
, ou ainda, x =

h2

R
. Mas, por outro

lado, R =
x1 + x2

2
e h2 = x1x2. Assim, x =

x1x2
x1 + x2

2

. De onde concluímos que

x =
2x1x2
x1 + x2

.

Portanto, x é a média harmônica dos números positivos x1 e x2.

Definição 1.8 A média quadrática para dois números x1 e x2 é o número MQ tal que

MQ =

√
x21 + x22

2
.

Sua representação geométrica é apresentada a seguir.
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Figura 1.6 – Representação Geométrica da Média Quadrática para dois números
positivos.

Fonte: o autor

Na figura (1.6) consideremos os segmentos colineares x1 = AB e x2 = BC.

Traçando-se uma circunferência λ de centro O que passa pelos pontos A e C, o raio

R = OF perpendicular a AC, e o segmento n = BF .

Pode-se observar que AO = OF = R e, além disso, AC = AO + OB + BC,

R =
x1 + x2

2
, OB = m e BC = x2. De onde, segue que

2
x1 + x2

2
=
x1 + x2

2
+m+ x2,

ou seja,

m =
x1 + x2

2
− x2.

Assim,

m =
x1 − x2

2
.

Pelo Teorema de Pitágoras, temos

n2 = m2 +R2.

Logo,

n2 =

(
x1 − x2

2

)2

+

(
x1 + x2

2

)2
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ou

n2 =
x21 − 2x1x2 + x22 + x21 + 2x1x2 + x22

4
,

ou seja

n2 =
2(x21 + x22)

4
.

Assim,

n =

√
x21 + x22

2
.

Portanto, o segmento n representa geometricamente a média quadrática dos números

x1 e x2.
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Capítulo 2

DESIGUALDADE DAS MÉDIAS

2.1 Desigualdade

Hoje em dia as desigualdades matemáticas ocupam um lugar significativo na

Matemática. Um exemplo disso, entre outros, é o seu uso na análise funcional. Po-

rém, nem sempre foi assim, e esse fato pode ser atestado por muitos livros da História

da Matemática, como História da Matemática (BOYER, 1974), História da Matemá-

tica: uma visão crítica, desfazendo mitos (ROQUE, 2012) e Introdução à História da

Matemática (MOL, 2013), que não trazem nenhum capítulo ou tópico relacionado a

desigualdades. Mas o que são Desigualdades Matemáticas?

Desigualdade matemática é uma expressão que estabelece uma relação de or-

dem entre dois elementos. Podemos representá-la pelos símbolos <, ≤, >, ou ≥

significando, respectivamente, menor do que, menor do que ou igual a, maior do que

ou maior do que ou igual a.

Não se sabe ao certo quando se deu o início dos estudos sobre as desigualdades

matemáticas, porém estima-se que esses estudos tenham ocorrido inicialmente no

século IV a.C., com o enunciado da desigualdade triangular proposição 20 do livro 1

da obra “Os elementos” de Euclides (300 a.C) (CARVALHO, 2012). Sabe-se, também

que os matemáticos antigos já possuíam conhecimentos sobre as desigualdades das

médias aritméticas e geométricas para dois números, e que Arquimedes (287 a.C.-212

a.C.) conhecia o que agora é chamada de desigualdade isoperimétrica (FINK, 2000).

Deve-se perceber que nessa época as desigualdades eram sempre atribuídas a entes

geométricos e não aritméticos.

Muitos matemáticos contribuíram para o desenvolvimento das Desigualdades

Matemáticas, entre eles, Euclides (300 a.C), Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.), Jacques

Bernoulli (1654 -1705), Newton (1643-1727), Cauchy (1789-1857) e, hoje em dia, já

existem vários livros que só falam sobre desigualdades, como por exemplo, (HARDY

et al., 1934, ALSINA e NELSEN, 2009, CVETKOSKI, 2012).

As desigualdades permeiam as nossas vidas até hoje e são bastante frequen-

tes. Dessa forma, estudá-las no Ensino Básico é importante, pois de acordo com os
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Parâmetros Curriculares Nacionais - PCNs:

A Matemática no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar
o pensamento e o raciocínio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para
muitas tarefas específicas em quase todas as atividades humanas (BRASIL,
2000, p. 40)

Nesse sentido, o estudo das desigualdades pode auxiliar os alunos a estrutu-

rar o pensamento, já que existe uma grande quantidade de desigualdades com ní-

veis de complexidade diferente e muitas maneiras de demonstrá-las e resolvê-las,

criando assim, um leque imenso de estratégias de resolução, com pensamentos va-

riáveis, e muitas abstrações, contribuindo de forma significativa para o processo en-

sino/aprendizagem do aluno.

Nessa linha de raciocínio, vamos demonstrar neste capítulo algumas desigual-

dades básicas a partir das propriedades relativas ao corpo ordenado completo dos

números reais, R, com respeito a relação de ordem “≤ (menor do que ou igual a)”,

em seguida demonstraremos a desigualdade das médias para dois números positi-

vos x1 e x2, bem como ilustraremos suas representações geométricas. E, por fim,

demonstraremos a desigualdade das médias para uma lista de n números positivos.

Inicialmente vamos definir produto cartesiano, relação binária, relação de ordem

parcial, relação de ordem total, e, logo a seguir apresentaremos algumas propriedades

referentes ao corpo ordenado completo dos números reais.

Denotamos por R∗ o conjunto dos números reais não nulos, por R+ o conjunto

dos números reais não negativos e por R∗+ o conjunto dos números reais positivos.

2.2 Relação Binária

Definição 2.1 Dados dois conjuntos, A e B, não vazios, chama-se produto cartesiano

de A por B, e denota-se por A × B (lê-se: A cartesiano B), o conjunto formado por

todos os pares ordenados (x, y), com x em A e y em B.

Em símbolos matemáticos, temos

A×B = {(x, y)|x ∈ A e y ∈ B}.

Definição 2.2 Chama-se relação binária de A em B todo subconjunto R de A×B, ou

seja, R é uma relação de A×B se, e somente se, R ⊂ A×B.
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Considerando os conjuntos A = {1, 2} e B = {a, b, c}. Temos que o produto

cartesiano de A por B é dado por A × B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)} e os

subconjuntos R1 = {(1, a), (2, c)} e R2 = {(1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)} de A × B são

relações binárias com respeito A×B.

Para indicarmos que o par ordenado (x, y) ∈ R, usaremos o símbolo xRy que

significa que x está relacionado a y com respeito a relação R. Caso contrário, usa-

remos x��Ry, que significa x não está relacionado com y com respeito a relação R.

Assim, nos exemplos acima temos que 1R1a e 1��R1b significam, respectivamente, que

1 está relacionado a a com respeito a relação R1 e que 1 não está relacionado a b com

respeito a relação R1.

Quando B = A, dizemos que R ⊂ A× A é uma relação sobre o conjunto A.

Definição 2.3 Uma relação R sobre um conjunto A não vazio é chamada relação de

ordem parcial sobre A se, e somente se, R é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Ou

seja, R cumpre respectivamente as seguintes propriedades.

i. se x ∈ A, então xRx;

ii. se x, y ∈ A, xRy e yRx, então x = y;

iii. se x, y, z ∈ A, xRy e yRz, então xRz.

Definição 2.4 Seja R uma relação de ordem parcial sobre A. Os elementos a, b ∈ A

se dizem comparáveis mediante R se aRb ou bRa.

Definição 2.5 Se dois elementos quaisquer de A forem comparáveis mediante R, en-

tão R será dita relação de ordem total sobre A.

A relação R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 2)(2, 6), (3, 3), (3, 6), (6, 6)} de divisibi-

lidade sobre A = {1, 2, 3, 6} é uma relação de ordem parcial, mas não é uma relação

de ordem total sobre A, pois, por exemplo, o elemento 2 não divide 3, ou seja, os

elementos 2 e 3 não são comparáveis.

A relação ” ≤ ” no corpo dos números reais é uma relação de ordem total, pois

i. Para todo a ∈ R, tem-se a ≤ a.

ii. Para todos a, b ∈ R. Se a ≤ b e b ≤ a, temos que a = b.
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iii. Para todos a, b, c ∈ R. Se a ≤ b e b ≤ c, temos que a ≤ c.

E, além disso, quaisquer dois elementos a, b ∈ R são comparáveis mediante

” ≤ ”.

2.3 Propriedades do corpo ordenado dos reais

O motivo de começar nosso trabalho com as propriedades relativas à relação de

ordem ” ≤ ” do corpo ordenado dos números reais R é que elas servem de base para

demonstração de várias desigualdades básicas que serão utilizadas posteriormente

para demonstrações mais elaboradas, dessa forma o leitor vai se apropriando de fer-

ramentas para entender essas demonstrações . Além disso, a partir do capítulo três

consideraremos sempre o conjunto R∗+.

Sejam x, y, z, a, b, c ∈ R. Então

Propriedade 2.6 Se x ≤ y e y ≤ z, então x ≤ z.

Propriedade 2.7 Se x ≤ y e a ≤ b, então x+ a ≤ y + b.

Propriedade 2.8 Se x ≤ y, então x+ z ≤ y + z.

Propriedade 2.9 Se x ≤ y e 0 < a ≤ b, então x a ≤ y b.

Propriedade 2.10 Se x ∈ R, então 0 ≤ x2, com igualdade se, e somente se, x = 0.

Mais geralmente, para Ai ∈ R∗+ e xi ∈ R, i = 1, 2, ...,n, tem-se:

0 ≤ A1 · x21 + A2 · x22 + ...+ An · x2n,

com igualdade se, e somente se, x1 = x2 = ... = xn= 0.

Observação: escrever x ≤ y é equivalente a escrever y ≥ x.

As propriedades 2.6, 2.7, 2.8,2.9 e 2.10 podem ser facilmente verificadas usando

o seguinte fato:

x ≤ y se, e somente se y − x ≥ 0.
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2.4 Desigualdades Básicas

A maioria das desigualdades básicas desta seção são demonstradas usando a

propriedade (2.10), ou seja, o fato de que

a2 ≥ 0,∀a ∈ R.

De onde segue que

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 ≥ 0⇔ a2 + b2 ≥ 2ab. (2 - 1)

Proposição 2.11 Para todo x positivo, tem-se

x+
1

x
≥ 2.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x = 1.

Demonstração. De fato, fazendo a =
√
x e b =

1√
x

em (2 - 1), temos:

x+
1

x
≥ 2.

A igualdade ocorre quando
(√

x− 1√
x

)2
= 0, ou seja, quando

√
x =

1√
x

, de onde

segue que x = 1. �

Proposição 2.12 Para todo x, y > 0, tem-se que

x

y
+
y

x
≥ 2.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x = y.

Demonstração. De fato, fazendo a = x, b = y em (2 - 1) e dividindo por xy, temos

x2 + y2

xy
≥ 2 ⇔ x2

xy
+
y2

xy
≥ 2

⇔ x

y
+
y

x
≥ 2.
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A igualdade ocorre se, e somente se, (x − y)2 = 0, de onde segue que x = y, ou

seja,
x

x
+
x

x
= 1 + 1 = 2.

�

Proposição 2.13 Para todo x, y > 0, tem-se

(x+ y)

(
1

x
+

1

y

)
≥ 4.

Demonstração. De fato, fazendo a= x, b= y e somando-se 2xy a ambos os membros

de (2 - 1), temos x2+xy+y2+xy ≥ 4xy⇔ x(x+y)+y(x+y) ≥ 4xy. Dividindo-se essa

desigualdade por xy, segue daí que

x(x+ y) + y(x+ y)

xy
≥ 4xy

xy
⇔ x(x+ y)

xy
+
y(x+ y)

xy
≥ 4

⇔ x+ y

y
+
x+ y

x
≥ 4

⇔ (x+ y)

(
1

x
+

1

y

)
≥ 4.

�

Proposição 2.14 Para todo x, y 6= 0, tem-se

1

x2
+

1

y2
≥ 2

xy
.

Demonstração. De fato, fazendo a = x, b = y em (2 - 1) e dividindo-a por x2y2,

obtemos

x2 + y2

x2y2
≥ 2

xy
⇔ x2

x2y2
+

y2

x2y2
≥ 2

xy

⇔ 1

y2
+

1

x2
≥ 2

xy
.

�
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Proposição 2.15 ∀x, y, z ∈ R, tem-se que

x2 + y2 + z2 ≥ xy + xz + yz.

Demonstração. Note em (2 - 1), que x2 + y2 ≥ 2xy, x2 + z2 ≥ 2xz e y2 + z2 ≥ 2yz.

Somando membro a membro essas desigualdades e dividindo-se por 2, obte-

mos:

x2 + y2 + z2 ≥ xy + xz + yz.

�

Uma outra maneira de expressar essa proposição seria vendo-a como um problema

de comparação de área, como vamos descrever a seguir.

Observe as regiões destacadas em preto e cinza na figura (2.1). Afirmamos que

a região em preto tem área maior do que a região em cinza.

Figura 2.1 – Comparação de áreas

Fonte: o autor

Proposição 2.16 Seja (x1, x2, ..., xn) uma sequência de números reais positivos. Tem-

se que (
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
≥ n2.

Demonstração. Note que:(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
= (x1 + x2 + · · ·+ xn)

(
1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
.
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Usando a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição, temos:

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
= x1

1

x1
+ x1

1

x2
+ x1

1

x3
+ ...+ x1

1

xn

+ x2
1

x1
+ x2

1

x2
+ x2

1

x3
+ ...+ x2

1

xn

+...+ xn
1

x1
+ xn

1

x2
+ xn

1

x3
+ ...+ xn

1

xn
.

Ou (
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
= 1 + x1

1

x2
+ x1

1

x3
+ ...+ x1

1

xn
+

+ x2
1

x1
+ 1 + x2

1

x3
+ ...+ x2

1

xn
+

+...+ xn
1

x1
+ xn

1

x2
+ xn

1

x3
+ ...+ 1.

Reorganizando, temos:(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
= (1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

n parcelas

) +

(
x1
x2

+
x2
x1

)
+ ...+

(
x1
xn

+
xn
x1

)

+

(
x2
x3

+
x3
x2

)
+

(
x2
x4

+
x4
x2

)
+ ...+

(
xn−1
xn

+
xn
xn−1

)
= n+

(
x1
x2

+
x2
x1

)
+

(
x1
x3

+
x3
x1

)
+ ...+

(
x1
xn

+
xn
x1

)
+

(
x2
x3

+
x3
x2

)
+

(
x2
x4

+
x4
x2

)
+ ...+

(
xn−1
xn

+
xn
xn−1

)
.

Segue da proposição (2.12), que(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
≥ n+ 2 + 2 + ...+ 2.

Devemos agora, calcular quantas vezes a parcela dois aparece na soma acima. Para

isso, vamos usar análise combinatória. Perceba que cada parcela dois que aparece na

soma corresponde a um par de números da nossa sequência (x1, x2, ..., xn), ou seja,
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devemos escolher dois elementos entre n. Assim, temos: n

2

 =
n!

2!(n− 2)!
=
n(n− 1)

2
.

Logo, (
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)
≥ n+ 2

[
n(n− 1)

2

]
= n+ n(n− 1) = n+ n2 − n = n2.

�

2.5 Desigualdade das Médias para dois números positivos

Nota-se que os Parâmetros Curriculares de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012)

e os livros didáticos não abordam a desigualdade das médias, nem tampouco, suas re-

presentações geométricas para dois números positivos. Para Alsina e Nelsen (2009),

o uso da visualização pode ser uma ferramenta poderosa para entender melhor algu-

mas desigualdades matemáticas básicas.

Para os mesmos autores desenhar figuras, é um método bem conhecido para a

solução de problemas, relatando ainda que um argumento geométrico pode não ape-

nas mostrar duas coisas desiguais, mas também ajudar o observador a ver que são

apenas desiguais. Continuando, acrescentam que vários argumentos visuais conhe-

cidos, como demonstrações sem palavras, são publicados regularmente nas revistas

Mathematics, The College Mathematics Journal, e outras publicações.

Portanto, o uso tanto das desigualdades quanto de suas representações podem

auxiliar os alunos a encontrar soluções para vários problemas e contribuir de forma

significativa no processo ensino/aprendizagem.

Nessa linha de pensamento demonstraremos nesta seção a desigualdade das

médias para dois números positivos e apresentaremos suas representações geomé-

tricas. Utilizamos para isso Bonelli (2017), Lima (1991) e Muniz Júnior (2016).
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2.5.1 Desigualdade das Médias Quadrática e Aritmética para dois números positivos

Proposição 2.17 Dados dois números positivos x1 e x2, tem-se

√
x21 + x22

2
≥ x1 + x2

2
,

ou seja,

MQ ≥MA.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2.

Demonstração. De fato, fazendo a = x1 e b = x2 em (2 - 1) e depois somando-se

x2
1 + x2

2 a ambos os membros, obtemos 2(x21 + x22) ≥ x21 + x22 + 2x1x2, de onde segue

que, x2
1 + x2

2 ≥
(x1+x2)2

2 . Multiplicando-se essa desigualdade por 1
2 , temos

1

2
(x21 + x22) ≥

1

2

(x1 + x2)
2

2
⇔ x21 + x22

2
≥ (x1 + x2)

2

4

⇔ x21 + x22
2

≥
(
x1 + x2

2

)2

⇔
√
x21 + x22

2
≥ x1 + x2

2
.

Portanto,

MQ ≥MA.

A igualdade ocorre se, e somente se, (x1−x2)2 = 0, de onde, concluímos que x1 = x2.

�

Geometricamente, observe na figura (2.2) que no triângulo OFB retângulo em

O, temos que, R = OF é a média aritmética e n = FB é a média quadrática. E, além

disso, são respectivamente, cateto e hipotenusa do triângulo OFB. Logo, pela figura

(2.2) podemos notar que a média quadrática é maior ou igual a média aritmética.

Sendo que a igualdade ocorre quando x1 = AB = BC = x2, pois temos B ≡ O e

dessa forma, n = R.
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Figura 2.2 – Representação Geométrica da Desigualdade das Médias Quadrática e
Aritmética para dois números positivos

Fonte: o autor

2.5.2 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica para dois números positivos

Proposição 2.18 Dados dois números positivos x1 e x2, tem-se

x1 + x2
2

≥
√
x1x2,

ou seja,

MA ≥MG.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2.

Segundo Lima (1991, p. 62) essa desigualdade é um dos resultados mais de-

monstrados da Matemática, existindo várias demonstrações, algumas simples e outras

bem sofisticadas. Neste trabalho, abordaremos apenas duas demonstrações.

Primeira

Forme um quadrado de lado
√
x1 + x2 justapondo quatro triângulos retângulos

congruentes, cada um deles tendo catetos
√
x1,
√
x2 e hipotenusa

√
x1 + x2. (O teo-

rema de Pitágoras garante que, sendo
√
x1 e

√
x2 os catetos, a hipotenusa deve medir

√
x1 + x2. A área do quadrado, x1 + x2, é maior do que ou igual a quatro vezes a área

de cada triângulo. Logo x1 + x2 ≥ 2
√
x1x2, ou seja, MA ≥ MG. Tem-se igualdade so-

mente quando desaparece o quadradinho do miolo. Como o lado desse quadradinho

é
√
x2 −

√
x1, segue-se que MA = MG somente quando x1 = x2. (LIMA, 1991, p. 62)
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Figura 2.3 – Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica de dois números
positivos.

Fonte: o autor

Segunda

Demonstração. De fato, fazendo a =
√
x1 e b =

√
x2 em (2 - 1), obtemos

x1 + x2 ≥ 2
√
x1x2 ⇔

x1 + x2
2

≥
√
x1x2.

Logo,

MA ≥MG.

A igualdade ocorre se, e somente se, (
√
x1 −

√
x2)

2 = 0, ou seja, se, e somente se,

x1 = x2. �

Geometricamente, observe na figura (2.4) que no triângulo ODB retângulo em

B, temos que, R = OD é a média aritmética e h = DB é a média geométrica. E, além

disso, são respectivamente, hipotenusa e cateto. Logo, pela figura (2.4) podemos notar

que a média aritmética é maior ou igual a média geométrica. Sendo que a igualdade

ocorre quando x1 = AB = BC = x2, pois temos B ≡ O e dessa forma, h = R.
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Figura 2.4 – Representação Geométrica da Desigualdade das Médias Aritmética e
Geométrica para dois números positivos.

Fonte: o autor

2.5.3 Desigualdade das Médias Geométrica e Harmônica para dois números positivos.

Proposição 2.19 Dados dois números positivos x1 e x2, tem-se

√
x1x2 ≥

2
1
x1

+ 1
x2

,

ou seja,

MG ≥MH .

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x2.

Demonstração. Aplicando a desigualdade das Médias Geométrica e Aritmética para

os números positivos
1

x1
e

1

x2
, obtemos

√
1

x1

1

x2
≤

1
x1

+ 1
x2

2
, de onde segue que

1
√
x1x2

≤
1
x1

+ 1
x2

2
.

Assim,
√
x1x2 ≥

2
1
x1

+ 1
x2

.

Logo,

MG ≥MH .
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Supondo MG = MH , temos

√
x1x2 =

2
1
x1

+ 1
x2

⇔
√
x1x2 =

2x1x2
x1 + x2

⇔ x1x2 =
4x21x

2
2

x21 + x22 + 2x1x2
⇔ x21 + x22 + 2x1x2 = 4x1x2

⇔ x21 + x22 − 2x1x2 = 0

⇔ (x1 − x2)2 = 0

⇔ x1 = x2.

Portanto, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2. �

Geometricamente, observe na figura (2.5) que no triângulo EDB retângulo em

E, temos que, x = ED é a média harmônica e h = DB é a média geométrica. E, além

disso, são respectivamente, cateto e hipotenusa. Logo, pela figura (2.5) podemos

notar que a média geométrica é maior ou igual a média harmônica. É fácil perceber

que quando o ponto B ≡ O, o ponto E ≡ O, pois o segmento BE é perpendicular ao

BD = OD. Assim, x = DE = BD = h, ou seja, igualdade vale para x1 = x2.

Figura 2.5 – Representação Geométrica da Desigualdade das Médias Geométrica e
Harmônica para dois números positivos

Fonte: o autor

Observe na figura (2.6) que:
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Figura 2.6 – Representação da Desigualdade das Médias para dois números
positivos

Fonte: o autor

1. A média quadrática é maior do que a média aritmética, pois no triângulo retângulo

OFB temos que MQ é a hipotenusa enquanto que MA é um dos catetos .

2. A média aritmética é maior do que a média geométrica, pois o segmento OF é maior

do que segmento BD.

3. A média geométrica é maior do que a média harmônica, pois no triângulo retângulo

EDB temos que MG é a hipotenusa enquanto que MH é um dos catetos.

2.6 Desigualdade das Médias para n números positivos

Nesta seção serão apresentadas as demonstrações das desigualdades das mé-

dias quadrática-aritmética, aritmética-geométrica, geométrica-harmônica e desigual-

dade das médias para n números positivos, que servirão de base para resolução de

problemas de otimização.

2.6.1 Desigualdade das Médias Quadrática e Aritmética

Proposição 2.20 Dados n números positivos x1, x2, ..., xn, tem-se

√
x21 + x22 + . . .+ x2n

n
≥ x1 + x2 + . . .+ xn

n
,
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ou seja,

MQ ≥MA.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2 = ... = xn.

Demonstração. Temos que

∑
1≤i<j≤n

(xi − xj)
2 = (x1 − x2)2 + (x1 − x3)2 + (x1 − x4)2 + . . .+ (x1 − xn−1)2 + (x1 − xn)2

+ (x2 − x3)2 + (x2 − x4)2 + . . .+ (x2 − xn−1)2 + (x2 − xn)2

+ (x3 − x4)2 + . . .+ (x3 − xn−1)2 + (x3 − xn)2

. . . . . . . . . . . .

. . . (xn−2 − xn−1)2 + (xn−2 − xn)2

+ (xn−1 − xn)2.

Assim, ∑
1≤i<j≤n

(xi − xj)2 = (n− 1)
n∑

i=1

x2i − 2
∑

1≤i<j≤n

xixj,

de onde conclui-se que

(n− 1)
n∑

i=1

x2i ≥ 2
∑

1≤i<j≤n

xixj, (2 - 2)

pois ∑
1≤i<j≤n

(xi − xj)2 ≥ 0.

Somando-se
n∑

i=1

x2i , em ambos os membros de (2 - 2), temos

(n− 1)
n∑

i=1

x2i +
n∑

i=1

x2i ≥ 2
∑

1≤i<j≤n

xixj +
n∑

i=1

x2i ,

segue-se que

n
n∑

i=1

x2i ≥

(
n∑

i=1

xi

)2

.

Multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por
1

n2
, temos

(
1

n2

)
n

n∑
i=1

x2i ≥
1

n2

(
n∑

i=1

xi

)2

,
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ou seja,
1

n

n∑
i=1

x2i ≥
1

n2

(
n∑

i=1

xi

)2

,

tomando a raiz quadrada em ambos os membros, obtém-se

(√
1

n

)√√√√ n∑
i=1

x2
i

 ≥ ( 1

n

)( n∑
i=1

xi

)
.

Assim, √
x21 + x22 + ...+ x2n

n
≥ x1 + x2 + ...+ xn

n
.

Portanto,

MQ ≥MA.

A igualdade ocorre se, e somente se,

∑
1≤i<j≤n

(xi − xj)2 = 0.

O que é verdade se, e somente se, x1 = x2 = ... = xn. �

2.6.2 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica

Para demonstrar a desigualdade das médias aritméticas e geométricas para n

números positivos vamos utilizar o lema a seguir.

Lema 2.21 Dados n números positivos x1, x2, ..., xn.

Se

x1x2 · · ·xn = 1,

então

x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n.

Demonstração. Por indução sobre n. Para n = 1, temos x1 = 1. Para n = 2, temos

x1, x2 ∈ R∗+ e x1x2 = 1. Sabendo que

x1 + x2
2

≥
√
x1x2 =

√
1 = 1,
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segue que

x1 + x2 ≥ 2.

Suponha que se x1x2 · · ·xk = 1, então x1 + x2 + . . .+ xk ≥ k para algum k ≥ 2.

Vamos mostrar que se x1x2 · · ·xkxk+1 = 1, então x1 +x2 + . . .+xk +xk+1 ≥ k+ 1.

De fato:

Se x1 = x2 = x3 = ... = xk = xk+1 = 1, temos 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
k vezes

+1 = k + 1.

Caso contrário, existe pelo menos um xi > 1 e um 0 < xj < 1. Supondo sem

perda de generalidade que xk > 1 e 0 < xk+1 < 1. Assim,

(xk − 1)(1− xk+1) = xk + xk+1 − xkxk+1 − 1 > 0,

o que acarreta

xk + xk+1 − xkxk+1 > 1.

De onde,

k + xk + xk+1 − xkxk+1 > k + 1.

Se

x1x2 · · · (xkxk+1)︸ ︷︷ ︸
k números positivos

= 1,

por hipótese de indução, temos

x1 + x2 + x3 + . . .+ (xkxk+1) ≥ k,

ou

x1 + x2 + . . .+ xk−1 ≥ k − (xkxk+1).

Somando xk + xk+1 a ambos os membros dessa desigualdade, temos

x1+x2+. . .+xk−1+xk+xk+1 ≥ k−(xkxk+1)+xk+xk+1 = k+xk+xk+1−(xkxk+1) > k+1.

Portanto, se x1x2 · · ·xn = 1, então x1 +x2 + . . .+xn ≥ n, para todos x1, x2, . . . , xn ∈ R∗+.

�
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Proposição 2.22 Dados n números positivos x1, x2, ..., xn, tem-se

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn,

ou seja,

MA ≥MG.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2 = . . . = xn.

Demonstração. De fato, temos que

MA =
x1 + x2 + . . .+ xn

n

e

MG = n
√
x1x2 · · ·xn.

Assim,

(MG)n = x1x2 · · ·xn.

Dividindo ambos os membros por (MG)n, obtemos

x1
MG

x2
MG

· · · xn
MG

= 1.

Aplicando o lema (2.21), temos

x1
MG

+
x2
MG

+ ...+
xn
MG

≥ n ⇔ 1

MG

(x1 + x2 + ...+ xn) ≥ n

⇔ x1 + x2 + ...+ xn ≥ nMG

⇔ x1 + x2 + ...+ xn
n

≥MG.

Portanto,

MA ≥MG.
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Supondo MA = MG, temos

x1 + x2 + ...+ xn
n

= n
√
x1x2 · · ·xn ⇔

x1 + x2 + ...+ xn
n

= MG

⇔ x1 + x2 + ...+ xn
MG

= n

⇔ x1
MG

+
x2
MG

+ ...+
xn
MG

= n

⇔ x1
MG

=
x2
MG

=
xn
MG

= 1

⇔



x1 = MG

x2 = MG

..........

xn = MG

⇔ x1 = x2 = ... = xn.

Logo, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x2 = ... = xn. �

2.6.3 Desigualdade das Médias Geométrica e Harmônica

Proposição 2.23 Dados n números positivos x1, x2, ..., xn, tem-se

n
√
x1x2 · · · xn ≥

n
1
x1

+ 1
x2

+ ...+ 1
xn

,

ou seja,

MG ≥MH .

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = x2 = ... = xn.

Demonstração. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para os

números positivos 1
x1
, 1
x2
, ..., 1

xn
, tem-se

n

√
1

x1

1

x2
· · · 1

xn
≤

1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

n
.

Assim,
1

n
√
x1x2 · · ·xn

≤
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

n
.
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Invertendo ambos os membros dessas desigualdade, obtemos

n
√
x1x2 · · ·xn ≥

n
1
x1

1
x2
· · · 1

xn

.

A igualdade ocorre se, e somente se, 1
x1

= 1
x2

= . . . = 1
xn

, ou seja, se, e somente se,

x1 = x2 = ... = xn. �

Proposição 2.24 (Desigualdade das médias) Para toda lista de n números positivos

x1, x2, x3, ..., xn, tem-se

MH ≤MG ≤MA ≤MQ.

Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se,

x1 = x2 = x3 = ... = xn.

Demonstração. Das proposições 2.20, 2.22 e 2.23, temos, respectivamente, que

MQ ≥MA, MA ≥MG e MG ≥MH .

O que é equivalente a

MH ≤MG, MG ≤MA e MA ≤MQ.

Como ” ≤ ” (menor do que ou igual a) é uma relação de ordem total sobre o corpo

ordenado completo dos números reais, tem-se

MH ≤MG ≤MA ≤MQ.

Ocorrendo a igualdade em cada caso se, e somente se, x1 = x2 = x3 = ... = xn. �
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Capítulo 3

APLICAÇÃO DAS DESIGUALDADES DAS MÉDIAS NA RESOLUÇÃO DE
PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO

Há séculos o homem se defronta com problemas que exigem a determinação de

valores máximos e/ou mínimos de certas aplicações, um exemplo clássico é o de de-

terminar dentre todas as curvas planas fechadas com um determinado comprimento,

a que delimita maior área. Este problema é conhecido como problema isoperimé-

trico, que segundo Carvalho (2012) foi o primeiro problema de otimização discutido na

literatura científica.

Os problemas onde se desejam determinar os pontos extremos de uma função

(ponto mínimo ou máximo) em um determinado intervalo são denominados problemas

de minimização e maximização e hoje em dia recebem a nomenclatura de problemas

de otimização. São bastante comuns no nosso cotidiano, abrangendo diversas áreas

do conhecimento como engenharia, biologia, economia e administração, sendo mui-

tos deles resolvidos com o uso de matemática avançada (ou não elementar), mais

precisamente com o uso da noção de derivada.

Porém, existem vários outros problemas de otimização que são resolvidos sem

que haja a necessidade do uso da derivada, e nesse caso usaremos como ferramenta

a desigualdade das médias, com ênfase maior na desigualdade das médias aritmética

e geométrica. Para Rech (2008, p. 8)

Os problemas de otimização despertam a curiosidade e desafiam os jovens
a buscar soluções para situações de relevante importância para a sociedade
moderna. Estimula-se assim o gosto pelo estudo e pela compreensão da
matemática.

Dessa forma, o professor deve inserir esses problemas em suas aulas para opor-

tunizar aos alunos um maior envolvimento com a matemática, incentivando-os a ela-

borarem caminhos e estratégias que levem a resolução dos mesmos, dando oportuni-

dade para discussão e apresentação dessas estratégias. Em vista disso, abre-se um

leque para novas ideias que podem contribuir de forma significativa para um melhor

conhecimento matemático para vida desses alunos.
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3.1 Resolução de problemas

Analisando (PERNAMBUCO, 2012) nota-se o destaque que aqueles parâmetros

dão a importância da resolução de problemas como uma das metodologias a serem

adotadas visando à melhoria do ensino-aprendizagem da disciplina. Ainda para (PER-

NAMBUCO, 2012) um primeiro caminho para levar o estudante a “fazer” Matemática

é privilegiar a resolução de problemas como estratégia de ensino e aprendizagem.

Notadamente o estudo da matemática através da resolução de problemas vem

crescendo a cada dia e teve como pilar o Matemático húngaro George Pólya que fale-

ceu em setembro de 1985 e tem hoje como defensor o professor Luiz Roberto Dante

que vê essa metodologia de ensino como ponto de partida para o ensino/aprendizagem

da Matemática, pois para esses autores resolver problemas está no centro da Mate-

mática.

Quando nos referimos a problemas matemáticos, sempre pensamos em situa-

ções nas quais o aluno consegue chegar a uma solução adequada, embora há pro-

blemas importantes e sem solução, usando uma ou mais estratégias para solucioná-lo.

Para isso, é necessário compreensão do mesmo para que se consiga estabelecer uma

linha de pensamento que o leve a solução.

Para Dante (1991), um problema matemático é qualquer situação que exija a

maneira matemática de pensar e conhecimentos específicos para solucioná-lo. Res-

saltando ainda que o mesmo deve ser desafiador, real, interessante e acima de tudo

ter um nível adequado de dificuldade.

Para o mesmo autor o objetivo da metodologia com resolução de problemas é

fazer o aluno pensar produtivamente, desenvolver o raciocínio lógico, ensiná-lo a en-

frentar situações novas, dar a oportunidade de se envolver com as aplicações da Mate-

mática, tornar as aulas de Matemática mais interessantes e desafiadoras e, equipá-lo

com estratégias para resolver problemas dando-lhe uma boa base matemática.

Mesmo recomendada por (PERNAMBUCO, 2012) muitos professores não se

sentem seguros em trabalhar com essa metodologia, seja por pouco conhecimento

sobre a mesma, ou simplesmente pela sensação que esses professores têm de estar

perdendo muito tempo tanto na hora de planejar como na hora de ministrar suas aulas,

pois facilmente pode-se ocupar o tempo de uma aula inteira apenas com a discussão

e compreensão de uma única situação-problema.
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Pólya (1995) e Dante (1991) defendem que a aprendizagem através da meto-

dologia de resolução de problemas consiste em um obstáculo a ser superado pe-

los professores, pois mesmo exigindo muito tempo para preparar e ministrar as au-

las, quando bem aplicada essa metodologia torna os alunos autoconfiantes e dessa

forma, deixam de ser meros expectadores e, passam a ser agentes ativos no processo

ensino-aprendizagem.

De acordo com os PCNs (BRASIL, 2012) o conhecimento matemático decorre

das necessidades cotidianas que fazem com que o aluno desenvolva uma habilidade

prática que permita reconhecer os problemas, buscar e selecionar informações que

possibilitem a resolução dos mesmos.

Para Polya o professor deve envolver os alunos na resolução de problemas que

sejam compatíveis com os seus conhecimentos, auxiliando-os por meios de indaga-

ções que os instiguem a criarem uma estratégia para resolvê-los, e dessa maneira,

estimular o gosto pelo raciocínio independente, dando-lhes oportunidade para desco-

brirem os seus talentos.

Para o mesmo autor, ao se resolver um problema deve-se seguir as seguintes

etapas: compreensão do problema, estabelecimento de um plano, execução do plano

e retrospecto, sem que nenhuma etapa seja eliminada.

Nessa perspectiva, a metodologia resolução de problema pode ajudar a tornar as

aulas mais prazerosas e produtivas, fazendo com que o aluno se sinta mais seguro e

comece a buscar métodos, estratégias e seleção de informações. Essa metodologia,

pode auxiliar nas tomadas de decisões, na compreensão de conceitos, culminando

com uma base sólida e com isso desenvolvendo capacidade para lidar com a atividade

matemática dentro e fora do âmbito escolar.

Por conseguinte, iniciaremos nossas aplicações com um problema de otimização

que pode ser modelado por uma função quadrática de três maneiras diferentes: a

primeira será através do vértice do gráfico dessa função, a segunda será por derivada

e a terceira aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica. Em seguida

resolveremos outros problemas utilizando somente a desigualdade das médias.

Aplicação 1 Um agricultor deseja criar frangos para produção de carne. Sabendo

que o número de aves é de 8 a 10 cabeças por metro quadrado e que ele possui

24 metros de tela para construir um galpão na forma retangular, quais devem ser as
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dimensões desse galpão para um melhor aproveitamento da área?

Fonte: o autor

De acordo com Os Parâmetros Curriculares de Matemática do Estado de Per-

nambuco (PERNAMBUCO) o aluno deve reconhecer, na representação gráfica da

função do segundo grau, elementos como zeros, intersecção com o eixo das orde-

nadas, eixo de simetria, concavidade e pontos de máximo/mínimo. Então, é de se

esperar que o aluno do Ensino Básico de Pernambuco use a seguinte estratégia para

resolução da aplicação (1) :

Seja o retângulo da figura (3.1) cujas as dimensões dos seus lados são, respec-

tivamente, x e y.

Figura 3.1 – Área máxima

Fonte: o autor

Assim, temos que o perímetro é igual a p = 2(x+ y) = 24 e a área S = xy.

De onde, temos

y = 12− x

e

S = xy.

Substituindo y = 12− x em S = xy, obtemos:

S(x) = x(12− x) = 12x− x2.

Cujo gráfico é
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Figura 3.2 – Gráfico da função S(x) = 12x− x2

Fonte: o autor

Fazendo o estudo dessa função através de seu gráfico que é uma parábola,

nota-se que a parábola tem concavidade voltada para baixo, pois a < 0.

Assim, a função possui valor máximo, e através da leitura das coordenadas do

vértice dessa parábola, temos

xv =
−b
2a

=
−12

2(−1)
= 6

e

yv =
−∆

4a
=
−(122 − 4(−1)0)

4(−1)
=
−144

−4
= 36.

Logo, conclui-se que a área é máxima quando x = 6 m e y = 12− 6 = 6 m,

isto é, obtêm-se a área máxima quando o retângulo é um quadrado de lado 6 m.

Resolvendo a aplicação (1) com o uso da derivada, conteúdo ministrado no En-

sino Superior, usa-se a seguinte estratégia de resolução:

Seja o retângulo da figura (3.3) onde as dimensões dos seus lados são, respec-

tivamente, x e y.

Figura 3.3 – Área máxima

Fonte: o autor

Assim, temos que o perímetro é igual a p = 2(x+ y) = 24 e a área S = xy.
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De onde, temos

y = 12− x

e

S = xy.

Substituindo y = 12− x em S = xy, obtemos:

S(x) = x(12− x) = 12x− x2.

Como o objetivo é obter a área máxima, temos que maximizar a função que

representa a área do cercado que é dada por

S(x) = 12x− x2; 0 ≤ x ≤ 12.

• Encontra-se a derivada primeira da função S(x) = 12x− x2 no intervalo de (0, 12).

S ′(x) = (12x− x2)′ = 12− 2x.

• Determina-se os pontos críticos fazendo S ′(x) = 0.

12− 2x = 0⇔ 2x = 12⇔ x = 6.

• Para encontrar a área máxima, basta comparar o valor da função S no ponto crítico

encontrado e nos extremos do intervalo [0, 12].

Assim,

S(0) = 12 · 0− 02 = 0, S(6) = 12 · 6− 62 = 36 e S(12) = 12 · 12− 122 = 0.

Daí concluímos, pelo teste da primeira derivada, que S tem um máximo relativo

em x = 6.

Portanto, a área é máxima para x = 6m e y = 12− 6 = 6m, isto é, obtemos área

máxima quando o retângulo é um quadrado de lado 6m e área máxima igual a 36m2.

Agora, aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para dois
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números, isto é, MG ≤MA, tem-se a seguinte estratégia:

Sejam x e y as dimensões dos lados do retângulo. Assim, temos que o perímetro

é igual p = 2(x + y) = 24, de onde, segue que x + y = 12 e a área S = xy. Aplicando

a desigualdade das médias aritmética e geométrica para os números positivos x e y,

tem-se

√
xy ≤ x+ y

2
⇔ √xy ≤ 12

2

⇔ √xy ≤ 6

⇔ xy ≤ 36.

Como a igualdade ocorre se, e somente se x = y. Segue que x2 = 36, de onde,

x = 6.

Portanto, conclui-se que o valor máximo de S = xy é 36m2, com x = y = 6m.

Modelando a aplicação (1) recaímos em uma função quadrática, cuja representa-

ção gráfica é uma parábola, dessa forma os alunos do Ensino Básico de Pernambuco

podem usar o seu conhecimento sobre a representação gráfica e seus elementos no-

táveis para solucioná-lo. Porém, observamos que uma solução bem mais simples é

aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica para os números x e y.

Aplicação 2 Um empresário pretende construir um galpão retangular com 400 m2 de

área utilizando um menor perímetro possível. Quais devem ser as dimensões desse

galpão?

Fonte: o autor

Modelando a situação-problema, temos:

Seja o retângulo da figura (3.4) cujas as dimensões dos seus lados são, respec-

tivamente, x e y.

Figura 3.4 – Perímetro mínimo

Fonte: o autor
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Dessa maneira, a área é S = xy = 400 m2, de onde, y =
400

x
(i) e o perímetro é

p = 2x + 2y (ii). Substituindo (i) em (ii), temos que o perímetro p é uma função de x

dada por:

p(x) = 2x+
800

x
. (3 - 1)

Para a solução dessa situação-problema deve-se mínimizar a função perímetro

(3 - 1), que não é uma função quadrática. E, como de acordo com Pernambuco (2012)

o único conhecimento sobre valores máximos e/ou mínimos de uma função fica res-

trito ao conhecimento gráfico da função quadrática e seus elementos notáveis, nota-

se a impossibilidade de um aluno do Ensino Básico de Pernambuco resolver essa

situação-problema. Porém, podemos aplicar o conhecimento sobre a derivada ou o

conhecimento sobre a desigualdade das médias aritmética e geométrica. No nosso

caso, utilizaremos o conhecimento sobre a desigualdade das médias.

Sejam x e y as dimensões do lado desse retângulo. Dessa forma, a área é

S = xy = 400 m2 e o perímetro é p = 2x + 2y. Aplicando a desigualdade das médias

aritmética e geométrica para os números 2x e 2y, temos√
(2x)(2y) ≤ 2x+2y

2
⇔
√

4xy ≤ 2(x+y)
2

.

Substituindo xy por 400, segue que
√

1600 ≤ x + y ⇔ 40 ≤ x + y. Como a

igualdade ocorre se, e somente se, x = y, temos que x = y = 20. E, portanto, o

retângulo de área 400 m2 com menor perímetro é o quadrado de lados de medida

iguais a 20 m.

Nessa situação-problema fica evidenciado que o uso da desigualdade das mé-

dias é a melhor das alternativas, já que para o uso da derivada precisamos definir o

domínio da função, determinar a derivada primeira para encontrar os pontos críticos

e, por fim, comparar o valor da função p(x) nos pontos críticos encontrados e nos

extremos do domínio.

Aplicação 3 Um pecuarista pretende construir um tanque na forma de uma paralele-

pípedo de base quadrada sem tampa em sua fazenda para acumular água da chuva

com maior volume possível, sabendo que o mesmo dispõe de 12 m2 de material para

confeccioná-lo, quais as dimensões que o tanque deve ter?

Fonte: o autor
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Inicialmente, observe a figura (3.5) a seguir que representa o tanque a ser cons-

truído.

Figura 3.5 – Problema do Tanque.

x

x

h

Fonte: o autor

A figura (3.6) representa a planificação do tanque.

Figura 3.6 – Planificação do tanque

x

x

h

Fonte: o autor

Modelando a situação-problema, temos que a área total do tanque é quatro vezes

a área de um retângulo de dimensões x e h mais uma vez a área de um quadrado de

lado x, ou seja, a área total do tanque é AT = 4xh+ x2 = 12, de onde h =
12− x2

4x
(i),

e o volume é V = x2h (ii). Substituindo (i) em (ii), temos que o volume do tanque é

uma função de x dada por:

V (x) = x2
(

12− x2

4x

)
. (3 - 2)
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Para resolver essa situação-problema deve-se minimizar a função volume (3 - 2),

que não representa uma função quadrática e dessa forma deve-se usar ou a noção de

derivada ou a desigualdade das médias aritméticas e geométricas. Usaremos aqui, a

segunda possibilidade.

Dessa forma teremos a área total do tanque AT = 4xh + x2 = 2xh + 2xh + x2,

logo 2xh+ 2xh+x2 = 12 e o volume é V = x2h. Aplicando a desigualdade das médias

aritmética e geométrica para os números 2xh, 2xh e x2, temos

2xh+ 2xh+ x2

3
≥ 3
√

(2xh)(2xh)x2 ⇔ 12

3
≥ 3
√

4(x2h)2

⇔ 4 ≥ 3
√

4(x2h)2.

Substituindo x2h por V , temos 4 ≥ 3
√

4V 2 ⇔ 43 ≥ 4V 2, de onde, segue 42 ≥ V 2, e,

portanto, 4 ≥ V . Logo, o volume máximo do tanque é de 4m3, sendo que a igualdade

ocorre, se e somente se, 2xh = x2. Como 2xh + 2xh + x2 = 12, então 3x2 = 12, ou

seja, x = 2. Logo, 2h = x = 2 implica h = 1.

Portanto, o agricultor deverá construir um tanque com V = 4m3, com base qua-

drada de dimensões x = 2m e altura h = 1m.

Vamos supor que um aluno ao tentar resolver o problema acima aplique a de-

sigualdade das médias aritmética e geométrica para os números 4xh e x2. Como

AT = 4xh+ x2 = 12 e V = x2h.Temos,

4xh+ x2

2
≥
√

(4xh)x2 ⇔ 12

2
≥
√

4x(hx2)

⇔ 6 ≥
√

4x(hx2)

⇔ 36 ≥ 4x(hx2)

Como x > 0 e V = hx2, segue que
36

4x
≥ V , de onde, concluímos que

9

x
≥ V , ou

seja, o valor máximo de seria V =
9

x
, que é uma função de x.

Por isso, que na resolução há necessidade de fazer o termo 4xh = 2xh+2xh e de-

pois aplicar desigualdade das médias para os números 2xh, 2xh e x2. Essa situação-

problema contribui para aprendizagem significativa do aluno, pois lhe dá oportunidade

de rever suas estratégias e corrigi-las e, ao mesmo tempo faz com que aprenda com
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os próprios erros.

Deve-se salientar ainda, que o aluno deve ter um prévio conhecimento de Geo-

metria Espacial, em particular de área total e volume de figuras espaciais.

Aplicação 4 Se uma lata de zinco de volume 16πm3 deve ter a forma de um cilindro

circular reto, quais devem ser a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de

material necessário para a sua fabricação seja a menor possível?

Fonte: (BONELLI-2017)

Inicialmente observe a figura (3.7) abaixo que representa a lata a ser construída

Figura 3.7 – Problema da lata.

h

r

Fonte: o autor

Observe a figura (3.8) que representa a planificação da lata.

Figura 3.8 – Planificação da lata.

r

2πr

h

Fonte: o autor
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Pela planificação, temos que a área total da lata é duas vezes a área do círculo

de raio r mais a área do retângulo de dimensões 2πr e h, ou seja, a área total é

igual a AT = 2πr2 + 2πrh = 2πr2 + πrh + πrh, e o volume é V = πr2h = 16π, ou

seja, r2h = 16. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para

os números 2πr2, πrh e πrh, e substituindo 2πr2 + πrh + πrh por AT e r2h por 16,

temos que
2πr2 + πrh+ πrh

3
≥ 3
√

(2πr2)(πrh)(πrh) ⇔ AT

3
≥ 3
√

2π3(r2h)2 =
3
√

2π3162.

De onde, segue que AT ≥ 3
3
√

29π3, ou, AT ≥ 3 · 23π. Assim, AT ≥ 24π.

De onde, concluímos que a área total mínima é AT = 24π, com a igualdade

ocorrendo se, e somente se, 2πr2 = πrh, logo, h = 2r, e de πr2h = 16π segue que

r2(2r) = 16. Assim, r = 2 e h = 4.

Portanto, a lata cilíndrica deverá ter área total mínima igual a 24cm2, com raio

r = 2cm e altura h = 4cm.

Observe também nessa questão, que se o aluno aplicar a desigualdade das

médias aritmética e geométrica para os números 2πr2 e 2πrh, teremos
2πr2 + 2πrh

2
≥√

(2πr2)(2πrh), de onde, 2πr2 + 2πrh ≥ 2
√

4π2r(r2h), como AT = 2πr2 + 2πrh e

r2h = 16, segue que AT ≥ 2
√

4π2r · 16, ou seja, AT ≥ 2
√

64π2r, isto é, AT ≥ 16π
√
r,

de onde, conclui-se que a área mínima é dada por V (r) = 16π
√
r, que é uma função

de r. Por isso a necessidade de fazer 2πrh = πrh + πrh e aplicar a desigualdade das

médias aritmética e geométrica para os números 2πr2, πrh e πrh.

Também vale salientar aqui, que o aluno deve ter conhecimento de Geometria

Espacial e que essa situação-problema também pode ser resolvida com a noção de

derivada e, nesse caso, modelando a situação-problema (4) temos

AT = 2πr2 + 2πrh (i) e o volume V = r2h = 16 (ii), de onde, concluímos que

h =
16

r2
(iii), substituindo (iii) em (i), temos que a área total AT é uma função de

x dada por

AT (x) = 2πr2 +
32π

r
. (3 - 3)

E minimizando a função AT através da derivada primeira chega-se a solução do

mesmo.

Aplicação 5 No laboratório de Matemática de um colégio o professor pede aos alunos

para construírem um paralelepípedo com maior volume possível. Sabendo-se que a
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soma das três arestas perpendiculares entre si é igual a S. Qual o volume máximo e

qual é o paralelepípedo?

Fonte: o autor

A figura (3.9) representa o paralelepípedo

Figura 3.9 – Problema do Paralelepípedo.

x

yz

Fonte: o autor

Seja S = x+y+z a soma das arestas perpendiculares x, y e z do paralelepípedo

e V = xyz o seu volume. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geomé-

trica para os números positivos x, y e z, temos
x+ y + z

3
≥ 3
√
xyz ⇔ S

3
≥ 3
√
V , de onde

concluímos que
(
S

3

)3

≥ V . E, portanto, o volume máximo do paralelepípedo consi-

derado é V =

(
S

3

)3

e o mesmo é um cubo, pois a igualdade ocorre se, e somente se,

quando x = y = z.

Observe que nessa situação-problema o aluno aplica diretamente a desigual-

dade das médias aritmética e geométrica para os números positivos x, y e z, sem a

necessidade de se aplicar nenhum artifício, além de ter um prévio conhecimento de

Geometria Espacial.

Aplicação 6 Dentro de um campo de futebol, um jogador corre em direção à bandei-

rinha de escanteio do time adversário ao longo de uma reta que forma 45◦ com a linha

de fundo do campo, ver figura (3.10).

Fonte: (COSTA DA FONTE-2013)
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Figura 3.10 – Ângulo máximo de visão.

45◦
α

a
b

Fonte: o autor

Os postes da meta distam a e b (com a < b ) da lateral do campo. Mostre que o

jogador vê a meta sob ângulo α máximo quando sua distância x ao fundo do campo é

igual a √
ab

2
.

Vamos resolver essa situação-problema para o caso em que a ≤ x ≤ b.

Figura 3.11 – Ângulo máximo de visão 2

a

b

β
γ

x

P

A

X

B

45◦

Fonte: o autor

Observe na figura (3.11) que o ângulo de visão do jogador α = β+γ. E, sabendo-

se que um ângulo agudo é máximo quando sua tangente é máxima, devemos então

maximizar a tangente do ângulo α.

Temos que,

tgα = tg(β + γ) =
tgβ + tgγ

1− tgβtgγ
.
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Ainda na figura (3.11) temos que tgγ =
AX

PX
=
x− a
x

e tgβ =
BX

PX
=
b− x
x

. Logo,

tgα =

x− a
x

+
b− x
x

1−
(
x− a
x

)(
b− x
x

) =

x− a+ b− x
x

1− (x− a)(b− x)

x2

=

b− a
x

x2 − (x− a)(b− x)

x2

=
b− a

x2 − (x− a)(b− x)

x

=
b− a

x− (x− a)(b− x)

x

.

Perceba que para maximizar o valor da tgα, devemos minimizar

x− (x− a)(b− x)

x
.

Mas,

x− (x− a)(b− x)

x
= x− bx− x2 − ab+ ax

x

= x− x(a+ b)− x2 − ab
x

=
x2 − x(a+ b) + x2 + ab

x

=
2x2 − x(a+ b) + ab

x

= 2x− (a+ b) +
ab

x
.

Para isto basta minimizar os termos que dependem de x. Aplicando a desigual-

dade das médias aritmética e geométrica para os números positivos 2x e
ab

x
, segue

MA =
2x+

ab

x
2

≥

√
2x

(
ab

x

)
=
√

2ab, de onde, MA ≥
√

2ab.

Portanto, o valor mínimo para MA ocorre para 2x =
ab

x
, ou seja, para x =

√
ab

2
.

Pode-se observar que a solução dessa situação-problema requer do aluno co-

nhecimento de trigonometria no triângulo retângulo, da soma de dois arcos nas rela-
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ções trigonométricas, com destaque para a tangente da soma de dois arcos e de uma

certa habilidade em Matemática, para finalmente aplicar a desigualdade das médias

aritmética e geométrica, ou seja, o aluno tem que possuir um bom conhecimento ma-

temático para resolver essa questão aplicando a ferramenta desigualdade das médias.

Aplicação 7 Determine o maior valor possível para sen x+ cos x.

Fonte: https: // www. youtube. com/ watch? v= OwSh6UMTmUc

Temos aqui uma situação-problema que envolve as funções trigonométricas seno

e cosseno e de acordo com PERNAMBUCO (2012)

Às funções trigonométricas, apresentam importante papel como modelos ma-
temáticos para os fenômenos periódicos, devendo ser ressaltadas as funções
seno e cosseno. Alguns tópicos usualmente privilegiados no estudo da tri-
gonometria podem ser dispensados, como, por exemplo, as outras funções
trigonométricas, as fórmulas arcos soma e diferença e as identidades trigo-
nométricas.

Dessa forma, não podemos afirmar que um aluno do Ensino Básico do Estado

de Pernambuco saberia ou não resolver essa situação-problema através do uso de

trigonometria, pois se o professor dispensar em suas aulas as fórmulas do arco soma,

necessário para resolução por trigonometria como veremos a seguir, o aluno não teria

como resolver.

Resolvendo através da trigonometria. Considere y = sen x+ cos x.

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos

y2 = [sen x+ cos x]2

y2 = sen2 x+ cos2 x+ 2sen x cos x

Como sen2 x+ cos2 x = 1 e 2sen x cos x = sen 2x, segue que

y2 = 1 + sen 2x⇔ y = ±
√

1 + sen 2x

Como queremos determinar o valor máximo, desprezamos o valor negativo. As-

sim, temos que y é máximo quando sen 2x é máximo, ou seja, quando sen 2x = 1, de

onde segue que o valor máximo de y é igual a
√

2, ocorrendo quando 2x =
π

2
+ 2πk,

ou seja, quando x =
π

4
+ 2πk.

Agora, aplicando a desigualdade das médias quadrática e aritmética para os

números os números positivos sen x e cos x, temos

sen x+ cos x

2
≤

√
sen2 x+ cos2 x

2
.

https://www.youtube.com/watch?v=OwSh6UMTmUc
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Como sen2 x+ cos2 x = 1, segue que
sen x+ cos x

2
≤
√

1
2

=
√
2
2

. Daí, concluímos

que, sen x+ cos x ≤
√

2.

Portanto, o maior valor possível para sen x + cos x é
√

2 e isso ocorre quando

sen x = cos x, ou seja, quando x =
π

4
+ 2πk, k ∈ Z.

Observando as soluções, percebe-se que o uso da desigualdade das médias

quadrática e aritmética é mais simples do que uso da trigonometria na solução dessa

situação-problema.

Aplicação 8 Determine as dimensões do retângulo de área máxima, com seus la-

dos paralelos aos eixos coordenados, que esteja inscrito em uma elipse de equação
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Fonte: (RIGODANZO, 2016)

Seja o retângulo ABCD de lados 2x e 2y inscrito na elipse ε representado na

figura (3.12).

Figura 3.12 – Área do retângulo inscrito na elipse.

x

y

2a

2b

A B

CD

2x

2y

Fonte: o autor

Na figura (3.12) podemos observar que a área do retângulo inscrito na elipse

ε é dada por (2x)(2y) = 4xy. Aplicando a desigualdade das médias quadrática e

geométrica para os números positivos
x

a
e
y

b
, temos

√(x
a

)(y
b

)
≤

√√√√ x2

a2
+
y2

b2

2
.
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Substituindo
x2

a2
+
y2

b2
por 1, temos

√
xy

ab
≤
√

1

2
.

De S = 4xy temos xy =
S

4
, de onde segue que

√
S

4ab
≤
√

1

2
⇔ S

4ab
≤ 1

2
⇔ S ≤ 2ab.

Portanto, a área máxima é igual S = 2ab e ocorre quando
x

a
=
y

b
=

√
1

2
.

Essa situação-problema requer conhecimento sobre a equação da elipse e sua

representação gráfica, ou seja, que o aluno saiba qual é o significado dos coeficientes

a e b, para poder modelar o problema. Em seguida, ele deve perceber que aplicando

a média quadrática para os números positivos
x

a
e
y

b
vai obter o termo

x2

a2
+
y2

b2
para

depois substituir por 1. Dessa forma, o aluno vai desenvolvendo métodos e artifícios

matemáticos para solução de situações-problema.

Aplicação 9 De todos os retângulos com a mesma medida de diagonal, determine

qual tem maior perímetro?

Fonte: (RIGODANZO, 2016)

Modelando a situação-problema, veja a figura (3.13)

Figura 3.13 – Retângulo com diagonal fixa

Fonte: o autor

Sejam, respectivamente, x, y e z, as dimensões dos lados e da diagonal do

retângulo com z fixo como mostra a figura (3.13). Dessa forma, temos que o perímetro

P = 2(x+ y) e que z2 = x2 + y2.
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Aplicando a desigualdade das médias quadrática e aritmética para os números

positivos x e y, temos

√
x2 + y2

2
≥ x+ y

2
, de onde segue que,

√
z2

2
≥ x+ y

2
. Assim,

z√
2
≥ x+ y

2
.

Multiplicando essa desigualdade por 2(
√

2)2, obtemos

2
√

2z ≥ 2(x+ y).

De onde, concluímos que

P ≤ 2
√

2z.

Portanto, o maior perímetro possível é P = 2
√

2z, ocorrendo quando x = y e o

retângulo que possui maior perímetro com diagonal fixa é o quadrado.

Nessa situação-problema temos dois fatos a serem considerados para sua so-

lução, o primeiro é que a média quadrática dos números positivos nos possibilita o

uso do teorema de Pitágoras para determinar a medida da diagonal do retângulo e

o segundo é a manipulação algébrica para deixarmos de um lado da desigualdade o

perímetro P = 2(x+ y) e com isso concluir a solução.

Aplicação 10 Determinar as dimensões do paralelepípedo retângulo de menor dia-

gonal possível, sabendo que a soma dos comprimentos de todas suas arestas é 12.

Fonte: (MUNIZ JÚNIOR, 2016)

Consideremos um paralelepípedo retângulo cujas dimensões de suas arestas

são, respectivamente, x, y e z, com diagonal d =
√
x2 + y2 + z2 como mostra a figura

(3.14). Sabendo que a soma dos comprimentos de suas arestas é igual a 4x+4y+4z =

12, podemos escrever x+ y + z = 3.

Figura 3.14 – Paralelepípedo de menor volume possível

Fonte: o autor



69

Aplicando a desigualdade das médias quadrática e aritmética para os números

positivos x, y e z, temos √
x2 + y2 + z2

3
≥ x+ y + z

3
.

Assim, √
x2 + y2 + z2√

3
≥ 1.

Multiplicando-se essa desigualdade por
√

3, obtemos

√
x2 + y2 + z2 ≥

√
3.

De onde concluímos que d ≥
√

3.

Portanto, a menor diagonal possível é igual a
√

3, ocorrendo quando x = y = z,

ou seja, quando x = y = z = 1.

Note que para aplicar a desigualdade das médias quadrática e aritméticas, o

aluno precisa calcular antes o valor da diagonal do paralelepípedo retângulo, ou seja,

é necessário conhecimento sobre Geometria Espacial e posteriormente visualizar que

com o uso da desigualdade citada chega-se a solução da situação-problema.

Aplicação 11 Determine o valor máximo da função f : (0, 1)→ R, definida por f(x) =

x3(1− x).

Fonte: https: // www. youtube. com/ watch? v= h-TBGzdi2k4& index

Note que f(x) = x3(1− x) = xxx(1− x). Assim,
f(x)

27
=
(x

3

)(x
3

)(x
3

)
(1− x).

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para os números

positivos
x

3
,
x

3
,
x

3
e (1− x), temos

x
3

+ x
3

+ x
3

+ (1− x)

4
≥ 4

√(x
3

)(x
3

)(x
3

)
(1− x),

ou seja,
1

4
≥ 4

√
f(x)

27
.

Elevando essa desigualdade a quarta potência e multiplicando por 27, obtemos

27

256
≥ f(x).

https://www.youtube.com/watch?v=h-TBGzdi2k4&index
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Daí concluímos que o maior valor da função f : (0, 1) → R, definida por f(x) =

x3(1 − x) é f(x) =
27

256
, ocorrendo se, e somente se,

x

3
= (1 − x), ou seja, quando

x =
3

4
.

Essa situação-problema envolve o valor máximo de uma função explicita, que

pode ser resolvida com o uso da noção derivada, já que a função acima é derivá-

vel em todo seu domínio. Porém, na solução apresentada utilizou-se a desigualdade

das médias aritmética e geométrica, que necessita do aluno um boa habilidade com

manipulações matemáticas.

Observe na resolução que o aluno deve perceber que a função f(x) = x3(1− x)

pode ser escrita da seguinte forma f(x) = xxx(1 − x), em seguida observar que a

soma x + x + x + (1 − x) = 2x + 1 é um valor que depende de x, e que para obter

um valor constante precisa-se dividir cada termo x por 3, obtendo, a seguinte soma
x

3
+
x

3
+
x

3
+ (1− x) = 1. Por isso, escrevemos

f(x)

27
=
(x

3

)(x
3

)(x
3

)
(1− x).
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Capítulo 4

DESIGUALDADES CLÁSSICAS DA MATEMÁTICA

4.1 Desigualdade triangular

A desigualdade triangular surgiu na Geometria Euclidiana e representa uma re-

formulação do conceito intuitivo de que é mais curto o caminho reto entre A e B do

que o caminho de A até C somado ao de C até B numa superfície plana idealizada,

sendo essa a proposição 20 do livro I de "Os elementos"de Euclides.

Com desenvolvimento da Matemática essa teoria ganhou novos rumos, sendo

hoje estudada em vários campos da Matemática. Como por exemplo, nos números

reais, no Rn, nos números complexos, nos espaços normados, nas integrais e, sua

importância nos conceitos da Análise Matemática e Topologia à transformaram em um

axioma na definição métrica, ou seja, toda métrica d deve satisfazer

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Aqui enunciaremos a desigualdade na Geometria Euclidiana e no conjunto dos

números reais, onde faremos a demonstração para a última com algumas de suas

consequências.

Teorema 4.1 (Desigualdade triangular). Dado um triângulo ABC o comprimento de

um dos lados é sempre inferior à soma dos comprimentos dos outros dois lados, ou

seja,

AB < AC + CB, AC < AB +BC e BC < BA+ AC.

Figura 4.1 – Desigualdade Triangular

Fonte: o autor
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Para apresentar a Desigualdade Triangular para os números reais, consideremos

a função real | ∗ | : R→ R definida por

|x| =

 x, se x ≥ 0

−x, se x < 0

Da definição, temos que:

|x| ≥ 0, |x|2 = x2, | − x| = |x| e x ≤ |x|.

Observe que, para todo x ∈ R, |x| = max{−x, x}.

Teorema 4.2 (Desigualdade triangular para números reais). Sejam a e b números

reais quaisquer, então

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Demonstração.

Se a+ b ≥ 0, então |a+ b| = a+ b ≤ |a|+ |b|.

Se a+ b < 0, então |a+ b| = −(a+ b) = −a− b ≤ |a|+ |b|. �

Corolário 4.3 Sejam a e b números reais quaisquer, então

|a− b| ≤ |a|+ |b|.

Demonstração. Note que |a− b| = |a+ (−b)| ≤ |a|+ | − b| = |a|+ |b|. �

Corolário 4.4 Sejam a e b números reais quaisquer, então

|a− b| ≥ |a| − |b|.

Demonstração. Note que |a| = |b+ (a− b)| ≤ |b|+ |a− b|, subtraindo-se |b| em ambos

os membros, obtemos |a| − |b| ≤ |a− b|, ou seja, |a− b| ≥ |a| − |b|. �
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Corolário 4.5 Sejam a e b números reais quaisquer, então

|a− b| ≥ ||a| − |b||.

Demonstração. Note que |a| = |a− b+ b| ≤ |a− b|+ |b|.

Logo,

|a| − |b| ≤ |a− b|. (4 - 1)

Por outro lado,

|b| = |b− a+ a| ≤ |b− a|+ |a|.

Donde

|b| − |a| ≤ |b− a| = |a− b|.

Multiplicando-se essa desigualdade por −1, segue que

−|a− b| ≤ |a| − |b| (4 - 2)

De (4 - 1) e (4 - 2) tem-se que

−|a− b| ≤ |a| − |b| ≤ |a− b|

Portanto,

||a| − |b|| ≤ |a− b|.

�

Exemplo 4.6 Quatro cidades rurais, A, B, C e D, estão situadas geograficamente

formando um quadrilátero convexo. Deseja-se construir uma central de distribuição de

energia para as quatro cidades de modo que a soma total das distâncias da central a

cada uma das quatro cidades seja a mínima possível. Vamos mostrar que a central

deverá ser construída no ponto O de intersecção das diagonais do polígono.
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Figura 4.2 – Problema da central de energia

Fonte: o autor

De fato, seja o polígono ABCD, o ponto 0 de intersecção das diagonais e um

ponto P diferente de O, representados na figura (4.2), a desigualdade triangular nos

garante que

AO +OC = AC < AP + PC

e

BO +OD = BD < BP + PD,

de onde segue que

AO +OC +BO +OD < AP + PC +BP + PD,

como era esperado.

4.2 Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz

Essa desigualdade foi enunciada pela primeira vez pelo matemático francês Augustin-

Louis Cauchy em 1821, no ano de 1859 o matemático russo Viktor Yakovlevich Bunya-

kovsky, que trabalhou com Mecânica Teórica e Teoria dos Números apresentou uma

demonstração para o caso dimensionalmente infinito, e a versão correspondente para

espaços de produtos internos foi obtida pela H.A. Schwartz no ano de 1888.

Aparece em vários ramos da Matemática, como por exemplo: em análise, nas

séries infinitas e integração de produtos, na teoria de probabilidades aplicando-se as

variâncias e covariâncias, em problemas de majoração de expressões algébricas e
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geométricas, etc.

Teorema 4.7 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Sejam a1, a2, ..., an e

b1, b2, ..., bn números reais. Então,

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
≥

(
n∑

i=1

aibi

)2

,

isto é,

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b21 + b22 + · · ·+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2.

A igualdade ocorre se, e somente se, as sequências (a1, a2, ..., an) e (b1, b2, ..., bn)

forem proporcionais.

Demonstração. Consideremos o trinômio quadrado

n∑
i=1

(ai − bix)2 =
n∑

i=1

(a2i − 2aibix+ b2ix
2) =

n∑
i=1

a2i − 2

(
n∑

i=1

aibi

)
x+

(
n∑

i=1

b2i

)
x2.

Como
n∑

i=1

(ai − bix)2 ≥ 0, (4 - 3)

então o delta da equação do segundo grau (4 - 3) deve ser não positivo, ou seja,

(
−2

n∑
i=1

aibi

)2

− 4

(
n∑

i=1

b2i

)(
n∑

i=1

a2i

)
≤ 0,

ou seja,

4

(
n∑

i=1

aibi

)2

≤ 4

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
.

Portanto, (
n∑

i=1

aibi

)2

≤

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
.

A igualdade ocorre se, e somente se, ai − bix = 0, ∀i = 1, 2, ..., n, isto é, se, e

somente se, ai = bix, ∀i = 1, 2, .., n. �
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Exemplo 4.8 Entre todos os triângulos retângulos de catetos a e b e hipotenusa c

fixada, o que tem maior soma dos catetos s = a+ b é o triângulo isósceles.

Figura 4.3 – Triângulo retângulo

Fonte: o autor

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schartz para os números re-

ais a, b e 1, 1 e, sabendo que c2 = a2 + b2, temos que

s = a+ b = a · 1 + b · 1 ≤ (
√
a2 + b2)(

√
12 + 12) = c

√
2

a igualdade ocorrendo quando λ =
a

b
=

1

1
, ou seja, quando a = b.

4.3 Desigualdade de Minkowski

Essa desigualdade é um importante objeto de estudo da Matemática, pois a

mesma estabelece que as funções de espaços integrais Lp são espaços vetoriais

normados e, além disso, determina que d(f, g) = Np(f − g) é uma métrica sobre Lp
1.

Teorema 4.9 (Desigualdade de Minkowski) Dados ai, bi com 1 ≤ i ≤ n, números

reais, tem-se √√√√ n∑
i=1

(ai + bi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i +

√√√√ n∑
i=1

b2i .

Demonstração. Note que

n∑
i=1

(ai + bi)
2 =

n∑
i=1

a2i +
n∑

i=1

b2i + 2
n∑

i=1

aibi (4 - 4)

1São espaços normados cujos pontos são sequências de números reais ou complexos
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Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz no lado direito de (4 - 4), temos

que

n∑
i=1

(ai + bi)
2 ≤

n∑
i=1

a2i +
n∑

i=1

b2i + 2

√√√√ n∑
i=1

ai

√√√√ n∑
i=1

bi =

√√√√ n∑
i=1

a21 +

√√√√ n∑
i=1

b2i

2

(4 - 5)

Tomando a raiz quadrada em ambos os membros de (4 - 5) obtemos

√√√√ n∑
i=1

(ai + bi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i +

√√√√ n∑
i=1

b2i .

�

Exemplo 4.10 (APMO,2003) Sejam a, b e c lados de um triângulo, com a + b + c = 1

e n ≥ 2 um inteiro. Vamos mostrar que

n
√

(an + bn) + n
√

(bn + cn) + n
√

(cn + an) < 1 +
n
√

2

2
.

Demonstração. Como a, b e c são lados de um triângulo, então existem números

positivos x, y e z tais que a = x + y, b = y + z e c = x + z. Tomando x =
a+ c− b

2
,

y =
a+ b− c

2
e z =

b+ c− a
2

.

Temos que x + y + z =
1

2
. Assim, usando a Desigualdade de Minkowski, seque

que

(an + bn)
1
n = [(x+ y)n + (y + z)n]

1
n ≤ (xn + zn)

1
n + (2yn)

1
n

≤ ((x+ z)n)
1
n + y

n
√

2

= c+ y
n
√

2.

Isto é,
n
√
an + bn < c+ y

n
√

2.
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Analogamente, temos:

n
√
bn + cn < a+ z

n
√

2 e n
√
cn + an < b+ x

n
√

2.

Portanto,

n
√

(an + bn) + n
√

(bn + cn) + n
√

(cn + an) < a+ b+ c+
n
√

2(x+ y + z) = 1 +
n
√

2

2
.

�

4.4 Desigualdade de Jensen

Essa Desigualdade estabelece em estatística um resultado no qual para algumas

funções, o valor de f(X) é maior ou igual que o valor f(E(X)).

Para demonstrarmos essa desigualdade vamos primeiramente definir função con-

vexa, pois a mesma está relacionada ao conceito de convexidade.

Definição 4.11 Uma função f : [α, β] → R é dita convexa se para quaisquer a, b ∈

[α, β] e para todo λ ∈ [0, 1] satisfaz

f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b).

Quando apenas a desigualdade (<) ocorre, f é dita estritamente convexa.

Observe que para todo λ ∈ [0, 1], temos que λa+ (1− λ)b ∈ [a, b].

Geometricamente, a definição de convexidade significa que para cada par de

pontos a e b escolhidos no intervalo [α, β] o gráfico da função encontra-se abaixo do

segmento de reta secante que junta os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), como mostra a

figura (4.4).
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Figura 4.4 – Gráfico de uma função convexa

Fonte: o autor

Exemplo 4.12 A função f(x) = x2 é convexa em qualquer intervalo [α, β].

Sejam a, b ∈ [α, β] e suponhamos, sem perda de generalidade, que a < b. Então,

para todo λ ∈ [0, 1] valem as desigualdades

(λa+ (1− λ)b)2 = λ2a2 + (1− λ)2b2 + 2λ(1− λ)ab

Como a2 + b2 ≥ ab, segue que

λ2a2 + (1− λ)2b2 + 2λ(1− λ)ab ≤ λ2a2 + (1− λ)2b2 + λ(1− λ)(a2 + b2)

= a2[λ2 + λ(1− λ)] + b2[(1− λ)2 + λ(1− λ)]

= λa2 + (1− λ)b2.

Portanto, (λa+ (1− λ)b)2 ≤ λa2 + (1− λ)b2, ou seja,

f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b),

mostrando a convexidade da função f(x) = x2.

Exemplo 4.13 A função f(x) =
1

x
é convexa em qualquer intervalo [α, β] com α posi-

tivo.

De fato: Sendo a, b ∈ [α, β] com a < b, para todo λ ∈ [0, 1] tem-se
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1 = (λ+ (1− λ))2

= λ2 + 2λ(1− λ) + (1− λ)2

Como
a

b
+
b

a
≥ 2, temos que

λ2 + 2λ(1− λ) + (1− λ)2 ≤ λ2 +

(
a

b
+
b

a

)
λ(1− λ) + (1− λ)2

= λ2 +
a

b
λ(1− λ) +

b

a
λ(1− λ) + (1− λ)2

= λa

(
λ

a
+

(1− λ)

b

)
+ (1− λ)b

(
λ

a
+

(1− λ)

b

)
= (λa+ (1− λ)b)

(
λ

a
+

(1− λ)

b

)
.

Portanto, 1 ≤ (λa+ (1− λ)b)

(
λ

a
+

(1− λ)

b

)
, ou seja,

1

λa+ (1− λ)b
≤ λ

1

a
+ (1− λ)

1

b
,

mostrando a convexidade da função f(x) =
1

x
.

Observemos que, usando a desigualdade das médias aritmética e quadrática

para os números reais a1, a2, . . . , an obtemos

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)2

≤ a21 + a22 + · · ·+ a2n
n

,

isto é,

(MA(a1, a2, . . . , an))2 ≤MA(a21, a
2
2, . . . , a

2
n). (4 - 6)

Por outro lado, aplicando a desigualdade das médias harmônica e aritmética,

obtemos

1

MA(a1, a2, . . . , an)
≤MA

(
1

a1
,

1

a2
, . . . ,

1

an

)
. (4 - 7)

O seguinte resultado garante que as propriedades (4 - 6) e (4 - 7), satisfeitas

pelas funções x2 e
1

x
, são válidas para qualquer função convexa.
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Teorema 4.14 Seja f : [α, β]→ R uma função convexa e sejam λi ∈ [0, 1](i = 1, . . . , n)

tais que
n∑

i=0

λi = 1. Então, para quaisquer ai ∈ [α, β](i = 1, . . . , n) vale

f(λ1a1 + · · ·+ λnan) ≤ λ1f(a1) + · · ·+ λnf(an).

isto é,

f

(
n∑

i=1

λiai

)
≤

n∑
i=1

λif(ai), (4 - 8)

A igualdade ocorre quando x1 = x2 = · · · = xn.

Demonstração. Por Indução sobre n, temos

Se n = 1, temos λ1 = 1, pois hipótese,
n∑

i=0

λi = 1. Assim,

f(λ1a1) = f(1 · a1) = f(a1) = 1 · f(a1) = λ1f(a1).

Se n = 2, temos que λ2 = 1 − λ1, por hipótese. Agora, como f é convexa em

(α, β), segue que

f(λ1a1 + λ2a2) = f(λ1a1 + (1− λ1)a2) ≤ λ1f(a1) + (1− λ1)f(a2)

= λ1f(a1) + λ2f(a2)

Logo,

f(λ1a1 + λ2a2) ≤ λ1f(a1) + λ2f(a2).

Suponhamos, agora, que dado n natural vale (4 - 8), então temos que mostrar a

validade de

f

(
n+1∑
j=1

λjaj

)
≤

n+1∑
j=i

λjf(aj). (4 - 9)

Notemos que

n+1∑
j=1

λjaj =
n∑

j=1

λjaj +

(
1−

n∑
j=1

λj

)
an+1 (4 - 10)

=
n∑

j=1

λj

(
n∑

j=1

λj∑n
j=1 λj

aj

)
+

(
1−

n∑
j=1

λj

)
an+1.
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Assim, usando o fato que
n∑

j=1

λj
α

= 1 e a hipótese de indução, obtemos

f

(
n+1∑
j=1

λjaj

)
≤

n∑
j=1

λjf

(
n∑

j=1

λj∑n
j=1 λj

aj

)
+ (1−

n∑
j=1

λj)f(an+1)

≤
n∑

j=1

λj

(
n∑

j=1

λj∑n
j=1 λj

f(aj)

)
+ (1−

n∑
j=1

λj)f(an+1) (4 - 11)

=
n+1∑
j=1

λjf(aj),

�

Note que, quando λ1 = λ2 = · · · = λn =
1

n
, a desigualdade (4 - 8) nos diz que

f

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)
≤ f(a1) + f(a2) + · · ·+ f(an)

n
,

ou seja, f(MA(a1, a2, . . . , an)) ≤ MA(f(a1), f(a2), . . . , f(an)), quando a função f(x) é

convexa.

Teorema 4.15 Seja f : [α, β]→ R uma função diferenciável no intervalo aberto (α, β).

Se f é convexa em [α, β] então,

f(b) ≥ f(a) + f ′(a)(b− a)

para todo a, b ∈ [α, β].

Figura 4.5 – Relação convexidade, reta tangente e reta secante.

Fonte: o autor
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Demonstração. Se a = b, temos f(b)− f(a) = f(b)− f(b) ≥ f ′(a)(b− b).

Se a 6= b, sem perda de generalidade, é possível considerar b > a. Como f é

convexa, então, para todo λ ∈ [0, 1], temos

f(λb+ (1− λ)a) ≤ λf(b) + (1− λ)f(a)

de onde segue que

f(λb+ a− λa) ≤ λf(b) + f(a)− λf(a),

ou seja,

f(λ(b− a) + a) ≤ λ(f(b)− f(a)) + f(a). (4 - 12)

Tomando 0 < h < b − a e fazendo λ =
h

b− a
, isto é, h = λ(b − a) tem-se h ∈ [0, 1] e

portanto, de (4 - 12), se segue:

f(a+ h) ≤ h

b− a
(f(b)− f(a)) + f(a)

f(a+ h)− f(a) ≤ h

b− a
(f(b)− f(a))

f(a+ h)− f(a)

h
≤ f(b)− f(a)

b− a
.

Como f é diferenciável em a, fazendo h tender a zero, temos

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
≤ f(b)− f(a)

b− a

f ′(a) ≤ f(b)− f(a)

b− a

f(b)− f(a)

b− a
≥ f ′(a)

f(b)− f(a) ≥ f ′(a)(b− a)

f(b) ≥ f(a) + f ′(a)(b− a).

�
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4.5 Desigualdade de Young

Essa desigualdade é utilizada na demonstração da desigualdade de Hölder, sendo

também utilizada no estabelecimento de estimativas com normas em espaços de So-

bolev2 com aplicações na teoria das EDPs não lineares.

Teorema 4.16 (Desigualdade de Young) Sejam p, q ≥ 1 números reais tais que
1

p
+

1

q
= 1. Para quaisquer a, b ∈ R+

∗ , tem-se

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. A prova no caso ab = 0 é trivial, então consideramos a, b > 0. Caso

tenhamos ap = bq, sabendo que
1

p
+

1

q
= 1, temos

ab = a(bq)1/q = aap/q = ap/pap/q = ap(1/p+1/q) = ap = ap · 1 = ap ·
(1

p
+

1

q

)
=
ap

p
+
bq

q
,

Agora, para o caso ap 6= bp, note que a função f(x) = exp(x) é estritamente convexa,

pois f”(x) > 0 para todo x real. Então, para todo λ no intervalo (0, 1) e todos números

reais x, y com x 6= y, segue que

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Apliquemos isso para λ =
1

p
, 1− λ =

1

q
, x = ln ap e y = ln bq

ab = exp(ln ab) = exp
( ln ap

p
+
ln bq

q

)
<

exp(ln ap)

p
+

exp(ln bq)

q
=
ap

p
+
bq

q
,

que demonstra o resultado. �

2São espaços definidos sobre domínio arbitrário Ω ∈ RN e são subespaços vetoriais dos espaços
Lp(Ω).
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4.6 Desigualdade de Hölder

Teorema 4.17 (Desigualdade de Hölder) Sejam a1, a2, . . . , an e b1, b2, . . . , bn números

reais positivos, com n ∈ N, e p, q ≥ 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1. Então,

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑

i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

.

Demonstração. Sejam A e B números reais positivos dados por A =

(
n∑

i=1

api

) 1
p

e

B =

(
n∑

i=1

bqi

) 1
q

. Note que

n∑
i=1

aibi ≤ AB ⇔
n∑

i=1

ai
A
· bi
B
≤ 1.

Vamos, então, provar que
n∑

i=1

ai
A
· bi
B
≤ 1. Com efeito, fazendo xi =

ai
A

e yi =
bi
B

,

para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, temos

n∑
i=1

xpi =
1

Ap

n∑
i=1

api =
1

Ap
· Ap = 1

e
n∑

i=1

yqi =
1

Bq

n∑
i=1

bqi =
1

Bq
·Bq = 1.

Assim, pela desigualdade de Young, segue que

n∑
i=1

xiyi ≤
n∑

i=1

(
xpi
p

+
yqi
q

)
=

1

p

n∑
i=1

xpi +
1

q

n∑
i=1

yqi

=
1

p
+

1

q
= 1.

�
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Capítulo 5

CONCLUSÃO

Esperamos que essa pesquisa venha a atingir o seu objetivo maior: proporcionar

aos professores de Matemática da Educação Básica um material de apoio que possa

ser utilizado como uma extensão do currículo tradicional nas escolas brasileiras, tanto

do segmento público quanto do privado. Neste trabalho acadêmico foi abordada a

desigualdade das médias como uma ferramenta para resolução de problemas de oti-

mização. Além disso, e para melhor enfoque sobre o assunto, foi efetuada uma ampli-

ação dos conceitos das médias aritmética, geométrica, harmônica e quadrática, com

suas representações geométricas para dois números, frisando a importância dessas

medidas no cotidiano dos alunos. Optou-se pela inclusão de tais informações tendo

em vista o fato dos tradicionais livros didáticos destinados à Educação Básica no Bra-

sil não abordarem esses conteúdos com maior propriedade. Observa-se que os tais

livros só tratam das médias aritmética e aritmética ponderada, deixando um certo vá-

cuo na compreensão e aquisição do conhecimento desse assunto.

Ademais, como pudemos observar na literatura consultada, geralmente é abor-

dada e demonstrada a desigualdade das médias para dois números positivos, como

também a desigualdade das médias para n números positivos, mas não apresentam

as respectivas representações geométricas para o caso de dois números. Observa-se

também que esses conteúdos não são abordados na Educação Básica, o que de-

nota uma certa falha nos currículos ou planos de ensino das escolas do país. É de

importância extrema que os alunos e professores conheçam essas aplicações.

As ações proposta baseiam-se na desigualdade das médias, como uma ferra-

menta importante na resolução de problemas de otimização como podemos observar

no capítulo 3.

Enfatizamos o disposto no capítulo 4, no que se refere à apresentação e demons-

tração da Desigualdade Triangular, de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz, de Minkowski,

Jensen, Young e Hölder como um ponto de partida para novas pesquisas acerca da

noção de desigualdades e de sua relevância na história do desenvolvimento da disci-

plina.

Isto posto, proponho, ainda, que essa dissertação seja amplamente lida, anali-
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sada e utilizada para a melhor compreensão das noções básicas sobre a desigualdade

das médias e que ela sirva como uma reflexão, ou um novo olhar, sobre o processo de

ensino e aprendizagem desse conteúdo tão importante à formação do conhecimento

matemático nos alunos da educação básica em nosso pais.
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