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Resumo

Tendo em mente que um conteiddo matematico pode ser representado de varias
maneiras diferentes e com a intencao de tornar simples o ensino, nesta dissertacao, pro-
curamos apresentar uma perspectiva sobre estudo de sistemas de equagoes lineares, que
se encaixa na competéncia 3 da BNCC, contetdo abordado do 7° do ensino fundamen-
tal para cima quando no 2° ano do ensino médio o conteido de sistema de equagoes é,
pela primeira vez, relacionado com matrizes. Com o intuito de facilitar a leitura, ja que,
como ressalta a competéncia citada, ¢ um assunto que requer uma boa interpretacao da
linguagem para construcao dos seus conceitos, logo comecamos trazendo uma nocgao de
matrizes para entao apresentarmos as operagoes que podemos realizar com as mesmas.
Tudo isso serd de grande relevancia algumas péaginas a frente pois, apds esses topicos,
daremos uma énfase maior as operacoes elementares sobre linhas, onde utilizaremos as
técnicas de escalonamento e a aplicagao do Teorema do Posto de uma matriz para a
resolucao de um sistema em questao. Abordaremos também as representagoes algébricas
e geométricas, onde nos limitares apenas a um sistema linear em R? e R? mostrando,
através de gréaficos construidos no GeoGebra, a associagao de equagodes do sistema linear
com as retas e os planos. Para terminar, citaremos algumas situagoes problemas do nosso
cotidiano envolvendo sistemas de equagoes lineares com o propoésito de apresentar a clara

necessidade do mesmo em nosso dia a dia.

Palavras-chave: Sistemas lineares, Matriz, Teorema do Posto, Resolucdo de problemas.



Abstract

Bearing in mind that mathematical content can be represented in several different
ways and with the intention of making teaching simple, in this dissertation, we seek to
present a perspective on the study of systems of linear equations, content covered in the
7th and 9th year of teaching. fundamental and in a more complete way in the 2nd year of
high school and, in order to make reading easier, we start by bringing a notion of matrices
to then present the operations that we can perform with them. All this will be of great
relevance a few pages ahead because, after these topics, we will give greater emphasis to
elementary operations on lines, where we will use scaling techniques and the application
of the Rank Theorem of a matrix to solve a system in question. We will also approach
algebraic and geometric representations, where you limit yourself to just a linear system
in R? and R? showing, through graphs built in GeoGebra, the association of equations of
the linear system with lines and planes. Finally, we will cite some problem situations in
our daily lives involving systems of linear equations with the purpose of presenting the

clear need for it in our daily lives.

Keywords: Linear Systems, Matrix, Rank Theorem, Problem Solving
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Capitulo

1

INTRODUCAOQ

E indiscutivel a importancia da matemdtica na vida de qualquer cidaddo. As
descobertas na area nos levaram e continuam nos levando para uma constante evolucao.
Ela esta envolvida nos acontecimentos mais simples do nosso dia a dia, como em um
acionamento do despertador ao acordar, no tempo hébil que é estimado pela pessoa a se
arrumar e sair de casa, na relagao velocidade e tempo de chegada a determinado local...
mas também se encontra nas atividades mais complexas, como em exames de ressonancia
magnética, em um satélite para o funcionamento de um G.P.S., em jogos eletronicos, na
modelagem matemaética da evolugao da COVID-19, no calculo de indice de isolamento
social, entre outras infinitas possibilidades. Mas, por mais que estejamos constantemente
envolvidos com essa ciéncia, a percepc¢ao que os alunos possuem dessa relagao da matematica
com o cotidiano deixa-se a desejar, pois quando falamos em cotidiano, nao nos referimos
apenas a atividade vivida diariamente pelo aluno, mas também ao que se refere a relacao

do aluno com o seu entorno e o futuro mercado de trabalho.

Muitas das vezes, antes mesmo da crianca ter tido algum contato com a matematica,
ela ja ouve de familiares ou pessoas proximas frases do tipo "munca entendi nada em
matematica", "papai é péssimo nessa matéria', "matematica nao é pra qualquer um', "a
matematica é a mais dificil de todas as matérias", entre outras frases desmotivantes e
que amedrontam o aluno, criando, desde cedo, um bloqueio traduzido em medo, em sua

cabeca, que nao permite que o contetido seja absorvido como uma nova linguagem.

De acordo com Marisa Rosani Abreu de Silveira (p. 762) (SILVEIRA| 2011)
os ecos destas diferentes vozes interferem no processo de ensino e de aprendizagem da
Matematica, pois professor e aluno se filiam ao pré-construido, tornando-se seus porta-vozes.
A interferéncia dessa filiagado abala tal processo devido ao fato de afetar os sentimentos em
relacdo a Matematica, pois, para o professor, ensinar uma disciplina considerada dificil lhe

confere status profissional e, para o aluno, estudar uma disciplina dificil The causa ojeriza.

Nesta dissertagao iremos abordar o assunto de sistemas equacoes lineares, que
se encaixam na competéncia especifica 3, da BNCC. Assunto tal que requer um bom

entendimento da linguagem para a construcao de seus conceitos. Portanto, o bloqueio
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gerado na cabecga do aluno pode ser crucial,também, no processo de aprendizagem deste

tema.
Citando a BNCC, 2018 p.35:

1.0 os estudantes precisam construir significados para os problemas
proprios da Matematica. Para resolver esses problemas, eles devem,
logo no inicio, identificar os conceitos e procedimentos mateméaticos
necessarios ou os que possam ser utilizados, na chamada formulacao
matematica do problema. Depois disso, eles devem aplicar esses
conceitos, executar procedimentos e, ao final, compatibilizar os
resultados com o problema original, comunicando a solugao aos

colegas por meio de argumentagdo consistente (BRASIL] [2018)).

O conteudo de sistema de equagoes é abordado pela primeira vez no 7° ano do
ensino fundamental, com aplica¢des apenas nas equagoes do 1° grau com duas variaveis.
No 9° ano, ¢ introduzido o sistema de equacoes do 2° grau com duas incognitas. J& no 2°
ano do ensino médio, é passado o conteudo de sistemas lineares com 3 ou mais variaveis.
Mas, nao importa em que ano ou em que idade eles entrem em contato com sistemas de
equagoes lineares, ha sempre uma grande dificuldade de interpretar o contetido, seja a
dificuldade de relacionar o conteido com situagoes problemas do cotidiano, seja resolver
mecanicamente uma conta algébrica pelos métodos de substituicao, adi¢gao ou comparacao,

ou ainda uma dificuldade de interpreta-la graficamente.

Devido a essa grande dificuldade, esse trabalho visou procurar compreender o
significado da habilidade EM13MAT301, onde se encaixa o estudo de sistema de equagoes.
Portanto, buscou-se relacionar o contetido com alguns problemas do cotidiano, usando
técnicas algébricas e o software GeoGebra para facilitar a visualizagdo grafica como propoe
a habilidade.
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1.0 [...] a matemadtica subjaz a todo o resto. Para entender qual-
quer ciéncia é necessaria a matematica: ela é o melhor idioma, a
linguagem da natureza. E acho que as pessoas entendem, quando
leem sobre a matematica, que ela é um idioma muito poderoso,
e que os que a entendem controlam o mundo. Se vocé perguntar
“quais sdo as poténcias deste mundo atualmente?”, ndo sdo os
chefes das nacgoes, sdo os chefes de empresas como o Google, o
Facebook e a Apple. Sao gente que sabe matematica. Os criadores
do Google, Sergei Brin e Larry Page, sao dois geeks que enten-
deram que a matemaética nos permite navegar numa rede muito
complexa. Acredito que as pessoas percebam que os numerati, os
que detém a matemaética, tém poder. A tragédia é que parece que
a educacao nos engana. E é um problema de todos os sistemas
educativos. Quando chegamos ao ensino secundério, as disciplinas
se tornam estanques. Ha aula de matematica, depois de miisica,
depois de historia, mas nao fazemos as conexdes entre elas. Quando
fazemos matematica nao entendemos que ela é a base da miisica.
As pessoas ndo notam que a matemédtica tem uma histéria. Houve
um momento em que nao tinhamos o zero, e alguém teve a ideia
do conceito de zero. A forma de abordar o problema educativo é
contextualizar a matematica.(SAUTOY] [2018)

Podemos enumerar algumas relagoes de sistemas de equacoes lineares com areas
profissionais, como engenheiros que precisam do contetido para calculos de estruturas, na
robética, nas estatistica, os motoristas de aplicativos que se guiam pelo G.P.S., que nada
mais é do que um software capaz de resolver sistemas lineares de grandes ordens que, por

ventura, veremos um belo exemplo do seu funcionamento no final desse estudo.

Nesse estudo, no capitulo 2, falaremos sobre as definicbes de matrizes e as suas
possiveis formas. Também apresentaremos algumas operagoes importantes entre matrizes e
as suas propriedades. No capitulo 3 nos aprofundaremos em explicar o funcionamentos das
operacgoes elementares que resultam em uma matriz escalonada, ou até mesmo na matriz
escalonada reduzida onde fecharemos demonstrando um algoritmo de escalonamento (e
também para a forma escalonada reduzida) para qualquer que seja a matriz. No capitulo 4
apresentaremos a representacao matricial de um sistema de equacoes e suas solugoes e, em
seguida, a defini¢ao de Posto e nulidade de uma matriz. No capitulo 5 mostraremos, através
de graficos, as diversas formas de solu¢oes de um sistema de equagoes lineares. Finalmente,
no capitulo 6, estaremos empregando o contetido principal em situacoes problemas do

nosso dia a dia.



Capitulo

2
A ALCEBRA DAS MATRIZES

2.1 Definigoes

Uma matriz de nimeros reais é um arranjo retangular ou tabela, formada por
nimeros reais distribuidos em linhas (na horizontal) e colunas (na vertical). Precisamente,
dado um par ordenado de nimeros naturais (m,n), uma matriz A de ordem m x n (m

por n) é uma tabela de nimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas da forma

aixy Q2 - Qip

Q21 Q22 :++ QAap
A=

Am1 Am2 *°° Amn

As vezes, escrevemos A,,x, para evidenciar que A é uma matriz com m linhas e n colunas.

Com relagdo a uma matriz A,,x,, temos:

Se 1 <i < m, a i-ésima linha da matriz A é a submatriz [ail Qo - am}.
Por exemplo, a primeira linha da matriz A é a submatriz [au alp - aln} e a m-ésima
linha de A é a submatriz |a,,; ame --- amn}.
ayj
. C . p . A2j
Se 1 < j <n, a j-ésima coluna da matriz A é a submatriz
amj
ail
. . , . (21 -
Por exemplo, a primeira coluna da matriz A é a submatriz | | e a n-ésima coluna de A
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Q1n

, .| Q2n
é a submatriz

amn

Cada elemento de uma matriz A,,x, é indexado por dois nimeros naturais em ordem j,
com1<i<m, 1<j<n.0O primeiro indice 7 indica a linha a qual o elemento pertence,
enquanto que o segundo indice j indica a coluna a qual o elemento pertence. Por exemplo,

o elemento ags pertence a segunda linha e a quinta coluna.

1 V8 5

EXEMPLO 2.1.1 |—3 g 7 |, € a matriz 3 X 3, pois possui 3 linhas e 3 colunas,
—4 4 1,2
-1 7 2 8
enquanto - 1 \/g 5] , € a matriz 2 X 4, pois possui 2 linhas e 4 colunas.

2.1.1 Representacao dos elementos.

Cada elemento no interior da matriz é indicado por a,;. Nessa representacao temos
que os elementos a € R e os indices ¢ e j representam, respectivamente, as linhas e colunas
dessa matriz, com i sendo a posicao das linhas, em ordem crescente e de cima para baixo
(numerados de 1 a m) e j sendo a posicao das colunas, em ordem crescente e da esquerda
para a direita (numerados de 1 a n). A matriz também pode ser indicada por M = [a;]

ou M = [a;]

mxn'

Cada elemento da matriz M é especificado por dois nimeros naturais ordenados ij
que indicam a posi¢ao do elemento na matriz. O primeiro ntimero ¢ indica que o elemento
pertence a i—ésima linha de M e o segundo ntimero j indica que o elemento pertence a
Jj—¢ésima coluna de M. O elemento a;; da matriz M ocupa a i—ésima linha e a j—ésima
coluna de M. A primeira linha da matriz M ¢ a linha mais acima, enquanto que a primeira

coluna de M ¢é a coluna mais a esquerda.

De maneira genérica, podemos representa-la com o seguinte formato:

a;; a2 aiz ... Qin
a21 Q22 A23 ... (Q2n
Mypxn = | @31 as2  aszz ... asy (2.1)
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ou

men -

2.2 Matrizes especiais

an
21

asi

Am1

a2
a22

as2

Am2

a13
23

33

Qm3

A1n
(57

a3n,

amn

(2.2)

Dependendo dos elementos e da posi¢cao ocupada por eles, veremos a seguir algumas

matrizes que receberao uma nomenclatura especial devido a algumas caracteristicas

peculiares que as diferenciam uma das outras. Para as matrizes abaixo, tomaremos m

2.2.0.1 Matriz nula m x n.

E denominada assim toda matriz que possui seus elementos igual a 0.

EXEMPLO 2.2.1 Ezemplos de matrizes nulas:

(2) 02><2 -

0
. 0
(ii) Oyx1 = 0
0

2.2.0.2 Matriz linha.

E toda matriz escrita da forma 1 X n , ou seja, 1 linha e n colunas.

EXEMPLO 2.2.2 Ezemplos de matrizes linhas:

(i) Mica=[1 4 7 2]

(i) Mis=[1 9 4].
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2.2.0.3 Matriz coluna.

E toda matriz escrita da forma n x 1 ;| ou seja, n linhas e 1 coluna.

EXEMPLO 2.2.3 Ezemplo de matrizes colunas:

5)
(2) M3><1 -
12
1
.. 0
(ZZ) M4><1 =
)
7

2.2.0.4 Matriz quadrada.

E toda matriz em que o ntimero de linhas ¢ igual ao nimero de colunas, ou seja,

n=m.

EXEMPLO 2.2.4 Exemplos de matrizes quadradas.

NeREE|

(i) Msyxs =

=~ Ot =
—_
—_
N OGO Ot

—5 4
2 V5

As matrizes quadradas possuem caracteristicas especiais, como:

e Diagonal principal: Conjunto de elementos de uma matriz quadrada que possuem
os indices “i's” e os indices “j's” iguais. a;; s6 pertencerd a diagonal principal se, e

somente se ¢ = j, COIMO Vemos a seguir:

a11 a2 a3z -+ Qin
21 a22 Q23 -+ Q2p
azi a3z |Azz| -0 A3y (2.3)

Gn1 Ap2 (n3 T Apn
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O conjunto de elementos da diagonal principal da matriz acima sera dado por

{aij|i:j} = { a11, @22, 433, Q44, ..., ann}_

EXEMPLO 2.2.5 Nos exemplos abairo, os destaques nas diagonais principais (D.p.) de

cada matriz quadrada citada acima:

1] 7 5
(i) Msxs= |5 [9] 8|, emqueaDp. ={ayli=35}={1 9, 0}.

4 11 [0]

I
2 |V5

(i) Mayo = ,em que a D.p. = {a;li =75} ={ -5, \/3}

e Diagonal secunddria: Conjunto de elementos de uma matriz quadrada que possui a

soma dos indices i e j iquais a n+ 1:

ai .- QG1p-2)  Ai(n-1) |Qin

ag1 s A2(n-2) a2(n-1) Q2n

azy ... |A3(m—2)| A3(m—1) A3g (2.4)
- an1 oo QA (n—2) QAn(n—1) Qnn

O conjunto de elementos da diagonal secunddria da matriz acima serd dado por

{ajli4+ 7 =n+1} ={ ain, asm-1), A3n—2), Qan—3); -, An1}-

EXEMPLO 2.2.6 Abaizo, o destaque da diagonal secunddria de cada matriz quadrada

citada actma:

17
(i) M3z =15 @ 8| ,emqueaD.s ={ajli+j=n+1} ={5, 9, 4}.
2

1

—_

, em que a D.s. ={a;;li +j=n+1} ={4, 2}.

5
(2] V5

2.2.0.5 Matriz identidade

E toda matriz quadrada em que os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e
1, sei=j.

0, se i # J.

o restante dos elementos dessa matriz iguais a 0, ou seja, a;; =
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De maneira geral, temos:

0 0
1 0
Livn=10 0 1 0f. (2.5)
Ll 0
000 0 1

EXEMPLO 2.2.7 Exemplos de matrizes identidade quadrada:

, 10
(2)I2x2= 0 1
10 0
(i) Iixs= [0 1 0].
0 1

2.2.0.6 Matriz diagonal

E toda matriz quadrada onde os elementos que nao pertencem a diagonal principal

sao iguais a zero, ou seja, a;; = 0, se @ # j.

De modo geral, temos que

a1 0 0
0 ag9 0
Man = 0 0 asz ... 0 . (26)
0o = :
0 0 0 .-

EXEMPLO 2.2.8 Ezemplos de matrizes diagonal

30
(7,) D3><3 - O 4

00 -1

1 0 0
. 0 -2 0 0
(ZZ) D4><4 = O 0

_O 0 10
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(iii) Dyyz =

o O O
o O O
o O O

2.2.0.7 Matriz triangular superior

E uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo

iguais a zero, ou seja, V i > j, a;; = 0. De um modo geral, temos que

a12 a3 v A1n
0 929 923 .. Aon

Mnxn - 0 0 a33 a3n (27)
0 0 0 . |ann

EXEMPLO 2.2.9 Ezemplos de matrizes triangular superior

55 0 8
06 79

i) Agus =

(i) Ava 0010
000 3
15 2 6

(ii) Bsxz =10 0 5
0 07
0 0 0
00 0

2.2.0.8 Matriz triangular inferior

E toda matriz onde os elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero, ou

seja, Vi < j, a;; = 0. De um modo geral, temos que
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a1 0
21 22

Myxn=1 a3 aszx |azz| -+ 0 (2.8)
An1 An2 an3 QAnn

EXEMPLO 2.2.10 Ezxemplos de matriz triangular inferior

14 0 0
4 0 0
i) Agsn =
(1) Aaxa 1 45
6 7 0 13
0 0 0
(ii) Bsxz = |7 21 0
2 3 7
[0 0 0
(iii) Dyxz= [0 0 0
000

2.2.0.9 Matriz simétrica

A = (a;;) é uma matriz simétrica quando a;; = aj;. Veremos também que toda

matriz sera dita simétrica se coincidir com a sua transposta.

Vejamos um exemplo geral, de uma matriz 4 x 4, com elementos quaisquer, simé-

tricos.
a b ¢ d
b e
St = f9 (2.9)
h 1
g v J

EXEMPLO 2.2.11 Ezemplos de matrizes simétricas

1 5 4 —6
5 9 11 9
i) Ay —
(i) Awxa 4 11 2 -1
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—21

(ZZ) B3><3 - 7
5

7 5
—6 8
8 2

2.3 Operagoes com matrizes e propriedades das operacoes.

As operagoes com matrizes nos possibilitam resolver diversas situacoes praticas

encontradas em nosso cotidiano e de forma objetiva. Assim, baseamos esse estudo em

(LARSON, 2018; BOLDRINTI et al., [1980; ANDRADE: DE| 2006).

Vamos analisar o exemplo a seguir em que as tabelas abaixo representam o total

de vendas, em reais, nos meses de janeiro e fevereiro, de trés funcionarios de uma loja que

vende eletrodomésticos e moveis planejados.

Tabela 1 — Total de vendas/ Janeiro

Total de vendas/ Janeiro

Funcionarios | Eletrodomésticos | Moveis planejados | Total de vendas
Cintia R$ 32500 R$ 34400 R$ 66900
Fernando R$ 35070 R$ 28250 RS 63320
Leando R$ 27050 R$ 30020 R$ 57070
Tabela 2 — Total de vendas/ Fevereiro
Total de vendas/ Fevereiro
Funcionarios | Eletrodomésticos | Moveis planejados | Total de vendas
Cintia R$ 31000 R$ 33050 R$ 64050
Fernando R$ 35200 R$ 28500 R$ 63700
Leando R$ 28010 R$ 31200 R$ 59210

A loja funciona da seguinte maneira: os funciondrios recebem de comissao 5%

do total de vendas dos ultimos dois meses. Abaixo mostraremos as comissoes de trés
funcionarios sendo calculada por operacoes com matrizes. Para isso, iniciaremos somando
elementos correspondentes ao total de vendas (tltima coluna) das duas tabelas anteriores

dos respectivos funcionarios.

66900|  [64050 130950
63320| + |63700| = |127020 (2.10)
57070|  [59210 116280

Somando os elementos das primeiras linhas das duas primeiras matrizes, colocamos

o resultado do outro lado da igualdade em uma terceira matriz, representando a venda



26

total de cada funcionério, na mesma ordem em que aparecem nas tabelas acima. Agora,
através de uma multiplicacao de um nimero real pela matriz que representa a soma total

do dois meses, veremos o quanto de comissao recebera cada um dos trés funcionarios.

130950 . 130950 130950 6547,5
5% - [127020| = 100 127020 = 0,05 - |127020| = | 6351 (2.11)
116280 116280 116280 o814

Os valores encontrados na tultima tabela, sdo os valores que Cintia, Fernando e
Leandro, respectivamente, vao receber de comissao ao fim de dois meses. Esse valores

foram encontrados através de operacoes de soma e produto com matrizes.

De modo criterioso vamos, a partir de agora, abordar esse contetido com os detalhes

que as operacoes com matrizes e as propriedades dessas operagoes exigem.

2.3.1 Adicao entre matrizes

Para realizarmos a operacao de adigao entre duas matrizes, devemos nos atentar se
a ordem delas sao iguais, pois essa soma se dard pela adi¢ao dos elementos correspondentes
entre elas. Ou seja, a soma de uma matriz A,,y, com a matriz B,,y, € valida, pois possuem
mesma ordem (m X n) e resultard em uma matriz também de mesma ordem (m x n). Ou

seja

A —+ B = [aij + bij]mxn (212)

EXEMPLO 2.3.1 Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem, tal que

5 -5 7 2 -7 0
A=|-7 1 14 eB=|7 =5 10
12 4 -1, 413 -9,

Entao

(5 -5 7 2 -7 0
A+B = |-7 1 14| +|7 =5 10| =
12 04 -1, |4 13 9]
7 —12 7
= |0 -4 24 (2.13)

1617 —10),
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Veremos agora que as muitas propriedades de soma de niimeros reais também se

aplicam em soma entre matrizes.

2.3.1.1 Propriedade da comutatividade da adicao entre matrizes

Sejam A e B duas matrizes de ordem m x n

11 A2 - Aip bii biz -+ b

21 Q22 -+ Q2p by bay -+ by
A= . . . ) B = .

Am1 Am2 **° Amn bml bm2 e bmn

Entao A+ B=B + A.

Prova.

Da definicao de adicao de matrizes e pela comutatividade da adi¢do de ntimeros

reais, temos

A+ B

aix Q2 - Qip b1 by - by,
Q21 Q22 - Q2p by bay -+ by,
= . . N ey .
_aml Am2  *°* Amn bml bm2 e bmn
a1 +bin aig+bia - ap, +biy,
as; +ba1  age +by - agy, + by . . .
= _ ' (comutatividade da adi¢ao de reais)
| Am1 + bml Am2 + bm2 Tt Qmp T bmn_
bii+ann  biat+ax - b, t+an,
boy +agr  bea+ase - bay +as,
_bml + am1 bm? +am bmn + Qmn |
bii bz - by a1 Q2 - Aip
bay  bay - by Q21 Q22 - Q2p
bml bm2 e bmn Am1 Am2 **° Amp

=B+ A. ]
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EXEMPLO 2.3.2 Comutatividade da adicdo

2 3 7 -3
Sejam A = e B= matrizes reais, entao
-5 4 6 12
(2 3] [7 -3
A+B = - =
-5 4 6 12
247 34(=3)] [7+2 -3+3]
—-5+6 4+12 +6—-5 1244
7 -3 2 3]
= —"— =
6 12 -5 4
= B+ A. (2.14)

2.3.1.2 Propriedade da associatividade da adicao entre matrizes

Sejam A, B e C' matrizes de ordem m X n

aix a2 - Qip biy bz - by C11 Ci2 -+ Cip

ag1 Q22 -+ Q2p bar  baa - by Co1 Co2 -+ Cop
A= , B= e C=

Am1 Am2 **° Qmp bml bm2 e bmn Cm1 Cm2 *°° Cmn

Entio (A+ B) +C = A+ (B + C).

Prova. Pela definicao da adicdo de matrizes e pela associatividade da adicao de

nimeros reais, temos
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(A+ B) +

(a11 +b11)  (a12 + b12)
O— (a1 +bo1)  (aga + ba2)
(am2 + bm2)

(@12 + b12) + 12
(a9 + bag) + oo

(a'ml + bml)

(a1 + b11) + 11
(@91 + ba1) + co1

(a'ml + bml) + Cm1 (am2 + me) + Cm2

[ an + (bin +c11) aiz + (b2 + c12)
asy + (ba1 + ¢21) ag2 + (bao + C22)

_a'ml + (bml + le) Am2 + (me + Cm?)

_Gn a12 Q1n (b11 + c11)

21  A22 Q2n,

(bml + le)

|Om1  Am2 Amn

=A+(B+C). =

(aln + bln)
(a2n + b?n)

(amn + bmn)

(b12 + c12)
(ba1 4+ c21)  (bag + c22)

(me + Cm2)

C11  Ci2 Cin

Co1  C22 Con

Cm1 Cm2 Cmn

(aln + bln) + Cin ]
(a2n + b2n) + Con

(amn + bmn) + Cmn_

A1n + (bln + Cln) ]
Aon + (an + ch)

Qmn + (bmn + Cmn)

(bln + Cln)
(b2n + C2n)

(bmn + Cmn)

EXEMPLO 2.3.3 Associatividade da adicdo

2 3 —
,B:7 s eC =
-5 4 6 12

el )

T+1 -3+4
6+2 12-6

(94741 3-3+4
—5+6+2 4+12-6
(247 3-3 +'1 4
—5+6 4+12| |2 —6
2 3 7 —3] 1 4
+ + =
5 4 6 12 2 —6
= (A+B)+C

Sejam A =
2 —6

1 4
[ , matrizes reais, entao

A+(B+C) =

(2.15)
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2.3.1.3 Propriedade da matriz nula

Sejam A e B matrizes de ordem m X n, em que B é uma matriz nula.

air G2 Gy 00 -0
A: CL‘21 a‘22 a?n . B— 00 --- 0
Am1 Am2 **° Amn 0 O et 0

Entdo A+ B=A

Prova.

(CL11+0) (a12+0) <a1n+0)
as1 +0 asx+0) -+ (a9, +0
gyp_|@t0) (@t - (an+0
(am1+0) (am2+0) -+ (Gmn +0)
-CL11 Q12 - Qin
_ Q21 Q22 -+ A2y
_aml Am2  *°° Amn
=A. [ |

EXEMPLO 2.3.4 Propriedade da matriz nula na adicdo.

2 3 00
Seja A = e B= , matrizes reais, entao
-5 4 00
(2 3] [oo
A+B = + =
-5 4 00
l2+0 340]
—5+0 4+0
(2 3
= = A (2.16)
-5 4

2.3.2 Multiplicacao por escalar

A expressao "multiplicacdo por escalar" é o termo usado para multiplicar uma

matriz por um nimero real, esse nimero real sera chamado de escalar. Portanto, sendo
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Apxn € k um ntimero real qualquer, podemos multiplicar k por A,, ., da seguinte forma

a11

21

kAan:k asy

Qm1

12
22

a32

Am2

@13
23

a33

Am3

8

EXEMPLO 2.3.5 Seja A = |5

k-

7

Q1n
Q2n

a3n

amn

13 7

9 4| ek =

-2 6

|
w
=N Ot 0 = Ot ®

-39
—27

k-ann k-ap
k~a21 ]{Z'CLQQ
k-as k-as
k'aml k'amQ

3, logo

7

4| =

6
—-3-13 =-3-7
-39 —-3-4
(—2) —3-6
—21

—12

—18

2.3.2.1 Propriedades da multiplicacao por escalar

Propriedade distributiva 1

tal que k é um escalar e A e B matrizes de mesma ordem.

EXEMPLO 2.3.6 Distributividade de um escalar por uma soma de matrizes

5

Seja k=3, A=

-3

k- (A+B)=k-A+k-B

10 9

-2 7
-5 6

e B=

2
3

-6 4 1
-8 8|, logo
12 9

* a3
+ A23

+ a3z

* Am3

k- Ain
k- Qon,
k- asny, (217)
k- amn_
(2.18)
(2.19)
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5 10 9] [-6 4 1
k- (A+B) = 3-||1 -2 7/+|2 -8 8||=
—3 -5 6 8 12 9

(65—-6) (10+4) ((9+1)
= 3| (1+2) (-2-8) (7+8)|=

(=3+8) (=5+12) (6+9)

3-(5-6) 3-(10+4) 3-(9+1)
= 3-(142) 3-(-2-8) 3-(7+8)| =

| 3-(=3+8) 3-(-5+12) 3-(6+9)
(3.543-(—6)  3-10+3-4  3-9+3-1
= 3-1+3-2 3:(=2)+3-(—8) 3-7+3-8| =
3-(-3)+3-8 3-(-5)+3-12 3-6+3-9

3-5 3-10 3-9 3-(=6) 3-4 3-1

= 3-1 3-(=2) 3-7/+| 3-2 3-(-8) 3-8| =
3 (=3) 3-(=5) 3-6 3-8 3-12 3-9

5 10 9 —6 4
= 3 -2 71 +3- -8 8| =

-3 =5 6 12 9
= k-A+k-B (2.20)

Propriedade distributiva 2
(k1 + ko) A=k -A+ky- A (2.21)

tal que k1 e ko s@o escalares e A uma matriz de qualquer ordem

EXEMPLO 2.3.7 Distributividade do produto da soma de escalares por uma matriz.
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2 5|
Seja ky =5,k =4¢ A= , logo

7T =3

(k1 +ka)-A = (5+2)- 2 5]:

(b5+2)-2 (5+2)-5 |

_@+2y7<5+m-@$]_

~[p242.2 55425 ]
5-7+2-7 5-(—3)+2-(—3)]_

52 5.5 2.2 2.5 |
57 5-(=3) o7 2.(=3)|

2 5 2 5
+2. =
7 —3] {7 —3]

= ki A+ky-A (2.22)

- 5.

2.3.2.2 Propriedade de multiplicacao pelo elemento nulo

0-A=0 (2.23)
. 4 N
EXEMPLO 2.3.8 Seja A = 9], entdo
5 4
0.4 = 0. -
-8 9
[ o5 04
0-(=8) 0-9
0 0
_ —0 (2.24)
0 0

2.3.2.3 Propriedade da associatividade na multiplicagcdo por escalares

ki (ky - A) = (ki ko) - A (2.25)

1
EXEMPLO 2.3.9 Sejaky =3, ks =T e A=

7 .
, entao
2
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17
k- (ks - A) = 3~(7-[2 —2]):

= (k1 -ko)-A (2.26)

2.3.2.4 Propriedade do elemento neutro na multiplicagao

O elemento neutro na multiplicacao se da pelo produto do escalar 1 por qualquer

uma matriz, tal que o resultado serd sempre a matriz em questao, logo

11 a2 @13 ... Qip
(21 Q22 A23 ... (Q2pn
1-Apxn = 1-|a31 azxe azz ... azp| =
_aml Am2  Gm3 o amn_
1'&11 1'@12 1'@13 1-a1n
1'(121 1'@22 1'@23 1'(12n
= 1'@31 1'0/32 1'&33 1-a3n =
l-api 1-Gmo 1-ap3 ... 1-amm,
11 Q12 Az ... dip
Q21 Q22 A23 ... dap
= |a3 azx az ... a3 | = Apxn (2.27)
|O@m1  Gm2 Am3 ... Qmn |

EXEMPLO 2.3.10 Seja A =

} = e 1 o escalar, logo

(=2)
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2 =2

I A

12 1-(-2))
17

= = A (2.28)
2 -2

2.3.3 Multiplicacao de matrizes

Para que duas matrizes A e B possam, nessa ordem, se multiplicar, o nimero de

colunas da 1* matriz deve ser igual ao nimero de linhas da 2* matriz.

e Caso 1: Multiplicagdo de uma matriz linha A;y, por uma matriz coluna B y.
by

by
Considere a matriz linha A = [al as - an} Ly €2 matriz coluna B =
Xn

bn
nx1
by
by
Definimos a multiplicacdo de A por B por A- B = |a; ay --- Gn} 1T =

by
[a1b1 + CLQbQ + -+ anbn].

Assim, a multiplicacdo Aqy,-Bnx1 = C1x1 resulta numa matriz Ci; que identificamos

com o numero real C' = [a1b; + agby + - -+ + ayby]ix1-

EXEMPLO 23.11 Se A= |-1 0 2 1] eB= | entio A B=[-1:2+0-4+2.

(_2) + % . 6]1><1 = [—2 +0—4+ 2]1><1 = [_4]1><1

e Caso 2: Sejam A,,x, € B, x, matrizes em que o nimeros de colunas de A coincide

com o numero de linhas de B.

11 A2 -+ Aip bii big - blp

G21 Ag22 - dgp bor bay - b2p

Am1 Am2  * Qmp bnl bn2 bnp
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Se 1 <1 < m, denotaremos por A; = [aﬂ Qg -+ a;,| a matriz-linha formada
blj
o . . baj
pelos elementos da i-ésima linha da matriz A, e se 1 < j < p, denotamos por B; =

bnj

a matriz-coluna formada pelos elementos da j-ésima coluna da matriz B.

Nota-se que, pelo Caso 1 da multiplicacao de matrizes, estd bem definida a multi-

plicacao A; B;.

Define-se a multiplicacao da matriz A,,., pela matriz B, «, como sendo a matriz

Crnxp, definida por C' = (¢;;) com

b,
J
ey =Ai B = lan an - ai)

b

=a;1b1j + aigbgj + -+ ainbyy, 1 <i<m, 1 <5 <p.

Assim, informalmente podemos afirmar que o elemento 75 da matriz multiplicagao

AB é a multiplicagdo da linha 7 da matriz A pela coluna j da matriz B.

Por definicdo, a matriz multiplicacdo C' tem ordem m X p, ou seja, tem o nimero
de linhas da matriz A e o nimero de colunas da matriz B. Além disso, a multiplicacao da
matriz A pela matriz B esta definida apenas quando o nimero de colunas da matriz A

coincide com o numero de linhas da matriz B.

Amxn : anp = [A ' B]mxp (229)

EXEMPLO 2.3.12 o multiplicacio da matriz Ayyo pela matriz Bays € vdlida, pois o nimero
de colunas da matriz A (duas colunas) € iqual ao nimero de linhas da matriz B (duas
linhas).

EXEMPLO 2.3.13 A multiplicacio da matriz Ayys pela matriz Bsys ndo é valida, pois
o nimero de colunas da matriz A (quatro colunas) é diferente do nimero de linhas da

matriz B (trés linhas).

EXEMPLO 2.3.14 A multiplicacio entre a matriz Asys pela matriz Bsyg terd como resul-

tado uma matriz Csye.
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2.3.3.1 Processo multiplicativo

Depois de observar os casos acima, vamos ao processo multiplicativo entre duas

matrizes,
b1 b
ba1 b2
bs1 b3y
_bnl bn2

a1

a1

tomando a matriz A,,x, = |as1

bis
b23

bS3

bn3

brp |

Am1

Q12
22

32

Am2

13
a23

a33

Q1n
Q2n,

Q3n,

e a matriz B, x,

. A 1* observacgao é respeitada, pois o nimero de colunas da

matriz A (n) é igual ao nimero de linhas da matriz B (n), entdo multiplicando-as, iremos

gerar a matriz Ci,x, com o mesmo numero de linhas da 1* matriz e o mesmo ntimero de

colunas da 2* matriz, como diz a 2% observacao. Entao

ai
a1

a3

Am1

C11 -

C12 -

Cip -

a2
a2

as2

Am2

ais
as3

as3

Qm3

A1n
A2n

A3n

amn

b1 bz bis
ba1  baa Do
X |bz1 bsa b3z

bnl bn2 bn3

bip

C11
C21

C31

Cm1

C12
C22

C32

Cm2

C13
C23

C33

Cm3

Cada elemento da matriz Ci,x,, sera gerado da seguinte forma

Clp
CQP

Cgp

(2.30)

Multiplicar os elementos da 1° linha de A pelos elementos correspondentes da 1°

coluna de B e depois somar todos os produtos.

— c11 = @11 - by +ajg - boy + a3 - bsy + - 4 gy, - by

Multiplicar os elementos da 1° linha de A pelos elementos correspondentes da 2*

coluna de B e depois somar todos os produtos.

— 12 = @11 - big + @12 - bag + ag3 - bsa + - - - + a1y - bpa.

Multiplicar os elementos da 1* linha de A pelos elementos correspondentes da p-ésima

coluna de B e depois somar todos os produtos.

— C1p = 11 - bigp + a1 - bop + a1z - bsp + - - 4 A1y - by
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Observe que, no processo acima, foi construida a 1* linha da matriz C,,,. E assim,

nessa mesma logica, linha por linha, que se constréi o restante da matriz.

3 5
4 7 5
EXEMPLO 2.3.15 Seja M = | 5 6| e N = { } logo

1 -3 2
31
Bl 4 7 5
Mo X N- = 5 6| X =
3x2 2x3 [_1 _3 2:|
~3 1
[ 3.445-(=1) 3-7+5-(=3) 3-5+5-2
= | 5:446-(=1) 5-7T+6-(=3) 5:5+6-2|=

—3-44-3-(=1) —3-7+1-(=3) —3-5+1-2
[12-5 21—-15 15+10

— | 20—-6 35-18 25+12| =

~1243 —21—-3 —15+2

7 6 25
= |14 17 37 (2.31)
-9 —-24 —-13
L 3x3
5
EXEMPLO 2.3.16 Seja P = |2| e Q = [9 4}, logo
1
5
Py X Qixa = |2] X [9 4} =
1
5.9 5.4
1-9 1-4
45 20
— |18 4 (2.32)
9 4
L 3Ix2

2.3.3.2 Propriedades da multiplicacao de matrizes

Depois de verificar as condi¢oes para que duas matrizes se multipliquem e existindo

essas condigoes, as seguintes propriedades serao validas.
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(i) (A-B)-C=A-(B-C) (Associatividade)

A multiplicacdo da matriz A pela matriz B seguida pela multiplicacdo da matriz C'

é igual ao produto da matriz A pela multiplicacdo da matriz B pela matriz C.

2 1
1 4 8
EXEMPLO 2.3.17 Sejam A= |4 5 , B= ] e C = ] , entdo
6 —4 29 2X2 7 2x1

3x2
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(A-B)-
—4
141-2
145-2
6-1+(—4)

2
4
6
2
4

2-1+1-2
4-1+5-2
6-1+(—4)

(2-1+1

61+ (—4)

2 6-44(—4)-9 e

2 6-44(—4)-9 L'

.2)
(4-1+5-
.2]
(2-141-2
(4-1+5-
61+ (—4) 2

1 4 8
X X
29 7
2x2 2x1

24419 -
4-445-9

2x1
43%x2

2.441-9 -
4-445-9

2x1

13%x2
-84+(2-441-9)-7
-8+ (4-445-9)-7
8+[6-44+(—4)-9]-7

2)

)-8+ (2-441-9)-7 :
2)-8+(4-4+5-9)-7
|- 8+[6-4+(—4)-9]-7

43x1

2.1-841-2-
4.1-845-2-
6-1-8+(—4)-2.

2-1-8+2-4-
4-1-84+4-4-

2-(1-84+4-7)+1
4-(1-844-7)+5

"o

2-849-

NS
ot

4 3%x2

) 1

4 5

6
43%x2

A-(B-C)

8+2-
8+4-
8+6-

7T+1-
7T+5-
6-1-8+6-4-7+(—4)-

[1.84+4.7

I I N NG

TH1-9-7
T+5-9-7
T4 (=4)-9-7

841-9-7
-8+5-9-7
84+ (—4)-9-7
(2-849-7)
(2-849-7)
(1-8+4-7)+(—4)-(2-849-7)

3x1

2x1

), fL

3x1

43x1

(2.33)

(i) A-(B+C)

= A -B+ A - C (Distributividade a esquerda)

O produto da matriz A pela soma das matrizes B e C' ¢é igual a soma dos produtos

da matriz A por B e a matriz A por C. Observe que para que a propriedade seja
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valida as matrizes B e C' precisam ter a mesma ordem e certifique-se que a matriz A

sempre esteja ao lado esquerdo das outras duas matrizes.

2 1 2
EXEMPLO 2.3.18 Seja A = ] , B = [ ] eC =
7 0 2%2 7 2x1

A(B+C)=

242
746
(242)+1-(7+6)
(24+2)+0-(7+6)
2492.241-7T+16]
247-240-T+0-6
2417422416
240-7T+7-240-6
2417 [2-241-6
240-7]  |7-240-6
1] 2] [2 1] [o

RERERIE

A-B+A-C (2.34)

X

;
0_
;
0_

N N N N N N N N N N N N N N

(ii) (B4+C)-A=B-A +C-A (Distributividade a direita) A distributividade a
direita é anadloga a distributividade a esquerda, desde que se respeite as posi¢des das
multiplicacoes das matrizes, ou seja, a soma das matrizes B e C multiplicada pela

matriz a A é igual a soma do produto da matriz B por A com o produto da matriz

C por A.
4 2 9 0
B = ] e C = { ] , logo
7T 4 —1
2x3 2x2

EXEMPLO 2.3.19 Seja A =

)

2x2
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e (1D
77 |4 -1 7
4+9 240 | [2]
T+4 TH(-D] |7

(44+9)-2+24+0)-7 |

(T+4)- 2+ [T+ (-1)]-7
4-249-24+2-740-7

72442477+ (1) 7]

4-242-749-240-7
To24T-TH4-24(=1)-7

(4.242.7 9-24+0-7 |
72477 |4-24(-1)-7|
4 2] f2] o o] [2
. + . pu—
77| |7 [4 ~1 H
B-A+C-A (2.35)

(iv) I-A =A-1I= A (Elemento neutro da multiplicagdo)

Essa propriedade diz respeito ao produto de uma matriz identidade por uma matriz
A que é equivalente ao produto da matriz A pela matriz identidade, em que ambas

as multiplicagdes sdo iguais a matriz A, ou seja, um produto que nao modifica o

9 0 10
el = , logo
4 4] [O 1]

corpo da matriz A.

EXEMPLO 2.3.20 Seja A =

1
01 4 4
~[t9+0.0 009410
14404 0-441-4]
~[9o1+0-0 9.0+0-1]
41440 4-0+4-1]
[9 0 10
= X =
4 4] "o 1
— A-T=A (2.36)

(v) A-O=0"-A =0 (Elemento nulo da multiplicagao)
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A propriedade nos fala do produto de uma matriz nula por uma matriz A ser igual ao
produto da matriz A pela matriz nula e ambos os produtos teremos como resultado

a matriz nula.

EXEMPLO 2.3.21 Seja A = e O = [O O}, logo

6 6.0 6-0] [o 0
A-0=||x[o 0] = = =0 (2.37)
2 2.0 2.0] |0 0
e
6 0-6 0-6 00
O-A=0 0| x| |= - =0 (2.38)
2| 0.2 0-2] |0 0

Entao A-O=0-A=0.

Observagao. O produto de matrizes nao é comutativo, ou seja, se A e B sdo matrizes
tais que estao definidas as multiplicacbes A B e B A, entao nao necessariamente
AB = BA.

1 2 -1 1
De fato, tomando A = e B= , temos
4 1 0
AB— 1 2] |-1 1 _ 11
3 4 1 0 1 3
BA— -1 1} |1 2 _ 2 2
1 0] |3 4 1 2

assim, A B # B A.

2.3.4 A transposta de uma matriz

Dada uma matriz A de ordem m X n, iremos chamar de transposta de A, a matriz

At (ou A’) de ordem n X m, ou seja, dada a matriz A, para se obter a transposta A?,

devemos permutar as linhas com as colunas dessa matriz, da seguinte forma
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11 Q12 A1z ... dAip
Q21 A22 Q23 ... Q2p
Seja a matriz A,,x, = | @31 as2 as3 ... as, |, dizemos que sua transposta é
|@m1 Gm2  Am3 ... Omp
11 Ag1 31 ... Aaml
Q12 Az 23 ... (am2
: t
igual a Al = |ai3 a3 az ... ap3l.
_aln A2p  A3pn amn_

EXEMPLO 2.3.22 Alguns exemplos de matrizes e suas transpostas.

(i) Observe que quando calculamos a transposta de uma matriz quadrada, a diagonal

principal permanece a mesma.

5 10 9 5 1 =3
M=|1 -2 7le M'=|10 -2 -5|.
-3 =5 6 9 7 6

(ii) Veremos também, alguns autores, usando a seguinte notagao para a transposta de

uma matriz.

8 9
8 —9 1
—9 —4| = (2.39)
9 —4 0

2.3.5 Propriedades da matriz transposta

(i) (A+B)" = A+ B

E equivalente dizer que a transposta da soma de uma matriz A com a matriz B é

igual a soma da transposta da matriz A com a transposta da matriz B.

2 =7 5 7
EXEMPLO 2.3.23 Sejam A= |9 1| eB=|-1 =3|, logo
—4 0 2 4
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2 =7 5 7

(A+B)' = 9 1|+|-1 =3]| =
4 0 2 4
[ 245 747
9+ (—1) 1+ (=3)| =
442 044

245 94 (—1) —4+2
—T+7 14+(=3) 0+4

(9 9 —4 5 -1 2
—|— —
-7 1 0 7 -3 4
A+ B (2.40)

(i) (a-A)f=a-At
Essa propriedade nos diz que a transposta do produto de um escalar real a por uma

matriz A é igual ao produto desse escalar pela transposta da matriz A.

5 10 9
EXEMPLO 2.3.24 Considerando o nimero real 3 e a matriz A = |1 -2 7|,
-3 -5 6
teremos
5 10 9]\
(3-A)f = 3 -2 71| =
-3 =5 6
[ 3.5 3.10 3.9
3-(=2) 3-7| =
_3 (=3) 3-(=5) 3-6
(3.5 3.1 3.(-3)
3-10 3:(=2) 3-(=5H)| =
_3 9 3-7 3-6
5 1 -3
3-110 -2 —5| =
9 7 6
3. A (2.41)

(iii) (a-A)*=a- At
Significa dizer que a transposta do produto de um escalar real a por uma matriz A é

equivalente ao produto desse escalar a pela transposta da matriz A.
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15 1
EXEMPLO 2.3.25 Dado um nimero real 7 e a matriz A= |5 4 |, entdo
2 =3
t
15 1
(a-A) = |7-15 4 =
2 -3
- t
7-15  7-1
= |75 7-4 =
727 (—3)
s rs T2 |
7.1 74 7-(=3)
15 5 2
= 7 =a- A (2.42)
1 4 (-3)

(iv) (AY = A

E o mesmo que dizer que a transposta da transposta de uma matriz A é a propria

matriz A.
EXEMPLO 2.3.26 Dada uma matriz A= | 2 |, entdo
—4
ot
7
t
wy = |[2]] -
—4
t
= |7 2 —4| =
= |2|=4 (2.43)
—4

(v) (A-B)' =Bt At

A propriedade diz que a transposta do produto de uma matriz A com uma matriz B,
é igual ao produto das transposta da matriz B pela transposta da matriz A. Observe

que a ordem das multiplicagoes das matrizes A e B se alteram nessa propriedade.
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3 4

2 5
EXEMPLO 2.3.27 Seja A= |2 5| e B = A 3], logo
4 1
- t
3 4 5 s
(A-B)' = ||2 5| x =
4 3
4 1

(3.944.4 3.54+4-3
— |l2.245-4 2.5+5-3|| =
4.2941-4 4.54+1-3

~ [32+44 22454 4.241.4]

~ [35+4:3 2:5+45-3 4-5+1-3]

C[23+4-4 2.244.5 2.4441]

~ |53+43-4 5.243-5 5-4+43-1|

. 4><[3 > Hopa (2.44)
5 3] |45 1
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Capitulo

3

Operacoes elementares sobre linhas

3.1 Operacoes elementares sobre linhas

Umas das maneiras de acharmos a solucdo de um sistema de equacao é substituindo-

o por um sistema de equacoes equivalente a ele, porém de facil resolugao. Para construirmos

uma nova equacao equivalente a antiga, iremos realizar o que chamamos de operagoes

elementares sobre linhas, ou seja, uma sequéncia de operagoes sobre as equagoes do sistema
sem alterar sua solucao.

1.0 Na matematica ocidental antiga sio poucas as aparicoes de

sistemas de equacoes lineares. No Oriente, contudo, o assunto

mereceu aten¢ao bem maior. Com seu gosto especial por diagramas,

os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus

coeficientes escritos com barras de bambu sobre os quadrados de

um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o método de resolugao

por eliminagdo — que consiste em anular coeficientes por meio de
operagoes elementares.(DOMINGUES] 1998)

DEFINICAO 3.1.1 Dada uma matriz Ay yn, A = (aij), as seguintes operagoes abairo

chamam-se operagoes elementares sobre linhas.
i) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas de A, (L; <> L;)
ii) Multiplicacdo da i-ésima linha por um ndmero real k # 0, (L; — k- L;)

iii) Substituigao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha (L; —

Li+k-Lj).
1 2 3
EXEMPLO 3.1.2 Dada a matriz A= |0 —1 5|, dizemos que B é a matriz obtida de A
0 0 1
0 0 1

pela operacao Ly <+ Ls. Logo, B= |0 —1 5].
1 2 3
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EXEMPLO 3.1.3 Dada a matriz A = bz 0 ], dizemos que B é a matriz obtida
-1 0 2 V3
de A pela operacao Lo — —2Ly. Logo, B = b2 3 0 ] )
2 0 —4 —2V3
1 2 3
EXEMPLO 3.1.4 Dada a matriz A= |—1 0 2 0|, dizemos que B é a matriz obtida
4
1 2 3 0
de A pela operacao Ly — Lz —4Ly. Logo, B= |—-1 0 2 0]
0 -5 —-10 1

DEFINICAO 3.1.5 Sejam A e B matrizes m x n, diz-se que a matriz B é linha equi-
valente a matriz A quando B € obtida de A através de uma sequéncia finita de operagoes

elementares sobre as linhas de A.

Se O1, Oy, ..., Oy denotam operacoes elementares sobre linhas entao podemos

representar a relagio B linha equivalente a A pela sequéncia
A gl Al Eg A2 5; A3...AN,1 O—])V B

com A=Ay, B= Ay e A; obtida de A;,_1 através da operacao elementar O;,i =
1,2,3,.., N — 1.

EXEMPLO 3.1.6 A matriz B = ¢ linha equivalente da matriz A =

=N N
O =
o O =
o O =
o = O
= o O

Para mostrar essa afirmacao, é suficiente mostrar que a matriz B pode ser obtida

de A através de uma sequéncia finita de operagoes elementares.

Verifica-se que usando as trés operagoes elementares abaixo, obtém-se B a partir

de A.

100 100 100 2 1 1
A:010%210%210%210:B(3.1)
1 2 3
00 1 00 1 2 1 1 100

Seja A uma matriz m X n e seja O uma operacao elementar sobre linhas de matrizes
m X n. Se a matriz B é obtida de A pela aplicagdo da operacao O, denotamos B = O(A).

Introduziremos agora a nogao de operacao elementar inversa.
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DEFINICAO 3.1.7 Seja O uma operacio elementar sobre linhas de matrizes m x n. Uma
operacao elementar O’ sobre linhas de matrizes m X n € a operac¢do elementar inversa

de O, quando

O'(0(A)) =0(0'(4)) = A (3.2)

para qualquer matriz A, xn .

Intuitivamente a operacao elementar inversa de O, “desfaz” a operagao elementar

0.

O proximo resultado afirma que todas as operagoes elementares sobre linhas de

matrizes m X n admitem operacoes elementares inversas.
TEOREMA 3.1.8 Dada a matriz A, xn,

(i) se O denota a operagao elementar permuta das i-ésima e j-ésima linhas de A(L; <>

L;), entao a operagio elementar inversa de O é O' = A(L; <> L;).

(ii) se O denota a operagio elementar multiplica¢do da i-ésima linha por um nimero real
k#0, (Li — kL;), entdo a operagio elementar inversa de O é O' (L; <> (1/k)L;).

(7ii) se O denota a operagio elementar substituicio da i-ésima linha mais k vezes a j-ésima

linha (L; — L;+kLj), entao a operagio elementar inversa de O é O'(L; — L;—kL;).

DEMONSTRACAO:
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(i) Para demonstrar o item (i) em que O : L; — L; é suficiente provar que O(O(A)) = A.

a1

Am1

12

Q2

Am2

a2

075)]

Cljg

Am2

Q1n

amn

A1n

Qip

ajn

amn

ai1
ajl
Li(—)LJ‘
e
Q41
_aml
=A.

a2

CL]'Q

A2

Am2

Q1n

CLJ‘n

Qin

amn

Li<—)Lj
s

(ii) Para demonstrar o item (ii), se O denota L; — k- L; e O" denota L; — (1/k) - L;,
entdao basta mostrar que, O'(O(A)) = O(O'(A)) = A, de fato, mostrando que
O'(0O(A)=A

Cljl

Qm1

12

CL]'Q

Am2

A1n

Qip,

ajn

amn

LinhLl‘
R

a11

kaﬂ

12

kZCLZ‘Q

A1n

kam

ajn

Lﬁ—)(l/k‘)'Lj

= A. A operagao O(O'(A)) = A é similar. (3.4)

(ili) Para demonstrar o item (iii), se O denota L; — L;+k-L; e O’ denota L; — L;—k-L;,
entdo basta mostrar que O'(O(A)) = O(O'(A)) = A, de fato, mostrando que
O'(0O(A)) = A.
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aix a2 - Qi

;1 ;2 Qin
A=

CLJ1 CLjQ Cljn

Am1  Am2 Qmn

ajp a2 - Aip
;1 Q2 - Gip
a;i Q59 Ajn
m1  Am2 Qmn

o

a1

a;1 + kaﬂ

Am1

Q12

Ao + kajl

Am2

Q1n

Qip + k:ajn

amn

= A. A operagao O(O'(A)) = A é similar.

Ll—>L1—kL]
L

(3.5)

Denotaremos por M,,x, o conjunto de todas as matrizes de ordem m x n. Se A,

B € M,,«, escrevemos B ~ A quando B é linha equivalente & matriz A. O proximo

resultado lista trés importantes propriedades da relagao linha equivalente.

TEOREMA 3.1.9 Seja M., o conjunto de todas as matrizes de ordem m x n. Entdo

para quaisquer matrizes A, B, C' € M,x, as sequintes propriedades sao vdlidas.

(i) Reflexividade: A ~ A.

(it) Simetria: Se B ~ A, entao A ~ B.

(iii) Transitividade: Se A~ B e B ~ C, entao A~ C.

DEMONSTRACAO:

(i) Considere a operagao L; — 1L;, entao A

L;—1-L;
—

A e, portanto, A ~ A.

(ii) Suponhamos que B ~ A, entao existem operagoes elementares O, Os, Os, ..., On

tais que

A 51) Al 5; AQ a: A3...AN_1 (9—1>V B
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Considerando as operagoes elementares inversas de 01, Os, Os, ..., Oy denotadas

respectivamente por Oy, 0’5, 0’3, ..., Oy, temos que
B— Ay — Ay_ 9 —— An_3 ... Ay —> A, portanto, A ~ B.
Y O'N-1 O'N_2 0’1

3) Suponhamos que A ~ B e B ~ C, entao existem operagoes elementares que Oy, O,

Os, -+, Ok, tais que
A— A — Ay > A3.. . Ax 1 — B
o g gr Az i v
e existem operagoes elementares Ol, 02, 03, ey Oy tais que

B — By — B, — B3...BN_1 — C
01 O2 03 ON

logo, segue que

A— Al — A2 — Ag...AK_l — B — Bl — BQ — Bg...BN_l — C
(@t (@) O3 Ok (e}t O2 O3 On

e, portanto, A~ C. m

O Teorema 3.1.9 esté dizendo que a relagao linha equivaléncia é uma relagao de

equivaléncia no conjunto M,,, de todas as matrizes de ordem m x n.

3.2 As Formas escalonadas de uma matriz

Antes de exibir o algoritmo de escalonamento propriamente dito, necessitamos de

uma definicao.

DEFINICAO 3.2.1 Uma matriz A, estd na forma escalonada quando

A(s) linha(s) nula(s) esti(ao) abairo das demais e o primeiro elemento nao nulo
de uma linha, definido como elemento lider, estd em uma coluna a direita do elemento

lider da linha acima (FARIAS; KONZEN; SOUZA, 2020).

Em uma outra visao, podemos dizer que a matriz estd escalonada quando o nimero
de zeros a esquerda do elemento lider de cada linha sempre aumenta de uma linha superior
para uma linha inferior e se caso tivermos uma linha nula, ela deve estar abaizo de qualquer

linha nao nula.

As duas condigoes da Definicao acima implicam que os elementos que estao abaixo

de um elemento lider sao todos iguais a zero.
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EXEMPLO 3.2.2 Em relacio a matriz abaizo

1 ap a1 as as
0 0 2 a4 a;j
0 0 0 —1 ag
0 0 0 0 O

é uma matriz em forma escalonada. Notamos que os coeficientes ag, ai, as, as, ay,
as e ag podem ser quaisquer ntimeros reais sem alterar o fato de a matriz estar em forma

escalonada.
DEFINICAO 3.2.3 Quando uma matriz A estd na forma escalonada, a posicio ij do
primeiro elemento nao nulo da linha i de A chama-se uma posi¢cdGo pivd. Dizemos

também que uma coluna é uma coluna pivo quando a coluna possui uma posicao de pivo.

Observacgdo: Considere a matriz

035 0 1
000 -1 7
000 0 O

Nessa matriz as posigoes pivo 7] sao 12 e 24, pois A estd na forma escalonada e
12 é a posicao do elemento lider da linha 1 e 24 é a posi¢ao do elemento lider da linha 2.

Também as colunas 2 e 4 de A sdo colunas pivo.

3.3 A forma escada de uma matriz (Formas escalonadas reduzi-
das)

DEFINICAO 3.3.1 De acordo com (BOLDRINI et all |1980), uma matriz A de ordem
m x n ¢ linha reduzida a forma escada quando
(i) o primeiro elemento nao nulo de cada linha de A € igual a 1.

(7i) cada coluna de A que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha, tem

todos os seus outros elementos iquais a zero.
(iii) toda linha nula de A ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas.

(iv) se as linhas 1,2,3,...,r sdo as linhas nao nulas de A, e se o primeiro elemento nao

nulo da linha i ocorre na coluna k; entdo k1 < ko < ... < k,.
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A condi¢ao (iv) impoe a forma escada a matriz, ou seja, o nimero de zeros
precedendo o primeiro elemento nao nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que

sobrem somente linhas nulas, quando houver.

Figura 1 — Matriz linha reduzida a forma escada.

A Figura acima ilustra bem a condigao (iv) da defini¢ao 3.2.1. A parte escura

representa as linhas nao nulas e a parte clara representa os zeros da matriz.

Observagdo 1: Toda matriz A,,x, linha reduzida a forma escada (defini¢ao 3.2.1),

em particular, estd na forma escalonada, ou seja, o método se baseia no fato de que todo
sistema é equivalente a um sistema escalonado (LIMA] 2004).

Observagiao 2: E facil verificar que uma matriz A,,, é linha reduzida a forma
escada se, e somente se, A estd na forma escalonada, todos os elementos lider sdo iguais a

1 e sdo os Unicos elementos nao nulos das suas colunas.

EXEMPLO 3.3.2 Sequem alguns exzemplos de matriz que estdo e que ndo estdo em forma

escada.
1 000
a) (01 30
0010

A matriz ndo estd na forma escada pois viola a condicao (ii) da defini¢io 3.2.1.

A matriz ndo estd na forma escada pois viola as condigoes (i) e (iv) da defini¢ao 3.2.1

N
o o O
S O =
o O ot
w o O
~N O =



56

d)

Nao estd na forma escada pois viola as condigoes (i) e (iti) da defini¢ao 3.2.1

o o O
o O =
S O =
S = O
i

Estd na forma escada pois satisfaz todas as condicoes da definicio 3.2.1.

Para toda matriz A,,«,, € possivel aplicar um nimero finito de operacoes elementares

sobre linhas de forma a obter uma matriz linha reduzida a forma escada, este processo

gera um algoritmo chamado de algoritmo de escalonamento que veremos na proxima segao.

De fato, vale um resultado ainda mais forte cuja prova se encontra no Apéndice A.

TEOREMA 3.3.3 Toda matriz Ap,xn € linha equivalente a uma tunica matriz linha reduzida

a forma escada.

DEMONSTRACAO: Ver apéndice A. m

3.4

O Algoritmo do escalonamento

De acordo com (FARIAS; KONZEN; SOUZA| 2020), sistematicamente, encontramos

a forma escalonada de uma matriz aplicando os seguintes passos:

1°)

2°)

3°)

1)

5°)

Analisar a primeira coluna pivo da esquerda para a direita, ou seja, é a primeira
coluna que possui algum elemento diferente de zero e, se necessario, aplicar operagoes
elementares para que o elemento da primeira linha (esta é a posigao de pivd!) passe

a ser diferente de zero;

A partir de operacgoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do

elemento na posicao de pivd que obtivemos no Passo 1;

Desconsiderando por um momento a primeira linha, procuramos pela proxima coluna
pivo aquela que tem algum elemento nao nulo abaizo da primeira linha. Se necessario,
aplicar operagoes elementares para que, na segunda linha, o elemento passe a ser

diferente de zero;

A partir de operagoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do

elemento na posicao de pivo que obtivemos no Passo 3;

Desconsiderando por um momento a primeira e a segunda linhas, procuramos pela
préxima coluna pivo, aquela que tem algum elemento nao nulo abaixo da primeira
linha e da seqgunda linha. Se necessario, aplicar operacoes elementares para que, na

segunda linha, o elemento passe a ser diferente de zero;
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6°) A partir de operagdes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do

elemento na posicao de pivd que obtivemos no Passo 5 e assim por diante.

O processo deve ser repetido até se esgotarem as colunas que possuem a posicao de

pivo. Vamos analisar o algoritmo sendo aplicado na matriz A abaixo.

EXEMPLO 3.4.1 Considere a matriz

00 0 0 0 0
o0 2 1 -1 8
A=10 0 -3 -1 2 -—11
00 6 2 —4 22
00 -2 1 2 =3

1° Passo. A primeira coluna pivd € a terceira. Escolhemos um elemento nao nulo
da terceira coluna para ocupar a posicao de pivo. Por exemplo, a sequnda linha. Trocando
a primeira e a sequnda linhas de lugar (a operagao vai estar descrita abairo), obtemos a

matriz

Ly < Ly

2 1 -1 8
0O 0 O 0
-3 -1 2 -11
6 2 -4 22
-2 1 2 =3

Alz

o O O O O
o O O O O

2° Passo. Eliminar os elementos abaixo do 2 que esta na posicao pivo na primeira

linha. Para isso, basta aplicar as seguintes operagoes elementares a matriz Aj:
L3 — L3 + %Ll
L4 — L4 — 3L1
L5 — L5 + L1

apos isso, obtemos a matriz

002 1 -1 8]
000 0 0
AQZOOO%%
000 -1 -1 -2
000 2 1 5|
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3° Passo. A partir de agora, vamos essencialmente repetir o processo ja realizado
até agora. Notamos que a proxima coluna na matriz A, que contém elementos nao nulos
(sem olhar para a primeira linha!) é a quarta coluna. Portanto, esta é uma coluna pivo e
vamos posicionar um elemento nao nulo na segunda linha. Por exemplo, podemos trocar a

segunda e a terceira linhas da matriz As,.

Ly Ls i
002 1 -1 8
000 4+ 1
A3=10 00 0 0 0
000 -1 -1 =2
000 2 1 5|

4° Passo. Multiplicando a linha 2 de A3 pelo niimero real 2, temos:

Ly — 2L, i
002 1 -1 8
000 1 1 2
Ay=10 00 0 0 O
000 -1 -1 =2
000 2 1 5]

5° Passo. Prosseguimos como no Passo 2 para eliminar todos os elementos que

estao abaixo da posicao de pivo da quarta coluna de Ay

Ly — Ly+ Ly

Ls — Ly — 2L,

002 1 —1 8

0001 p
As=10 0 0 0 0

0000 0

0000 —1 1

6° Passo. Finalmente, identificamos a coluna 5 como coluna pivé e obtemos uma

matriz em forma escalonada ao deixar um elemento nao nulo na posicao de pivo:

Ly < L3 i
0021 -138
0001 1 2
Ag=10 0 0 0 —1 1
0000 0 O
0000 0 0
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Esse é o formato da matriz escalonada. A partir desse ponto, para obter a forma

escalonada reduzida a partir da forma escalonada aplicamos outros passos iterativos:

7° passo. Comegar pela posicao de pivo mais a direita e eliminar os elementos nao

nulos acima da posi¢ao de pivo;

8° passo. Se necessario, dividir a linha pelo valor do elemento lider (que estd na

posigao de pivd) para que o elemento lider fique igual a 1;

9° passo. Repetir os primeiros passos para o elemento lider na préxima (da direita

para a esquerda) coluna pivo.

Ao terminar todos os processos acima, teremos a matriz escalonada reduzida, como

mostraremos no exemplo abaixo.

EXEMPLO 3.4.2 No Ezemplo (5.4.1), obtemos a matriz Ag que é a forma escalonada da
matriz A. Agora aplicaremos a Ag 0s trés passos anteriores para obtermos a matriz linha

reduzida a forma escada linha equivalente a A.

Identificando novamente as posi¢oes de pivo na matriz Ag, temos que o mais da
direita é o —1 da quinta coluna. Para eliminar os elementos nao nulos acima aplicamos na

matriz Ag:

Lo — Lo+ Ls

L, — L, — Ly

0021 0 7]

0001 0 3
A7=10 00 0 -1 1

0000 0 O

0000 0 0

A préxima posigao de pivo mais a direita é o 1 na linha 2, coluna 4. Eliminando o

termo nao nulo acima, através da operacao elementar em A;

Ly — Ly — Ly )
00 20 4
00 01 3
As=10 0 0 0 -1 1
00 0O 0
00 0O O_

Agora, para obtermos a forma escada de A, basta executar em Ag as duas operagoes

elementares
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S

©

I
o o o o o
o o o o
T R e R
o o = o o

|

_

Com o intuito de agilizar as operagoes elementares para o escalonamento de uma
matriz e sem correr o risco de efetuar alguma operagao de maneira equivocada, foi
utilizado neste capitulo uma calculadora para escalonar matrizes (PLANETCALC 2008).
A calculadora ainda conta com o passo a passo das operagoes elementares realizadas por

ela até o escalonamento.



61

Capitulo

4

Matrizes e sistemas de equacgoes lineares

A fim de tornar a explicacdo mais simples, vamos inicia-la com uma situacao

problema envolvendo um sistema linear com duas incégnita.

Um loja de aluguéis de veiculos tém, em seu estacionamento, carros (x), motos
(x2) e triciclos (z3).
1* info) O estacionamento possui um total de 190 veiculos.
22 info) O estacionamento possui 620 rodas.
32 info) Se apenas 10 carros forem alugados e retirados, o estacionamento ficard com o niimero

de carros igual a soma do niimero de motos com o nimero de triciclos.

Essas informagoes podem ser transformadas em uma linguagem matematica na
forma de equagoes lineares com 3 incognitas. O total de veiculos, por exemplo, pode ser

escrito como:
12 info — 1 4+ 29 + 23 = 190.
E, analogamente, as outras duas informagoes podem ser escritas na forma

2% info — 4z, + 225 + 323 = 20

32 info — z; — 10 =29 + 23

Portanto, devemos encontrar os x1, xo € x3 que sejam solucoes do sistema criado

com as 3 informagoes dadas anteriormente, como segue abaixo

IL‘1+1’2+ZL‘3 =190
4]}1 + 2%’2 + 3%3 =20 (41)

1’1—10:1’2—|—$3
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Muitos dos problemas que veremos pela frente possuem caracteristicas similares
a esse. Aprenderemos, com algumas taticas de resolugoes, a encontrar os valores dessas

incognitas.

4.1 Equacoes lineares

DEFINICAO 4.1.1 Uma equacio linear nas varidveis xi,xs,--- , T, € uma equacdo da

forma
121 + Qg + -+ apxy, = b

em que os coeficientes ay, as, - -+ , 4, € 0 termo independente b sao nimeros reais conhecidos.

EXEMPLO 4.1.2 (i) Uma equagdo linear na varidvel z: 5x = 1
(i1) Uma equagdo linear nas varidveis x e y: 2x — 3y = 10
iii) Uma equagdo linear nas varidveis x,y € z: © + 2y — /2 2z = 12
Y Y

(iv) Uma equagao linear nas varidveis xy, Te, T3, Ty, T5: 31 — To + 204 — x5 =0
Nesta ultima equacao, pode-se incluir a varidveis ausente x3 reescrevendo a equacao

como 3x1 —x9 + 023+ 224 — 25 =0

4.2 Solugao de uma equacao linear

DEFINICAO 4.2.1 Dada uma equacio linear nas varidveis x1, s, -+ , Tp

a1T1 + asxy + - apx, = b (4.2)
uma solugao da equagdo linear (4.2) é uma n-upla ordenada de nimeros reais (&1, Zo, -+ , )
tais que

11+ aoZo + -+, Ty = b (4.3)

ou seja, quando se faz xry = Ty, Tg = To, - , T, = Tpn, a equagao (4.2) € satisfeita.
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EXEMPLO 4.2.2 (i) & = — é uma solugdo da equagio linear 5z = 1.

[Sa

1
De fato, 5 - = 1.
5
Note que, uma 1-upla € simplesmente um numero real.
(ii) O par ordenado (—1,1) € uma solugio da equagdo linear 2z1 + 2x9 =0

De fato, 2(—1) +2(1) = =2+ 2 =0.

Observe também que (—2,2), (—3,3) também sao solugoes.

(7ii) A tripla ordenada (—2,1,0) € uma solugio da equagdo linear x1 + 2xy — x3 =0

De fato, —2+2(1) —0=—-2+2=0.

4.3 O Conjunto solucao

DEFINICAO 4.3.1 Dada uma equacio linear nas varidveis xq1, s, -+ , Tn

a171 + Aoy + -+ - + apx, =0

(4.4)

o conjunto solugio S da equagdo linear (4.4) € o conjunto formado por todas as n-uplas

ordenadas (1, %e, -+ ,&,) de nimeros reais que sao solugoes de (4.4). Em simbolos

S:{(i’l,i'g,"' ,i'n) ER”|G1£1+CL2£’2+"'+6LTLL%”:b}

Resolver uma equacao linear significa exibir o seu conjunto solugao.

4.4 Sistema de equacoes lineares

DEFINICAO 4.4.1 Um sistema de m equagdes lineares nas varidveis o, T, - - -

colecio de m equagoes lineares nas varidveis xi,Tq, -+ , T, da forma

111 + Q12T + -+ - + A1 Ty :bl

211 + Q92T9 + -+ - + A9y, Ty, :bg

Am1T1 + AmaTo + « -+ + QppTy :bm

, Ty € UMG

(4.5)
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Os coeficientes sao indexados por um par ordenado de nimeros naturais ¢ com
1<i1<m, 1 <5< n.

a;; € o coeficiente multiplicador da varidvel x; na i-ésima equagao.

b; ¢ o termo independente da i-ésima equagao.

EXEMPLO 4.4.2 (i) Um sistema de duas equacoes lineares nas duas varidveis , y
3r — 2y =4
6z + 4y =0

(ii) Um sistema de trés equagoes lineares nas trés varidveis x, y, z
rT—2y+z =2
6x + 4y — 22 =0
r—y+2z2=-1
(i) Um sistema de duas equagoes lineares nas varidveis xq, xo, T3, T4

—ZL‘1—|—2{L'3—{L'4:—]_

To + 3334 =0

4.5 Solucao de um sistema de equagoes lineares

DEFINICAO 4.5.1 Dado um sistema de m equagoes lineares nas varidveis x1, Ta, - - , Tn

a1, + A12T9 + -+ A1nTy :bl

2171 + A22%2 + - -+ + Aon Ty =bo (4.6)

Am1T1 + AmaTo + * -+ QpTy :bm

uma solugdo do sistema linear (4.6) € uma n-upla ordenada de nimeros reais (&1, Zo, -+ ,Tn)

tais que

(lni’l + algi‘g + -+ alnin :bl

9121 + A99%o + - - - + Gop Ty, =by

amlil + am2j2 + -+ amnjn :bm

ou seja, quando (Z1,%q, - ,2,) € solu¢ao de cada uma das m equagoes do sistema.
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EXEMPLO 4.5.2 (i) O par ordenado (1,2) é uma solugdo do sistema linear

20 +y =4
-z +y =1

De fato,

(ii) A 4-upla (1,0,0,0) é uma solugio do sistema linear

—ZE1—|—25L‘3—234:—1

To + 31’4 =0
De fato,

—(1)+2(0)—0=—1
04 3(0) =0

4.6 O Conjunto solugao de um sistema de equacoes lineares

DEFINICAO 4.6.1 Dado um sistema de m equacdes lineares nas varidveis x, Ty, - - -

a1, + A12T9 + -+ A1nTy :bl

211 + Q92T9 + - - - + A9y, Ty, :bg

Am1T1 + AmaTo + * -+ QppTy :bm

o conjunto solu¢io S do sistema linear (4.6), é o conjunto de todas as n-uplas (1, Ta, - - -

de niumeros reais, tais que
aili‘l—i‘aigfg—F"“i‘amin:bi, 1§2§m

em simbolos

S={(21,22,- -+ ,Zy) € R" |anZ1 + ajpZ2 + -+ + ainiy, =b;, 1<i<m}
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4.7

Sistemas lineares em sua forma matricial

Agora, iremos escrever um sistema linear na forma de equagao matricial. Chamando

@11 A2 - Adip
G21  QAg22 - dgp
A=
Am1 Am2 -~ Amn
mXxn
a matriz dos coeficientes,
T
T3
X =
T
"l ax1
a matriz das incognitas e
by
ba
B =
b
M1 mx1

a matriz dos termos independentes. Entao

aix Q2 - Qip X1

a21 Q22 Q2p, )
AxX=B= ‘ X

Am1 Am2 - Qmnp Ln

é o formato de um sistema linear na forma de equacao matricial.

Podemos também, para efeitos de contas, escrever esse sistema como uma matriz

ampliada do sistema, que possui a forma

ay a2 - A, by

Ag1 Q22 -+ Q2p by

Aml Am2 " Qmp bm
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E com esse formato que faremos operacoes elementares para a resolucao do sistema.
Perceba que as varidveis, antes chamada de "x;;”, nao aparecem nesse novo formato pela
fato de que, durante as operacdes que faremos, s6 as constantes sofrerdo alteracoes. E
importante ressaltar que os sistemas lineares cujas matrizes ampliadas sao equivalentes,

possuem o mesmo conjunto solucao.

EXEMPLO 4.7.1 Alguns sistema de equacoes lineares e a sua escrita na forma de equac@o

matricial.
2. 3-y=11 2 3 11

(i) 42T = < || =
3-x—2-y=10 3 =2 Y 10
5-a+2-b+7-¢=30 5 2 7 a 30

(i7) 4-a—5b+3-¢c=11 = 4 -5 3| x|b|l =111
8-a+4-b—7-¢c=-5 8 4 -7 c -5

Exibiremos trés exemplos com 3 possiveis solucoes diferentes. E importante frisar
que, nos exemplos abaixo, por serem compostos de apenas duas equacoes e duas variaveis,
poderiam ser resolvidos por métodos mais simples (método da substituigao, adi¢gao ou
comparagao), mas iremos usar o método do escalonamento para estar em sintonia com o

estudo apresentado.

2 3y =—1
EXEMPLO 4.7.2 Dado o sistema linear { v 3y i vamos analisar a solugdo.
r—3y =
2 3 -1 1 0 1
= (4.8)
1 -3 4 01 —1

Voltando para o formato de sistema linear, temos

r+0-y=1
O-z+y=-1
Logo, observamos que o ponto (1; —1) pertence as duas equagoes a0 mesmo tempo.

Isso faz desse ponto a solugao do sistema de equacoes acima.

3r—2y=-—1
EXEMPLO 4.7.3 Dado o sistema de equacdo {6 43/ 5’ vamos analisar a solucao.
r—4dy = —
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Inicialmente, vamos transformar o sistema acima em uma matriz ampliada para,

em seguida, apresenta-la em sua forma escalonada.

2o »
6 —4 -2 0 0 O

Logo, o sistema de equagoes equivalente a matriz escalonada, sera

2, - _1
T T T (4.10)
0z +0y=0

Podemos observar nesse sistema que a segunda equacao ¢ verdadeira para qualquer
que seja o valor de x e y. Diante disso iremos analisar apenas a primeira equacao.

Entao, colocando y em funcao de x, na primeira equagao, temos

2 1:> 1+ 3>
xr — — = —— =
37 37V 2

(4.11)

Na equagao acima para diferentes valores de x, obtemos diferentes valores para y.

Dizemos entao que o sistema admite infinitas solugoes.

2 4+y=95
EXEMPLO 4.7.4 Dado o sistema de equacdo Y , vamos analisar a solugao.
6x + 3y = 10

Nos mesmos moldes em que fizemos anteriormente, iremos, mais uma vez, transfor-

mar o sistema em uma matriz e, em seguida, escalona-la.

[4 —2 6] _ {1 - 0] (41
8 —4 13 0 0 1

Agora, transformando a matriz escalonada acima para o formato de um sistema de

N |

equagoes, temos

—ly=0
A (4.13)
Oz +0y =1

Na segunda equagao, vemos que nao existe valores para x e y que satisfazem a
equagao. Logo é um sistema que nao possui solugao e dizemos que ele é um sistema

impossivel.
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4.8 Posto e Nulidade

DEFINICAO 4.8.1 Sejam Anxn uma matriz € Enyn a matriz linha reduzida d forma
escada linha equivalente de A. O posto de A, posto(A), € definido pelo nimero de linhas
nao nulas de E. Também define-se a nulidade de A por, nul(A) = n — p, ou seja, o

numero de colunas de A menos posto de A.

Pela definicao toda matriz possui um posto e para encontrar o posto dela devemos
primeiro escaloné-la no formato reduzido para ai sim contar o nimero de linhas nao nulas
dessa matriz escalonada reduzida. Essa quantidade de linhas nao nulas sera chamado o
posto da matriz. Temos também que para o calculo da nulidade devemos subtrair o niimero

de colunas da matriz A pelo posto de A.

Observacao: Devido ao Teorema 3.2.3 os conceitos de posto e nulidade de uma
matriz A,,x, estdao bem definidos pois existe uma tnica matriz linha reduzida a forma

escada linha equivalente a A.

3216
EXEMPLO 4.8.2 Dada a matriz A= |1 1 0 1|, vamos determinar o seu posto. Para
2217

isso, devemos deixd-la no formato de matriz escalonada reduzida de A, entdo

3 91 6 100 —1
1 1 O 1 Li:L1—Ls 1 1 O 1 L3:L3—2Lo
22 1 7 22 1 7
1 0 0 -1 100 —1
Lo:Lo—1q
110 1|&tylg 10 2|=8B (4.14)
001 5 001 5

Portanto, como o nimero de linhas nao nulas de B ¢é igual a 3 o diremos que o
posto dessa matriz é igual a 3. Também aprendemos a calcular a nulidade da matriz

A subtraindo o nimero de colunas pelo posto encontrado, logo a nulidade sera igual a

4-3=1

1 2 -1 2
EXEMPLO 4.8.3 Dada a matriz A = |1 1 3 0|, vamos determinar o seu posto.
2 3 2 2

Para isso, assim como antes, devemos deixd-la no formato de matriz escalonada reduzida
de A, entao
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L3:L3—(L2+L1)
E—

Li:L1+42Lo
Su T,

o o = "o = =

0
-1
0

7
4
0

(4.15)

Portanto, como o nimero de linhas nao nulas de A é igual a 2, temos que o posto

de A é 2. A nulidade dessa matriz serd 4 — 2 = 2.

EXEMPLO 4.8.4 Considere a matriz do exemplo (3.4.1)

N

I
o o o o o
o o o o o

6
-2

Entao o posto(A) = 3 e nul(A) = 3.

2
N}
Il
o o o o o

o O O o O

De fato, a forma escada de A é a matriz

o O O O =

2
1

1

o O O = O

0 0
-1 8
2 —11
-4 22
2 =3

O O = O O

Verifica-se que o nimero de linhas ndo nulas de Ay ¢ 3 (posto) e o nimero de

colunas é 6, assim a nulidade de A vale 6 — 3 = 3.

EXEMPLO 4.8.5 Mostre que no conjunto das matrizes m x n, posto(A) =0 se, e somente

se, A= Opmxn-

Se posto(A) =0, e E ¢é a forma escada de A, entao todas as linhas de E sdo nulas

e portanto ' = 0,,x,. Assim, a matriz nula 0,,y,, é linha equivalente a matriz A, e pelo

teorema (3.1.9) a matriz A é linha equivalente a matriz nula 0,,,. Isso significa que a
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matriz A é obtida da matriz nula 0,,., por uma sequéncia finita de operagoes elementares,
mas qualquer operacao elementar aplicada a matriz nula resulta na prépria matriz nula
e, portanto A = 0,,x,. Reciprocamente, se A = 0,,x, entdo A estd na forma escada e,

obviamente, posto(A) = 0.

Os conceitos de posto e nulidade de matrizes desempenharao um papel fundamental
na caracterizacao dos sistemas de equagoes lineares quanto a existéncia e o nimero de

solugoes.

TEOREMA 4.8.6 Vamos considerar, antes de enunciar o teorema, um sistema linear
com m equagoes e n incognitas. Chamaremos de A a matriz ampliada e de C' a matriz
dos coeficientes e tomando pa o posto da matriz ampliada e pc o posto da matriz dos
coeficientes. Caso as matrizes tenham o mesmo posto, para tornar a escrita mais simples,

chamaremos apenas de p. Entdo, temos que:

1) Um sistema de m equagoes e n incognitas admite solucao, ou seja, € possivel se, e

somente se, o posto da matriz ampliada € igual ao posto da matriz dos coeficientes, ou

seja, pa = pc

it) Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p = n, a solugio serd dnica, ou seja,

ba=pc=n

ii1) Se as duas matrizes possuem o mesmo posto, ou seja, pa = pc =p e p < n, podemos
escolher n — p incognitas para serem livres, e as outras p incognitas serao dadas em fungao

destas, podendo essas incognitas assumirem qualquer valor real.

Vamos, inicialmente, apresentar alguns exemplos sobre as situagoes que o teorema
descreve para, em seguida, demonstrar os trés passos citados. Nos exemplos, apresentaremos

as matrizes principais e logo depois, de maneira direta, a sua forma escalonada reduzida

por linha.
111 3 100 5
EXEMPLO 4.8.7 Seja A= |1 2 3 0 | escalonando-a, temos A= |0 1 0 —1|.
1 3 4 =2 001 —1

Observe que ps = pc = 3 e o nimero de incoégnitas da matriz também é 3, logo a
solucdo do sistema é tinica e teremos um sistema P.D. (possivel e determinado). E essa

solugao serd igual a (z,y,z) = (5,—1, —1).

EXEMPLO 4.8.8 Seja A =

—_ = =
W N =
o O =
O = O
S =N
S =

3 2
4 3| escalonando-a, temos A =
5 4
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Aqui temos que py = pc = 2 e o namero de incégnitas é 3, entdo p<n. Logo,
de acordo com o teorema, o sistema sera P.I. (possivel e indeterminado) e escolhendo a

incognita z como a variavel livre, temos como possiveis solugao (z,y,2) = (1 —2z,1—z, 2).

3 2 1 13 10 3 0
EXEMPLO 4.8.9 Seja A= 1|2 1 2 7| escalonando-a, temos A= |0 1 —4 0.
5 3 3 21 00 0 1

Agora, como o teorema diz que o sistema s6 possuird solucao se tiver o posto da
matriz ampliada igual ao da matriz dos coeficientes e vemos que pc =2 <ps=3en =3,

portanto o sistema é impossivel.

EXEMPLO 4.8.10 Considere o sistema linear abaizo, no qual a e b sdo nimeros reais.
T+y+3z=2
r4+2y+42=3

r+3y+az=">

(a) Para que valores de a e b o sistema nao admite solug¢io?

(b) Para que valores de a e b o sistema admite infinitas solugoes?

Antes de efetuarmos a solugao dos itens a e b, vamos escalonar a matriz proveniente

do sistema acima

11 3 2 11 3 9
1 2 4 3 Ls:Ls—11 O 1 1 Ls:L3—21+
Lo:Lo—14 Lyi:L1—L»
13 a b 02 a—3 b—2
10 2 1
01 1 1 (4.16)
00 a—5 b—4

Analisando a matriz escalonada, podemos ver que se a # 5, entdo p. = p, =3 =n
e o sistema possuird uma tunica solugao. Feito o calculo da solugao tnica a titulo de

curiosidade, vamos as perguntas de fato. Logo

e Solucgao do item (a): Se a = 5 e b # 4, entdo p, = 3 # p., entdo de acordo
com o teorema, sempre que o posto da matriz ampliada for diferente da matriz dos

coeficientes entao o sistema sera impossivel, ou seja, nao admite solucao.
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e Solucgdo do item (b): Se a = 5 e b = 4, entdo no sistema temos p. =p, =2 <n =3
e, quando os postos das matrizes sao iguais mas o nimero de incognitas é maior,

temos que o sistema é possivel e indeterminado, ou seja, apresenta infinitas solugoes.

Demonstragao do teorema 4.3.6

Quando temos uma matriz ampliada com o posto maior do que a matriz dos
coeficientes (menor nao pode ser) , ou seja, p4 > pc, dizemos que o sistema nao admite
solucao pois para isso acontecer devemos ter, em sua forma escalonada reduzida em
linha, uma das linhas com os coeficientes iguaisa 0 0 0 0 0 --- 0 0 K,,, uma vez que
K, é um numero real diferente de zero na n-ésima coluna. Mas como uma linha de
uma matriz representa uma equacao linear, entao essa equacgao tera o formato igual a
0z1 4+ Oxgy + Oz + -+ + Oz, = K,,, 0 que gera um absurdo, pois K, # 0. Logo, um

sistema impossivel.

Agora vamos para o caso em que o posto da matriz ampliada é igual ao posto da
matriz dos coeficientes, ou seja, pa = po. Essa situacao iremos dividir em dois outros

subcasos que sao:

e Subcaso 1: pa = pc = n (Quando os postos das matrizes sao iguais ao nimero de

incognitas).

Analisando a matriz A,,x,, com ¢ < m e 7 < n na sua forma escalonada reduzida,

temos:
100 - 00 Kk |
kg
0 ks
0 ki
k;
0 0
000 --00 0

Nesse caso a solucao do sistema sera igual a
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T = 1{31

Ty = kQ

T3 = ]{33
Tiy = ki

Logo uma tinica solugao, sendo esse sistema um sistema possivel e determinado.

e Subcaso 2: p4 = pc < n (Quando os postos das matrizes sdo menores que o nimero

de incégnitas).

Agora temos que considerar infinitos formatos que serao analisados de duas formas

para entao deduzirmos as outras infinitas possibilidades. Vamos primeiro analisar a matriz

que possui o formato igual a

Clj
Coj

C3j

o
9
<
|
<
T

Cl(n—1) kin
C2(n—1) k2n
C3(n—1) E3n
Cli—1)(n—1) K(i=1)n
Ci(n—1) Ein
0 0
0 0

Teremos agora as variaveis livres e deixaremos todas as solu¢oes em funcao das

mesmas. Dai temos que a solugao desse sistema sera dada por

1 = kip —
Ty = kop —
Ty = an_
x; = kip, —

[evjag + -+
[cajzs + -+

[csjzj + -

[cijaj + -

+ Ci(n-1)T(n-1))
+ Cotn-1)T(n-1))

+ C3(n-1)T(n—1))

+ Citn—1)T(n-1))

Vale ressaltar que o indice "i" é exatamente igual ao valor do posto da matriz acima.

Daqui em diante sera apresentado mais um formato de matriz para considerarmos

e o restante iremos constatar por analogia. No préximo caso o nosso sistema linear tera a

primeira coluna nula. Logo
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0 --- 0 ¢
0 Co(j+1)
0 --- 0 et
0 ci—1)G+1)
L cigy
0 0
000 --- 00 0

Ci(n—1) F1n
C2(n—1) kan
C3(n—1) kSn

Cli—1)(n—1) K@i-1)n

Ci(n—1) Kin
0 0
0 0

O conjunto solugao nesse caso também serda dado em funcao das variaveis livres

desse sistema, da forma

r1 = ki =[G @i + -
Ty = kon — [Co(+1) (1) + -

Ty = kgn = [Ca(+1)@ (1) + o

i = kin — [Ci(i+1)T(G+1) + o

+ Cln-1)T(n-1))
+ Cotn—1)T(n-1))
+ C3(n—1)T(n-1))

+ Citn-1)T(n—1)]

Pronto, agora ¢é facil notar que mesmo o primeiro nimero nao nulo em relagao as

colunas vir aparecer na terceira coluna ou numa coluna de maior posicao, teremos sempre

como respostas solu¢oes em fungoes das variaveis livres.
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Capitulo

5

A GEOMETRIA DAS SOLUCOES DE
SISTEMAS LINEARES

Nesse capitulo estudaremos as representagoes geométricas de um sistema linear

onde, primeiramente, veremos essas representacoes nos R em R? e, em seguida, no R3.

Teremos como software auxiliar o Geogebra (HOHENWARTER), 2002), ferramenta
de grande importancia em diversas areas, sobretudo na geometria. Desenvolvida por
Markus Horenwarter, na Universidade de Salzburg, este software nos ajudara a analisar
a relacao entre sistemas de equagdes apresentados e graficos no plano cartesiano. Nesse
sentido, o artigo apresentado no Encontro Nacional de Educagdo Matematica expoe que:

1.0 [...] as dificuldades apresentadas por alunos em relagao ao
contetdo da geometria pode estar relacionada pela nao articulagao
de métodos didaticos e o contetdo a ser explorado. Neste sentido,

acredita-se que o software GeoGebra possa ser uma metodologia
matemadtica alternativa. (HESPANHOL et al., 2016)

Temos que a equacao que apresenta apenas duas incognitas, ou seja, na forma
ax + by = c¢ é representada por uma reta no plano cartesiano onde os pontos de coorde-
nadas (r;y) € R? que pertencem a essa plano serdo determinados como os pontos que
fazem parte do conjunto solucao dessa reta. Por exemplo, na reta z + 2y = 5 os pontos
(0;2,5),(1;2),(3;1) e (5;0) sdo alguns dos infinitos pontos que pertencem a essa reta, que

esta representada abaixo
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-3 -2 L 0 1 2 3 4 5 6

-

Figura 2 — Geogebra: Representac¢io no plano cartesiano da equagdo: x + 2y = 5.

Agora, em uma equacao linear com trés incognitas, ou seja, na forma ax+by+cz = d,
o conjunto solucao sera representado pelos infinitos pontos, de trés coordenadas, que fazem
parte de um mesmo plano no espaco. No exemplo abaixo, vemos o conjunto solucao da

equacao 2z + 3y + 2 = 1.

Figura 3 — Geogebra: Representacdo no plano cartesiano da equagdo: 2z + 3y + z =1

5.1 Sistema de 1 equacao com 1 incognita

Sendo a - z = b uma equacao com apenas uma incégnita, j4 vimos na segao
sobre solucoes de um sistema de equagoes lineares que um sistema de uma equagao e
uma incognita possui trés possiveis casos. Neste capitulo iremos analisar os significados

geométricos dessas possibilidades.

(i) Quando a # 0, temos uma Unica solugdo que serd quando = = g Isso, geometrica-

mente, corresponde a dizer que o grafico serd uma reta vertical passando pelo ponto



78

ISHIS S

EXEMPLO 5.1.1 Represente graficamente o sistema 3 - x = 9.

Para essa representagao, vamos apenas isolar o valor de x para analisarmos por onde

essa reta vertical ird passar. Logo

A seguir, a representacao geométrica do sistema acima

v

Figura 4 — Sistema de 1 equagdo com 1 incognita.

Os proximos dois possiveis casos para esse sistema nao possuem uma representacao

geométrica. Neles temos que:
(ii) Quando a = 0 e b = 0, teremos infinitas solugoes reais para a incognita .

(ilii) Quando a =0 e b # 0, temos um sistema impossivel.

5.2 Solugoes de um sistema de equagoes lineares

Vamos aqui analisar todas as possiveis solu¢oes de um sistema de equagoes com uma,

duas ou mais incégnitas. No proximo capitulo analisaremos essas solugoes geometricamente.

5.2.1 Sistema de uma equacao e uma incognita

Seja a - x = b uma equagdo com uma unica incégnita. Teremos entao, trés possiveis

solugdes para a mesma. Sao elas:
(i) Se a # 0 teremos uma tunica solugao para a equagao, na forma

a-r=>b=r =2 (Gnica solugdo)
a
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(i) Se a = 0 e b = 0, ndo importa qual serd o valor da incognita x, o produto pelo

coeficiente a serd sempre zero, tendo assim infinitas solucoes reais.
0.2 =0 (infinitas solugdes)

(iii) Se a =0 e b # 0 o produto da incognita pelo coeficiente a serd igual a zero e como o
coeficiente b # 0 temos um absurdo acontecendo. Logo, a equagao nao admite uma

solucao real.
0-x=0b (Absurdo!)

Agora vamos analisar os sistemas de equagoes do 1° grau com duas incognitas.

Aqui teremos trés possiveis tipos de resolugoes dependendo do sistema.

Vamos analisar alguns sistemas para tirarmos algumas conclusoes.

5.3 Sistemas de 2 equagoes com 2 incognitas

Vamos agora, algebricamente, interpretar as posi¢oes entre duas retas no sistema
linear em R? e em seguida observar o significado dessa posicao graficamente. Observando

o sistema genérico de duas retas, temos

{CL.CE +by=a (r) (5.2)

ct+dy =0 (r)

Transformando esse sistema em uma matriz e, usando as operagoes elementares,

vamos criar uma solugdo que servira para qualquer que seja esse sistema

ar by oz] d-L1—L,
R

cx dy ﬁ —b-Lo— Lo
[ daz dby do | p,41,-L,
—bcx —bdy —bp
d dby  d

ax Y « (5.3)
dar —bcx 0 da—>bp

Voltando com a matriz acima para o formato de um sistema, temos
d dby = d
ax + aby o] (5.4)

dax — bcx +0 = da — bf3
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Analisando a segunda equagao do sistema acima, vamos colocar a variavel x em

evidéncia

dax — bex + 0 = da — bf = x (da — be) = da — bf (5.5)

Repare que para descobrir o valor de x em um sistema, basta substituir, na equagao

(5.4) os coeficientes e isolar a varidvel .

Caso queira descobrir a varidvel y primeiro, faremos as seguintes operacoes

ar by «a| cr,n
cx dy /B —a-Lo— Lo

cax cby CO | Lyt Lo—slo
R

—acx —ady —af

cax cb ca
Y (5.6)
0 cby—ady ca—ap
Voltando com a matriz acima para o formato de um sistema, temos
car + cby = ca
Y (5.7)

0+ cby —ady = ca — af

Analisando a segunda equagao do sistema acima, vamos colocar a variavel y em

evidéncia

04 cby —ady = ca—af =y (cb—ad) = ca — af (5.8)

Temos entao, duas equagoes que nos ajudam a encontrar as variaveis dos determi-

nados sistemas.

5.3.1 Possiveis posicoes entre duas retas em um plano.

Quando estamos trabalhando com um sistema de equagoes com duas equacoes e
duas variaveis, teremos, em qualquer que seja esse sistema, trés possiveis posi¢oes entre
essas duas retas representadas pelas equacoes. Sao as posi¢oes: Concorrentes, paralelas e

coincidentes.
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Faremos uma breve explicacao, com exemplos, sobre cada uma dessas possiveis

posicoes usando o método pratico representado, logo acima, tal que

z - (da —bc) = da — bf (5.9)
Y- (cb—ad) = ca—ap (5.10)

5.3.1.1 Retas concorrentes.

Diremos que duas retas em um sistema de equacgoes lineares sao concorrentes quando
estas possuem um unico ponto em comum. Sendo concorrentes, chamaremos de um sistema
possivel e determinado, ou seja, existe um ponto de coordenada (z;y) que pertence as duas
retas desse sistema. Quando duas retas sao concorrentes as suas inclinagoes sao diferentes
e podemos fazer essa observacao isolando a variavel y em cada uma delas e observando o
coeficiente da variavel x, ele serd o coeficiente angular das retas. Essa proposta apenas nos
permite verificar se as retas sao ou nao concorrentes, mas nao nos permite verificar qual é

esse ponto de intersec¢ao, portanto nao faremos essa abordagem nesse estudo.

EXEMPLO 5.3.1 Represente, graficamente, o sistema abaizo.

20 + 3y =11
T —2y=-5

Usando as equagoes (5.8) e (5.9) uma analogia com o nosso exemplo, temos que
a=2,b=3, a=11,c=1,d=—-2¢e = —5. Logo

Variavel x:

2 (=2-2-3-1)=-2-11—3-(=5)
v (—4—3)=—-22+15
x-(=7)=-T7

r=1 (5.11)

Variavel y:

1-3=2-(=2)]=1-11-2-(=5)

C(B34+4)=11+10

7=21

=3 (5.12)

NSO S S
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Portanto o conjunto solucao desse sistema de equagoes é o ponto de coordenadas
(1;3). Isso quer dizer que as retas r; : 2r +3y — 1l =0 earetary i x —2y+5 =0 se

interceptam no plano cartesiano no ponto (1;3), como mostra a imagem abaixo.

Figura 5 — Geogebra: Interseccao das retas r1 e r2 no ponto (1;3)

5.3.1.2 Retas paralelas.

Duas retas no mesmo plano sao chamadas de paralelas quando em toda a sua
extensao a distancia entre elas se mantiver a mesma, logo nao havera uma intersec¢ao, ou
seja, nao teremos uma solucao. Quando duas retas sao paralelas os coeficientes angulares
de cada uma delas serdo iguais, pois as retas terao a mesma inclinagdo. Como nao possui

solugao, o chamaremos de sistema impossivel.

EXEMPLO 5.3.2 Represente, graficamente, o sistema abaizo.

2v+ 3y =11
dr + 6y = 14

Usando as equagoes (5.8) e (5.9) uma analogia com o nosso exemplo, temos que
a=2,b=3, a=11,c=4,d =06 e = 14. Logo

z-(6-2—3-4)=6-11—3-14.

x- (12 —12) = 66 — 42.
x- (12 —12) = 66 — 42.
x-0=24 (Impossivel!) (5.13)

Ja nao precisamos continuar a nossa conta devido ao fato de ser impossivel de

se encontrar um valor para a coordenada x. Logo diremos que o conjunto solucao desse
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sistema é vazio, ou seja, nao se interceptam. Observe a imagem das retas 1 : 2x + 3y = 11

e ro : 4x 4 6y = 14 no plano cartesiano.

-2

Figura 6 — Geogebra: O paralelismo entre as retas r1 e rs.

5.3.1.3 Retas coincidentes.

Diremos que duas retas no mesmo plano sao coincidentes quando todos os seus
pontos forem comuns, ou seja, uma reta em cima da outra. Nesse caso as inclinagoes
também serao iguais e todos os pontos que pertencem a uma reta também pertencerao
a outra, ou seja, como nao teremos uma s6 solucao, o chamaremos de sistema possivel e

indeterminado.

EXEMPLO 5.3.3 Represente, graficamente, o sistema abaizo.

2v+ 3y =11
6z + 9y = 33

Usando as equagoes (5.8) e (5.9) uma analogia com o nosso exemplo, temos que
a=2,b=3, a=11,c=6,d=9 e = 33. Logo
Variavel x:
2-(9-2-3-6)=9-11—3-33

z- (18 = 18) = 99 — 99
z-0=0 (5.14)
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Variavel y:

y-(6-3—2-9)=6-11—-2-33
y - (18 — 18) = 66 — 66
y-0=0 (5.15)

Repare que independente do valor das variaveis x e y as equagoes 1 : 2x + 3y = 11
e ry: 6x + 9y = 33 acima sempre terao uma solugao, ou seja, o sistema é possivel, pois
existem infinitos valores para x e y que resolvem a equacao, porém como nao existe uma

unica solucao, diremos que o sistema ¢é indeterminado.

N

2

5 in I3 5 4o 1 2 3 4 5 \E

Figura 7 — Geogebra: As retas coincidentes r1 e 7.

5.4 Sistemas de 3 equagoes com 3 incognitas

Vamos agora analisar as possiveis posicoes entre planos em um sistema de equacoes
lineares com trés equagoes com trés incognitas cada. Nesse estudo cada plano é representado

por uma das equacoes de trés incégnitas, como no exemplo do sistema genérico abaixo

ar +by+cz =«
dr+ey+ fz=0 (5.16)
gr+hy+iz=r

Aqui teremos oito possiveis posi¢oes entre os trés planos do sistema e classificaremos
a solucdo do sistema, assim como fizemos no sistema R?, em Sistema possivel e determinado,
sistema possivel e indeterminado e sistema impossivel. Nessa secao iremos resolver, pelo
método de escalonamento, apenas o sistema que é possivel e determinado, nos outros casos

iremos apenas apresentar a solugao.
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5.4.1 Sistema possivel e determinado.

O sistema linear com trés equagoes e trés incégnitas so6 sera classificado como

possivel e determinado, caso a interseccao entre os trés planos gere um tnico ponto com

coordenadas (x,y, z). Esse ponto serd a solugao desse sistema.

EXEMPLO 5.4.1 Represente graficamente o sistema abaizo.

2r4+y—2=3
r+3y+2z2=4
3r —2y+ 2= -5

Vamos, inicialmente, transformar no formato de uma matriz o sistema de equagoes

acima para, em seguida, escalonarmos.

T e )

SO O = O O = O O = O O =

W NI

wWro

= = ol [
SISy
(BN

O = N

O = N

-1
2
1

N[ =

N | =
oot Nofen Wi DN
N |

N—= 3|t

1 1
%~L1—>L1 2
4 | — 3
-5 3 —2
3 1
2 L3
4 L27L1~>L2 |:O g
5 2
—3 L3
3 1
3 1 1
g %LQ—}LQ 2
S l=—=10 1
19 7
6 0 -3
3 1
2 Ls—L L ! 2
1| 22222 ) 1
19
L 0 0
3 1
2 Lo—L L ! 2
1| 2= 0 1
—1 0 0
1 1 0
Ll—%L2—>L1
2| — |0 1
—1 0 0

Logo, temos o seguinte sistema linear reduzido

z+0y+0z=0
Oz +y+0z=2
Oz +0y+2z=-1

_1 3
22 i %-Lg—)Lg
1 -5
1 3
2 2 L3—Li—L
5 5 3—Li1—L3
G
1 5
3 3
_1 3
12 i —$L3—>L3
5 —19
6 6
_1 3
12 i 7112-[/34)[/3
12 12
T 7
_1 3
02 ; L1+%L3—>L1
1 -1
0 0
0 2 (5.17)
1 -1
(5.18)
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dado que o conjunto solugao é o ponto de coordenadas (0,2, —1). Isso quer dizer

que o ponto citado é comum, ou seja, pertence as trés equagoes presentes no sistema.

Abaixo temos a representacgao grafica do sistema

-

Figura 8 — Geogebra: O sistema possivel e determinado entre trés planos.

5.4.2 Sistema possivel e indeterminado.

No sistema possivel e indeterminado iremos achar uma solucao que digamos ser
genérica. Nela as variaveis estardao em fungao de outra variavel que ficou livre no sistema,
podendo ser qualquer valor. A solugdo aqui nao serd apenas um ponto. Como o sistema é
indeterminado esses infinitos pontos que pertencem aos planos do sistema formarao uma
reta ou um proprio plano.Vamos estudar as 3 possiveis posig¢oes entre trés planos que

tornam um sistema possivel e indeterminado.
e 1° Caso: Trés planos concorrentes formam uma reta como solucgao.

A interseccao de trés planos concorrentes geram ao se tocarem uma reta no qual os seus

infinitos pontos representam a solucao desse sistema.

EXEMPLO 5.4.2 Represente graficamente o sistema abaizo.

r4+2y—2z=0
2 —y+32=0 (5.19)
dr+3y+2=0

Vamos, inicialmente, transformar o sistema acima em uma matriz e, como combi-
nado anteriormente, vamos apenas colocar o resultado final do escalonamento do sistema

transformado em matriz.
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2 -1 0 1 0 1 0
2 -1 3 0o/l=l0 1 -1 0 (5.20)
4 3 1 0 0 0 0 0

Entao, a matriz reduzida acima tera o seguinte formato de sistema de equacgoes

r+0y+2=0 :m r=—z M
Ox+y—2=0:m =4 y=2 :m (5.21)
0r+0y+0z=0 :m3 0z=0 :m3

No sistema acima, observamos que a variavel z, quando isolada em (), é igual a
—z. Na equacao (ms) a variavel y, quando isolada é igual a z e a varidvel z é uma variavel
livre, ou seja, ela pode ser qualquer valor real. Logo, o nosso conjunto solucao sera a

coordenadas (—z, z, 2)

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 9 — Geogebra: Sistema possivel e indeterminado: Trés planos concorrentes.

e 2° Caso: Trés planos coincidentes formam um plano como solucgao.

Nessa posigao dos trés planos o conjunto solugao ¢ indeterminado e seus infinitos

pontos que formam esse conjunto solugao é representado por um plano.

EXEMPLO 5.4.3 Represente graficamente o sistema abaizo.

r—2y+z=1
3z — 6y +3z=3 (5.22)
—r+2y—z=-1
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Transformando o sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

-2 1 =2
3 —6 3 31=10 0 0 0
-1 2 -1 -1 0 0 0 0

Entao, a matriz acima no formato de um sistema, serd igual a

r—2y+z=1
Oz +0y+0z=0
Oz +0y+0z=0

(5.23)

(5.24)

Repare que a matriz escalona reduzida acima se resumiu a uma s6 equagao com

trés variaveis. Isso quer dizer que os trés planos estao perfeitamente sobrepostos um ao

outro, logo sdo coincidentes e podemos escrever o conjunto solu¢do com cada coordenada

em fungdo de duas varidveis na forma (1 + 2y — 2z; =2=2%;,1 — z + 2y).

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 10 — Sistema possivel e indeterminado: Trés planos coincidentes.

e 3° Caso: Dois planos coincidentes e um concorrente formam uma reta como conjunto

solucao.

O conjunto solu¢ao em um plano concorrente a dois outros planos coincidentes é

também indeterminado, mas por suas intersec¢oes formarem uma reta o conjunto solucao

é possivel.

EXEMPLO 5.4.4 Represente graficamente o sistema abaizo.
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T—2y+32=4
3x — 6y +9z =12 (5.25)
—r 44y —22=3

Transformando o sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

1 -2 3 4 1 0 4 1
3. -6 9 12/=10 1 3 3 (5.26)
-1 4 -2 3 0 0 0 0

Entao, a matriz acima no formato de um sistema, sera igual a

r+0y+4z =11
Oz +y+iz=1 (5.27)
Or+0y+0z=0

Na matriz escalonada reduzida acima, temos que o conjunto solucao, formado por

uma reta, tera como conjunto solu¢ao as coordenadas (11 — 4z; % — %z; ).

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 11 — Geogebra: Sistema possivel e indeterminado: Dois plano coincidentes e um concorrente.

5.4.3 Sistema impossivel.

O sistema recebera o nome de impossivel, quando nao houver uma interseccao
entre os trés planos seja essa interseccao um ponto, uma reta ou um plano. Veremos todos

os quatro possiveis casos de sistemas impossiveis.

e 1° Caso: Trés planos paralelos.
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Como os trés planos sao paralelos, nao haverda nenhuma interseccao entre eles.

EXEMPLO 5.4.5 Represente graficamente o sistema abaizo.

20 =3y +z2=2
dr — 6y + 2z = 20 (5.28)
8r — 12y 4+ 42 = 25

Transformando o sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

2 =3 1 2 1 -2 5 0
-6 2 20=0 0 0 1 (5.29)
8 —12 4 25 0o 0 0 0

Voltando a matriz escalonada reduzida acima para o formato de sistema, temos

r—3y+32=0
Oz +0y+0z=1 (5.30)
0z +0y+0z=0

Observamos que na segunda equacao desse sistema, aparece uma solugao impossivel,
pois os coeficientes das trés variaveis sao nulos e o resultado dessa soma de nulidades é

igual a 1. Logo, um sistema sem solugao.

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 12 — Geogebra: Sistema impossivel: Trés planos paralelos.

e 2° Caso: Dois planos paralelos e um concorrente.
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Aqui teremos um plano interceptando outros dois plano paralelos entre si e por
mais que haja intersec¢oes entre o plano concorrente e cada um dos outros dois paralelos o
paralelismo entre esses dois nao possui solugao, nao tendo assim um ponto, reta ou plano

comum aos trés planos.

EXEMPLO 5.4.6 Represente graficamente o sistema abaizo.

20 =3y +z=2
dr — 6y + 2z = 20 (5.31)
122 + 15y + 22 = —20

Transformando sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

-3 1 2 1 0 £ 0
— 4
-6 2 2|=0 1 —-% 0 (5.32)
12 15 2 =20 o 0 0 1

Voltando a matriz escalonada reduzida acima para o formato de sistema, temos

T+ 0y+52=0
Or +y — %220 (5.33)
Oz +0y+0z=1

Observando a terceira equacao, temos uma soma onde os coeficientes das varidveis
sao nulos e o resultado dessa soma dando 1, logo, um absurdo ou seja um sistema impossivel,

sem solucao.

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 13 — Geogebra: Sistema impossivel: Dois planos paralelos e um concorrente..
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e 3° Caso: Trés planos concorrentes dois a dois.

Nessa posicao os planos se interceptam entre si, nao havendo uma ponto, reta ou
plano comum aos trés. E interessante notar que, dois a dois, as suas intersecgoes formam

uma reta e as trés retas formadas por todas as intersec¢oes sao paralelas entre si.

EXEMPLO 5.4.7 Represente graficamente o sistema abaizo.

20 4+3y+z2z=5
dr —y+22=7 (5.34)
6 + 2y + 32 = -2

Transformando sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

2 3 1 5 1 0 3
4 -1 2 7[=]0 1 0 (5.35)
6 2 3 =2 0 0 0

Voltando a matriz escalonada reduzida acima para o formato de sistema, temos

x—l—Oy-I—%z:O
0Ox+y+0z=0 (5.36)
Oz +0y+0z=1

Na terceira equagao também temos 3 varidveis com coeficientes nulos e as suas

somas resultando em 1, o que torna o sistema impossivel, sem solucao.

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 14 — Geogebra: Sistema impossivel: Trés planos concorrentes dois a dois.
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e 4° Caso: Dois planos coincidentes e um paralelo.

Nesse caso, por mais que os dois planos coincidentes tem um plano como infinitas

solugoes, o paralelo aos dois coincidentes nao possuira intersecgoes.

EXEMPLO 5.4.8 Represente graficamente o sistema abaizo.

2 +3y+z2z=>5
6z +9y+32=15 (5.37)
10z + 15y + 52 = 25

Transformando sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

2 3 1 5 12 L0
6 9 3 15/=[0 0 0 (5.38)
10 15 5 25 0 0 0 0

Voltando a matriz escalonada reduzida acima para o formato de sistema, temos

T+ 3y+42=0
Orx+0y+0z=1 (5.39)
0z +0y+0z=0

Observamos que na equagcao 2 os coeficientes das varidaveis sao nulos e a suas somas

esta tendo um como resultado, o que torna o sistema impossivel, logo sem solucao.

Na imagem abaixo, a representacao grafica do sistema.

Figura 15 — Geogebra: Sistema impossivel: Dois planos coincidentes e um paralelo.
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Capitulo

6

Situacoes problemas

Nesse capitulo, teremos como objetivo apresentar alguns exemplos de situagoes
problemas que envolvem sistemas de equacgoes lineares, no qual o mesmo possa colocar em

pratica os conceitos e resolucao de problemas em uma prova.

6.1 Sistemas lineares no trafego de veiculos

EXEMPLO 6.1.1 (LARSON, |2018) Considere quatro cruzamentos A, B, C e D, como na

imagem, tal que as setas indicam o sentido do trdfego.

Do cruzamento A saem 40 carros por hora, do cruzamento B saem 55 carros por
hora, do cruzamento C para D passam 30 carros por hora, e de D para B passam 20 carros

por hora.

Descubra a quantidade de carros que circulam no restante das ruas, considerando

que nenhum carro fica parado.

55/h
40/h ' 4

—-A

Y
o]

20/h

|
C = D —_—

/ 30/h

Figura 16 — Cruzamentos A, B, C e D.

Solugao:
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Vamos atribuir incognitas, as ruas que nao possuimos informagoes, logo

55/ h
10/ ) /

A B

Ty 20/h

/ 30/h 5
Ty !

Figura 17 — Cruzamentos com incognitas.

Como os carros nao podem parar nos cruzamentos, a quantidade de veiculos que

vai em direcdo a A é a mesma quantidade de veiculos que sai, entao podemos afirmar que
T+ 29 = 40.

Agora, vamos montar uma tabelas com o mesmo raciocinio anterior, mas em cada
um dos outros cruzamentos.

Tabela 3 — Tabela de entrada e saida dos veiculos

ENTRADA | SAIDA
40 + Ty 55 + Ts
40 T+ T
T, + x3 + 20 55

To + X4 T3 + 30
30 20 4 x5

Vamos agora, com essas informagoes, montar um sistema de equagoes e organiza-lo

404 x4 = 55 + x5 T4 — T5 = 15

40 = z1 + 9 r1 + 29 =40
1 + x3 + 20 = 55 = r1 + 23 = 35 (6.1)
To + x4 = 23+ 30 To — 23+ x4 =30

30 = 20 4+ x5 rs = 10

Vamos transformar o sistema acima em uma matriz e, em seguida, escaloné-la
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0 0 1 -1 15| [1t0o 1 00 35
11 0 0 40 01 -100 5
10 0 0 35/=100 10 25 (6.2)
01 -1 1 0 30 00 01 10
00 0 0 1 10 |00 00 0

Voltando a matriz acima para o formato de sistema linear, temos

r1+x3 =35

To— T3 =25
Ty =25 (6.3)
x5 =10
0=0

Observe que nao possuimos uma unica solu¢do para o sistema acima. Para isso

deveriamos ter o valor de x3. Logo o sistema é possivel e indeterminado.

EXEMPLO 6.1.2 (LEON, 1999) Em uma certa se¢io do centro de determinada cidade,
dois conjuntos de ruas de mdao unica se cruzam, como ilustra a Figura abaizo. A média
do numero de veiculos por hora que entram e saem dessa se¢ao durante o hordrio de
rush € dada no diagrama. Determine a quantidade de veiculos entre cada um dos quatro

cruzamentos.

'450 ’ 310
610 X 640
 — A —-— D -—
I xz ‘ r‘
520 X3 600

Figura 18 — Cruzamento do centro da cidade.
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Solucao: Em cada cruzamento, o nimero de veiculos que entra tem que ser igual
ao de veiculos que sai. Por exemplo, no cruzamento A, o nimero de veiculos que entra é

x1 + 450 e o namero de veiculos que sai é x5 4+ 610. Logo,
x1 + 450 = x5 + 610 (cruzamento A).
Analogamente,

x9 + 520 = x3 + 480 (cruzamento B).
x3 + 390 = x4 + 600 (cruzamento C).
x4 + 640 = x; + 310 (cruzamento D).

A matriz aumentada para esse sistema é

-1 0 0 160

1 -1 0 —40
1 -1 210
-1 0 0 1 —330

A forma escada reduzida por linhas dessa matriz é

10 0 -1 330
o 1 0 -1 170
o o0 1 —1 210
0O 0 O 0 0

O sistema é compativel, e, como tem uma variavel livre, existem muitas solugoes
possiveis. O diagrama de fluxo do trafego nao contém informacao suficiente para determinar
1, T9, T3, T4. Se 0 numero de veiculos entre dois dos cruzamentos fosse conhecido, o
trafego nos outros cruzamentos estaria determinado. Por exemplo, se uma média de 200
carros trafega por hora entre os cruzamentos C e D, entao x4 = 200. Podemos, entao,

resolver para x1, T, x3 em termos de x4, obtendo

r1 = 24 + 330 = 530
r3 = x4 + 210 =410

6.2 Sistemas lineares em circuitos elétricos

EXEMPLO 6.2.1 (BOLDRINI et al., |1980) Deseja-se construir um circuito como mos-

trado na figura



98

20€ 30 100
» Ny

4095, 300

2801 3 10082

Figura 19 — Circuito.

Onde Vi =280V, Vo =100V, V53 =50V, Ry =20 Q, Ry =30 Q, R3 = 50 €2,
Ry =40 Q e R5; =100 2.
Dispoe-se de uma tabela de precos de varios tipos de resisténcias; assim como as

correntes mazrimas que elas suportam sem queimar.

Resisténcias

R, =20Q R, =30Q R, =50Q R, =40Q R, =100Q
05A $10,00 $10,00 $15,00 $15,00 $20,00
Corrente |[1,0 A $15,00 $20,00 $15,00 $15,00 $25,00
maxima |3,0A $20,00 $22,00 $20,00 $20,00 $28,00
50A $30,00 $30,00 $34,00 $34,00 $37,00

Figura 20 — Tabela de precos.

De que tipo devemos escolher cada resisténcia para que o circuito funcione com

sequranca e a sua fabricacdo seja a de menor custo possivel?

Solucao:

Figura 21 — Circuito.

Usando as leis dos nos obtemos as seguintes equagoes

il—ig—i5:0
iQ—i4—i3:0

il—’i4—i3—i520
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Ja aplicando a lei das malhas

i+ 5is — 14 =0
3iy + 10 + 4ig — 10i5 = 0 (6.5)
Bis +5—4iy =0

Usando as trés equagoes do sistema acima e duas do sistema formado pela lei dos

nos, chegamos a um terceiro sistema que nos dara a solugao das correntes.

i1 + 5is = 14
3y + 4iy — 10i5 = —10
Biy — 4iy, = —5 (6.6)

il—ig—i5:0
_i1+i4+i3+i5:0

Transformando o sistema acima em uma matriz e em seguida escalonando-a, teremos

1 00 5 14 100 0 0 L4
0 0 4 —10 —10 01000 2
0 5 -4 0 —5|=00100 & (6.7)
1 =10 0 -1 00010 P
-1 0 1 1 1 | (00001 §

Logo, a solucao do sistema acontece para

ih=41=3684

ip=20=1,61A4

is =3 =0,161 A

iy = % =1,45 A

is=251=2006 A

Entao, de acordo com a tabela, i; custa R$30,00, i, custa R$22,00, i3 custa R$15,00,

i4 custa R$20,00 e i5 custa R$28,00, dando assim um total de R$115,00.

6.3 Sistemas lineares em problemas do rotineiros.

EXEMPLO 6.3.1 Trés pessoas Antonio, Beto e Carla sio arquitetos e foram contratados
para fazer uma visita a uma casa que ia ser construida. Ao terminar a visita eles foram a

pastelaria lanchar por conta da empresa, desde que informassem na nota o preco individual
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de cada produto consumido. Ao terminar o lanche e pagar, nao perceberam que o dono do
restaurante so havia informado o valor total do que cada um consumiu. Logo sentaram
para fazer as contas. Eram apenas 3 tipos de lanche, pastel, caldo de cana e bombom.
Antonio consumiu 8 pastéis, 2 caldos de cana e 4 bombons no valor total de R$ 29,00, Beto
consumiu 4 pastéis, 3 caldos de cana e 2 bombons e Carla consumiu 2 pastéis, 2 caldos de
cana e 5 bombons. levantada essas informacoes, qual o valor de cada produto consumido

pelos trés na pastelaria?

Solugao: Ao interpretar a situagdo acima, temos que observar, antes de tudo, que
sao sempre os mesmos trés produtos que queremos descobrir o prego. Para cada produto
iremos dar o nome de uma variavel, que sera a primeira letra de seu nome. A quantidade de
produto consumido por eles serdo os nossos coeficientes e o valor total serd o coeficiente no
membro direito resultante da nossa equagao. Logo, vamos agora transformar cada situacao

em uma equacao para dai criarmos o sistema desejado.

e Antoénio: Consumiu 3 pastéis, 2 caldos de cana e 4 bombons no valor de R$29,00.

Logo:
3p+2c+4b=29
e Beto: Consumiu 4 pastéis, 3 caldos de cana e 2 bombons no valor de R$35,00. Logo:
4p+3c+2b=35

e Carla: Consumiu 2 pastéis, 2 caldos de cana e 5 bombons no valor de R$25,50.

Logo:

2p+2c+5b=25,50

Portanto, podemos formar o seguinte sistema

3p + 2¢ + 4b = 29
dp + 3¢+ 2b =35 (6.8)

2p+20+5b:%

A partir dai, vamos transformar o sistema acima em uma matriz e, em seguida

escalona-la.

3 4 290 |1 0 5
3 35| = |0 4 (6.9)
2 2 5 0 0 5
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Pronto, algebricamente o ponto solucao do sistema é o de coordenada igual a
(5; 4; %) e interpretando o valor da coordenada solucio, temos que o pastel custa R$ 5,00,
o caldo de cana custa R$ 4,00 e o bombom custa R$ 1,50.

6.4 Sistemas lineares em problemas nutricionais

EXEMPLO 6.4.1 (BOLDRINI et all, |1980) - Modificado:

Foram estudados trés tipos de alimentos. Fizada a mesma quantidade (1g) determinou-

se que:

e O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e 4 unidades

de vitamina C.
e O alimento II tem 2, 3 e 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B e C.

e O alimento III tem 3 unidades de vitamina A, 3 de vitamina C e ndo contém vitamina
B.

Se sdo necessarias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vitamina

C, responda:

i) Encontre todas as possiveis quantidades inteiras dos alimentos I, II, III, que

fornecem a quantidade de vitaminas desejada.

i) Se o alimento I custa R$ 0,60 por grama e os outros dois custam R$ 0,10,

existe uma solugao custando exatamente R$ 1,007

Resolucgao:

i) Se pegarmos x gramas do alimento I, y gramas do alimento II, e z gramas do

alimento III.
Em relagao ao:
Alimento I: z - (1A +3B +4C) = 1Az + 3Bz + 4Cx
Alimento II: y - (24 + 3B + 5C) = 2Ay + 3By + 5Cy
Alimento III: z - (3A+ 0B +3C) = 34z + 0Bz + 3Cz
De acordo com a quantidade de vitamina que quer o exercicio, teremos:
- Vitamina A: 1Az +2Ay + 34z =114
- Vitamina B: 3Bz + 3By + 0Bz = 9B
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- Vitamina C: 4Cx + 5Cy 4+ 3Cz = 20C

Agora, com essas informacoes, podemos construir um sistema. Repare que nesse
sistema, ja nao colocaremos as letras A, B e C que representam as vitaminas, pois elas ja

foram simplificadas. Entao

r+2y+32=11
3x+3y+0z=9 (6.10)
dr + 5y + 32 = 20

Agora, transformando o sistema acima em uma matriz e escalonando-a, temos

3 11 1 0 -3 =5
3 3 0 9|=lo 1 3 8 (6.11)
4 3 20 [0 o0 0

Ficando, portando, com as seguintes relacoes.

rT=3z—95
y=8—3z (6.12)

=z

Algebricamente, temos um sistema possivel e indeterminado, ja que temos infinitos
valores de z que sao solugoes para o sistema apresentado, mas temos algumas restri¢coes
nesse sistema, devido os valores de x, y e z serem ntimeros naturais. Isso fard com que o
sistema tenha uma tnica solugao.

Na primeira equacao, note que o valor de z tem de ser maior que g € a0 mesmo

tempo menor do que %. Para que z seja natural e respeite a restricao, temos que z sera

igual a 2. Para esse valor de z, temos que x ¢ igual a 1 e y ¢ igual a 2.

Portanto a tnica solucao possivel para o sistema, serd a coordenada (1,2,2) o que
significa dizer que tomaremos 1g do alimento 1, 2g do alimento 2 e 2g gramas do alimento
3.

ii) Para solucionar essa questao, temos que 0, 62+0, 1y+0,1z = 1 = 6z+y+2z = 10
e como temos que x = 3z — 5 e y = 8 — 3z, faremos essa substituicdo para ficarmos apenas

com a variavel z.
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6(32—5)+8—-32+2=10
182 —-30+8—-324+2=10

182 —32+2=10+30—28 (6.13)
16z = 32
z =2

Temos que é possivel sim efetuar uma compra com essa quantidade de R$ 1,00,

basta comprar 1g do alimento 1, 2g do alimento 2 e 2g do alimento 3.

6.5 Sistema lineares no G.P.S.

(NORD; JABON; NORD, [1997) Esse sistema, cujo as siglas significam sistema
de posicionamento global, é um sistema de navegagao por satélites, que com a ajuda de
um aparelho movel receptor nos permite localizar a nossa posicao no planeta terra. Esse

sistema conta com 24 satélites espalhados pela orbita terrestre.

Quatro ¢é a quantidade de satélites necessarios para determinar a sua localizacao.
Trés satélites para determinar a posi¢ao e mais um para determinar a sua altura em relagao
ao nivel do mar. Os satélites se comunicarao com o aparelho receptor e, através de sistemas
lineares, calcularao a diferenca de tempo de resposta de chegada desse sinal no receptor

para cada satélite. Esses tempos indicarao a sua localizacao.

Localizagao para resgate: o servigo usa o GPS para guiar helicopteros de socorro

até o lugar do acidente.

O exemplo abaixo, retrata uma situagao real para a localizacdo de um resgate em
que um usuario do GPS é detectado por quatro satélites. o servico usa o GPS para guiar

helicépteros de socorro até o lugar do acidente.

A tabela a seguir indica as efemérides (em metros) de cada satélite tomadas em

relacao ao nosso fixado sistema ortogonal de coordenadas cartesianas.

X y Z
Satélite 1 | 1,877191188-10°% | —1, 064608026 - 107 | 2, 428036099 - 107
Satélite 2 | 1,098145713 - 107 | —1, 308719098 - 107 | 2,036005484 - 107
Satélite 3 | 2,459587359 - 107 | —4, 336916128 - 10° | 9,090267461 - 10°
Satélite 4 | 3,855818937 - 10° | 7,251740720 - 105 | 2,527733606 - 107

Tabela 4 — Efemérides de cada satélite
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O receptor GPS registra os seguintes lapsos de tempo (em segundos) entre a

transmissao e a recepc¢ao do sinal de cada satélite.

Satélite 1 Satélite 2 Satélite 3 Satélite 4
0,08251731391 | 0,07718558331 | 0,06890629029 | 0,07815826940

Tabela 5 — Registro de tempo do G.P.S.

Multiplicando-se cada lapso de tempo pela velocidade da luz (2,99792458 - 10%m /s),
obtemos a distancia entre o receptor e cada satélite. Isso permite escrever as equagoes
reduzidas das imaginarias superficies esféricas centradas em cada satélite e raios iguais as

distancias calculadas.

S1: (x—1,8-10%2+ (y + 10,6 - 10%)% + (2 — 24,2 - 105)? = 611,9 - 10*2
S2: (z—10,9-10%)2 + (y + 13- 10°)2 + (2 — 20,3 - 105)2 = 535,4 - 10*2
S3: (z—24,5-109)2 + (y +4,3-10%)2 + (2 — 9 10°)2 = 426, 7 - 10*2

S4: (z—3,8 10524 (y—7,2-10%)2+ (z — 25,2 - 10%)2 = 549 - 102

Desenvolvendo os quadrados, obtemos as respectivas equacoes gerais, e o sistema

linear é dado por

18,27 — 4,88y — 7,84z — 76,52 - 106 = 0
45,437 + 12,61y — 30,382 — 185,23 - 106 = 0
3,957 + 35,79y + 1,99z — 62,95 - 106 = 0

cuja tnica solucdo é x = 0,5660 - 107, y = 0,0978 - 107 e z = 0,2775 - 107.

O ponto P com essas coordenadas cartesianas pertence simultaneamente as quatro
imaginarias superficies esféricas e suas coordenadas geogréficas, calculadas como no

pardgrafo anterior (considerando o raio da Terra medindo 6, 378164 - 105 metros), sio
Latitude: 8 = 26° Norte; Longitude : ¢ = 10° Leste; Elevagao : 919,71 metros.

Consultando um atlas geografico ou um globo terrestre, identificamos a posicao
desse usuario do GPS como sendo a cidade de Djanet, localizada nos Montes Téssili, na

fronteira entre Argélia e Libia.
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Apéndice

A

Apéndice 1

DEMONSTRACAO: Vamos primeiro mostrar que sempre existird uma matriz-linha as-
sumindo a forma escada para qualquer que seja a matriz A,,«,. Em um segundo passo,
iremos mostrar que existe uma tnica matriz matriz-linha reduzida a forma escada para

qualquer que seja A, xn-

Vimos, anteriormente, na defini¢ao 3.1.5, alguns requisitos para que uma matriz
esteja no formato de matriz escalonada reduzida e mostraremos como serao aplicadas cada
uma das operagoes elementares para que cada um dos requisitos acima sejam verificados

ao escalonar a matriz.

Para o cumprimento do requisito ¢, tomemos a linha L, que contém o primeiro
elemento nao nulo na menor coluna dessa matriz. Essa coluna chamaremos de k;. E
importante frisar o quao delicado é esse nome, pois esse indice nao trata-se necessariamente
da coluna 1 e sim da primeira coluna com elemento nao nulo. Agora trocaremos de lugar
a linha L, com a linha L;. Vale salientar duas coisas, a primeira ¢ que se caso, na matriz,
contenha uma outra linha com o primeiro elemento nao nulo nessa mesma coluna, fica a
sua escolha qual sera trocada por L1, aqui, caso necessario, trocaremos sempre a de menor
linha. A segunda observacao é que se esse elemento ja estiver na linha L, é claro que o

processo de troca nao se faz necessario.

Agora sendo a,y, (lembre-se que chamamos a linha desse elemento de p, pois ele
estava na linha p e foi trocado pela linha 1) esse primeiro elemento nao nulo da nova L,
multiplicaremos L; pelo inverso de a,, ou seja, (i - Li1), deixando assim, esse elemento
igual a 1. Entao, para todas as linhas com elementos abaixo de a,, diferentes de zero
subtrairemos a elas (—aji, - L1), onde 1 < i < m, ficando assim com os elementos abaixo

de apy, , das linhas abaixo de L, iguais a zero.

Perceba que agora a proxima linha depois de L; que tenha, na menor coluna, o
primeiro elemento nao nulo, terd uma coluna maior que a coluna k; e chamaremos essa
coluna de k;y e diremos que ele se encontra na linha L, onde 1 < ¢ < m, entao repetiremos
todo o processo acima, porém agora, depois de colocar a linha que contém k5 no local da

Lo, e deixar o primeiro elemento nao nulo igual a 1, anularemos os elementos abaixo de ks
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e acima de ky também. Faremos isso analogicamente como o processo descrito acima, ou

seja, iremos subtrair as linhas acima e abaixo de ky por (—ajk, - La).

Depois de repetir o processo, de maneira analoga, para todas as outras linhas,
teremos uma matriz-linha reduzida a forma escada. Nesse processo as linhas nulas auto-

maticamente vao parar abaixo das linhas nao nulas.

Podemos tomar operacoes elementares arbitrarias em uma matriz A,,.,, para ainda
assim chegarmos a uma mesma matriz-linha reduzida a forma escada e observe que qualquer
que seja esse formato sera um formato tnico a ponto de que qualquer outra operagao
elementar feita sobre ela, fard com que essa matriz perca a condicao de matriz-linha
reduzida na forma escada. Caso esteja em duvida quanto a isso, experimente fazer uma

operacao elementar que mantenha o formato de matriz-linha reduzida.

A segunda parte da prova desse teorema é mostrar que essa matriz-linha reduzida

na forma escada é tinica para toda matriz A,,xn.

Para essa segunda parte, vamos supor que fazendo operacoes elementares com a
matriz A,,«,, consigamos chegar em duas resultados diferentes para uma matriz-linha
reduzida e a essas matrizes daremos o nome de B,,x, ¢ C,,x,. Mas, como vimos ante-
riormente, as operacoes elementares nao precisam ser feitas em ordem fixa, mas seja
qual for o seu caminho, mais curto ou mais demorado, o seu destino final serd a mesma
matriz-linha reduzida na forma escada, mostrando assim que as matrizes B,,xn € Crixn

serao equivalentes e como sao provenientes de uma mesma matriz, podemos dizer que

Bmxn = Umxn. N



107

Referéncias

ANDRADE, D.; DE, L. J. F. Geometria Analitica. 2*. ed. [S.1.]: UFSC, 2006. Citado na
pagina [25]

BOLDRINTI, J. L. et al. Algebra linear. Nicleo, v. 15, p. 19, 1980. Citado 4 vezes nas
péginas [25], [54], [97] e [10}

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. [S.1.]: Ministério da Educacao, 2018. Citado
na pagina [15]

DOMINGUES, H. h. Somatematica, 1998. Disponivel em: <https://www.somatematica/
com.br/historia/sistemas.php>. Citado na pagina

FARIAS, D. M.; KONZEN, P. H. d. A.; SOUZA, R. R. Formas escalonadas e formas
escalonadas reduzidas. UFRGS, 2020. Disponivel em: |[<https://www.ufrgs.br/reamat /
AlgebraLinear/livro/sl-formas escalonadas e formas escalonadas reduzidas.html>.
Citado 2 vezes nas paginas [53] e [56]

HESPANHOL, L. L. et al. A utilizacao do software geogebra para o ensino da geometria.
Artigo apresentado no Encontro Nacional de FEducacao Matemdtica. Sao Paulo—SP, 2016.
Citado na pagina [76]

HOHENWARTER, M. GeoGebra: Ein Softwaresystem fir dynamische Geometrie und
Algebra der Ebene. Dissertacdo (Mestrado) — Paris Lodron University, Salzburg, Austria,
fev. 2002. (In German.). Citado na pagina [76]

LARSON, R. Elementos de dlgebra linear. [S.1.]: Cengage Learning, 2018. Citado 2 vezes
nas paginas [25] e

LEON, S. J. Algebra linear com aplicacdes, 4a edicdo. Livros Técnicos e, 1999. Citado na
pégina [90]

LIMA, E. L. A Matemdtica do Ensino Médio: Volume 3. [S.1.]: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2004. Citado na péagina [55]

NORD, G. D.; JABON, D.; NORD, J. Activities: The mathematics of the global
positioning system. The Mathematics Teacher, National Council of Teachers of
Mathematics, v. 90, n. 6, p. 455460, 1997. Citado na pagina [103]

PLANETCALC, P. T. . Calculadora de Forma escalonada reduzida por Linhas de Uma
Matriz (RREF). 2008. Disponivel em: <https://pt.planetcalc.com/8328/>. Citado na

pégina [60}
SAUTOY, M. d. El pais, 2018. Disponivel em: |<https://brasil.elpais.com /brasil /2018 /04 /
11/cultura/1523463125 415011.html>. Citado na pagina [16]

SILVEIRA, M. R. A. da. A dificuldade da matematica no dizer do aluno: ressonéncias de
sentido de um discurso. Educacdo € Realidade, v. 36, n. 3, 2011. Citado na pagina [14]


https://www.somatematica.com.br/historia/sistemas.php
https://www.somatematica.com.br/historia/sistemas.php
https://www.ufrgs.br/reamat/AlgebraLinear/livro/s1-formas_escalonadas_e_formas_escalonadas_reduzidas.html
https://www.ufrgs.br/reamat/AlgebraLinear/livro/s1-formas_escalonadas_e_formas_escalonadas_reduzidas.html
https://pt.planetcalc.com/8328/
https://brasil.elpais.com/brasil/2018/04/11/cultura/1523463125_415011.html
https://brasil.elpais.com/brasil/2018/04/11/cultura/1523463125_415011.html

	Sumário
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	INTRODUÇÃO
	A álgebra das matrizes
	Definições
	Representação dos elementos.

	Matrizes especiais
	Matriz nula m n.
	Matriz linha.
	Matriz coluna.
	Matriz quadrada.
	Matriz identidade
	Matriz diagonal
	Matriz triangular superior
	Matriz triangular inferior
	Matriz simétrica

	Operações com matrizes e propriedades das operações.
	Adição entre matrizes
	Propriedade da comutatividade da adição entre matrizes
	Propriedade da associatividade da adição entre matrizes
	Propriedade da matriz nula

	Multiplicação por escalar
	Propriedades da multiplicação por escalar
	Propriedade de multiplicação pelo elemento nulo
	Propriedade da associatividade na multiplicação por escalares
	Propriedade do elemento neutro na multiplicação

	Multiplicação de matrizes
	Processo multiplicativo
	Propriedades da multiplicação de matrizes

	A transposta de uma matriz
	Propriedades da matriz transposta


	Operações elementares sobre linhas
	Operações elementares sobre linhas
	As Formas escalonadas de uma matriz
	A forma escada de uma matriz (Formas escalonadas reduzidas)
	O Algoritmo do escalonamento

	Matrizes e sistemas de equações lineares
	Equações lineares
	Solução de uma equação linear
	O Conjunto solução
	Sistema de equações lineares
	Solução de um sistema de equações lineares
	O Conjunto solução de um sistema de equações lineares
	Sistemas lineares em sua forma matricial
	Posto e Nulidade

	A geometria das soluções de sistemas lineares
	Sistema de 1 equação com 1 incógnita
	Soluções de um sistema de equações lineares
	Sistema de uma equação e uma incógnita

	Sistemas de 2 equações com 2 incógnitas
	Possíveis posições entre duas retas em um plano.
	Retas concorrentes.
	Retas paralelas.
	Retas coincidentes.


	Sistemas de 3 equações com 3 incógnitas
	Sistema possível e determinado.
	Sistema possível e indeterminado.
	Sistema impossível.


	Situações problemas
	Sistemas lineares no tráfego de veículos
	Sistemas lineares em circuitos elétricos
	Sistemas lineares em problemas do rotineiros. 
	Sistemas lineares em problemas nutricionais
	Sistema lineares no G.P.S.

	Apêndice 1
	Referências

