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Resumo

Esta dissertacdo tem como objetivo ser uma introducdo a geometria das transfor-
macoes, em nivel elementar e apresentar a construcao e a classificacdo dos grupos
de papéis de parede.

Ao fim deste, sera feita uma andlise das obras de MC Escher, mais especifica-
mente aqueles que envolvem ladrilhamento do plano e também serdo propostas
atividades nas quais os conteudos aqui tratados poderao ser incluidos.

Palavras-chaves: Papéis de Parede, Grupos, Transformacoes Geométricas, Iso-
metrias, Escher.
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Abstract

This dissertation aims to be an introduction to the geometry of transformations,
at an elementary level and to present the construction and classification of the
wallpaper groups.

At the end of this, an analysis of the works of MC Escher will be made, more
specifically those that involve the filling out of the plan and activities will also be
proposed in which the contents dealt with here may be included.

Keywords: Wallpapers, Groups, Geometric Transformations, Isometries, Escher.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao foi fazer um estudo sobre isometrias e em especial
sobre os grupos de papéis de parede e a inter-relacdes entre estes e algumas das
obras de Escher. Existem 17 grupos distintos de papéis de parede e a primeira
demonstracdo de que estes sdo os tnicos possiveis foi feita por Evgraf Fedorov
(1853-1919) em 1891 e independentemente por George Pdlya (1881-1985) em
1924.

Ao longo da dissertacdo serdo apresentadas as demonstracoes que permitem
concluir que os grupos de papéis de parede sdo exatamente 17. Utilizaremos a
notac¢do dada por Martin [[1]], em os grupos sdo classificados de acordo com seus
centros de rotacdes e derivados de acordo com as demais simetrias encontradas
naquele grupo, como reflexdo, translacéo e reflexdo com deslizamento e os pontos
que contém os eixos destas simetrias.

Para tal estudo trataremos inicialmente os conceitos de transformacoes e isome-
trias. Tais conceitos sdo conteudo encontrados na Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC) e sdo trabalhados nas aulas regulares da educacdo bdsica em diferentes
niveis. Para o aprofundamento deste estudo serdo propostas atividades que se ba-
seiam nas obras de Escher.

Escher foi um artista criativo, inovador e multifacetado. Sempre em busca de
novas técnicas e desafios ele viajou, pesquisou e conseguiu, em suas obras, criar
“mundos impossiveis”.

Apesar de ndo possuir formacdo matematica, é evidente a partir de suas obras
o dominio que ele possuia de conceitos geométricos. Porém isso ndo implica que
ele entendesse formalmente a matemadtica que existe por tras de tais regras. Apos
uma série de encontros, que se iniciaram em 1954, com o matemdtico Harold
Scott MacDonald Coxeter, conhecido como Donald Coxeter (1907-2003) em que
os dois trocavam informacdes e artigos que Escher conseguiu compreender melhor
a matematica em seu trabalho e conseguiu abrir cominho para novas possibilida-
des. Apesar da grande influéncia que Coxeter teve para que Escher desenvolvesse
obras baseadas no plano hiperbdlico, este trabalho irad tratar apenas da fase em
que Escher tratou das tesselacdes no plano euclidiano.

Existe grandes conexdes entre a matemadtica e a arte, onde uma usufrui da outra
para o proprio crescimento. Nessa dissertacdo apresentamos um desses didlogos
através da obra de Escher.

No primeiro capitulo apresentaremos os conceitos de isometrias, trazendo uma
introducdo dos conceitos de transformacdes do plano e simetrias, provando que
existem quatro isometrias do plano a se conhecer e que estas sdo isometrias: refle-
xdo, translacdo, rotacdo e reflexdo com deslizamento. No segundo capitulo trata-



Sumadrio

remos das propriedades das isometrias e das involugdes. Neste, veremos que toda
isometria é composicdo de no maximo trés reflexdes e que sdo necessarias algumas
defini¢Oes para que possamos chegar nesta demonstragdo. A partir do terceiro ca-
pitulo iremos comecar a tratar o grupos de papéis de parede. Iremos demonstrar
que a quantidade de grupos de papéis de parede é limitada e que também é possi-
vel provar que estes sdo distintos. O quarto capitulo trard uma andlise envolvendo
os grupos de papéis de parede e como elas se encontram nas obras de Escher. E
por fim, no dltimo capitulo apresentamos propostas atividades que envolvam os
grupos de papel de parede, de acordo com a BNCC.
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Notacoes

Notagdo 1. Pontos serdo denotados por letras maitisculas do alfabeto latino (A, B, X, Y);
Notagdo 2. Retas serdo denotados por letras minusculas do alfabeto latino (7, s, t);

Notagdo 3. Transformagdes do plano serdo denotadas por letras minusculas do
alfabeto grego a, 3 e v;

Notagao 4. A<_B) denota a reta que passa pelos pontos Ae B;

—_
Notagdo 5. AB representa a semirreta que tem origem em A e que contém o ponto
B;

Notagdo 6. AB denota o segmento de reta definido pelos dois pontos de suas ex-
tremidades;

Notagdo 7. AB denota a distancia entre dois pontos, que também serd denotada
por d(A, B).

Notacdo 8. Angulos serio representados pelas letras mintsculas do alfabeto grego
© e ® ou por pontos contidos em seus lados, como por exemplo ZABC, onde B é

V4 . N H H ~ N
o vértice do angulo e BA e BC sdo os lados do angulo.
Notagdo 9. Para planos iremos utilizar a legra grega maitscula II.
E importante ressaltar aqui que estamos supondo ja haja familiarizacéo por parte
dos leitores em alguns conteidos como, por exemplo, o Plano Cartesiano, em que:

m um ponto é um par ordenado (x,y) onde x,y € R;

m uma reta é o conjunto de pontos que satisfazem uma equacgéo do tipo ax +
by +c=0,ondea,b,c €Reaebnio sio iguais a 0 a0 mesmo tempo;

m adistancia d entre dois pontos A = (x,, y4) € B = (x3, y5) é dada pela férmula
d(A,B) = v/ (x5 — x2)%> + (y5 — Ya)?.




1 Isometrias

O estudo de transformacoes e isometrias apresentado neste trabalho baseia-se ape-
nas em contetido de educacdo bdsica. De acordo com Martin, para este estudo,
ndo é necessario (pré-requisito) o estudo da Teoria dos Grupos. Pelo contrario,
esta abordagem para a Geometria Euclidiana d4 exemplos concretos para uma in-
troducdo a este estudo e para o seu aprofundamento. Assim os conceitos relativos
a teoria de grupo que utilizaremos serdo apresentados no trabalho.

1.1 Transformacoes

Uma transformacéo no plano é um correspondéncia bijetiva de pontos do plano
nele mesmo.

Definicdo 10 (Identidade). A transformacdo identidade ¢ : IT — II é definida
como t(P) = P para todo ponto P €1II.

Todo grupo é um conjunto ¢¥ munido de uma operacéo (-) que satisfaz as se-
guintes propriedades:

Fechamento a-b€ % sea,b € ¥;
Associativa (a-b)-c=a-(b-c);
Elemento neutro de € 9¥le-a=a-e =a;

1:

Elemento inverso Dado a, 3a lla-a™! =e.

Observagdo 11. Dizemos que um grupo é um grupo comutativo caso ele respeite
a seguinte propriedade:

Comutativa a-b=>b-a

Proposicdo 12. A composi¢do a o 3 das transformagbes a e 3 também € uma trans-
formacgdo.

Demonstragdo. O resultado segue do fato da composicdo de fungdes bijetivas ser
uma funcéo bijetiva. O

Teorema 13. As transformagdes do plano formam um grupo.
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Demonstragdo. A propriedade de fechamento é consequéncia da proposicdo
Sejam a, 3 e y transformacdes de R* em R?, entdo

((aop)oy)(x)=(aop)(y(x))=a(B(y(x)))=(ac(Boy))(x)

A transformacéo identidade ¢ é o elemento neutro do grupo e claramente

toa(x)=aot(x)=a(x)

Dada a transformacéo a, por hipStese, como a ¢é bijetiva temos que existe a™! e

que

aloa=aoat=1

O]

Definicao 14. Seja f uma transformacéo tal que, dada [ uma reta, entdo f(l)
também é uma reta. Dizemos que neste caso f é uma colineacao.

Teorema 15. O conjunto de todas colineagdes formam um subgrupo do grupo das
transformagoes.

Demonstragdo. Para provar que é subgrupo basta verificarmos que é fechado em
relacdo ao produto. Para esse fim vamos supor que f,g sejam colineagdes e [
uma reta. Temos que f (1) = I’, onde I’ também €é uma reta, por hipbtese. Logo
(gof)(D=g(f (1) =g (") também ¢é uma reta. O

Teorema 16. Num grupo de transformacdes, temos que (ao ) 1= loa ™l

Demonstragdo. Basta demonstrar que (ao ) o(aof)=poa o(aof)=1
pois o elemento inverso de existe é tnico. E desta forma (ao )" é a inversa de
(ao ). Agora, veja que

proato(aop)(x)=p"(a " (a(B(x))))=p""(B(x)=1t(x)

A demonstracio que (aof3) ' o(ao 8) =1 é andloga. E portanto podemos concluir
que (aoB)t*=ploal. O

1.2 Isometrias nas retas

Definicdo 17. Uma isometria da reta r numa reta s € uma funcdo a : r — s que
preserva a distdncia entre os pontos, isto é:

d(a(X), a(X") = d(X,X")

para todo X, X’ € r.
Para efeito de notacdo vamos dizer que X’ = a(X) onde X € r e X’ €.

Teorema 18. A imagem do segmento de reta XY C r por uma isometria a:r — s é
o segmento de reta X'Y’ Cs, onde X' =a(X) e Y' = a(Y).




1 Isometrias

Teorema 19. Toda isometria a é uma fungdo bijetiva, cuja inversa & :s — r

também é uma isometria.
Dado uma isometria a, dizemos que o ponto X é fixo por a se a(X) = X.

Teorema 20. Uma isometria a : r — r que possui dois pontos fixos distintos é a
transformagdo identidade.
Demonstragdo. Sejam X,Y €r taisque X' =a(X)=XeY' =a(Y)=Y.

Seja Z € r e Z' = a(Z). Vamos assumir primeiramente que Z € XY. Entdo
temos:

Z7eEXY & XY=XZ+ZY (1.1)
s XY =X'7Z'+2Y’
XY=XZ'+27'Y (1.2)

Desta forma XZ +ZY =XZ'+Z'Y elogo Z = 7.
Oscasos X —Y —Z e Z—X —Y sdo analogos O

Definicdo 21 (Reflexdo em torno de um ponto). SejaA€ r. A reflexdo em torno
de A é a transformacdo o, : r — r que associa cada ponto X € r em seu simétrico
X' = 0,4(X) relativamente ao ponto A.

Se 0, é uma reflexdo entdo o ,(A) = Ae paratodo X #Aem r,Aé o ponto médio
do segmento de reta XX’, onde X’ = 0 ,4(X). Assim, X e X', pertencem a semirretas
opostas de origem A. Decorre assim que dois pontos X,Y € r estdo do mesmo lado
(ou em lados opostos) do ponto A se, e somente se, suas imagens X', Y’ por o,
também estdo. Se X e Y estdo em lados opostos de A entdo

A’ Y") = d(X’,A) + d(Y',A) = d(X,A) + d(Y,A) = d(X,Y)

o que demonstra que a reflexdo é uma isometria neste caso. Os outros casos sdo
similares.

Fig. 1.1

Teorema 22. Sejam a, 3 : r — s isometrias. Se existirem pontos A# B em r tais que
a(A) = B(A) e a(B) = B(B) entdo a = f3, isto ¢, a(X) = 3(X) para todo X € r.
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Demonstracdo. Basta observarmos que a o f3(A) =Ae que a ' o 5 (B) = B. Por-
tanto a = f3. ]

Teorema 23. Se a isometria a : r — s possui um ponto fixo A entdo a é a transfor-
magdo identidade ou a € a reflexdo em torno de A.

Demonstragdo. Se a fixa um ponto B, com B # A, entdo a é a transformacéo
identidade, de acordo com Teorema Agora se a(B) = B’ entdo temos que
d(B,B’)=d (B,A)+d (A,B’) e portanto A é ponto médio do segmento BB’, logo a
¢ a reflexdo em torno do ponto A. ]

Teorema 24. Sejam a,f3 : r — s isometrias. Se existir um ponto A € r tal que
a(A) = B(A) entdoou a =P ou a = o0, onde o, : 1 — 1 € areflexdo em torno
do ponto A.

Demonstracdo. Sejay = 37! o a. Entio y admite o ponto fixo A, entfo, por ou
y é a identidade ou y = 04 e neste caso, a = 3 0 0. O

Definicdo 25 (Translacdo na reta). Sejam A e B dois pontos distintos sobre a reta
r. A translagdo 7,5 : r — r € a transformacéo que associa a cada ponto X € r o
ponto X’ = 7, 5(X) tal que XX’ = AB e tal que o sentido do percurso de X para X’
¢ o mesmo de A para B.

Observacdo 26. Ao afirmarmos que d(X,X’) = d(A, B) e que os sentidos de percurso
A — B e X — X’ coincidem, equivale a afirmar que o ponto médio M do segmento
AX' é também ponto médio do segmento BX.

[ ]

m @
[ ]

]

]

T

Fig. 1.2

1.2.1 Orientacao da reta

Para determinar a orientacdo de uma uma reta devemos a principio escolher o sen-
tido do percurso em r e a partir dai chamd-lo de positivo. O sentido oposto a este
serd denominado negativo. Graficamente, o sentido do percurso serd indicado
por uma seta.
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Fig. 1.4: Reta r de sentido X’ — Y’

~3

Fig. 1.5

Definicao 27. Dado qualquer par ordenado (X,Y) de pontos de r, se o sentido
de percurso X — Y coincide com o sentido X’ — Y/, onde X' = a(X) e Y’ =
a(Y),entdo dizemos que a : r — r preserva orientacao ou equivalentemente que
a é uma isometria prépria. Caso contrario sera dita impropria.
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1.3 Isometrias do Plano

Definicdo 28. Uma isometria do plano IT num plano I1’ é uma transformagio
a : IT — I’ que preserva a distincia entre os pontos, i.e,

d(a(X), a(X") =d(X,X")
para todo X, X’ € II.
Proposicdo 29. Uma isometria preserva a amplitude dos dngulos.

Entre os tipos de isometrias do plano destacamos a rotacdo, a reflexdo e a trans-
lacdo no plano. Essas isometrias serdo estudadas detalhadamente no que se segue.

Teorema 30. Toda isometria a : I[1 — I1’ leva retas em retas.

Demonstragdo. Sejam r C I1 e A,B € r, tais que A’ = a(A) e B’ = a(B). E seja r’
a reta do plano I1" que contém A’ e B’. Dado X € r, vamos assumir, sem perda de
generalidade que A— X — B, tal que AB = AX + BX. Logo, se X’ = a(X), entdo
A'B’ =A'X'+ B’X’ portanto X’ pertence ao segmentoA’'B’. Portanto, A, B’ e X’ sdo
colineares. Com isso conseguimos demonstrar que X € r = X’ € r’. Logo, como
toda isometria entre retas é sobrejetiva, temos que a(r) =r'.

r r

PR

Fig. 1.6

]

Teorema 31. Uma isometria a : I1 — I’ transforma retas perpendiculares em retas
perpendiculares.

Demonstragdo. Segue da Definicdo [28] pois como ja vimos a leva reta em reta e
leva angulos retos em angulos retos pois isometrias preservam angulos. O

Teorema 32. Toda isometria a : I1 — I1' é uma bijecdo, cuja inversa a™! : TI' — I1 é
ainda uma isometria.

Demonstragdo. Vamos apenas provar que a inversa preserva distdncia. Sejam en-
tdo A,B € II tais que a(A) = A’ e a(B) = B’. Como a é bijetiva, temos que
d(a(A),a(B)=dA,B)=>dA,B)=d(a 1 (A),a 1 (B)). O
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1.3.1 Isometrias préprias e imprdprias no plano

Definicao 33. Quando uma isometria preserva a orientacdo de uma figura geo-
métrica, a isometria é denominada propria e quando inverte a orientacdo, é dita
impropria.

1.3.2 Reflexbes em torno de um ponto

Definicdo 34 (Reflexdo em torno de um ponto). Seja A um ponto no plano II
definimos a reflexao em torno do ponto A como a fungio o ,(A) =A e para X #A,
0,4(X) =X’, onde A é o ponto médio de XX"'.

Teorema 35. Toda reflexdo em torno de um ponto A é uma isometria no plano.

Demonstracdo. Dados X # Y # A € I, sejam 0,4(X) = X' e 04,(Y) = Y’ como
apresentados na Figura Pelo caso de congruéncia LAL, podemos afirmar que
AAXY = AAX'Y’, pois, pela definicio de reflexdo, AX = AX’ e AY = AY’ e ainda

“—> —>
como XX’ e YY’ sdo retas concorrentes temos que ZXAY = /X'AY’ por serem

angulos opostos pelo vértice. Logo a reflexdo em torno de um ponto no plano
preserva a distancia entre pontos e a amplitude dos angulos.

Fig. 1.7: Demonstracao

Teorema 36. Toda reflexdo em torno de um ponto € uma isometria propria.

1.3.3 Reflexao em torno de uma reta

Definicao 37 (Reflexdo em torno de um reta). Seja r uma reta no plano II defini-
mos a reflexdo em torno de uma reta r, o, : I1 — II, da seguinte forma: se X € r

10
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entdo 0,(X) =X ese X ¢ r entdo 0,.(X) =X’, de modo que r seja a mediatriz de
XX'.

Teorema 38. Toda reflexdo em torno de uma reta é um isometria no plano.
Demonstragdo. Para realizar a demonstracio consideraremos dois casos:

1. Dados X e Y pontos de um mesmo lado da reta r do plano II. Temos que
o,X)=X"ec.(Y)=Y'. SejamAe 0,(A) = A’ tais que XA e XA’sdo para-
lelos a r. AXAY e AX’A'Y’sdo tridngulos retdngulos. Neste caso, AXAY =
AX’A’Y’pelo caso de semelhanca LLL, pois como possuimos um par de ca-
tetos e um par de hipotenusas congruentes, entdo o segundo par de catetos
também serd congruente, pelo Teorema de Pitdgoras.

Fig. 1.8: Caso 1: X e Y de um mesmo lado de r no plano II

2. Dados X e Y pontos de lados opostos da reta r do plano I, com 0, (X) = X’
eo.(Y)=Y'. Sejam {A} =XY Nr e {B} =XX’'Nr. Pela propriedade da re-
—>

flexdo, XX’ L r, pois r é a mediatriz de XX’, logo AABX = AABX’, pois sdo
tridngulos retingulos em B com cateto comum AB, e um par de lados con-
gruentes BX = BX'. Portanto, AAXX’ ¢ is6sceles, pois AX = AX’. Analoga-
mente, AAY Y'também é isdsceles e portanto r é bissetriz dos &ngulos ZXAX’
e ZYAY'. Temos que ZXAX' = ZYAY' e que med(£XAX") + med(£XAY') =
180° assim como med(ZYAY’) + med(£XAY’) = 180°, logo X' —A—Y' e

11



1 Isometrias

portanto

AeX'Y & XY =XA+AY
& XY =XA+AY
& AeXY
X'Y' =XY.

Fig. 1.9: Caso 2: X e Y de lados opostos de r no plano I1

Teorema 39. Toda reflexdo em torno de uma reta é uma isometria impropria.
Teorema 40. 0,00, = L.

Demonstracdo. Seja X € II e denote por X' = ¢,,(X) e por X" = ¢,,(X’). Como,
por definicdo, m é a mediatriz de XX’ e de X’X”, temos que estes segmentos de
reta sdo coincidentes e portanto X = X", logo temos que o, = 0';1 = 0,00, =

-1 _
0n00 " =L. O

Teorema 41. A composi¢do de duas reflexdes é uma isometria propria.

1.3.4 Translacao ou deslizamento

Definicao 42 (Translacdo ou deslizamento). Sejam A, B € II, A # B, entdo a trans-
lacdo 7,5 : I1 — II é a transformacao definida como: dado X € II, a imagem
X' = 1,45(X) é o quarto vértice do paralelogramo ABX'X.

12
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Nesse caso dizemos aqui que a translacdo 7,z tem sentido de A para B.

Fig. 1.10: Translagédo

Teorema 43. Toda translagdo T,z : IT — I1 é uma isometria no plano.

Demonstragdo. Sejam X,Y € II, tais que X’ = 7,45(X) e Y’ = 7,5(Y). Denotemos
> o
r = AB e s = XY. Vamos novamente separar a demonstracdo em dois casos:

Caso 1. Ser ||sour =s, entdo 7,4 fica restrita a r, entdo Ty, : I — r e portanto
dX,Y)=dX’,Y")

Caso 2. Ser }fser #s,temos entdo um paralelogramo XYY'X’ com XX oposto
-/ _— _
aYY eXY opostoaX’Y’. Portanto d(X,Y) =d(X’,Y’).

Fig. 1.11

Teorema 44. Toda translagdo é um isometria prdpria.

13
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1.3.5 Rotacao

Definicao 45 (Rotacdo). Sejam X, 0 € II. A rotacdo de um ponto X por um angulo
a em torno de um ponto O € definida pela transformacéo p,, : IT — II tal que
VX # O temos p, ,(X) = X’ que respeita a condicdo d(X,0) = d(X’,0) e ZXOX' =
a. No caso particular em que X = O, entéo definimos p, ,(0) = O.

@)

Fig. 1.12

Observagdo. Se a > 0, teremos uma rotacao no sentido anti-horario. Caso a < 0,
a rotacdo serd no sentido horério.

Teorema 46. Toda rotacdo py , : I1 — I1 é uma isometria no plano.

Demonstragdo. SejamA,B,C,0 €Il com pg ,(A) =A', pp(B) =B"epy,(C)=C,
tais que ZAOA' = /BOB’ = ZCOC’ = a. Separamos entdo em dois casos:

Caso 1. Se A= O (consequentemente A’ = O), temos que ABOC = AB’OC’ pelo
caso de congruéncia LAL, logo BC = B’C’, Entdo AABC = AA'B'C’ e
portanto a rotacdo preserva o comprimento dos segmentos e a amplitude
com angulos. Analogamente se B=0 ou C = 0.

Caso 2. SeA# B # C # O temos que AABC = AA'B’C’ pelo caso de congruéncia
LLL, pois AAOB = AA'OB’, AAOC = NAA'OC’ e ABOC = AB'OC/,
seguindo a demonstra¢do do caso anterior.

14
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I
‘\ /// // !
\ a=75 - c o c I -5
o A Do----
0 T 0
o B
> B
(a) (b) ()]

Fig. 1.13: Rotacdo do tridngulo AABC em torno do ponto O.

Teorema 47.

m O produto de duas reflexdes por um mesmo ponto é uma rotacdo por 20,

sendo © o angulo entre os eixos de reflexao.

m Toda rotacdo pode ser escrita como produto de duas reflexdes em retas pas-

sando pelo centro de rotagdo. Logo toda rotacdo é uma isometria propria.

Teorema 48.

1.

2.

Uma rotagdo, diferente da identidade, fixa exatamente um ponto o seu centro.

Uma rotagdo com centro em C deixa invariante toda circunferéncia com centro
C.

Se C ¢ um ponto e © e ® sdo niimeros reais, entdo Pcg © Pcos = Pcot+e €

-1 _
pc’@ - pC,—@'
As rotagbes com centro C formam um grupo abeliano.

As rotagbes involutivas sdo rotagbes de 180°, logo p¢ 150 = O¢ para qualquer
C.

Teorema 49. Dados dois niimeros reais © e ® temos que pcg = Pce < © =
® + k(360°),k € Z.

15
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Fig. 1.14: Dois angulos direcionados por duas retas concorrentes

Teorema 50. Sejam o, e 0, reflexdes, entdo para a composi¢do 0, o O, temos duas

possibilidades:

Caso1. Sea || b, temos A€ ae b € B tais que AB LaeAB L b (Portanto,
d(A, B) = d(a, b), pela defini¢do de distdncia entre retas). Entdo 00, =

T 24AB>

Caso 2. Se a e b sdo concorrentes tais que a N b = C e o dngulo formado entre a e
s © ~ —
b é 3, entdo temos que 0, © 0, = P e

Demonstragdo. Seja P um ponto tal que o, 0 0,(P) = o,(c,(P))=0o,(P)=P".

Caso 1. Vamos realizar esta demonstracao separando em trés casos:

Caso i.

Caso ii.

P € a. Temos o,(P) = P’ = P, pela definicio de reflexdo.
Agora o, (P) = P” e como b é mediatriz de PP” entdo d(P,P") =
d(P,b)+d(b,P")=d(a, b)+d(a, b) = 2-d(a, b). A composicio
de duas reflexdes é uma isometria prépria (Teorema [41]), por-
tanto 0, 0 0, = pysp- A demonstragdo € analoga caso P € b.

P ndo estd entre a e b, ou seja de um mesmo lado de a e b.
Sem perda de generalidade, assumimos que P estd do lado
oposto de b em relacio a a. Temos que P — P’ —P”, pois a é
mediatriz de PP’e b é mediatriz de P’P”. Logo, se d(B,a) = m,
entdo d(a,P’) = m, e se d(P’, b) = n, entdo d(b, P”) = n, pela
definicao de reflexdo. Pela definicdo de distancia entre retas
temos que d(a, b) = m + n. Novamente, como a composicdo
de duas reflexdes é uma isometria prépria, temos que

d(BP")=2m+2n=2(m+n)=2-d(A, B)

e portanto o, o o, é uma translacdo p,,;. A demonstracdo
serd analoga se assumirmos que P estd do lado oposto de a
em relacdo a b.
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a b
A B
FU » S " = o
A 4 T T A w w -
m m n n

Fig. 1.15: Produto de duas reflexées (a || b, com P de uma mesmo lado de a e b)

Caso iii. P estd entre a e b. Temos que P’ —P — P”, a é mediatriz de
P’P e b é mediatriz de PP”. Temos que d(B,a) =d(a,P’) =m
e que d(P’,b) =d(b, P"”) = n pela definicdo de reflexdo. Além
disso d(a, b) = d(P’,b)—d(P’,a) = n—m, pois P’ esta do lado
oposto de a em relacdo a b. temos também que

d(Bb)=d(a,b)—d(PRa)=n—m—m=n—2m.
Logo
d(RP")=d(Rb)+d(P”,a) = n—2m+n = 2(n—m) = 2-d(a, b)

Portanto, o, 00, = Poup-

Fig. 1.16: Produto de duas reflexdes (a || b, com P entre a e b)

Caso 2. Também iremos separar esta demonstracdo em trés casos:

Casoi. P € a. Temos o,(P) = P’ = P, pela definicdo de reflexo.
Agora 0,(P) = P” e como b é mediatriz de PP”,entdo b tam-
bém é a bissetriz de ZACP”, logo

med(ACP”") = med(ZACB)+ med(£ZBCP")
= 2-med(LACB)=2-%=@

17
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. Como C pertence as retas a e b, P, P’ e P”equidistam de C,
portanto pertencem a uma circunferéncia de centro C. Logo,
P" = p¢o(P). Portanto 0, 00, = P e-

Caso ii. P ndo estd entre a e b, ou seja de um mesmo lado de a e b.
Sem perda de generalidade, assumimos que P estd do lado
oposto de b em relacdo a a.Sejam A€ a, B € b. Como a é me-
diatriz de PP/, entdo a é bissetriz de ZPCP’, logo med(£PCA) =
med(ZP'CA) = %. Analogamente, b é bissetriz de ZP'CP” te-
mos que med(ZP’'CB) = med(£P"CB) = % Como ZP'CA é
adjacente a ZP’CB temos med(ACB) = med(P’'CA)+med(£LP'CB) =
% + %:% Assim como no caso anterior, temos C como cen-
tro de uma circunferéncia e que P, P’ e P” pertencem a esta
circunferéncia. Logo

med(Z/PCP”) = med(£PCA)+ med(LACP’)+ med(/P’'CB)+ med(/BCP")
P ¢ QO 0O
= — -+ 4= =3+0Q
2 2 2 2
S}

= 2-med(LACB)=2-E=@

Portanto 0, 0 0, = pce. A demonstragdo do caso em que P
estd do lado oposto de a em relagdo a b é andloga .

Fig. 1.17: Produto de duas reflexdes (a }f b, com P de uma mesmo lado de a e b)

Caso iii. Pestd entre a e b. Sejam A € a e B € b. Como a é media-
triz de PP/, entéo a é bissetriz de ZPCP’, logo med(/PCA) =
med(ZP’'CA) = %. Vamos assumir que med(ZP’CB) = %, logo
med(ZP'CB) = %+ % + % Como b é mediatriz de P’P”, entdo
b é mediatriz de ZP'CP”,logo med(£/P’'CB) = med(£P"CB) =
2+2+%. Como ZPBC é adjacente a ZP”CB, temos que

med(ZPCP”) = med(£PCB)+ med(£P"CB)

- 2@ D-a(9)

2
= 2-med(ZACB).

18
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Portanto, temos que 0, 00, = Pcg-

Fig. 1.18: Produto de duas reflexdes (a }f b, com P entre a e b)

]

Teorema 51 (Teorema da adicéo de 4ngulos). pp4°Pae = Pc e+ ONde este ponto
C € descrito na demonstragdo.

Demonstragdo. Temos que
Prs °© Pas(P) = ppe(pPae(P)) = ppe(P’)=P".

>
Sejam ¢ = AB e P, = 0.(P), tais que ppg = 0,00, € pggy = 0, 00, logo a é
mediatriz de PP, e b é mediatriz de P,P”. Utilizando semelhanca de triangulos,
temos que A € a e que B € b. Temos entdo que

pB,<I> © pA,@ =0,00.,00.00,
mas como o, °0, =1 entao pB,<1> o PA,e = 0p00,. Pelo Teorema [2| temos que o

N 7 o . Py

angulo formado entre as retas a e c é de (%) e que a medida do angulo formado
7 o .

entre b e c é de (%) . Separemos em dois casos:

Caso 1. Se (@ +®)° =0°. Pelo Teorema [49]temos que a e b sdo paralelas. Por-
tanto temos que Py 4 © P4 € uma translagdo, cuja demonstracéo segue
do Teorema

®/2

Fig. 1.19
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Caso 2. Se (©+®)° # 0°. Pelo Teorema do 4ngulo externo podemos concluir
que medida do angulo formado pelas retas a e b é de (% + %)O. Seja

C =anb. Como a é mediatriz de PP, e b é mediatriz de P,P”, temos
que d(C,P)=d(C,P,) =d(C,P"). Entdo C é equidistante de P e de P”.
Logo, C é centro de uma circunferéncia que contém os pontos P e P”.
Portanto, pp 4 © Ppe = Pce+e PELO Teorema

Fig. 1.20

]

Observe que a composicdo de uma translacdo com uma rotacéo serd dada pela
composicdo de trés rotacoes ja que a translacdo pode ser substituida por duas ro-
tacoes de 180°, obtendo entdo uma rotacdo de (© + 180 + 180)°, portanto uma
rotacdo de ©°.

Corolario 52. Temos como consequéncia do Teorema

m Uma rotacdo de ©° seguida de uma rotacdo de ®° serd uma rotacédo de (© +
®)° a ndo ser que (O + ®)° = 0° e neste caso serd uma translagao;

(D~

m Uma translacdo seguida de uma rotagdo, diferente da identidade, de ©°
uma rotacgdo de ©°;

D~

m Uma rotacdo, diferente da identidade, de ©° seguida de uma translacéo
uma rotacdo de ©°;

s Uma translacio seguida de uma translacdo ¢ uma translacdo.

20



1 Isometrias

Teorema 53. 0,00, =0,00,, < m=noum L n.
Demonstragdo. Vamos fazer a demonstracdo em dois casos:

Caso 1. No caso em m = n a demonstracdo segue facilmente a partir do Teorema
40

Caso 2. Se m,n sdo transversais seja O = m N n. Pelo Teorema [2] temos que
a composicdo de duas reflexdes é uma rotacdo. Entdo temos que as
composicoes 0,00, € 0,00, S40 P19 € Pp 29, FESPECtivamente ou
Po—20 € Po2e respectivamente. Porém, para © = 90° temos g 1g00 =
Po—1800 € assim

0nm°0,=pP0,1800 = Po,~1800 — 0, 00y

ou
0m©0, = P0o,~1800 = Po,1800 — 0 %0y

Caso 3. O caso em que as retas sdo paralelas é andlogo ao anterior.

1.3.6 Reflexao com deslizamento

—
Defini¢do 54 (Reflexdo com deslizamento). Sejam um vetor v = A’A” e r uma
reta paralela a v. A reflexdo com deslizamento determinada por ve areta r é a
isometria

O-r o TA/A//
obtida como composta da translacdo 7., e da reflexdo o,.

Observagdo 55. Como vé paralelo a r,pode-se demonstrar que

O-r [©) TA/A// - TA/A// [¢) O-r.
Teorema 56. Toda reflexdo com deslizamento é uma isometria do plano.

Demonstragdo. Sabemos que toda translacdo no plano e que toda reflexdo sao iso-
metrias do plano pelo Teorema [43]e pelo Teorema 38| portanto temos que:

d(too(X),To0(Y)) d(0(X),o(Y))

= d(X,Y).

Logo toda reflexdo com deslizamentos preservam distancia e portanto toda re-
flexdo com deslizamento é um isometria no plano.
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Fig. 1.21: Prova

O]

Notagdo 57. Para representarmos uma isometria de reflexdo com deslizamento uti-
lizaremos v, onde y(X) = 7 o o(X).

Teorema 58. Toda translagdo com deslizamento é um isometria imprdpria.
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2 Propriedades das Isometrias

2.1 Composicao de Isometrias

Teorema 59. Se uma isometria a : I1 — II’ possui trés pontos fixos ndo colineares
entdo a € a identidade.

Demonstragdo. Sejam A, B, C € II ndo colineares com a(A) =A, a(B) =Be a(C) =
C. Vamos realizar a demonstracdo considerando dois casos:

Caso 1. Seja P €Il talque A—P —B e a(P)= P’. Temos entdo:

d(A,B) = d(A,P)+d(PB)
d(a(A),a(B)) = d(a(A),a(P))+d(a(P),a(B))
= d(A,P')+d(P',B).

Logo P’ também estd entre Ae B. Além disso d(A, P") = d(A,P)ed(B,P’) =
d(B, P). Portanto a Unica solucdo possivel para esta situacio é a(P) =
p'=p

d(A,P)+d(P',B) = d(A,B).

A demonstracdo ¢ andloga para os casos P —A—B, A—B — P e para
«—>
P € AC ou P € BC.

Caso 2. Seja P €Il ndo colinearaA,B,C. Sejar umaretatalque P €r, rNAB =
Xer 0;4_6) =Y. Como vimos no caso anterior podemos afirmar que
a(X) =X e a(Y) =Y, logo a fixa qualquer ponto pertencente a reta
XY = r, ou seja, fixa todo P € r. Logo a fixa todo ponto do plano II.
Portanto a € a identidade.
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Fig. 2.1: Isometria com trés pontos fixos

O]

Teorema 60. Sejam aq, @, : [1 — I isometrias e A, B, C € Il ndo colineares tais que
a,(A) = a,(A), a;(B) = a,(B) e a;(C) = a,(C). Entdo temos que a; = a,, ou seja
a,;(X)=a,(X),VX eIl

Demonstragdo. Por hipétese temos que
a,1(Z) = ay(2)

al(@,(2)) = a7l (ay(2))
Z = azoaIl(Z)

para Z = A, B, C e logo pelo Teorema |59| temos que a, o a;l = id e portanto a; =
ay. O

Teorema 61. Se uma isometria a : I1 — II possui dois pontos fixos distintos entdo
ou € a identidade ou é a reflexdo em torno da reta que contém estes dois pontos.

Demonstragdo. Sejam A, B, C € 11 tais que a(A) = A, a(B) = B. Temos dois casos:
Caso 1. Se a(C)=C, entdo a ¢ a identidade, segue de[59]

Caso 2. Se a(C) = C’, com C # C’. Seja a™! a funcfo inversa de a. Como
d(A,C)=d(A,C") ed(B,C) =d(B,C’), podemos afirmar que 3r € I1|r =
AB tal que r é mediatriz de CC’ e que portanto temos uma reflexio
o, : 1 — II tal que a(A) = 0,(A) = A, a(B) =0,(B) =Bea(C) =
o, (C)=C.
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Fig. 2.2: Isometria com dois pontos fixos

O]

Teorema 62. Sejam a,, a, : [1 — Il isometrias. Se existem em Il dois pontos distintos
A, B tais que a,(A) = a,(A) e a,(B) = a,(B) entdo ou a; = a, ou a; = a,°0,, onde
>

o, : 1 = I1 é a reflexdo em torno da reta r = AB.

Demonstragdo. Pelo Teorema [30] temos que se A, B € r entdo a;(r) = a,(r). Seja
X ¢ r. Pelo Teorema se a;(X) = a,(X), entdo a; = a,, caso contrario,
sea;(X) =X e a,(X)=X"com X # X', entdo a; = a, 0 T,. O

Teorema 63. Uma isometria que fixa exatamente um ponto é composi¢cdo de, no
mdximo, duas reflexdes.

Demonstracdo. Temos que AA'B'C’ é a isometria em funcio de a do tridngulo
AABC. Seja m a mediatriz do segmento e BB'. Entdio temos uma reflex&o Oy -
I1, tal que o,,(AA'B'C') = AA’B"C”, comA=A"=A", B=B" e C # C”. Como
A é ponto invaridvel para todo isometria no plano IT temos que o,,(A)=A"=Ae
portanto A € m. Como agora temos dois pontos fixos a demonstragédo segue de

W e -

Fig. 2.3: Demonstra¢do para um ponto fixo
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]

Teorema 64. Existem apenas quatro tipos de isometrias a : I1 — I1 do plano I1, além
da transformagdo identidade, a saber:

m translagdo;
m rotacgao;
m reflexdo e

m reflexdo com deslizamento.
Demonstragdo. Consequéncia dos Teoremas 56 a 60. O

Teorema 65 (Grupo de isometrias). O conjunto de todas isometrias formam um
grupo.

Demonstragdo. Claramente compostas de isometrias sdo isometrias e inversas de
isometrias sdo isometrias pelo Teorema O

Proposicdo 66 (Cartan). Toda isometria é composi¢do de no mdximo trés reflexoes.
Caso um dos pontos seja fixo, ou seja, a(X) =X, X €11, com a : X — X a isometria
pode ser escrita como o produto de no mdximo 2 reflexdes.

Demonstracdo. Sejam entdo a : I[1 — I1 e A,B,C € Il com a(A) = A, a(B) = B’
e a(C) = C’. Basta provar que toda isometria fixa trés pontos. Para isso iremos
separar esta demonstracdo em quatro casos:

Casol. A=A,B=B"eC=C’. Segue do[59

Caso2. A=A,B=B"eC # C'. Segue do[61] Andlogo paraA=A,B# B’ e
C=C'eparaA#A,B=B'eC=C"

Caso3. A=A, B# B eC # C’. Segue do Andlogo paraA# A, B=B'e
C#C' eparaA#A,B#B eC=C".

Caso4. A#A,B#B eC # C’. Temos que AA'B’C’ é a isometria em funcio
de a do tridngulo AABC. Seja m a mediatriz do segmento e AA'. Entdo
temos uma reflexdo o,, : I1 — II, tal que o,,(AAB'C’) = AA"B"C”,
comA=A",B# B"”eC # C”. Temos entdo um ponto fixo, entéo a
demonstragdo segue do caso anterior.

m

L
oe

5 ® o ®

Fig. 2.4: Demonstracdo do Teorema de Cartan nenhum ponto fixo
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]

Definicao 67 (Isometrias pares e impares). Uma isometria que é um produto de
um numero par de reflexdes é dita isometria par; uma isometria que é um produto
de um numero impar de reflexdes é dita impar.

Corolario 68. A composi¢do de isometrias satisfaz:
m (prépria)o (prépria)=prépria
m (prépria)o (imprépria)= impréria
m (imprépria)o (imprépria) = prépria
m (imprépria)o (prépria)= imprépria

Exemplo. Podemos afirmar entdo que a composicao de duas reflexées tem como
resultado uma translacdo ou uma identidade, enquanto que a composta de uma
reflexdo com uma translacdo, em qualquer ordem, é uma reflexao.

Teorema 69. Se a, 3,y pertencem a um grupo de isometrias ¥, entdo temos que:
m foa=yoa = [L=y;
m foa=foy = a=ry;

Poa=a = B =u;

Poa=p = a=u;

Boa=1 = B=alea=p"1

Demonstragdo. O resultado segue imediato multiplicando a esquerda ou a direita
pela inversa de a ou 3. Por exemplo para demonstrar a primeira identidade mul-
tiplicamos ambos os lados & esquerda por a™*

1

(Boa)oa ' =(yoa)oa™ = B=r.
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3 Papéis de Parede

Neste capitulo faremos a classificacdo dos grupos de papeis de parede. A demons-
tracao de que hd apenas 17 grupos distintos de tais simetrias planares foi realizada
pela primeira vez por Evgraf Fedorov em 1891 e depois derivada independente-
mente por George Pdlya em 1924.

A demonstragdo que apresentamos a seguir, segue em linhas gerais a apresentada
em [[]].

3.1 Restricoes Cristalograficas

Nesta secdo demonstraremos uma série de restricdes sobre os grupos de papel de
parede, que sdo conhecidas como restri¢des cristalograficas e que serdo fundamen-
tais na classificacdo dos papéis de parede.

Definicdo 70. O subgrupo gerado por um conjunto S é o menor subgrupo que
contém S e serd denotado por < S >.

Por exemplo < 7,,7, > é o menor subgrupo que contém 7,7, € como esse
subgrupo é abeliano entdo temos uma descricdo bem mais concreta:

< Ty, Ty, >={n1t, +mt,,n,me 7%}

Existem algumas defini¢des possiveis para um grupo de papéis de parede, mas
vamos utilizar a definicdo dada por Martin, [[1]], que é a seguinte.

Definicdo 71. Um grupo de papel de parede # é um grupo de isometrias no qual
as translacGes sdo exatamente as dadas por < 7,7, >onde T; = Typ € T, = T,
e 0s pontos A, B, C sdo pontos ndo colineares. E]

Ou seja, um grupo de papel de parede é um grupo de isometrias tal que as
translacdes contidas nesse grupo sdo geradas por duas translacdes independentes.

Definicdo 72 (Reticulado por translacdo). O reticulado por translacdo de um
grupo de papel de parede # determinado por um ponto P é o conjunto de todas
as imagens de P sobre as translacoes em #'.

O conjunto das translacoes que deixam # invariante sdo ditas transla¢oes re-
ticuladas e podem ser identificadas com o reticulado por translacdo associado a
origem

1Outro modo de dizer isso é:um grupo de grupo de papel de parede ¢ grupo topoldgico discreto
de isometrias do plano euclidiano que contém duas traducdes linearmente independentes.
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3 Papéis de Parede

o®
@
5@

Observagdo 73. Como toda translacdo em # é da forma Té 07! (A) =A;;, 0 conjunto

de todos A;; formam o reticulado por translagéo de %'

j>

Definicdo 74. Uma célula unitaria de # em relacdo ao ponto A e gerada pelas
pelas transla¢ées 7, e T, é uma regido quadrilateral de vértices A;;,A;,; j,A; j11 €
Aty j41-

Uma célula unitdria sempre serd uma regido quadrilateral determinada por um
paralelogramo.

Fig. 3.1

Um reticulado por translagdo com com um célula unitéria retangular é denomi-
nado de retangular. Um reticulado por translacdo com com um célula unitdria
rombica é denominado de rombico.

3.1.1 Isometrias impares

A primeira restricdo que apresentamos € que a presenca de isometrias impares em
W forca o reticulado a ser rombico ou retangular.

Teorema 75. Se # contém isometrias impares, ou seja, se 30; € ‘#/, entdo temos em
W um reticulado por transla¢do que é necessariamente:

1. rémbico, com [ paralela a diagonal de uma célula unitdria rombica; ou
2. retangular, com l paralela ao lado de uma célula unitdria retangular.

Demonstragdo. Sejam A€ [ e 7, a menor translacio diferente da identidade em
W . Temos:
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3 Papéis de Parede

1. No casoem que nem AB = [ e nem AB L 1. SejaQ = 0;(P). Como 7,4, = 00
Topo0; ', entdo 7, , € # . Pela propriedade da mediatriz, d(4, P) = d(A,Q) e
A, P,Q sdo ndo colineares, entdo (7, p, Taq) € 0 grupo de todas as translagoes
em #, ou seja, o grupo de papéis de parede gerados por estas translacoes.
Além disso, | contém uma diagonal de uma célula unitéria rombica.

Fig. 3.2

2. Agora faremos o caso AB =louAB LI Sejam a tal que ABNa =A ma
mediatriz de AP e n = o(m). Se temos que Tar € @ menor translacio em
W que ndo estd em (TA,p), entdo R € m ou R € n ou R estd entre m e n,
caso contrdrio, Tj} o T, € uma translacdo menor que 7,x. Vamos assumir,

sem perda de generalidade, que R estd entre me a e T,. Sel = AP , entdo
Tas © Tag € uma translacdo em % menor que 7,p,. Portanto, temos que R
estd em m ou em a. Se R € m, entdo (Tap, Tas) = (Tap, Tar) desde que
Tas © Tar = Tap. Portanto [ é paralela a diagonal de uma célula unitdria
réombica (OARPS;). Agora, por outro lado, se R € a, entdo (T,p,Tag) €
o grupo de todas translacoes em # e [ é paralela ao lado de uma célula
unitaria retangular de % (OARPR,).

A
0;0 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1
=0

Fig. 3.3: [ é perpendicular ao lado de uma célula unitdria retangular
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3 Papéis de Parede

A restricdo anterior também se aplica ao caso em que # contém uma reflexdo
com deslizamento.

Teorema 76. Se # contém uma reflexdo com deslizamento, entdo ‘# possui um
reticulado por translagdo associado que é rombico ou retangular.

Demonstragdo. O menor grupo que contém uma reflexdo com deslizamento e as
translacbes em # que fixam [ é o grupo Z do grupos dos frisos, isto ¢, o grupo
gerado por uma reflexdo com deslizamento y com eixo [, veja [2]]. Consequente-
mente, podemos supor que y? é a menor translacfio que fixa [. Sejam A€, a 11
no ponto A, m = y(a), p = y*(a) e P = y*(A). Entdo 7,, é a menor translacio em
(r). Seja T, 5 a menor translacdo em # que ndo pertence a (y?). Ja que Tﬁ, °Typ
néo pode ser menor que T, 3, vamos supor, sem perda de generalidade, que B esta
em a ou B estd entre a e p. Se B € a, entdo # é um reticulado por translacdo re-
tangular e [ é paralelas ao lado de uma célula unitdria retangular. Agora, suponha
que B estéd entre a e p. Seja C = 0;(B). Entdo T, € # se T, =yoT,5Y . Logo,
Tac©Tap = v? e B € m. Portanto, DABPC ¢ uma célula unitdria rébmbica com [
contendo uma diagonal.

Fig. 3.4

O]

Teorema 77. Se uma reflexdo com deslizamento em ‘# fixa um reticulado por trans-
lagdo, entdo # contém uma reflexdo.

Demonstragdo. Dada que a reflexdo com deslizamento y leva o ponto A até o ponto
P em um reticulado por translacdo determinado por A de um grupo de papel de
parede #/, entdo Tp, oy deve ser uma reflexdo jd que o produto é uma isometria
impar que fixa o ponto A. OJ

3.1.2 Rotacoes

Definicao 78. Uma figura é um conjunto néo vazio de pontos.

A retal é uma reta de simetria para a figura se o, deixa a figura invariante, e o
ponto P é um ponto de simetria para a figura se o, deixa a figura invariante.
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3 Papéis de Parede

Definicdo 79. Um ponto P serd denominado de n-centro de um grupo de isome-
trias ¥ se as rota¢des em ¥ com centro em P formam um grupo ciclico finito C, E]
com n > 1. Se P é um n-centro de um grupo de simetrias de uma figura, entao P
também é chamado de n-centro, neste caso da figura.

Definicdo 80. Um centro de simetria é um n-centro para algum n.

Se P é um é um 4-centro de alguma figura, entdo P € o centro de simetria daquela
figura pois
— 2
Op = Ppoo = Pr9o ° Proo-

Neste caso, P é um ponto de simetria, mas nido é um 2-centro. Analogamente, se
Q ¢é um 3-centro de alguma figura, entdo Q nao € um ponto de simetria daquela
figura.

Teorema 81. Dado n, o conjunto de todos n-centros deve ser invariante por toda
isometria pertencente ao grupo.

Demonstragdo. Suponha a(P) = Q para algum a € ¢. Sejam entdo a0 ppg© al=
Poxe € A1 0Pge 0 = Ppie. Portanto, Q é um n-centro se e somente se P é um
n-centro, para o0 mesmo n. l

Teorema 82. Dado n, se P é n-centro de um grupo % de isometrias e ¢ contém uma
isometria que leva P até Q, entdo Q é um n-centro de 4. Se | € o eixo de simetria de
uma figura e o grupo de simetrias da figura contém uma isometria que leva | até m,
entdo m € um eixo de simetria da figura.

Queremos demostrar que certos centros de simetria ndo podem ser arbitraria-
mente proximos. Esse resultado é fundamental pois conhecer um centro de sime-
tria mais préximo de um dado n-centro é frequentemente necessario para demons-
trar alguma propriedade dos papéis de parede. Esse resultado é conhecido como
restri¢do cristalogrdfica.

Teorema 83 (Restricio Cristalogréfica). Se 04 (360/n) € Pp(360/m) COM P #Aen>1,
estdo num grupo de papéis de parede #, entdo 2AP ndo é menor (maior ou igual)
que o comprimento da menor translagdo diferente da identidade em #' .

Demonstragdo. Suponha que # contém Py 3e0/n) € Pp360/n) » ENLAO # contém o
Produto P p(se0/n) © La(360/x) QUE € a translagdo oril para algumi e j pelo Teorema
da Adicdo de Angulos, Logo,

| i
Pp36o/n = T35 ° T1 ©PA360/n

pP,36O/n(A) = TJZ o Tll © Pase0/n = Aij-

2um grupo ciclico finito de ordem n, denotado por C,, é um grupo isomorfo ao grupo aditivo Z,,

dos numeros inteiros médulo n.
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3 Papéis de Parede

Logo, para n = 2, entdo temos A—P —A;; e P é ponto médio de ATU . Paran # 2
temos que A, BA;; ndo sdo colineares, entdo temos que AAPA;; é um tridngulo
isésceles. Temos, sem perda de generalidade que, em ambos os casos, 2AP =
AP +PA;; = AA;; > 0 pela Desigualdade Triangular. Portanto, 2AP € maior ou igual
que o comprimento da menor translacdo diferente da identidade em #'. ]

Como consequéncia do teorema anterior temos que:
Corolario 84.

1. Ndo hd dois n-centros (para um mesmo valor de n) que podem estar tdo proxi-
mos quanto se queira;

2. Um 2-centro e um 4-centro ndo podem estar tdo proximos quanto se queira;
3. Um 3-centro e um 6-centro ndo podem estar tdo préximos quanto se queira;
4. Um 2-centro e um 6-centro ndo podem estar tdo préximos quanto se queira.

Demonstragdo. A demonstracio de (1) é imediata a partir do Teorema Agora
para os demais casos, basta observar que um 2-centro é um subgrupo tanto de um
6-centro quanto de um 4-centro e que um 3-centro € subgrupo de um 6-centro:

—4- 2 — 2 _ C o — 9.
mparan=4: Py, = Pyog = Pa18o = Pageo/2 - N = 2;
— @ A2 —_ 2 _ _ C o — .
m paran=6: Pi360/6 = Pago = Pa120 = Pageo/3 - 1= 3;

— G 3 — 53 — _ C o=
m paran=6: Pia3s0/6 = Pago = Pa18o = Paseo/z - 1= 2.
A partir dessas observacoes as demais demonstracoes seguem entdo do item 1. [

Teorema 85 (Restri¢do Cristalografica). Se o ponto P é um n-centro de um grupo
de papel de parede, entdo n deve ser um dos seguintes nimeros: 2, 3, 4 ou 6.

Demonstragdo. Dados os pontos A, B, C, D e E tais que 7, é a menor translagéo
do reticulado possivel num grupo de papel de parede # e 7, 3(B) = C, T,5(C) =D
e T,p(D) = E. Sem perda de generalidade, considere C um n-centro de #, tal que
pP,a(A) :AlapC,a(B) = B/apC,a(C) = C> pC,a(D) = D/’ pC,a(E) = E/a pC,—a(A) :A”’
pC,—a(B) = B//’ pC,—a(C) = C? pC,—a(D) = D// € pC,—a(E) = E//'
7 . . . H H 7

Temos que # contém um eixo de simetria AB. Pelo Teorema AB ¢é paralela
ao lado de uma célula unitdria retangular ou é paralela a diagonal de uma célula
unitaria réombica. Vamos assumir, sem perda de generalidade que a # 0°. Neste

«— S , ~ f1es
caso temos que AB || B'D” || AE”, logo B'D” e A’/E” sdo muiltiplos de AB de tal
forma que B'D” =m-AB e AE” = m’ - AB, onde m e m’ sdo nlimeros inteiros.
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.5

Trabalhando agora com o tridngulo is6sceles ACB’D” podemos definir a se-
guinte equacao:
m-AB
cosa = —_—
AB

cosa = m

NIRN|-

Como a imagem de cos a é restrita, temos que

-1< 3-m <1

—2< m <2

Temos entdo as seguintes solugdes para esta equacao:

m -2 —1 0 1 2
cosa | —1 —% 0 % 1
a 180° | 120° | 90° | 60° | O°

(o)}
—_

n 2 3 4

Tabela 3.1

O caso n = 1 é descartado pela Definicdo Portanto temos que n deve ser
igual a 2, 3, 4 ou 6.
Se o menor angulo de rotacéo é a = 90° temos entdo que n = 4. O

Corolario 86. Se um grupo de papéis de parede contém um 4-centro, entdo este grupo
ndo contém um 3-centro e nem um 6-centro.

Demonstracdo. Dados P e Q tais que pp159 € g .99- Ambas as isometrias ndo podem
estar num mesmo grupo de papel de parede, pois pp1y © P g9 € Uma rotacdo de
30°(n = 12) em algum ponto e ndo pode estar em algum grupo de papel de parede
pela Restri¢do Cristalogréfica. ]
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Reticulado:
Translagdes
geradas por duas
isometrias
independentes

Translagbes

Papeis de
Parede

_ Isometrias
Rotagdes Pares

Interagdo entre v

translagdes e 3
n-centros Grupos sem
isometrias
impares
901 902 93 ...

Reflexdes,
Reflexdes com Isometrias
deslizamento mpares

Interacdo entre translagdes, v
n-centros e isometrias

. Todos os
impares

Grupos de Papeis
de Parede
90

Fig. 3.6: Estratégia de classificacdo dos Papéis de Parede

3.2 Grupos de papéis de parede e padroes

Utilizando um procedimento de exaustdo, vamos demonstrar que existem exata-
mente 17 grupos de papéis de parede, que estes sdo distintos e unicos. Para algum
grupo de papel de parede #:

m iniciaremos nossos estudos supondo a existéncia de algum n-centro em #/, e
para o procedimento de exaustdo mas nao de algum n-centro estudado num
caso anterior. Esta estratégia é particularmente interessante se comecarmos
pelos casos com n-centros para n maiores.

m verificaremos entdo a existéncia ou nao de outros n-centros em ¥ .

m a partir dai, iremos adicionar aos conjuntos geradores isometrias impares,
quando possivel e verificar quais sdo os grupos obtidos.

6-centros

Comecaremos estudando os papéis de parede que contém um 6-centro.

Néo We
Isometria /
Impares Sl\m Quais Ao inserir uma
possiveis? reflexao se inserem Wel
todas as reflexoes
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Teorema 87. Suponha que A seja um 6-centro de um grupo de papel de parede ¥ .
Entdo # ndo possui 4-centros. Além disso, o centro de simetria mais proximo de A
é um 2-centro M, e A € o centro de um hexdgono regular cujos vértices sdo 3-centros
e cujos lados sdo bissectados por 2-centros. Todos os centros de simetria para ‘# sdo
determinados por A e M.

Demonstragdo. Pelo Teorema [86|sabemos que # nao contém 4-centros ja que #
contém um 6-centro A. Seja M o n-centro mais proximo de A.

Se M fosse um 3-centro ou um 6-centro, entdo deveria haver um centro F mais
proximo a A do que M, onde Py 159 © Pago = Pr 180, Pelo Teorema

Fig. 3.7

Logo, M de ser um 2-centro.

Considere G tal que py; 180 © Pa—60 = Pg.120- Entdo G € um 3-centro ou um 6-
centro, porém G ndo pode ser um 6-centro, pois neste caso teriamos um ponto J
entre Ae M , o que iria contradizer a escolha que fizemos para M.

Fig. 3.8

As imagens de p, ¢,(G) sdo os vértices de um hexdgono regular conforme afir-
mado no teorema.

Assumindo B = 0 (A) e C = p,40(B) temos que B e C sdo 6-centro de #'.

Temos abaixo os centros de simetria que sdo determinados pelo 6-centro A e pelo
2-centro M:

36
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Fig. 3.9: Centros de rotacdo de #

Fazendo N = p,¢,(M), temos que N é um 2-centro de #'. Assim, ji que o 6-
centro A deve ser levado em 6-centro sobre cada elemento de #/, entdo o), 00, €
Oy © 0, sdo as menores translacdes que se queira de #'.

OJ

Definicdo 88. Um grupo de papel de parede #; é aquele que possui um 6-centro,
mas ndo possui eixos de simetria. Temos entdo o primeiro grupo de papéis de
parede, que denotaremos da seguinte forma:

We = (Tagp> Tac>Paso)
em que o tridAngulo AABC é equilatero e M é o ponto médio de AB.

Observe na Figura [3.9/que o quadrildtero DABCD define a célula unitdria de #
e que N é o ponto médio de AC.

As regides poligonais delimitadas por JAM GN e AABG sao chamadas bases de
#. Podemos observar estas regioes na Figura|3.10

Definicao 89. Bases sdo as menores regides poligonais possiveis que cobrem o
plano pela acdo de #':

Existem varias destas regioes e em cada reticulado iremos escolher algumas para
que possamos realizar a andlise. Vamos denotar cada uma destas regides como
regido poligonal t. Se t € tal que o plano é coberto por a(t), onde a estd em #,
entdo t é chamada base (poligonal) de #'.

As bases sdo usadas para criar padrdes de papéis de parede tendo um dado grupo
de papel de parede como seu grupo de simetria.

Defini¢cdo 90. Se t’ é uma figura com grupo de simetria identidade numa base ¢,
entdo a unido de todas imagens a (t’), com a em ¥ é uma figura com todas as
simetrias em % . Esta figura é chama motivo t’, ou seja, o motivo é uma figura
contida na base que cobre o plano.
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Fig. 3.10: Possiveis bases de #

Para cada um dos grupos de papéis de parede que iremos definir, faremos uma
figura, na qual iremos apresentar:

m um padrdo com motivo;
m uma célula unitaria com uma base;
m as simetrias indicadas.

Para o grupo de papel de parede #; temos temos a célula unitdria obtida pelo
quadrilatero DABCD e uma das possiveis bases representadas por JAMGN':

.r"' v ”l
NG ) o
”” & "‘l
AD _______ _Ia _______ -DB

Fig. 3.11: Célula com base de #

Como #; ndo possui eixo de simetria, podemos representa-la a partir da figura
abaixo:

Fig. 3.12: Motivo de #

Vamos obter um novo grupo de papel de parede acrescentando isometrias a #.
Um reticulado por translacdo roémbico de 6-centros determinada por um 6-centro
A deve ser fixado por qualquer isometria em #/, entdo, pelo Teorema qualquer
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extensdo de #; é obtida pela adicdo de reflexdes que fixam este reticulado por
translacao.

Contudo, adicionar qualquer uma das possiveis reflexdes requer a introducao de
todas as possiveis reflexdes. Obtemos entdo o nosso segundo grupo de papéis de
parede.

Definicdo 91. Um grupo de papel de parede Wg é tal que possui um 6-centro e
um eixo de simetria.
Denotemos esse grupo como:

1_
W, = (TA,B: Ta,csPa60 Owmc)-

Pelo que ja sabemos sobre #;, temos entdo que ‘/V()l = {Pa60> Tm> Oyc)- Logo
W, = (Oag, Oom>Oya) € #, é gerado por trés reflexdes nas trés retas que contém
lados de um tridngulo retangulo, com angulos internos que medem 90°, 60° e 30°.

A M B

Fig. 3.13: Célula com base de #,]

Fig. 3.14: Motivo de #

)}

A conclusao destes nos prova o corolario a seguir.
Corolario 92. Um padrdo de papel de parede que possua um 6-centro tem como seu

grupo de simetria é um Wy ou é "W()l.

3-centros

Agora classificaremos os papéis de parede que possuem 3-centros, mas nio 6-
centros.
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Contém isometria

, ] i Wal
impares Sim - — /&\ - - 3
P e, E reflexdo _ Contém quais
com deslizamento? | Nzo | Todos os possiveis pontos?
———| casos surgem dos W32

casos em que ha
reflexdo com
deslizamento

Teorema 93. Se A é um 3-centro de um grupo de papel de parede # e ndo hd 6-
centros em W, entdo todo centro de simetria de # € um 3-centro e A € o centro de um
hexdgono regular cujos vértices sdo 3-centros. Todos os centros de simetria de ‘# sdo
determinados por A e um 3-centro mais proximo.

Demonstragdo. Se A é um 3-centro em %/, entdo cada centro P deve ser um 3-
Ccentro ja que p, 120 ° Pp1go NA0 pode estar em # para qualquer ponto P, uma vez
que # ndo contém 6-centros, de acordo com o teorema.

Seja G um 3-centro mais proximo de A. Seja J tal que pg 129 © Pa120 = P 240-
Entdo J é um 3-centro e AAGJ é um tridngulo equilatero. As imagens de G e J
pelas poténcias de p, 1,5, sd0 os vértices de um hexdgono, assim como enuncia o
teorema. Repetindo o mesmo procedimento para cada 3-centro, mostramos que
todos os 3-centros estdo dispostos tais como na Figura abaixo.

~
Fig. 3.15: Centros de rotacdo de #5;

Agora, de acordo com a Figura VEmOS qUe P 120 © Tag = Pq120 € que
P1120 © Tay = Pq120 onde Q € o centro de AAGJ. Portanto, nem T, € Nem T,
pertencem a #/, pois, caso contrdrio, Q seria um 3-centro mais préoximo de A do
que G. Assim, se T, € a menor translacdo em #/, entdo o 3-centro B néo é um
vértice do hexdgono dos 3-centros mais proximos de A.
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Fig. 3.16

Sejam B e C definidos por T,5 = P 120 © Pa-120€ Tac = Pg,-120 © Pa120 - ENtEO
Tap € Tac S80 as menores translagbes possiveis em #/, ou seja, T, € T, geram

o grupo de translacao de'.
O

Definicdo 94. Um grupo de papel de parede # 5 é aquele que possui um 3-centro,
ndo possui 6-centros e ndo possui eixos de simetria. Denotaremos #5 da seguinte
forma:

W5 = <TA,B: TA,C:pA,IZO) = (PA,120,PG,120)-

Como? nao contém isometrias impares entdo # deve ser #5, conforme Figura

[3.18 abaixo:

Fig. 3.17: Célula com base de 7%,

)

Fig. 3.18: Motivo de #;
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Estendendo #; para um grupo de papel de parede # que nédo tem reflexdes, mas
tem reflexdes com deslizamento, pelo Teorema |76, deve haver uma reflexdo com
deslizamento que leva o 3-centro A em algum 3-centro que nao esta no reticulado
por translacdo determinado por A.

Pela composicdo desta reflexdo com deslizamento com uma translagcdo e pos-
sivelmente com uma rotacdo de centro A, vamos assumir que # contenha uma
reflexdo com deslizamento que leva A tanto para G quanto para J. Suponha que y
¢ uma reflexdo com deslizamento em # que leva A até G. Entdo y = 0,00, onde
Z é o ponto médio de AG e z é alguma reta que contém G. Se o, fixa o conjunto
de todos 3-centros, entdo o, também deve fixar o conjunto de todos os 3-centros.

C

Fig. 3.19

Pela composicdo de o, com alguma rotacdo sobre G, vamos supor sem perda
JR— >
de generalidade, que z é a mediatriz de JB ou que 2 = GJ. A primeira suposicdo
>
é impossivel, pois caso contrrio AG é um eixo de y e T4 0 y? é uma translagio
>

em ¥ de comprimento AG e menor que Typ- LOGO 2 = GJ. Porém, temos que
PG-120°Y = 0§200,00,00, =053 e W contém a reflexdo que pertence a
mediatriz de AG.

Da mesma forma, a presenca de uma reflexdo com deslizamento que leva de A a
J implica que a reflexdo que pertence & mediatriz de AJ também esta contida em
# . De qualquer forma, # deve conter uma reflexdo se # é uma extensdo de #;
e contém uma isometria impar.

Todas as extensdes de #; para um grupo que ndo possua 6-centro pela adicéo
de isometrias impares sdao obtidas pela adicdo de reflexdes.

Se #; é estendido pela adicdo de o, entdo a reta [ deve ser um eixo de simetria
para o conjunto de 3-centros. Como uma reta deve passar por pelo menos um
3-centro, vamos supor que [ é uma reta que passe pelo 3-centro A.

Definicdo 95. Um grupo de papel de parede W; € 0 que possui um 3-centro, nao
possui 6-centros e cada um dos 3-centros pertence a eixo de simetria. Denotaremos

1_
v, = <TA,B’ Ta,c>Pa120 O';E">
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3 Papéis de Parede

A

A A

I

Fig. 3.21: Motivo de %,

Definicdo 96. Um grupo de papel de parede ‘/VSZ é o que possui um 3-centro fora
dos eixos de simetria e ndo possui 6-centros. Denotaremos

2 _
v, = (TA,B; Ta,crPa120 O'A‘Tg’>

Fig. 3.22: Célula com base de %,

)
I a0a

Fig. 3.23: Motivo de #7
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3 Papéis de Parede

Corolario 97. Um padrdo de papel de parede que possua apenas 3-centros tem como
seu grupo de simetria é um W ou é W, ou é W2

4-centros

Agora classificaremos os papéis de parede que possuem 4-centros.

Surgem dos casos
em que ha reflexdes
sem deslizamento

Contém isometrias
impares Contém 4-centros

Contém qu?als Contém apenas 2-centros Wy2
pontos?
Contém os eixos Néo é possivel,
apresentados nos uma vez que se cria

casos anteriores uma translagdo menor

Teorema 98. Suponha que A é um 4-centro de ‘#'. Entdo ndo hd 3-centros em # e
nem 6-centros. Além disso, o centro de simetria mais préximo de A é um 2-centro M, e
A é o centro de um quadrado cujos vértices sdo 4-centros e cujos lados sdo bissectados
por 2-centros. Todos os centros de simetria de # sdo determinados por Ae M.

Demonstragdo. Pelo Corolério se existe um 4-centro A pertencente a #/, entao
W contém apenas 2-centros e 4-centros.

Seja M o centro de simetria mais proximo a A. Se M é um 4-centro, entdo existe
um K tal que p, 99 © P90 = Pk 180 = Ok, €ntéo K estd mais proximo de A do que
M. Portanto, M deve ser um 2-centro.

Vamos considerar que exista um 4-centro E tal que E ¢ obtido por py; 180904 90 =
Pr.00- Entéo as imagens obtidas de E e M através das poténcias de p, oy sé0, res-
pectivamente, os vértices e os pontos médio do quadrado afirmado no teorema.

Note que T,y ¢ #, pois caso contrdrio, existiria Z, dado por T, 0 04 = 0,
onde Z seria um centro de simetria mais proximo de A do que M. Observe na
figura abaixo:
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3 Papéis de Parede

K

Fig. 3.24

SeN = p,99(M), Tpp = 000, € Ty = Oy00,, entdo ONAME € um quadrado
e T, p € Ty 580 as menores translacdes possiveis em # e o subgrupo de transla¢oes
gerador.

D_._._O._._.D_._._O._._.D_._._O._._.D

Fig. 3.25: Centros de rotacio de %,

O]

Logo, ndo hd mais espaco para mais centros de simetrias do que os ja tratados
aqui.

Até este instante construimos um grupo de papel de parede #, que possui um
4-centro e ndo possui eixos de simetria.
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3 Papéis de Parede

Definicdo 99. Denotemos por
W4 = (TA,BJ TA,C: pA,90)
onde E € o centro do quadrado OABCD.

Uma das possiveis bases para #, é a regido poligonal delimitada pelo quadrila-
tero ONAME.

-
ot
e

e
Fe
.oc-"q-in-"o'l-‘i-"’n-"o'c’. —_ _D B

Fig. 3.26: Base de #

Fig. 3.27: Motivo de #/,

Se # ndo contém isometrias impares, entdo # deve ser #,. Fazendo uma
andlise andloga aos casos de #; e #5, vamos obter outros grupos a partir de #.
Entdo adicionando isometrias impares a #,, temos que se o; pertence a ¥/,
entdo [ deve ser um eixo de simetria para o conjunto de todos os 4-centros de #'.
Vamos considerar dois casos:

1. o eixo de simetria contém um 4-centro
2. o eixo de simetria ndo contém nenhum 4-centro

> >
Vamos utilizar as retas AE e MN da Figura m para verificar os casos definidos a
seguir.
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3 Papéis de Parede

Definicdo 100. Um grupo de papel de parede #’ 41 € 0 que possui um eixo de sime-
tria que passa por um 4-centro

1_
W4 = (TA,B7 Ta,crPA90> O'A‘—E’)-

Neste caso, ¥, 41 é gerado por trés reflexdes, em trés eixos de simetria que contém
os lados de um tridngulo retdngulo is6sceles AAME, conforme a Figura |3.28

Fig. 3.29: Motivo de ¥

Definicdo 101.

Definicdo 102. Um grupo de papel de parede #/ 42 € 0 que possui um eixo de sime-
tria que nao passa por 4-centros.

2 __
W4 - (TA,Bi TA,C: pA,90’ O'm)

Neste caso, ¥, 42 é gerado por trés reflexdes, em trés eixos de simetria que contém
os lados de um tridngulo retdngulo isésceles AMAN, conforme a Figura|3.30
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.30: Bases de #

S
NN

Fig. 3.31: Motivo de #/;

Néo € possivel adicionar o e 04~ a0 mesmo tempo a #, sem que seja intro-
duzido um centro de simetria mais préximo a A do que M.

Agora, vamos considerar que é possivel estender #, a um grupo de papel de
parede # sem reflexdes, mas adicionando isometrias impares. Pelo Teoremd77,
podemos supor que # contém uma reflexdo com deslizamento que leva o 4-centro
A a um outro 4-centro que é uma das translagdes reticuladas determinadas por A.

Vamos supor que # contenha. uma reflexdo com deslizamento y que levaAa E.
Seja Z o ponto médio de AE, entfio y = 0, 0 0, para alguma reta z que contenha

—>
E. Se yfixao conjunto de todos os 4-centros, entdo z deve ser um entre ME, BE

L=
ou NE.
, .. - - >
Porém, as composi¢Ges de y © pg g0, ¥ © Pp,180 € ¥ © Pr 270 SA0 reflexdes em MN.
Portanto ndo ha outras extensoes de #.

Corolario 103. Um padrdo de papel de parede que possua um 4-centro tem como seu
grupo de simetria ou é um W,, ou é W,, ou é um W2
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3 Papéis de Parede

2-centros

Néo é possivel ou
surge dos demais casos?

Contém uma diagonal
de uma célula rombica

Naturalmente ird conter

a outras diagonal, Wol
mas néao ird conter os 2

lados da célula

Contém Isometrias
Impares?

Contém quais pontos?

Surgem reflexdes

que contém os pontos W2
médios dos lados 2

das células (todos os pontos)

Contém um dos lados da

célula retangular rombica

Contém apenas lados

Suponha que um grupo de papel de parede # possua um 2-centro A e todo
centro de simetria de # é um 2-centro. Entdo o, pertence a # .

Definicao 104. Um grupo de papel de parede #, é o que possui um 2-centro, todo
centro de simetria € um 2-centro e ndo fixa isometrias impares.

Se (Tap,Tac) é 0 subgrupo gerador de #/, entdo sejam 0y = Top00,, Oy =
Tpc©O0 €0 =0y00,00)y. Os pontos M, N e E séo 2-centros e o quadrilatero
ABCD, onde D = 7,30 T4 (A) é uma célula unitaria de #'.

No reticulado, cada A; ; € um 2-centro, assim como os pontos médios dos lados
das células unitdrias do reticulado e as intersec¢des das diagonais destas.

Neste grupo de papel de parede ndo é possivel adicionar outros centros de ro-
tacdo, ou neste caso, pontos de simetria. Logo, os pontos de simetria descritos
acima sao todos os possiveis para #. Nao havendo isometrias impares, temos que
os centros de simetria formam o padrio observado na imagem [3.32]

Fig. 3.32: Centros de rotacdo de #,,

Temos entdo que
Wy = (Tap> Passo) = (Tap, Ta)-

49



3 Papéis de Parede

Fig. 3.33: Base de #,

Fig. 3.34: Motivo de %,

Utilizando agora as mesmas técnicas utilizadas nos casos anteriores, vamos adi-
cionar isometrias impares a #, para comprovar a existéncia de outros padroes de
papéis de parede que contenham apenas 2-centros.

Vamos supor entdo que o; € #. Precisamos verificar quais sdo os pontos que
estdo contidos em [. Para isto, teremos trés casos:

m [ contém a diagonal de uma célula rodmbica nao retangular;
m [ contém os lados de uma célula retangular rombica;
m [ contém apenas um par de lados opostos paralelos de uma célula retangular.

Para que uma reta que contenha um dos lados da célula seja um eixo de refle-
xa0, esta célula precisa ser retangular e que para que uma reta que contenha uma
diagonal da célula seja um eixo de simetria, esta célula precisa ser rombica.

Para tais casos conseguimos encontra os trés grupos de padrdo de papel de pa-
rede a seguir.

Defini¢do 105. Um grupo de papel de parede #, é o que possui um 2-centro, todo
centro de simetria é um 2-centro e alguns 2-centros, mas nao todos, pertencem a
um eixo de simetria.

Para isto, vamos assumir que # contenha uma célula unitdria rombica nao-
retangular. Ao adicionar uma reflexdo o, onde [ é a diagonal da célula unitdria,
¢ necessario também adicionar uma reflexdo que contenha a outra diagonal da
célula, uma que o centro da célula unitdria é um 2-centro, pois 035 © O = Opz-

Temos entdo que
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3 Papéis de Parede

ng = (TA,B; TacOAE> O'B,E>-

O
O
O

Fig. 3.35: Base de 7/,

Fig. 3.36: Motivo de #,

Para o caso em que a célula unitaria rémbica é retangular, entdo a célula é qua-
drada e, portanto um caso especial das células retangulares, que serdo tratados a
seguir.

Defini¢do 106. Um grupo de papel de parede #. é o que possui um 2-centro,
todo centro de simetria é um 2-centro e todos 2-centros pertencem a um eixo de
simetria.

Neste caso a célula precisard ser rdmbica, uma vez que ao adicionarmos oy,
[ serd uma das diagonais da célula unitdria. Além disso ela também néo poderd
conter reflexdes em uma diagonal e num eixo de simetria paralelo ao lado da célula
unitdria se todos os n-centros forem 2-centros.

Considerando que a célula unitaria possa ser retangular e que o; € # com [
paralela ao lado de uma célula unitéria definida por DABDC. Temos aqui entio
duas possibilidades:

m [ passa um 2-centro;
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3 Papéis de Parede

m [ passa entre duas retas adjacentes que contém 2-centros.

Tratando o primeiro caso, ao adicionarmos uma reflexdo em uma das retas que
contém o lado do quadrildtero ONAME serd necessdrio introduzir reflexdes em
todas as retas que contém os lados deste quadrilatero. Temos entao que

W2

5 = {Taps Tac Ot O'm)-

Co Q Q
S S
A© o Op

Fig. 3.37: Base de %

~ ~ ™~ ~

Fig. 3.38: Motivo de #7

Defini¢do 107. Um grupo de papel de parede #. é o que possui um 2-centro, todo
centro de simetria é um 2-centro, possui um eixo de simetria e todos os eixos de
simetria sdo paralelos.

Este segue da definicdo anterior, do caso em que [ passa entre duas retas que

e d
contém 2-centros. Vamos supor, sem perda de generalidade, que [ é paralela a AN.
Seja p a mediatriz de AM. Temos entao que

W; = (TA,B: TacsOas O'p>-

°© Q
of )

Fig. 3.39: Base de %,
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3 Papéis de Parede

N N N N L

Fig. 3.40: Motivo de #.

Definicao 108. Um grupo de papel de parede WZ“ é 0 que possui um 2-centro, todo
centro de simetria é um 2-centro, ndo possui eixos de simetria, mas é fixado por
uma reflexdo com deslizamento.

Vamos verificar o caso em que adicionamos um reflexdo com deslizamento y a
#, sem que sejam adicionadas reflexdes. Caso adicionemos uma reflexdo com des-
lizamento cujo eixo contenha 2-centros, isso requer a introducdo de uma reflexao

Vamos supor entdo que o eixo desta reflexdo com deslizamento esteja entre duas
retas adjacentes que contenham 2-centros. Serd necessario entdo que a célula
unitdria seja retangular.

Agora, sejam p e q as mediatrizes de AM e AN, respectivamente. Porém, se
tomarmos T 4 © ¥, obteremos uma reflexéo o,.

Logo, y deve ser uma reflexdo com deslizamento que leva M em N e que também
leve Aem E. Seja € a reflexdo com deslizamento que leva N em M e Aem E. Entéo,
o eixo de simetriadey épey*=1,,jdoeixodeeéqee® = 1,5, comoyoo, =e,
entdo temos que

W; = (Tap> Tac>Tas Yp>

que contém todas as reflexdes com deslizamento possiveis.

Co

(o]

Fig. 3.41: Base de %,
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.42: Motivo de 7.,

Corolario 109. Um padrdo de papel de parede que possua um 2-centro tem como seu
grupo de simetria ou é um entre W, W), WZ, Wy ou ¥,.

# nao possui centros de simetria ou rotacao

‘ Contém isometrias impares? N4éo existe

Se # contém o, suponha que A € [. Se # ndo contém reflexdes, mas contém
reflexdes com deslizamento, suponha que A esta contido no eixo de reflexdo com
deslisamento em 7.

Para o caso em que # contém apenas translacdes. Temos que

Wy = (Tap> Tac)

sendo A um ponto qualquer e A, B e C sdo ndo colineares.

R
i
T

Fig. 3.43: Base de #;
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.44: Motivo de #,

Definicao 110. Um grupo de papel de parede #; € o que nao possui centros de
rotacdo e nao é fixado por nenhuma outra isometria impar.

Vamos adicionar isometrias impares a #; para obter outros grupos de papel de
parede.
Se 0; € # com A € | entdo teremos uma célula unitaria definida por DABDC,

>
sendo | = AD ou entdo existe uma célula unitdria retangular definida por DABDC
>
com [ =AC.
Caso OABDC seja uma célula unitdria rombica retangular (quadrada) # nao

podera conter, simultaneamente, reflexdes em A(B e ;R’) , pois # ndo contém rota-
coes.

Sejam M, N, K e L os pontos médios de AB, AC, CD e BD, respectivamente,
onde DABDC é uma célula unitaria rémbica de #. NK nio pode ser um eixo de
simetria, pois é paralela ao lado da célula unitaria, que precisaria ser retangular
para que isso fosse possivel. Seja entdo y a reflexdo com deslizamento com eixo

L
NK que leva N em K. Entdo y? = T,p- Porém se y pertence a # entdo temos
um grupo de parede que € gerado tanto por y quanto por 0. Observe na Figura

Temos entdo que

Wll = (TA,B) Tacs O'A‘—D’> = <TA,B: Tacs T)-
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.45: Base de #/

Fig. 3.46: Motivo de #,'

Defini¢do 111. Um grupo de papel de parede #] ¢é o que ndo possui eixos de
simetria, é fixado por reflexdes e reflexdes com deslizamento, mas alguns eixos de
reflexdo com deslizamento ndo sdo eixos de simetria.

Agora, para o caso em que temos uma célula unitaria retangular definida por

OABDC, onde [ = ;E’) ¢ um eixo de reflexdo de #;. Neste caso, todos os eixo de
reflexdo com deslizamento sé&o da forma (o © Ti’B) o qu’c, com i # 0 e todos estes
eixos também também sdo eixos de reflexao.

Temos entao

Wf = (TA,B: TACS UA‘-C’>-

Fig. 3.47: Base de %}
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3 Papéis de Parede

Fig. 3.48: Motivo de #?

Defini¢do 112. Um grupo de papel de parede #;> é o que ndo possui centros de
rotacdo e é fixado por reflexdes e reflexdes com deslizamento.

Vamos considerar agora que #; contenha apenas reflexdes com deslizamento.

>
Seja y a reflexdo com deslizamento com eixo AB que leva A a M. Os eixos de
y devem ser paralelos, jd que #; ndo possui rotacdes. Logo y*> = 7,5. Temos
entdo um grupo que € gerado por T, € y. Seja € = T, oy. € é uma reflexdo com
>
deslizamento com eixo em NE que leva N em E que gera o mesmo grupo. Portanto

temos um grupo que contém todas as possiveis reflexées com deslizamento.
Entdo temos que

Wf = (TA,B) TACS 7)

Fig. 3.49: Base de %

A A N A
L e

A AN A
e L/

A ™ A
e L L

Fig. 3.50: Motivo de #
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3 Papéis de Parede

Defini¢do 113. Um grupo de papel de parede #;’ é o que ndo possui centros de
rotacdo, ndo possui eixos de reflexdo, mas é fixado por reflexdes com deslizamento.

Corolario 114. Um padrdo de papel de parede que ndo possua n-centros tem como
seu grupo de simetria ou é um entre Wy, W, W} ou W7

Corolario 115. Se # é um grupo de papéis de parede, entdo existem pontos e retas
tais que W é um dos 17 grupos:

W, We Wy Ws We

v, W, W, W,

W2 W W W

v W

58



4 Obras de Escher

4.1 Biografia

Fig. 4.1: Hand with Reflecting Sphere (Self Portrait in Spherical Mirror). January
1935, Lithograph.

Para introduzir um pouco da histdria de Escher, vamos apresentar aqui o autorre-
trato que o ele produziu em 1935, Hand with Reflecting Sphere (Litograph, 1935).
Para produzi-la foi necessdrio trabalhar com um tipo de reflexdo e com técnicas de
litografia, que é um técnica de gravura que envolve a criacdo de marcas ou dese-
nhos sobre uma matriz, geralmente uma pedra calcaria ou em madeira, com um
lapis gorduroso, que depois é gravada num papel, de forma refletida, como num
espelho. Basta olhar a imagem que podemos perceber as inumeras habilidades
que Escher possuia, ndo s6 como artista, mas em seu conhecimento geométrico,
mesmo ndo possuindo formacdo nesta drea. Apesar do seu destaque em desenhar,
ele nunca foi um aluno de tirar notas boas na escola, alcancando apenas notas
medianas em matemadtica.
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4 Obras de Escher

O aprimoramento e aplicacdo de técnicas tais como construcdes impossiveis, pre-
enchimento regular do plano, exploracdes do infinito e as metamorfoses (padroes
geométricos entrecruzados que se transformam gradualmente para formas com-
pletamente diferentes) na producdo de suas obras, tornaram o trabalho de Escher
internacionalmente famoso, chamando atencéo de diversas pessoas, inclusive fora
da arte.

Nascido em 17 de junho de 1898, o artista holandés Maurits Cornelis Escher,
era o mais novo de quatro filhos. Todos os seus irmaos mais velhos se tornaram
cientistas, enquanto ele estudou brevemente arquitetura, mas informou a seu ape-
nas, apds uma semana, que gostaria de sair do curso. Mudou entdo para artes
decorativas, na qual permaneceu até 1922, quando deixou a escola depois de ter
experiéncia adquirida em desenho e ao fazer xilogravuras, tais estas que consagra-
ram seu trabalho.

Seu pai era um engenheiro civil, que na infancia de Escher, apds uma viagem
ao Japdo trouxe algumas xilogravuras sobre a cultura japonesa, e uma das possi-
bilidades que existem é de que aquelas que talvez estavam penduradas na casa da
familia podem ter inspirado Escher a fazer suas préprias xilogravuras.

Italia

Ap6s completar seus estudos, mudou-se para a Itdlia, onde morou de 1924 a 1935.
Nesse periodo casou-se com Jetta Umiker e viajou por diversas cidades, fazendo
diversos desenhos e esbocos, principalmente de paisagens, que depois levava para
seu estudio e que inspiraram seus trabalhos. Um exemplo classico € da pintura Wa-

terfall (1961), na qual Escher utiliza da técnica de construcdes impossiveis, técnica
lhe deu mais notoriedade mundial.

Fig. 4.2: Waterfall, 1961
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Metamorfoses

Em 1937, Escher apresentou seu primeiro trabalho evolvendo a técnica de meta-
morfose, Metamorphose I , em que podemos observar na imagem uma paisagem
que comeca a se transformar. As construcOes comecam a tomar formas mais re-
gulares, como cubos, que em seguida se tornam hexagonos, trazendo assim uma
tesselacdo do plano, ou seja, uma figura capaz de cobrir todo o plano através de sua
reproducdo. Com tal tesselacdo e é possivel entdo verificarmos que esses hexdgono
comecdo a tornar outra forma com a qual novamente é possivel fazer a tesselacdo
do plano. Neste momento, seu trabalho deixou de ser com paisagens passou a ter
uma série de construgoes abstratas, trazendo entdo a possibilidade dele trabalhar
com ladrilhamentos.

wﬁ.’,ﬁ,ﬁ m ar *%w--@»

l.w e

Fig. 4.3: Metamorfose I, May 1944, Woodcut. (Retirado de [3]])

Uma das obras mais impressionantes de Escher é aprimoramento de sua téc-
nica de metamorfose: “Metamorphosis II”. Nela estao representados praticamente
todas as fases e periodos do trabalho de Escher. Ela é composta por 20 blocos im-
pressos em 3 folhas. Ao contrario de Metamorphosis I que contém apenas tons de
preto, Metamorphosis II apresenta tons de verde e marrom em sua composicao.

Filll
‘FF? lll'
F#Il‘.l

Fig. 4.4: Metamorphosis II, 1939-1940. Multiplas linhas, para melhor visualizacao
e ideia de continuidade. (Retirado de [4]])

61



4 Obras de Escher

Preenchimento do plano

Escher ja havia visto trabalhos, os quais utilizavam técnicas de preenchimento do
plano, numa viagem que havia feito a Granada Espanha em 1922. Objetos de deco-
racdo do Palacio Alhambra traziam estes padroes em sua confeccdo. A arte moura
ou arte hispano-muculmana sdo encontradas principalmente no Paldcio Alambra
e na Mesquita de Cérdoba (Cérdoba, Anaduluzia, Espanha) e trazem fortemente
em suas obras as técnicas de ladrilhamento que inspirou os trabalhos seguintes de
Escher.

Baseado no que viu, comecou a criar novos projetos. O islamismo ndo permitia
que fossem representadas figuras de seres vivos em suas obras, logo Escher bus-
cou seguir por este caminho, utilizando padroes de preenchimento do plano. Isso
o estimulou a pesquisar: de quantas formas é possivel fazer o ladrilhamento de
um plano? Matematicamente, ji conseguimos provar através do Teoremd85| que
essas possibilidades sdo limitadas, mas se nos basearmos na capacidade de nossa
imaginacao, as formas de fazer isso sdo infinitas.

0 &= G50 52) G700t

Fig. 4.5: Padrao de ladrilhamento encontrada em obra localizada no Paldcio Alam-
bra, Granada, Espanha

Vg
23
I%

>
783

eSO
Sesrbed,

’Tt
2

Fig. 4.6: “Passarinhos” - Interior do Paldcio de Alambra (Retirado de [[5]])

Em seus trabalhos Escher utilizava técnicas de preenchimento regular do plano,
porém utilizando mais de um motivo para isso, de tal forma que estes motivos se
encaixassem sem se sobrepor e que também preenchessem o plano.



4 Obras de Escher

4.2 Escher e Coxeter

A histéria conta a série de conversas e cartas que Escher e Coxeter trocam ao longo
de décadas ap6s um encontro em 1954. Apds este encontro, também em 1954, Co-
xeter pediu a Escher permissdo para que pudesse utilizar algumas de suas obras
que continham tesselacdes do plano em um trabalho. Escher concordou e em 1958
recebeu de Coxeter uma cépia do artigo que este havia publicado. Uma das ima-
gens contidas neste artigo viria a mudar o trabalho de Escher. A Figura que
estava neste artigo de Coxeter traz uma tesselacdo do plano hiperbdlico. Isso fez
com que Escher percebesse a quantidade de novas possibilidades que poderia uti-
lizar para desenvolver suas obras. Ainda em 1958 confeccionou a obra Circle Limit
(Figura[4.7b)), contendo a ideia das tesselagdes hiperbdlicas de Coxeter junto a sua
capacidade artisticas de cobrir o plano.

(a) A tesselacdo hiperbdlica do artigo de (b) Circle Limit I, M.C. Escher (1958). [6]
Coxeter.[6]

Fig. 4.7

Com o passar do tempo, Escher aperfeicoou esta técnica e conseguiu fazer relei-
turas das proéprias obras, como em Circle Limit IV (Heaven and Hell), 1960 (Figura
4.8)), em que ele trata a obras Angels and Devils, 1941 na geometria hiperbdlica.

63



4 Obras de Escher

Fig. 4.8: Circle Limit IV (Heaven and Hell), 1960. [6]

4.3 Padroes geométricos nas obras de Escher

Vamos comecar a andlise das obras de Escher nos baseando em sua obra mais
conhecida até hoje: Angels and Devils, 1941.

Fig. 4.9: M.C. Escher — Angels and Devils (n°45), 1941

Podemos tratar desta obra como a ideia da combinacdo de dois motivos que
se encaixam sem se sobrepor, um apenas com 0Ss anjos e 0 outro apenas com oS
demonios.

O ponto nos quais as asas se encontram formam 4 —centros, logo nédo sera pos-
stvel que aqui haja 3—centros ou 6—centros (Teorema [86)), portanto é composta
por células unitdrias quadradas, em que os pontos médios dos lados destas células
sdo 2—centros. Ao determinarmos os eixos de translacdo desta imagem € possivel
notar que os lados das células unitdrias ndo sdo eixos de simetria, que o mesmo nédo
ocorre com os eixos que contém com os 2 — centros. Portanto o padrdo utilizados
para a construcdo desta obra é o ¥/ 42.

64



4 Obras de Escher

Fig. 4.10: Padréo ¥, 42 encontrado na obra Angels and Devils de Escher.

Na obra “Triangle-system B(3), type 2 (variant os no 70)”, que podemos observar
abaixo, Escher fez uma construcdo utilizando um #j e neste caso optou for fazer
os centros de simetria utilizando cores diferentes. A facil identificacdo deste grupo
se da pelo fato dela ndo possuir eixos de simetria.

A

Fig. 4.11: Padrao #; encontrado numa obra de Escher.

Ao contrario do exemplo anterior, é facil notar na obra “Triangle system: 3 motifs
each one color” (Figura(4.12)) os seus eixos de simetria. Como ela possuia apenas 3
centros e todos eles estdo contidos nos eixos de simetria entdo o padrdo encontrado
o).
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Fig. 4.12: Padrédo "71/31 encontrado numa obra de Escher.

Para demonstrar um exemplo que se encontram apenas 2-centros foi escolhida
a obra “Triangle system: 3 motifs each one color”. A obra ndo apresenta eixos de
reflexdo com deslizamento e o eixos de simetria sdo paralelos aos lados das células
unitarias e contém os pontos médios destas células. Portanto o padrdo encontrado
nesta figura é o %7,

Fig. 4.13: Padrdo #;

Para exemplificar o uso de padrdes que ndo possuem centros de rotagdo, trou-
xemos como a obra “System IV(b)”(Figura. Podemos notar que ndo eixos de
reflexdo e nem centros de rotacdo, uma vez que todos os motivos dados possuem
uma mesma orientacdo vertical (estdo todos virados para cima), porém se interca-
lam em linha horizontais que encaixam com figuras viradas para a direita e para a
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4 Obras de Escher

esquerda. Neste caso temos entdo eixos de reflexdo com deslizamento que sdo pa-
ralelas e que duas reflexdes com deslizamento de um mesmo ponto e num mesmo
sentido geram uma translacdo. Portanto o padrao de papel de parede encontrado
nesta obra é o %,

Fig. 4.14: Padréo ‘/Vf encontrado na obra de Escher.
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Segundo a Base Nacional Comum Curricular do Brasil (BNCC) “A Geometria en-
volve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios
para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do conhecimento...O
estudo das simetrias deve ser iniciado por meio da manipulacéo de representacdes
de figuras geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano, e com
recurso de softwares de geometria dinamica”.

Conforme a BNCC o conceito de simetria de reflexdo deve ser tratada inicial-
mente no 4° ano do Ensino fundamental:

m Simetrias de reflexdo: EF0O4MA19 - Reconhecer simetria de reflexdo em fi-
guras e em pares de figuras geométricas planas e utilizd-la na construcao de
figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas e de softwares de
geometria.

Ja as simetrias de translagdo e rotacdo serdo tratadas no 7° ano, juntamente com
uma retomada da simetria de reflexdo

m Simetrias de transla¢do, rotacdo e reflexdo: EFO7MA21 - Reconhecer e cons-
truir figuras obtidas por simetrias de translacdo, rotacgdo e reflexdo, usando
instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular esse
estudo a representacgdes planas de obras de arte, elementos arquitetonicos,
entre outros.

Por fim as transformacdes geométricas serdo trabalhadas no 8° ano, tratando todos
os conceitos anteriormente trabalhados e os aprofundando

m Transformacbes geométricas: simetrias de translagdo, reflexdo e rotacdo:
EF08MA18 - Reconhecer e construir figuras obtidas por composicdes de trans-
formacoes geométricas (translacdo, reflexado e rotagdo), com o uso de instru-
mentos de desenho ou de softwares de geometria dinamica.

Com o objetivo de aprofundar os conhecimentos acima mencionados, utilizaremos
as obras de Escher como inspiracdo para o aprendizado deste conteudo.

A sequéncia de atividades propostas a seguir tem como objetivo a inclusdo dos
grupos de papéis de parede a base curricular de matematica, podendo também ser
tratado como um conteddo interdisciplinas, uma vez que pode ser trabalhado com
conteudos de arte conforme veremos.
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5 Atividades

5.1 Reconhecimento de Simetrias

Introduziremos nesta primeira atividade o conceito dos 17 grupos de papéis de
parede. Como atividade para fixacdo do contetido serdo propostos exercicios de
reconhecimento de simetrias nas obras de Escher.

Plano de aula

Justificativa

m Com o objetivo de ampliar os conhecimentos geométricos e integra-los as
artes, os grupos de papel de parede tiveram papel fundamental para a criacao
das obras de Escher. A matemadtica trata as possibilidades com as quais se
pode lidar neste tipo de trabalho. A arte expande estas possibilidades para o
infinito.

Fig. 5.1

Nas duas imagens acima os padrdes de papel de parede utilizado é o mesmo
(#7), assim como o jogo de cores, porém os motivos utilizados para os pre-
enchimentos sdo diferentes.

Conhecimentos prévios necessarios

m Transformacdes do plano (Translagdo, simetria em torno de um ponto, refle-
xd0 por uma reta, rotacdo, reflexdo com deslizamento)

Organizac¢édo do tempo

m 1 aulas (45 minutos) para apresentacdo dos conceitos de isometrias e dos
padrdes dos grupos de papéis de parede que possuam 6-centros ou 3-centros;

m 1 aulas (45 minutos) para apresentacdo dos padroes dos grupos de papéis
de parede que possuam 4-centros, 2-centros ou que nao possuam centros de
simetria;
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5 Atividades

m 1 aula (45 minutos) para atividade de identificacdo das simetrias nas obras
de Escher.

Métodos utilizados

m Néo existe um melhor grupo pelo qual comecar as atividades, mas existem
técnicas podem ser mais eficientes, como por exemplo, definir quais sdo os
centros de simetria de rotacdo encontrados numa figura e a partir destes
definir se existem ou ndo eixos de simetria de reflexdo ou de reflexdo com
deslizamento, uma vez que sempre haverdo translacdes.

m E necessario ter cuidado com os casos em que o autor utiliza motivos dife-
rentes com as mesmas cores ou quando ele inseri detalhes a estes motivos,
mudando o preenchimento do desenho, mas mantendo o formato do motivo.

Dificuldades antecipadas + solugéo

m As células unitdrias das figuras apresentadas podem estar em posi¢oes dife-
rentes daquelas que foram apresentadas para a introduc¢éo dos 17 grupos de
papéis de parede como podemos notar na Figura e na Figura Ori-
entar aos alunos para que primeiro determinem todos os centros de rotacao
possiveis, em seguida determinar os eixos de translacdo que irdo determinar
as células. Por fim determinar se existem eixos de reflexdo ou reflexdo com
deslizamento para definir qual é o grupo de papel de parede que foi utilizado
para a construcdo daquele trabalho.

m Asobras de Escher podem ndo ser suficientes para contemplar todos os papéis
de parede que existem, portanto é possivel que haja necessidade de comple-
tar a atividade com obras de outros artistas.

Sugestoes

m A pagina http://math.hws.edu/eck/js/symmetry/wallpaper.html, traz um
software que possibilita a exemplificacdo de todos os grupos de papéis de
parede e que pode ser utilizado em sala de aula para criacdo de uma quan-
tidade ilimitada de trabalhos.

5.2 Desenhando tesselacoes

Plano de aula
Justificativa

m Esta atividade traz uma proposta de contetido interdisciplinar unindo con-
teudos de Geometria e Artes. Para a criacdo de uma obra é necessdrio possuir
repertorio artistico, porém unindo esse repertdrio aos conhecimentos geomé-
tricos adquiridos é possivel fazer uma quantidade ilimitadas construcoées com
padrdes.
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5 Atividades

m As atividades que aqui serdo propostas sdo inspiradas nos trabalhos de Es-
cher, porém ¢ importante ressaltar para os alunos que as tesselacoes abran-
gem técnicas mais simples e que também podem ser utilizadas para o desen-
volvimento de seus projetos.

Conhecimentos prévios necessarios

m Isometrias;

m 17 grupos de papéis de parede.
Organizacéo do tempo

m 2 aulas (45 minutos) para as constru¢des das imagens.
Métodos utilizados

m Os alunos trabalharam e grupos, cada um utilizando um grupo de simetrias
para fazer as construcoes. Neste momento os alunos devem ser orientados
quanto as dificuldades que podem ter se escolherem grupos que possuam um
grau de dificuldade maior em sua criagdo. O ideal seria que eles comecas-
sem por grupos de simetrias mais simples, como por exemplo #; que possui
apenas translagdes ou #, que possuem apenas rotacoes de 90°;

m O ideal seria que o trabalho fosse feito em conjunto com as aulas de artes,
para que possa ser feito um trabalho semelhante ao de Escher, que além das
construcoes utilizava as cores para criar efeitos em suas obras;

m Definido o grupo, comecaremos a construcdo com a célula unitéria.

Exercicio 116. Vamos utilizar um padrao simples de formagéo conforme pro-
posta de Paul Giganti em seu canal do Youtube para a constru¢do dos Cavalos
Voadores de Escher. Baseando a constru¢do numa célula unitdria quadrada
e utilizando o padrdo #; que possui apenas translacdes simples. Para isso,
basta desenharmos parte da imagem desejada, recortd-la e cold-la no local
correto de acordo com as translacoes desejada. Uma vez definidos os sentidos
das translacoes, todas deverdo respeitar uma das duas para que a tesselacao
fique correta. Observe na sequéncia de imagens abaixo:
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5 Atividades

(a) Desenhar (b) Recortar (¢) Colar

Fig. 5.2: 12 etapa

Exemplo. Seguindo sucessivamente estes passos, devemos chegar a imagem

desejada.
(@) (b)

Fig. 5.3: 22 etapa
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(a) (b)

Fig. 5.4: 32 etapa

(@ (b)

Fig. 5.5: 42 etapa

(©

Ap6s a finalizacdo da estrutura do motivo, é importante que sejam inseridas
caracteristicas artisticas para a conclusido do trabalho, como podemos ver
abaixo.

73
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Fig. 5.6: Finalizacao

Concluida esta parte é necessdrio que hajam cdpias para que seja possivel
fazer a tesselacdo desejada. Sugestdo: Utilize mais de uma cor para fazer
estas copias.

Fig. 5.7: Tesselacdo pelo grupo de papel de pare #,

Dificuldades antecipadas

m Os alunos podem apresentar dificuldades para com as transformacoes do
plano e ainda estarem com dificuldades para identificar os grupos de sime-
tria.
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5.3 Construcao de soélidos

Plano de aula

Justificativa

m Esta atividade tem como intencdo aprofundar os conhecimentos adquiridos e
concluir o conteido ministrado. Existem alguns papéis de parede que podem
cobrir regularmente a superficie de s6lidos geométricos regulares iremos de-
finir quais sdo os casos possiveis para cada sélido e se um mesmo grupo de
papel de parede, variando de acordo com seus motivos, se ele pode ou néo
cobrir a superficie do sélido.

Conhecimentos prévios necessarios
m Sélidos geométricos regulares;
m Isometrias;
m 17 grupos de papéis de parede.
Organizacéo do tempo

m 1 aulas (45 minutos) para definicdo de quais sdo os papéis de parede que
podem ser utilizados de acordo com o sélidos que estdo sendo trabalhados;

m 2 aulas (90 minutos) para construcao construcao dos solidos.
Métodos utilizados

m Como nem todos os casos sdo possiveis para fazer o cobrimento da superficie
dos sélidos, definir com os alunos quais sdo os casos possiveis; Figuras que
néo possuam centros de rotagdo (#1, #], W72, #7) e figuras que possuam
apenas 2-centros (%5, Wzl,‘/ﬂzl, W;,‘/ﬂz“) ndo sdo capazes de cobrir o plano
de sélidos geométricos regulares. Figuras que possuem 6-centros (# e ‘/ﬂf’l)
podem cobrir a superficie de tetraedros e de icosaedros. figuras que pos-
suem 4-centros (#,, ¥, 41, W, 42) sdo capazes de cobrir a superficie de cubos e
figuras que possuam apenas 3-centros (#5, “/Vgl, WBZ) cobrem a superficie de
octaedros regulares.

Exemplo. Observe na Figura que as faces indicadas na planificacéo se-
rdo adjacentes quando o tetraedro for montado, porém a imagem formada
ndo corresponderd ao padrdo da figura original e ndo fard o preenchimento
regular deste s6lido. Portanto, ndo € possivel utilizar padroes que possuam
apenas 3-centros como centros de rotacdo para o preenchimento de sélidos
geométricos.
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Fig. 5.9: Cubo preenchido com padrédo ¥, 42.

m Também o possivel que ocorra confusées com casos em que as cores nao se
encaixem, porém os padroes estdo corretos. Isto ocorre quando o artista opta
por utilizar cores diferentes para representar um mesmo motivo. E impor-
tante ressaltar para o aluno que o preenchimento esta correto, mas que para
evitar este tipo de caso ele pode optar por uma outra imagem que possua mo-
tivos iguais com as mesmas cores ou faga apenas as alteragdes necessdrias de
cor para adequar a imagem a situacao.

m Para construcéo dos sélidos é sugerido o uso de algum software (Power Point
do pacote Office e Inkscape, que é gratuito, sdo boas op¢des) para que depois
possa ser feita a impressao deste trabalho.

Dificuldades antecipadas

m Algumas escola ndo tem recursos tecnolégicos para fazer a parte da constru-
cdo em computadores. A construcdo também € possivel de ser feita manual-
mente, desde que as imagens das obras sejam impressas previamente;

m Os alunos podem optar por fazer construcoes que ndo sao possiveis em alguns
ou nenhum sélido.

Alguns exemplos sdo apresentados a seguir.
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W N

W

(a) Tetraedro com padréo #; encontrado em(b) Icosaedro com padrao #; encontrado em Es-
obra de Escher. cher (adaptada em tons de cinza).

Fig. 5.11: As duas figuras representadas representam o cobrimento da superficie
dos sélidos, porém nao hd precisdo no encaixe das cores, porém sdo respeitados os
motivos e os padrdes do grupo de papel de parede #.
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