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RESUMO

PEREIRA, A. C. S. Construcoes geométricas: a beleza do passo a passo. 2022. 229 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2022.

Este trabalho tem objetivo de fornecer um material de estudo estruturado com construcoes e
justificativas dentro da resolu¢do de exercicios. Disponibilizando um material para aqueles
que gostam e se interessam por matematica. Este trabalho chama a aten¢do para a dificuldade
que parte dos professores de matematica tem ao se deparar com exercicios de geometria plana
partindo de tridngulos e circunferéncias, a dificuldade é notar que podemos resolver tais exercicios
utilizando apenas régua nio graduada e compasso, nao dependendo de nimeros (medidas). Este
trabalho vem ao encontro dessa deficiéncia para ser um material de auxilio a esses professores ou
a qualquer pessoa que se interesse. O intuito € disponibilizar um conteddo rico em demonstracdes

e justificativas.

Palavras-chave: Constru¢des geométricas, Geometria plana, Resolu¢do de exercicios, Material

de estudo.






ABSTRACT

PEREIRA, A. C. S. Geometric constructions: The beauty of step by step. 2022. 229 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)

— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2022.

This work aims to provide a structured study material with constructions and justifications
within the resolution of exercises. Providing material for those who like and are interested in
mathematics. This work draws attention to the difficulty that part of the mathematics teachers
have when they come across exercises of flat geometry starting from triangles and circles, the
difficulty is to notice that we can solve such exercises using only graduated ruler and compass,
not depending on numbers (measures). This work comes to meet this deficiency to be a material
of assistance to these teachers or to anyone who is interested in. The intention is to provide

content rich in demonstrations and justifications.

Keywords: Geometric constructions, Flat geometry, Exercise resolution, Study material.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Grande parte dos curriculos escolares ndo contemplam as construgdes geométricas e

€ notdvel que hd uma grande defasagem no ensino da geometria, visto que os resultados de

vestibulares e até mesmo do Exame Nacional de Qualificacao (ENQ), em que as questdes que

abordam conteddos de geometria sdo as que tem o menor indice de acertos. Esse foi o fator

motivacional para a escolha do tema.

O autor (WAGNER, 2007) traz em seu livro Constru¢des Geométricas um pouco de

histoéria:

As construgdes com régua e compasso ja aparecem no século V a.C.,
época dos pitagéricos, e tiveram enorme importancia no desenvolvimento
da Matematica grega. Na Grécia antiga, a palavra niimero era usada
s para os inteiros e uma fracdo era considerada apenas uma razao
entre numeros. Estes conceitos, naturalmente, causavam dificuldades nas
medidas das grandezas. A no¢do de nimero real estava ainda muito longe
de ser concebida, mas, na época de Euclides (século III a. C.) uma ideia
nova apareceu. As grandezas, no lugar de serem associadas a nimeros,
passaram a ser associadas a segmentos de reta. Assim, o conjunto dos
nimeros continuava discreto e o das grandezas continuas passou a ser
tratado por métodos geométricos. Nasce entio nesse periodo uma nova
algebra, completamente geométrica onde a palavra resolver era sindbnimo
de construir.

Em 2017, a (SBM, 2017) publicou um relatério digital que apresenta algumas reflexdes

sobre 0o PROFMAT, na citagdo abaixo podemos ver que ha problemas com a escrita matemadtica,

o que influencia diretamente o trabalho com a geometria.

O percentual de desligamento do Profmat, no quadriénio 2013 a 2016,
apresentou uma média de 21% , quando comparado com o total de
discentes matriculados, considerando o ano base correspondente. O
ENQ aparece como o maior motivo de desligamento dos discentes, com
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baixo percentual de desligamento por reprovacdo em disciplinas. [...]
Em geral, os egressos entrevistados consideraram o ENQ como a maior
dificuldade do Programa. A grande dificuldade encontrada reside no fato
de que para o ENQ, por ser um exame discursivo, é necessario saber
escrever a linguagem matematica e essa € uma das maiores deficiéncias
de formacdo durante a graduacgio.

Em vista de toda essa dificuldade, como incentivar professores e alunos a utilizar mais
régua e compasso para resolver problemas de Geometria Plana? Com um material de linguagem

acessivel e construgdes detalhadas, esta € a proposta deste trabalho.

O trabalho foi organizado da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos breve conside-
racdes histdricas relacionadas com a Geometria. No capitulo 3 tratamos de algumas construcoes
basicas do Desenho Geométrico. O capitulo 4 € dedicado a resolu¢@o de exemplos aplicando-se
0s conceitos bdsicos tratados no capitulo anterior. No capitulo 5 apresentamos as consideracoes

finais. O apéndice A tratamos do Teorema de Tales e algumas aplicacdes.

Os pré-requisitos bdsicos para a compreensao deste trabalho compreendem a nogdo de
angulo, soma de angulos, tridngulos, circunferéncias. Além disso, ao longo deste trabalho, o

simbolo 7 denota duas vezes um angulo reto e assim, o simbolo 7 denotard o angulo reto.
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CAPITULO

HISTORIA

A histdria da ciéncia e, em particular, a histéria da matemadtica, constitui um dos capitulos
mais interessantes do conhecimento. Permite compreender a origem das ideias que deram forma
a nossa cultura e observar também os aspectos humanos do seu desenvolvimento: enxergar os
homens que criaram essas ideias e estudar as circunstancias em que elas se desenvolveram.

Assim a histéria € um valioso instrumento para o aprendizado da propria matemaética.

Podemos entender o porqué de cada conceito ter sido introduzido nesta ci€ncia e o fato
dele ser algo natural em seu momento de criagcdo. Isto permite também estabelecer conexdes

com a histdria, a filosofia e varias outras manifestagdes.

Conhecendo a historia da matematica percebemos que as teorias que hoje aparecem
acabadas e elegantes resultaram sempre de desafios que os matemadticos enfrentaram e que
foram desenvolvidas com grande esfor¢o, dedicacdo e, quase sempre, numa ordem bem diferente

daquela em que sdo apresentadas apds todo o processo de descoberta.

Com este trabalho queremos oferecer um pouco mais de conhecimento sobre geometria
plana, em especial construcdes geométricas, baseado numa bibliografia cientificamente séria, tdo
atualizada quanto possivel, e redigido de uma forma simples e direta, facilmente acessivel ao

leitor.

Os livros relatam que desde as primeiras civilizagdes, a humanidade usava as imagens
como meio de comunicagdo. Temos como exemplo a Arte Rupestre e varios s@o os tipos de
imagens. E na matematica ndo € diferente, a historia nos conta que a representacdo geométrica

precedeu a algébrica. Mas em que se constitui a Geometria?

A Geometria foi desenvolvida pelo homem através da necessidade de medir espacos, dai
a palavra Geometria vem do grego que significa medir a terra (geo = terra e metria = medida). A
partir desta, temos os desenhos e as constru¢des que sdo de suma importancia para a resolucao,

construcdo e demonstracdo de situacdes que vao desde o dia-a-dia a complexos exercicios
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tedricos.

2.0.1 Euclides de Alexandria

Euclides nasceu por volta de 300 a. C. em Alexandria e é o mais famoso gedbmetra
conhecido, e foi por sua geometria que praticamente todos ja estudaram ou ainda estudam.
Euclides foi professor, matematico platonico e escritor grego, muitas vezes referido como o "Pai
da Geometria". Mas nada se sabe sobre sua vida particular. O que € conhecido € que ele abriu
uma escola em sua cidade e escreveu pelo menos dois livros, um livro que falava sobre conicas,
e o famoso, Os Elementos, que é uma série com 13 rolos de pergaminhos, ambos se perderam

com o tempo.

Euclides se via como o organizador e sistematizador da geometria conforme compreen-
dida pelos gregos, e seu objetivo era criar uma matematica livre de suposicdes, ndo reconhecidas,
baseadas apenas na intui¢do. Assim, montou 23 defini¢des e 10 postulados (5 geométricos e 5 adi-
cionais). Com estas regras Euclides demonstrou 465 teoremas, praticamente todo o conhecimento

geométrico de sua época.
Dentre as informacdes utilizadas por Euclides, destacam—se:
i. Duas coisas que sdo iguais a uma terceira, sdo também iguais entre si;
1. Se duas coisas iguais sdo adicionadas a outras coisas iguais, os totais sdo iguais;
iii. Se coisas iguais forem subtraidas de coisas iguais, 0s restos serdo iguais;
iv. As coisas que coincidem uma com a outra sdo iguais entre si;
v. O todo é maior que a parte.
Entre seus postulados, utilizam — se os seguintes:

I) Dados quaisquer dois pontos, pode ser tracada uma linha tendo estes pontos como suas

extremidades;
IT) Qualquer linha pode ser prolongada indefinidamente em qualquer direco;

III) Dado qualquer ponto, pode ser desenhado um circulo com qualquer raio, com aquele

ponto no centro;
IV) Todos os angulos retos sdo iguais;

V) (Também conhecido como Postulado das Paralelas) Dados uma linha que cruze duas
linhas retas de modo que a soma dos angulos internos do mesmo lado seja menor do que dois
angulos retos, entdo as duas linhas, quando prolongadas, acabario por se encontrar (naquele lado

da linha). Que sera melhor definido no item (3.5.3).
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CAPITULO

ALGUMAS CONSTRUCOES ELEMENTARES

Ao longo deste capitulo vamos elencar algumas constru¢des necessdrias para a resolucao
de exercicios que tratam de constru¢des geométricas utilizando régua nao graduada e compasso.
Mas, antes vamos considerar algumas observacdes importantes. Ponto e reta sdo elementos
importantes nas constru¢des geométricas, esses elementos ndo possuem defini¢des, sdo nogdes
primitivas da Geometria, mas precisam existir para dar base para as definicdes geométricas. Em-
bora nao seja possivel definir esses objetos, € possivel discutir suas caracteristicas, propriedades
e suas utilidades para a Geometria. Vejamos como o site Brasil Escola (PONTO..., 2019) relata
sobre ponto e reta:

O ponto ndo possui forma nem dimensdo. Isso significa que o ponto
é um objeto adimensional. Um dos usos mais importantes do ponto
refere-se a localizag@o geografica. Os pontos sao os objetos que melhor
representam as localizacdes porque oferecem precisio. [...] As retas, na
geometria plana, sdo conjuntos de pontos que ndo fazem curvas. Elas sdo
infinitas para os dois sentidos. Como esses pontos ndo estdo no mesmo
lugar, € possivel medir a distancia entre eles. Entretanto, como os pontos
continuam néo tendo dimensdo ou forma, ndo € possivel medir sua
largura. Sendo assim, dizemos que a reta possui apenas uma dimensao
ou que € unidimensional.

Algumas construcdes simples de figuras geométricas que devemos considerar:

* Tracar uma reta conhecendo dois de seus pontos distintos;

* Tracar uma circunferéncia a partir do seu centro e do seu raio.

Para uma boa interpretacdo considere:

AB indica o comprimento de um segmento de reta com extremos nos pontos A e B.

AB indica o segmento de reta cujos extremos sio os pontos A e B.
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* Quando tratarmos de comprimento de um segmento de reta usaremos a igualdade e quando

tratarmos apenas de segmentos de reta usaremos a congruéncia.

O autor (WAGNER, 2009) em sua obra Uma Introducao as Constru¢des Geométricas
diz:

Nas constru¢des geométricas sdo permitidos apenas a régua (nio gra-
duada) e o compasso. A régua serve apenas para desenhar uma reta
passando por dois pontos distintos dados e 0 compasso serve apenas para
desenhar uma circunferéncia cujo o raio é dado por um segmento e cujo
centro € um ponto dado. Estes instrumentos ndo podem ser utilizados de
nenhuma outra maneira.

Outra defini¢ao importante que devemos ressaltar € a de lugar geométrico, ainda na obra
de (WAGNER, 2009) ele relata:

Devemos deixar claro que quando dizemos que uma figura F é o lugar
geométrico dos pontos que possuem a propriedade p, queremos dizer
que todo ponto de F possui a propriedade p e nenhum ponto fora de F
possui a propriedade.

Podemos citar como exemplos de lugares geométricos a circunferéncia, a mediatriz, a

bissetriz, o circuncentro dentre outros que serdo abordados detalhadamente nas proximas sessoes.

3.1 Triangulos

Definicao 1. No plano, o tridngulo € a figura geométrica limitada por trés segmentos de reta que
concorrem, dois a dois, em trés pontos ndo colineares, formando os trés lados e os trés angulos

internos que somam 7.

Sendo os pontos citados anteriormente A, B e C, diremos que esses pontos sdo os vértices
do tridngulo AABC.

Figura 1 — Triangulo ABC
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Um tridngulo pode se classificado quanto as medidas de seus lados ou quanto as medidas

de seus angulos.

Vejamos algumas definicoes:

Definicao 2. Triangulo equilatero: € todo triAngulo em que os trés lados tém medidas iguais,

logo os seus angulos internos também sao congruentes.
Definiciio 3. Tridngulo isésceles: é todo tridngulo que possui dois lados com medidas iguais'.

.~ . A . A . . . T
Definicao 4. Triangulo retangulo: possui um angulo interno reto, ou seja, medindo 5

Proposicao 1. Um tridngulo pode ser inscrito em uma semicircunferéncia se, e somente se, é

retangulo.

Demonstragdo. Dado um tridangulo ACDE suponha que ele estd inscrito em uma semicircunfe-

réncia, ou seja, que um de seus lados € um didmetro dessa circunferéncia.

Figura 2 — Triangulo inscrito em uma semicircunferéncia

Entdo o angulo inscrito CDE corresponde ao angulo central CAE , que mede 7. Pelo
Teorema 1, a medida do angulo inscrito CDE ¢ %, ou seja, CDE éreto e o triangulo ACDE é

retangulo.

Reciprocamente, seja CDE um triangulo retangulo em D e seja C; a circunferéncia que
contém os vértices C, D, E desse triAngulo. Como CDE é um angulo reto, o angulo central
correspondente CAE mede dois angulos retos. Logo o centro A da circunferéncia pertence
ao lado CE, isto é, CE é um didmetro da circunferéncia C; e o ACDE est4 inscrito em uma

semicircunferéncia, completando a demonstracgao.

]

' Note que o tridAngulo equilétero é um caso particular do tridAngulo isésceles.
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3.2 Casos de congruéncias de triangulos

2

Com os resultados abaixo, precisaremos verificar apenas trés congruéncias®, convenien-

temente escolhidas, para decidir se dois tridngulos sdo ou nao congruentes:

1. Primeiro caso (postulado3) - LAL (Lado, Angulo, Lado) : se dois tridngulos tem orde-
nadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido entre esse lados, entdo os
tridngulos sdo congruentes (isto €, o lado restante e os outros dois angulos também sdo

ordenadamente congruentes).

Realizaremos uma constru¢do geométrica, na forma de problema, que nos permitird
perceber que escolhendo diversas posicdes no plano para os elementos elencados abaixo,
teremos a construcdo de diversos tridngulos AABC, que apenas estardo posicionados
de maneira diferente do anterior no plano. Para ilustrar o postulado descrito facamos o

problema abaixo:

Construa com régua e compasso o tridngulo AABC, dados geometricamente os seguintes

elementos: segmentos AB e BC, e o angulo B.

Construgdo:

1.1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado:

@]

e

1.2. Denote dois pontos quaisquer para tracarmos uma semirreta, digamos a semirreta

OX.

~ . —
1.3. Transporte o angulo B (como veremos na sessdo 3.5.8) dado sobre a semirreta OX de
modo que o ponto O seja o vértice do angulo, determinando uma segunda semirreta,

digamos OY com origem também no ponto O.

2
3

Uma relag@o de congruéncia é uma relacio de equivaléncia, que € vélida para segmentos e angulos.
Observe que o primeiro caso é um postulado, e ndo requer demonstragdo. No entanto, os demais casos
sdo teoremas e precisam ser demonstrados.
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1.4. Transporte os segmentos AB e BC (como veremos no exemplo 2), sobre as semirretas
= A . ‘s
07 e OY e por fim feche o tridngulo ligando os vértices remanescentes, formando

assim, o tridngulo AABC.

Figura 3 — Caso de Congruéngia LAL

2. Segundo caso (teorema) - ALA (Angulo, Lado, Angulo) : se dois tridngulos tém ordenada-
mente congruentes um lado e os dois angulos a ele adjacentes, entdo esses tridngulos sdo

congruentes.

3. Terceiro caso (teorema): - LLL (Lado, Lado, Lado) se dois tridngulos t€ém ordenadamente

congruentes os trés lados entdo esses tridngulos sdo congruentes.

4. Quarto caso (teorema) - LAA (Lado, Angulo, Angulo): se dois tridngulos tém ordenada-
mente congruentes um lado, um angulo adjacente e o dngulo oposto a esse lado, entdo

esses tridngulos sdo congruentes.

5. Quinto caso - Caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos (teorema): se dois
tridngulos retangulos t€ém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entao

esses tridngulos sdo congruentes.

3.3 Casos de semelhanca de triangulos

Dois tridngulos sao semelhantes quando tém os angulos correspondentes congruentes e

os lados homologos (os dois lados opostos aos angulos congruentes) proporcionais.

Vejamos os casos de semelhanga:
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1. Primeiro caso: AA (Angulo, Angulo): Se dois tridngulos possuem dois angulos ordenada-

mente congruentes, entdo eles sdo semelhantes.

2. Segundo caso: LLL (Lado, Lado, Lado): Se dois tridngulos possuem os seus lados homé-

logos proporcionais, entdo eles sdo semelhantes.
3. Terceiro caso: LAL (Lado, Angulo, Lado): Se dois lados de um tridngulos sdo proporcio-

nais aos lados homoélogos de outro tridngulo e se o angulo entre esses lados for congruente

ao correspondente do outro tridngulo, entdo os tridngulos sao semelhantes.

3.4 Alguns resultados relevantes

Teorema 1. Se em uma circunferécia C;, um angulo central ACB e um angulo inscrito AV B

determinam o mesmo arco, entdo o angulo ACB =2-AVB.

Observacao 1. Se dois angulos inscritos determinam o mesmo arco na circunferéncia C, entdo

eles sdo congruentes.

Demonstragdo. Sejam A, B e V pontos distintos de uma circunferéncia Cy de centro no ponto C.

Considere trés casos:

1. O centro C estd sobre um lado do angulo inscrito AVB.

Sejam « e 3 as medidas dos Angulos AVBe A/CTB respectivamente, e suponha que C seja

um ponto do segmento VB.
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Note que os segmentos CA e CV sio raios da circunferéncia Cy, logo o tridngulo ACVA é
isdésceles (como veremos na defini¢do 3) e, portanto, os angulos CAV e CVA sio congruen-

tes.

Observe que :

* Como a soma dos angulos internos de um tridngulo € 7, entdo a medida 6 do angulo
ACV €0 =1 —20.
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* Por outro lado, os pontos V, C e B sio colineares, logo 8 + 8 = 7, ou seja, 6 = 7 - 3.

Assim:

T-200=m-f3

=P
o=t

2. O centro C estd no interior do angulo inscrito AV B.

Sejam o e B as medidas dos angulos AVBe A/C\B, respectivamente, e suponha que C seja

um ponto interior do dngulo AVB.
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Seja, também, a semirreta ﬁ cuja intersec¢do com a circunferéncia C; denominaremos
ponto D. Observe que a semirreta \?‘ divide cada um dos angulos AVB e ACB em dois

outros, assim temos:

* (i) Os angulos AVD e DVB correspondem, cujas medidas sdo o e oy satisfazem
o +0o0n=a0.

e (ii) Os angulos ACD e DCB correspondem, cujas medidas sdo f; e B, satisfazem

Bi+B=p.

Observe que o angulo inscrito AV D e o respectivo angulo central ACD estdo nas condigdes

do caso 1.

* O centro C estd sobre um lado do angulo inscrito.
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(ii1) Portanto, a medida do angulo inscrito é a metade da medida do angulo central, ou seja,

061:%.

(iv) Analogamente o angulo inscrito DVBeo respectivo angulo central DCB também estio

nas condicdes do caso 1, logo ap = %

Entao, por (i), (i1), (iii) e (iv) temos que:

a:a1+a2:%+%:ﬁ142rﬁz:§

e portanto o0 = %

3. O centro C estd no exterior do angulo inscrito AVB.

Sejam «a e B as medidas dos angulos AVBe A/CTB, respetivamente, e suponha que C seja

um ponto exterior do angulo AVB.
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Considere, também, a semirreta \?‘ cuja interse¢do com a circunferéncia C; denominare-
mos ponto D. Note que a semirreta \78 nos apresenta quatro novos angulos, DVA, DV B,
DCA e DCB, assim temos que:

* (i) Os angulos DVA e DVB correspondem, cujas medidas s@o o e 0 entdo o — 04 =
.

* (ii) Os angulos DCA e DCB correspondem, cujas medidas sdo f; e B, entdo B — B =

B.

Observe que o angulo inscrito DVA e o angulo central DCA estao nas condi¢des do caso 1.
* O centro C esta sobre um lado do angulo inscrito.

(1i1) Portanto, a medida do angulo inscrito € a metade da medida do dngulo central, ou seja,

061:%.
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Figura 4 — Teorema 1: Angulo central

(iv) Analogamente o angulo inscrito DVBeo respectivo angulo central DCB também estdo

nas condig¢des do caso 1, logo o = %
Entdo, por (i), (i), (iii) e (iv) temos que:

a:az—alz%—%zwzg

, como finalmente queriamos demonstrar.

(S]Ees)

€ portanto & =

]

Teorema 2. Teorema da base média: O segmento que une os pontos médios de dois lados de
um tridngulo € paralelo ao terceiro lado, e sua medida € igual a metade da medida do terceiro
lado.

Demonstracdo. Dado um AABC qualquer, sejam M o ponto médio do lado AB e N o ponto
médio de AC.

Trace uma reta pelos pontos M e N.
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A
M N
B
c
Hipétese:
AM =MB
AN =NC
Tese:
MN | BC
S 1
MN = —-BC
2

Construa uma reta paralela (como veremos na construcdo 1.) ao segmento AB pelo ponto

Denote por D o ponto de intersec¢ao entre a reta que passa pelos pontos M e N e a reta

paralela a AB que passa pelo ponto C.
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Note que os AANM e ACND sio congruentes pelo caso LAA*,

Figura 5 — Teorema da base média

) =Z)

1T E‘

Q) =y
3

Consequentemente temos CD = AM = MB. Como sabemos que AB || CD e MB = CD,
segue que BCDM é um paralelogramo >, logo MN || BC.

Ainda da semelhanga de tridngulos, temos MN = ND e, como MD = BC, temos MN =

EBC , como queriamos demonstrar.

U

3.5 Algumas construcoes

Inicialmente vamos estabelecer algumas definicdes importantes quanto a alguns elemen-

tos que usaremos nas constru¢des geométricas.

Definicao 5. Denominamos circunferéncia o lugar geométrico dos pontos do plano que estio a

uma distancia r, chamada raio, de um ponto fixo C, chamado centro.

Veja o caso de congruéncia LAA em 4.

> Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se possuir lados opostos paralelos.
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Em relacdo a circunferéncia existem alguns elementos e propriedades que no decorrer do

texto serdo mencionados, vejamos:

corda de uma circunferéncia € o segmento que une dois pontos da mesma.

didmetro da circunferéncia é o segmento que intercepta o centro e une dois de seus pontos.

a distancia do centro a qualquer ponto da circunferéncia chama-se raio.

¢ 0 didmetro é o dobro do raio.

Na imagem a seguir temos:

Figura 6 — Elementos da circunferéncia () é a circunferéncia.

e o ponto C € o centro de Cj.

* AB é uma corda de C;.

e CD é um raio de C;.

e EF é um didmetro de C;.

Definicao 6. Chama-se circulo de raio r a regido do plano delimitada por uma circunferéncia de

raio .

Figura 7 — Circulo

Circulo
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3.5.1 Ponto médio de um segmento

Definicao 7. Podemos definir o ponto médio como o ponto que divide o segmento de reta,

originando dois novos segmentos congruentes.

Exemplo 1. Construa o ponto médio, denominado ponto M, de um segmento AB dado.

1. Considere o segmento AB abaixo:

>

2. Construa a circunferéncia C; com centro no ponto A e raio maior que a metade da distancia

do ponto A ao ponto B, ou seja, metade do comprimento do segmento AB.

3. Analogamente desenhe a circunferéncia C, com centro no ponto B € mesmo raio de Cj.
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4. Denote os pontos de intersecc¢ao entre as circunferéncias Cy e C, por pontos C e D.

— -
5. Agora basta tracar a reta CD e marcar o ponto de interseccdo desta com o segmento AB,

logo este serd o ponto médio desejado, ou seja, o ponto M.
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Verificacdo de que a construgio acima produz, de fato, o ponto médio do segmento AB.

Observe:
Figura 8 — Ponto médio de um segmento
Temos:
AACD = ABCD pelo caso de congruéncia LLLS.
Pois:

- AC = BC sao raios das circunferéncias C; e C, respectivamente, que foram construidas com o

mesmo raio.
- AD = BD sio raios das circunferéncias C; e C;, respectivamente, que foram construidas com o

mesmo raio.
- CD é o lado comum dos AACD = /ABCD.

®  Veja o caso de congruéncia LLL em (3).
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Em resultado desta congruéncia temos ACM = BCM.

Logo
AACM = ABCM pelo caso de congruéncia LAL.
Pois:

- AC = BC sao raios das circunferéncias C; e C,, respectivamente, que foram construidas com o

mesmo raio.
. ACM = BCM

- CM é o lado comum dos AACM = ABCM.

Portanto AM = BM, completando a verificagio.
3.5.2 Perpendiculares
Construcao 1: Construir, por um ponto dado, uma reta perpendicular a uma reta dada.

O ponto em questdao pode ou ndo pertencer a reta dada.

1. Considere uma reta » € um ponto A que pertenca a mesma (ver figura abaixo):

Facamos:

1.1. Colocar ponta seca do compasso (entenda como ponta seca, a ponta que nao contém

o grafite) no ponto A e com uma abertura qualquer construir uma circunferéncia Cy:

1.2. Denotar os pontos de intersecc¢ao entre a circunferéncia C; e a reta r, por ponto B e
ponto C.

7 Veja o caso de congruéncia LAL em (1).
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1.3. Colocar ponta seca do compasso no ponto B € com uma abertura maior que o
segmento BA construa uma circunferéncia C,, fazer o mesmo para o ponto C e

construa a circunferéncia Cs.

1.4. Em seguida denote os pontos de interseccdo D e E entre as circunferéncias C; e Cs.

1.5. Tracar a reta s que passa pelos pontos D e E. Esta € a reta perpendicular a reta r,

desejada, passando pelo ponto A.
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Verificagdo de que a constru¢@o acima produz, de fato, uma reta perpendicular a reta r pelo

ponto A.
Observe:
Figura 9 — Reta perpendicular: caso 1
Temos:
ANADC = AADB pelo caso de congruéncia LLL.
Pois:

- BD = CD sio raios das circunferéncias C3 e C,, respectivamente, que foram construidas
com 0 mesmo raio.

- AD é o lado comum dos AADC e AADB.

- AB = AC por construcio, pois sdo raios da mesma circunferéncia.

Entao os angulos internos correspondentes dos tridngulos em questdo sdo congruentes.
Em particular os angulos BAD e CAD sio congruentes, pois sao angulos suplementares,
logo cada um deles mede 7.

2. Considere uma reta r € um ponto A que nao pertenga a mesma (ver figura abaixo):
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2.1. Colocar ponta seca do compasso no ponto A e com uma abertura qualquer e construir
uma circunferéncia C; intersectando a reta » em dois pontos distintos, ponto B e

ponto C.

2.2. Colocar ponta seca do compasso no ponto B e com uma abertura maior que a metade
do segmento BC e construir uma circunferéncia C,, fazer o mesmo para o ponto C

construindo a circunferéncia Cs.

2.3. Denotar os pontos de intersec¢do D e E entre as circunferéncias C; e Cs.
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2.4. Tracar pelos pontos A, D e E areta s que € perpendicular a reta r pelo ponto A.

Verificagdo de que a construg@o acima produz, de fato, uma reta perpendicular a reta r pelo
ponto A.

Observe:

Figura 10 — Reta perpendicular: caso 2
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Temos:

AFBA = AFCA pelo caso de congruéncia LLL.

Pois:

- AC = AB sio raios da mesma circunferéncia.

- AF é 0 lado comum dos AFBA e AFCA.

- FC = FB por construcio, pois F é o ponto médio do segmento CB.

Entdo os angulos internos correspondentes dos tridngulos em questdao sdo congruentes.
Em particular os angulos CFA e BFA sio congruentes, pois sdo angulos suplementares,

logo cada um deles mede %, completando a verificagao.

3.5.3 Paralelas

Uma das constru¢des mais importantes da Geometria Euclidiana®, segundo (NETO;

CAMINHA, 2013), é a de uma reta paralela a uma reta dada, passando por um ponto também
dado.

Definicao 8. Se sdo dadas duas retas distintas no plano e elas ndo possuem ponto algum em

comum, entdo elas sdo paralelas.

Ainda sobre a defini¢do de retas paralelas, (NETO; CAMINHA, 2013) relata:

[...]Euclides imp0s a unicidade da reta paralela como um postulado,
conhecido na literatura como o quinto postulado, ou postulado das
paralelas.

Vejamos como Euclides escreveu tal postulado:

Dados uma reta r e um ponto P ¢ r, existe uma dnica reta s paralela a reta r passando
pelo ponto P.

1. Vamos fazer a construcao deste postulado com régua e compasso e em seguida apresentar
a justificativa do mesmo.

8 E a geometria baseada nos postulados de Euclides de Alexandria (para saber mais: 2.0.1).
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Note que o ponto P ndo pertence a reta r dada.

Construcgao:

1.1. Tragar uma circunferéncia C de raio qualquer e centro no ponto P interceptando a

reta r no ponto A.

1.2. Tracar uma segunda circunferéncia C; com centro no ponto A e mesmo raio de C; e

denote os pontos de intersec¢des entre C, e a reta r pelos pontos B e C.

1.3. Tracar uma terceira circunferéncia C3 com centro no ponto C e raio de segmento BP,
em seguida, denote o ponto de intersec¢do entre C; e C3 por ponto Q que pertence ao

mesmo semiplano que contém o ponto P, relativamente a reta r.

1.4. Tracar a reta s desejada pelos pontos P e Q.
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Figura 11 — Postulado das paralelas

Verificacdo de que a constru¢do acima garante que existe uma Unica reta paralela na
situagdo dada.

Note que os tridngulos AQCB e APBC sao retangulos pela Proposi¢éo 1, pois:

+ OC = PB por construgio, e sdo catetos dos tridngulos AQCB e APBC, respectiva-

mente.
* (e P sdo angulos retos.

« CB = BC pois é diametro da circunferéncia C, e sdo hipotenusas dos tridAngulos
AQCB e APBC, respectivamente.

Pelo caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos’, os tridngulos AQCB e APBC
sdo congruentes.

Logo, as distancias dos pontos P e Q a reta r s@o iguais, entdo as retas r € s sdo paralelas.
E note que a reta s € unica pois por dois pontos distintos, no caso P e Q, passa apenas uma

Unica reta, completando assim a verificacao.

2. Dados uma reta r e um ponto P € r, construa uma reta paralela a reta r dada.

Construgao:

2.1. Trace uma circunferéncia C; de raio qualquer e centro em P interceptando a reta r

nos pontos Q e R.

®  Veja o caso de congruéncia de tridAngulos retingulos em (5).
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C4q

2.2. Trace as circunferéncias C; e C3 com centros nos pontos Q € R, respectivamente,
com mesmo raio de Cj.

c, c N

2.3. Denote os pontos de intersec¢des entre os pares de circunferéncias C e Cy, e, Cy e C3
respectivamente pelos pontos A e B pertencentes a0 mesmo semiplano, relativamente

aretar.

2.4. Trace a reta paralela desejada pelos pontos A e B.

Figura 12 — Construcio de reta paralela

C [o] C
2 A 1 3

A verificacdo da construcdo acima € analoga ao caso 1.
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3.5.4 Reta tangente a uma circunferéncia

Dizemos que uma circunferéncia C; e uma reta r sdo tangentes ou, ainda, que a reta r €
tangente a circunferéncia Cy, se r e C| tiverem exatamente um ponto P em comum. Nesse caso,

P ¢ denominado o ponto de tangéncia de r e C.

Construcao 1: Tracar as retas tangentes a uma circunferéncia C; dada passando por

um ponto P também dado.

Para esta construcdo devemos considerar trés situacoes:

1. O ponto P € interior a circunferéncia Cj.

Neste caso € fécil notar que a reta desejada nao existe, pois tal reta terd dois pontos de

interseccdo com a circunferéncia Cy, logo ndo serd uma reta tangente a circunferéncia Cj.

2. O ponto P pertence a circunferéncia Cj.

o

—
Comecaremos tracando a reta CP.
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—
Em seguida, construa, pelo ponto P, a reta r, perpendicular'® a reta CP, que € a reta

tangente desejada.

3. O ponto P € exterior a circunferéncia Cj.

Iniciaremos tragando o segmento CP e em seguida encontraremos o ponto médio M do

segmento CP.

10" Veja como construir retas perpendiculares em (3.5.2).
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Em seguida construa a circunferéncia C, de centro no ponto M e raio de segmento MP.

Sejam os pontos A e B, os pontos de interseccao entre as circunferéncias C| e C,, trace as
— —
retas PA e PB.

— < X
Logo as retas PA e PB sdo as retas tangentes desejadas.
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Para a validacdo da construgdo acima:

— —
Podemos assumir que PA e PB sdo retas tangentes a circunferéncia C; pois o tridngulo

ACAP é reto em A, visto que este possui um lado, CP, que € um diametro da circunferéncia C,,
ou seja, o tridngulo ACAP esta inscrito em uma semicircunferéncia (justificado pelo Proposi¢ao

1); analogamente temos que o tridngulo ACBP € reto em B completando a verificagio.

Figura 13 — Retas tangentes a uma circunferéncia

3.5.5 Transporte de segmentos

Nas construgdes geométricas um recurso muito utilizado € o transporte de segmento.
Vejamos como proceder para realizar esse recurso. Para transportar segmentos de reta utilizamos

apenas compasso e régua. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 2. Transporte o segmento AB para a reta s, ambos dados. Realize este procedimento

utilizando somente compasso.

Construgdo:
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1. Centre o compasso no ponto A e fixe a outra extremidade, do mesmo, no ponto B.

2. Mantendo a mesma abertura do compasso, centre-o em um ponto que pertenga a reta s,
chamemos tal ponto de C e denote um ponto D também sobre a reta s, tal que CD = AB,

assim transportamos o segmento AB para o segmento CD como desejado.

Figura 14 — Transporte de segmento

3.5.6 Divisao de um segmento em n partes iguais

Note que a ideia € dividir um segmento em n segmentos congruentes que justapostos dao
origem ao segmento dado.

Vamos analisar os casos para alguns valores de n:

1. se n =2, basta considerar o ponto médio'! do segmento em questio.

2. se n =3, considere a seguinte constru¢ao:

2.1. Trace um segmento AB qualquer.

1" Veja como determinar o ponto médio de um segmento em (3.5.1).
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® >
o w

2.2. Trace uma reta r pelo ponto A formando um angulo maior que zero € menor que 7

com o segmento AB.

2.3. Sobre a reta r marcaremos 3 pontos distintos da seguinte maneira:

e Com uma abertura qualquer no compasso construa a circunferéncia C; com

centro no ponto A.

¢4

e w

* Denote o ponto P’ de intersec¢do entre a circunferéncia C) e a reta r, note que

havera dois pontos, utilizaremos o ponto P’ convenientemente.

C4

o w
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¢ Com o mesmo raio de C; construa a circunferéncia C; com centro no ponto P’ e

denote o ponto Q' de intersec¢do entre C; € a reta r.

¢ Analogamente construa a circunferéncia C3 e denote o ponto B'.

2.4. Construa o segmento BB, ligando os pontos B e B'.
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2.5. Construa uma reta paralela'? ao segmento BB’ que intersecta o ponto Q'

2.6. Denote o ponto Q de interseccio entre o segmento AB e a reta paralela construida.

12" Veja como construir retas paralelas em (1.).
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2.7. Analogamente determine o ponto P, ponto de intersec¢do entre a reta paralela ao

segmento BB’ e que intersecta o ponto P’.

Figura 15 — Divisao de um segmanto em n partes iguais

Logo temos que AP = PQ = OB.

Verificagcdo de que a constru¢do acima garante o resulta na divisdo do segmento AB em 3
segmentos congruentes.
Observe que temos um feixe de retas paralelas cortadas por duas transversais, 0 que nos

remete ao Teorema de Tales (que pode ser consultado em A.2.)

Por construcio, AP’ = P'Q’. Entio:
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AP AP
PO PQ
AP

T

1=

(S

PO  PQ

Q'B OB
_Po
1= 0B (I1)
PQ

AP .
De (I) e (II) temos — = — =1, ou seja, os segmentos AP, PQ e OB tém medidas

PO OB

congruentes.

3. Paran > 4, procedemos de maneira analoga.

3.5.7 Retéangulo

13

Definicao 9. Um quadrilatero convexo'” é um retangulo se todos os seus angulos internos forem

iguais a um angulo reto cada.

Consequentemente os lados opostos sdo sempre paralelos, uma vez que sao ambos

perpendiculares entre si, os lados ndo opostos.

Exemplo 3. Construir um retangulo conhecidos dois de seus lados ndo paralelos.

Construgdo:

1. Tragar dois segmentos de reta de comprimentos diferentes.

A

2. Transportar o segmento AB'* e trace retas perpendiculares pelos pontos A e B.

13 Um poligono é convexo se a reta que contém qualquer de seus lados deixa todos os demais lados no

mesmo semiplano.
14 Veja como transportar segmento em (2).
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3. Transportar o segmento CD sobre as retas r e s, a partir dos pontos A e B, respectivamente,

e em seguida denote os pontos A’ e B’.

r s
A’ B'
.......... G e
A&l [{e

4. Tragar um segmento de reta ligando os pontos A’ e B’ finalizando o retingulo desejado.

Figura 16 — Construcdo de retangulo
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3.5.8 Transporte de angulo

Postulado do transporte de angulos

— —
Dados um angulo AOB orientado positivamente e uma semirreta O’A’ de um plano, existe
sobre este plano, e em um dos semiplanos que permite determinar, uma Unica semirreta que

forma um angulo AO'B congruente ao angulo AOB.

O postulado acima garante que € possivel transportar um angulo.

Apresentamos a construcdo e em seguida, a justificativa:

—_— —_>
1. Sejam AOB um angulo e O’A’ uma semirreta, ambos dados:

2. Centre a ponta seca do compasso no ponto O’ e construa a circunferéncia C; de raio AO.

—_> - -
Esta circunferéncia intersectard a semirreta O’A’ em um ponto C tal que OA = O'C.
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3. Ainda com o compasso faga uma circunferéncia C; com centro no ponto C e raio AB. As

circunferéncias C; e C, interceptam-se em dois pontos: B’ ¢ B” .

o1 B o
T .
c A
0 @— —o—
A, ":;dl..
. Bll
0 a
B

4. Escolha dentre os pontos B’ ¢ B” o que se encontra no semiplano desejado. Escolha o

—
ponto B’ e trace a semirreta O'B’.
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Figura 17 — Transporte de dngulo

C1
<3 'j:d’-' ...........
.................. 4 B"
0 a
B

O angulo AO'B é congruente ao angulo AOB.

Demonstracdo. Os tridngulos AAOB e ACO'B’ sdo congruentes pelo caso LLL com os lados

ordenadamente congruentes por construcao.

.. ACO'B' = NAOB, pois:

A0 =CO
AB=CB
BO=B0
_> — —
Como o ponto C estéd sobre a semirreta O’A” entdo os angulos CO’B’ = AOB. [l

3.5.9 Bissetriz de um angulo

%
Definicao 10. Dadas duas semirretas OA e O?, o conjunto dos pontos que equidistam de @i e
0? formam a bissetriz do angulo AOB.
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o

B

Em outras palavras:
. . ~ — A . — A . ?
A bissetriz do angulo AOB = {Pontos P | distancia(P,0OA) = distancia (P,OB)}.

Apresentamos a construc¢do e em seguida, a justificativa:

1. Dado um angulo AOB, construa uma circunferéncia C; com centro em O e raio qualquer.

2. Denote os pontos de intersec¢do, X e Y, da circunferéncia C; com as semirretas 54> e 0?,

respectivamente.
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3. Construa duas circunferéncias, C, e Cz, de raios de mesma medida e com centros nos

pontos X e Y, respectivamente.

4. Denote os pontos D e E, de interseccao, entre as circunferéncias C; e Cs.
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5. A semirreta 0? € a bissetriz do angulo AOB.

Figura 18 — Bissetriz de um angulo

Demonstracdo. Os AOYE e AOXE sao congruentes pelo caso LLL com os lados ordenada-

mente congruentes por constr UQﬁO.

OY = OX, pois € raio da circunferéncia C;
YE = XE, pois sdo raios das circunferéncias C, e C3 que por construgdo tem raios congruentes.

OE contém o lado comum aos dois triangulos em questao.

. YOE =XOE , logo a semirreta 0? ¢ a bissetriz do angulo AOB.
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3.5.10 Mediatriz de um segmento

Definiciio 11. A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a este segmento e que

passa pelo seu ponto médio M.

0>
o E __l
‘UU

Descri¢ao dos passos e demonstracdo andlogos a construcao da reta perpendicular por

um ponto pertencente a uma reta dada (vide construgdo 3.5.2).

Exemplo 4. Dado um tridngulo AABC qualquer determine suas mediatrizes.

1. Determine o ponto médio M, do lado BC oposto ao vértice A.

2. Trace uma reta perpendicular ao lado BC pelo ponto M,, que é a mediatriz referente ao

lado BC.



68 Capitulo 3. Algumas construgées elementares

3. De maneira andloga construa as mediatrizes dos lados AC e AB do tridngulo em questio.

Figura 19 — Mediatriz de um triangulo

Observacao 2. Pode-se mostrar que as trés mediatrizes de um tridngulo encontram-se em um

mesmo ponto.

3.5.11 Arco capaz

Definicao 12. Arco capaz é o lugar geométrico dos pontos que "enxergam" um segmento dado

sob um determinado angulo.

Exemplo 5. Seja AB e &, um segmento e um angulo, respectivamente dados, vamos construir o

arco capaz associado ao Angulo & para o segmento AB (vide figura abaixo).
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LA

<

1. Transporte o ngulo'” & sobre o segmento AB, dando origem a semirreta r.

L]

2. Construa a mediatriz (como no exemplo 4) do segmento AB.

-

3. Trace pelo ponto A uma reta perpendicular a semirreta r, nomeie a reta perpendicular ¢.

15 Vide o postulado do transporte de angulo em (3.5.8).
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4. Denote por O o ponto de interseccdo da reta perpendicular £ com a mediatriz.

5. Construa a circunferéncia C; com centro no ponto O e raio OA.
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6. O arco AB maior é o arco capaz associado ao angulo &, para o segmento AB, independente

~

da posi¢do do ponto F' no arco AB maior, o angulo Fé congruente ao angulo Q.

Figura 20 — Construcdo do arco capaz

Demonstragcdo. (=)Observe:
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Os triangulos AAOF, ABOF e AAOB sio is6sceles, pois o vértice O € o centro da
circunferéncia Cj.

Portanto:

A partir desses tridngulos e das respectivas medidas, em radianos, dos dngulos envolvidos
temos:
i)e+20=nm
(i) g +2y=nm
(i) &, +2-f=mx

(v)e+e,+¢ =2m
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Fazendo (i) + (ii) + (iii) e usando (iv) temos:
e+&+€&+2.0+2.v+2.=3n
————
2r+2(0+y+p)=3n
2(6 + v+ B) = m o que é vilido pois AABF é um tridngulo.
T
E pela construcio de arco capaz, o Angulo entre o segmento AO e a semirreta r é reto.

Isto é:

. T
(vi) o+ 0= 5
Fazendo (v) - (vi) obtemos:
y+B+3—(a+8) =27

"2
Y+B=a

Em outras palavras, a medida do angulo AFBé igual Y+ B, que é o préprio angulo & da

construcdo do arco capaz.

Note que o ponto F pode estar em qualquer outra posicao do arco construido que a

demonstragdo serd a mesma.

Portanto todos os pontos pertencentes ao arco capaz "enxergam'"o segmento AB sob o

angulo ¢, como queriamos demonstrar.

(<) Agora vamos demonstrar que, se algum ponto "enxerga"o segmento AB sob um

angulo , entdo ele pertence ao arco capaz desse segmento.

Considere a figura abaixo em que temos o segmento AB e a circunferéncia C; que € o

arco capaz associado ao angulo O para o segmento AB ja construido.
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Considere também um ponto F' dentro da regido determinada pelo arco e pelo segmento

AB. Vamos supor que o ponto F também "enxerga" AB sob o angulo .

Construa um raio da circunferéncia C; passando por F e note que, para qualquer ponto

F, existe um ponto F’ ao longo do raio que pertence ao arco capaz.

Suponha agora que o = § .

Pode-se mostrar que a soma dos angulos internos de um quadrildtero € 27, portanto,
analisando o quadrilatero F’AF B, temos:
a+ (21— {) +m(F'AF) +m(FBF') =2
Supondo que o = &:
o+ (2n—a) +m(F/’E?) +m(ﬁ’) =2n
21 +m(F'AF) +m(FBF') = 2x
m(F'AF)+m(FBF') =0
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Como os angulos F'AF e FBF' tém medidas maiores que zero, isso implica ambos t€ém medida
zero, o que é um absurdo!

Portanto todos os angulos dos AFAB e AF'AB sio congruentes, e como eles tém o lado AB em
comum, todos os lados também sdo congruentes, logo F' = F, 0 que também é um absurdo!
Em outras palavras, ndo hd pontos no interior do arco capaz que também enxergam o segmento
AB sob o angulo a.

De maneira anédloga tratamos o caso do ponto F externo a regido delimitada pelo arco capaz e o
segmento AB.

Portanto concluimos que o lugar geométrico de todos os pontos que enxergam um determinado

segmento sob um determinado angulo € o arco capaz. [

Observacio 3. Um observador que se move sobre o arco capaz de um 4ngulo 0, consegue ver o

segmento AB sempre sob o mesmo angulo (o angulo Q).

—~

Observacao 4. Se considerarmos um ponto, que indicaremos por G, que pertence ao arco AB
menor da circunferéncia Cy, o angulo AGB também seré constante e, além disso, serd igual a

7 —  pelo Teorema 1 (veja a figura abaixo).
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3.6 Algumas construcoes sobre triangulos

3.6.1 Mediana

Definicao 13. A mediana, referente a um lado de um tridngulo, é a semirreta que parte do vértice

desse triangulo e intersecta o ponto médio do lado considerado.

Exemplo 6. Dado um tridangulo AABC qualquer determine suas medianas.

Construgdo:

1. Determine o ponto médio M, do lado BC, oposto ao vértice A.

. — . . L.
2. Trace a semirreta AM,, que serd a mediana referente ao vértice A.
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3. De maneira andloga, construa, respectivamente, as medianas dos lados AC e AB do trian-

gulo AABC.

Figura 21 — Mediana de um tridngulo

\

Logo as medianas desejadas sdo as semiretas AM,,, BM;, e CM,.

Observacao 5. Pode-se mostrar que as trés medianas encontram-se em um tnico ponto, interior
ao triangulo considerado, na razdo 1 : 2, ou seja, estd localizado a uma distancia do vértice igual

2
a 3 do segmento determinado pela mediana.

3.6.2 Baricentro

Pode-se mostrar que o encontro das medianas de um tridngulo ocorre em um tnico ponto.

Com isso temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 14. O baricentro é o lugar geométrico da interseccao das medianas de um triangulo

qualquer e sempre serd um ponto interior a0 mesmo.

Exemplo 7. Dado um tridngulo AABC, determine o ponto que representa o baricentro desse

triangulo.

1. Construa as medianas (como fizemos no exemplo 6) dos lados do tridngulo dado.
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2. Denote o ponto de intersec¢ao das medianas pelo ponto G, este é o baricentro do triangulo

em questao.

Figura 22 — Baricentro de um tridngulo

Observacao 6. Pode-se mostrar que o baricentro separa cada mediana na razdo 1:2, ou seja, esta

. . . . 2 .
localizado a uma distancia do vértice igual a 3 do segmento que representa a mediana.

3.6.3 Incentro

Pode-se mostrar que o encontro das bissetrizes de um tridngulo ocorrem em um tnico

ponto. Com isso temos a seguinte defini¢do:

Definicao 15. O incentro de um triangulo € o lugar geométrico da intersecc¢ao das bissetrizes

desse triangulo.

Exemplo 8. Dado um tridngulo AABC, determine o ponto que representa o incentro desse

triangulo.
Construcao:

1. Construa as bissetrizes (como fizemos em 3.5.9) referentes aos angulos K, BeC.



3.6. Algumas construgées sobre tridngulos 79

2. Denote o ponto de interseccao das bissetrizes pelo ponto /, este € o incentro do tridngulo

em questao.

Observacao 7. Pode-se mostrar que por meio do incentro podemos construir a circunferéncia

inscrita (veja figura a seguir) em um triangulo.

A circunferéncia tendo por centro, o incentro, e por raio, o segmento que vai do incentro
até qualquer um dos lados do tridngulo em questdo, de forma perpendicular a este, ja que € sobre

esta reta perpendicular que se encontra a menor distancia entre o centro e o lado.
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Figura 23 — Incentro de um tridngulo

3.6.4 Circuncentro

Pode-se mostrar que o encontro das mediatrizes de um tridngulo ocorre em um tnico

ponto. Com isso temos a seguinte defini¢do:

Definicao 16. O circuncentro de um tridngulo qualquer € o lugar geométrico da intersec¢do das

mediatrizes de seus lados.

Exemplo 9. Dado um tridngulo AABC qualquer, determine o ponto que representa o circuncentro

desse tridngulo.

1. Construa as mediatrizes (como fizemos no exemplo 4) dos lados do tridngulo dado.

\A

2. Denote o ponto de intersec¢do das mediatrizes pelo ponto C’, este € o circuncentro do

triangulo em questao.
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Figura 24 — Circuncentro de um tridngulo

Na

Observacao 8. Pode-se mostrar que a circunferéncia cujo centro € o o circuncentro, € a circunfe-

réncia circunscrita ao triangulo dado.

3.6.5 Ortocentro

Observacao 9. Pode-se mostrar que as trés alturas de um tridngulo encontram-se em um mesmo

ponto que chamamos de ortocentro (vide exemplo 10).

Com isso temos a seguinte defini¢ao:

Definicdo 17. O ortocentro € o lugar geométrico da intersec¢do das alturas de um tridngulo

qualquer.

Visto que a altura relativa a um vértice do tridngulo € a reta que passa por este vértice e

intersecta o lado oposto ao vértice dado, formando um angulo reto.
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Exemplo 10. Dado um tridngulo AABC, determine o ponto que representa o ortocentro desse

triangulo.

1. Construa as alturas relativas aos lados do triangulo dado.

2. Denote o ponto de intersec¢do das alturas pelo ponto O, este é o ortocentro do tridngulo

em questao.

Figura 25 — Ortocentro de um triangulo

Note:

* O ortocentro encontra-se na regido interna do triangulo se este € acutangulo.
* O ortocentro coincide com o vértice do angulo reto se for retangulo.

* O ortocentro encontra-se fora do tridngulo no caso deste ser obtusangulo.



83

CAPITULO

RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Na antiguidade, resolver uma equagdo do tipo ax = bc era bem mais do que apenas
alguns célculos algébricos, significava encontrar a altura x de um retangulo de base a que tivesse
a mesma drea de um retangulo de dimensdes b e c, ou seja, resolvia-se por meio de construcdes

geométricas.

A seguir passaremos a constru¢do, com régua e compasso, da solucio do problema acima,

por meio de vdrios passos, a saber:

1. Constroi-se, geometricamente, o retangulo OBDA (veja figura abaixo), de tal modo que

OA=aeOB=hb.

2. Sobre o lado OA, encontra-se o ponto C, de tal modo que (veja figura a seguir) OC = ¢
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B D
(2 @
b

(& © ©
O a C A

Observemos que, caso ¢ > a, entdo o ponto C estard no prolongamento do lado OA .

3. Traga-se, pelo ponto C, a reta paralela a reta que contém lado OB. Esta reta encontrara
a diagonal (ou o prolongamento da mesma) OD, do retingulo OBDA, em um ponto que
denotaremos por P e também encontrard o lado BD, do retingulo OBDA, em um ponto

que denotaremos por E (veja figura abaixo).

B E D
o )
p,-*"
X g
b g
l”’
’f
&”’
i @
o o
0 = [J A

4. Traga-se, pelo ponto P, a reta paralela a reta que contém o lado OA. Esta encontrara os lados
OB e AD, do retangulo OADB, nos pontos que denotaremos por X e Y, respectivamente

(veja figura abaixo).

B E D
® o )
1 -7
X et \4
b e !
-, 1
|
’r' 1
, 1
,¢' IC
@ L
(0] a A

5. A solucdo da nossa equacao serd x = OX
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Justificativa:

e T

—

1. Como, por construgdo, as retas OA e XY, OB e CE, CE e AD sdo paralelas, segue que:

- os tridngulos AODA, AOBD siao congruentes (caso LLL);

- os triangulos AOPC, AOX P sdo congruentes (caso LLL);

- os tridngulos APDY , APED também sao congruentes (caso LLL).

Portanto, dois a dois, eles t€tm mesma area.

2. Temos

area(AOBD) = drea(AOXP) + drea(CJXBEP) + area(APED)

drea(AODA) = drea(AOPC) + drea(CJCPYA) + drea(APDY) .

Sabemos que

area(AOBD) = area(AODA)

drea(AOPC) = area(AOXP)

area(APDY ) = drea(APED)

Logo, de (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5), segue que

Logo os retingulos XBEP e CPYA t€ém mesma drea.

€

drea(CJXBEP) = drea(CJCPYA) .

4.1)

4.2)

4.3)

(4.4)

4.5)

(4.6)
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3. Temos também

area(CJOBEC) = drea(AOPC) + drea(AOX P) + area(CUX BEP)
R drea(AOPC) + drea(CXBEP)
1o 24drea(AOCP) + area(CJCPYA)
44

=" drea(AOCP) + area(AOXP) + area(JCPYA)
= area(JOXYA).
Logo, os retingulos OBEC e OXYA t€ém mesma drea, ou seja,
OC-OB=0A-0X, istoé, bc=ax.
Assim encontramos, geometricamente, a solucdo x para nossa equacao.

Para ilustrar a beleza das construcdes geométricas, assim como suas demonstragdes,
apresentarei ao longo deste trabalho, uma coletanea de exercicios que serdo resolvidos detalhada-
mente. Note que as resolucdes da quase totalidade de tais exercicios ndo irdo requerer medidas,
ou seja, podemos realiza-las apenas com régua, nao graduada, e compasso. Em alguns deles

surgirdo alusdes que poderdo nos remeter a ideia de medidas, mas ocorrerdo apenas por conta de

notacdes, nao prejudicando, na resolucdo, o uso somente da régua, ndao graduada, e compasso.

Exercicio 4.0.1. Construir um quadrado conhecendo sua diagonal.

Resolugdo:
1. Sejam os pontos A e C taia que o segmento AC seja a diagonal dada.

C

2. Trace uma reta perpendicular ao segmento AC, passando pelo ponto C. Nomeie a reta

perpendicular por r.
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3. Trace as bissetrizes entre o segmento AC e a reta  (trace por ambos os lados do segmento

AC) e nomeie as bissetrizes por ry € ry.

4. Note que dois dos lados do quadrado em questido encontram-se sobre as bissetrizes r; e r».

5. Trace uma reta paralela a bissetriz r; passando pelo ponto A, nomeie-a por [, € uma reta

paralela a bissetriz r, também passando pelo ponto A, nomeie-a por /5.
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6. Denote os pontos de intersec¢do entre a bissetriz ry e a reta paralela /,, denote-o pelo ponto

B, e o ponto de intersec¢do da bissetriz r, com a reta paralela /i denote pelo ponto D.

Justificativa:

Note que dois lados do quadrado em questdo se encontram sobre as bissetrizes ry € r,
porque como o segmento AC é a diagonal dada, temos que o Angulo entre as bissetrizes | e r é

um angulo reto (pois a reta r é perpendicular a diagonal AC por construcio).



&9

Em seguida basta perceber que os outros dois lados do quadrado estardo sobre as retas
paralelas /1 e [ pois se encontram a uma mesma distancia das bissetrizes r e r» por construgao,
respectivamente. Observe que em seguida encontramos os vértices B e D.

Logo, ABCD ¢é um quadrado por construgao.

Exercicio 4.0.2. Mostre que as diagonais de um quadrado cruzam-se perpendicularmente e nos
seus respectivos pontos médios .

labelitm:Exer2

Resolucao:

Observe a figura seguinte, onde ABCD é um quadrado, os segmentos AC e BD sio

diagonais e o segmento BC é um lado do quadrado dado:

' Propriedade geral de paralelogramos: as diagonais intersectam-se nos seus respectivos pontos médios.
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1. Seja o ponto M a interseccio das diagonais AC e BD.

2. Ap6s tragar as diagonais temos quatro triangulos: AMAB, AMBC, AMCD e AMDA com

o vértice M em comum e lados congruentes AD = DC = CB = BA. Note que AD || BC e

AB || DC, logo:

Os tridngulos AMCD e AMAB sio congruentes pelo caso ALA.

Veja:
« D=Bsio angulos alternos internos
« DC =AB
« C=Asio angulos alternos internos

Logo AM =MC e BM = MD.

Portanto M é o ponto médio dos segmentos AC e BD.

Entdo as diagonais de um quadrado cruzam-se em seus pontos médios.

Analogamente, os tridngulos AMBC e AMDA sdo congruentes pelo caso ALA.

2 Veja o caso de congruéncia ALA em (2).
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3. Analisemos agora os tridngulos AMAB e AMDA:

Temos AMAB = AMDA pelo caso LLL pois:

» AD = AB pois sio lados do quadrado.
» AM lado comum dos tridngulos em questo.

e BM = MD demonstrado anteriormente (vide 2.).

Portanto AMAB = AMDA.

E ainda como os pontos B, M e D estdo sobre uma tUnica reta, os angulos DMA e AMB

somam dois angulos retos.

Como os tridngulos em questdo sdo congruentes, os seus angulos correspondentes também

sdo congruentes, logo DMA = AMB sio angulos retos.

Concluimos entdo que as diagonais do quadrado se interceptam perpendicularmente em

seus pontos médios.

Note que a justificativa acompanha a construcdo neste exercicio.
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Exercicio 4.0.3. Construir um quadrado dados em posi¢ao, os pontos médios de dois lados

adjacentes.

Resolugdo:

Suponhamos que sejam dados os pontos A e B, respectivamente, pontos médios de dois

lados adjacentes do quadrado em questao como na figura abaixo.

Facamos:

1. Tracar uma reta pelo ponto A dado.

2. Tragar uma segunda reta pelo ponto B perpendicular’ a primeira reta.

3 Veja como construir retas perpendiculares em (3.5.2).
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3. Denotar o ponto de intersec¢do entre as retas desenhadas, por C.

4. Desenhar a circunferéncia C; com centro no ponto B e raio igual ao segmento BC.

5. Denotar o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia C; e a reta que contém o segmento

BC por ponto C'.

6. Desenhar uma reta perpendicular ao segmento CC’ intersectando-a no ponto C’.
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o

g
o]
Q

®

o>

7. Construir as circunferéncias C; e C3 de raio igual ao segmento CC’ (que € o lado do

quadrado) e centros nos pontos C e C’, respectivamente.

8. Denotar os pontos de intersec¢do entre as circunferéncias C; e C3 com as retas perpendicu-
lares a reta que contém o segmento CC’, por C" e C", respectivamente.
Note que teremos dois pontos de intersec¢ao para cada circunferéncia gerando dois qua-

drados simétricos com relacdo ao raio CC'.
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c"

9. Tragar o segmento C"’C"” e o quadrado CC'C"'C" é o desejado.

Cy
......... 0....,__.... “___......0.....___...
Cz“ - "j:-'.‘,..
S
e B ic
A ;
b
1= o

Justificativa:

Note que os lados do quadrado equivalem aos raios das circunferéncias Cy, C; e C3 que

sao de mesmo comprimento, por constru¢do, nos fornecendo o quadrado desejado.

Exercicio 4.0.4. Construir a circunferéncia inscrita em um tridngulo dado.

Resolugdo:
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Basta encontrar o incentro?, que € o encontro das bissetrizes e o centro da circunferéncia

inscrita.

Exercicio 4.0.5. Construir uma circunferéncia por trés pontos nao colineares dados.

Resolugdo:

Note que a partir de trés pontos ndo colineares podemos construir um triangulo.
Logo basta construir a circunferéncia circunscrita a este tridngulo.

Para tanto devemos determinar o circuncentro® do tridngulo em questio e desenhar a

circunferéncia desejada.

Ny

Exercicio 4.0.6. Construir um trapézio® conhecendo as bases representadas pelos segmentos AB

4
5
6

Veja como determinar o incentro no exemplo (8).
Veja como determinar o circuncentro no exemplo (9).
Trapézios sdo quadrilateros que possuem um par de lados paralelos.
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e CD e os outros dois lados representados pelos segmentos AD e BC dados na figura abaixo.

A B C D A D B 53
@ @ [ \ o*— @ @- @
Resolugio:

1. Trace o segmento de reta AB e denote o ponto C’ sobre o segmento AB (considere AB > CD,

note que se AB < CD, a construcio serd analoga), de modo que AC’ = CD.

A@ O @B

2. Denote o ponto D’ sobre o segmento AB de modo que BD' = CD.

A@ e o @B

Note que os passos (1) e (2) sdo realizados utilizando o procedimento de transporte de

segmento (vide exemplo 2).

3. Construa as circunferéncias C; e C, com centro nos pontos B e C’, respectivamente, com

raios BC e E, respectivamente.

4. Denote o ponto C” que € a intersec¢io das circunferéncias Cy e C,.
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Note que teremos dois pontos de intersec¢do entre as circunferéncias C; e C; que nos

fornecerdo dois trapézios congruentes.

5. Construa as circunferéncias C3 e C4 com centro nos pontos D’ e A, respectivamente, com

raios BC e AD, respectivamente.

Note que novamente teremos dois pontos de intersec¢do entre as circunferéncias construi-

das, o que nos confirma que teremos dois trapézios congruentes.



99

7. Finalmente ligando os pontos A, B, C” e D", teremos o trapézio desejado.

Caso tivéssemos usado os pontos de intersec¢ao que estdo no semiplano abaixo da reta

que contém o segmento AB, teriamos o seguinte trapézio:

Justificativa:
A interseccao das circunferéncias C; e C; resulta no vértice C do trapézio desejado porque
C"C' || AD" sdo congruentes, recurso justificado pela defini¢do de paralelogramo e pelo teorema

da base média (vide teorema 2), visto que todo paralelogramo €, em particular, um trapézio.

Exercicio 4.0.7. Construir um hexdgono regular dado em posi¢do um lado.

Segue a construgao:

Seja o segmento de reta AB, o lado dado do hexdgono regular, temos:

o-—a
A B

1. Fixe o lado AB dado.
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2. Construa um triAngulo equildtero’ a partir do lado AB. Para tal construgdo basta tracar duas
circunferéncias, com centros nos pontos A e B, e raio AB. Em seguida, denotar o ponto

O, de intersecg¢do entre as circunferéncias construidas. Logo terd o tridngulo equildtero

AABO desejado.

Observacao 10. Note que um hexdgono regular é composto por seis tridngulos equilateros.

Note que o ponto O é o baricentro® do hexdgono regular.

3. Construa a circunferéncia C; com centro no ponto O e raio AB.

Vide defini¢ao (2).
8 Vide definigdo (14).
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4. Ainda com raio AB construa a circunferéncia C, com centro em B e denote o ponto de

interseccdo entre as circunferancias C; e C, por C.

5. Analogamente construa as circunferéncias C3, C4 e Cs de raio AB, a partir do ponto C,
denotando suas intersec¢des com a circunferéncia Cj, pelos pontos D, E e F, respectiva-

mente.
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6. Trace os segmentos BC, CD, DE, EF e FA e temos 0 hexdgono regular desejado.

Justificativa:

Por constru¢do, temos os seis tridngulos equildteros que geram o hexdgono regular

desejado.
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Exercicio 4.0.8. Construir uma reta perpendicular ao segmento AB, pelo ponto A, estando este

ponto muito préximo da borda do papel.

Observe:

Resolugdo:

1. Dado o segmento AB, construa um triAngulo equildtero sobre esse segmento.

2. Trace a bissetriz de um dos angulos do AABC, facamos a bissetriz do angulo A.

3. Denote um ponto D qualquer sobre a bissetriz e em seguida construa um triangulo equild-

tero AADE sobre o segmento AD.



104 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

Logo o segmento AE é a perpendicular desejada.
Justificativa:

. n . T . . .
Como cada angulo interno de um tridngulo equildtero mede 3 ao cconstruir a bissetriz, o

—— T
angulo DAB medira 3

Ao construir um segundo tridngulo equildtero sobre a mediatriz, temos um angulo reto entre
os segmentos AE e AB, como queriamos demonstrar. Logo o segmento AE é perpendicular

ao segmento AB pelo ponto A.



105

Exercicio 4.0.9. Dados em posi¢ao uma circunferéncia C e uma reta r, construir uma circunfe-

réncia de raio dado, tangente a reta r e tangente exteriormente a C.

Resolugao:

Dado o raio da circunferéncia a ser construida, digamos raio de comprimento a, e de

acordo com o proposto pelo enunciado, temos que considerar trés situagdes:

1) A reta r € secante a circun-
feréncia C.

c

2) A reta r € tangente a circun-
feréncia C.

3) A interseccdo entre a reta
r e a circunferéncia C é vazia,
ou seja, nao ha pontos em co-
mum.

A seguir contemplamos a construcdo de cada situacao descrita acima:

1. A reta r € secante a circunferéncia C.




106 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

: iz

1.1. Seja O o centro da circunferéncia C, de raio de comprimento a, € uma reta r secante

a circunferéncia C pelos pontos, denotados por A e B.

1.2. Construa uma circunferéncia, C;, com centro em O e raio de comprimento a + b,

para b positivo fixado.
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1.3. Denote o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia Cy e a reta r por D.

Note que hé dois pontos de interseccdo, a resolugdo € andloga para ambos 0s pontos.

1.4. Construa uma circunferéncia, C,, com centro no ponto D e raio de comprimento b.

1.5. Denote o ponto de intersec¢do entre as circunferéncias C; e C; por E.
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Note que novamente havera dois pontos de interseccao, e a resolucdo é andloga para

ambos.

1.6. Finalmente construa a circunferéncia C3 com centro no ponto E e raio de compri-

mento b, esta € a circunferéncia desejada.

2. Areta r é tangente a circunferéncia C.



109

2.1. Denote o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia C e a reta r por A.

2.2. Trace uma reta pelos pontos O e A.

2.3. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A e raio de comprimento b,

para 0 < b < 2a.
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c

N\

@

2.4. Denote o ponto de interseccao entre a circunferéncia C; e a reta que contém o

segmento OA por O'.

Note que hé dois pontos de interseccao, usaremos o ponto que estd no semiplano

abaixo da reta r.

2.5. Construa uma circunferéncia C; com centro em O’ e raio de comprimento b, esta € a

circunferéncia desejada.
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3. A interseccdo entre a reta r e a circunferéncia C € vazia, ou seja, nao ha pontos em comum.

Para a solucgdo deste caso temos duas situagdes distintas, observe as figuras seguintes que

ilustram essas possibilidades:

D)
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)

3.1. Vamos a construcao da primeira possibilidade:

3.1.1. Trace pelo ponto O uma reta perpendicular a reta r.

&O

3.1.2. Denote o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia C e a perpendicular por

ponto A, e o ponto de interseccao da reta r e a perpendicular por ponto B.



113

3.1.3. Determine o ponto médio do segmento AB e nomeie por O'.

3.1.4. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto O’ e raio O’A, esta é a

circunferéncia desejada.

A justificativa € imediata.

3.2. Vamos a construcao da segunda possibilidade:
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3.2.1. Trace pelo ponto O uma reta perpendicular a reta r, nomeie por f.

3.2.2. Denote os pontos de intersec¢do entre a circunferéncia C e a reta perpendicular

fporAeB.

>

3.2.3. Trace uma reta qualquer pelo ponto B interceptando a reta r em um ponto G.

>
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3.2.4. Denote o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia C e a reta qualquer por /.

>

3.2.5. Trace a reta que contém o segmento OI.
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3.2.7. Denote o ponto de interseccio entre a reta que contém o segmento OI e a reta g,

por O'.

3.2.8. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto O’ e raio O'I, esta é a

circunferéncia procurada.

Note que havera infinitas circunferéncias que satisfacam as condi¢Oes dadas

neste caso, devido as possibilidades de escolhas do ponto G.

Justificativa:

Observe:
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Por construcdo, os segmentos O’G e OA sio perpendiculares a reta r.

Note que os ABOI e AIO'G sao isésceles, pois dois de seus lados sdo raios das
circunferéncias C e (1, respectivamente.

Ainda por construg¢io, os pontos O, I ¢ O’ sdo colineares.

Logo, I € o ponto de tangéncia entre as circunferéncias C e C;, e G o ponto de

tangéncia entre a circunferéncia C; e a reta r.

Exercicio 4.0.10. Faca uma andlise geométrica das possibilidades das intersec¢des entre uma

circunferéncia C e duas retas r e s que equidistam de C.

Solucao:

Considere algumas situagdes relacionadas as posi¢des das retas e da circunferéncia:

1. Asretas r e s sdo paralelas.

Caso as retas dadas sejam paralelas, temos que considerar suas posi¢des com relacdo a

circunferéncia C.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

L.5.

As retas r e s s@o paralelas e tangentes a circunferéncia C.

As retas r e s sdo paralelas e ndo interceptam a circunferéncia C.

As retas r e s s@o paralelas e apenas uma delas intercepta a circunferéncia C.
As retas r e s sdo paralelas e ambas interceptam a circunferéncia C.

As retas r e s sdo paralelas e apenas uma delas tangencia a circunferéncia C.

Neste caso ndo hé pontos que satisfacam o problema.
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2. Asretas r e s s20 concorrentes, ou seja, se interceptam.

2.1. O ponto de intersec¢do de r e s € interior a circunferéncia C.

2.2. O ponto de intersec¢do de r e s € exterior a circunferéncia C.

2.3. O ponto de intersecgdo de r e s pertence a circunferéncia C.

Exercicio 4.0.11. Faca uma andlise geométrica referente as posi¢des entre uma circunferéncia C

e uma reta, ambas dadas.

Solugio:

Temos as possiveis posi¢des para a reta r em relac@o a circunferéncia C que satisfazem

as condicdes do enunciado:

1) A interseccdo entre C e r é
vazia.

2) A interseccdo entre C e r é
um ponto, ou seja, r € tangente
acC.

3) A intersec¢do entre C e r
sao dois pontos, ou seja, r é
secante a C.

c

Exercicio 4.0.12. Construir o triingulo AABC conhecendo o lado BC e os angulos Be C, dados

na figura abaixo.

Resolugdo:

1. Trace o segmento BC.

o L

ol
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2. Transporte os angulos B e C sobre o lado BC.

@
()

3. Denote o ponto A que € a interseccao das extremidades dos respectivos angulos dados e

entdo temos o AABC procurado.

Justificativa:

Perceba que a construgdo € validada pelo postulado do transporte de angulos. E o vértice

A € determinado por consequéncia da construcao citada.

Exercicio 4.0.13. Construir o tridngulo AABC conhecendo os lados BC e AC, e o segmento que

representa a altura referente ao vértice A, cujo comprimento € denotado por A,.

Resolugao:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.
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2. Inicie a contrugio tracando o segmento BC.

3. Em seguida trace uma reta perpendicular pelo ponto B e a nomeie por r.

4. Transporte a altura cujo comprimento € igual a /, sobre a reta r e denote o ponto P de

modo que o segmento BP tenha comprimento igual a h,.

5. Trace uma reta paralela ao segmento BC, intersectando a reta r no ponto P. Denote esta

reta por s.
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6. Construa uma circunferéncia Ci, com centro em C e raio de comprimento AC, cuja

intersec¢do com s s30 os pontos que chamaremos de A e A’.

Logo temos dois tridngulos que satisfazem os dados do exercicio.

Observacdo 11. Qualquer tridngulo construido sobre o segmento BC e com o terceiro vértice

pertencente a reta s terd altura cujo comprimento € constante, que neste caso € h,.



122 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

Justificativa:

Por construgdo, a reta r é perpendicular a reta s relativo a altura cujo comprimento é
igual a h,. Como conhecemos o lado AC, a construcao da circunferéncia C; € evidente, nos

fornencendo como resultado o tridangulo desejado.

Exercicio 4.0.14. Construir um tridAngulo AABC conhecendo os lados AC e AB e o segmento

que representa a altura referente ao vértice A, cujo comprimento serd denotado por A,,.

Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Vamos iniciar a construcao tragcando uma reta r suporte para o segmento BC. Denote um

ponto P qualquer sobre a reta r.

o

3. Trace uma reta ¢ perpendicular a reta r intersectando-a no ponto P.
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4. Denote o ponto A de modo que o segmento AP seja 0 segmento cujo comprimento & igual

ahy,.

5. Construa uma circunferéncia C| com centro no ponto A e raio de comprimento AC (dado).
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6. Denote o ponto C resultado da intersec¢do entre a circunferéncia Cy e areta r.

7. Analogamente construa a circunferéncia C, com centro no ponto A e raio de comprimento
AB, em seguida denote o ponto B resultado da intersecc¢ao entre a circunferéncia C; e a

retar.

8. Logo temos o AABC que corresponde ao tridngulo desejado.
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Justificativa:

Por construgdo, as retas r e t sdo perpendiculares. Note que o segmento que representa a
altura cujo comprimento € igual a /., nos permite denotar o ponto A e construir as circunferéncias

C1 e C,. Em decorréncia, determinamos um triangulo que satisfaz as condi¢des do enunciado.

Observacao 12. Note que existe outro tridngulo, simétrico ao AABC, relativamente a reta 7, que

satisfaz as condi¢des do enunciado, o AAB'C’. A justificativa é andloga.

Note ainda que se AC = AB, ndo teremos o tridngulo desejado.

Exercicio 4.0.15. Construir o tridngulo AABC conhecendo os lados AC e AB e a mediana

referente ao lado BC, cujo comprimento denotamos por .

Resolucao:
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1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

AC

4. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A e raio de comprimento igual a m,,.

. . . . AB
5. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto My e raio de comprimento -



127

6. Denote os pontos Mpc € Mg que sdo as intersecgdes entre as circunferéncias Cy e C; e
também, sio os pontos médios, respectivamente, dos lados BC e B'C (que ficard evidente

na figura do passo 9), note que ambos os segmentos sdo congruentes.

BC'

8. Denote o ponto B de modo que BMpc = MpcC e com o ponto Mpc pertencente ao seg-
mento BC. Para isso bastar construir a circunferéncia C3 com centro em Mpc e raio de

comprimento MpcC.
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BC'

Note que teremos dois tridngulos que satisfazem os dados do exercicio, se repetirmos os

passos 7 e 8 com relagdo ao ponto Mg construiremos 0 AAB'C (veja a figura abaixo).

Justificativa:
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. Lo — . . BC
Pelo conceito de base média® o segmento CMpc tem comprimento igual a - logo para tracar

o lado BC bastou denotar o ponto B como foi feito no passo 7.

. b
.............. & MBC‘

De maneira andloga € a justificativa para o AAB’C.

Exercicio 4.0.16. Construir o triAngulo AABC conhecendo o lado BC, o Angulo Aeco segmento

que representa a mediana relativa ao lado BC, cujo comprimento serd denotado por m,,.

Construgao:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Vamos iniciar a construcio tracando o segmento BC.

3. Determine o ponto médio do segmento BC, nomeie por M.

9 Vide teorema (2).



130 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

mediatriz

5. Construa uma circunferéncia C, com centro no ponto M e raio cujo o comprimento € igual

a ma.

mediatriz

6. Denote os pontos de intersec¢@o entre o arco capaz C; e a circunferéncia C; por A e A’.

10" Vide exemplo (5).
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mediatriz

7. Trace segmentos ligando, respectivamente, os pontos A, Be C e, A’, B e C, logo temos

dois triangulos que satisfazem os dados do exercicio.

mediatriz mediatriz

wstt
.
o

Ol
.
o

Justificativa:

Note que a resolucdo € validada pela constru¢do do arco capaz, pois a partir deste
encontramos o lugar geométrico dos pontos que "enxergam"o angulo A sob o segmento BC.
E sabemos que o ponto que satisfaz o enunciado deste exercicio se encontra a uma distancia

congruente ao segmento que representa a mediana cujo comprimento € m, do segmento citado,
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logo, basta construir a circunferéncia C, com raio m, para determinar os pontos A e A’ resultando

nos tridngulos desejados.

Exercicio 4.0.17. Construir o tridngulo AABC conhecendo os lados BC e AC e o angulo A.
Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Vamos iniciar a construgio tragando o segmento BC.

3. Construa o arco capaz C; do angulo A relativo ao segmento BC.

mediatriz

4. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto C e raio de segmento AC.
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mediatriz

5. Encontre o ponto de intersec¢do entre o arco capaz C; e a circunferéncia C,, note que este

€ o ponto A do tridngulo desejado.

med:iatriz

Justificativa:

Note que a resolucdo € validada pela constru¢do do arco capaz, pois a partir deste
encontramos o lugar geométrico dos pontos que "enxergam" o angulo A sob o segmento BC.
E sabemos que o ponto que satisfaz o enunciado deste exercicio se encontra a uma distancia
congruente ao segmento AC do ponto C, logo, basta construir a circunferéncia C,, com centro no

ponto C e raio de segmento AC, para determinar o ponto A resultando no tridngulo desejado.

Exercicio 4.0.18. Construir um tridngulo AABC conhecendo o lado BC, o 4ngulo Aeo segmento

que representa a mediana relativa ao lado AC, cujo comprimento denotaremos por #1,.
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Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace o segmento BC e em seguida denote seu ponto médio A,,.

3. Construa o arco capaz Cj do angulo A relativo ao segmento A,,C.

mediatriz

4. Construa uma circunferéncia C, com centro no ponto B e raio congruente a mediana cujo

comprimento € my, cuja interseccdo com C; € o ponto By,.
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mediatriz

5. Prolongue o segmento CB,, e encontre o ponto A de modo que AB,,, = B,,C, de maneira

que o ponto B, pertenca ao segmento AC.

mediatriz

6. Entdo temos o tridngulo AABC desejado.
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Justificativa:

Note que por construciao determinamos o ponto médio B,, a partir da mediana cujo com-
primento € igual a m;, dada, concluindo assim que o ponto A estd localizado no prolongamento do

segmento CB,, de modo que os pontos A e C colineares equidistam do ponto médio determinado.

Exercicio 4.0.19. Construir o tridngulo AABC conhecendo o lado BC e os segmentos que
representam as medianas relativas aos lados AC e AB, cujos comprimentos denotaremos por 71,

e mC.

Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace o segmento BC e em seguida denote seu ponto médio por A,,.
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3. Divida!! os segmentos que representam as medianas relativas aos lados AC e AB, cujos

comprimentos sao ny, € m. em 3 partes congruentes.

4. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto B e raio cujo comprimento € dois
tercos do comprimento do segmento que representa a mediana relativa ao lado AC que tem

comprimento my,.

5. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto C e raio cujo comprimento € dois
tercos do segmento que representa a mediana relativa ao lado AB que tem comprimento

M.

(@)

1" Vide caso (2) de como dividir um segmento em »n partes iguais.
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6. Denote o ponto G de intersec¢ao entre as circunferéncias Cy e C;.

e}

Note que G € o baricentro do AABC.

7. Trace a semirreta A,,( & encontre o ponto A de modo que AG tenha o comprimento igual ao
dobro de A,,G, com o ponto G pertencente ao segmento AA,,. Logo temos como resultado

o AABC desejado.

Justificativa:
Como vimos anteriormente (na Defini¢do 14), o ponto G € o baricentro do AABC.
Observacao:

Note que ha outro tridngulo que satisfaz os dados do enunciado, se considerarmos o

ponto G’ e repetirmos o passo 7 teremos 0 AA’BC. E a justificativa serd analoga a acima.
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Exercicio 4.0.20. Construir o tridngulo AABC conhecendo o lado BC e os segmentos que

representam as alturas relativas aos vértices B e C, cujos comprimentos denotaremos por Ay, € A,.

Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace o segmento BC e em seguida denote seu ponto médio por A,,.

3. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A,, € raio de comprimento igual a

ApC.
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B ' C
4. Determine o tridngulo retangulo ABCBy, onde By, é o pé da altura relativa ao vértice B,

cujo o comprimento € hy,.

Para isso siga os passos abaixo:

4.1. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto B e raio de comprimento igual
a hp, em seguida denote o ponto de interseccao entre as circunferéncias C; e C,,

situado no semiplano acima do segmento BC, por By,.

5. Analogamente construa o tridngulo retangulo ABCCj,, onde o ponto Cj, é o pé da altura

relativa ao vértice C, cujo comprimento € igual a A,.
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6. Prolongue os segmentos BC;, e CBj, e denote sua intersec¢do por ponto A, formando o

AABC desejado.

Note que ha dois tridngulos que satisfazem os dados do exercicio, o segundo tridngulo €

encontrado de maneira andloga e esta posicionado no semiplano abaixo do segmento BC.

Justificativa:

A construgdo dos passos 3 e 4 justificam-se pela Proposicao 1.

E no passo 5 determinamos o vértice A, pois como os pontos By, e Cj, s@o pés das alturas refe-
rentes aos vértices B e C, respectivamente, entdo esses pontos pertencem aos lados AB e AC,

respectivamente, do triangulo desejado.

Exercicio 4.0.21. Construir o tridngulo AABC conhecendo os segmentos que representam a
mediana relativa ao lado BC, e as alturas relativas aos vértices A € B, cujos comprimentos serao

denominados, respectivamente, por my, h, € hy,.
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Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace a reta r que contém o lado BC e denote por A,,, o ponto médio deste lado. Note que

A, estd localizado no lado citado, e este por sua vez, estd localizado na reta r.

3. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A,, € raio de comprimento igual a

mg. Note que o ponto A pertencerd a Cj.

C4

4. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A,, e raio de comprimento igual a

metade do comprimento /;,.
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N

5. Denote o ponto de intersec¢do entre a circunferéncia C; e a reta r por Ay, que € o pé da
altura relativa ao vértice A, cujo comprimento € igual a /,. Note que ha dois pontos de

interseccdo, escolha um, a construgdo € andloga para ambos.

6. Trace pelo ponto A, uma reta perpendicular a r.
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7. Denote por A o ponto de interseccio da circunferéncia Cy e a reta perpendicular a r, situado

no semiplano superior, relativo a r.

A
C1
CZ
- o
r
hiy/

t12

8. Trace a reta tangente
t
N
CZ
@
Q\jj\

9. Denote por B o ponto de modo que os segmentos BA,, = A,,C, com o ponto A,, pertencente

a circunferéncia C; pelo ponto A, cuja intersec¢do com a reta r €

o ponto C.

¢

ao segmento BC. Note que o ponto A, pertence ao lado BC, logo foi possivel determinar o

ponto B.

12 Vide sessdo (3.5.4).
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Note que hd 4 triangulos que sdo solucdes deste exercicio, as constru¢des sao andlogas.

Justificativa:

Observe:
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Perceba que os ABB;,C e AA,,FC sio semelhantes pelo caso AA'3,
Pois:
Eles tem o angulo C em comum e,
B,=F.

hy : .

Logo 5 € proporcional a &, e ainda temos que

BC
ApC = > por construgdo,
entao

hy _ hyp

h .
AmF = A > s AT T AT
> ou s€ja > >

como queriamos demonstrar.

Exercicio 4.0.22. Construir o tridngulo AABC conhecendo os segmentos que representam a
mediana relativa ao lado BC, e as alturas relativas aos vértices B e C, cujos comprimentos sao

meg, hb € hc.
Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace uma reta r e denote por A e A,,, os pontos, de modo que o segmento AA,, tenha

comprimento .

3. Seja A’ o ponto sobre a reta r, de modo que AA,, = A,,A’, de modo que o ponto A,, pertenca

ao segmento AA’.

13 vide caso (1).
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4. Construa duas circunferéncias, C; e C,, de centros nos pontos A e A’, e raio igual ao
1 2

comprimento da altura referente ao vértice B, representada por A, respectivamente.

5. Trace duas retas, r; e rp, de modo que a reta ry seja tangente a circunferéncia C, e contenha
o ponto A e, a reta rp seja tangente a circunferéncia C; e contenha o ponto A’ (observe a

figura abaixo).



148 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

6. Construa duas circunferéncias, C3 € Cy4, de centros nos pontos A’ e A e raio igual ao

comprimento da altura referente ao vértice C, representada por /., respectivamente.

7. Trace duas retas, r3 e r4, de modo que a reta r3 seja tangente a circunferéncia C3 e contenha
o ponto A e, a reta r4 seja tangente a circunferéncia C4 e contenha o ponto A’ (observe a

figura seguinte).
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8. Denote o ponto de intersec¢do entre as retas r, € r3 por B e, o ponto de intersecc¢do entre
as retas r| e r4 por ponto C. Trace os segmentos AB e BC, e em seguida temos 0 AABC

desejado.

Justificativa:

Os vértices B e C do tridngulo desejado estdo localizados sobre as retas r; e rq, respecti-
vamente. Desta maneira a altura referente ao vértice B terd comprimento /;,, € também os pontos
citados deverao estar sobre o segmento que contenha o ponto A,,, pois deste modo, o ponto A,,
serd o ponto médio do segmento BC. Sabemos também que o vértice B deverd pertencer a reta r3
e o vértice C, deverd pertencer a reta r4, assim a altura relativa ao vértce C terd comprimento A,

(observe a figura abaixo).
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Note que o segmento de comprimento 4, € perpendicular a reta rp, pois r, € tangente a
circunferéncia C; no ponto /. Analogamente, o segmento de comprimento /. € perpendicular a

reta r3.

Observe ainda que o quadrilatero ACA’B é um paralelogramo, pois as retas ry € rp sdo

paralelas, assim como as retas r3 € r4, por constru¢ao.

Logo o ponto A,, é ponto médio do segmento BC e assim AA,, = m, é o comprimento da

mediana relativa ao vértice A.

Notemos ainda que, por construcio a altura do AABC, relativa ao vértice B terd com-
primento Ay, pois as retas ry e rp sdo paralelas e distam /4, uma da outra, e a altura, relativa ao
vértice C, terd comprimento /., pois as retas r3 € r4 sdo paralelas e distam /. uma da outra, logo

temos o AABC desejado.

Exercicio 4.0.23. Construir o tridngulo AABC conhecendo o lado BC, asomas=b+c,asoma
dos comprimentos dos outros dois lados e comprimento da altura relativa ao vértice B, denotada

por hy.

Resolucao:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.
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2. Trace o segmento BC e em seguida denote seu ponto médio por A,,.

T e
®
oN J

. . . . BC
3. Construa uma circunferéncia C| com centro no ponto A,, e raio de comprimento -

4. Construa uma circunferéncia C, com centro no ponto B e raio de comprimento igual a /.
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5. Seja By, o ponto de intersec¢do, que € o pé da altura de comprimento /4, entre as circunfe-

réncias C; e C,.

6. Trace os segmentos BB, e CB), determinando o ABCB;),, que possui angulo reto em Bj,.
Note que o segmento BC é a hipotenusa e, BB}, é a altura cujo comprimento & igual a A, e,

€ também um cateto do tridngulo em questao.

.
----------

7. Trace uma reta que contenha o segmento CBy, e defina o ponto B’, de modo que CB' = s =

b+ ¢, com o ponto By, pertencente ao segmento CB’.
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8. Trace a mediatriz'* do segmento BB’, cuja interseccio com CB’ serd o ponto A. Logo
temos o AABC desejado.

mediatriz

Justificativa:

Note que ao tracar a mediatriz do segmento BB/, determinamos o vértice A, pois AB' = AB, cujo
14 Vide exemplo (4).
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comprimento € igual a ¢, visto que tinhamos s = b+ ¢ = CB’, portanto o vértice A pertence a

mediatriz de BB'.

Exercicio 4.0.24. Construir o triAngulo AABC conhecendo o lado BC, o dngulo A e a soma

s = b+c, ou seja, a soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.

2. Trace o segmento BC de comprimento a e em seguida construa o arco capaz C do angulo

A -
que mede m(z) relativo ao segmento BC.

mediatriz
C,

[e]

A

m(—

(3)
B 2 C

N

3. Construa uma circunferéncia C; com centro em C e raio de comprimento igual a s, em

seguida denote o ponto de intersec¢do B’ das mesmas.
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mediatriz

mediatriz

Note que o ponto A pertence ao segmento B'C, que s = b+ c, de tal maneira que B’A = AB

tem comprimento c.

5. Trace os segmentos AB e AC e temos o AABC desejado.
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46

Justificativa:

Observe que:

—

Note que o angulo BAC éo angulo suplementar do angulo B’AB,

logo,

m(BB'A) +m(B'BA) = m(BAC)
A A ~

m(3)+m(5) = m(A)

Como queriamos demonstrar.

Exercicio 4.0.25. Construir o tridngulo AABC conhecendo o lado BC, o angulo Aea diferenca

d = b —c, ou seja, a diferenca dos comprimentos dos outros dois lados.

Resolugdo:

Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.
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Para resolver este exercicio devemos considerar trés situagoes:

. Se b < ¢: Nao ha solugdo.
. Se b = c: Nao ha solugdo.

. Se b > c temos a condi¢do dada d = b — ¢ € maior que zero e poderd ser o comprimento

de um segmento.

o~

— A
3.1. Trace o segmento BC e em seguida transporte o angulo que tem medida igual a m(z)

para BC, a partir do angulo B.

Bissetriz

3.2. Trace a mediatriz do segmento BC e denote o ponto de intersecco O, entre a semirreta

adjacente ao angulo que tem medida igual a m(a) e a mediatriz construida.

Mediatriz de BC
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3.3. Construa uma circunferéncia C; com centro em O e raio de comprimento igual a OB.

Mediatriz de BC

3.4. Construa uma circunferéncia C; com centro em C e raio de comprimento igual a d.

Mediatriz de BC

3.5. Denote por B', o ponto de intersec¢do entre as circunferéncias Ci e C,.

Mediatriz de BC

~

— T A
Note que m(BB/'C) = 5 + m(z), pois é a metade do dngulo central.
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;]W ediatriz de BC

>

m(BB'C) = 2 +m(3)

m(BOC) = 21 + m(A)

3.6. Trace a mediatriz do segmento BB’ e denote o ponto de interseccdo entre essa

mediatriz e a reta que contém o segmento CB’ por A.

s

m(B/B’\C) =3

)

m(BOC) = 27 + m(A)
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Justificativa:
Observe que:
//\ _ m A
m(BB'C) = 5T m(;)
m(BOC) = 21 + m(A)
Note que o angulo BB'Céo angulo suplementar de 1@,
e
m(BB'C) = > —|—m(§) (vide 3.5.)

entdo, ao analisar o AAA’B’ retAngulo em A’, pela constru¢io da mediatriz, concluimos

que a medida do angulo m(@’ )= m(a)

).

DO )

Analogamente temos que a medida do angulo m(m ) =m(

Logo

m(BAA) + m(B'AA") = m(A)

Como queriamos demonstrar.

Exercicio 4.0.26. Construir o tridngulo AABC conhecendo o perimetro p e os angulos BeC.

& 4

Resolugdo:
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1. Trace o segmento B'C’ de comprimento p e em seguida transporte os dngulos de medidas

iguais a m(E) e m(—=) para o segmento B'C’ a partir dos vértices B e C’, respectivamente.

Vs
s

w
Q

Note que a intersecgdo entre os lados adjacentes dos angulos BeC serdo ponto A.

2. Trace as mediatrizes dos segmentos AB’ e AC’, cujas intersec¢des com o segmento B'C’

serdo os pontos B e C, respectivamente.

Justificativa:
Por construgio (da mediatriz do segmento AB’) temos que AB = BB, cujo comprimento & igual
ac.

Logo os angulos,
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—

m(AB'B) = m(B'AB) = m(

| &)

) por construgao.

Note que o angulo ABC é 0 angulo externo, ou suplementar, do angulo ABB' logo:
Pelo exercicio 4.0.24 temos:

m(AB'B) + m(B'AB) = m(ABC)

m(5)+m(3)=m(B)

Analogamente temos que AC = CC’ tem comprimento igual a b e ACB =C.

Como queriamos justificar a constru¢do do AABC.

Exercicio 4.0.27. Construir o tridngulo AABC conhecendo o perimetro p, o angulo Aeo

comprimento da altura relativa ao vértice A, denotada por A, (ver figura abaixo).

yd

Resolugdo:

1. Trace o segmento B'C’ de comprimento p e em seguida transporte o angulo de medida

A
igual a m(z) (angulo vermelho, veja figura abaixo) a partir de B'.

L —

2. Trace a mediatriz do segmento B'C’ e denote o ponto de intersec¢do O, entre a mediatriz e

o segmento adjacente ao angulo de medida igual a m(E)
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mediatriz

—e
B' P c

3. Construa uma circunferéncia C| com centro em O e raio igual ao segmento OB'.

mediatriz

P c

T~

4. Trace uma reta paralela ao segmento B’C’ a uma distancia h,, cuja intersec¢do com a
circunferéncia C; serd o ponto A (note que ha dois pontos de intersec¢do, logo teremos

dois triangulos como resposta).

mediatriz

e

B P c
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Note que se o segmento que representa a altura, cujo comprimento € igual a h, for maior
que o segmento da mediatriz que liga B’C’ a circunferéncia C, ndo serd possivel construir

o tridangulo desejado.

5. Trace as mediatrizes dos segmentos AB’ e AC’ cujas as intersec¢des com B'C’ sdo os pontos

B e C, respectivamente.

mediatriz

6. Trace os segmentos AB e AC e temos o tridAngulo AABC desejado.

mediatriz

Justificativa:

Observe que:



165

mediatriz

Note que o angulo BoC equivale ao angulo A subtraido de dois angulos retos, pois 0

tridngulo AB'OC’ é is6sceles.
Pois

- OB’ = OC' que sio os raios de Cy;

~

—— A
- 0s Angulos C'B’O = B'C'O que tem medida igual a m(i)
Logo,

m(Cﬁ’\O) +Am(@) + m(@ ) equivalem a dois angulos retos.
A A —
m(z) + m(a) +m(B'OC") equivalem a dois angulos retos.

E ainda,

mediatriz

Vale lembrar que o angulo BAC' pode estar localizado em qualquer parte do arco B'C’
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superior, que serdo congruentes, que neste caso € congruente a um angulo reto adicionado de um
Dy A ) N
angulo de medida igual a m(E) pois € arco capaz do segmento B'C’.

Para finalizar,

mediatfiz

Note que ao tracar as mediatrizes dos segmentos AB’ e AC’ temos:
- AB = BB’ que tem comprimento igual a c;
- AC = CC’ que tem comprimento igual a b;

- B'B+BC+CC' = c+a-+b = p por constru¢io, como queriamos demonstrar.

Exercicio 4.0.28. Construir o tridngulo AABC conhecendo os segmentos que representam, res-
pectivamente, a altura relativa ao vértice A e a mediana relativa ao lado BC, cujos comprimentos

serdo denominados por A, € m, e o raio de comprimento R da circunferéncia circunscrita.

Resolugdo:

1. Trace o segmento AM, cujo comprimento € m, dada.
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>

2. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto A e raio congruente a altura relativa

ao vértice A, cujo comprimento € A,.

M

3. Trace a reta r, tangente a circunferéncia Cy, e que contém o ponto My. Note que o ponto

de tangéncia (intersec¢do) entre a circunferéncia C; e areta r € o ponto Ay,.

Note que os "pés"da altura relativa ao vértice A e da mediana relativa ao lado BC, cujo
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comprimento é /i, e m, pertencem ao lado BC do tridngulo desejado, que pertencers a reta

r construida.

4. Trace a mediatriz, pelo ponto M4, da reta r.

\
Mediatriz

5. Construa uma circunferéncia C, com centro no ponto A e raio de comprimento igual a R,
dado. Note que a intersec¢do entre a circunferéncia C, e a mediatriz, € o ponto O, ou seja,

o circuncentro do tridngulo AABC desejado.

\
Mediatriz

6. Construa uma circunferéncia C3 com centro no ponto O e raio cujo comprimento € R. Em

seguida denote os pontos de interseccdes B e C, entre a circunferéncia C3 e a reta r.
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\
Mediatriz

7. Trace os segmentos AB e AC e temos o tridngulo AABC desejado.

\
Mediatriz

Justificativa:
Por construcdo, temos que My é o ponto médio do segmento BC.

Como o circuncentro € a intersec¢do das mediatrizes de um triangulo, e foi dado o raio
R, da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC desejado.
Logo, na construgdo, a intersecgdo entre a circunferéncia C; e a mediatriz, resulta no circuncentro,

e a partir deste, é possivel determinar o tridngulo AABC desejado.



170 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

Exercicio 4.0.29. Construir o tridngulo AABC conhecendo o angulo A, 0lado AC e o raio r da

circunferéncia inscrita.

Resolucao:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado:

3. Trace uma reta p, paralela ao segmento AC a uma distancia r (comprimento do raio da

circunferéncia inscrita) do segmento AC.



171

4. Trace a bissetriz do angulo A cuja a intersec¢do com a reta p € o ponto /, ou seja, o incentro

do tridngulo AABC desejado.

5. Construa uma circunferéncia C; com centro no ponto / e raio de comprimento igual a r

que € a circunferéncia inscrita ao tridngulo AABC.
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Bissetriz|A

6. Trace a reta tangente a circunferéncia C; pelo ponto C, cuja intersec¢do com o lado

adjacente do angulo Aéo ponto B.

N [

Logo temos o tridngulo AABC desejado.

A justificativa € em decorréncia da construgdo.

Observacio 13. Para determinados comprimentos do raio r e do segmento AC nio existird

solugdo para este exercicio.

Exercicio 4.0.30. Construir um tridngulo conhecendo os comprimentos da altura, mediana e

bissetriz relativas a um mesmo vértice.

Resolugdo:
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1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado e, considere os pontos H,, B, €
My, pontos de interseccdes entre a altura, bissetriz e mediana referentes ao vértice A com

o lado BC (que ainda vamos determinar), respectivamente.

2. Trace pelos pontos H, e B,, a reta r tal que o segmento AH, tenha comprimento 4, € 0

segmento AH, seja perpendicular a reta r.

3. Trace a circunferéncia C; com centro no ponto A e raio igual a mediana relativa ao lado BC,

cujo comprimento é m,. Note que o ponto M4 pertence a reta r de maneira que AMy = my,.
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4. Trace a circunferéncia C, com centro no ponto A e raio de comprimento igual a b,

. Note
que o ponto B, pertence a reta r de maneira que AB, = b,,.

-

-
-

S -

-

————————

5. Trace a reta s, perpendicular ao segmento AB,, pelo ponto A e em seguida, denote o ponto
B!, que é o ponto de intersec¢do entre entre as retas r € s.
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6. Determine o ponto D, de modo que D pertenga a reta r e se tenha MyuD = B,Mjy.

7. Determine o ponto médio O do segmento B/,D. Em seguida, trace a circunferéncia C3 com

centro no ponto O e raio de segmento OD.
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A}
A}
)
1
1
1
1
1
[]
1

8. Trace uma reta perpendicular, a reta r, pelo ponto M4. Em seguida, denote o ponto de

interseccdo entre a reta perpendicular construida e a circunferéncia C3, nomeie por ponto

9. Trace a circunferénia C4 com centro no ponto My e raio My E. Em seguida, denote os

pontos B e C, pontos de intersec¢des entre a reta r e a circunferéncia Cy4, formando o
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tridangulo AABC desejado.

Justificativa:

De acordo com a construcao descrita acima, h, é o comprimento da altura relativa ao
vértice A, m, é o comprimento da mediana relativa ao lado BC, e b, € o comprimento da bissetriz

relativa ao vértice A pelo Toerema das Bissetrizes.

Exercicio 4.0.31. Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC cujo

vértice C € inacessivel. Observe a ilustracdo abaixo.

Resolucdo:

1. Seja a medida do angulo C, m(C) = 7t — (m(A) + m(B)).
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2. Construa o arco capaz C; do angulo C relativo ao segmento AB.

- Note que o centro do arco capaz do angulo Céo ponto O, que € o circuncentro do
triangulo AABC. - Perceba ainda que o arco capaz do angulo C dé origem ao angulo

central de medida igual a m(2C) (em amarelo).

- Por fim temos o comprimento do raio da circunferéncia desejada, que ¢ OA = OB.

Justificativa:

Como a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo € 7 temos:

~ ~ ~

m(A)+m(B)+m(C)=mn
logo,

m(C) = 7 — (m(A) +m(B))

Na construcao do arco capaz C; o centro da circunferéncia estd sobre a mediatriz do
segmento em questdo (note que a mediatriz € o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos

pontos A e B, do segmento AB), logo o circuncentro esté sobre a mediatriz.
Note que os pontos A, B e C (ponto inacessivel) equidistam do ponto O:
OA=O0B=0C ()

Logo o ponto O € o centro do arco capaz do angulo c por construcdo e € o circuncentro
por (D).

E ainda da construcio temos que os pontos A, B e C (vértices do triangulo em questao)

pertencem ao arco capaz, o ponto O, € o circuncentro.
Perceba que teremos infinitos tridngulos que satisfazem as condi¢des dadas.

Exercicio 4.0.32. Um navio N deseja atingir o porto P da carta nattica mostrada na figura abaixo.

Em certo momento, o capitdo, avistando os fardis A, B e C, mede os angulos ANB e BNC. Use
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régua (ndo graduada) e compasso para obter a posicao do navio nesse instante e determine a

distancia do navio ao porto.

Resolugio:

1. Trace o arco capaz C| do angulo ANB relativo ao segmento AB. Note que pela construgio

de arco capaz, o ponto H € o centro de Cj.

2. Trace o arco capaz C, do angulo BNC relativo ao segmento BC. Note que o ponto J é o

centro de C.
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1
\
[}
S [y
1
1
[

~

__>~, C
Mediatriz de AB ~“~

3. Note que a intersec¢do entre C; e C; € o ponto N, posi¢ao do navio (perceba que o outro

ponto de interceccdo é o ponto B).

4. A distancia do navio até o porto é representada pelo o segmento NP.
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Mediatriz de BC

Justificativa:

Note que o lugar geométrico do ponto N que "enxerga"o segmento AB sob o dngulo ANB
é um arco que contém os pontos A e B, ou seja, o arco capaz do segmento AB, logo a justificativa

segue da demonstrag¢ao da validade do arco capaz (vejaem 3.5.11).

Exercicio 4.0.33. Tracar pelo ponto P uma reta que passe pelo ponto de intersec¢do (inacessivel)

das retas r e s dadas. Observe a ilustracao abaixo.

® P

Resolugao:

1. Trace as retas perpendiculares as retas r e s pelo ponto P, determinando os pontos de

interseccoes Py e P». Observe:



Capitulo 4. Resolugdo de problemas

182

2. Determine o circuncentro C; do tridngulo APP} P, tragando as mediatrizes do tridngulo

citado.

3. Trace a reta desejada que contém o segmento PO e o ponto V de interseccdo inacessivel

solicitado.
\ 1
AY 1
1
¥ i
1

e
= A
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Justificativa:

Note que o tridngulo APP; P, € inscritivel a circunferéncia Cy, por construgido. Logo, o
quadrilatero V P{ PP, também ser4 inscritivel i circunferéncia C; se VP = 2- OP, ou seja,

se o ponto V pertencer a circunferéncia Cj.

Exercicio 4.0.34. Construir o trapézio ABCD conhecendo o segmento que representa a soma

das bases AB + CD, as diagonais AC e BD e o lado AD.

Observe:

Resolugdo:

1. Trace o segmento AB’ cujo comprimento & igual a AB +CD.

)
m.
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2. Construa as circunferéncias C| com centro no ponto A e raio AC, e C, com centro no ponto

B’ e raio BD. Denote o ponto de intersec¢do entre as circunferéncias construidas por ponto
C.

’
’

~
.
-0

------

-
-
~mmnd ="

-
Sw

com a reta r € o vértice D.

__________
-

. Construa a circunferéncia C3 com centro no ponto A e raio igual a AD, cuja interseccao

- -~
-
Smaa -———

-

Uj.

~——— ="

~
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Note que ha dois pontos como resultado da intersec¢cdo da reta r e a circunferéncia Cs,

usaremos o ponto D a fim que forme-se um trapézio.

5. Construa a circunferéncia C4 com centro no ponto D e raio BD, cuja a intersec¢do com o

segmento AB’ é o vértice B (note que novamente poderd existir dois pontos de interseccio).

E temos o trapézio ABCD desejado.
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A justificativa é em decorréncia da construcao.

Exercicio 4.0.35. Construir um ponto simétrico a um ponto C, relativo ao segmento AB.

Observe:

o>
Qw

Resolugdo:

1. Construa as circunferéncias Cy, com centro no ponto A e raio AC, em seguida construa a

circunferéncia C,, com centro no ponto B e raio BC.
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Cc

2. Denote o ponto de intersec¢io entre as circunferéncias C; e C, pelo ponto C’ (note que um

dos pontos de intersecgdo € o préprio ponto C). O ponto C’ é o ponto simétrico desejado.

Justificativa:

Pelo caso de congruéncia LLL temos:

-ANACB = NAC'B

Portanto:

- Note que CAB = C'AB.

Por construgio o tridngulo AACC’ € isdsceles.

Seja D o ponto de intersec¢io do segmento AB com o segmento CC'.
- O segmento AD é bissetriz do angulo CAC' ,

Logo,

- O segmento AD ¢ altura relativa ao vértice A e mediana relativa ao lado CC’

b
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Entao:

- Os segmentos CC’ e AB sio perpendiculares.
- Os segmentos CD e C'D sio congruentes.

Portanto:

O ponto C’ é o simétrico de C.

_______
_______
- -

LT B

-
S ="

S

-
_________

Exercicio 4.0.36. Dados dois pontos A e B situados no mesmo semiplano determinado pela reta

r, determinar o ponto P sobre r de forma que PA + PB seja minimo.

Observe:

Resolugio:

1. Determinar o ponto simétrico de B em relagdo a reta r, nomeie por ponto B’ (veja exercicio
4.0.35).
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2. Note que a reta r neste contexto é o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos
pontos B e B, logo, tragar o segmento AB’ nos fornecerd o ponto P solicitado, que serd a

intersec¢ao entre o segmento AB’ ¢ a reta r.

Como PB’' = PB entdo AP + PB' = AP + PB serd minimo.

A justificativa é em decorréncia da construgio.

Exercicio 4.0.37. Na figura abaixo, as retas paralelas r e s sdo as margens de um rio e os pontos
A e B representam cidades em lados opostos desse rio. Deseja-se construir uma ponte PQ (P € r,
Q € s) perpendicular as margens de forma que construindo as estradas AP e BQ o percurso total
de A até B seja minimo.

Determinar a posicdo da ponte PQ.
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Resolucdo:

1. Note que as retas paralelas r e s estdo a uma distancia que chamaremos de d, este € o

tamanho da ponte.

2. Translade o ponto A a uma distancia d "para baixo", determinando o ponto A’, em seguida
translade o ponto B "para cima", também a uma distancia d, encontrando o ponto B'(note
que a translacdo dos pontos € analoga ao exercicio 4.0.35 quando determinamos pontos

simétricos).
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W@

w
------j---“.-)z----.)-;
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3. Construa os segmentos AB’ e A’B cujas as interc¢des com as margens do rio (retas r e s)

determinam a posicdo da ponte PQ solicitada.

Justificativa:
Note que nesta resolugdo, o problema se transformou na minimizagido dos segmentos AB’
e A’'B.

Onde os comprimentos dos segmentos:

* AB =AP+PB

« AB=A'Q0+ 0B

Sdo segmentos distintos e os pontos A, P, B’ e A’, Q, B estdo alinhados, por construgio,

formando assim os segmentos citados.
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Exercicio 4.0.38. Construir um retingulo ABCD conhecendo a sua diagonal BD e o seu semipe-

rimetro BC +CD.

Observe:

Resolugio:

1. Considere o retangulo ABCD, o retangulo desejado, entdo, construa a diagonal BD.

2. Determine o ponto médio O, do segmento BC e em seguida construa o arco capaz C; do

T _
angulo de medida igual a 1 relativo ao segmento BC.

3. Construa a circunferéncia C, com centro no ponto D e raio de comprimento BC +CD. Em

seguida, denote o ponto de intersec¢io entre as circunferéncias C; e C, por ponto B’
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4. Trace o segmento BB’ e em seguida, construa a sua mediatriz. Note que a intersec¢ao entre

a mediatriz e o segmento DB’ é o vértice A.

-
A\
\)
\)
\

\Y
-)
ey

e ——————

. . . . . BD
5. Construa a cricunferéncia C3 com centro no ponto O e raio de comprimento igual a —.

.
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6. Trace a reta que contém o segmento AQO, cuja a intersec¢cao com a circunferéncia C3 € o

vértice C do retangulo ABCD desejado.

N ’

-
-

\—

-3

s,

.

.

.
.-~—__ ___—‘—

A justificativa é em decorréncia da construcio.
Exercicio 4.0.39. Dados, em posicdo, os pontos A, B e P, e dado também um segmento DE,

tracar, pelo ponto P, uma reta r, de modo que os pontos A e B pertencam a um dos semiplanos

determinados pela reta r e cuja soma das distincias dos pontos A e B a reta r sejam iguais a

2-DE (veja a figura abaixo).

Resolugdo:

1. Construa o segmento AB e determine seu ponto médio, nomeie por ponto C.
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2. Construa a circunferéncia C; com centro no ponto C e raio DE.

3. Determine a reta tangente a circunferéncia C; pelo ponto P.

Note que esta € a reta r desejada.

Justificativa:
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Observe a figura abaixo:

Perceba que o quadrildatero ABB'A’ é um trapézio por construg¢o, pois:

- A" | BF':

visto que os segmentos AA’ e BB’ sdo perpendiculares a reta r.
E ainda,

* CI é congruente ao raio da circunferéncia Cj.
+ O ponto C é ponto médio do segmento AB.

« O ponto / é ponto médio do segmento A’B’.
Visto que,
CI é perpendicular a reta r,
pois,

areta r € tangente (por construcdo) a circunferéncia C; no ponto /.

Como os segmentos AA’, BB’ e CI sio perpendiculares a reta r temos que

AT || BB | CI.

E como, o ponto C, é o ponto médio do segmento AB, o ponto I é o ponto médio do
segmento A'B'.

Logo, o segmento CI é a base média do trapézio ABB'A’.

Portanto,
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AA'+ BB
2
AA'+BB' =2-DE,

=Cl=DE

validando a construcdo do exercicio.

Exercicio 4.0.40. De uma circunferéncia C conhecemos uma parte um pouco maior do que sua
semicircunferéncia, como na figura abaixo. Limitando-se ao espago disponivel, determine o raio

da circunferéncia C.

Resolugdo:

1. Trace uma reta secante a circunferéncia C, denote-a por reta a. Em seguida, determine a

mediatriz m, da corda formada.

2. Analogamente, trace uma segunda reta secante, distinta de m,, denote-a por b e determine

a mediatriz m; da nova corda formada.
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3. Denote o ponto de intersec¢do entre as mediatrizes m, e my, por ponto O. E ainda, o ponto
T, ponto de interseccao entre a cincunferéncia C e a mediatriz m,,.

Note que o ponto O é o centro da circunferéncia C dada, e o segmento OT é o raio desejado.

Justificativa:

Como a mediatriz € o lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois pontos, a intersec-
cdo das mediatrizes m, e my, nos fornece o centro da circunferéncia C, que € o ponto que

equidista de todos os pontos que compoem a circunferéncia citada.

Exercicio 4.0.41. Construir um quadrado ABCD, dados em posi¢do um ponto de cada um dos

seus lados.

Resolugio:

Sejam Py, P>, P3 e P4 os pontos dados, observe a figura abaixo.

1. Trace o segmento P; P> e determine seu ponto médio, denominado ponto P. Em seguida,

construa a circunferéncia C; com centro no ponto P e raio PP;.
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2. Determine a mediatriz do segmento P; P> e denote sua interseccdo com a circunferéncia

C1, por ponto E.

Mediatriz de PP,

3. Analogamente, construa a circunferéncia C; com centro no ponto R e raio RP3, onde R € o

ponto médio de P;P;. Em seguida, determine a mediatriz do segmento P3P, e denote sua

intersec¢do com a circunferéncia C; por ponto F'.

Mediatriz de P3P,

4. Prolongue o segmento EF (note que uma das diagonias do quadrado ABCD desejado
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contém este segmento) determinando os vértices A e C sobre as circunferéncias Cy e (3,

respectivamente.

5. Trace a mediatriz do segmento AC pelo seu ponto médio O, determinando os vértices B e

D, tais que OA = OB = OC = OD.

6. Agora trace os segmentos que ligam os pontos A, B, C e D, e temos o quadrado desejado.
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Justificativa:

Note que o tridngulo AAP| P, € retangulo em A, pois o tridngulo AAP, P, esta inscrito a
circunferéncia C; e o segmento PP, é didmetro de C;. Logo, temos que as medidas dos
angulos m(}ﬁ) = m(@) = g, entdo, as medidas dos Angulos m(@) = m(@) =
g, de modo que o ponto E € o ponto médio do arco }ﬁ, e assim, o ponto E pertence a

mediatriz do segmento P P.

Analogamente, podemos justificar que o ponto R pertence a mediatriz do segmento P3P;.

Exercicio 4.0.42. Sao dados dois pontos, A e B, de um mesmo semiplano determinado por uma
reta r. Determinar um ponto P sobre a reta r de forma que o angulo entre a reta r € 0 segmento

PB seja o dobro do angulo entre o segmento PA e a reta r.

Resolugdo:

1. Observe a figura abaixo que ilustra os dados do enunciado.
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2. Determine o ponto simétrico do ponto A em relacdo a reta r, nomeie por ponto A’

3. Construa a circunferéncia Cjtangente a reta r e com centro no ponto A’.




202 Capitulo 4. Resolugdo de problemas

4. Trace a reta tangente a circunferéncia C; pelo ponto B, cuja a intersec¢do com a reta r € o

ponto P desejado.

Justificativa:

Pela construcdo, a medida do angulo entre o segmento PB e a reta r é o dobro da medida

do angulo entre o segmento PA’ e a reta r, que é igual 2 medida do 4ngulo entre o segmento

PA e areta r.

Exercicio 4.0.43. Sao dados os pontos A, B, C e D, nesta ordem, sobre uma reta. Tracar pelos

pontos A e B duas retas paralelas e pelo pontos C e D outras duas retas paralelas, de forma que

as interseccgdes dessas retas formem um quadrado.

Resolugdo:

Seja r a reta que contém os pontos A, B, C e D dados.
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1. Trace uma reta b, perpendicular a reta r, pelo ponto B. Em seguida, denote o ponto E sobre

areta b, tal que, BE = CD.

>0
W

O
@)

3. Trace a reta paralela, a reta AE, pelo ponto B. Logo, a medida do angulo formado por esta

paralela com a semirreta Eé éiguala@.
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4. Trace pelos pontos C e D, retas paralelas entre si, cuja medida do angulo com a reta r é
) 3 . . -
igual a 5 6. Em seguida, denote os pontos de intersec¢do entre as retas, por A’, B', C e

D como na figura abaixo e temos o quadrado desejado.

Justificativa:

Observe a figura abaixo:

Note que m(BB'C) = 5 em decorréncia do tridAngulo AB'BC.
Logo, o angulo A’B'C’ também é reto.
— >

Como as retas AA’ e BB sdo paralelas, o angulo B’A’D’ € reto.

Por consequéncia, os segmentos A’B' = C'D’.
— — T J— JR—
De modo semelhante m(A’D'C") = m(D'C'B’) = 5 logo, A’D' = B'C".

Agora, vamos analisar os tridngulos AABE e ACGD, onde o ponto G é o ponto de
—

interseccdo entre a reta DC’ e a perpendicular pela reta  no ponto C, veja a figura a seguir:
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Os tridngulos AABE ¢ ACGD sio congruentes pelo caso ALA, assim suas alturas relativas
as suas hipotenusas sdo de mesmo comprimento (7] = hy), logo, os segmentos A’B’ = B'C’,

demonstrando que o quadrilatero A’B'C’'D’ é um quadrado.

Exercicio 4.0.44. Sao dadas as circunferéncias C; e C; como na figura abaixo. Tragar pelo ponto

<— - -
A, dado, uma reta secante PAQ de maneira que se tenha PA = AQ.

Resolucgdo:

Sejam os pontos O; e O3, os centros, respectivamente, das circunferéncias C; e C,, dadas:

1. Determine a circunferéncia C3, simétrica a circunferéncia C; em relagio ao ponto A.
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2. Denote o ponto de interseccao entre as circunferéncias Cy e C3, por ponto P (note que um

dos pontos de intersec¢do € o ponto A).

< —
3. Trace areta PA e denote o ponto de intersec¢do entre a reta PA e a circunferéncia C;, por

ponto Q.

—
Logo temos a reta secante PAQ desejada.
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Justificativa:

Por construgdo, o ponto P € simétrico de Q, com relagdo ao ponto A, concluimos que os

segmentos PA = PQ.

Exercicio 4.0.45. Dados em posi¢do os pontos A, B e P, e dado também, um segmento de
comprimento m (veja a figura abaixo), tracar pelo ponto P, uma reta r de maneira que os pontos
A e B fiqguem em semiplanos distintos, determinados pela reta r, e que a soma das distancias do

ponto A até a reta r e do ponto B até a reta r seja m.

Resolugio:
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1. Utilizando a figura dada, determine o ponto C tal que o tridngulo AABC formado, seja
retingulo, com o segmento AB sendo sua hipotenusa, e o segmento AC tenha comprimento

m.

Note que para determinar o triangulo AABC basta determinar o ponto médio do segmento
AB, 0 ponto O, este é o centro da circunferéncia Cj, circunscrita ao tridngulo AABC. E
para determinar o ponto C sobre a circunferéncia Cy, basta transportar o segmento cujo o

comprimentos € m.

2. Determine a reta perpendicular ao segmento AC pelo ponto P. Essa é a reta r desejada.

Justificativa:
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Note que os pontos A e B pertencem a semiplanos distintos determinados pela reta r, por

construgo.

Observe a figura abaixo:

Determinando uma reta p paralela ao segmento AC, note que p intersectard a reta r
perpendicularmente no ponto que chamaremos de B'. Denote também, o ponto A’, ponto
de interseccdo entre a reta r € 0 segmento AC.

Assim:

AA'+B'B=AA"+A'C = AC = m como queriamos.

Exercicio 4.0.46. Dados, em posi¢do, os pontos A, B e P, e dado também um segmento de
comprimento m, tracar, pelo ponto P, uma reta r de modo que os pontos A e B pertencam a um
dos semiplanos determinados pela reta r e cuja diferenca das distancias dos pontos A e B areta r

sejam iguais a 2m (veja a figura abaixo).
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A®

Resolucao:

1. Utilizando a figura dada, determine o ponto C tal que o tridngulo AABC formado, seja

retangulo, com o segmento AB sendo sua hipotenusa, e AC = 2m (vide exercicio anterior).

2. Determine a reta perpendicular ao segmento AC pelo ponto P. Essa é a reta r desejada.
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Justificativa:
Note que os pontos A e B pertencem ao mesmo semiplano determinado pela reta r, por
construcao.

Observe a figura abaixo:

—
Determinando uma reta p paralela a reta AC, note que a reta p intersectara a reta r

perpendicularmente no ponto que chamaremos de B'. Denote também, o ponto A’, ponto
—

de interseccdo entre as retas r e AC.

Assim:

BB —A’A =A'A+AC — A’A = AC = 2m, como queriamos.

Exercicio 4.0.47. Dados em posi¢@o os pontos A, B e P, e dado também, um segmento de

comprimento m (veja a figura abaixo), tracar pelo ponto P, uma reta r, de maneira que os pontos
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A e B fiquem em semiplanos distintos, determinados pela reta r, e que a diferenca das distancias

do ponto A até a reta r e do ponto B até a reta r seja m.

Resolugdo:

1. Determine o ponto C, ponto médio do segmento AB e em seguida construa a circunferéncia

C| com centro no ponto C e raio um segmento de comprimento igual a 5

2. Trace a reta tangente a circunferéncia C; pelo ponto P, esta € a reta r desejada.
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)

Justificativa:

Note que os pontos A e B pertencem a semiplanos distintos determinados pela reta r, por

construcao.

Observe a figura abaixo:

Em que foi determinado:

* o ponto de intersecg¢do entre a reta r e a circunferéncia Cy, o ponto C';
L] 1 > /'

areta a, perpendicular a reta r pelo ponto C';
* o ponto C”, ponto de interseccdo entre a reta a e a cirunferéncia Cy;

e areta b, paralela a reta r pelo ponto C”;
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e areta c, perpendicular a reta b pelo ponto A”;

* os pontos A’ e A” de intersec¢do com as retas r € b, com a reta ¢, respectivamente;

areta d, paralela a reta ¢ pelo ponto B;

o ponto B’ de intersec¢io entre as retas r e d;

o ponto E de intersec¢do entre o segmento AB e a reta b;

o ponto D de intersec¢io entre o segmento AB e a reta r;

Note que os tridngulos AAA”E e ABB'D sio semelhantes, logo os segmentos AA” = BB’
Assim:

AA" — AA”" = AA" — B'B = m, como queriamos.

Exercicio 4.0.48. Sao dadas as circunferéncias C; e C, como na figura abaixo. Tracar pelo ponto
—

A dado, uma reta secante PAQ a essas circunferéncias, onde o ponto P pertenca a circunferéncia

C1 e o ponto Q pertenca a circunferéncia C,, de forma que o segmento PQ tenha comprimento

igual a a (dado).

Resolugdo:

1. A partir da figura dada, determine o ponto B tal que o tridngulo AQO0,B formado, seja

_ ) a
retangulo, com o segmento OO0, sendo sua hipotenusa e OB = 5
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2. Trace uma reta paralela ao segmento OB pelo ponto A. Esta € a reta secante pelos pontos

P e Q desejada, com PQ = a.

Justificativa:

Observe a imagem abaixo:
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Note que por construg¢do temos:

os angulos Q/\PC, 361?2 e EPD sio congruentes.

PC
PD
* os tridngulos APQC, AO1BO;, e APED sio congruentes pelo caso AAA.

o ponto D é o ponto médio do segmento PC, ou seja, PC =2-PD — 2.

Logo,

P
P _,
0,B

a
Como OB = > por constru¢do, temos:

PQ
==

2

2
PQ = a, como queriamos demonstrar.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

O tema foi escolhido no anseio de fornecer um material de estudo, mas antes disso, foi
um momento de aprendizado, de reflexao, de satisfacdo e evolucdo pessoal (do ponto de vista
matemadtico), pois me proporcionou um aprimoramento do conhecimento de geometria plana
focado em construgdes bdsicas, mas nada triviais, e de suma importancia para itens relevantes
da geometria e da matematica, reafirmando a importancia da dissemina¢do do conhecimento e

desenvolvimento da geometria no meio educacional de niveis bésico e superior.

Outro ponto importante foi o uso do software GeoGebra para a elaboracdo das imagems
das construgdes abordadas neste trabalho. GeoGebra € um software de matematica gratuito e
possivel de usar em todos os niveis de ensino, deixando o estudo da geometria mais dinamico e
agraddvel. Ele pode ser usado nas versdes online ou offline. O leitor interessado poderd encontrar
nas referéncias digitais algumas constru¢des elaboradas pela autora neste trabalho, utilizando o

GeoGebra.

Ap6s este estudo, esperamos um olhar diferenciado para a abordagem da geometria e
para os diferentes manuseios da régua e compasso, poisnota-se que a régua vai muito além de um
instrumento de medidas, evidenciando a beleza das construgdes, nos remetendo um pouquinho

ao modo de como os matematicos da antiguidade faziam.
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APENDICE

TEOREMA DE TALES

A.1 Historia

Tales nasceu na cidade grega Mileto, aproximadamente no ano 625 a.C. (atual regido da

Turquia) e faleceu por volta de 546 a.C. também em Mileto.

Tales era um comerciante de sucesso, o que lhe permitiu fazer diversas viagens e conhecer
varias culturas diferentes. Estima-se que ele tenha passado por terras egipcias e por diversos
povoados e cidades do Oriente Médio, o que lhe proporcionou o contato com a matematica e a

engenharia egipcia, bem como com a astronomia babilonica.

Tales, ao trazer a Matemadtica para a Grécia, iniciou um modo de cultivo sistematico
do conhecimento matemético, o que lhe proporcionou uma maior precisdo para os estudos
astrondmicos e lhe permitiu formular o Teorema de Tales, resultado que na época permitia
descobrir a altura de uma piramide a partir do comprimento de retas paralelas e das retas

transversais da construgao.

A histéria ndo tem registro de nenhum livro escrito por Tales, mas se falarmos no
conjunto de pensamentos e formulacdes feitas por ele, temos o Teorema de Tales, a explicacao
sobre as cheias do Rio Nilo, a descoberta do tridngulo isdsceles, a previsao do eclipse solar e a

filosofia.
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A.2 Teorema de Tales

Teorema 3. Sejam r, s e ¢ trés retas paralelas, sejam u e v duas retas transversais que determinam

sobre as retas r, s e t os pontos A, B, C e D, E, F, respectivamente (observe a figura abaixo).

A seguir temos alguns exemplos de aplica¢des do Teorema de Tales.

Exemplo A.2.1. Com uso de régua e compasso divida o segmento AB, dado a seguir, em cinco

partes iguais.

No Capitulo 3 (vide o item 2) foi feita a divisdo em trés partes iguais, a resolugao é

andloga. Fica a cargo do leitor resolver este exemplo.

Uma aplicacao direta € encontrada na semelhanca de tridngulo.

Exemplo A.2.2. Observe a figura abaixo em que as retas &, g e f sdo paralelas e as retas r e s

s@o transversais que intersectam as retas s, g e f nos pontos E, C, A, F, D e B, respectivamente.
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Pelo Teorema de Tales temos:

_ OE _OF
OoC OD
. OE _OF
OA OB
,oc_opD
OE OF

Logo os tridngulos AOEF, AOCD e AOAB sao congruentes pelo caso LAL.

Note que hd vdrias outras razdes que podemos determinar considerando o teorema citado.

Exemplo A.2.3. Uma aplicacdo muito importante do teorema de Tales aparece na trigonometria,
a partir do uso da semelhanca de tridngulos (vide exemplo anterior A.2), como justificativa das

definicdes de seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante de um angulo dado.

Na figura abaixo, contemplamos a circunferéncia unitdria, que apresenta algumas das

defini¢des citadas:
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Eixo dos Eixo das
Senos Tangentes
B [ G
E Eixo das Cotangentes
F
D
0
o c |A Eixo dos Cossenos

Agora vamos obter os elementos citados na imagem acima. Para isso vamos usar o

Teorema de Tales e semelhanga de triangulos.

Seja o angulo AOF de medida igual a @ e considere que:
* OA=0B=0F =1
* OD =CF = sen(0)
* OC = DF = cos(0)

Note que os tridngulos AOFC e AOEA sao semelhantes.

Entao temos:

AE _CF
0A ~ OC
AE  sen(0)
1 cos(6)

logo, AE =1g(6).
Observe que os tridngulos AOBI e AODF também sao semelhantes.

Entao temos:
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BI  DF
OB~ 0D
BI _ cos(0)
1 sen(6)

logo, BI = cotg(0).
Observe que os tridngulos AOEA e AOFC também sdo semelhantes.

Entao temos que:

OE OF
OA  OC
OE 1
1 cos(8)

logo, OE = sec(0).
Observe ainda, que os tridngulos AOBG e AODF também sio semelhantes.

Entdo temos que:

0G OF
OB~ 0D
oG 1
1 sen(6)

logo, OG = cossec(0).

Perceba que o Teorema de Tales tem um papel fundamental na semelhanca de triangulos

e consequentemente na trigonometria.

Exemplo A.2.4. Trés terrenos t€m frente para a rua A e para a rua B. As divisas laterais sao
perpendiculares a rua A. Qual a medida de frente para a rua B de cada lote, sabendo que a frente

total para essa rua tem 180 m?

1. Observe a figura a seguir que ilustra os dados do enunciado.
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h i i k
| ,J_—f///
e e
/.9/
g
f A 40m E 30m C20m |D
O O O O
As retas f e g representam, repectivamente, as ruas A e B, e as retas £, i, j e k representam
as divisas laterais, logo elas sdo perpendiculares a reta f.
2. Como a reta g representa a rua B, o segmento GJ mede 180 metros.

Utlizando o Teorema de Tales podemos determinar a medida da frente do primeiro terreno.

AE AD
GH GJ
Substituindo os valores, de acordo com enunciado, temos:
0 %0
GH 180

Portanto GH = 80 metros

Analogamente podemos determinar que o segundo e o terceiro terreno, respectivamente,

medem 60 e 40 metros de frente para a rua B.
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ANEXO

REFERENCIAS DIGITAIS

A internet nos fornece um variado leque de op¢Oes para pesquisa e informacao, neste
item sugerimos algumas paginas interessantes para complementar seus estudos ou apenas sanar

curiosidades.

<https://ogeogebra.com.br/site/> Pigina em portugués com videos, textos e cursos relaciona-

dos a utilizag¢do do aplicativo GeoGebra;

<https://drive.google.com/drive/folders/0B-MqHRSopldKNXZBV1FLbHFEVG8> Pigina

do Google Drive com material geral compartilhado relacionado ao PROFMAT;

<https://www.youtube.com/c/Programadelnicia % C3 % A7 % C3 % A3oCientificadaOBMEP>
Canal do PIC (Programa de Iniciac¢do Cientifica da OBMEP) com videos ricos em demons-

tracdes e aplicacdes em geral.

<https://portaldaobmep.impa.br/> Pigina em portugués com vérios materiais listados por

topicos. Consta também um canal no Youtube relacionado a esta pagina:

<https://www.youtube.com/playlist?list=PL5099CD7A78A147F4> Playlist do Youtube que
consta de varios videos interessantes e que podem ser sugeridos a quem esté iniciando na

geometria plana;

<http://www.matematicando.net.br/wp-content/uploads/2017/10/15481716022012Geometria_Eucliac

Pé4gina com teoria e atividades sugeridas relacionadas a constru¢do de retas perpendicula-


https://ogeogebra.com.br/site/
https://drive.google.com/drive/folders/0B-MqHRSopldKNXZBV1FLbHFEVG8
https://www.youtube.com/c/ProgramadeInicia%C3%A7%C3%A3oCientificadaOBMEP
https://portaldaobmep.impa.br/
https://www.youtube.com/playlist?list=PL5099CD7A78A147F4
http://www.matematicando.net.br/wp-content/uploads/2017/10/15481716022012Geometria_Eucliadiana_Plana_Aula_10.pdf
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res, paralelas, mediatriz de segmentos, bissetriz de um angulo dado e arco capaz de um

angulo;

<http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/midias_digitais_I/modulo_II/conteudo22.html>

Um resumo sobre tridngulos;

<https://www.feis.unesp.br/Home/Extensao/teia_saber/teia2004/matematica/Apresentacoes/grupo_A.pdf>

Producdo relacionada a semelhanca e congruéncia de imagens;

<https://drive.google.com/drive/folders/ImVUAKcpHstbxgRNIsaXEfR7F0hk1fLt3?usp=sharing>

Algumas construgdes realizadas por esta autora, utilizando o GeoGebra, neste trabalho.


http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/midias_digitais_I/modulo_II/conteudo22.html
https://www.feis.unesp.br/Home/Extensao/teia_saber/teia2004/matematica/Apresentacoes/grupo_A.pdf
https://drive.google.com/drive/folders/1mVUAKcpHstbxgRNlsaXEfR7F0hk1fLt3?usp=sharing
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ANEXO

INDICE REMISSIVO DOS EXERCICIOS
RESOLVIDOS

Neste anexo, encontramos os exercicios resolvidos no capitulo 4, agrupados por elemen-

tos geométricos utilizados em suas resolugdes.
* Emprego da construcdo de retas perpendiculares: 4.0.1, 4.0.3, 4.0.9, 4.0.13, 4.0.14, 4.0.21,
4.0.30, 4.0.33, 4.0.43, 4.0.45 ¢ 4.0.46.

* Emprego da constru¢do de mediatrizes: 4.0.8, 4.0.23, 4.0.24, 4.0.25, 4.0.26, 4.0.27, 4.0.28,
4.0.33,4.0.38,4.0.40 € 4.0.41.

* Emprego da construcdo de bissetrizes: 4.0.1, 4.0.4, 4.0.8, 4.0.29 e 4.0.30 4.0.35.

* Emprego da construgdo de arco capaz: 4.0.16, 4.0.17, 4.0.18, 4.0.24, 4.0.27, 4.0.31, 4.0.32
e 4.0.38.
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