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RESUMO

CUNHA, J. F. Resta Um - Busca de Estratégias na Resolucao. 2021. 101 p. Disserta-
cdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2021.

Esta dissertacdo € fruto de uma pesquisa sobre o jogo Resta Um, a qual deteve-se a
solucionar o mesmo; buscou-se estratégias de resolucdo e novas formas de joga-lo,
que converteram-se em possibilidades de vencer os desafios. O resutado obtido foi uma
variada quantidade de estratégias para a realizacio; uma feoria baseada em congruéncias

e muitas solugdes para o jogo.

Palavras-chave: Resta Um, Estratégias de Resolucao, Teoria, Jogadas, Solucdes.






ABSTRACT

CUNHA, J. F. Remains One - Strategy Search in Resolution. 2021. 101 p. Disserta-
cdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2021.

This dissertation is the result of a research on the game It remains One, which stopped
to solve the same; we sought strategies for resolution and new ways of playing it, which
became possibilities to overcome the challenges. The obtained result was a varied amount
of strategies for the realization; a theory based on congruences and many solutions to

the game.

Keywords: Remains One, Strategies of Resolution, Theory, Plays, Solutions.
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NO MUNDO DO RESTA UM - 0 JOGO

Jogos! Como seria a humanidade sem eles?

E notdrio, como ao decorrer de séculos, a humanidade busca meios para se livrar

do 6cio e do tédio, durante os longos dias de sua pobre existéncia terrestre.

Na ansia de encontrar meios para driblar a ociosidade, os seres humanos sao
capazes de reagir a inércia; achar o que fazer e criarem coisas (algumas delas perduram
por séculos) para ocupar o tempo. Surgem ideias mirabolantes, que ddo origem a projetos
e invengdes, que com certeza alavancam o progresso, a Ciéncia e modo como vivemos

neste pequeno Planeta, que chamamos de TERRA.

Algumas dessas ideias sdo tao criativas que originam distracdes e passatempos.
Perduram algum ldpso de tempo, podendo ser alguns momentos ou até mesmo séculos.

Em meio a essas idéias surgem os JOGOS.

Alguns deles criados para pessoas confrontarem outras; fazerem apostas; usurpar
de meios materiais e morais de outro individuo e até mesmo, para demonstracio de
riqueza e poder. Enfim, servem como meios para exibicionismos €, a0 mesmo tempo,

criarem conflitos. Em sua maioria sdo os chamados Jogos de Azar.

Mas existem ideias sensacionais, de pessoas providas de bom cardter, que visam
apenas o bem estar de toda a humanidade. Servem para brincar e se divertir, além do

aprimoramento do raciocinio e da melhoria da qualidade de vida de seus semelhantes. Es-
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ses sdo os casos dos Jogos Educativos. Utilizados no processo de ensino-aprendizagem
em muitas Unidades de Ensino, de acordo com os objetivos da Proposta Curricular
do Estado de Sao Paulo (PAULO, 2011) e também das adequagdes ao novo Curriculo
Paulista(PAULO, 2019), com mais ou com menos intensidade, dependendo do projeto

pedagdgico de cada uma.

Um caso (especial) refere-se aos jogos de tabuleiro. Aqui nos deteremos em um
deles, conhecido no mundo como PEG SOLITAIRE e no Brasil como RESTA UM. Um
jogo que foi "'febre'' na Europa no século XVII.

Educativo, divertido e viciante. Fascina adultos e criangas, pela facilidade de
compreensao na forma de jogar e ao mesmo tempo, pelo desafio do raciocinio, da
criatividade e da perseveranga nas resolucdes. Jogo este que mexe com a humanidade ha

alguns séculos.

“Peg solitaire (ou Solo Noble ) é um jogo de tabuleiro de Ma-
dagascar para um jogador envolvendo movimento de pinos em
uma mesa com buracos. Alguns conjuntos usam mirmores em
uma placa com indentagdes. O jogo € conhecido simplesmente
como Solitaire no Reino Unido, onde os jogos de cartas sdao
chamados de Paciéncia . E também referido como Brainvita
(especialmente na India ).

A primeira evidéncia do jogo pode ser rastreada até a corte
de Luis XIV, e a data especifica de 1687, com uma gravura
feita naquele ano por Claude Auguste Berey de Anne de Rohan-
Chabot , Princesa de Soubise, com o quebra-cabeca ao seu lado.
A edicdo de agosto de 1687 da revista literdria francesa Mercure
galant contém uma descri¢do do quadro, regras e exemplos de
problemas. Esta € a primeira referéncia impressa conhecida do
jogo ”.(ATTRIBUTION-SHAREALIKE, 2019)
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Figura 1 — A Princesa de Soubise jogando paciéncia - 1687

disponivel em <https://en.wikipedia.org/wiki/Peg-solitaire>, acesso em 24/01/2019

Existem relatos de que em uma carta escrita em 1716, Gottfried von Leibniz, o
fil6sofo e matematico alemao, exaltava as virtudes do jogo, por ser um passatempo que

viralizava na Europa daquela época.

Mas todo jogo quando criado, para que fique até mesmo mais interessante, é
sempre cercado de um certo mistério. Nao € diferente com o Resta Um. Quando questiona-
se sobre o seu surgimento, a maioria dos relatos sdo submetidos a uma histéria onde
conta-se que um nobre francé€s chamado PELLISON, para driblar o tédio e a solidao
que sentia, preso na solitdria da masmorra da Bastilha, tendo a seu dispor somente uma
versao fisica do jogo “RAPOSAS E GANSOS”, jogo este para ser disputado entre dois
jogadores, fez uma adaptacdo do mesmo para jogar sozinho. Surge-se assim, o Resta
Um.

H4 muitas semelhangas entre os dois jogos. A ideia de um suporte fisico, pegas,
a forma de jogar e principalmente o fato de sobrar apenas uma peca final. No “RAPOSAS
E GANSOS”, feito para jogar em dupla, a inten¢do dos jogadores € que um drible o outro
para que possa ganhar o jogo. O “Raposa” deve comer as pecas “Gansos” e terminar
como peca Unica. J4 os “Gansos” possuem como referéncia principal, o bloqueio dos

caminhos do “Raposa” para que este ndo consiga mais evoluir e assim, ganharem o jogo.

Percebe-se uma semelhanga de ideias na concepc¢ao dos dois jogos. No Resta
Um, aparentemente uma adptagdo, todas as pecas sao raposas e também gansos. O
objetivo é o mesmo: reinar absoluto no final da partida, ou ndo permitir que a partida

termine e, assim, o jogo nao apresente solucao.


 https://en.wikipedia.org/wiki/Peg-solitaire
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O leitor poderd, a seu critério, utilizar as dicas dadas em (ATTRIBUTION-
SHAREALIKE, 2019) e realizar uma interessante viagem aos tempos da Civilizag&o
Francesa do século XVII, conhecendo o modo de vida daquela época e compreendendo

melhor os fatos relatados acima.

Facamos agora um pequeno "tour"pelos dias atuais deste incrivel desafio. Um

jogo, mundialmente conhecido como Peg Solitaire. No Brasil: Resta Um.

Envolvente, Desafiador e Motivador. Criado para corresponder aos anseios de um
unico jogador solitdrio. Possibilidades de jogadas e estratégias, que motivam milhares
de pessoas ao redor do planeta Terra. Um divertimento cldssico que possui o poder de
envolver e agrupar toda a familia, proporcionando momentos de inclus@o e convivéncia

dos membros; algo um pouco esquecido na realidade contemporanea.

Para a realizacdo do estudo proposto neste trabalho, torna-se necessario integrar-

mos alguns conceitos a0 mesmo. Entdo, definimos:

Base: objeto fisico que serve de plataforma ou suporte para a alocagdo dos com-
ponentes moveis (pecas), que podem ser pinos, bolas, pedras ou outros materiais,

necessarios para a realiza¢do do jogo;

Configuracao: disposicao inicial das pecas sobre a base;

Tabuleiro: cada n -ésima etapa percorrida do jogo, juntamente com a disposicao
das pecas;

Jogo: sucessdo de tabuleiros obtidos nas n etapas percorridas.

Observacao: Neste trabalho usaremos a palavra pino(s) para referirmo-nos a
peca(s) do jogo. Também, para melhor compreensao do mesmo, usaremos ilustragoes
construidas com o pacote Tikzpicture, auxiliado pelo trabalho de Lana Mara R. dos
Santos.(SANTOS, 2016)

O jogo, no modelo cléssico, apresenta 33 posi¢des ocupdveis (casas) e 32 pinos.
Deixa-se vazia uma das posicdes na configuragio ! inicial para dar inicio ao jogo, que

tem como objetivo principal, deixar sobrar apenas um pino no tabuleiro 2 final.

1
2

forma como sdo colocados os pinos na base para inicio do jogo
etapa final do jogo juntamente com o pino restante
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Q00
Q00
Q900090000
~ N N NON- N* N*
Q9009009000
Q09
Q00

Figura 2 — Configura¢do Tradicional

Fonte: Elaborada pelo autor.

Joga-se solitariamente nesta configuracdo obedecendo as seguintes regras:

. Pular sobre o pino vizinho, ocupando a posicao vazia proxima;

. E proibido pular sobre mais de um pino;

. E proibido pular sobre uma ou mais posi¢des vazias;

. Os movimentos sdo permitidos somente nos sentidos horizontal e/ou vertical;
. Nao é permitido mover os pinos no sentido diagonal;

. O pino pulado € "comido" e retirado do jogo;

. Se houver a possibilidade de pular mais de um pino em sequéncia, conta-se uma

mesma jogada.

. Ganha-se o jogo, restando apenas um pino no tabuleiro final.
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ONOR®)
ONOR®)
O0O00000O0
ONONON" RONONO,
OO00000O0
ONOR®)
ONOR®)

Figura 3 — Objetivo Inicial

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir sdo apresentadas as principais configuracdes do jogo ao redor do mundo.

e CONFIGURACAO INGLESA

Também chamado de configuragdo padrao ou tradicional. E constituida por 33
posi¢des fisicamente ocupdveis, dispostas simetricamente em uma base com forma

de cruz e 32 pinos.

066
0066
00660
N "HON
0066
€66
©6 6

Figura 4 — Configuragdo Inglesa

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e CONFIGURACAO ALEMA

Uma base composta por 45 posicoes (dispostas em uma base com forma de cruz

simética, com 5 quadrados 3x3) e 44 pinos.

Q99
Q99
Q99
QP90 9000
QP9900C9000
QP090099000
Q909
Q909
Q99

Figura 5 — Configuracao Alema

Fonte: Elaborada pelo autor.

e CONFIGURACAO ASSIMETRICA Possui 39 posicdes (dispostas em um tabu-
leiro com forma de cruz assimétrica, com 3 quadrados 3x3 e 2 retdngulos 2x3) e

38 pinos, conforme mostrado na figura a seguir.

QP9

-~ - N

Q09
Q9909090000
N - NON* N* N N*
Q990090000

QP9

QP9

Figura 6 — Configuracdo Assimétrica

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e CONFIGURACAO DIAMANTE

Composta por 41 posicdes, dispostas de forma simetrica em uma base losangular,

com 40 pinos, conforme figura a seguir:

o
Q99
QP00 9
QP00
QP90 0P00Q
QP900090
QP09
Q909
o

Figura 7 — Configuragdo Diamante

Fonte: Elaborada pelo autor.

e CONFIGURACAO FRANCESA - Formada por 37 posi¢des, dipostas de forma
simétrica, em uma base de forma hexagonal com 36 pinos, conforme figura a

seguir:

Q99
QP00 09
QP900090
QP90 0
QP900090
QP00 0
Q99

Figura 8 — Configuragao Francesa

Fonte: Elaborada pelo autor.
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H4 outras configuragdes que ndo foram explicitadas neste trabalho. Além disso,
€ possivel utilizar apenas parte do jogo e criar desafios, da maneira e na quantidade de
pinos que o jogador desejar. A resolugdo desses desafios, com certeza conduzird o leitor

(jogador) a solugdao completa do jogo.

Como foco principal deste trabalho, atentaremo-nos a configuracao padrao,
composta de 33 posicdes fisicamente ocupaveis e 32 pinos, em cujo desenvolvimento
e possibilidades de resolugao, originam-se jogadas e pensamentos estratégicos. Cada
jogador, em seu intimo, busca sempre e cada vez mais, maneiras eficientes de se chegar
ao resultado esperado. Durante a execu¢do do jogo sdo realizadas muitas tentativas
de obtencao de sucesso. Nessas tentativas surgem também muitos erros, que por vias

tortuosas, tornam-se solugdes para o jogo.

No Brasil, a maioria das bases (com respectivos pinos) sdo acompanhados de um
manual, na qual sdo explicadas as regras acima e apresentam uma classificagdo para o

jogador, sendo:

1. Sobram 6 pinos: Muito Mal. (Vocé estd comegando a entender como funciona a

brincadeira, mas precisa melhorar muito);
2. Sobram 5 pinos: Mal. (Vocé precisa persistir nas melhorias);

3. Sobram 4 pinos: Regular. (Vocé provavelmente ja compreende bem as regras do

jogo, mas ainda € possivel melhorar);

4. Sobram 3 pinos: Bom. (Agora vocé ja se encontra em nivel satisfatério de entendi-

mento, raciocinio e com naturalidade conseguird vencer o desafio principal);

5. Sobram 2 pinos: Muito Bom. (Vocé é um(a) jogador(a) 6timo(a); esta quase 14;

nao desista!);

6. Sobra 1 pinos: Otimo. Vocé é excelente, Parabéns! (Conseguiu chegar ao ojetivo

inicialmente proposto, ou seja, Ganhou o Jogo.)

Mas, e agora? Consegue criar os seus desafios? Consegue resolve-los?

A pergunta principal em rela¢do ao jogo é: '""Existe sempre solucao''?
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Cabe ao leitor a interpretacdo do que seria solug¢do. A proposi¢do de um desafio
e o modo estratégico para resolvé-lo, com certeza é uma solugdo para o jogo. Entao,

Vamos la! Coragem e boa diversao.

Uma observacdo importante € que os erros cometidos geram ideias interessantes
(desafios) e empolgam o jogador na busca de solucdes para o jogo. Algumas dessas
solucdes serdo apresentadas no préximo capitulo, incluindo uma série de esquemas
(maneiras de fazer as jogadas) encontrados por alunos em sala de aula e também pelo
autor do trabalho, como motivacdo e insercdo do leitor(a) no mundo das ideias do RESTA
UM.
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2

NA SALA DE AULA

Neste capitulo analisamos a situag@o onde a tarefa era: uma atividade pratica com
0 jogo Resta Um em uma Unidade Escolar, com o objetivo de desenvolver e descrever

estratégias de resolu¢do do mesmo.

Para a introdugdo do trabalho foi feito o convite para uma turma de alunos de 8°

ano.

2.1 Apresentacao aos alunos

Escolheu-se uma turma do 8° ano do Ensino Fundamental Piiblico (turma de
2018) da Escola Estadual "Anselmo Bispo dos Santos", para com eles buscar a implanta-

c¢do e o desenvolvimento projeto: '"Resta Um - Busca de Estratégias de Resolucgoes''.

O professor inicialmente falou sobre o objetivo do trabalho e de como o jogo
poderia mudar a rotina da sala, incrementando as aulas, trazendo diversdo, melhora do

raciocinio légico e consequentemente, aprendizado.

Feito (e aceito) o convite, o professor deixou alguns dias para que os alunos
pensassem sobre 0 assunto. Ao mesmo tempo criou-se nos mesmos uma expectativa
quanto ao que estaria por vir. Ficaram empolgados num primeiro momento. Com o
decorrer das aulas passaram a demonstrar inquietude, fobia e descrédito em tudo o que
foi dito.
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O descrito no pardgrafo anterior deve-se ao fato dos alunos da escola publica nao
darem créditos ao que € dito em sala de aula. Precisam de provas materiais e imediatas
que terdo algum resultado. A desvalorizac@o dos professores e a falta de aperfeicoamento
profissional contribuem para a falta de credibilidade. Também hé o fato de muitos alunos
ndo gostarem e ndo estarem dispostos a estudos aprofundados, principalmente sobre

matematica. Se for necessario estudar entao ha o desmotivo imediato.

Na introdug¢ao do trabalho, foi apresentada aos alunos uma versao eletronica do
jogo (baixada da internet ou pré-instalada nos equipamentos), instalada pelos alunos em
seus aparelhos celulares. Combinou-se com os mesmos que nao haveria copia de internet.
Deveriam fazer a pesquisa sem a influéncia de resultados prontos. Fariam tentativas,
com erros e acertos, durante as aulas, buscando solucionar o jogo. As regras foram

apresentadas. Os alunos brincaram e pesquisaram maneiras de encontrar solucdes.

Durante a realizac@o das primeiras jogadas, os alunos demonstraram nervosismo
e pouca compreensdo do que se estava buscando fazer. Foram necessdrias muitas ex-
plicacdes e muita paciéncia para com 0s mesmos, sempre com o intuito de nao gerar

desmotivacao.

Na 2? semana de desenvolvimento do projeto, foi apresentado aos alunos a versao
fisica do jogo. Dai em diante, ja conseguiram realizar jogadas de maneira natural e
clara. Divertiram-se com os erros € com os esquemas que apareceram. Comecaram a
sobrar algumas pecas no tabuleiro final que formavam desenhos, os quais, eles acharam
engracados. Ficaram mais inspirados com os resultados que surgiram e passaram, com o

estimulo do professor, a tentar organizar jogadas futuras.
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Figura 9 — Alunos da E.E." Anselmo Bispo dos Santos".

De maneira natural, surgiram solucdes diversas para o jogo. Alguns alunos
divertiram-se buscando maneiras de nao mais ser possivel mover as pegas, ou como
disseram em sala, "travar o jogo". Outros comecaram a organizar o pensamento ha busca
de encontrar solucdes organizadas e criativas. Nasceram, assim, os primeiros resultados
claros e concisos. Jogadas pensadas e trabalhadas, de maneira otimizada, sempre em

direcdo a solucdo do desafio proposto.

Figura 10 — Alunos da E.E."Anselmo Bispo dos Santos".

Na préxima sec@o s@o elencados algumas possiblidades ("esquemas") para a

realizagdo do jogo.
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2.2 Estratégias desenvolvidas em sala de aula

1

A "maneira'"’' encontrada pela turma, foi numerar a configuracdo inicial e

construir tabelas para ilustrar as jogadas realizadas em cada etapa.

®© ® e

® @ @
SNCEONESNONONG)
®eO®O0 6 e
® 66066 e

® @ ©®

ONCNE

Figura 11 — Configuracdo Numerada

Guiados pelo objetivo, nas experimentagdes iniciais, nem todos conseguiram
chegar as solucdes, mas aqueles que perseveraram, conseguiram eventualmente alcanca-
las. Para que ndo ocorra dividas nas interpretacdes das sequéncias de jogadas, leia-se
""Da Casa'', o pino alocado na posi¢@o que origina a jogada e ''Para Casa'', a posicao

de destino final do pino em questao.

e Jogo I - O objetivo aqui € jogar com a configuracdo inicial (posicdo central vazia),
retirar o minimo possivel de pinos e terminar em um tabuleiro onde nio haja
continuidade no mesmo. Para isto, movem-se 6 pinos, totalizando 6 etapas. Sobra
um tabuleiro com 26 pinos e ndo € possivel mover mais nenhum deles, deixando o

jogo sem continuidade, conforme o esquema a seguir:

ideia mais rdpida que surgiu no inicio das discussdes e que foi totalmente aceita por todos 0s
alunos participantes
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Etapa (n) 1 2 3 4 5 6
Da Casa (n°) 5124132 |15]18 |20
ParaCasa(n®) | 17 | 10 | 24 | 17 | 16 | 18

Tabela 1 — Solucdo 1

-~ -

- -
Q99090000
* N N NON* N* N+
Q99090000

- -

- N

-~ N

* NON* )
Q9909009000
"~ NON* NON* BONED
Q9909009000

Q® @

QO

Figura 12 — Restam 26 - Solucao encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-

2019

Fonte: Elaborada pelo autor.

Este jogo deverd ser interpretado da seguinte forma:

Etapa 1 - Mudar o pino da casa 5 para a casa 17.

- -

- N
Q99090000
* N N NON* N* N+
Q99090000

-~ N

- -

- -

* NON* )
- N NON- N* N+
Q9909009000
Q9909009000

- N

- -
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Etapa 2 - Mudar o pino da casa 24 para a casa 10.

-~ N

* NON* )
- N NON* N* N+
Q99090000
Q9909009000

- N

- N

Etapa 3 - Mudar o pino da casa 32 para a casa 24.

©0 0
€60
00006660
N - NENON N
0006660
€60
€00

Etapa 4 - Mudar o pino da casa 15 para a casa 17.

- -

* NON* )
Q9909009000
- N N NON* N+ N+
* I~ I~ JDN~ N+ N+

- -

- -

- -

"~ NON* )
Q990090000
* N N NON* N* N+
Q9900000

Q® @

* JONJ

- N

"~ NON* )
Q9909009000
" NONON* N* N* N*
Q9909009000

Q® @

* JON
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Etapa 5 - Mudar o pino da casa 18 para a casa 16.

- N

"~ NON* )
Q99090000
" NONON* N* N* N+
Q99090000

Q® @

* JON

©0 0
NN
00006660
ONON “NON *NON *
00020600
€60
©0 0

Etapa 6 - Mudar o pino da casa 20 para a casa 18.

- N

"~ NON*
Q99090000
" NON* BORON" N*
Q9909009000

Q®

QP

- -
"~ NON* )
Q99090000
"~ NON* NON* BOND
Q99090000
Q® @
* JON )

As ilustracdes seguintes do trabalho devem ser interpretadas da mesma forma.

e Jogo 2

Com o objetivo de restar 15 pinos no tabuleiro final, inicia - se com a posi¢ao

central (17) vazia e com 16 etapas chega-se a sobra desejada.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6

7

8

9 10 | 11 12 ] 13 [ 14 | 15 | 16 | 17

Da Casa (n°) 29 | 10 8 5 24 | 11

22

25

15| 18 | 27 | 30 | 19 | 17 | 13 6 14

ParaCasa(n®) | 17 | 24 | 10 | 17 | 10 9

2

23

17 | 16 | 25 | 18 | 17 | 15 | 11 | 18 | 16

Tabela 2 — Solucdo 2
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Q090
" NONO,
"~ NON* NORORCN®
CRON" NON* NON* )
QP ®» B ®
Q®®
Q090

Figura 13 — Restam 15 - Solu¢do dada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos- 2019

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 3 - Aqui, o objetivo € a retirada de 22 pinos e terminar em um tabuleiro com

apenas 10 pinos, nas posi¢des 7,8,9,10,11,12,13,28,30,32. A solucao encontrada

consiste em iniciar 0 jogo com a posi¢do central (17) vazia e com 22 etapas

realizadas chega-se ao objetivo.

Etapa (n) 1 2 3

5 6 7 8 9 | 10 | 11

Da Casa (n°) 15| 4 6

3 116 28 | 17 | 14 | 21

—

ParaCasa(n®) | 17 | 16 | 4

\O| =—| &

1 4 9 | 16 | 15 | 16 | 23

Etapa (n) 12 | 13 | 14

15

16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

Da Casa (n°) 16 | 29 | 18

31

16 | 26 | 33 | 24 | 20 | 27 | 18

ParaCasa(n®) | 28 | 17 | 16

23

28 | 24 | 25|26 | 18 | 25 | 30

Tabela 3 — Solugdo 3

000
060
0060660
0006660
060
000

ONONO
ONONO
Q990090000
ONORCRONOROND
) @ @ @ ® 9 @
Q® @
® @ ®

Figura 14 — Restam 10 - Solugéo proposta pelo autor

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e Jogo 4 - O objetivo neste 4° jogo consiste em deixar apenas 9 pinos no tabuleiro
final. A solucdo aqui apresentada consiste em: deixar vazia a posi¢ao central e com

as 23 etapas realizadas terminar com 9 pinos.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
Da Casa (n°) 19 6 4 3 1 18 3 16 | 28 | 15 | 21 | 30
Para Casa (n°) 17 18 6 11 3 6 11 18 16 | 17 | 23 | 28

Etapa (n) 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Da Casa (n°) 18 | 23 [ 10 | 25 | 28 | 27 | 30 | 11 9 13 7
ParaCasa(n®) | 30 | 25 | 24 | 23 | 16 | 25 | 18 | 25 | 23 | 11 9

Tabela 4 — Solucao 4

-~ N

= -
Q9909009000 @
* N N NON- N* N+ o
Q99090000 @

-~ N

- - Q99

Figura 15 — Restam 9 - Solu¢do encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2019

®
®

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 5 - Ainda neste jogo, o objetivo €, também, terminar com 9 pinos, porém, em
um tabuleiro com os pinos restantes nas posi¢des 7,8,9,10,11,12,13,23,25. Uma
solucdo encontrada foi iniciar-se com a posi¢ao central (17) vazia e apds 23 etapas,

restam 9 pinos, num desenho bem interessante, conforme o objetivo proposto.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Da Casa (n°) 19 6 4 3 1 18 3 16 | 14 | 29 | 17 | 20
Para Casa(n®) | 17 | 18 6 11 3 6 11 18|16 | 17 | 19 | 18

Etapa (n) 13 14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
Da Casa (n°) 22 | 31 | 24 |21 | 33 | 16 | 31 | 25 | 27 | 18 | 33
ParaCasa(n®) | 24 | 23 | 22 | 23 | 31 | 28 | 23 | 33 | 25 | 30 | 25

Tabela 5 — Solugdo 5
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* ONONO
o ONONO)
- N Q9909009000
Q09 CHORONONCRONED
-~ 2@ ®»@®»
- -
- - ® @ @

Figura 16 — Restam 9 - Solu¢do encontrada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2019

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos proximos 3 jogos, que diferenciam-se quanto ao nimero de etapas e/ou a
posic¢do inicial vazia, € possivel , apds os passos dados, cumprir o objetivo de

chegar-se ao resto de 7 pinos.
e Jogo 6
Este 6° jogo, com o objetivo de restarem 7 pinos, foi pensado da seguinte forma:

deixa-se vazia a posi¢do 18 e com as 25 etapas a serem realizadas deixa-se uma

sobra de 7 pinos.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 1T | 12 | 13
Da Casa (n°) 30 (11| 3 |1 20|17 | 15| 4 | 11| 8 | 17 | 14 | 23 | 10
ParaCasa(n®) | 18 [ 25 | I1 [ 18 | 19 |17 [ 16| 9 | 10| 15| 16 | 9 8

Etapa (n) 141516 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Da Casa (n°) 7132 |21 2629|1012 | 9 | 24| 27 | 28
ParaCasa(m®) | 9 | Il [ 10 |23 |12 | 17 [ 24 | 10 | 11 | 26 | 25| 16

Tabela 6 — Solugdo 6
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-~ -

- N
Q99090000
- - - N ON- N
Q9909009000

- N~

- - -~ N

Figura 17 — Restam 7 - Soluc¢éo encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018

® ® 6

® @ ®
CNGN *NONON *)
®®6 66 -
ON “NON *RON®

® @ ®

® e 6

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 7 - Continuando com 0 mesmo objetivo, buscou terminar o jogo com 7 pinos,
porém, num tabuleiro diferente do anterior. A solu¢do encontrada foi iniciar-se com

a posicao central vazia, percorrer as 25 etapas necessarias e concluir o objetivo.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 | 11 12 13
Da Casa (n°) 19 6 4 3 1 18 3 16 | 28 | 21 15 17 | 20
Para Casa (n°) 17 18 6 11 3 6 11 18 16 23 17 19 18
Etapa (n) 14 15 16 17 18 19 [ 20 | 21 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Da Casa (n°) 30 | 28 | 25 16 | 31 33 | 27 18 7 9 11 13
Para Casa (n°) | 28 16 | 23 | 28 | 23 | 31 25 | 30 | 21 7 9 11

Tabela 7 — Solugdo 7

- N
Q09
Q99090000
- - N NON* N* N* )
Q9909009000
- - N
- N

Figura 18 — Restam 7 - Proposto pelo autor

®©®® 0

® @ ®
 “HON *NON *NONC
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BN *NONON *NON®

® ® ©®

® 6® 6

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e Jogo 8

Neste jogo o objetivo também € terminar com 7 pinos, dispostos de forma simétrica
(posicdes 9,11,23,25,31,32,33) no tabuleiro final. A solucio encontrada foi iniciar-

se com a posicao central vazia e com 25 etapas concluir o objetivo.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13
Da Casa (n°) 19| 6 4 3 1 18 | 3 16 | 28 | 15 | 25 | 22 | 27
Para Casa(n®) | 17 | 18 6 11 3 6 11 | 18 | 16 | 17 | 23 | 24 | 25

Etapa (n) 1411516 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Da Casa (n°) 25 (30 | 28 | 17 | 12 | 13 | 27| 9 7 21|10 | 7
ParaCasa(n®) | 23 | 28 | 16 | 19 | 26 | 27 | 25 | 23 | 9 7 8 9

Tabela 8 — Solucdo 8

ONONO
ONONO
9O ON* BON* RENE
9O ORONOCRONOROND
0 2@ ®»®@ ®a
= -
- - -

Figura 19 — Restam 7 - Solu¢do encontrada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2019

@
@

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir sdo apresentados mais dois esquemas. Variam-se o numero de etapas

sendo possivel deixar apenas 6 pinos no tabuleiro final.

e Jogo 9

Agora, o objetivo é deixar apenas 6 pinos restantes (posi¢coes 1,11,13,16,27,30).
A solucdo encontrada foi jogar inicialmente com 32 pinos; a posi¢ao central fica

vazia e sdo realizadas 26 etapas, chegando-se ao objetivo proposto.
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Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13
Da Casa (n°) 19 | 16 | 28 | 21 16 | 14 | 31 | 33 | 16 | 31 | 30 | 28 | 25
ParaCasa(n®) | 17 | 18 | 16 | 23 [ 28 | 16 | 23 | 31 [ 28 [ 23 | 28 | 16 | 23

Etapa (n) 14 (15116 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Da Casa (n°) 27 | 13 | 11 | 9 7 2 |10 ] 3 121 9 [ 23] 4 | 18
ParaCasa(n®) | 25 | 27 | 13 | 11 9 10 | 12 | 11 | 10 | 11 9 16 | 30

Tabela 9 — Solucédo 9

Q909

- -
Q9909009000
* N N NON* N* N+
Q99090000

- N

- N B ® @

Figura 20 — Restam 6 - Soluc¢do encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018
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Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 10

Jogo com objetivo de deixar-se 6 pinos, de forma simétrica no tabuleiro final
(posicoes 1,3,16,18,31,33). A solugdo foi jogar incialmente com 32 pinos; posi¢do

central vazia e 26 etapas alcan¢ando-se o objetivo proposto.

[ee]
]
—
o

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 11 12 | 13
Da Casa (n°) 2| 10| 8 | 22 10 12 9 |26 ] 12 ] 25
ParaCasa(n®) | 17 | 24 | 10 8 9 7 8 9 10 | 11 | 12 | 10 | 11

~
\]
~

Etapa (n) 141516 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Da Casa (n°) 10 13 (27 |33 |23 (31| 2 | 10|13 | 4 | 25|23 | 6
ParaCasa(m®) | 12 | 11 | 13 [ 25| 9 |33 | 10| 12 | 11 | 16 | 23 | 31 | I8

Tabela 10 — Solucdo 10
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* NON*
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Figura 21 — Restam 6 - Solu¢do encontrada por duas alunas da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018

Fonte: Elaborada pelo autor.

Existe ainda a possilidade de variar novamente o nimero de jogadas e chegar ao

resultado de 5 pinos restantes, conforme esquemas a seguir:

e Jogo 11

Para cumprir-se o objetivo foi necessdrio inicar o jogo com 32 pinos; posi¢ao
central vazia e 27 etapas necessdrias para o cumprimento do objetivo inicial. A

disposig¢do final dos pinos fica de forma assimétrica.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
Da Casa (n°) 19 130 (27 | 13 | 17 | 12 | 28 | 30 | 27 | 18 | 33 | 16 | 31 | 4
ParaCasa(n®) | 17 | 18 [ 25 |27 | 19 | 26 | 30 | 18 | 25 | 30 | 25 | 28 | 23 | 16

Etapa (n) 15716 (17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Da Casa (n°) 11 ] 3 2 |16 | 1 14 |24 (10| 8 |23 (10| 7 | 21
ParaCasa(n®) | 9 | 11 | 10 | 4 9 |16 | 26 | 12 | 10 | 9 8 9 | 23

Tabela 11 — Solugéo 11




2.2. Estratégias desenvolvidas em sala de aula 47

-~ - ONONO

- N ONOGNO)
Q99090000 ONON" NORON" B®
N N NON- N N~ CHORONONCRONED
Q9909009000 DEON* NORON* W)

- N~

- - » @ ®

Figura 22 — Restam 5 - Soluc¢éo encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 12 - Neste jogo, o objetivo € terminar com 5 pinos, porém, de forma SIME-
TRICA. A solugdo encontrada € iniciar-se com 32 pinos; posi¢ao S vazia e 27 etapas

necessdrias para atingir o objetivo proposto.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14
Da Casa (n°) 17 | 12 | 19 3 1 4 6 25 | 27 | 13 | 30 | 18 3 28
Para Casa (n°) 5 10 | 17 | 11 3 6 18 | 11 | 25 | 27 | 18 6 11 | 30
Etapa (n) 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Da Casa (n°) 23 1 10 | 24 | 27 | 30 | 12 | 21 | 16 | 14 9 7 28 9
ParaCasa(n®) | 25 | 24 | 26 | 25 | 18 | 26 | 23 | 28 | 16 | 23 9 16 | 23

Tabela 12 — Solugdo 12

-~ - ONONO
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Figura 23 — Restam 5 - Proposto pelo autor

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e Jogo 13 - Este 13° jogo possui o objetivo incial de restarem 4 pinos (posi¢des
11,23,25,27). A solucao encontrada foi iniciar-se com a posicao 11 vazia; realizar-

se 28 etapas e terminar-se com 4 pinos, cumprindo o objetivo.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10| 11 |12 ] 13 | 14
Da Casa (n°) 3 1 16 | 17 7 14 | 12 |1 19 | 30 | 27 | 13 3 4
Para Casa (n°) | 11 3 6 4 5 9 16 | 10 | 17 | 18 | 25 | 27 | 11 6

~

Etapa (n) 15116 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Da Casa (n°) 28 16 | 21 | 18 | 6 9 |23 25|33 31|28 | 9 |18 |33
ParaCasa(n®) | 30 | 28 [ 23 | 16 | 18 | 11 | 9 [ 23 |25 |33 [ 16 |23 |30 | 25

Tabela 13 — Solucdo 13
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Figura 24 — Restam 4 - Solu¢do encontrada por duas alunas da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018
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Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 14 - Este 14° jogo também possui o objetivo de restar 4 pinos, porém, de
forma simétrica, no centro do tabuleiro (posicdes 9,11,23,25). Para isto, inicia-se
com a posi¢do 17 vazia. Realizando-se 28 etapas, conforme esquema a seguir,

obtem-se também 4 pinos restantes, de acordo com o objetivo proposto.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14
Da Casa (n°) 15 4 6 18 | 17 | 13 | 27 | 26 | 12 3 10 | 13 7 21
ParaCasa(m®) | 17 | 16 | 4 6 5 11 13 71210 | 11 | 12 | 11 9 7
Etapa (n) 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Da Casa (n°) 2 10 7 23 | 31 | 24 | 21 | 33 | 16 | 31 | 30 | 28 9 1
Para Casa (n°) | 10 8 9 21 |23 | 22 | 23 | 31 | 28 | 23 | 28 | 16 | 23 9

Tabela 14 — Solugao 14
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Figura 25 — Restam 4 -Solucao encontrada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguem agora mais 4 jogos, cujo objetivo € restarem apenas 3 pinos no tabuleiro
final, diferenciando-se cada um deles pelo ndmero de etapas e/ou pela posi¢ao

deixada inicialmente vazia.

e Jogo 15

Configuracio inicial com a posic¢do 17 vazia; realizam-se 29 etapas e deixam-se 3

pinos restantes, de acordo com objetivo inicial:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
Da Casa (n°) 15 | 18 5 17 | 12 3 10 | 13 | 20 | 18 1 3 4 23 | 25
ParaCasa(m®) | 17 | 16 | 17 | 15 | 10 | 11 12 | 11 18 6 3 11 16 9 23
Etapa (n) 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Da Casa (n°) 27 | 30 | 28 | 33 | 31 | 18 | 22 | 33 | 25 8 14 | 23 | 10 7
ParaCasa(n®) | 25 | 18 | 30 | 25 | 33 | 30 | 24 | 25 | 23 | 10 | 16 9 8 9

Tabela 15 — Solugéo 15
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ONONO,

© ® ©
ONON" NON* NON®
ORORORORORONED
Q2B ®»®®

@) @ @&

Figura 26 — Restam 3 - Solucéo encontrada por duas alunas da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-

2018

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 16 - Permanece o objetivo de restarem 3 pinos, porém, ndo centralizados. A

solucdo (particular) encontrada foi deixar vazia, inicialmente, a posi¢aol7 (central)

e realizar 29 etapas, sendo possivel restar 3 pinos (posicdes 5,9,11).

Etapa (n) 1 2 3 4 5

6

7

8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15

Da Casa (n°) 29 | 22 8 21 | 24

7

21

10 1 3 8 1 17 | 28

ParaCasa(n®) | 17 | 24 | 22 | 23 | 22

21

23

6
281 9 1 4 10 9 15 | 16

Etapa (n) 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21

22

23 1 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

Da Casa (n°) 26 | 33 | 31 | 18 | 33

24

27

20 | 18 | 13 6 15| 17 | 25

ParaCasa(n®) | 24 | 25 | 33 | 30 | 25

26

25

18 6 11 18 | 17 | 5 11

Tabela 16 — Solugéo 16
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Figura 27 — Restam 3 - Solu¢do encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-

2018

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e Jogo 17

Aqui, persiste o objetivo do jogo anterior, porém, com 3 pinos centralizados
(posicoes 10,23,25) no tabuleiro final. Opta-se por deixar vazia a posi¢ao 17
(central) e realizando-se 29 etapas, forma-se um tridngulo isdsceles no centro do

tabuleiro, conforme mostrado a seguir:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Da Casa (n°) 19 130 | 27 | 18 | 33 | 24 | 13 | 27 | 28 | 30 | 31 | 11 | 3 4 6
ParaCasa(n®) | 17 | 18 | 25 [ 30 | 25 | 26 | 27 [ 25 |30 | 18 [ 33 |25 | Il | 6 | 18

Etapa (n) 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Da Casa (n°) 181 1 |33 9 |16]18] 3 [22| 8 |21 7 [24|21 |12
ParaCasa(n®) | 30 | 3 [ 25| 11 | 18 | 6 | Il |24 | 22 |23 |21 |22 |23 |10

Tabela 17 — Solugado 17
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Figura 28 — Restam 3 - Solugéo encontrada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018
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Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 18

No 18° jogo, o objetivo é deixar 3 pinos restantes (casas 18,23,30). O interessante
aqui € a op¢ao de iniciar o jogo com a posicdo 27 vazia, deixando-se imdveis
(protegidos) nos tabuleiros, os pinos de n® 17 e n°® 25. Na 22? etapa, salta-se
("come-se") sobre o pino da posi¢do 25 e na tdltima etapa (25%) salta-se sobre o

pino da posi¢do 17, deixando o tabuleiro final de acordo com o objetivo proposto.
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Etapa (n) 1 2 3|4 [5]6|7]8[9 |10|11]12]13
Da Casa (n°) 131111 3 18 | 3 4 6 |26 13|16 7 |28
ParaCasa(n®) | 27 | 13 | 11 | 3 6 |11 ] 6 8 [ 12 |11 | 4 9 |16

[u—

Etapa (n) 1411516 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
DaCasa(n®) |21 |16 |31 |30 |28 | 9 |11 | 4 | 24|27 |18 | 16
ParaCasa(n®) | 23 | 28 |23 [ 28 | 16 |23 | 9 | 16 |26 |25 | 30 | 18

Tabela 18 — Solucdo 18
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Figura 29 — Restam 3 - Proposto pelo autor

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 19

O objetivo aqui ainda é deixarem 3 pinos (casas 8,11,21). A solu¢do encontrada
foi iniciar-se o0 jogo com a posi¢do 27 vazia. Deixam-se iméveis os pinos n° 17,
n° 25 e n°® 26 (esses pinos ficam protegidos durante o jogo). Eles participam das
jogadas apenas nas etapas finais. Sao necessarias 29 etapas e o tabuleiro final fica

conforme o esquema a seguir, cumprindo-se assim, o objetivo proposto:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Da Casa (n°) 13 | 18 | 27 6 13 | 18 9 6 4 3 1 18 3 23 8
Para Casa (n®) | 27 | 20 13 18 11 6 11 18 6 11 3 6 11 9 10

Etapa (n) 16 17 18 19 20 | 21 22 23 24 | 25 26 27 28 29 30
Da Casa (n°) 22 7 21 | 31 | 30 |24 | 33 |31 |10 | 7 23 |1 26 | 24 | 10
Para Casa (n°) 8 9 7 23 |1 28 | 22 | 31 | 23 8 9 21 | 24 | 10 8

Tabela 19 — Solugao 19
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Figura 30 — Restam 3 - Proposto pelo autor
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Fonte: Elaborada pelo autor.
e Jogo 20 - Neste 20° jogo, o objetivo € terminar com 2 pinos centralizados. A
solucdo (particular) foi iniciar com a posi¢do central 17 vazia. Perfazer 30 etapas e

deixar 2 pinos no centro (posi¢des 16,18) do mesmo, conforme esquema a seguir:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
Da Casa (n°) 5 12 3 10 8 17 2 1 10 | 13 7 18 | 16 | 20 | 14
Para Casa (n°) 17 10 11 12 10 5 10 9 8 11 9 6 4 18 16

Etapa (n) 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Da Casa (n°) 25 | 23 6 4 27 | 21 | 24 | 31 | 22 | 25 | 16 | 33 | 31 | 30 | 28
Para Casa (n®) | 11 9 18 | 16 | 25 | 23 | 22 | 23 | 24 | 23 | 28 | 31 | 23 | 28 | 16

Tabela 20 — Solucdo 20
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Figura 31 — Restam 2 - Soluc¢do encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por fim, passemos aos jogos mais interessantes de todo este trabalho. Sdo aqueles
nos quais € possivel '"ganhar o jogo'', no sentido mais amplo, como definido nas
regras, ou seja, deixar apenas 1 pino restante no tabuleiro final, consagrando-se
assim o nome, RESTA UM.

e Jogo 21 - Objetiva-se deixar um pino no centro do tabuleiro final. Joga-se ini-
cialmente com 32 pinos. Deixa-se vazia a posi¢do central (N° 17). Realizam-se
31 etapas e termina-se 0 Jogo, com o ultimo pino exatamente na posicao central,

conforme mostrado a seguir:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 29 | 26 | 33 | 31 | 18 | 33 6 13 | 27 | 10 | 13 8 1 3 16 1
ParaCasa(n®) | 17 | 24 | 25 [ 33 [ 30 |25 | 18 | 11 | 13 | 12 | 11 | 10 | 9 1 4 9

Etapa (n) 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 28 | 21 7 24 121 |16 | 18 | 9 | 28 | 10 | 12 | 26 | 15 | 24 | 5
ParaCasa(n®) | 16 | 23 | 21 | 22 [ 23 | 28 | 16 | 23 | 16 | 12 | 26 | 24 | 17 | 10 | 17

Tabela 21 — Solugdo 21

Este 21° jogo serd detalhado por tratar-se de uma solu¢@o vencedora. Da mesma

forma que no jogo 1 basta seguir as etapas conforme a ilustragao.

Etapa 1 - Da casa 29 para a casa 17.
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Figura 32 — Resta Um - Solu¢do dada por uma aluna da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos- 2018

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Etapa 2 - Da casa 26 para a casa 24.
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Etapa 3 - Da casa 33 para a casa 25.

Etapa 4 - Da casa 31 para a casa 33.
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Etapa S - Da casa 18 para a casa 30.

Etapa 6 - Da casa 33 para a casa 25.
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Etapa 7 - Da casa 6 para a casa 18.
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Etapa 8 - Da casa 13 paraacasa 11.
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Etapa 9 - Da casa 27 para a casa 13.
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Etapa 10 - Da casa 10 para a casa 12.
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Etapa 11 - Da casa 13 para a casa 11.
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Etapa 12 - Da casa 8 para a casa 10.

Etapa 13 - Da casa 1 para a casa 9.
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Etapa 14 - Da casa 3 para a casa 1.
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Etapa 15 - Da casa 16 para a casa 4.
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Etapa 16 - Da casa 1 para a casa 9.
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Etapa 17 - Da casa 28 para a casa 16.
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Etapa 18 - Da casa 21 para a casa 23.
ORON© ORON©
ON* MO ON* MO
" NON* N* N* BOR® " NON* N* N* BON®
QP90 W QP90 W
QPP ®»® DN N N* RO
@) ® ® @) ® ®
Etapa 19 - Da casa 7 para a casa 21.
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Etapa 20 - Da casa 24 para a casa 22.
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Etapa 22 - Da casa 16 para a casa 28.
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Etapa 23 - Da casa 18 para a casa 16.
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Etapa 24 - Da casa 9 para a casa 23.
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Etapa 25 - Da casa 28 para a casa 16.
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Etapa 26 - Da casa 10 para a casa 12.
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Etapa 27 - Da casa 12 para a casa 26.
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Etapa 28 - Da casa 26 para a casa 24.
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Etapa 29 - Da casa 15 para a casa 17.
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Etapa 30 - Da casa 24 para a casa 10.
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Etapa 31 - Da casa 5 para a casa 17.
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e Jogo 22

Aqui o objetivo € deixar 1 pino restante, na mesma casa deixada vazia na configu-
ra¢do inicial, porém, nao central. Inicia-se o jogo com 32 pinos. Deixa-se vazia

a posicdo n® 10. Realizam-se 31 etapas e termina-se o jogo, com o ultimo pino

exatamente na posicdo n® 10, conforme mostrado a seguir:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6

7

8

9

10

11

12

15

16

Da Casa (n°) 12 3 18 | 26 | 13 6

17

20

24

27

25

10

12

Para Casa(n®) | 10 | 11 6 12 | 11 | 18

19

18

26

25

11

12

11

10

Etapa (n) 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

23

24

25

26

27

28

30

31

32

Da Casa (n°) 33 | 22 [ 25 | 32 | 24 | 31

16

7

7

21

22

7

23

ParaCasa(n®) | 25 | 24 [ 23 | 24 [ 22 | 23

7

9

16

7

8

el

10

Tabela 22 — Solugdo 22
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Figura 33 — Resta Um - Solucdo encontrada por dois alunos da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-

2019

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 23

Neste jogo o objetivo € iniciar com uma posicao vazia qualquer (ndo central) e
terminar com 1 pino exatamente na posicao central. A solucdo encontrada foi
deixar vazia a posi¢cdo de n® 2 e realizando-se as mesmas 31 etapas, também

termina-se 0 jogo com o dltimo pino na posi¢do n°17 (central), de acordo com o

esquema a seguir:
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Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 10 | 12 10 | 8 17 1 2 10 | 13 | 7 18 | 16 | 20 | 14 | 25
Para Casa (n°) 2 10 [ 11 | 12 | 10 | 5 9 10 | 8 11 9 6 4 18 | 16 | 11

w

Etapa (n) 17 | 18 20 | 21 | 22| 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 23 6 27 | 21 | 24 | 31 | 33 | 16 | 31 | 22 [ 29 | 17 | 30 | 19
Para Casa (n°) 9 18 | 16 | 25 | 23 | 22 | 23 | 31 | 28 | 23 | 24 | 17 | 19 | 18 | 17

Tabela 23 — Solucdo 23
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Figura 34 — Resta Um - Solug¢do encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2018

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Jogo 24 - O objetivo aqui € iniciar o jogo com uma posi¢do vazia qualquer (ndo
central). Proteger o pino central durante todo o jogo e terminar com um pino em
uma posi¢ao nao central. Como caso particular, a solu¢do encontrada foi iniciar
0 jogo com a posicdo vazia de n° 33 (posic¢ao inferior direita); deixar o pino da
posi¢do central imodvel, ou seja, protejer esse pino durante a realizacdo das jogadas
e perfazer 31 etapas necessdrias. Na ultima etapa salta-se sobre o pino protegido
(imdvel) terminando-se assim o jogo, com um pino na posi¢do n® 18, conforme

seguc-se:

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 25 | 27 | 13| 24 | 27 | 12 | 26 | 28 | 33 | 31 | 18 | 33 6 4 3 1
ParaCasa(n®) | 33 | 25 | 27 | 26 | 25 | 26 | 24 | 30 | 25 | 33 | 30 | 25 | 18 6 11 3

Etapa (n) 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 18 3 16 | 11 4 16 7 1419 28 | 21 | 16 | 25 | 28 | 16
Para Casa (n°) 6 11 4 9 16 | 28 9 16 | 23 | 16 | 23 | 28 | 23 | 16 | 18

Tabela 24 — Solugao 24
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Neste 25° jogo, o objetivo é deixar apenas um pino restante em uma posi¢ao nao

central, porém, protejendo-se 0 maximo possivel, 3 pinos na configuracao inicial.

A solucao particular encontrada foi deixar protegidos (iméveis) 3 pinos (posicao

n° 17, n® 25 e n° 26). Inicia-se o jogo com a posi¢do vazia n® 27. Realizam -se 31

etapas, durante as quais, nas 25 primeiras, ndo toca-se nos pinos citados. Na etapa

27 usa-se o pino da posi¢@o 26 para saltar sobre os restantes, terminando-se 0 jogo

com um tnico pino na posi¢cdo n°® 24, de acordo com o objetivo inicial.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 13| 18 | 27 6 13 | 18 9 6 4 3 1 18 3 23 | 21 7
Para Casa(n®) | 27 | 20 | 13 | 18 | 11 6 11 18 6 11 3 6 11 9 23 | 21
Etapa (n) 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 24 8 11| 31 | 30 | 28 | 21 | 16 | 33 | 31 | 26 | 24 | 22 8 10
ParaCasa(n®) | 22 | 10 | 9 23 | 28 | 16 | 23 | 28 | 31 | 23 | 24 | 22 8 10 | 24

Tabela 25 — Solugdo 25
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Um trabalho cansativo, de muita persisiténcia, colabora¢do de muitos e principal-
mente, dedicacdo. Foram muitos dias desenvolvendo o projeto. Por sinal, mais de

"DoIS ANOS", contando com a dedicac@o e o empenho dos alunos e amigos.

Foram também muitos dias de uma brincadeira prazerosa, estimulante, envol-
vente, que levou os alunos a vencerem a barreira do medo e da incredulidade,
mostrando-lhes que eram capazes "'sim'' , de elaborarem estratégias, desenvolve-

rem o potencial individual e coletivo, resolverem e vencerem um desafio proposto.

Uma brincadeira bem DIVERTIDA com a configuragdo inicial proposta por um
aluno do 9° ano (2019) do Ensino Fundamental. Consiste em movimentar dois
pinos a cada vez, ou seja, em duplas. Deixam-se vazias as posi¢des 24 e 25.
Realizam-se 14 etapas e chega-se ao final, com 17 pinos restantes, de acordo com

a configuragdo a seguir:

Etapa (n) 1 2131415 6 | 7|8 |9 |1011]12]13] 14

Da Casa (n°) 1011 (29302 |3 |10 11 |13 |20 8 | 15| 11 | 18

ParaCasa(n®) | 24 |25 | 17 | 18 [ 10 | 11 |24 |25 [ 11 [ 18 |10 | 17| 9 | 16

Tabela 26 — Solugdo 26
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Figura 37 — Restam 17 - Solucao encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2019

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ainda na onda da brincadeira da simetria surge outro tabuleiro. Inicialmente vazias
as posi¢oes 10,16,18 e com a realizagao de 15 etapas, restam no tabuleiro, 9 pinos,

conforme esquema a seguir;

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Da Casa (n°) 8 11|22 | 8 13111 | 26 | 27 | 28 | 2 |33 |29 | 4 11 | 16
Para Casa(n®) | 10 | 9 8 10 | 11 9 12 | 13 | 11 | 10 | 25 | 24 | 16 | 9 18

Tabela 27 — Solugao 27
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Figura 38 — Restam 9 - Solucdo encontrada por um aluno da E.E. "Anselmo Bispo dos Santos-
2019
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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A maior vitéria, porém, estaria por vir. Com a empolgagado e o gosto pelo jogo, os
alunos levaram a ideia para casa e envolveram familiares e amigos. Perceberam
que poderiam passar horas de diversdo (sem a distrac@o das redes sociais) ao lado

dos seus, coisa um pouco esquecida nos dias atuais.

Também os alunos de outros anos (séries) tomaram conhecimento e optaram
por fazer parte do projeto. No final do ano de 2018, rodas as salas pertencentes
ao professor, autor do trabalho, e alunos de outras salas estavam participando e

divertindo-se com o jogo.

Surgiram muitos outros esquemas de resolucdo. Os aqui apresentados sdo apenas
alguns exemplos e os alunos citados foram aqueles que se destacaram e /ou
coordenaram grupos de estudos, tendo o carinho e o capricho de elaborarem o
passo-a-passo de cada um deles, para que pudessem dar sua contribui¢do para o

projeto em si, para o '"Progresso da Ciéncia" ¢ em especial, da Matemadtica.
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3

DESVENDANDO O MITO

Utilizaremos alguns conceitos de Aritmética Modular para analisarmos a dina-

mica do jogo Resta Um.

Lembrando que se n € um nimero natural e a e b sdo inteiros, dizemos que a é

congruente a b médulo n e indicamos a = b( mod n) se n divide a — b.

Um sistema completo de residuos médulo n é um conjunto de n inteiros
{r1,r2,...,ry} que séo, dois a dois, ndo congruentes médulo n. Em especial, se n é primo,

o conjunto {0,1,2,...,n— 1} é um sistema completo de residuos médulo 7.

Faremos uso no que segue apenas dos sistemas de médulos 2 e 3, que embora
elementares, sdo extremamente eficientes para caracterizar a movimentacdo das pecas e

passagem de tabuleiros do jogo Resta Um.

3.1 Aspectos Matematicos

Seja xOy um sistema de coordenadas cartesianas associado ao tabuleiro, onde
cada posi¢ao do mesmo seja representada por um par ordenado (x,y) de nlimeros inteiros.

Entdo, trabalharemos no conjunto 72
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Figura 39 — Sistema xOy asssociado ao Tabuleiro.

Seja também Z3 o conjunto completo de residuos médulo 3 dado pelos restos de
divisdes inteiras por 3, Z3 = {0,1,2}. O resto da divisdo de um ndmero inteiro n por 3

sera denotado n mod 3.

Tomaremos duas fungdes f e g, com f,g : Z> — Zs, dadas por:

(3.1)

E fundamental para nossa andlise compreender os conjuntos de niveis das
funcdes f e g. Se i € um elemento de Z3, o conjunto de nivel i de f, denotado de
forma simplificada f~!(i), é a colecdio de pares ordenados (x,y) tais que f(x,y) = i. De

forma analoga definimos o conjunto de nivel g~ (7).
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— f(x,y) = (x+y)mod3

— g(x,y) = (x — y)mod3

Figura 40 — Conjuntos de niveis de f e g no tabuleiro.

Torna-se interessante definir funcdes para contar a quantidade de pinos existentes
num dado conjunto de nivel de f, ou g, num certo tabuleiro. Definimos entdo para todo
i €73

F; = |f~'(i)| = niimero de pinos que estdo no nivel i de f, 3.2)
G; = |g~'(i)| = niimero de pinos que estdo no nivel i de g , '
onde a notagdo |A| designa a cardinalidade de um conjunto A.

A notabilidade sobre a dindmica do jogo Resta Um estd no fato de que, em cada
etapa, dois dos trés conjuntos de niveis de cada fun¢do f ou g, sofrem decrementos,
enquanto o terceiro sofre um incremento, sempre unitdrios. Para rastrearmos essas
mudangas vamos designar por Fj(n) e G;(n) os valores de F; e G;, respectivamente, na

n-ésima etapa do jogo. Isso estd resumido no resultado abaixo.
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Teorema 1. Se n > 0 designa o n-ésimo tabuleiro num jogo entdo para dois valores

distintos i, j € Z3 temos

Fin+1)=F(n)—1;
i(n+1) = Fi(n) 3.3)
Fj(n+1) = Fj(n) =1,
e para o terceiro valor k € Z3 — {i, j} ocorre
Fe(n+1)=F(n)+1. (3.4)

Relacdes andlogas sdo satisfeitas por G;(n), i € Z3.

Observacao 1. Designaremos por "buraco” a uma posicao fisica ndo ocupada por pino.

Demonstracdo. Consideremos na etapa n um pino que pula outro a sua direita e termina
a direita deste, em posicdo anteriormente vaga. As demais possibilidades de movimento

podem ser estudadas de forma anéloga.

Entdo temos pinos nas posi¢des (x,y) e (x+ 1,y), e um buraco na posi¢do
(x4+2,y).Se f(x,y) =i, f(x+1,y) = je f(x+2,y) =k, é facil ver que i, j,k sdo dois a
dois distintos. Nessa transi¢do para a etapa n+ 1 os niveis i e j perderam um, e o nivel k

ganhou um pino. Isso justifica as equacdes (3.3) e (3.4).

Relagdes equivalentes para Gj, i € Z3, sao obtidas analisando-se os valores

g(x,y),g(x+1,y) e g(x+2,y), o que conclui a demonstragao. ]

De maneira geral, definamos p(n) como sendo o niimero total de pinos presentes

no tabuleiro na n - ésima etapa (n = 0 refere-se ao tabuleiro inicial). Dati:
p(n) = Fy(n) + Fi(n) + F2(n) = Go(n) + G1(n) + G2(n). (3.5)

Independentemente de para quais dos niveis {0, 1,2} ocorrerd perda de pinos e para qual

ocorrerd o ganho, podemos escrever:

p(n+1)

F(n+1)+F(n+1)+F(n+1)
0(n)+F1(n)+F2(n)—1—1+1 (3.6)
p(n)—1.
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Usando a notacdo do operador de diferenga para sequéncias de nimeros reais, temos:

AF;(n) = F(n+1) — F(n) = %1,

(3.7)
AG,(I’Z) = Gi(l’l+ 1) - G,(n) =+1.

Sera util contabilizar a variacdo total de F; e G; da etapa 0 até a etapa n. Definimos
O0F;(n) = F;(0) — Fi(n), e 6Gi(n) = G;(0) — Gi(n) . (3.8)

A nio ser que conhegamos o tabuleiro nas etapas n e n+ 1 do jogo, ndo sabemos para
que indices i, j € Z3 teremos AF;(n) e AG(n) mais um ou menos um. Mas podemos
obter informacao decisiva para a resolucdo do jogo se conhecermos o tabuleiro inicial, o

tabuleiro final (almejado) e aplicarmos o teorema seguinte.

Teorema 2. Designemos por n > 0 uma etapa de um jogo. Entdo para qualquer i € Z3

temos:
n=0F;(n)=06G;(n)(mod?2). (3.9)

Demonstra¢do. Mostraremos que n = 6F;(n)( mod 2). A demonstra¢do da segunda

congruéncia € similar.

Definimos N; = N;(n) como o nimero de etapas entre os tabuleiros O e n nos quais
AF;(n) = —1. E definimos P, = P;(n) como o niimero de etapas nos quais AF;(n) = 1,
na mesma sequéncia de tabuleiros. As sequéncias N;(n) e P,(n), n > 0, tem a tarefa de
contar o nimero de etapas entre 0 e n nas quais houve decremento ou incremento de F;,
respectivamente. Em cada etapa exatamente uma das duas sequéncias aumenta de uma

unidade. Portanto
Ni+P=n. (3.10)

E € imediato que
N;— P, = F(0) — Fy(n) = 8 Fy(n). (3.11)

Subtraindo as equagdes (3.10) e (3.11) obtemos 2P, = n — 8 F;(n), e logo
n= 6F;(n)( mod2),

concluindo a demonstracao. [
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3.2 Analise do Jogo com o uso do Teorema 2

O resultado principal estabelecido no Teorema 2 pode ser assim interpretado: as
paridades de §F;(n) e §G;(n) sdo as mesmas de n. Ou seja, em um jogo com um niimero
impar de etapas, as paridades de F;(n) e F;(0), e de Gi(n) e G;(0), serdo opostas. E em
um jogo com um niimero par de etapas, as paridades de F;(n) e F;(0), e de G;(n) e G;(0),

serdo as mesmas.

A aplicacdo desse fato serd prever quais posi¢des permitidas serdo ocupadas por

pinos na etapa n e quais tabuleiros iniciais nao podem gerar aquela configuragao.

Seja b o nimero inicial de buracos no tabuleiro. Como hd, em nosso tabuleiro

padrio, 33 posicoes fisicamente ocupaveis, podemos escrever:

p(0)+b=33. (3.12)

Na etapa n ja foram retirados »n pinos do tabuleiro, portanto
p(n) = p(0) —n. (3.13)

Das equacgdes (3.12) e (3.13) deduzimos

n=33—b—p(n). (3.14)

E para qualquer n > 0 vale
p(n) = Fo(n)+ Fi(n) + Fa(n) = Go(n) + G1(n) + Ga(n) - (3.15)

Para exprimir nossos resultados torna-se ttil definir um estado na etapa n como duas
triplas de nimeros {F (n),G(n)}:
F = F(n) = (Fo(n), F1(n), F2(n)),
G = G(n) = (Go(n),G1(n), Ga(n)) -
Facamos a andlise de alguns valores possiveis para b, p(n) e {F(0),G(0)}.
Exemplo 1. Sejam b =1 e p(n) = 1. Considere o estado inicial dado por F(0) =

(10,11,11) e G(0) = (10,11,11). Esse estado é o que ocorre na saida mais tradicional

do jogo “Resta Um”, como na figura 4.
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Entao,
n=33—-1-1=31=n=1(mod 2). (3.16)

Logo 6F;(31) é impar, assim como 8G;(31). Em consequéncia, as paridades das compo-
nentes de F(31) e G(31) sdo opostas, respectivamente, em relagdo as mesmas compo-
nentes de F(0) e G(0). Teremos Fy(31) e Go(31) impares, e Fi(31) e G;(31) pares para
i=1,2.

Como p(31) = 1, o tinico estado compativel com as condi¢des de paridade é
F(31)=(1,0,0) e G(31) = (1,0,0).

Entdo a configuracio final ocorre na intersecdo dos niveis 0 de f e g, ou seja, o

pino final encontra-se em f~!(0)Ng~'(0).
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Figura 41 — Configuragdo Tradicional F(0) = (10,11,11);G(0) = (10,11,11) e possiveis posi-
coes finais.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O exemplo 1 ilustra as possibilidades para pino final do jogo. De acordo com o 2
as posic¢oes finais pertencerdo as mesmas curvas de niveis da posi¢do do buraco inicial.
Nao € dificil ver que isso nao depende do buraco estar no centro do tabuleiro. Torna-se

util entdo a definicdo abaixo.

Definicdo 1. A grade de uma posigdo (x,y) no tabuleiro é a interse¢do dos conjuntos de

niveis de f e de g que contem (x,y).

Ty =F " (f(xy)Ng ' (g(x,y) . 3.17)
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O conceito de grade define uma relagdo de equivaléncia entre os pontos do

tabuleiro, pois se A e B sdo pontos, entdo A € Tp < Ty = Tp.

Em particular, duas grades sdo iguais, ou sdo disjuntas. Como cada grade esta

associada a uma intersecao de niveis de f e g, podemos denotar

Tj=f"'()ng' (), (3.18)
onde (i, j) € Z3 x Z3. Existem portanto 9 grades no tabuleiro.

Corolario 3. Uma condi¢ao necessdria para que exista um jogo que se inicie com um
buraco na posicao A e termine com um pino na posi¢ao B € que A e B pertencam a mesma

grade.

Justificativa 1. Considerar o enunciado na Defini¢dol, no Teorema 2 e também na

equacao 3.18.

Seria a condi¢do necessdria do coroldrio 3 também suficiente ? No caso de A e
B estarem na grade Ty a resposta € “sim”, desde que A e B ndo se correspondam por
uma rotagdo de 90° no tabuleiro. Mas adiaremos a justificativa desse fato até o préximo

capitulo.
Vamos generalizar o exemplo 1 analisando alguns valores de b para p(n) = 1.
Lema 4. Considere um jogo que comeca com b buracos e termina, na etapa n, com 1

pino na grade T;;. Entdo as paridades de F;(0) e G;(0) serdo opostas a de b, e as demais

componentes de F(0) e G(0) terdo a mesma paridade de b.

Demonstracdo. Da equagdo (3.14) obtemos
n=33—-b—1=32—b=n=b(mod?2)
= O0F(n) = 8G;(n) = b( mod 2), k,l €Zs .
Logo
Fr(0) = F(n)+b(mod 2), e G;(0)=G;(n)+b( mod?2).

Na etapa n temos Fj(n) = Gj(n) = 1 e as demais componentes de F(n) e G(n) nulas,
portanto as paridades de F(0) e G;(0) sdo invertidas em relagdo a de b somente nos

indices i, j respectivamente. [
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Exemplo 2. Um jogo comega com b > 2 buracos e termina com um pino na grade T;;.

Aplicando o Lema 4 obtemos:

e b =2: Se os dois buracos estiverem num mesmo nivel de f (ou de g) entdo dois
niveis da etapa inicial terao 11 pinos, e o terceiro terd 9 pinos, configurando
trés componentes impares. O que € incompativel com o estado final, de duas
componentes pares € uma impar. Um estado inicial admissivel para esse jogo
precisa de dois niveis com 10 pinos € um com 11 pinos, para f e g. Como exemplo,
o estado inicial {(10,10,11),(10,11,10)} é compativel, e o pino final deve estar
na grade T»;. Mas os estados {(11,9,11),(11,9,11)} e {(10,11,10),(11,11,9)}

nao sdo compativeis.

Detalhando o que dissemos acima, vamos considerar o estado inicial dado por
{(10,10,11),(10,10,11)}, sendo b =2 e p(n) = 1. Entdo:

n=33-2—-1=30=n=0mod 2 (3.19)

Logo, 6F(30) € par, assim como 6Gy(30), k € {0,1,2}. Em consequéncia, as
paridades das componentes de F(30) e G(30) sdo iguais, respectivamente, em
relagdo as mesmas componentes de F(0) e G(0). Teremos F;(30) e Gi(30) pares
parak =0,1 e F»(30) e G,(30) impares.

Sendo p(30) = 1 o tnico estado compativel com as condi¢des de paridade é
{(0,0,1),(0,0,1)}. Entdo a configuragdo final ocorre em f~1(2) Ng~1(2),0u seja,
na grade 7»;.
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Figura 42 — Estado {(10,10,11),(10,10,11)} e possiveis posi¢des finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se considerarmos o estado inicial dado por {(9,11,11),(9,11,11)}, assim como
suas combinagdes na grade 7j;, temos que 8F;(30) ¢ par, assim como 6G;(30).
Em consequéncia, as paridades das componentes de F(30) e G(30) sdo iguais,
respectivamente, em rela¢do as mesmas componentes de F(0) e G(0). Teremos
F;(30) e G;(30) impares para i = 0, 1,2, implicando que existird pelo menos um
pino em cada nivel e pelo menos 3 pinos restantes no tabuleiro final. Este fato

torna {(9,11,11),(9,11,11)} incompativel com o enunciado no Lema 4.

Sejam b =4 e p(n) = 1:

a) Pensaremos inicialmente no caso onde os 4 buracos estejam no mesmo nivel
de f (ou de g). Entdo, na etapa incial, teremos dois niveis com 11 pinos e 1 nivel
com 7 pinos. Desse modo serdo 3 niveis com componentes impares, contradizendo

oLema4.

Como consequéncia teremos pelo menos um pino em cada nivel e pelo menos 3

pinos no tabuleiro final, sendo dessa forma nao admissiveis.

Observacao 2. No nosso caso especifico (tabuleiro padrao), os estados
{(7,11,11), 11,7, 1)} {(7,11,11), (11,11, 7)}: {(11,7,11),(7,11,11)} e
{(11,11,7),(7,11,11) } ndo sdo possiveis, por apresentarem apenas 3 posi¢des

disponiveis em cada respectiva grade.
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b) Pensando agora na situacdo onde os 4 buracos nao estdo todos na mesma
grade, teremos pelo Lema 4, que uma das componentes de F(0) serd impar e as
demais serdo pares. Se a componente impar for 11 entdo as pares serdo: 10 e 8. Se
a componente impar for 9, as pares serdo 10 e 10. Assim hd um grande nimero de

possibilidades para F(0), que também ocorrem para G(0) de forma independente.

Por exemplo, os estados {(8,10,11),(10,11,8)}, {(8,11,10),(10,11,8)},

{(8,10,11),(11,8,10)}, {(9,10,10),(9,10,10)} e {(10,9,10),(10,10,9)}, sdo
considerados admissiveis e determinardo um pino restante na grade 151, 111, T,
Too e Ty, respectivamente. Mas o estado {(7,11,11),(11,7,11)} é incompativel,
assim como as combinagioes de grade de {(9,9,11),(9,9,11)}, sendo considera-

dos inadmissiveis.
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Figura 43 — Uma configuragdo {(8,10,11),(8,10,11)} e possiveis posi¢des finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 44 — Uma configuragio {(9, 10, 10),(9,10,10)} e possiveis posi¢des finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo p(n) =1 e b = 6, teremos pelo Lema 4 que uma das componentes de F(0)
serd impar e as demais serdo pares. Se a componente impar for 11 entdo as pares
serdo: 10 e 6 ou 8 e 8. Se a componente impar for 9, as pares serdo 10 e 8. E se a
componente impar for 7 as pares serdo 10 e 10. Assim hd um grande niimero de

possibilidades para F(0), que também ocorrem para G(0) de forma independente.

Por exemplo, sdo admissiveis os estados {(6,10,11),(10,11,6)},
{(7,10,10),(8,11,8)} e {(8,8,11),(9,8,10)}.

Também pelo Lema 4 serdo inadmissiveis os estados {(7,9,11),(7,9,11)};
{(9,9,9),(9,9,9)}; {(5,11,11),(5,11,11)}; bem como todas as suas combina-

coes de grade.

Observacio 3. No caso do estado {(5,11,11),(5,11,11)} é necessdrio verificar
que, no nosso tabuleiro padrao, ele nao € possivel de ser construido, uma vez que

temos no maximo 5 posi¢cdes ocupdveis numa mesma grade (caso: Tyo).

Passaremos agora a analise dos casos onde o niimero de buracos é impar.

Se p(n) =1 e b =3, pelo Lema 4, necessitaremos agora que o estado inicial tenha

duas componetes impares € uma par. Assim temos:

a) A componente par de F(0) é 8. Entdo as componentes impares sdo 11 e 11.



3.2. Andlise do Jogo com o uso do Teorema 2

83

b) A componente par de F(0) vale 10. As componentes impares sdo 9 e 11.

Combinando as possibilidades a) e b) para F(0), e também para G(0), obte-

mos como exemplos de estados iniciais admissiveis {(11,8,11),(10,9,11)} e

{(11,11,8),(8,11,11)}.
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Figura 45 — Uma configuragdo {(8,11,11),(8,11,11)} e possiveis posi¢oes finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 46 — Uma configuragio {(9,10,11),(9,10,11)} e possiveis posi¢oes finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

¢) O estado {(10,10,10), (10, 10,10)} é claramente inadmissivel; pois 0 F;(29)

¢ fmpar, assim como 8G;(29). Em consequéncia, as paridades das componentes de

F(29) e G(29) sdo opostas, respectivamente, em relagdo as mesmas componentes
de F(0) e G(0). Teremos F;(29) e G;(29) impares para i = 0,1,2. Em especial,
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havera ao menos um pino em cada estado, € a0 menos 3 pinos no tabuleiro, o que

contradiz o resultado almejado p(29) = 1.

Para o caso de p(n) = 1 e b =5, novamente pelo Lema 4, necessitaremos que
o estado inicial tenha duas componetes impares e uma par. Assim, existem duas

situacdes a serem analisadas:

a) Se os 5 buracos estdo todos na mesma grade, teremos uma componente par
para F'(0), assim como para G(0), de valor 6. Entao as duas componetes impares
terdao valor 11, gerando varias possibilidades de formacao para o estado inicial.
Assim, como exemplo, temos que o estado {(11,6,11),(11,11,6)}, com suas
combinagdes de grade, é admissivel. No nosso caso especifico (tabuleiro padrio),
este estado é possivel apenas na configuragdo {(6,11,11),(6,11,11)}, estando os

5 buracos na grade 7pg, assim como o pino final.
b) Se os 5 buracos nao estdo todos na mesma grade, entdo poderemos ter:

(i) - A componente par de F(0), assim como para G(0), vale 10. Entdo as compo-
nentes impres serdo (7 e 11) ou (9 € 9), gerando como exemplo de estados admis-
siveis: {(7,10,11),(7,10,11)}; {(10,7,11),(11,10,7)}, {(9,9,10),(9,9,10)}; e
também suas combingdes de grade.

(i) - A componente par de F(0), também para G(0), vale 8. Entdo as componenes
impares serdo (9 e 11). Assim teremos como exemplos de estados admissiveis:
{(8,9,11),(8,9,11)}; {(11,8,9),(9,11,8)}; com suas respecitvas combinagdes
de grade.

(iii) - O estado {(8,10,10),(8,10,10)}; e suas combinag¢des de grade, pelo Lema

4 ¢ inadmissivel.

Lema 5. Considere um jogo que comeca com b > 2 buracos e termina, na etapa n, com

2 pinos na grade 7;;. Entdo todas as componentes de F(0) e G(0) tém a mesma paridade

de b+ 1.

Demonstragdo. Da equagao (3.14) obtemos

n=33-b-2=31—b=n=b+1(mod2)
= 0F(n) = 8G;(n) =b+1( mod 2), k,l € Zs
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Na etapa n temos Fj(n) =2 e Fi(n) = 0 se k # i, logo F(n) é par para todo k € Zs.
Similarmente G;(n) é par para [ € Z3. Logo para k,l € Z3 .

F(0)=F(n)+b+1=b+1(mod2), e G/(0)=G;(n)+b+1=>b+1(mod?2).

Portanto todas as componentes de {F(0),G(0)} sdo pares se b for impar, e vice-versa.
0

Exemplo 3. e Se b=2e p(n)=2.PeloLema 5, vamos considerar o estado inicial
dado por: {(9,11,11),(9,11,11}).

Temos que 0F;(29) é impar, assim como 8G;(29). Em consequéncia, havera
apenas um dos niveis de f e um dos niveis de g preenchidos com 2 pinos. Tanto
F(29) como G(29) serdo uma das trés triplas {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}, que

combinadas, geram 9 estados possiveis distintos.
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Figura 47 — Uma configuragdo {(9,11,11),(9,11,11)} e possiveis posi¢oes finais.
Fonte: Elaborada pelo autor.
Outros estados compativeis com o enunciado acima sdo {(9,11,11),(11,11,9)} e
{(11,9,11),(11,11,9)}.
e Se b =3¢ p(n) =2, entdo pelo Lema 5, teremos como estado possivel apenas
{(10,10,10),(10,10,10)}.

Temos que OF;(28) é par, assim como 6G;(28). Em consequéncia, os pinos restan-
tes ocupardo apenas 1 dos niveis de f e de g. Tanto F(28) como G(28) serdo uma
das trés triplas {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}.
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Figura 48 — Uma configuragio {(10, 10, 10), (10,10, 10)} e possiveis posi¢oes finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Se b=4¢e p(n) =2, entdo pelo Lema 5, teremos como possiveis, os estados:

a) {(7,11,11),(7,11,11)} e suas combinacdes de grade. Temos 0F;(27) =
0G;(27) = b+ 1 mod 2, com as paridades das componentes de F(27) e G(27)

contrérias, respectivamente, em relagdo as mesmas componentes de F(0) e G(0).

Dai F;(27) e G;(27) impares para i = 0,1,2. Assim, um estado compativel com as

condic¢des de paridade pertence a uma combinacdo de grade das triplas
{(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2) }, com 2 pinos finais em 7j;, com (i, j) € Z3 x Z3.
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Figura 49 — Uma configuragdo {(7,11,11),(7,11,11)} e possiveis posi¢des finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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b) Outros estados compativeis com o enunciado no item acima sao:
{(9,9,11),(9,9,11)}, {(9,11,9),(11,7,11)}.
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Figura 50 — Uma configuragdo {(11,9,9),(11,9,9)} e possiveis posi¢des finais.
Fonte: Elaborada pelo autor.

e Se b=15 ¢ p(n) =2, entdo pelo Lema 5, teremos como possiveis, os estados
{(8,10,10),(8,10,10)} e suas combinagdes de grade, com os estados finais per-
tencentes 2 uma combinagdo de grade das triplas {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}, com

2 pinos restantes em 7}, com (i, j) € Z3 X Z3.

e Seb=6¢ p(n) =2, entdo pelo Lema 5,e obedecendo as observagdes 2 e 3 teremos

como possiveis, os estados:

a) {(5,11,11),(5,11,11)} e suas combinacdes de grade. Os estados finais
compativeis pertencem as combinagdes de grade de {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)},
com 2 pinos restantes em 7T}, com (i, j) € Z3 X Zs3.

Devemos observar porém, que em nosso tabuleiro padrao, este estado nio € possi-
vel, pois a grade T;;, com maior quantidade de casa disponiveis para os buracos € a

grade 7o, com apenas 5 casas.

b) Outros estados compativeis sdo: {(9,9,9),(9,9,9)} e {(7,9,11),(7,9,11)},

com suas respectivas combinacdes de grade.

H4 a possibilidade de elaboracao de outras configuracdes. As aqui apresentadas
servem como exemplos para o leitor elaborar a sua configuracao ideal, propor o seu

desafio e encontrar a solucdo (vencer o jogo).
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo desenvolvemos algumas estratégias de soluc¢ao do jogo, partindo
de tabuleiros iniciais com um ou mais buracos e chegando em tabuleiros finais com um
pino, ou entdo, com poucos pinos. Algumas dessas estratégias foram desenvolvidas por

nossos alunos em atividades dirigidas em sala de aula.

Apresentamos também alguns resultados na forma de Lemas ou Teoremas de

existéncia ¢ que completam outros que obtivemos no capitulo 3.

Usamos as ideias citadas na figura 11; na figura 39 e também na figura 40.

Vamos primeiro responder a uma pergunta feita na teoria do Capitulo 3.

Lema 6. Considere um jogo que comeca com um Unico buraco na grade 7pg.

a) Se o buraco estiver no centro do tabuleiro, entdo para cada posi¢ao da grade Ty existe
uma solug@o que termina com um pino nessa posi¢ao.

b) Se o buraco ndo estiver no centro do tabuleiro entdo existem solu¢des que terminam,
respectivamente, com:

(i) um pino na posicéo central;

(if) um pino na posicdo de Tpy oposta (relativamente ao centro do tabuleiro) a do buraco

inicial.
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Demonstragdo. A ideia aqui € partir de solucdes ja construidas, e obter variacdes simples

que satisfacam as condi¢des do Lema.

Para o caso a) utilizamos a solu¢do classica dada pela tabela 21, que iniciando-se

com o buraco na posicao central, termina com um pino nessa mesma posicao (vide figura
29

Analisemos a ultima etapa do jogo: para um pino terminar na posicao central
(coordenadas (x,y) = (3,3) seguindo o sistema ilustrado na figura 39) é necessério que
haja, na pendltima etapa do jogo, um pino em uma das 4 posi¢des adjacentes a posi¢ao
central. Sem perda de generalidade digamos que este pino estivesse na posi¢do (3,2).

Haveria entdo dois pinos na penultima etapa, ocupando as posi¢des (3,2) e (3,1).

A solugio original corresponde ao pino de (3, 1) pular para (3,3). A solucéo
alternativa seria o pino de (3,2) pular para (3,0). Isso mostra que a posi¢ao de Ty na
parte inferior do tabuleiro pode ser alcancada pelo pino final. Essa solucdo, completa,

esta descrita na tabela 28.

Por fim, usando um argumento de simetria do tabuleiro por rotagdes de 90°,
vé-se que qualquer posi¢ao de Ty além da central pode ser destino do ultimo pino.
Especificamente, digamos por exemplo, que se deseja terminar com um pino na posi¢ao
(6,3). Esta posi¢ao “corresponde” a posicdo (3,0) apds uma rotacéo anti-hordria do
tabuleiro de 90°. Portanto para construir a solugdo com pino final em (6,3), saindo do
tabuleiro inicial, rotacionamos o mesmo em 90° no sentido horario, aplicamos a solu¢do
descrita na tabela 28, e por fim, rotacionamos de volta em 90° no sentido anti-horéario.

Isso conclui a parte a).

Para a leitura das tabelas e esquemas de resolucdo, também neste capitulo,

seguimos as condi¢des ja definidas no capitulo 2.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 15 4 21 | 10 | 7 12 | 3 1 18 3 30 | 27 | 13 | 24 | 27
ParaCasa(n®) | 17 | 16 | 9 7 8 9 10 | 11 3 6 11 | 18 | 25 | 27 | 26 | 25

~

Etapa (n) 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 22 | 31 | 33 | 16 | 31 | 24 | 18 | 16 | 4 6 19 | 10 | 23 | 26 | 24
ParaCasa(n®) | 24 | 23 | 31 | 28 | 23 | 26 | 16 | 4 6 18 | 17 | 24 | 25 | 24 | 32

Tabela 28 — Solu¢do para o item a
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Figura 51 — Exemplo de resolucéo para o item a.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisemos a parte b) nos seus dois casos:

e Em b;, partimos de um tabuleiro inicial com o buraco pertencente a grade 7o, nao
sendo a posi¢do central (podemos supor o buraco na posi¢io (x,y) = (3,6) - vide
figura 52 - e resumir nossa andlise ao que foi explanado no caso b). Uma solucao
completa para esse caso € descrita na tabela 29. Por argumento de simetria andlogo

ao item a), podemos adaptar essa solucdo para o caso de qualquer buraco inicial
em Too — {(3,3)}.

e Em b;;, partimos de uma situagdo similar ao item b; (Veja figura 30), chegando
porém, na antepenultima etapa com 4 pinos em condi¢des de fazer o movimento e

atingir o objetivo.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que comecamos com o buraco na posi-
¢do (0,3). Os pinos finais estardo nas posicdes (3,3),(4,3),(4,4),(4,5). Fazemos
os pinos pularem da posic¢do (3,3) para (5,3); de (4,5) para (4,3) e finalmente,
de (4,3) para (6,3) (Veja figura 53). A solugdo deste caso estd na tabela 30. Con-
trariamente aos casos a) e b;), ndo podemos usar aqui um argumento de simetria
visando alcangar qualquer posi¢do de Tpo — {(0,0)} para o pino final. As solu¢des

para alcancar as posic¢des (3,0) ou (3,6) devem ser originais, caso existam.
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Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Da Casa (n°) 10 12 3 1 18 30 | 27 13 24 | 27 22 | 31 24 | 21 33
Para Casa (n°) 2 10 11 3 6 11 18 25 27 26 | 25 24 | 23 22 | 23 31
Etapa (n) 17 18 19 1 20 | 21 22 23 24 | 25 26 | 27 28 29 30 | 31 32
Da Casa (n®) 16 31 7 8 4 16 | 28 21 10 24 11 26 | 23 30 19
Para Casa (n®) 28 23 21 22 16 | 28 30 | 23 24 26 | 25 24 | 25 18 17

Tabela 29 — Solugdo para o item b;.
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Figura 52 — Exemplo de resolucdo para o item b;.
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Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Da Casa (n°) 16 4 7 21 10 7 12 3 10 13 2 16 1 18 9 28
Para Casa (n°) 14 16 9 7 8 9 10 11 12 11 10 4 9 6 11 16

Etapa (n) 17 18 19 | 20 | 21 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 32
Da Casa (n°) 25 | 22 | 30 | 31 33 16 | 31 20 | 23 18 | 27 | 30 17 6 18
ParaCasa(n®) | 23 | 24 | 28 | 23 31 28 | 23 18 | 25 30 | 25 18 19 18 | 20

Tabela 30 — Solugdo para o item b;;.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Pensando na proposta inicial de comecar o jogo com alguma posi¢ao fisica nao
ocupada e chegar ao objetivo final de restar apenas um pino, vamos estudar algumas
possilidades de resolucdes. Partiremos da configuracdo mais tradicional: casa central
(x,¥) = (3,3), inicialmente vazia e chegar com dltimo pino na mesma posi¢ao (x,y) =
(3,3).
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Figura 54 — Configuracao inicial tradicional e objetivo final.

A principal pergunta a ser respondida é: "Jogar com mais posi¢cOes ndo ocupadas

por pinos facilita ganhar o jogo"?

Resposta: "Nem Sempre”.

A seguir s@o propostas algumas atividades com o objetivo de elucidar a pergunta
acima.
Atividade Proposta 1. "Com 2 posi¢des ndo ocupadas por pinos (b = 2) na configura¢do
inicial € possivel restar 1 pino"?

Segue uma resolugdo para o estado inicial {(10,10,11),(10,10,11)}. Neste jogo
tomamos o cuidado para que as casas vazias fiquem suficientemente longe para nao

serem consideradas a 22 etapa de um jogo iniciado com um buraco.

Como b =2e p(n)=1,entdo: n =33 —-2—1=30=n=0mod 2. Dai, pelo
Lema 4, obteremos um pino final em f~!1({2}) Ng=!({2}) = Ths.
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Etapa n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 10 | 12 | 3 1 18 3 30 | 27 | 13 | 24 | 27 | 22 | 31 | 24 | 21 | 32
Para Casa (n°) 2 10 | 11 3 6 11| 18 | 25 | 27 | 26 | 25 | 24 | 23 | 22 | 23 | 24

Etapa n 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Da Casa (n°) 16 | 25 | 28 | 10 | 19 | 24 9 11 4 | 23| 14|16 | 7 4
ParaCasa(n®) | 28 | 23 | 16 | 24 | 17 | 10 | 23 9 16 9 16 | 4 16

Tabela31 —-b=2epn)=1
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Figura 55 — Uma configuragdo {(10,10,11),(10,10,11)} com objetivo final.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade Proposta 2. "E possivel restar apenas 1 pino se as 2 posi¢des nio ocupadas

estiverem numa mesma diagonal"?
Resposta: ""NAQO'"'.

Sejab=2e p(n) =1.Entdon =33 -2 —1=30=n= 0 mod 2. Como ambos
os buracos devem estar na mesma diagonal, entdo ao menos uma das fungdes f ou g terd
9 pinos em um de seus niveis na etapa 0. Por exemplo, podemos supor, sem perda de
generalidade, Fy(0) = 9. Consideramos o estado {(9,11,11),(10,11,10)}. Pelo Lema 4,

torna-se impossivel obter apenas UM PINO restante.

Atividade Proposta 3. "Jogando-se com 2 posicdes vazias € possivel sobrarem exata-
mente 2 pinos 'distantes’ um do outro, suficientemente, para ndo haver mais possibilidade

de continuidade do jogo"?

Reposta: "'Sim"'.
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Como jé discutimos no capitulo 3, teremos b =2 ¢ p(n) = 2. Entdo: n = 33 —
2—-2=29=n=1mod2.

Considere o estado {(9,11,11),(9,11,11)}. Pelo Lema 5 teremos a configuragdo

final compativel com as triplas {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}, que combinadas geram 9 es-

tados possiveis e, portanto, dois pinos restantes ocupando os niveis f~!({i}) g~ ({j}),

para (i, j) € Z3.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 [ 12 | 13 [ 14 | 15 | 16
Da Casa (n°) 20 [ 22 |31 |24 | 26 |33 [ 24 |21 (27 | 18 | 12 [ 13 |27 [ 30 | 16 | 8
ParaCasa(n®) | 17 | 24 | 23 | 22 |24 [ 25 |26 | 23 [ 25 |30 | 26 |27 | 25 | 18 | 28 | 22

Etapa (n) 17 | 18 [ 19 | 20 | 21 [ 22 [ 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Da Casa (n°) 7 121 [ 2817 ] 6 19 | 4 3 17 | 16 | 2 1 10
ParaCasa(n®) | 21 [ 23 [ 16 | 19 | 18 | 17 6 11 5 4 10 | 9 12

Tabela32-b=2ep(n)=2.
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Figura 56 — Uma configuragdo {(9,11,11),(9,11,11)} com objetivo final.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade Proposta 4. "Se o nimero de casas ndo ocupadas for 3, fica mais fécil restar

apenas um pino"?

Para esta atividade, consideraremos que trata-se de um jogo onde os buracos

estao suficientemente longe para ndo serem considerados um caso de 3? etapa de um

jogo de 1 buraco, nem a 2? etapa de um jogo de 2 buracos.



96 Capitulo 4. Consideragoes Finais

Resposta: "Teremos apenas a diminui¢do de uma etapa", em relagdo a 3.19.
A seguir sdo apresentadas duas configuragdes iniciais possiveis, juntamente com suas

resolucdes, € uma impossivel.

e Sejab=3ep(n)=1.Ention=33—-3—-1=29=n=1mod 2.
Considere o estado:

a) {(8,11,11),(8,11,11)}. Pelo Lema 4 teremos a configuragdo final compa-
tivel em {(1,0,0),(1,0,0)}, ou seja, ocorre em £~ ({0})Ng~'({0}).
Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Da Casa (n°) 24 | 26 | 33 31 18 33 | 23 | 21 16 7 8 21 24 | 31 22 | 24
Para Casa(n®) | 32 | 24 | 25 33 30 | 25 31 23 | 28 | 21 22 | 23 | 22 | 23 | 24 | 26

Etapa (n) 17 18 19 |1 20 | 21 22 23 24 | 25 26 | 27 28 29 30 | 31 32
Da Casa (n°) 6 13 18 3 10 | 27 13 30 12 10 1 8 5
Para Casa (n°) 18 11 6 11 12 13 11 18 10 8 9 10 17

Tabela33-b=3epn)=1 (a)

Figura 57 — Uma configuragdo {(8,11,11),(8,11,11)} com objetivo final.
Fonte: Elaborada pelo autor.

b) {(9,10,11),(9,10,11)}. Pelo Lema 4 teremos a configuragdo final compa-
tivel em {(0,1,0),(0,1,0)}, ou seja, ocorre em f~'({1})ng~'({1}).
Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Da Casa (n°) 15 4 7 21 10 7 12 1 3 10 13 17 | 29 18 6 4
Para Casa (n°) 17 16 9 7 8 9 10 3 11 12 11 15 17 6 4 16

Etapa (n) 17 18 19 | 20 | 21 22 23 24 | 25 26 | 27 28 29 30 31 32
Da Casa (n®) 22 | 24 15 31 30 | 27 18 33 20 18 10 23 30
Para Casa (n°) 24 10 17 23 18 25 30 | 25 18 30 | 24 25 18

Tabela34 -b=3epn)=1 (b)
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Figura 58 — Uma configuragdo {(9,10,11),(9,10,11)} com objetivo final.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

e ¢){(10,10,10),(10,10,10)}. Pelo Lema 4 teremos que nio é possivel chegar-se
ao objetivo de um pino restante.

Concretizando as discussdes realizadas até o momento, sdo apresentadas a seguir
mais algumas possibilidades de jogo. Com uma quantidade maior de casas nao ocupadas
por pinos na configuracao inicial, presume-se que o nivel de dificuldade do jogo estd no

modo como essas posi¢cdes sao dispostas. Seguem alguns exemplos:

"~ NON* )

" NON*
Q99090000
CRON" NON* NON*
Q99090000

Q® Q@

Q09

Figura 59 — Configuracio inicial sem possilibidade de jogo

Fonte: Elaborada pelo autor.
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E possivel usar as configuragdes a seguir como inspiragdo e criar novos desafios;

instigar a curiosidade e chegar com éxito a conclusao do jogo.

Desafio 1. Configuracio inicial com 24 posi¢des ndo ocupadas. Perfazem-se 08 etapas e

termina-se com 01 pino restante.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8
Da Casa (n°) 16 |12 5 |30 | 18] 9 | 28|15
ParaCasa(n®) | 28 | 10 | 17 | 18 | 16 | 23 | 16 | 17

Tabela 35 — Desafio 01

ONO) ONORO,
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) ¥
® ® @
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Figura 60 — Desafio 01 e objetivo final - proposto pelos alunos Matheus e Alvaro - 9° ano A -
2019.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desafio 2. Configuracdo inicial com 24 posi¢des ndo ocupadas e os pinos dispostos,
centralizados, em forma de cruz. Perfazem-se 08 etapas e termina-se com 01 pino

restante.

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 7 8
Da Casa (n°) 1816 | 5 17 120 | 29 | 18 | 15
ParaCasa(n®) | 20 | 18 | 17 | 19 | 18 | 17 | 16 | 17

Tabela 36 — Desafio 02
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Figura 61 — Desafio 02 e objetivo final - proposto pelo aluno Eduardo - 9° ano A - 2019.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desafio 3. Configuragdo inicial com 22 posi¢des ndo ocupadas e os pinos concentrados

no centro do mesmo. S@o necessdrias 10 etapas para obter-se apenas 01 pino restante, de

acordo com o esquema a seguir:

® ® 6
® @ ®

Etapa (n) 1 2 3 4 5 6 71819 10

Da Casa (n°) 10|25 (12| 9 |24 |11 |16 |1 |28 | 16
ParaCasa(n®) | 12 | 11 [ 10 | I1 | 10 | 9 4 [ 9|16 | 4

Tabela 37 — Desafio 03

" NON© ONONO
ONONO, * NONO,

* N+ N NONO©) @ ©® W @ O
Q09 @ @
Q09 @) @ @ @ @ @)
o

G) @ & G) G2 &3

Figura 62 — Desafio 03 e objetivo final - proposto pelo aluno Vitor - 9° ano A - 2019.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observacao 4. Todo este trabalho foi confeccionado com o utilizagdo dos comandos do
latex, auxiliado pela Apostila de Latex.(TELECOMUNICA¢GES, 2004)

Existem muitas formas para propor e resolver desafios no jogo Resta Um.

O desejo € que este trabalho sirva de inspiracdo e motivacao para que muitas pes-
soas possam gozar de momentos divertidos, individualmente ou em familia, melhorando
o raciocinio 16gico, o aprendizado, e consequentemente, a compreensio da Ciéncia Mae:
MATEMATICA.
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