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RESUMO

Apresentamos neste recurso educacional atividades desenvolvidas com o GeoGebra para in-
vestigar teoremas geométricos. As atividades apresentam roteiros descritivos que possibilitam
explorar a inscricdo de quadrildteros em uma circunferéncia, o comprimento das bissetrizes
internas de um tridngulo isdsceles, bem como as propriedades da reta de Simson-Wallace. Con-
cluimos que as atividades propostas estdo em consondncia com o que estabelece a Base Nacional

Comum Curricular - BNCC sobre a experimentagdo no ensino de matematica na Educagao

Basica.

Palavras-chave: Quadrilateros inscritiveis; Reta de Simson-Wallace; Teorema de Steiner-

Lehmus; Triangulo isosceles.



ABSTRACT

This educational resource presents activities developed with GeoGebra to investigate geometric
theorems. The activities include descriptive guides that allow exploration of the inscription of
quadrilaterals in a circle, the length of the internal angle bisectors of an isosceles triangle, and
the properties of the Simson-Wallace line. The proposed activities align with the guidelines set
by the National Common Curricular Base - BNCC regarding experimentation in mathematics

education at the Basic Education level.

Keywords: Inscribed quadrilaterals; Simson-Wallace line; Steiner-Lehmus theorem; Isosceles

triangle.
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1 ATIVIDADES INVESTIGATIVAS COM O GEOGEBRA

Apresentamos neste recurso educacional teoremas que geralmente ndo sao objeto de
estudo na Educagdo Basica e no Ensino Superior. Contudo, os recursos geométricos empregados,
assim como as defini¢cdes e teoremas auxiliares, fazem parte dos curriculos de matematica. Desta
forma, abordamos dinamicamente, usando o software gratuito GeoGebra, trés desses teoremas:
quadrilteros inscritiveis, Simson-Wallace e Steiner-Lehmus (Lago; No6s, 2020; Nés: Lago, 2019,
2020). Nas abordagens, propomos para os professores de matemadtica atividades de investigacdo
geométrica. Antes disso, discorremos sobre investigacdo em matemadtica e investigacdo com

recursos tecnoldgicos e detalhamos o software utilizado no processo investigativo.

1.1 INVESTIGACAO EM MATEMATICA

Progressivamente, os curriculos de matemadtica estdo incluindo atividades de carater
investigativo. Essa concepcao de curriculo propicia aos estudantes o aprimoramento do raciocinio
légico e a capacidade de trabalhar de maneira autobnoma. De acordo com Ponte, Brocardo e
Oliveira (2006, n.p):

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar ndo significa necessaria-
mente lidar com problemas muito sofisticados na fronteira do conhecimento.
Significa, tdo s6, que formulamos questdes que nos interessam, para as quais
ndo temos resposta pronta, € procuramos essa resposta de modo tanto quanto
possivel fundamentado e rigoroso.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998), atividades investigativas
no ensino de matematica contribuem a formagao do cidaddo, desenvolvem metodologias que
enfatizam a construcao de estratégias, a comprovagao e justificativa de resultados, a criatividade,
a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia, advinda da confian¢a na prépria capacidade

para enfrentar desafios.

Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), na investigacdo de um determinado assunto em
matematica o estudante assume uma postura cientifica, de pesquisador, formulando conjecturas
acerca do que estd investigando. Desse modo, o ato de investigar envolve naturalmente conceitos,
procedimentos e representagcdes, mas o que realmente caracteriza uma investigacao matematica
€ o estilo de conjecturar, testar os resultados obtidos e finalmente demonstra-los. Considerando a
investigagdo como um problema em aberto, o desenvolvimento e a busca por resultados ocorre
de forma diferente do que na resolucao de um simples exercicio. Em um contexto investigativo,
0 objeto ndo € explicitamente exposto pelo professor, somente o método de investigacao é

explicado.



1.2 O SOFTWARE GEOGEBRA

Desenvolvido inicialmente por Markus Hohenwarter (1976-), um professor de mate-
matica austriaco, o GeoGebra € um software de licenca livre para o desenvolvimento tanto
profissional quanto didatico da geometria, apresentando uma interface simples de facil manipula-

¢do por parte do usudrio.

Escrito na linguagem de programacao Java, o GeoGebra pode ser operado em diversas
plataformas e no decorrer dos anos foi aperfeicoado por inimeras versdes. A interface de
trabalho do GeoGebra, conforme ilustra a Figura 1.1, € composta por campos bem definidos:
do lado esquerdo temos a janela de algebra e do lado direito os eixos coordenados na janela
de visualizacdo 2D. Além disso, encontramos na parte superior o menu principal e a barra de

ferramentas de desenho, enquanto que no rodapé da janela temos o campo denominado entrada.

Figura 1.1 — Interface do software GeoGebra 2D

%7 GeoGebra Classic 5 = | E e
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. I T i . =
DRENENcEHRNE -
» Janela de Algebra & | » Janela de Visualizagdo x

5

Entrada:

Fonte: GeoGebra (2024).

O menu principal, ilustrado na Figura 1.2, tem uma aparéncia muito similar aos softwares
que funcionam no ambiente Windows: hd sete icones que possibilitam o acesso a uma série de

novos comandos.

Ja a barra de ferramentas, representada na Figura 1.3, é composta por onze icones que

permitem acessar uma grande variedade de comandos. Ao clicarmos em um desses icones, uma



Figura 1.2 — Menu principal do software GeoGebra

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
Fonte: GeoGebra (2024).

paleta de comandos € aberta e, ao posicionarmos o cursor do mouse sobre o icone desejado,
0 GeoGebra exibe o nome do objeto e como devemos proceder para desenhd-lo na janela de

visualizagdo 2D.

B

Na parte inferior da tela do GeoGebra, no campo denominado "Entrada", ilustrado na

Figura 1.3 — Barra de ferramentas do GeoGebra

A ol[= PN

Fonte: GeoGebra (2024).
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Figura 1.4, podemos digitar os comandos ao invés de selecioné-los através dos icones.

Figura 1.4 — Entrada de comandos do GeoGebra

Entrada:

Fonte: GeoGebra (2024).

As janelas de algebra e de visualizagdo 2D, ilustradas na Figura 1.1, permitem que um
mesmo objeto seja mostrado em diferentes representagdes. Exemplificando, quando representa-
mos graficamente pontos, retas, circunferéncias etc, na janela de visualizacio 2D, a janela de
dlgebra automaticamente mostra as coordenadas cartesianas dos pontos, as equacdes associadas
as retas, as circunferéncias etc. O GeoGebra é uma notdvel ferramenta para o desenho geométrico
justamente devido a interagcdo entre essas duas janelas, ou seja, um objeto criado via janela de
visualizag@o 2D automaticamente j4 estd relacionado na janela de dlgebra e vice-versa. Na Figura

1.5, mostramos a interacdo entre as janelas de visualizagdo 2D e de dlgebra.

1.3 INVESTIGACAO COM O SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra pode substituir satisfatoriamente um caderno de desenho geométrico, sendo
uma das suas indmeras vantagens a possibilidade de manipulagcdo da construciao sem a perda do

vinculo geométrico (Gerdnimo; Barros; Franco, 2010).

De acordo com Vaz (2012), o GeoGebra permite uma boa interatividade, possibilitando
a releitura de teoremas, o teste de hipéteses e a constru¢do de conjecturas; a interacdo entre
as janelas de dlgebra e de visualizacdo 2D permite ao usudrio relacionar as vdrias faces de um

mesmo objeto matemaético.



10

Figura 1.5 — Interacdo entre as janelas do GeoGebra

7 GeoGebra Classic 5 = X

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Ll ]rolo]dN =]+ =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo X
Ponto

~® A=(3,9)

~® B=(12,11)

Y C=(52)
Reta

@ 9x-Ty=31

0 1 2 / 4 5 6 7 8 ] 10 11 12 13 14 15

Fonte: Os autores.

Entrada:

Nas atividades de investigacdo que propomos a seguir, utilizamos a versao GeoGebra
Classic 5.0.423.0-d. O atalho para o download do software bem como informagdes sobre o

mesmo podem ser obtidos em GeoGebra (2024).

1.4 PRIMEIRA ATIVIDADE INVESTIGATIVA: QUADRILATEROS INS-
CRITIVEIS

Uma condi¢do necessdria e suficiente para um quadrildtero ser inscritivel € possuir
angulos opostos suplementares (Dolce; Pompeo, 2005). Nesta primeira atividade, representamos

um quadrilatero graficamente e investigamos a inscri¢do do mesmo em uma circunferéncia.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra, selecione a opcao “GRAVAR” no menu principal e

nomeie como Atividade 1.

2. Na barra de ferramentas, selecione o botdo “PONTO” e marque na janela de visualizagdao
A=(4,3),B=(6,7),C=(12,7)e D = (11, 2).
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. Selecione a ferramenta “POLIGONO” e desenhe o quadrilitero ABC'D. Com o botio
direito do mouse, clique sobre cada um dos lados, selecione a op¢io “EXIBIR ROTULO”

e desmarque a, b, ¢, d.

. Com a ferramenta “ANGULO”, determine a medida de cada dngulo interno do quadrildtero

ABCD, como na Figura 1.6. Importante: selecione os pontos no sentido hordario.

Figura 1.6 — Angulos internos do quadrilitero ABC'D

¥ Atividade 1.ggb =RlEl X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Bl -lbololalN] =]+

» Janela de Algebra = » Janela de Visualizagdo =]

B

Ponto

® A=(4,3)
® B=(6,7) g
® c=(12,7)
® D=(11,2)
Quadrildtero
® q1=30
Segmento

® a=447

® b=6

® c=51 6
® d=7.07
Angulo

8

7

® a=71567 5
® p=11657°
® y=7869°

® 5=93.18° 4

Entrada:

Fonte: Os autores.

. Agora selecione “CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS” e marque os pontos A, B

e D, defindo assim a circunferéncia A\, conforme ilustrado na Figura 1.7.

. Usando o botio “RELACAO ENTRE OBJETOS”, indicado na Figura 1.8, verifique que o

ponto C' nao pertence a circunferéncia \.

. No menu principal, selecione em “EXIBIR” o item PLANILHA e clique com o botao
direito do mouse no dngulo 3 = ABC e escolha a op¢io “GRAVAR PARA A PLANILHA
DE CALCULO”. Repita o procedimento para o angulo § = ADC. Observe que os valores

de 3 aparecem na coluna A e os de ) na coluna B.
. Movimente os pontos A e C' aleatoriamente e observe, na planilha, os valores de (3 e 9.

. Na coluna C da planilha, digite na célula C2 o comando, = SOM A(A2 : B2) e arraste
verticalmente para baixo. Na Figura 1.9, temos um exemplo do rol de valores dos dngulos

beod.
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Figura 1.7 — Quadrilatero ABC' D e a circunferéncia A

¥ Atividade 1.ggb =RlEl X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

BllAbololal =] ) =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo ®
Cénica

® A (x-7.67F+(y-3.672=13
Paonto

® A=(4,3)

® B=(67)

® C=(12,7)

® D=(11,2)

Quadrildtero

® gq1=30

Segmento B=11657°
® a=447 5
® b=6
® c=51
® d=7.07 5
Angulo

® a=71.57°
® p=116.57" 4
® y=7869°
® 5=93.18°

g

8

7

< [ »

Entrada:

Fonte: Os autores.

Figura 1.8 — Comando “RELACAO ENTRE OBJETOS” na barra de ferramentas

‘ N

Fonte: GeoGebra (2024).

Nessa condigdo, os dngulos internos /3 € 0 do quadrilatero ABC'D sdo suplementares?

Escolha agora a ferramenta “VINCULAR/DESVINCULAR PONTO”, selecione o ponto
C e a circunferéncia A. Com o boto direito do mouse clique no ponto C', escolha a opgao
“PROPRIEDADES” e marque a op¢do “DEFINIR COMO OBJETO AUXILIAR”.

Na planilha, apague os dados das colunas A e B clicando com o botdo direito do mouse
sobre a coluna e escolhendo a op¢ao “APAGAR OBJETOS”.

Por fim, movimente o ponto C' e observe as medidas dos angulos 3 e ¢ sendo compiladas

na planilha, como mostra a Figura 1.10.

Nesse caso, quanto vale a soma dos angulos opostos 3 e § do quadrilatero ABC D?



Figura 1.9 — Valores aleatérios dos angulos [ e d no quadrilatero ABC'D

¥ Atividade 1.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Fi

Janela Ajuda

)

» Janela de Algebra

= X

» Janela de Visualizagdo

Conica
® A (x-7.677+(y-3.67)=13.89

® D=(11,2)
Quadrildtero
® q1=3122
Segmento
® a=447
~® b=6.14
® .48
® d=7.07
Texto
Al =p”
B1="45"
Angulo
C2=209.74°

10

X[~ Planilha
AINIEEEEEES
B |[e A ‘ #l B ‘ C

B 3 B+o

116.57° 93.18° 209.74°

117.94° 91.69° 209.63°

118.27° 91863 209.9°

118.42° 91.6° 210.03°

119.25° 91.44° 210.7°

119.58° 91.38° 210.96°

119.74° 91.35° 211.1°

120.24° 91.09° 211.34°

120.92° 90863 211.56°

121.43° 90.38° 211.81°

121.96° 89.96° 211.92°

122.52° 89.21° 211.74°

123.08° 88.81° 211.87°

123.63° 88.25° 211.87°

124.01° 87.87° 211.89°

124.62° 87.16° 211.77°

125.08° 86.47° 211.53°

125.51° 85.78° 211.3°

125.75° 85.44° 211.19°

126.33° 85.09° 21142°

126.99° 84.41° 211.4°

127.41° 84.08° 211.49°

127.87° 83.59° 211.46°

128.21° 83.42° 211.69°

| 26 | 127.87° 81.87° 209.74°
27 127.87° 81.87° 209.74°

) ——

>

Entrada:

Fonte: Os autores.

Figura 1.10 — Angulos suplementares 3 ¢ ¢ do quadrilitero ABC'D

7 Atividade 1.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Fi

Janela Ajuda

» Janela de Algebra 0d [» Janela de Visualizagio |~ Pianiha
Conica A alEEENEERN
® A (x-T.67F+(y-3.677=13.89 |, B (e A |... B | c
B [ B+s -
R 104.24° 75.76° 180° ‘ﬂ
104.75° 75.25° 180°
Quadrilatero 105.34° 74.66° 180°
i 4 10592 | 7408° 180°
Segmento
@ a=447 X 106.26° 7374 180°
® b=483 b GEEERE 106.75° 73.25° 180°
107.49° 72.51° 180°
107.74° 72.26° 180°
g 107.82° 72.18° 180°
107.98° 72.02° 180°
& 108.39° 7161° 180°
108.47° 71.53° 180°
L 108.55° 7145° 180°
® 5=77.28° 108.8° 71.2° 180°
109.12° 70.88° 180°
2 109.37° 70.63° 180°
109.71° 70.29° 180°
A 110.29° 69.71° 180°
110.47° 69.53° 180°
110.89° 69.11° 180°
3 111.24° 68.76° 180°
| 23| 1116° 68.4° 180°
a | 24 | 1212 67.88° 180°
| 25 | 11267 67.33° 180°
| 26 | 112097 67.03° 180°
B 27 113.44° 66.56° 180° ad
]
Entrada

Fonte:

Os autores.

13
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1.5 SEGUNDA ATIVIDADE INVESTIGATIVA: PROPRIEDADES DA RETA
DE SIMSON-WALLACE

O objetivo principal desta atividade € construir e explorar dinAmicamente a reta de

Simson-Wallace e suas propriedades.

1.5.1 A RETA DE SIMSON-WALLACE

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra e 0 nomeie como Atividade 2.

2. Na barra de ferramentas, selecione o botdo “PONTO” e marque na janela de visualiza¢ao

trés pontos nao colineares A, B e C. Em seguida, escolha a ferramenta “RETA” e trace
nessa ordem as retas AB = f, AC =ge BC = h.

3. Selecione o botio “CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS” e marque os vértices A,
B e C' do triangulo, determinando entdo a circunferéncia A circunscrita a ABC'. Oculte os
eixos coordenados e a malha na janela de visualizacdo selecionando os botdes “EXIBIR
OU ESCONDER OS EIXOS COORDENADOS” e “EXIBIR OU ESCONDER MALHA”.

Na Figura 1.11, exemplificamos uma possivel construcdo do triangulo ABC'.

Figura 1.11 — Exemplo de um tridngulo ABC' inscrito na circunferéncia \

€7 Atividade 2.ggb =RiEn X

Arquwo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Jane\a de A\gebra ~ Janela de Vlsuallzagao

Conica
® A(x-85)7+(y-3.57=305
Ponto
~® A=(8,9)
® B=(33)
® C=(14,3)
Refa
~® f:6x-5y=3
® g x+y=17
® hy=3

Entrada

Fonte: Os autores.
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4. Selecione a ferramenta “PONTO EM OBJETO” e marque na circunferéncia A o ponto D
diferente de A, Be C.

5. Agora selecione o botao “PERPENDICULAR?” e trace, por D, perpendiculares relativas
as retas f, g e h nessa ordem.

6. Com o botio “INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS”, marque a intersecciio das
perpendiculares ¢, j e k com as retas f, g e h respectivamente nessa ordem, definindo

assim os pontos F, F'e (.
7. Com o botdo “RETA”, selecione os pontos E, I' e G e trace a reta [ que passa por eles.

8. Para uma melhor visualiza¢do da constru¢ido geométrica, selecione com o botao direito do

mouse cada uma das retas f, g, h, 7, j e k e desmarque a op¢ao “EXIBIR OBJETO”.

9. Com a ferramenta “POLfGONO”, desenhe o tridngulo ABC' e, com o botdo direito do
mouse, selecione os segmentos AB, BC' e AC e desmarque a op¢io “EXIBIR ROTULO”.

Temos na Figura 1.12 um exemplo de toda a constru¢do geométrica até entdo realizada.

Figura 1.12 — Tridngulo ABC inscrito na circunferéncia \ e a reta [

€7 Atividade 2.ggb =y X |

Arquivo Editar Exibir Opcgbes Ferramentas Janela Ajuda

BY 9 g )3 [o) Lo/ 4 N B ) =

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo =]
Conica e
® A(x-85)7+(y-3.57=305
Ponto

~® A=(8,9)
® B=(3,3)
® C=(14,3)

® D=(12.07,7.72)
~® E=(9.04,10.24)
® F=(10.68,6.32)
® G=(12.07,3)
Refa
= f6x-6y=3
g:x+y=17
hiy=3
i 6x + By = 106.63
= j-Bx + 6y =-26.12
k: x=12.07
® |:3.92x +1.64y = 52.22
Segmento
~® a=11
® b=849
® c=781
Triangulo
- ® t1=33

Entrada

Fonte: Os autores.

10. Selecione o botdo “SEGMENTO” e determine os segmentos DG, DF, DE e AE. Com
o botdo direito do mouse, clique em cada um dos segmentos DG, DF, DE e AE e

desmarque a op¢do “EXIBIR ROTULO”. Novamente com o botdo direito do mouse,



11.

12.

13.

14.
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selecione “PROPRIEDADES” e, em seguida, “ESTILO” e modifique para tracejado cada

um desses segmentos.

Com o botao “ANGULO”, selecione no sentido horario e na sequéncia os pontos A, F e
D, em seguida C, F'e D e por fim C, G e D. Com o botdo direito do mouse, selecione os
angulos AED,CFDeCGD e desmarque a op¢io “EXIBIR ROTULO”.

Renomeie a reta [ para sw clicando com o botdo direito do mouse e selecionando a op¢ao
“RENOMEAR”. A reta sw € a reta de Simson-Wallace e a constru¢do assim definida esta

ilustrada na Figura 1.13.

Figura 1.13 — A reta sw de Simson-Wallace

€7 Atividade 2.ggb =y X |
Arquivo Editar Exibir Opcgbes Ferramentas Janela Ajuda

Ll AlLdpool4lN]=] «) =

» Janela de Algebra & |~ Janela de Visualizagéo 3]

Conica e
® A(x-85)7+(y-3.57=305
Ponto
~® A=(8,9)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
® D=(12.07,7.72)
~® E=(9.04,10.24)
® F=(10.68,6.32)
® G=(12.07,3)
Refa
< f:6x-85y=3
g:x+y=17
hiy=3
i 6x + By = 106.63
= j-Bx + 6y =-26.12
k: x=12.07
® sw: 3.92x + 1.64y = 52.22
Segmento
~® a=11
® b=849
® c=781
® m=4.72
~® n=197
® p=395
® q=162
Triangulo
- ® t1=33
Angulo
~® a=90°
® g=90°
@ y=00°

Entrada

Fonte: Os autores.

Movimente o ponto D sobre a circunferéncia A\ e observe o comportamento dos angulos
retos AED, CFD e CGD. Ocorre alguma modificagdo na medida desses angulos ao
movimentarmos o ponto D? Movimentando os vértices A, B e C' do tridngulo, a reta sw

de Simsom-Wallace se mantém?

Agora com a ferramenta “POLIGONO”, selecione sequencialmente os pontos E, F, G e
E. Com o botao direito do mouse, clique sobre e, f; e g; (rétulos que aparecem na janela
de dlgebra quando usamos a ferramenta “POLIGONO”) e desmarque a opcdo “EXIBIR
ROTULO".
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Clique com o botao direito do mouse sobre o tridngulo ¢, na janela de dlgebra ou sobre
EFG na janela de visualizacdo, e selecione em “PROPRIEDADES” a op¢do “COR” e

modifique.

Com a opcao “VINCULAR / DESVINCULAR PONTQO”, desvincule o ponto D da
circunferéncia A\ e observe o tridngulo pedal £'F'G, conforme mostra a Figura 1.14.

Movimente o ponto D e observe outros tridngulos pedais.

Figura 1.14 — Triangulo pedal EF'G

€7 Atividade 2.ggb =IE X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Gl l-l-olola] =]+ -

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizacio =)
Cérnica L_As
@ A:(x-B.5)+(y-3.572=305
Ponto
® A=(8,9)
® B=(3,3)
~® C=(14,3)
® D=(125,9.67)
® E=(10.17,11.61)

v v |

® F=(9.91,7.09)
~® G=(125,3)
Refa
f:6x-5y=3
g:x+y=17
= hry=3
i 6x + 6y = 120.52
j:-6x +6y =-16.98
ki x=12.6
- @ sw: 4.52x - 0.26y = 43.01
Segmento
®a=11
® b=849
~® ¢=781
® e=4383
® f,=892
® g,=453
® m=6.67
® n=366
~® p=3.03
® q=34
Trigngulo
® t1=33
- ® t2=6.38
Angulo
~® a=90°
® g=90°
@ y=00°

Entrada «

Fonte: Os autores.

Vinculando novamente o ponto D a circunferéncia A\, obtemos o tridngulo pedal £ F'G
degenerado. A Figura 1.15 mostra o tridngulo pedal £ F'G degenerado na janela de visua-

lizacdo e o = EF'G na janela de élgebra.

Aproveitando a caracteristica dindmica do GeoGebra, desmarque na janela de algebra
o tridngulo FF'G = t,, selecione com o botdo direito do mouse o ponto D e escolha
a opcdo “ANIMAR”. Na janela de visualizacdo ha um botdo de play - pause no canto
inferior esquerdo. Clique nesse botao e manipule o movimento da reta sw de acordo com

a maneira que desejar.

Pause a animacdo e marque a op¢do “HABILITAR RASTRO”, clicando com o botao

direito do mouse sobre sw.

Em seguida, clique no botao play e deixe o ponto D se movimentar na circunferéncia A,

pause novamente a animacao e observe o envelope das retas de Simson-Wallace formando
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Figura 1.15 — Triangulo pedal degenerado F F'GG

€7 Atividade 2.ggb =RIE X"

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

EY ¥ g )3 (o) 57 4 N B

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagédo [
Cénica v
® A:(x-8.57+(y-3.57=305
Ponto
® A=(8,9)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
~® D=(12.02,7.76)
® E=(9.04,10.24)
® F=(10.63,6.37)
® G=(12.02,3)
Retfa
f:6x-5y=3
g x+y=17
h:y=3
= ir 5x + 6y =106.63
j: -6x + 6y =-25.57
k:x=12.02
® sw: 3.87x + 1.6y =51.34
Segmento
® a=11
b=8.49
c=7.81
e=364
~® f=783
® g, =419
® m=476
® n=196
® p=3388
~® q=162
Triangulo

B

® t1=33
® t2=0
Angulo
@ a=90°
® p=90°
® y=90°

Entrada

Fonte: Os autores.

a curva denominada deltéide de Steiner. Na Figura 1.16, optamos por modificar a cor e a
espessura da reta sw para uma melhor visualizagcdo. Para fazer o mesmo, marque a reta
sw com o botdo direito do mouse, selecione “PROPRIEDADES” e em seguida “COR” e
“ESTILO”. Salve e feche o arquivo.

1.5.2 A RETA DE SIMSON-WALLACE E O ORTOCENTRO DO TRIAN-
GULO

Exploramos agora o teorema que relaciona o ortocentro do tridngulo inscrito ABC'e a

reta de Simson-Wallace.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra o arquivo Atividade 2.ggb e grave como Atividade 2a.ggb.

2. Com o botao “RETA PERPENDICULAR?”, trace a perpendicular ao segmento BC' pas-
sando por A e a perpendicular passando por C relativa ao lado AB. Em “INTERSECCAO
ENTRE DOIS OBJETOS”, determine o ponto H, ortocentro do tridngulo ABC..

3. Com o botao “SEGMENTO”, trace o segmento H D e, com o botao “INTERSECCAO
ENTRE DOIS OBJETOS”, defina o ponto / de intersec¢do entre a reta sw € o segmento
HD.
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Figura 1.16 — Envelope das retas de Simson-Wallace e o deltéide de Steiner

€7 Atividade 2.9gb = 5 ]

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebi
Cénica
® A:(x-8.57+(y-3.57=305
Ponto
® A=(8,9)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
~® D=(11.34,8.23)
® E=(8.99,10.19)
® F=(10.05,6.95)
® G=(11.34,3)
Retfa
f:6x-5y=3
g x+y=17
h:y=3
s i 5x + 8y =106.12
j: -6x + 6y =-18.66
k:x=11.34
® sw: 3.25x +1.06y = 40.02
Segmento
® a=11
® b=849
® c=781
- e=415
0 f,=757
g,=3.42
® m=523
® n=182
® p=3.06
-® q=155
Triangulo
® t1=33
t2=0
Angulo
~® a=90°
® g=90°
® y=90°

I

Entrada

Fonte: Os autores.

4. Para finalizar, selecione “DISTANCIA” e determine o comprimento dos segmentos H 1 e

1D, confirmando assim que / € o ponto médio do segmento H D.

5. Selecione com o botdo direito do mouse as perpendiculares 7 e [ e oculte essas retas com a
opcao “EXIBIR OBJETO”. Ainda com o botdo direito do mouse, marque o segmento /D
e retire o rétulo s com “EXIBIR ROTULO”.

6. Movimentando o ponto D, observe que o ponto / se mantém como ponto médio. A Figura

1.17 ilustra um exemplo de configuracdo da reta sw, do ponto médio / e do segmento H D.

Salve e feche o arquivo.

1.5.3 O ANGULO FORMADO POR DUAS RETAS DE SIMSON-WALLACE

Investigamos nesta atividade o teorema que relaciona o angulo formado por duas retas

de Simson-Wallace e o dngulo inscrito na circunferéncia que circunscreve um tridngulo ABC'.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra o arquivo Atividade 2a.ggb e grave como Atividade 2b.ggb.

2. Escolha o botao “PONTO SOBRE UM OBJETO” e defina o ponto J pertencente a

circunferéncia \.
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Figura 1.17 — Reta de Simson-Wallace sw e o ponto médio /

€7 Atividade 2a.ggb =RIE X"
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

luuuuuuuuuu =

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagédo )

Cénica h
® A:(x-B.5)+(y-3.47) = 30.47
Namero
distanciaHl = 2.19
distancialD =2.19
Ponto
~® A=(7.8,8.95)
® B=(33)
® C=(14,3)
® D=(12.16,7.6)
-® E=(8.87,10.26)
F=(10.74,6.12)
G =(12.16,3)
H (7.8,8)
=(9.98,7.8)
eta
f: 5.95x - 4.8y =3.43

L]
L]
L ]
L ]
L]
R

g: 5.95x +6.2y =101.85
~ hiy=3
i 4.8x +5.95y = 103.62
j:-6.2x + 595y =-30.17
k:x=12.16
o lx=T78
r: 4.8x + 5.95y = 85.08
® sw: 4.14x +1.88y = 55.99
sw,:-3.12x -1.42y = -42.25
Segmento
®a=11
® b=859
®c =764
e=4.55
f,=7.98
9,=343
® m=424
~® n=2085
® p=456
® gq=169 adl
Entrada

Fonte: Os autores.

. Com o botao “RETA PERPENDICULAR?”, trace por .J as perpendiculares relativas aos
lados AB e BC nessa ordem.

. Marque a intersec¢do das perpendiculares que passam por J com os lados do trian-
gulo ABC, comecando pelo segmento AB e em seguida o segmento BC'. Utilize o
botdo “INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS”. Em seguida, oculte essas perpendiculares
desmarcando-as na janela de dlgebra ou clicando com o botdo direito do mouse sobre cada
perpendicular e escolhendo a op¢iao “EXIBIR OBJETO”.

. Selecione a ferramenta “SEGMENTQO” e defina os segmentos J K e JL. Logo em seguida,
clique com o botdo direito do mouse e desmarque a op¢io “EXIBIR ROTULO” e modifique

o “ESTILO” de cada um desses segmentos para tracejado.

. Com o botio “ANGULO”, no sentido hordrio, determine os angulos retos AKJe JLB.
Em cada angulo, selecione a opgio “EXIBIR ROTULO?” e retire o rétulo.

. Por fim, selecione “RETA” e trace a reta de Simson-Wallace que passa por L e K.
Renomeie essa reta como ws e com o botdo “INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS”
selecione sw e ws definindo assim o ponto de intersec¢do M, conforme ilustrado na
Figura 1.18.

. Com o botao “ANGULO”, defina o angulo entre as retas sw e ws, selecionando nesta

ordem os pontos K, M e E.
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Figura 1.18 — As retas sw e ws de Simson-Wallace

€2 Atividade 2b.ggb =HIE X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

=

» Janela de Algebra |~ Janela de Visualizagédo x
Conica - v
® A:(x-B5) +(y-3.477=3047
Namero
distanciaHl = 2.19
distancialD =2.19
Ponto
@ A=(7.38,8.95)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
® D=(12.16,7.6)
-® E=(8.87,10.26)
(10.74,6.12)

m

(12.16, 3)
(7.8, 8)
(9.98,7.8)
(4.54,7.32)
(5.72,6.37)
L= (4.54,3)
-® M=(7.86,12.48)
N=(572,3)
Reta
c:x=4.54
-+ f:5.95x-4.8y =3.43
g: 5.95x + 6.2y =101.85
hiy=3
i: 4.8x + 5.95y = 103.62
ix=5672
j:-6.2x + 595y =-30.17
ki x=12.16
o lx=T78
r: 4.8x + 5.95y = 85.08
® sw: 4.14x +1.88y = 55.99
sw,:-3.12x -1.42y = -42.25
t: 4.8x + 5.95y = 65.35
® ws:-3.37x +1.18y = -11.77
Segmento
~® a=11

F=
G=
H=
K=

L]
L]
L ]
L ]
@ |=
® J=
L ]
L ]
L]

Entrada

Fonte: Os autores.

9. A partir do vértice B, trace os segmentos B.J e BD. Com o botdao “ANGULO”, defina o
angulo DB.J.

10. Para melhorar a visualiza¢do, mantenha apenas o tridngulo ABC, a circunferéncia )\, os
segmentos B.J e BD e as retas sw e ws. Oculte os demais objetos, clicando com o botdo
direito do mouse e escolhendo a op¢ao “EXIBIR OBJETO”.

11. Se julgar necessério, clique com o botdo direito do mouse sobre o angulo inscrito DBJ,
selecione “PROPRIEDADES” e edite o &ngulo. O mesmo procedimento pode ser realizado
para o angulo entre as retas sw e ws, obtendo assim uma constru¢do similar a ilustrada na
Figura 1.19.

1.6 TERCEIRA ATIVIDADE INVESTIGATIVA: O TEOREMA DE STEINER-
LEHMUS

Nesta terceira atividade, abordamos o teorema de Steiner-Lehmus e o seu reciproco. A
declaragdo simples porém desafiadora do teorema pode ser comprovada com certa facilidade no
GeoGebra.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra e 0 nomeie como Atividade 3.
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Figura 1.19 — Angulo inscrito DBJeo angulo formado pelas retas sw e ws

€2 Atividade 2b.ggb = (S e -

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

luuuuuuuuuu =

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagédo [
Cénica h

® A:(x-B.5)+(y-3.47) = 30.47
Namero

distanciaHl = 2.19
distancialD =2.19
Ponto
~® A=(78,8.095)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
® D=(12.16,7.6)
- E=(8.87,10.26)
F=(10.74,6.12)
G =(12.16,3)
H=(7.8,8)
- 1=(9.98,7.8)
® J=(4.92,7.67)
K=(6.04,6.77)
L=(4.92,3)
~® M=(7.79,12.63)
N = (.04, 3)
Reta
c:x=4.92
- f:5.95x -4.8y =343
g: 5.95x + 6.2y =101.85
hiy=3
i: 4.8x + 5.95y = 103.62
i,1x=6.04
j:-6.2x + 595y =-30.17
k:x=12.16
o lx=T78
r: 4.8x + 5.95y = 85.08
® sw: 4.14x +1.88y = 55.99
sw,:-3.12x -1.42y = -42.25
t: 4.8x + 5.95y = 69.26
® ws: -3.77x +1.12y =-1517
Segmento
~® a=11

Entrada

Fonte: Os autores.

. Selecione o botio “POLIGONO” e desenhe um tridngulo ABC' de base BC' = 12.

. Clique com o botio direito do mouse e desmarque “EXIBIR ROTULO” para cada um dos
segmentos AB, AC e BC.

. Agora, com o botao “BISSETRIZ”, construa as duas bissetrizes internas f e g relativas

aos angulos da base BC, conforme ilustrado na Figura 1.20.

. Selecione o botio “INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS” e determine o ponto D
de interseccdo entre o lado AB e a bissetriz do angulo ACB, assim como o ponto £ de

interseccdo entre o lado AC e a bissetriz do angulo ABC.
. Na janela de dlgebra, oculte a retas f e g.

. Com a ferramenta “SEGMENTO”, construa os segmentos BF e C'D, clique com o botio
direito em BE e em “PROPRIEDADES”, selecione “EXIBIR ROTULO” e modifique o

estilo do segmento para tracejado. Repita o mesmo procedimento para o segmento C'D.

. Usando a ferramenta “DISTANCIA”, determine o comprimento das bissetrizes BE e C'D.
Uma possivel configuracio da constru¢do geométrica até entdo realizada € ilustrada na
Figura 1.21.

. Movimente o vértice A do tridngulo ABC' de tal maneira que as bissetrizes BE e C'D se

mantenham congruentes.



Figura 1.20 — Retas suportes f e g das bissetrizes internas relativas aos

triangulo ABC'
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angulos da base do

€2 Aitividade 3.ggb

= |5 [t

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

LllAl-rlofo)

Entrar...

» Janela de Algebra )

Paonto 13
@ A=(5,10)
® B=(2,2)
® C=(14,2)
Reta
~® f:.057x+0.82y=05
® g:-0.36x-0.93y =-6.84
Segmento
® a=12
~® b=12.04
® c=854
Triangulo
® ti=48

Enfrada:|

Fonte: Os autores.

Figura 1.21 — Bissetrizes internas BE e C'D do tridngulo ABC

¥ Aitividade 3.ggb

e

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Elbd -2 elor]

Entrar...

» Janela de Algebra & [» Janela de Visualizaééo

Numero
distanciaBE = 8.2
distanciaCD = 11.24 12

Ponto

® A=(510)

® B=(2,2) i

® C=(14,2)

® D=(35,5.99)

® E =(8.74,6.67)

Refa
f: -057x+0.82y =05 g
g:-0.36x - 0.93y = -6.84

Segmento

® a=12

® b=12.04

® c=854 7

® h=82
®i=1124
Texto

@ TextoBE=“BE=82"
® TextoCD =“CD=11.24" 5
Triangulo
® t1=48

Entrada:|

Fonte: Os autores.
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Novamente com a ferramenta “DISTANCIA”, defina o comprimento dos lados AB e AC
do tridngulo ABC.

Movimente o vértice A mantendo as bissetrizes BFE e C'D congruentes e comprove a

veracidade do teorema de Steiner-Lehmus e do seu reciproco.

Na Figura 1.22, ilustramos um exemplo de movimento para o vértice A. Observe a

formag@o de um tridngulo ABC' isésceles.

Figura 1.22 — Tridngulo is6sceles ABC e as bissetrizes internas BE ¢ CD

€7 Aitividade 3.ggb =RiEn X

Arquivo Editar Exibir Opcgbes Ferramentas Janela Ajuda

[olo] N <] =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo [
Namero g
distanciaAB =10
distanciaAC =10
distanciaBE =9.76 °
distanciaCD =9.76
Ponto
® A=(8,10)
~® B=(2,2)
® Cc=(14,2)
~® D=(527,6.36)
® E=(10.73, 6.36)
Reta lo
f: -0.45x +0.8%9y =0.89
g: -0.45x - 0.89y = -8.05
Segmento B
- ® a=12
® b=10
~® c=10 "
® h=976
- ® =976
Texto
~—® TextoAB = “AB =10"
® TextoAC =“AC=10"
~® TextoBE = “BE =9.76"
® TextoCD =*“CD=9.76"
Trigngulo n
® t1=48

Entrada

Fonte: Os autores.
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