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RESUMO

Esta dissertagdo mostra ferramentas para tornar o aprendizado mais sélido: a matematica das
fungdes recursivas aplicadas a ciéncia da computacdo. Mas ndo apenas isso, s3o abordadas a
utiliza¢do da recursividade em diferentes perspectivas: fungdes recursivas e arte matematica,
com a construgcdo de fractais em papel, construgdes geométricas em Geogebra e imagens
recursivas (efeito Droste). Propomos que € possivel trabalharmos alguns conceitos de ciéncia
da computagdo, visto que, ja temos alunos com nogdes de programagdo, o que esta longe da
realidade de muitos. Alguns exemplos acompanham, para se ter uma nog¢do, o basico do
codigo em Python. Logo, ferramentas mais rebuscadas, geralmente deixadas de lado, podem
sim ser inseridas num contexto palpavel para nossos alunos. E seria uma arma contra a uma
pratica crescente: ensinar s6 0 minimo.

Palavras-chave: Fungdes recursivas. Ciéncia da computagdo. Educacdo matematica. Arte-
matematica.



ABSTRACT

This dissertation shows tools to make learning more solid: the mathematics of recursive func-
tions applied to computer science. But not only that, we approach the use of recursion in dif-
ferent perspectives: recursive functions and mathematical art, with the construction of fractals
in paper, geometric constructions in Geogebra and recursive images (Droste effect). We pro-
pose that it is possible to work with some computer science concepts, since we already have
students with programming notions, which is far from the reality of many. Some examples
accompany, to have a notion, the basics of Python code. Therefore, more elaborate tools, usu-
ally left aside, can be inserted in a context that is palpable for our students. And it would be a
weapon against a growing practice: teaching only the minimum.

Word-key: Recursive functions. Computer science. Mathematics education. Art-mathematics.
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1. INTRODUCAO

E notério que a educagdo basica ha tempos passa por momentos dificeis. Pensava-se que
com as novas tecnologias no ensino ocorreria um avango na matematica, porém, ainda vemos
a falta de significado para a maioria dos alunos. Os resultados do PISA, segundo relatorio de
2018, vém nos alertando acerca disso, esse Programa para avaliagdo internacional de
estudantes avalia trés dominios: letramento em leitura, letramento em ciéncia e letramento em

matematica, que no relatério Brasil no PISA 2018 ¢ definido como:

[...] a capacidade de formular, empregar e interpretar a matematica em uma série de
contextos, o que inclui raciocinar matematicamente e utilizar conceitos,
procedimentos, fatos e ferramentas matematicos para descrever, explicar e prever
fenomenos. (BRASIL, 2020, p. 24).

Atualmente temos varias propostas pedagogicas que visam reverter a situagdo nada
confortavel da aprendizagem matematica.

Dentre os conteidos que atormentam os estudantes, o tema Fungdes merece atengdo
especial, pois os alunos apresentam grande dificuldade, devido principalmente ao uso da
algebra, mesmo sendo um contetildo com varias aplicacdes no cotidiano. E as abordagens no
presente trabalho sdo uma forma de chamar a atengao desses alunos.

Novas propostas sdo sempre necessarias, como citam os Parametros Curriculares

Nacionais (PCN) para o Ensino Médio (1999):

Em um mundo onde as necessidades sociais, culturais e profissionais ganham novos
contornos, todas as areas requerem alguma competéncia em Matematica e a
possibilidade de compreender conceitos e procedimentos matematicos ¢ necessario
tanto para tirar conclusdes e fazer argumentagdes, quanto para o cidaddo agir como
consumidor prudente ou tomar decisdes em sua vida pessoal e profissional (p. 40).

E a partir de 2018 temos também a BNCC para nortear docentes a focar nas habilidades
dos alunos, no ‘saber usar’, preparar os jovens para viver, criar, argumentar, ndo apenas saber
o conteudo. Vejamos a defini¢do presente na propria: ¢ um documento de carater normativo
que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos
devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica. (BRASIL, 2018).

Essa dissertagdo ¢ uma pesquisa bibliografica e, na busca por propostas, surgiu a
recursividade, precisamente, fungdes recursivas usadas na ciéncia da computagdo. Associados
a ela utilizaremos: sequéncias, relagdes, fungdes, recursividade, no¢do de programacgdo em
Python, progressdes, matematica financeira, construgdes em Geogebra, fractais em papel e
imagens com efeito Droste (efeito recursivo). Objetivando, com esses contetudos, a educagao

basica, apesar de usarmos o método de Newton (estudado na graduagdao) como exemplo de
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recursividade.

No primeiro capitulo falaremos sobre os conceitos de relagdes, funcdes e recursividade;
consequentemente de funcdes recursivas. E ja temos exemplos de cddigo em Python
(linguagem de programagdo amplamente difundida). Segundo Markushevich (1986, p. 8) “a
palavra recorrente se aplica aqui precisamente porque para determinar o termo posterior tem
que recorrer aos anteriores”.

No segundo capitulo demonstramos quando uma recursividade ¢ fun¢do ou ndo, para
isso, usamos as fung¢des: Fibonacci, aproximagao da raiz quadrada de dois (usando o método
de Newton), funcao 91 de McCarthy, as duas recursividades G e H, e a conjectura de Collatz.
Também com as fungdes escritas em Python

No terceiro temos como aplicagdes de fungdes recursivas: Triangulo de pascal
(relacionando também com combinagdo simples), fatorial, fun¢do Ackermann, PA e PG como
fungdes ¢ a famosa torre de Hanoi.

No quarto capitulo temos a recursividade usando o Geogebra, tanto com figuras
geométricas planas quanto um exemplo envolvendo geometria dindmica, editores de imagens
para gerar o efeito recursivo e folhas de papel para construgao de fractais.

Levando em consideracao o que a BNCC diz sobre a percep¢do acerca da matematica

no trecho:

Essa percep¢do da unidade da Matematica, além da diversidade de suas praticas,
serve também para mostrar que o desenvolvimento da disciplina é fruto da
experiéncia humana ao longo da historia. Assim, ela ndo ¢ um edificio perfeito que
surgiu pronto da mente de poucos seres privilegiados, a fim de ser estudada para
puro deleite intelectual. O desenvolvimento gradual desse campo do saber, por seres
humanos inseridos em culturas e sociedades especificas, confere a ela valores
estéticos e culturais, e fornece uma linguagem com a qual pessoas de diferentes
realidades podem se comunicar, com precisdo e concisdo, em vdrias areas do
conhecimento. (BRASIL, 2018, p.522)

Mostramos ferramentas para diferenciar as aulas buscando oferecer, sempre que
possivel, um ambiente escolar, diversificado (como € a nossa juventude), estimulante e que
prepara essa geragao para os desafios do futuro.

A educagio precisa do professor como educador/mentor. E também papel dos
educadores conhecer cada aluno (ndo de forma geral), se aproximar dos estudantes, nao basta
transmitir conhecimentos, tem que oferecer atividades diversificadas para atender as
diferencas.

Na elaboragdo dessa dissertagdo visamos ampliar o repertorio de possibilidades, pois,

pela BNCC, o ensino ndo deve ser apenas na dimensdo do conhecimento, mas o
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desenvolvimento pleno: pessoal, social, emocional, fisico e cultural.

Hoje, contamos com algumas escolas que possuem sala Maker e/ou laboratorio de
robotica. Estamos longe de ser uma realidade para todos, mas ja ¢ um inicio. E devemos
mencionar também franquias de escolas de Robotica e Programagdo, a maioria com o slogan
“educacdo do futuro”. Logo temos a missdo de nos preparar para receber os “novos” alunos
que ja entrardo no fundamental I e no ensino médio com essa bagagem de conhecimento.

As propostas desse trabalho estdo alinhadas com as novas metodologias de ensino, o
uso delas tem como base o conceito da metodologia STEAM (traduzindo do inglés: Ciéncia,
Tecnologia, Engenharia, Arte e Matematica), que esta mudando a forma de como as criancas e

adultos aprendem.
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2. FUNCOES RECURSIVAS

Uma fungdo recursiva ¢ uma fungdo que se refere a si propria. A ideia consiste em
utilizar as saidas da propria fungdo como novas entradas. Ou, segundo CORMEN (2002, p.
50), “Uma recorréncia ¢ uma equagdo ou desigualdade que descreve uma funcdo em termos
de seu valor em entradas menores”.

Porém, antes de detalharmos o significado da fun¢do recursiva vamos definir os
conceitos de produto cartesiano e relagdes entre conjuntos que sdo necessarios para a

definicao de fungao.

2.1 Relagoes e Fungoes:

Podemos usar medidas para tudo, indicar a distancia entre cidades, a velocidade de um

Onibus, a temperatura em uma cidade, a quantidade de chuva, etc.

Qualquer caracteristica que pode ser expressa por uma medida (quantidade) ¢ chamada
de grandeza. Exemplos de grandeza: massa, comprimento, area, volume, velocidade, pressao,

temperatura, profundidade, tempo, vazao, etc.

Um fendmeno/objeto que tem a variagdo de sua medida associada a outro fendme-
no/objeto depende da variacdo das medidas dessa outra grandeza. Por exemplo: o crescimento
de uma planta depende da quantidade de nutrientes e do tempo; a taxa de evaporagdo das
aguas de um rio depende da temperatura ¢ da umidade do ar; a pressao no mar depende da

profundidade.

Entdo, funcdo ¢ a uma forma de estabelecer uma relagdo entre duas ou mais grandezas.
Para estudar essas relagdes, podemos recorrer a equacdes matematicas que relacionem as

grandezas envolvidas.

Defini¢ao 2.1 O produto cartesiano A X B entre os conjuntos A e B é o conjunto formado por
todos os pares ordenados (a,b), onde a é um elemento do conjunto A(a € A) e b é um

elemento do conjunto B(b € B).

Exemplo 2.1. O produto cartesiano dos conjuntos A = {a,b} ¢ B = {1,2,3} é o conjunto
AXxB={a1)(a?2)(a3)(b1),(b2),(b3)} Observe que o conjunto A tem 2

elementos, o conjunto B tem 3 elementos e o produto cartesiano A X B tem 6 elementos.

Em geral, se A e B sdo conjuntos finitos, o nimero de elementos do produto cartesiano

A X B ¢ calculado pelo produto entre o numero de elementos do conjunto 4 ¢ o nimero de
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elementos do conjunto B (para prova, ver LAGES, Elon; et all. A Matematica do Ensino

Médio, vol. 1. Pg. 78).

Definicao 2.2 Uma relagdo R: A — B ¢ qualquer subconjunto do produto cartesiano A X B,

Se (a,b) € R, escrevemos R(a) = b oua — b.

Exemplo 2.2 Como A X B no exemplo 1.1 tem 6 elementos, entdo o produto cartesiano tem
26 subconjuntos e, portanto, existem 64 relagdes entre os conjuntos A e B. As relagdes triviais
sao o conjunto nulo Ry = ¢ e o proprio produto cartesiano R, = A X B. Na relacdo R3 =
{(a,1),(a, 3)} o elemento a de 4 esta associado a dois elementos de B, enquanto o elemento
b de A ndo tem nenhum elemento associado a B. Ja nas relagdes Ry = {(a,1),(b,2)} ¢

R:; = {(a,3), (b, 1)} a cada elemento de 4 corresponde um unico elemento de B.

Segundo PAIVA (2010, p. 67), “uma relacao f'de 4 em B ¢ funcdo se, e somente se,

qualquer elemento de A4 est4 associado, através de £, a um tnico elemento de B”.

Defini¢ao 2.3 Uma fung¢do f:A - B é uma relagdo de A em B, tal que a cada um dos

elementos de A esta associado um unico elemento de B,

O dominio da fun¢do f:A — B ¢ o conjunto A, o contradominio ¢ o conjunto B e a
imagem ¢ o conjunto formado pelos elementos de B que estdo associados a algum elemento
de A Denotamos D(f) o dominio de f, CD(f) o contradominio de f e Im(f) =
{y € B|]3x € Acom(x,y) € f}aimagem de f.

Exemplo 2.3 No exemplo 1.2, a relagao Rz = {(a, 1), (a, 3)} ndo é uma fun¢do, enquanto
R4 = {(a' 1)' (bl 2)} S RS = {(a; 3)' (b; 1)} sdo ﬁlngaes'

Exemplo 2.4 Se A=1{0,1,2,3,4}, e B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} entio f = {(0,0),
(1,2),(2,4),(3,6),(4,8)} ¢ uma funcao de A em B com dominio D(f) = A, contradominio
CD(f) = B ¢ imagem Im(f) = {0,2,4,6,8}. A fun¢dao f verifica a seguinte lei f(x) =
2x,Vx € A.
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2.2 Recursividade

A recursao estd presente em diversas areas do conhecimento como: Arte, Linguistica,
musica, computagdo e matematica, nesta Ultima, objeto desse trabalho, pode ser usada para

definir, por exemplo, sequéncias e fungoes.

Na computacao, um algoritmo recursivo € o processo pelo qual passa certo procedimen-
to quando um dos passos do procedimento em questao envolve a repeticao do passo anterior.
Um procedimento que se utiliza da recursao ¢ dito recursivo. Para que a recursdo funcione, a
parte que falta resolver deve se parecer com o problema original, mas sendo ligeiramente me-

nor ou mais simples do que o problema original.

Segundo ROSEN (2010, p. 294), “as vezes ¢ dificil definir um objeto explicitamente.
entretanto, pode ser facil defini-lo em termos de si proprio”. Ou seja, recursivamente, seria

incluir o item que esta sendo definido como parte da defini¢do, como veremos no exemplo.

Exemplo 2.5 Para ajudar a entender o conceito de recursdo consideremos a cldssica recursao
de Fibonacci: f(0) =1, f(1) =1, f(2)=2,f(3)=3,f(4)=5,f(5) =8, f(6) =13...,
em que o primeiro e o segundo termos sdo iguais a 1, e a partir do terceiro, cada termo ¢
obtido pela soma dos dois anteriores (1 +1=2;14+2=3,24+3 =35,:).

Esta sequéncia recebeu o nome do matematico italiano Leonardo de Pisa (1180-1250),
mais conhecido por Fibonacci, que descreveu, em seu livro Liber Abaci (livro do calculo) no
ano de 1202, dentre diversos outros problemas, o crescimento de uma populagao de coelhos a
partir de um casal de animais (sequéncia ndo realista na biologia). Esta sequéncia ja era, no

entanto, conhecida na antiguidade, por gregos e indianos.

Definicao 2.4 Uma fungdo recursiva é uma fun¢do com dominio nos inteiros ndo negativos

que chama a si propria quando invocada.

Como uma fungao recursiva chama a si mesma, ela deve ser definida com os valores

necessarios para que a recursao possa funcionar.

Exemplo 2.6 A fungao

fm)=3f(n—1),n=1,2,3,-

f(n) = {f(O) _ 1


https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_de_Pisa
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¢ recursiva, o valor da funcao no estado atual € trés vezes o valor da fun¢ao no estado anterior,

sendo que o valor inicial é f(0) = 1. Segue os primeiros cinco valores gerados pela fungdo

recursiva:

F(1)=3f(0)=3-1=3

f(2)=3f1)=3-3=9
F(3)=3f(2)=3-9=27
f(4)=3f(3)=3-27=81
£(5) =3f(4) =3-81 =243

Em Python' temos o seguinte codigo para implementar esta fungdo recursiva:

def f(n):
ifn==0:
return 1
else:

return 3*f(n-1)

Para calcular f(3) a fun¢do chama a si mesma varias vezes:

e f(3)=3-f(2) (f (3) fez a chamada a f(2))
e f(3)=3-3-f(1) (f(2) fez a chamada a f (1))
e f(3)=3-3:3-f(0) (f(1) fez a chamada a f(0))

como f(0) = 1 é conhecido, o processo vai ser finalizado

e f3)=3-3-3-1=27

Exemplo 2.7 A recursdo que gera a sequencia de Fibonacci no exemplo 2.5 ¢€ escrito na forma

de fun¢ao como:

fM=fn-1)+f(n—-2),n=2,3,4,..
f0)=1
f=1

O codigo em Python da recursao de Fibonacci:

1 Para fins didaticos pode-se utilizar um compilador online, uma opgéao é:
onlinegdb.com/online_python_compiler
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def f(n):
if n==0 or n==1:
return 1

else:

return f(n-1) + f(n-2)

para calcular f(5) segue-se a seguinte recursao,

¢« fG)=f@+f(3)

o fO=(fR+f@)+([f@+f)=fB)+2f2+f(D)

o f5)=(f2)+f(D)+2(f(1) +f(0)) + f(0) = £(2) + 3 (1) + 3f(0)
o f(5)=(f(1)+f(0))+3f(1) +3f(0) = 4f (1) + 4f(0)

e f(5)=4-1+4-1=8

Exemplo 2.8 Funcgdes recursivas sao usadas para resolver diversos problemas como mostra a

seguinte fungao:

ffln—1)-2
= -1) - =1,2,3,-
f)=f(n-1) 2fm-1 "L 3,
f(0) =2
os primeiros valores gerados pela recorréncia:
f(0)=2
f(l)=1,5

f(2) = 1,4166666666666667
f(3) = 1,4142156862745099
f(4) = 1,4142135623746899
f(5) = 1,4142135623730951

observando os resultados temos que a fungéo recursiva aproxima o valor de V2. Os digitos em

negrito indicam os digitos significativos, isto €, os digitos calculados corretamente. Inicial-

mente a condicao inicial ndo tem nenhum digito correto, na primeira iteragao foi calculado um

digito correto, na segunda iteragdo trés digitos corretos, na terceira iteragdo 6 digitos corretos,

na quarta iteragdo 12 digitos corretos e na quinta iteracdo foram calculados 17 digitos corre-



22

tamente. Esta fungdo ¢ uma aplicacdo de métodos iterativos para calcular raizes de polino-
mios, denominado Método de Newton (ou Método de Newton-Raphson). Veremos mais deta-
lhes em relacdo a esta funcao no item 3.2 do proximo capitulo e o método de Newton em ane-

XO0.
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3. E UMA FUNCAO?

Na secdo 2.1 foi definido o conceito de funcdo e foram dados vérios exemplos de
fungdes. Ela pode ser apresentada como uma relagdo, uma lei ou por recursividade. Mas se no
processo de modelagem construimos uma relagdo, desejamos saber se realmente foi obtida

uma fungao por ser um fator importante na pesquisa.

Se a funcdo em andlise for dada como uma relacdo comparamos os pares ordenados, se
dois elementos diferentes da imagem sao associados ao mesmo elemento do dominio pode-se
concluir que a relacdo em andlise ¢ uma funcdo. No exemplo 2.2 R; ndo ¢ uma funcio,

enquanto R, e Rs sao fungoes.

O processo de modelagem pode ser representado como uma lei, na maioria dos casos €
relativamente simples verificar se essa lei ¢ uma fungdo como mostram os seguintes

exemplos.

Exemplo 3.1 Sendo, A: R - R, com lei de correspondéncia A(r) = mr? modela a 4rea de um
circulo de raio r. Como para cada valor do raio r corresponde um Unico valor da area do
circulo A(r) = mr?, temos que A é uma fungio.

1
z241

Exemplo 3.2 Sendo, f:Z — Z, com lei de correspondéncia f(z) = nao ¢ uma fungdo pois

f(2) ndo é um niimero inteiro.

Exemplo 3.3 Sendo, f: R — R,com lei de correspondéncia f(x) a raiz do polinémio p(z) =
z — x* ndo é uma fungio. Pois para cada valor do dominio x corresponde dois valores da

imagem |x| ¢ —|x|.

No caso da recursividade ndo ¢ evidente se a lei recursiva por chamar a ela mesma, ¢
uma fun¢do. Mesmo a recursividade de Fibonacci precisa ser verificada que origina uma

fungao.

3.1 Funcio de Fibonacci

A recursividade de Fibonacci foi mostrada no exemplo 2.5 e definida no exemplo 2.7,

agora vamos demonstrar que ¢ uma funcao:
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fM=fn-1+fn-2),n=2734,-
fm)=<{f0)=1
f=1

A resposta a se a recursividade de Fibonacci € uma fungdo parece ser obviamente que
sim, pois cada valor da recursividade depende dos dois valores anteriores. Uma possibilidade
¢ mostrar por indu¢do matematica que a recursividade ¢ crescente e por tanto gera uma fun-
¢do. Outra possibilidade ¢ observar que esta recursividade ¢ do tipo linear e, portanto, ¢ da

forma:

f(n)=rn
substituindo na recursividade, temos
i = rn—l + rn—z
dividindo ambos por 7™*~2 resulta
r’—r—1=0

a qual gera as solugdes

f(n) é combinagao linear de r; e 15:
f() = ar{" + Br3’
substituindo as condigdes iniciais temos o sistema de equacdes

a+p=1
a-<1+2\/§>+,8-<1_2\/§>=1

resolvendo este sistema temos,
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( 1 1++5
{“‘Ts'< 2 >

-1 (1-+5
\ﬁ_vs'( 2 >

e substituindo em f(n) resulta,

n+1

V5

1 /1+v5\"" 1 [1-+5
=5 (757) (=)

o que confirma que para cada valor de n se associa um unico valor na imagem e, portanto, a

recorréncia de Fibonacci ¢ uma fungao.

Observe que no item anterior resolvemos diretamente a recorréncia simplesmente para
mostrar que se trata de uma funcdo, os conceitos e defini¢des sobre recorréncias podem ser

estudados em LAGES, vol. 2, 2006, p. 65.

3.2 Aproximaciao da raiz quadrada de 2

No exemplo 2.8 foi apresentada a recursdo que aproxima v'2 :

_ ffn-1)-2
f)=f(n-1) _W'n =123,
f(0)=2

Para mostrar que a recursdao define uma func¢do, observa-se que esta ¢ um caso especial do

método de Newton para calcular os zeros de um polinémio p(x), com recorréncia:

_ p(Xp-1)
p'(Xpn-1)

Xn = Xp-1

a qual converge para a raiz do polindmio. No nosso caso x, = f(n) e p(x,) = f2(n) — 2.

Logo, p'(x) = 2f(x). Portanto f é uma fungéo.

Para se chegar a fungo acima, uma das opgdes é partir de: x = v/2, eleva-se ambos ao
quadrado, x? = 2, gerando a equagio x> — 2 = 0, e obtemos a funcdo f(x) = x? — 2, ressal-

tando que os zeros dessa fungdo sdo x; = V2 e x, = —V2.
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Neste item usamos o conceito de derivada de funcao polinomial para aplicar o método
de Newton, no anexo mostramos os conceitos e as definigdes desses contetidos, que também

podem ser consultados em STEWART, 2010, p. 313.

3.3 Funcio 91 de McCarthy
John McCarthy” criou a fun¢io conhecido com seu nome, definida por

M _ n—10 sen > 100
(n) = {M(M(n +11)) sen <100

Para verificar se temos uma fun¢do consideremos os seguintes casos,

e sen > 100, temos que M(n) =n — 10

e s5¢90 <n <100, temos que 101 <n+ 11 < 111, logo
M) =M(M(m+11)) =M(n+11—10) = M(n + 1)
neste intervalo a funcdo € constante, e igual a
M(100) = M(101) =101 —-10 =91
istoé, M(n) = 91,590 < n < 100
e s5¢80<n<89 entdio 91 <n+ 11 < 100, logo
M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
o se70<n<79,entdo 81 <n+ 11 <90, logo
M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91

e se60<n<69entdio 71 <n+ 11 < 80, logo

2 Um dos fundadores da inteligéncia artificial, foi cientista da computacao e criador da linguagem de
programacao Lisp. Recebeu o Prémio Turing de 1972 e a Medalha Nacional de Ciéncias dos Estados
Unidos de 1991.



M) = M(M(n+ 11)) = M(99)=91
e se50<n<59 entdo 61 <n+ 11 <70, logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
e se40<n<49,entdo 51 <n+ 11 < 60, logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
e se30<n<39entdo 41 <n+ 11 < 50, logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
o se20<n<29 entdo 31 <n+ 11 < 40, logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
e sel0<n<19,entdo 21 <n+ 11 < 30, logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91
e se0<n<9entdoll <n+11<10,logo

M(n) = M(M(n + 11)) = M(99)=91

este procedimento pode ser aplicado para nimeros negativos, portanto,

n—10, sen > 100
M(n) ‘{91, sen < 100

Concluindo que M ¢ uma funcao.

O codigo em Python

def M91(n):
ifn>100:
return n-10

else:

return MO1(M91(n+11)

27
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E possivel construir o grafico da fungdo 91 de McCarthy no Geogebra (destacado no
item 5.3), utilizando-se a planilha e dlgebra, mas ficamos com o exemplo do portal Mathworld

Wolfram.

Figura 1: Grafico da Funcio 91 de McCarthy
M)
110
105
100
95

a0
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200 40 60 80 100 1z2d

Fonte: mathworld.wolfram.com/McCarthy91-Function.html

3.4 A recursividade G

A recursividade G ¢ definida como:

1, sen=1
n

G(3n—1), senéimparen > 1

), sen épar

para verificar se G ¢ uma funcdo, vamos calcular alguns valores para analisar seu
comportamento,

e sen=1,temosque G(1) =1

e sen=2,temosque G2)=1+G6G(1)=1+1=2

e sen=23,temosque G(3) =G(8) =1+ G(4)

e sen=4,temosque G(4) =1+G(2) =1+2 =3¢, portanto, G(3) =1+3 =4

e sen =5, temos que

G5)=6(14)=1+G6(7)=1+6G(20)=24+G(10) =3+ G(5)
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logo, G(5) =3+ G(5) = 0 = 3, 0 qual é uma contradigdo. Assim a recursividade G ndo ¢

bem definida e, portanto. G ndo ¢ uma fungao.

Aqui ndo utilizaremos o codigo em Python porque, como verificado acima, teremos um

erro de execugao.
3.5 Arecursividade H

A recursividade H ¢ definida como:

1, sen=1
n
H(n) = 1+H(§), sen épar
H(3n+1), senéimparen > 1

para verificar se ¢ uma funcdo, vamos calcular alguns valore para analisar seu

comportamento,
e sen=1,temosque H(1) =1
e sen=2,temosque H2)=1+H(1)=1+1=2
e sen =3, temos que H(3) = H(10) =1+ H(5)
e sen=4,temosque H4) =1+H2)=1+2=3

e sen=>5,temosque H(5) =H(16) =1+ G(B8) =2+ H(4) =5
logo, H3) =1+5=6
e sen==6,temosque H(6) =1+HB3)=1+6=7

usamos o seguinte coddigo Python para continuar calculando os proximos valores da func¢do,

def h(n):
ifn==1:
return 1
elifn % 2 ==0:
return 1+h(n/2)
else:
return h(3*n+1)
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temos h(7) = 12, h(8) = 4,h(9) = 14, h(10) = 6,h(11) = 11, h(12) = 8, h(13) = 8,
h(14) = 13, h(15) = 13h(16) = 5,h(17) = 10, h(18) = 15, h(19) = 15, h(20) = 7.

Continuando com este processo temos h(1000) = 73,h(10000) = 24, e assim sucessiva-
mente. Mas este processo de calcular os valores de h ndo ¢ concluinte para afirmar que ¢ uma
funcdo, somente temos indicios. Na realidade até o momento ndo se ha comprovado que h

esteja definida e, portanto, seja uma fungdo. Ela tem sido calculada paran < 10°.

3.6 Conjetura de Collatz (Problema 3n+1)

A conjectura ¢ simples, porém, dificil de ser provada como verdadeira ou ndo, para
alguns esse ¢ o problema mais simples ainda em aberto. Em ROSEN (2010), encontramos:
Seja C(n) a recursividade que leva um niimero par n para n/2 e um nimero impar n para 3n+1,

para todos os nlimeros inteiros positivos n, vamos chegar ao inteiro 1.

1, sen=1
n 7
C(n) = C(E)' sen épar

C(3n+1), senéimpar

Por exemplo, se n = 32, encontramos C(32) = 16, C(16) =8,C(8) =4,C(4) =2¢
C(2)=1. Se n é par C(n) =C(n/2), logo C(32)=C(16)=C(B8)=C(4)=C(2) =
C(1) = 1. Ou seja, a conjetura chega a 1 quando “encontra” qualquer poténcia de base 2.

Porém, se n = 27, encontraremos 111 passos, calculos, para chegarmos em 1.

Observe os numeros “percorridos” no céalculo de C(27) para se chegar a 1, em negrito o
numero 9232 foi o maior alcancado: 27, 82, 41, 124, 62, 31, 94, 47, 142, 71, 214, 107, 322,
161, 484, 242, 121, 364, 182, 91, 274, 137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233, 700, 350, 175,
526, 263, 790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336, 668, 334, 167, 502, 251, 754, 377, 1132,
566, 283, 850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158, 1079, 3238, 1619, 4858, 2429,
7288, 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154, 3077, 9232, 4616, 2308, 1154, 577,
1732, 866, 433, 1300, 650, 325, 976, 488, 244, 122, 61, 184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160,
80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1.
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Em Python
def collatz (n):

ifn=1:
return

ifn % 2 ==0:
collatz (n/2)

else:
collatz (3*n+1)

O recorde em 2020, de David Barina, é para N < 2%8 (aproximadamente 2,95 x 102°).

Observe a semelhanga entre as trés ultimas recursividades, a teoria dos nimeros tem

ajudado bastante na solugdo de diversos problemas relacionados a ciéncia da computagao.

Outra opcao de consulta ¢ https://mathworld.wolfram.com/CollatzProblem.html.
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4. APLICACOES DE FUNCOES RECURSIVAS

Funcgdes recursivas aparecem em diferentes areas e suas aplicagdes sdo amplas, elas sdo
uteis no processo de modelagem de varios fendmenos na natureza, economia entre outras
areas. Ou seja, se encaixa na BNCC na competéncia especifica 1 de matematica e suas

tecnologias para o ensino médio, que diz:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situa-
¢oes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza ¢ Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a contribuir para uma formagéo geral. (BRASIL, 2018, p.
531)

A seguir sdo apresentadas algumas das aplicacdes das fungdes recursivas.
4.1 Triangulo de Pascal

Seja a fungdo f: N X N — N, definida recursivamente por:

1, sen=0
fm,n) =4fm—-1,n—-1)+f(m—-1,n),sel<n<m-1
1, sen=m

Segue alguns valores da fungdo f,

e f(00)=1

e f(1,0)=1, f(1,1)=1

o f(20)=1, fRD=fAL0)+fALD)=1+1=2, f(22) =1
e f30)=1, fB1)=f20+f21)=1+2=3,

fB2)=fR1+f22)=2+1=3,f33)=1

e f(40)=1, f(41D)=fB0+f(3B1)=1+3=4,
f(42)=fB1+f(32)=3+3=6, f(43)=f(32)+f(33)=3+1=4,
f(44) =1

e (50 =1, fG5,1)=f(40)+f(41)=1+4=5,
fG52)=f41D+f(42) =4+6=10, f(53) = f(4,2) + f(43) =6 + 4 = 10,

f54)=f43)+f44)=4+1=5, f(55 =1
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as proximas linhas continuam sendo geradas recursivamente. Observe que fungdo recursiva
esta de acordo com a relagdo de Stifel (ou relagdo de Pascal). Na Tabela 4.1 se mostram os

valores gerados pela recursao:

Tabela 4.1 Tridngulo de Pascal

n| 0 [1 2 3 4 5 6 7 8 9
m
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Fonte: O autor

Os valores do triangulo de Pascal t€ém a aplicagdo pratica de ser os coeficientes do po-

linémio (a + b)™ mediante a formula:

n

(a+b)" = z F(n — k, k)am* bk

k=0
Isto é:

(a+b)° = £(0,0)a’b® =1
(a+b)t = f(1,00ah’ + f(1,1)a’br =a+b
(a+ b)? = £(2,0)a?b° + f(2,1)a*b* + £(2,2)a’h? = a? + 2ab + b*

(a+b)3 = £(3,00a®b® + f(3,1)a?b* + f(3,2)a'b? + £(3,3)a’h?
a® + 3a?b + 3ab? + b3

(a+ b)* = f(4,0)a*b® + f(4,1)a®b + f(4,2)a’b? + f(4,3)ab® + f(4,4)a’b*
a* + 4a3b + 6a*b? + 4ab + b*
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(@ +b)S = £(5,0)a5b° + £(5,1)a*b + £(5.2)a®b? + £(5,3)a2b? + f(5,4)ab® + £(5,5)ab’
a’ + 5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b°>

e assim sucessivamente. Do bindmio de Newton conhecemos que:
n
(a+b)" = Z Ck_,a™k bk
k=0

portanto, podemos concluir que

m!
f(m,n) = Cy, = A m =)

Relacionamos assim a fungdo recursiva do tridngulo de Pascal com a teoria

combinatdria, duas areas que aparentemente nao tinham conexao.

4.2 Fatorial

O fatorial de um numero tem diversas aplicagdes ndo apenas da analise combinatoéria, o

fatorial de um numero n é em forma recursiva:

1, sen=0

f(n) ={n-f(n—1), sen=>1
Numericamente, para calcular f(4) temos:
fA)=4-f3)=4-3-f2)=12-2-f(1)=24-1-f(0)=24-1=24
Escrevemos a fungdo fatorial de n até 1 da seguinte maneira:

f) =n- fr—2bH
for—b-=0n-1 fo—2D

4= 4. £33
3= 3.4
2= 2.4H
= 1.1(0)
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Multiplicando ambos os lados, cancelam-se os termos riscados, obtendo:
fm)=n-n-1)- n—-2)---4-3-2-1

denotamos f(n) =n!l=n-n—-1)- n—2)--4-3-2-1

4.3 Func¢ao de Ackermann

A funcdo de Ackermann, bastante utilizada na ciéncia da computagdo, originalmente
tem 3 argumentos, porém Roézsa Peter e Raphael Robinson reduziram para dois. Hoje, €
definida usualmente com dois argumentos (também chamada de Fun¢ao Ackermann-Peter) da

seguinte forma:

n+1 sem=0
A(m,n) = Am—-1, 1), sen=0
A(m—1,A(m, n—1)), sem>0en>0

alguns valores de A(m, n) podem ser calculados facilmente:
e sem=20,
entdo A(0,n) =n+ 1 paran = 0, por exemplo A(0,234) = 235
o sem=1,
A(1,0)=41-11)=A401)=1+1=2=0+2
A(1,1) = A(0,A(1,0)) =A(02) =2+1=3=1+2
A(1,2) = A(0,A(1,1)) =A(03)=3+1=4=2+2
por indugdo matematica concluimos que A(1,n) = n + 2
e sem=2,
A0)=A4(11)=3=2-0+3

A1) =A(1,A2,0)=A4(13)=3+2=5=2-1+3
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A22)=A(1L,A21D))=A(15) =54+2=7=2-2+3
A23)=A(1,A22) =A(1,7)=7+2=9=2-3+3
A24) =A(1,A(23) =A(1,9)=9+2=11=2-4+3
por indugdo matematica se conclui que A(2,n) =2-n+3
e sem =3,
AB0)=A(21)=5=23-3
AGB1) = A(2,A(3,0)) = A(2,A(2,1)) = A(25) =13 =2* -3
A(32) = A(2,A3,1)) = A(2,13) =29 = 2% -3
AB3) =A(2,A3,2)) = A(2,29) =61=2°-3
A(3,4) = A(2,A(33)) = A(2,61) =125=27 -3
A(3,5) = A(2,A(3,4)) = A(2,125) = 253 =28 - 3
por indu¢io matematica se conclui que A(3,n) = 2™*3 — 3.

Uma propriedade interessante ¢ observada, enquanto A(0,n), A(1,n) e A(2,n) crescem

segundo um polinémio linear, A(3,n) cresce segundo uma fung@o exponencial.
o Sem =4,
A(4,0) = A(3,1) = 13 = 22°3
A(4,1) = A(3,4(4,0)) = A(3,13) = 216 — 3 = 22 _3

2
A(4,2) = A(3,A(4,1)) = A(3,216 —3) = 22"° —3 = 222" _ 3

2

A43) = A(3,4(42)) = 22 -3
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.2
. ~ y . . 2 , . ~ .
por indu¢do matematica se conclui que A(4,n) = 22 — 3, com n + 3 niveis nas poténcias

de 2.

O comportamento de A(4,n) cresce muito mais rapido que qualquer fungdo exponenci-
al, por isso a fun¢do de Ackermann ¢ muito usada em computacao, principalmente para anali-
sar o desempenho dos compiladores no uso da recursividade. Se calculamos A(4,4) usando
todos os niveis de recursividade até chegar a A(0,p) = p + 1 precisamos de uma quantidade
de chamadas a recursdo que ndo ¢ suportada pelos compiladores. Uma solugdo ¢ calcular a
funcdo de Ackermann da forma que foi apresentada aqui, salvando os valores calculados para

serem usados nos proximos niveis.

4.4 Progressao geométrica

Uma progressao geométrica ¢ uma fungdo recursiva f: N — R definida por

{f(n)=r-f(n—1), n>1
f0) =a

(n)

fn-1)

o quociente de dois termos consecutivos ¢ igual a r, denominada a razao da progressao

y, . 3 , . « e ~ y, .
geométrica’ e f(0 = a é denominado o valor inicial da progressdo geométrica. Temos que

f)=r-f0O)=r-a=a-r
fQ=r-f)=r-a-r=a-r?
f@A=r-fQ=r-a-r*=a-r3

por inducdo matematica, temos que
fm)y=a-r",n=0
portanto, a progressdo geométrica ¢ uma versao discreta da fungdo exponencial.

Exemplo 4.9 A sequéncia 1, 2, 4, 8, 16, ... verifica que o quociente de dois termos
consecutivos ¢ sempre igual a 2. Logo ela ¢ uma progressdo geométrica de razdo r = 2 e

valor inicial @ = 1. O termo geral é dado por f(n) =1 - 2" = 2™,

3 Nos livros de ensino médio ¢ comum o uso da letra q para representar a razdo da PG.
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Exemplo 4.2 A sequéncia 1,—1,1,—1,1,—1,--- verifica que o quociente de dois termos
consecutivos ¢ sempre igual a —1. Logo ela € uma progressao geométrica de razdor = —1 ¢

valor inicial @ = 1. O termo geral é dado por f(n) =1- (—1)" = (—1)™

Exemplo 4.3 A sequéncia 1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,--- verifica que o quociente de dois
termos consecutivos € sempre igual a 1/2. Logo ela ¢ uma progressdao geométrica de razao

e 1 1 n 1 n+1
r = 1/2 e valor inicial @ = 1/2. O termo geral é dado por f(n) = 7 (E) = (E) .

O calculo da soma dos termos de uma progressao geométrica f(n) =r- f(n — 1)

segue 0s seguintes passos:
i £ = £(0) + Z £ = £(0) + Z rftc— 1)
k=0 k=1 k=1
i £ = £(0) + rnif(zo =) +7 Z £ = rf ()
&
Z F) ~ 7 Z £ = £(O) = rf ()

Z PORORL (0

Como f(n) =a-r™e f(0) = a, a soma dos termos de uma progressdo geométrica pode ser

escrita em termos da razdo e valor inicial, como:

Z f(k) a- (1 _ rn+1)

 1—-r

Exemplo 4.4 Na progressao geométrica 1,2,4, 8,16, --- do exemplo 4.1, a soma ¢é:

Z fay =282 gy
S 1-=2

Exemplo 4.5 Na progressao geométrica 1,—1,1,—1,1,--- do exemplo 4.2, a soma ¢é:

1-(-1) —1,sen éimpar

zn:f(n) _ 1-(1—-(C=D*h 2{ 1,sen épar
-y
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Exemplo 4.6 Na progressao geométrica 1/2,1/4,1/8,1/16,--- do exemplo 4.3, a soma é:

n 1 _ (% " n+1
> =2 ( &) )=1_(1)

Uma das aplicagdes da progressdo geométrica ¢ na matematica financeira, no regime de

capitalizacdo de juros compostos, que sera estudado no item 5.2.

4.5 Progressao aritmética

Uma progressdo aritmética ¢ uma funcao recursiva f: N — R definida por

{f(n) =r+f(n—-1), n=>1
f0)=a
A diferenga de dois termos consecutivos f(n) — f(n — 1) é igual a r denominada a ra-
zao da progressdo aritmética e f(0 = a é denominado o valor inicial da progressao aritmética.
Temos que
fH)=r+fO0)=r+a=a+r

fQ=r+f()=r+a+r=a+2-r
fB=r+fR)=r+a+2-r=a+3-r

por indugdo matematica, temos que
fm)y=a+n-rn=0
portanto, a progressao aritmética € uma versao discreta da funcao polinomial de grau 1.

Exemplo 4.7 A sequéncia 5,11,17,23,29,35,--- verifica que a diferenga de dois termos
consecutivos ¢ sempre igual a 6. Logo ela ¢ uma progressao aritmética de razdo r = 6 e valor

inicial @ = 5. O termo geral ¢ dado por f(n) =5+ 6 - n.

Exemplo 4.8 A sequéncia 4,7,10,13,16,19,22,25,--- verifica que a diferenca de dois
termos consecutivos ¢ sempre igual a 3. Logo ela ¢ uma progressao aritmética de razdo r = 3

e valor inicial @ = 4. O termo geral é dado por f(n) =4+ 3 - n.
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O célculo da soma dos termos de uma progressdo aritmética f(n) =r+ f(n—1)

segue 0s seguintes passos:

Zf(k)=Z(a+k-r)=a-Zl+r-Zk
. n-n+1)

Zf(k)za-(n+1)+r- 5
k=0

Zn:f(k) _ (2a+r.n2)-(n+1)
k=0

Exemplo 4.9 Na progressao aritmética 5,11,17,23,29, 35, - do exemplo 4.7, a soma ¢:

Zf(n)=(2'5+6'2n)'(n+1)=(5+3.n).(n+1)
k=0

Exemplo 4.10 Na progressao aritmética 4,7,10,13,16,19, 22, --- do exemplo 4.9, a soma ¢é:

Zn:f(n):(2-4+3-n)-(n+1):(8+3-n)-(n+1)

2 2
k=0

Uma das aplicacdes da progressdo aritmética ¢ na matematica financeira, no regime de

capitalizagao de juros simples, que veremos no item 5.2.

4.6 Torre de Hanoi

E um tipo de "quebra-cabega" em que uma base contendo trés pinos, ¢ em um deles
quais sdo dispostos alguns discos uns sobre os outros, em ordem crescente de diametro, de

cima para baixo.

O problema consiste em passar todos os discos de um pino para outro qualquer, um de
cada vez, usando um dos pinos como auxiliar, de maneira que um disco maior nunca fique em
cima de outro menor em nenhuma situa¢dao. O nimero de discos pode variar sendo que o mais

simples contém apenas trés.
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Figura 2: Jogo da torre de Hanéi

Fonte: www.americanas.com.br

A lenda citada abaixo, assim como o jogo, foi criagdo do matematico francés Edouard
Lucas em 1882, com o objetivo de chamar atencao:
Na origem do tempo, num templo oriental, Deus colocou 64 discos perfurados de
ouro puro ao redor de uma de trés colunas de diamante e ordenou a um grupo de
sacerdotes que movessem os discos de uma coluna para outra, respeitando as regras
acima explicadas. Quando todos os 64 discos fossem transferidos para outra coluna,
o mundo acabaria. (HEFEZ, 2011, p 25)
Vamos escrever uma fungdo recursiva para determinar o menor numero de movimentos
para resolver o “quebra-cabega” da Torre de Hanoi. Abaixo temos a solugdo para o jogo com

3 discos.

Figura 3: etapas de solu¢io da torre de Hanéi com 3 discos

P A R Y

1° passo 2° passo 3° passo 4° passo
5° passo 6° passo 7" passo Finalizado

Fonte: proprio autor.



Quantidade de movimentos minimos de acordo com o nimero de discos

Tabela 4.2: Quantidade de discos x nimero minimo de movimentos

Quantidade Numero de movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15
n 2" —1

Fonte: proprio autor.

Escrevendo a fung¢ao recursiva temos

1 sen=1
f(n):{Zf(n—1)+1 sen>1

Que aplicando na fung¢ao os valores de n a partir de 1, obtemos:
f=1
f2)=2.f(N)+1=2x1+1=3
fBR)=2.f2)+1=2%x3+1=7
fA)=2.f3)+1=2%x7+1=15
F5)=2.f(4)+1=2x15+1=31

F6)=2.f(5)+1=2%x31+1=63

fn—1D=2f(n-2)+1=2"1—-1

fW=2.fnh-1)+1=2"-1
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Agora veremos uma dedu¢do de como calcular diretamente a quantidade minima de

movimentos:
Def(n) =2.f(n—1)+ 1obtemos f(n) —2.f(n—1) =1

fn—-1)—-2.f(n-2)=1



43

fm—2)—-2.f(n-3)=1

f@-2f2)=1
f@-2.f1)=1
fA=1

Se apenas somarmos ndo haverd eliminagdo, entdo a segunda linha vamos multiplicar
por 2, e terceira linha por 4, a quarta linha por 8, assim sucessivamente, at¢ a ultima linha ser

multiplicada por 2%, obtendo
f)—2.fn-1)=1
2.f(n—1) —4.f(n—2) =2
4.f(n—2)—8.f(n—3) =4

8.f(n—3)—16.f(n—4) =8

2n2 £(2) — 2"7L f(1) = 2n2
2n1 f(1) = 1.2™¢

Somando-se ambos os lados, obtemos f(n) =1+ 2 + 4 + 8 + --- 2" ! ¢ as parcelas a
direita da equacao formam uma P.G. com n elementos e razao 2 e primeiro elemento 1, cuja

soma ¢ igual a 2™ — 1, assim a equagdo se reduz a:f (n) = 2™ — 1

Uma aplicacdo online pode ser encontrada no site S0 Matemdtica no endereco eletroni-

co: https://www.somatematica.com.br/jogos/hanoi/.
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5. RECURSIVIDADE USANDO O GEOGEBRA E OUTROS RECURSOS
TECNOLOGICOS

Na educagdo basica temos diversos conteudos que envolvem a ideia de recursividade,
por exemplo: Sequéncias, Progressoes, Fungdes recursivas, Matematica financeira e Arte
(imagens recursivas, também chamadas de efeito Droste). E se relacionam de forma interes-

sante.

Toda essa diversidade de atividades em torno das fung¢des recursivas visa esse novo
momento da educagdo brasileira e busca se encaixar na BNCC que tem como uma das

competéncias:

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias, in-
cluindo a investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacdo e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e
criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes
areas. (BRASIL, 2018, p. 9).

Busca-se desenvolver competéncias e habilidades em Matematica como: Representagao
€ comunicagao, ou seja, como se utilizar adequadamente os recursos tecnoldgicos como ins-

trumentos de produgdo, representacdo e de comunicagao.

5.1 Definicao de Progressoes

Um dos ramos da algebra matematica ¢ o estudo das progressdes aritméticas (PA) e
progressdes geométricas (PG). Aqui associamos com o estudo das funcdes e a recursividade
presente na definicdo de progressdes, outros conceitos, como por exemplo a interpolacao de

termos, ndo sao objeto do presente trabalho.

Nos itens anteriores 4.4 (PG) e 4.5 (PA) as fungdes recursivas tem o f(0) como primei-
ro termo da sequéncia; ja nos itens a seguir 5.1.1 ¢ 5.1.2, o primeiro termo é f(1) da fungdo,

essa mudanga ¢ apenas para facilitar o entendimento para os alunos.

5.1.1 Progressao aritmética

A PA ¢ uma sequéncia determinada de forma que, a partir do segundo termo, ¢ adicio-
nada uma constante r (razdo da PA) ao termo antecessor, 0 que permite que o termo seja en-

contrado.
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A PA(1,4,7,10,...) tem como primeiro termo a; = 1 e razdo r = 3, na forma recur-
siva tem-se a,, = a,_; + 3 ¢ a fébrmula do termo geral ¢ definida por a, =1+3(n—1) =
3n — 2. Para representar em um grafico o comportamento dessa sequéncia usaremos a funcao

fiN, = R dada por f(x) = 3x — 2. Ou seja, os valores de entrada x, sdo naturais ndo nulos.

Figura 4: representacio da PA em grafico cartesiano

10 /

N

-2 =1 1] 2 3 4

Fonte: proprio autor.

5.1.2 Progressiao Geométrica

A PG ¢ uma sequéncia determinada de forma que, a partir do segundo termo, ¢ multipli-
cada uma constante q (razdo da PG) ao termo antecessor, o que permite que o termo seja en-

contrado.

A PG(1,2,4,8,...) tem como primeiro termo a; = 1 e razdo q = 2, na forma recursiva
tem-se a, = 2.a,_, € a formula do termo geral é definida por a, = 2" 1. Pode-se usar a
fungio f: N, —» R dada por f(x) = 2*"1. Ou seja, os valores de entrada x, sdo naturais ndo

nulos.
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Figura 5: representacio da PG em grifico cartesiano

Fonte: proprio autor.

5.2 Matematica financeira

O regime de juros simples ¢ uma aplicacdo de progressdes aritméticas e também de
funcdo afim, pois de J =c.ine M =C+ ], temos que M =C, M =C.i.n+C, o que ¢
mesma estrutura de a, =r(n—1)+a; e f(x) =ax+b. Mantendo-se a ideia de

recursividade, temos:

Tabela 5.1: montante em juros simples como recorréncia.

Periodo Montante como Montante
recorréncia
1 M;=C+] M, =C(+1i)
2 My, =M, +j M, = C(1 + 2i)
3 M; =M, +j M; = C(1+ 3i)
n M,=M, 1+] M, = C(1 + ni)

Em que C — capital inicial (principal), i — percentual de juros, n — periodo da aplicacdo e

M — montante (capital adicionado ao juro).
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Observe a tabela, um exemplo em que temos o principal (capital inicial) de R$ 1000,00
a uma taxa de juros i=10%, em cada més o montante ¢ obtido pela soma do montante do més

anterior aos juros do més corrente, no caso R$ 100,00.

Tabela 5.2: montante em juros simples.

Més | Principal (R$) Juros RS (10%)

0 1000 100 1000+100
1 1100 100 1100+100
2 1200 100 1200+100
3 1300 100 1300+100
4 1400 100 1400+100
5 1500

Agora associamos o sistema de juro composto como uma aplicagdo de progressoes
geométricas e também de fung¢do exponencial, pois em M = C(1+ i)™ temos a mesma

estrutura de a,, = a;.q" ! e de f(x) = a.b*.
Observe a tabela

Tabela 5.3: montante em juros compostos como recorréncia.

Periodo | Montante como recorréncia Montante
1 M, =C(+1) M, =C(+1)
n M, =M,_(1+1) M,=C+D"

Usaremos um exemplo com os valores do anterior: temos o principal (capital inicial) de
R$ 1000,00 a uma taxa de juros i=10%, em cada més o montante ¢ obtido pelo produto do

montante do més anterior por 1,1 (1+10%)



Tabela 5.4: montante em juros compostos.
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Més | Principal (R$) Juros RS (10%)

0 1000 100 1000+100

1 1100 110 1100+110

2 1210 121 1210+121

3 1331 133,1 1331+133,1

4 1464,1 146,41 1464,1+146,41
5 1610,51

As tabelas com valores enfatizam o crescimento linear (juro simples-fungdo afim) e o
crescimento exponencial (juro composto-fungdo exponencial). Enquanto no juro simples a

aplicagdo gerou R$ 1500,00, no juro composto foram R$ 1610,51.

5.3 Proposta de utilizacdo do Geogebra

Vamos explicitar o motivo de usarmos o Geogebra (deriva da aglutinagcdo das palavras
Geometria e Algebra) e mostrar alguns resultados a partir de sua utilizacio, ou seja, veremos

que sua utilidade além dos graficos apresentados no capitulo anterior.

O GeoGebra ¢ um aplicativo de matematica dindmica, o projeto foi iniciado na
Universidade Salzburg — Austria em 2001, para ser utilizado em ambiente de sala de aula, sua
distribuicio ¢ livre e disponivel em vérias plataformas. E utilizado em quase todo o planeta
(mais de 55 idiomas), pois é para todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra,
Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbolicos em um unico

pacote facil de se usar; em uma unica interface grafica (GUI)

Possui uma comunidade de milhdes de usuérios espalhados por todo o mundo; e se
tornou um lider na 4area de softwares de matematica dindmica, apoiando o ensino e a

aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.

Nas figuras 4 e 5 do item anterior, os graficos foram feitos no Geogebra.

Espiral de Fibonacci

Construcao da Espiral de Fibonacci utilizando o Geogebra. Os dois primeiros quadrados

menores tém lado medindo 1 u.c., o lado do terceiro mede 2 u.c. (1 + 1, a soma dos dois
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primeiros) , o quarto quadrado de lado 3 u. c. (1 + 2, a soma do segundo com o terceiro).
Segue a recursividade, a medida do lado de um quadrado ¢ a soma dos lados dos quadrados

anteriores.

Figura 6: espiral de Fibonacci com 5 iteracdes e com 7 iteragdes.

w

N
5 |/

Fonte: proprio autor.

N A

A fung¢do de Fibonacci, com auxilio da planilha e o “botdo” controle deslizante (slider)

para que a se destaque os pontos da func¢do que correspondem a sequéncia.
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Figura 7: Interface do Geogebra com a funcio de Fibonacci.

€2 GeoGebra Classic - O x
B O SIPANIEIE: Q =
o " A e Hiflmc & : & B I E=E N
0 [ ] LUNO) SEE) K A B c
)n ) | 1 0 0
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@ - 7 i 3 2 1
4 3 A
b=3 5 4 3
6 5 5
40
@ A=(00 7 6 8
) 8 7 13
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12
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20 14
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© G6=(68) H E L 19
D p 20
@ H-(13 ; NP Cana i 21
1] 1 2 3 4 ] 3 7 8 9 10 11 @\ 22
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Fonte: proprio autor.

Porém temos diversas opgdes de formas e cores para criagdo de imagens com

recursividade. O que nos faz adentrar no conceito de fractal, de geometria Fractal.

Fractal ¢ uma figura da geometria ou fisica, algumas encontradas na natureza,
geralmente muito similares em diferentes niveis ou escalas, isto ¢, um objeto em que suas
partes separadas repetem os tracos (a aparéncia) do todo. Gerando um padrao recursivo

(padrao repetitivo).

Nao falaremos da teoria Fractal, criada em 1975 por Benoit Mandelbrot (1924-2010),
que utilizou as ideias anteriormente expostas por outros matemadticos. Por exemplo: o

conjunto de Cantor, floco de neve de Koch, e o triangulo de Sierpinski.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
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Figura 8: Efeito recursivo usando apenas quadrados no Geogebra

Fonte: proprio autor.

Na proxima figura temos um exemplo cléssico de fractal, construido no Geogebra.

Utilizou-se poligono regular e ponto médio.

Figura 9: Construcio do fractal tridngulo de Sierpinski.

(N NN/

/NN NN/

Fonte: proprio autor.

Com o geogebra ¢ possivel desenvolver também figuras dindmicas, a sequéncia de
blocos quadrados formando a ideia dos nimeros triangulares, em que € possivel modificar a
figura pelo botdo ‘controle deslizante’ (Slider) em que defini o valor de n de 0 até 20. Ou seja,
para n = 0 ndo ha figura, para n = 1, temos apenas um quadrado; para n = 2, temos 3
quadrado concatenados; para n = 3, temos 6 quadrados concatenados e assim segue a

sequéncia dos numeros triangulares.
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Trata-se de uma recorréncia, que no caso ¢ simples T, = T,,_; + n. Sendo T; = 1.

Tabela 5.5: Recorréncia para os numeros triangulares.

n T,=T,_1+n T,

1 T, =1 T, =1

2 T,=T,+2 T,=1+2=3

3 T;=T,+3 T;=3+3=6

4 T,=T;+4 T,=6+4=10
5 Ts=T,+5 Ts =10+5=15

Para elaboracdo (hd o passo a passo em sites especializados em Geogebra) da figura
abaixo foram usados os comandos sequence, translate e take, e mais os elementos poligono,

controle deslizante e dois vetores.

Para n = 8 temos 36 poligonos e paran = 12 temos 78.

Figura 10: Nimeros triangulares no Geogebra de forma dinimica.

14 14 - 12

=0

"
o

g

_____

12 12 1

10 10

Fonte: proprio autor.

Temos a opgao de criar GIF (Graphics interchange Format: Formato para intercambio
de graficos: imagem estatica ou dinamica) no Geogebra, em que as imagens sao ‘animadas’ a

partir do controle deslizante (Slider) selecionado no momento em que se cria o GIF.

Além das imagens, podemos trabalhar a criacdo de videos, para que alguns alunos usem
suas técnicas e também a criatividade. Um exemplo bem interessante ¢ o Nature by numbers
de Cristobal Vila, em canais de lingua portuguesa chamado de Sequéncia de Fibonacci, no
endereco youtube.com/user/etereaestudios, nos mostra alguns casos muito interessantes em

que podemos visualizar aplicagdes da sequéncia de Fibonacci.
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Um exemplo do video ¢ o Girassol: suas sementes preenchem o miolo dispostas em dois
conjuntos de espirais: geralmente, 21 no sentido horario e 34 no anti-horario (que sdo termos

da sequéncia)

Figura 11: Flor de girassol, espiral de Fibonacci.

Fonte: SunFlower: the Fibonacci sequence, no Pintereste*

5.4 Imagens Recursivas (efeito Droste): Arte tecnolégica com estrutura recursiva.

As imagens recursivas, ou efeito Droste (em referéncia a embalagem de cacau em po
holandesa Droste), ou também conhecidas como Mise en abyme (termo em francés que
costuma ser traduzido como "narrativa em abismo"), sdo imagens bonitas e curiosas que

relacionam arte € matematica.

Pode-se usar qualquer editor de imagem para se obter uma imagem recursiva, nos
exemplos abaixo, apesar de haver programas gratuitos com mais recursos, usei o Microsoft

Paint, em que ¢ possivel reduzir e deslocar imagens facilmente.

O primeiro exemplo ¢ a obra Deus Pai, de Girolamo Santacroce, cerca de 1530,
Napoles, Italia. Técnica Marmore, dimensdes: 84x80x40 cm. A fotografia feita pelo proprio
autor no MASP — Museu de arte de Sdo Paulo Assis Chateaubriand, em 2015 gerada
recursivamente com redug¢do de 1/3 em cada dimensdo, ou seja, cada imagem dentre as

menores tem (2/3)% = 4/9 da 4rea da figura imediatamente maior.

4 Pintereste: endereco: https://www.pinterest.ru/pin/437623288774832621/?lp=true


https://pt.wikipedia.org/wiki/Língua_francesa

54

Figura 12: Imagens obtidas com 4 e 8 iteragoes

Fonte: proprio autor.

Como segundo exemplo, pensando em um ‘link’ com a biologia (por que ndo?), uma
foto do Dragdo Barbudo, um lagarto do género Pogona, que apesar do nome ¢ bastante docil
e amigavel, originario das regides desérticas da Australia ¢ Nova Guiné. Fotografia realizada
pelo proprio autor no Aquario de Sdo Paulo em 2016. Imagem gerada recursivamente com
reducdo de 70% da area, ou seja, cada imagem dentre as menores ¢ 30% da area da figura

imediatamente maior.

Figura 13: imagem do Dragéo barbudo com 5 iteracdes.

Fonte: proprio autor.
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5.5 Fractais de papel

Podemos facilmente aplicar o conceito de recursividade em um material palpavel,
ludico e de baixo custo ndo apenas para os alunos da educagdo basica. Aqui vamos usar um
termo recente, as ‘Fractatividades’, que sdo atividades envolvendo fractais, despertam a
curiosidade e a criatividade; sdo uma forma de ensinar o conceito de fractal de forma divertida

e artistica.

A palavra Fractal deriva de Fractus (fragdo, quebrado). O termo fractal foi cunhado por
Benoit Mandelbrot em 1975, em seu livro no qual cria a teoria fractal, criando assim a
geometria fractal. Esse novo tipo de geometria se aplica a vérios ramos como cinema,

economia, hidraulica, geologia, meteorologia e também na linguistica.

Figura 14: Fractal classico do tridngulo de Sierpinski

Fonte: proprio autor.

O passo a passo da construgdo, assim como diversas aplicacdes e exemplos de fractais,
pode ser seguido no sitio eletrébnico da Fundacdo Fractal no endereco

https://fractalfoundation.org/resources/fractivities/fractal-cutout/.

Mais um exemplo, também cléssico, de fractal de papel. Cujo passo a passo pode ser

seguido no Youtube no enderego: www.youtube.com/watch?v=Xj2Vnk4wy-w.
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Figura 15: Classico fractal de papel, degraus de escada.

Fonte: proprio autor.

Para reforgar as pesquisas sobre fractais temos dois contetidos da Revista do Professor
de matematica, sendo: Fractais no ensino médio (n°.: 57) https.//rpm.org.br/cdrpm/57/1.htm e

Geometria Dindmica: Uma nova Geometria (n°.: 49) https://rpm.org.br/cdrpm/49/5. htm.

Claro que devemos estimular a criacdo de novos modelos de Fractais, as sequéncias
matematicas sdo infinitas. E como a maioria dos alunos tem certo dominio sobre as
ferramentas tecnologicas, eles mesmos podem desenvolver o passo a passo dos modelos
criados, ndo se restringindo aos cartdes com fractais de papel. Em anexo uma criagao feita em

parceria com os alunos da Escola Estadual Igarapé da Fortaleza.


https://rpm.org.br/cdrpm/57/1.htm
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6. CONSIDERACOES FINAIS

A educagdo ¢ um elemento primordial para o desenvolvimento de qualquer pais ou
nacdo. Entdo aulas diferenciadas, que abordam conteudos de outras 4areas, sao
importantissimas, principalmente para que a matematica faga sentido para os estudantes.

Despertar a curiosidade utilizando-se de novas ferramentas ndo deveria ser um trabalho
diferenciado, mas sim, algo comum. Porém as provas e exames conteudistas ainda nos forgcam
para aulas que funcionam como preparagdo para as provas ¢ ndo em algo que esteja ligado
mais a vida do aluno.

E com a BNCC devemos oportunizar a criatividade e o empreendedorismo.

Essa percepcao da unidade da Matematica, além da diversidade de suas praticas,
serve também para mostrar que o desenvolvimento da disciplina é fruto da
experiéncia humana ao longo da historia. Assim, ela ndo ¢ um edificio perfeito que
surgiu pronto da mente de poucos seres privilegiados, a fim de ser estudada para
puro deleite intelectual. O desenvolvimento gradual desse campo do saber, por seres
humanos inseridos em culturas e sociedades especificas, confere a ela valores
estéticos e culturais, e fornece uma linguagem com a qual pessoas de diferentes
realidades podem se comunicar, com precisdo e concisdo, em vdrias areas do
conhecimento. (BRASIL, 2018, p.522).

Mas para melhorar a qualidade da educacdo no Brasil, sabemos que ha muito a se fazer.
A deficiéncia na formagdo dos professores € o mau uso dos escassos recursos para a educagao
sdao sem duvidas problemas antigos € sem uma perspectiva de solugdo, nem que seja em longo
prazo.

Por isso esse trabalho proporciona maior relagdo da matematica com a tecnologia, com
a arte e outras ciéncias. Reforca o que varios autores defendem: ndo usar apenas matematica
pela matematica.

Dessa forma este trabalho amplia as possibilidades de desenvolvimento pleno, o que
estd presente na BNCC, o ensino ndo deve ser apenas na dimensdo do conhecimento, mas o
desenvolvimento pessoal, social, emocional, fisico e cultural.

Entdo, com o advento das escolas de Roboética e Programacgdo, salas “Maker” e
laboratdrios de robotica devemos usar a programacdo como ferramenta de auxilio na sala de
aula. O aluno vai modelar programas para resolucdes de problemas conforme os valores de
entrada.

Hoje, contamos com escolas que possuem sala Maker e/ou laboratério de robdtica,
devemos mencionar também franquias educacionais. Logo temos a missao de nos preparar
para receber os “novos” alunos que ja entrardo no fundamental II e no ensino médio com essa
bagagem de conhecimento.

A palavra, em inglés, steam significa vapor ¢ o conceito do conjunto de novas
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metodologias STEAM combina com a forma de como as criancas aprendem (mais intenso,
diversificado, quente), alinhando em um tnico ambiente, o escolar, areas que por muito tempo
foram um tanto distantes, mas que agora ¢ imprescindivel para a educacdo do futuro que
trabalhem junto: Ciéncia, Tecnologia, Engenharia, Arte e Matematica. Com o objetivo de

preparar para o mercado de trabalho e os desafios como cidadao
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METODO DE NEWTON

Também chamado de Newton-Raphson, esse método ¢ usado para estimar os zeros (as
raizes) de uma fungdo, ¢ o método mais usado pela maioria das calculadoras e softwares
matematicos. Para isso, comegamos com uma aproximagao inicial x;, obtida por conjetura, ou
esbogo de grafico (ou gerado por computador). Apos isso, calcula-se a equagdo da reta
tangente (por meio da derivada) ao grafico da fun¢do nesse ponto (aproximacao inicial) e a
interse¢ao dela com o eixo das abcissas, a fim de encontrar uma melhor aproximagao para a
raiz, obtendo-se x,. Repetindo-se o processo, cria-se um método iterativo, recursivo, para
encontrarmos a raiz da fun¢do. Em notacdo matematica, o método ¢ dado pela seguinte

sequéncia recursiva:

 f)

Xp+1 = Xn ) n €N
n

Na figura podemos observar um exemplo das retas tangentes, primeiramente no ponto

(x1,0), depois (x5, 0), e a sequencia vai se aproximando da raiz .

Grafico com representacio do método de Newton

VA

(x1,f (x1))

(x1,f(x1))

Fonte: STEWART, 2010, p. 314.

Demonstracdo: A primeira reta tangente a curva f(x) no ponto (x;,0) nos fornece a tan 6
(sendo 6 o angulo de inclinacdo), que ¢ igual a f’(x;), derivada de f(x), naquele ponto, ou

seja, temos que:

) f(x1)-0 f(x1) f(x1)
t 6 = = > — = = = —
and=fe)=5-3 1T T e 2= T ey
Calculamos x5 a partir de x, e assim aplicando a recursividade, obtemos
X
_ f ) neN

n



PROPOSTA DE ATIVIDADE I

Exercicios escolhidos para proporcionar o desenvolvimento das competéncias operativas no
que tange as Fung¢des Recursivas.

1 — Construir no Geogebra, na espiral de
Fibonacci, o sétimo e o oitavo termo. como
constru¢do geométrica.

7T

al

2 — Construir o grafico cartesiano da sequéncia de Fibonacci, usando a planilha do Geogebra.

3 — Baseando-se nas Fractatividades, criar um fractal de papel usando a ideia recursiva.

4 — A partir de uma imagem de sua preferéncia, criar uma imagem com recursividade, ou seja,
utilizando a ideia de estrutura fractal.
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FRACTHEART - Fractal Coracao

Fractal desenvolvido em parceria com alunos da Escola Estadual Igarapé da Fortaleza —

Santana -AP, em 2012, durante atividades envolvendo arte e matematica.

)

.

D,
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Atividade de aluno.

O Fractal abaixo foi feito por um ex-aluno da Fundagdo Bradesco em 2015. A primeira
imagem com 4 iteragdes e a segunda com 5.




