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RESUMO

O presente trabalho trata-se de um detalhamento a respeito dos numeros triangu-
lares abordando algumas propriedades bastante curiosas e bem conectadas com
sequéncias, recorréncias, numeros binomiais, tridngulo de Pascal, triangulares de Mer-
senne e alguns numeros triangulares curiosos. Esta apresentado também algumas
interpretacdes do triangulo de Pascal.

Palavras-chaves: Tridngulo de Pascal, Numeros triangulares, Recorréncias, Sequén-
cias, triangulares de Mersenne.



ABSTRACT

The present work is about a detail about the triangular numbers approaching some very
curious properties and well connected with sequences, recurrences, binomial numbers,
Pascal’s triangle, Mersenne’s triangles and some curious triangular numbers. Some
interpretations of the Pascal triangle are also presented.

Key-words: Pascal’s Triangle, Triangular Numbers, Recurrence, Sequences, Mersenne’s
Triangular.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho apresenta um estudo sobre os numeros triangulares, o triangulo
de Pascal, as relagdes existentes entre eles, problemas com aplicacbes e algumas
curiosidades.

O objetivo deste trabalho é expandir o conhecimento do leitor a respeito de
conteudos abordados no ensino basico, mas que ndo recebem a devida atencao.

Primeiramente, ha uma apresentacao dos resultados preliminares que contri-
buem para melhor compreenséo do que € o triangulo de Pascal, nimeros de Mersenne
e 0s numeros triangulares.

Aqui, exploramos algumas propriedades dos numeros triangulares que sao
pouco abordadas e fazemos o link com sequéncias e relacionamos com a teoria
de numeros. Algumas das propriedades sédo curiosidades a respeito de nameros
"misticos"ou com algum significado como a associagdao do numero 666 com o "mau".

Apos isto, ha a apresentagdo e demonstracdo de algumas propriedades que
sao usadas nas conexdes entre o triangulo de Pascal e os numeros triangulares de
modo a aplicar alguns deles em problemas que estao aqui abordados.

Tentamos dar significado ao conteudo combinatério que, com frequéncia, €
apresentado de forma mecénica no ensino médio. Dentro do novo Ensino Médio pode-
se explorar este tema dentro de itinerarios quais dependem da escolha dos alunos.

Por fim, apresentamos uma série de interpretacdes algébricas e combinatorias
dos numeros triangulares e de alguns nimeros binomiais do tridngulo de Pascal, sendo
este o0 objetivo deste registro.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 FATORIAL
Definicao 1 Definimos o fatorial de um ndmero natural n, n > 2, e representamos por

n! o produton-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. Por convengéo, para os casosn =1en =0
temos 1! =1e0! =1 (MORGADO, 2015).

2.2 NUMERO BINOMIAL

Definicdo 2 Sejamn e p inteiros ndo negativos. E definido nimero binomial como

n n!
Chyp = = —
" (p) (n—p)'p!

onde0 < p < neC,, é0numero de conjuntos que podem ser escolhidos com p
elementos dentre n que estdo disponiveis para escolha.

Desta definicdo podemos observar que

(o)==
)= (")

uma vez que se p = n ja verificamos a validade. Segue, entao, que

Além disso decorre que

(")

Da consequéncia acima, fica claro que, numa mesma linha do tridngulo de Pas-
cal, existem 2 numeros binomiais que resultam no mesmo valor. Estes sdo chamados
de binomiais complementares.
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2.2.1 Identidade de Stifel no tridngulo de Pascal

A relacao de recorréncia

(Z) - (Z:D * (n; 1) (2.1)

€ chamada de identidade de Stifel e pode ser verificada algebricamente ja que

(n—l)z (n—1)!
p=1) ((n=1)—=@p-D)pr-1)!

(n; 1) ~((n (—nﬁ P; il

Prova:
n—1 n—1) (n—1)!
(p—1> +< p ) C(n=1)=(p=1)p—1)!
(n—1)!
n—1)—p)p!
- (((n—)n!p)p (n—1)! (2.2)
C(n=p)lp-1)! " ((n—p)—1)p!
:(n—l)!-p+(n—1)!(n—p): n!
(n—p)!-p! (n —p)lp!

Essa demonstracdo também pode ser feita através de argumentos combinaté-
rios. Considere, entdo, um conjunto A, com n elementos. O total de subconjuntos com
p elementos € o numero binomial (Z) Destes subconjuntos com p elementos, ha uma
certa quantidade de subconjuntos que possuem um determinado elemento, enquanto
os demais néo o terdo, ou seja, sao subconjuntos de p elementos em que o elemento
em questao ndo pertencera a eles. Podemos fazer a separacao destes conjuntos em

dois casos:

1. O elemento conhecido pertence ao subconjunto de A. Logo existem (;j) sub-
conjuntos, pois afinal selecionando o elemento dado, faremos a escolhade p — 1
outros elementos dentre n — 1 possiveis;

2. O elemento conhecido nao pertence ao subconjunto de A. Neste caso ndo pode-
remos mais considerar o elemento dado como elemento de A, mas a quantidade
de escolhas de elementos para a constru¢cao dos subconjuntos de A ainda deve
ser p. Dai segue que a quantidade de subconjuntos nas atuais condicdes é (”;1).
Como nao ha um terceiro caso entdo o total de subconjuntos com p elementos,

dado o conjunto A é: (") = ("*) + (I7}), como queriamos demonstrar.
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2.2.2 Teorema Binomial

Considerando um numero natural n, o binbmio de Newton corresponde a
expansao da n-ésima poténcia de um bindmio. Para provarmos a validade da equacao
utilizaremos a relacao de Stifel (2.1) e os principios aditivo e multiplicativo enunciados,
respectivamente, a seqguir:

Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos. Entao a execugao da tarefa A
ou B poderd ser dada de n(A) + n(B) formas diferentes, em que n(A) é a quantidade
de maneiras de executar a tarefa A e n(B) € a quantidade de maneiras de executar a
tarefa B.

Duas tarefas A e B podem ocorrer nessa ordem de n(A) - n(B) maneiras
distintas.

Vejamos a aplicagdo destes principios aplicados as seguintes expansdes:

(x+a)* = (z+a)(z+a)
=xx + xa+ ax + aa

=22+ 2ax + a®

Assim, pode-se fazer uma opc¢ao de escolha de dois fatores x, duas opc¢des de escolha
de um fator = e um fator y e uma opc¢ao de escolha de dois fatores y.

(x+a)*= (v +a)(z+a)(z+a)
= zxx + rxa + raxr + axx + aax + raa + axa + aaa

=22 + 32%a + 3zd® + @

Assim, pode-se fazer uma op¢ao de escolha de trés fatores x, trés op¢des de escolha
de dois fatores x e um fator «, trés opcdes de escolha de um fator x e dois fatores a e
uma opg¢ao de escolha de trés fatores a.

(x+a) = (x+a)(z+a)(z+a)(r+a)
= xxTT + rrTra + rrar + rarxr + arrr + rraa + raxra + arra-+
+ axaxr + raax + aazxx + aaaxr + aaxa + araa + raaa + aaaa
= 2* + 4230 + 62%a® + 4xa® + o
Assim, pode-se fazer uma opcao de escolha de quatro fatores x, quatro op¢des de
escolha de trés fatores = e um fator a, seis opgdes de escolha de dois fatores x e dois

fatores a, quatro opcoes de escolha de um fator z e trés fatores a € uma opcéo de
escolha de quatro fatores a.

Seguindo a mesma linha de raciocinio e expandindo para (z + )" podemos
escrever:
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(m—l—a)n:\(:L‘+a)(x+a)...(x—|—a)1

n fatores.

oo Qe () s« () s ()

n fatores n — 1 fatores n — 1 fatores

~—— ———
n espagos n espagos n espagos

n n

+ aa...aq
0) > —\n

n fatores

n espagos

Teorema 1 Sejam x e y quaisquer numeros reais, e n um inteiro ndo negativo. Entao

(z+y)" = i: (7;) 2y (2.3)

r=0

Prova: E conhecido que (z+y)" = (x4 y)(z +¥)...(z + y). Todos os termos da
expansao séo da forma
Cx" "y,

onde a constante C' é o numero de ocorréncias da parcela =" "y" na expansao, e
0< r< n.Umzemz™ " pode ser escolhido de qualquer dos n — r fatores no lado
direito, e um y em y" de qualquer dos r fatores restantes. Logo os n — r x’s podem ser
escolhidos de (" ) diferentes maneiras e os r y’s de () formas. Entéo, pelo principio
multiplicativo, C' = (," ) (7) = (7).

n—r s

2.3 TRIANGULO DE PASCAL

Os nuimeros binomiais (") podem ser dispostos triangularmente, construindo o
triangulo de Pascal. Abaixo segue uma representacdao de uma parte do tridangulo. Vale
destacar que ele continua infinitamente.
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(¥)
(1)
G G

()
() G
() ()

@ 6O 6 6 O 60 6 (2.4)
ou
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1 (2.5)

O tridngulo de Pascal tem algumas propriedades curiosas:

1. Qualquer linha inicia e termina em 1;

2. Tridngulo de Pascal é simétrico por um eixo vertical que divide o tridngulo ao meio
e pode ser provado utilizando nimeros binomiais;

3. Qualquer numero interno em cada linha € a soma dos numeros imediatamente a
sua a esquerda e a direita na linha anterior. Isso € assim em virtude da relagéo
de Stifel;

4. A soma de uma linha do tridngulo de Pascal é sempre uma poténcia de 2;
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5. A n-ésima linha pode ser usada para determinar 11". Por exemplo, 11° = 1331 e
11* = 14641. Para calcular poténcias superiores de 11, vocé deve ter cuidado, pois
alguns dos numeros envolvem dois ou mais digitos. Por exemplo, para calcular
115 lista linha 5:

1510 10 5 1

1 (5+ 1)(0 + 1)0 5 1=161051.

Da direita para a esquerda, liste os numeros de um unico digito. Quando chega-
mos a numeros de dois digitos, escreva o digito da unidade e transporte o digito
das dezenas até o numero a esquerda. Adicione o transporte ao numero a sua
esquerda. Continue este processo a esquerda. O o numero resultante, 161051, é
11°;

6. Forme um hexagono regular com vértices em trés linhas adjacentes. Encontre os
produtos dos numeros em vértices alternados. Os dois produtos séo iguais. Por
exemplo, 10-15-4 =6 - 20 - 5. Entdo o produto dos seis nimeros é um quadrado
perfeito.

Segue um teorema muito curioso:

Teorema 2 A soma dos numeros ao longo de uma diagonal no sentido crescente no
triangulo de Pascal € um numero Fibonacci.

Prova: Observe que a diagonal ascendente superior consiste apenas em 1, assim
como a segunda diagonal ascendente. Essas duas linhas obviamente correspondem
aos primeiros dois numeros de a sequéncia de Fibonacci. Para provar a proposigao,
precisamos simplesmente mostrar que a soma de todos 0os numeros nas diagonais
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pares e nas diagonais impares sera igual a soma da n-ésima diagonal do triangulo de
Pascal. As diagonais pares sao:

0 1 2
Cn—2> Cn—?ﬂ Cn—47 ce

e as diagonais impares sao:
0 1 2
Cn—3> Cn—4’ C

n—>5 - -

No6s podemos efetuar a soma desses numeros da seguinte forma:
Cos +(Cp_3 +Cp3) +(Ch_yCp_y) + ...

No entanto, para os coeficientes binomiais do triangulo de Pascal,

02—2202—1:1
e
. k(k—1) ... (k—i+1) k(k—-1)...(k—i+1)(k—1)
1 i+1
Gt G = 1-2-...+1 + 1-2-...-i-(i+1)
Ck(k—1).. (k—i+1) k—i
N 1-2-...-4 (1+z’+1>
k(1) (k—i+1) i+ l4k—i
1-2-...-4 i+ 1
(kA DRk —1) . (k=i 4 1)
B 1-2-...-i-(i+1)

Portanto, chegamos a expressao
0 1 2 0 1 2
CTL*27 Cn73, CTL747 v e — Cn73, OTL*47 Cn757 [P

para representar a soma dos termos do n-ésima diagonal crescente do tridangulo de
Pascal. Assim, como sabemos, as duas primeiras diagonais sédo 1, e agora vemos que
a soma de todos os numeros na diagonal (n — 1) mais a soma de todos os numeros
na (n — 2) diagonal é igual a soma dos elementos da n-ésima a diagonal, e provamos
que a soma dos termos no n a diagonal € sempre equivalente ao n-€simo numero de
Fibonacci.

2.3.1 ldentidades combinatérias

Algumas vezes nos deparamos com a necessidade de modificar a forma como
um numero € escrito. Para isso exitem algumas identidades na matematica e nos
numeros binomiais ndo € diferente. Abaixo exibiremos e demonstraremos algumas
identidades combinatérias. Considere k,n,r € Z,,onde 0 < r < k < n.

(1)-2(12)



Prova:

Prova:

()=

n(n —1)!
(n—r)((n—7r)—=1)7r!
n_ (n—1)!
n—r ((n—r)=1" 7!

_on n—1
Cn-—r r )

Como queriamos demonstrar.

3. Lei da sucessao de Cardano

()=
()=

(n—r+1)n!
m—r+1n—r)-rir—1)!
(n—r+ 1)n!
m—r+1!r@r—1)
_ (n—r+1)n!
(n—(r—=21)r(r—1)
:n—r—i—l. n!

Prova:

r (n—(r—=1) (-1

_n—r+1 n
a r r—1/)°

Como queriamos demonstrar.

17
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4. ldentidade de Newton

Prova:
<Z> (D “(n —nl!{:)!k! (k _ki«)v u
(Z) @ " (- k)!?z!c ST
() () = =t =
<Z) (fj) ~(n —ni")!r! o _(Z)T(/:)!_ I
() -0)G=)

(Z) v <n 5 1> ~ —mz 2 T (—n1; i>!2)!2!

)
B n! (n—1)!
~ (n—2)(n—3)2! * (n — 3)!12!
B n! (n—2)(n—1)!
C(n—=2)(n—3)12! " (n—2)(n—3)2!
_ n(n—1)(n—2)(n—=3)!+ (n—2)(n—1)(n —2)(n — 3)!
(n—2)(n —3)12!
(

Como queriamos demonstrar.

6. Considere m € Z7, entéo
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Prova:

Prova:

(n—r+r)n!

(n—r)lr!
B (n—r)n! rn!
— (n_”(?_r_l)m (n'—r)!rl
B (n — (r—'l—l))!r! e (n—;“)!r!
n! n!
=+ (n—(r+1))(r+ 1)r! e (n—r)lr!
n! n!
A Y Py} TP R g T

:(r+1)(ril>+r(:}>.

Como queriamos demonstrar.

Em uma interessante propriedade do triangulo de Pascal cada numero binomial
€ a soma dos numeros binomiais a sua esquerda e a direita na linha anterior. Isso
segue em virtude da identidade de Stifel.

Corolario 1 A soma dos elementos de uma linha do tridngulo de Pascal é dada por

(0)--

r=0
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Prova:
Pelo Binbmio de Newton(2.3) sabemos que
"k
k k—r 7
(z+a) —; (T)x a
Fazendox =1ea =1, temos

(1+1)" = i (f) 1k = ok

r=0

Consequentemente a soma dos niimeros da k-ésima linha é 2* de modo que a
linha inicial é a linha zero. Portanto, a soma cumulativa dos nimeros nas linhas de 0 a
n—1¢éigual a

n—1
Y F=2r—1=M, (2.6)
k=0
0 n-ésimo numero de Mersenne. Os coeficientes binomiais
2n
n
que aparecem no meio do triangulo, sdo os coeficientes binomiais centrais. Eles sao
obtidos através da func¢ao geradora

ﬁ - f; (2:) ", (2.7)



21

3 TEOREMA DAS “ESTRELAS E BARRAS”

Imagine o seguinte problema: Sejam dadas uma quantidade de k variaveis,

ay,as,as,...,a; € um numero n natural. De quantas maneiras diferentes nés podemos
escrever a; + as + az + ...+ a = n, onde ay, as, as, . .., a; SA0 nUMeros inteiros nao-
negativos?

Se considerarmos k£ = 3 e n = 2, existem 6 solugbes que sdo:

24040,
0+2+0,
0+0+2,
0+1+1,
14140,

1+0+1.

Uma maneira diferente de visualizar o problema é apresentar a solu¢do através
de estrelas e barras.

FIGURA 1 —-ESTRELAS E BARRAS

okl

x>l

Pt
3.9
U b

Il X

FONTE: O autor

Com esta visualizagao, temos uma boa ideia da solu¢ao. Se tivermos k par-
ticoes e n estrelas para serem distribuidas entre estes espacos podemos imaginar
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que temos n + k£ — 1 espacos livres. Como no exemplo acima que £ = 3 e n = 2,
temos um total de 2 + 3 — 1 = 4 espacos livres. Entao, se temos n + k£ — 1 espagos
em branco, quantos deles serdo estrelas? n dos espacos em branco precisam ser
estrelas. E quantos espacos em branco precisam ser barras? Se temos k particoes,
entao precisamos apenas de k& — 1 barras para criar particées k. Logo, havera k — 1
barras. Assim, o problema se resume a quais espagos em branco se tornam estrelas e
quais espacos em branco se tornam barras. Se tivermos espacos em branco n + k — 1,
quantas maneiras existem para selecionar n deles para se tornarem estrelas?

()
(o
(3)=¢

A partir disto, podemos enunciar os seguintes resultados:

ou

Para o nosso exemplo, vale

Teorema 3 Para qualquer par de inteiros positivos n e k, o numero de k-tuplas de
inteiros ndo negativos cuja soma é n € igual ao coeficiente binomial

")
(")

Ou podemos reformular o teorema das "estrelas e barras” como teorema da
"bola e urna”:

ou

Teorema 4 Se temos k contéineres distinguiveis e n bolas indistinguiveis, podemos

distribui-los de
n+k—1
)

Os teoremas acima enunciados s&o equivalentes.

maneiras.
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4 NUMEROS DE MERSENNE

Definicao 3 Um numero de Mersenne é um nudmero na forma M (n) = 2" — 1. Chama-
mos M (n) de n-ésimo numero de Mersenne. Se M (n) é primo, entdo dizemos que é
um primo de Mersenne.

Lema 1 Para qualquer nimero real x e qualquer inteiro k, vale a identidade z* — 1 =
(z—1) (" 422+ +z+1).

Prova: Para esta prova usaremos a inducao matematica em k. Assim, é facil verificar
que para k = 1 a proposicao € valida, afinal

gt —1=(z—-1)-(z").
Supomos, agora, que a igualdade seja valida para k£ — 1. Teremos entao
- l=(z -1 (@241,
Observe que
h—1=(" =" - ) =2 - 1)+ (2 1)
Aplicando a hipo6tese de indugao temos
-+ (-1 @+ e+ ) = (-1 (@ 2P 1)

como queriamos demonstrar.

Disto faremos a seguinte generalizagao:
a* =0 =(a—0) (" "+ b+ .+ ab TP+ 0 ).

Utilizaremos o principio da indugao matematica. Podemos fazer a verificagéo para k = 1
facilmente, pois
a'=b'=(a—0b)(a""+b"") =(a—D).

Supondo valido para k = n
a(@)—=b0")=a(a")—b(a")+b(a")—0b(®d")=(a—0b)(a")+b(a™—b").

Como a — bla — b (Ié-se a — b divide a — b) e, por hipbdtese, a — bla™ — b™, conclui-se que
a—bla™ — " Portanto a — bla™ — b", V n € N.



24
4.1 PEQUENO TEOREMA DE FERMAT
Teorema 5 Seja p um nimero primo diferente de 2. Ento, p|(2¢~' — 1).
Prova: Considere 2? = (1 + 1)”. Pela expanséo do bindmio de Newton temos

O R P O 1 e ) L O )}

Como p é um numero primo cada parcela da soma

@+...+(pfl)

é multiplo de p. Entéo p|(2? —2) = 2(2*~' — 1) e como M DC (p,2) = 1 entdo p|(2*~' — 1)
como queriamos demonstrar.

Lema 2 Sejamp, k € Z. Se p é primo comk < p ek > 0, entdo
p
k

é sempre muiltiplo de p.

E do nosso conhecimento que

p\ _ b (-1
<k> T - P -k

Como p é primo ele nao é divisivel por nenhum numero menor que ele. Portanto o
. P,
ntmero (?) é multiplo de p.
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5 NUMEROS TRIANGULARES

Em varios momentos da nossa vida estamos préximos dos numeros triangula-
res. Quando organizamos o0s pinos de boliche para um novo langamento ou arrumamos
a disposicao das bolas de sinuca para a primeira tacada do jogo estamos utilizando
uma quantidade triangular de objetos.

Na Copa do Mundo de futebol, sédo 32 as equipes na competicao da FIFA que
séo divididas em 8 grupos de 4 times cada. Na fase de qualificacdo, os times de cada
grupo jogam uma unica vez com todos os demais. Por exemplo, o Grupo E na copa do
mundo FIFA 2018 teve o Brasil, Suica, Sérvia e Costa Rica. Quantas partidas foram
disputadas no Grupo E durante a fase do grupos? E se o formato da copa do mundo
for alterado para que cada grupo tenha 7 times? Quantas partidas terdao que serem
jogadas dentro de cada grupo na fase de grupos? Vamos analisar os jogos do Brasil:
Brasil x Suica
Brasil x Sérvia
Brasil x Costa Rica

Repare que os 3 jogos do Brasil j4 estéo listados. E para cada jogo foi necessario
acrescentar um adversario. O que implica em:

Suica x Sérvia

Suica x Costa Rica

Costa Rica x Sérvia

E possivel perceber que o nimero de jogos é equivalente ao nimero triangular 7 = 6.
Da mesma forma, se houvesse 7 equipes em um grupo, 0 numero de jogos seria
Ts = 21.

O trabalho de Kiara é configurar uma rede de alta velocidade de 20 computado-
res no escritorio. Cada um desses computadores devem estar conectados diretamente
a todos os outros computadores da rede. Quantos cabos Kiara vai precisar? O primeiro
computador precisara ser conectado a 19 outros computadores. Feito isso, 0 segundo
computador precisara ser conectado a outros 18 computadores uma vez que ja esta
conectado ao primeiro. Depois disso, o terceiro computador precisara ser conectado a
17 outros computadores e assim por diante. O numero total de cabos necessarios sera

20-19
19+18+17+...+1:T=T19:190

Os numeros triangulares sao obtidos pela sequéncia da soma de n nimeros

naturais numa progressao aritmética de razédo 1 em que o primeiro termo da sequéncia

€ a unidade.
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O curioso é que, se estes numeros estiverem representando quantidades de
um determinado objeto, os elementos desta sequéncia podem ser dispostos no formato
de um triangulo equilatero.

Veja esta pequena lista dos primeiros numeros triangulares:

1,3,6,10, 15,21, 28, 36, 45, 55, 66,

78,91, 105, 120, 136, 153, 171, 190,

210,231,253, 276, 300, 325, 351, 378, (5.1)
406, 435, 465, 496, 528, 561, 595, 630,

666,703, 741, 780, 820, 861, 903, 946,

990, 1035, 1081, 1128, 1176, 1225, 1275

e continua. Como o n-ésimo numero triangular é a soma dos n primeiros numeros
naturais numa progressao aritmética de razdo 1 e 1° termo igual a 1, temos uma

definicao explicita para encontrar este numero: 7,, = "(”2“).

Disto, é possivel observar que ") — ("11) = ("*1) que pertence ao trian-
gulo de Pascal (2.4). Eles aparecem na 3a diagonal independentemente do sentido
tomado. Entdo, é possivel obter algumas interpretacées combinatérias para os numeros

triangulares.

E possivel, também, encontrar uma férmula recursiva para os nimeros trian-
gulares, pois para se conseguir um numero triangular basta que se some o numero
natural consecutivo do ultimo usado na constru¢cdo do numero triangular dado.

Ty = 0;

(5.2)
Towi1=T,+ (n+1),comneNoun=0.

Aproveitando a lista (5.1) somaremos cinco numeros triangulares consecutivos a partir
do primeiro numero triangular pré-escolhido e observaremos um comportamento padrao.
Veja:

14+3+6+10+15=35=5-7T=5(6+1)=5(T3+ 1),

346+10+15+21=55="5-11=5(10+ 1) = 5(T} + 1),
55 + 66 + 78 + 91 4 105 = 395 = 5- 79 = 5(78 + 1) = 5(T}5 + 1)

ou
120 + 136 + 153 + 171 + 190 = 770 = 5 - 154 = 5(153 + 1) = 5(Ty7 + 1).

Percebamos que estas somas correspondem ao quintuplo do sucessor natural do
nuamero triangular que ocupa a posigdo do meio na sequéncia de cinco numeros
triangulares consecutivos.
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Lema 3 A soma de cinco numeros triangulares consecutivos é 5(1,, + 1).

Prova: Sejam T,, o, T,,_1, Ty, T11 € T, 12 CiNCO NUMeros triangulares consecutivos, tais
que

s (1) <
s (3) =5
()
T,y = (";2) _ (n+1)2(n+2)
Ty = (”;3> _ (n+2)2(n+3)'

Efetuando a soma, temos

mn—=2)n—1) (m—=—1n nn+1)
2 * 2 + 2
N (n+ 1)2(n+2) N (n + 2)2(n+3)
2(n—1)* 2(n+1)?2 (n+2)(n+3)
2 * 2 * 2
n®+5n+ 6
2

Tho+Th a1 +1T,+ Tn+1 + Tn+2 =

=n?—2n+1+n*+2n+1+

2(2n* +2) +n*+5n+ 6
2
_5n?45n+10
S
Sn(n+1) +E
2 2
:5.@+5

=5-T,+5
=5(T, +1).

Os numeros triangulares nos proporcionam observar também que a diferenca
entre dois consecutivos deles corresponde ao indice do maior entre eles. Nos exemplos
a seguir teremos mais clareza deste fato:

Ty—Ty=3-1=2,

T3—T2:6—3:3,

T4—T3:10—6:47
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T5 -1, =15-10=5

ou
Tg —T5 =21 — 15 = 6.

Lema 4 Se T, , e T, sdo dois numeros triangulares consecutivos a diferenga, em
modulo, é n.

Prova: Segue, sem perda de generalidade, que

Ty — T,y = n(n;— 1) _n(n2 1)‘
nn+1—-n+1)
_ . ‘
_|2n
T2
= |n| =n.

Ainda usando a lista (5.1), escolhendo dois nimeros consecutivos desta lista e
somando os quadrados de cada um deles conseguimos ter uma nova e grata surpresa.
Veja:

To+Ti=32412=10=Ty = Ty
ou
Ts + Ty = 15% 4+ 10% = 325 = Tys = Tx>.

A partir dai enunciaremos mais um lema.

Lema 5 Sejam (T,,)* e (T,,_1)* os quadrados de quaisquer dois numeros triangulares
consecutivos. Entéo (T;,)* + (T,,_1)? = Tz.

(T,)2 + (Tp1)? = {”(”_mr N {Mr

2 2
_n?[(n+1)*+(n—1)%
N 4
B 2nt + 2n?
-

B n* 4+ n?
2
n*(n+1)*

2 n2.
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5.0.1 Algumas propriedades dos numeros triangulares
5.0.1.1 Numeros triangulares médulo um inteiro

A ideia é observar o padrédo dos restos da divisdo de um numero triangular por
um inteiro £ com os primeiros numeros triangulares listados acima (5.1).

5.0.1.1.1 Aritmética modular

Sejam a e b nUmeros inteiros e m um inteiro positivo de modo que m divide
a diferenca entre a € b. Entdo dizemos que a é congruente com b mdédulo m. Ou seja

a=b mod m.

Defini¢cao 4 O conjunto 7,, de numeros triangulares (mod m) é da forma r,, = {T,
(mod m)}, ¥n € N.

Observando a congruéncia modulo 2, sabemos que 0s possiveis resultados
séo 0s e 1s.

E possivel observar que os restos de 0s e 1s aparecem consecutivamente em pares.

Observando a congruéncia moédulo 3, sabemos que o0s possiveis resultados
sdo 0s, 1s e 2.

Ti;=1=1 (mod 3)

T, =3=0 (mod 3)
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Ts=21=0 (mod 3)
T; =28=1 (mod 3)
Ty =36=0 (mod 3)
Ty=45=0 (mod 3)

E possivel observar que os restos de 0s e 1s aparecem repetidamente 100 consecutiva-
mente num periodo de 3 numeros triangulares consecutivos quaisquer.

Observando a congruéncia modulo 4, sabemos que 0s possiveis resultados
sao 0s, 1s,2 e 3.

Ty=10=2 (mod 4)
Ty=15=3 (mod 4)
Ts=21=1 (mod 4)
T; =28=0 (mod 4)
Ty =36=0 (mod4)
Ty=45=1 (mod 4)

Tiwy=5=3

( )
TH =66 = 2 (IﬂOd 4)
T, =78=2 ( )

(

Ti13=91=3 (mod 4)
Tiy=105=1 (mod 4)
Ti5 =120=0 (mod 4)
Tig =136 =0 (mod 4)
E possivel observar que os restos reptem-se a cada 8 passos.
Fazendo a mesma observacdao modulo 5, temos:

Ti;=1=1 (mod 5)



T5=15=0 (mod?5b

)
Te=21=1 (mod5)
)

)

Ty =36=1

(
(

T, =28=3 (mod5
(mod 5
(

Ty=45=0 (mod 5)
Tip=55=0 (mod 5)
E possivel observar que os restos repetem-se periodicamente a cada 5 passos.
Aplicando congruéncia modulo 6, temos:
Ty=1=1 (mod 6)
T, =3=3 (mod 6)
T3=6=0 (mod 6)

Ty,=10=4 (mod 6)
T5=15=3 (mod 6)
T =21=3 (mod 6)
T, =28 =4 (mod 6)
Ts=36=0 (mod 6)
Ty=45=3 (mod 6)
Tw=55=1 (mod6

( )
T1; =66 =0 (mod 6)
( )
( )

T, =78=0 (mod 6

Ti3=91=1 (mod6

Ty =105=3 (mod 6)
Ti5 =120=0 (mod 6)
Tig =136 =4 (mod 6)
Ti; =153 =3 (mod 6)
Tis=171=3 (mod 6)
Tig =190 =4 (mod 6)
Too=210=0 (mod 6)
Ty; =231 =3 (mod 6)
Tyy =253 =1 (mod 6)
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To3 =276 =0 (mod 6)
Ty =300=0 (mod 6)
E possivel observar que os restos repetem-se periodicamente a cada 12 passos.

Apéds algumas observacdes somos induzidos a pensar que os T,-residuos
(mod k) se repetem a cada k passagens se k é impar ou a cada 2k passagens se k é
par.

Teorema 6 A sequéncia de numeros triangulares T,, (mod m) é periddica de ciclo 2m.
Ou seja, os dltimos m elementos sdo a sequéncia reversa dos primeiros m elementos.

Prova:

1. Ociclo de periodo 2m Seja A = T5,,,4; — T, portanto

A 2mAemti+1) GG +1)
2 2

Efetuando a expansao e depois a simplificacdo chegamos a
A=2m*+2mj+m=m-(2m+2j+1),

e com isso observamos que A = 0 (mod m). Portanto T5,; € T; deixam o
mesmo resto  (mod m).

2. A simetria a sequéncia reversa.
Seja, agora, A = T,,,; — T,,—j—1, portanto

AL mEDmEj 1) (== Dm—j)
2 2

ApoOs a expanséo e a simplificagdo, temos
A=2m+2mj =2m-(1+7j).

Aplicando congruéncia médulo m tem-se que A =0 (mod m). Como queriamos
que fosse.

Para exemplificar, considere m =3 e j=2edaiociclo é2-3 =6.
To=0=0 (mod 3)

Ti=1=1 (mod 3)
T, =3=0 (mod 3)
T3=6=0 (mod 3)
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T,=10=1 (mod 3)
T5=15=0 (mod 3)
Podemos observar neste exemplo o periodo com 6 elementos e a simetria citada.
Precisamos fazer algumas intervengdes para o teorema (6). Pode-se iniciar o
ciclo em qualquer ponto quebrando assim a simetria e entdo a sequéncia nao iria mais

comecar e terminar com zero. O fato é que as declaracdes sobre simetria permanecem
verdadeiras quando o ciclo é iniciado com o primeiro membro sendo T, = 0.

Existem algumas situacdes em que também € natural iniciar o ciclo com o
primeiro elemento sendo 7; = 1. Nessas situagoes, o ciclo termina com dois zeros
consecutivos.

Com isso, enunciaremos a seguir 2 teoremas que validardo a observacao que
fizemos anteriormente.

Teorema 7 Para valores impares de m, os numeros triangulares (mod m) tem ciclo
de periodo m.

Prova: Para usarmos o teorema (6) definimos a diferenga A = 7,,,; —T;. Agora pode-se
tirar vantagem do fato de que 2 tem um inverso quando m € impar. Como tal, pode-se
considerar

20 = (m+j)(m+j+1) —j(j+1).

Expandindo o produto e fazendo as devidas simplificacoes, temos
2A = m?* + 2mj + m.
Aplicando congruéncia médulo m, chegamos a
2A =0 (mod m)

e isto implica que
A=0 (modm)

uma vez que 2 possui 1 inverso e assim temos a prova do teorema. No mesmo exemplo
acima é possivel verificar que o periodo de repeticdo pode ser escrito com 3 digitos ao
invés de 6.

To=0=0
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Teorema 8 Para valores pares de m, 0s numeros triangulares (mod m) tem ciclo de
periodo 2m.

Prova: Seguimos com a diferenga A = T,,,.; — 7};. De outra maneira, temos

(m+)m+i+1) jG+1)
A= 5 — 5

Fazendo os devidos célculos chegamos

m? .om
A=—+4+mj+ —

2 2
m . m
=m- (3 +i)+ 5
Portanto
= % (mod m)
Dessa forma fica listado apenas metade do periodo restando entdo a outra metade uma
vez que o conjunto dos possiveis restos modulo m formam o conjunto {0,1,2,...,m—1}.

A natureza ciclica de periodo 2m dos numeros triangulares mod m forma um
conjunto natural de classes de equivaléncia. Uma determinada classe de equivaléncia
é denotada por 7, = {T},+n; (mod m)|j € N}.

5.0.1.2 Numeros triangulares e quadrados perfeitos

Um fato muito curioso e conhecido desde a Grécia antiga € que a soma de dois
nameros triangulares consecutivos € sempre um numero quadrado perfeito. Podemos
fazer a verificacdo da seguinte forma:

nn+1) (+1)((n+1)+1)
2 * 2
n(n2—|— 1) N (n+1)2(n—|—2)
n(n+1)+ (n+1)(n+2)
2
_(n+1)(n+(n+2))
2
(n+1D(n+n+2)
2
(n+1)(2n+2)
2
2(n+1)(n+1)
2

Tn + Tn+1 =

=(n+1)
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ou pelo item 5 das identidades combinatérias temos uma interpretacao binomial imedi-
ata. Podemos fazer também uma observagédo geométrica:

FIGURA 2 — OS SEIS PRIMEIROS NUMEROS TRIANGULARES

FONTE: O autor

FIGURA 3 - OS SEIS PRIMEIROS NUMEROS TRIANGULARES

11111
9
o0 QgQQQQ
, o0 000000
| & o0 000000
o0 o0 000000
T,=1+ T,=3 T,=6 + T,=15  + T, =21

FONTE: O autor

Os gregos também haviam percebido que 8 - T}, + 1 € um quadrado perfeito. A
prova pode ser feita da seguinte maneira:

1
8-Tn+1:8-n<n2+ )

_ 8n® +8n+2
D —
2(4n* +4n + 1)
2
= (2n +1)?

+1

5.0.2 Algumas identidades dos numeros triangulares

Segue uma interpretacdo combinatéria para os numeros triangulares: T,, é 0
numero de pares ordenados (z,y),onde 1 <z <y <mn, z,y € N.



1. Ton = Ty + Tpy +m - 1.

36

1 1
TnmLTmLm-nz(n—QIr )+ (m; )+mn
(n+1)! (m+1)!
= +mn
[(n+1)—=2]12!  [(m+1)—2]!2!
(n+1)! (m+1)! N
TR monr T
:(n—l—l)n (m+1>m—|—mn
2 2
_n2—|—n+m2+m+2mn
N 2
_(n*+2nm+m?) + (m+n)
N 2
(m4n)?+ (m+n)
N 2
(m+n+1)(m+n)
= 9 :Terna
como querl'amos mostrar.
2. T =TT + T T
T~ n+1\/m+1 n n\ [m
2 2 2)\ 2
_(n+1) (m+1)! n! m!
(=112 (m—-1D12 " (n—2)121 (m—2)!2!
_(+Dn (m+1)m n(n—1) m(m—1)
2 2 2 2

(n+1)(m+1)mn+ (n—1)(m—1)mn

- mn

_o.
4
_mn

[mn
2

3. Too = (T)? + (Th1)?.

4

n+1)(m+1)+ (n—1)(m—1)]

+mn+n—n+m-—-n+1+1]

% - [2mn 4+ 2]

[mn + 1]

Este item € uma consequéncia direta do anterior. Basta fazer n = m:

Tnn = TnTn + TnflTnfl

como queriamos demonstrar.

(Tn)2 + (Tn—1)27
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Ora, mas quanto vale Ty + Ty + T3 +. .. + T,,_1 ? Para responder a esta pergunta
voltaremos aos conceitos binomiais:

Imagine que vamos distribuir n canetas indistinguiveis para k pessoas distin-
guiveis. Esta é uma aplicagéo direta do teorema (3). Dai, existem

n+k—1
k—1
maneiras de fazer isso. Em paralelo, podemos primeiro dar 0 < i < n canetas para a

pessoa de maior idade do grupo, de modo que estamos dando n — ¢ canetas para k — 1
pessoas e novamente com o teorema (3), temos

n+k—1 mtk—2—i
()=
que simplifica o resultado desejado.

Podemos fazer uma prova algébrica aplicando a relagdo de Stifel (2.1):

Observe que
(r) <r + 1) (7“ + 2) (7" +a
+ + + +
T r T T
(r4—2> <r4—2) (r—%a)
= + +...F
r+1 r r
r+a r+a r+a+1
= —|— =
r+1 r r+1
que € um resultado equivalente ao anterior.

Aplicando estes conceitos para 77 + 15 + 13 + ... + T,,_; chegamos que

—_

3

T,=Ty+To+T5+...+T, 4

o ()05 05 ()4 ()
-(3)-0)

T

_ n® —3n2 + 2n
N 6
_n(n—1)(n—2)
= G )

Um outro exemplo de aplicagdo dessa propriedade segue como solugéo para
0 problema a seguir:
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(2015 - AIME 1 Problem 12 ) Considere todos os subconjuntos de 1000 elementos do
conjunto {1,2,3,...,2015}. De cada subconjunto, escolha o menor elemento. A média
aritmética de todos esses menores elementos & § onde p e ¢ sdo inteiros positivos
primos entre si. Determine o valor de p + q.

Solugéo: Seja M a média desejada. Entdo, como os (%.;;) subconjuntos tém

1000 elementos e (*,>) é a quantidade de subconjuntos que tem i como menor
elemento,

2015 2014 2013 999
(1000)A4._1- (999>-+2- <999>-+...+1016.(999)
(2014 2013 999
B (999) +'<999)+”'+(999>
2013 999
+ (g )+ + (om0

999
* (999)
_ (2015 2014 1000
B <1000) +'<1ooo) o (1000)
(2016
B (1001)
usando a defini¢do do coeficiente binomial e a identidade n! = n - (n — 1)!, deduzimos
que M = 2118 = 288 A resposta é 431.

Ainda podemos ter um outro problema:

(2016 AMC 10A Problems/Problem 20) Para algum valor particular de N, quando
(a+b+c+d+1)Y é expandido e termos semelhantes sdo reduzidos, a expresséo
resultante contém exatamente os 1001 termos que incluem todas as quatro variaveis
a,b, c e d, cada um com alguma poténcia positiva. O que € N?

(A)9 (B)14 (C)16 (D)17 (E)19
Vamos analisar os casos para 0 < N < 5 na tentativa de identificar algum padrdo. Nao
usaremos valores acima de 5 para que o trabalho ndo se torne magante. Veja:

(a+b+c+d+1)°=1

(a+b+c+d+ 1) =a+btct+d+1

(a+b+c+d+1)* = a®+2ab+2ac+2ad+2a+b* +2bc+2bd +2b+ ¢* + 2cd +2c+d* +2d + 1



39

(a+b+c+d+1)*=a’+3a% + 3a’c + 3a*d + 3a® + 3ab* + 6abc + 6abd + 6ab
+ 3ac® + 6acd + 6ac + 3ad* + 6ad + 3a + b* + 3b*c + 3b°d
+ 3b* + 3bc® + 6bed + 6be + 3bd* + 6bd + 3b + ¢ + 3c¢*d
+3c¢® 4 3cd® + 6¢d + 3¢+ d* +3d* +3d + 1

(a+b+c+d+1)*=a*+ 46 + 4aPc + 4a®d + 4a® + 6a%V* 4 12a%be
+ 12a%bd + 12a%b + 6a%c* + 12a%cd + 12d°¢
+ 6a’d® + 12a°d + 6a® + 4ab® + 12ab*c + 12ab°d
+ 12ab® + 12abc® + 24abed + 24abe + 12abd?
+ 24abd + 12ab + 4ac® + 12ac*d + 12ac® + 12acd?
+ 24acd + 12ac + 4ad® + 12ad® + 12ad + 4a + b*
+ 4b%c + 4b3d + 4b% + 6b*c? + 12b%cd + 12b%c
+ 6b%d* + 126%d + 6b* + 4bc® + 12bc*d + 12bc?
+ 12bed® + 24bed + 12be + 4bd® + 12bd* + 12bd + 4b
+ A+ 43d + 4 + 62d% + 12¢%d + 62 + ded® + 12¢d?
+ 12cd + 4c + d* + 4d® + 6d° + 4d + 1
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(a+b+c+d+1)°=a°+5ba* + 5ca’ + 5da* + 5a* + 106%a® + 10c*a® + 10d%a®
+ 20ba® + 20bca® + 20ca® 4 20bda® + 20cda® + 20da® + 10a®
+106%a® + 10c%a® + 10d3a® 4 30b%a® + 30bca® + 30c%a?
+ 30bd?a® + 30cd*a® + 30d*a® + 30ba® + 30b*ca® + 60bca’
+ 30ca® + 30b°da* + 30c*da® + 60bda® + 60beda? + 60cda’
+30da? 4+ 10a® + 5b*a + 5c¢ta + 5d*a + 200%a + 20bc*a + 20ca
+ 20bd*a + 20cd’a + 20d*a + 30b%a + 30b*c*a + 60bc*a + 30ca
+ 30b%d*a + 30c2d?a + 60bd*a + 60bcd?a + 60cd’a + 30d%a
+ 20ba + 20b%ca + 60b%ca + 60bca + 20ca + 20b%da + 20c3da
+ 60b%da + 60bc?da + 60c*da + 60bda + 60b%*cda + 120bcda
+ 60cda + 20da + 5a + b° + & + d° + 56 + 5bct + 5t + 5bd?
+ 5ed* + 5d* + 106 + 106°¢ + 20b¢® + 10¢® + 106*d* + 10c*d?
+ 20bd® 4 20bed® + 20cd® + 10d® + 106% + 10b°c* + 30b°c?
+ 30bc? + 10¢® 4 1063d? 4 10c3d?® + 300%d* + 30bc*d? + 30c2d>
+ 30bd* + 30b*cd® + 60bcd® + 30cd? 4 10d* + 5b + 5b*c + 20b%¢
+ 30b%c + 20bc + 5¢ + 5b*d + 5ctd + 200°d + 20bc*d 4 20cd
+ 300%d 4 30b*c*d + 60bc*d + 30c%d + 20bd + 20b%cd + 60b*cd
+ 60bcd + 20cd + 5d + 1

Repare que para os 4 primeiros valores considerados de N n&o ha nenhum
termo que atenda a condicao do exercicio. A primeira vez em que ha a apari¢ao de
termos como o solicitado ocorre para N = 4. Neste caso é o termo de parte literal abcd.
Ou seja, apenas (*;') = 1 = () termo algébrico contém as 4 incognitas do nosso
exercicio.

Para N = 5 existem os casos bcda?, bcd?a, bc?da, b?cda e beda. Neste

momento observamos (*,') + (>;%) =4+ 1=5= ().

Deixaremos a cargo do leitor o desenvolvimento da expressédo para N = 6
onde as partes literais dos termos algébricos encontrados que satisfazem a condigcao
do exercicio sdo bcda, b%cda, bc2da, bed?a, beda?, b3cda, be2da, bed3a, beda?,
bcd?a?, be?da?, b%2cda?, be?d?a, b%2cd?a e b2c2da. Perceba que a quantidade de

termos é equivalente a (°;) + (°;%) + () = 10+4+1=15= ().

Perceba que os termos algébricos que satisfazem a condi¢do do exercicio tem
grau 4,5,6, ... até no maximo N. Assim, ha a necessidade de distribuir os expoentes
de modo que o grau do termo algébrico se mantenha dentro desse conjunto.
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Aplicando a soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Pascal, o
namero de termos que tém todos os termos «, b, ¢, d elevados a uma poténcia positiva
M+ M)+ + () + () = (7). Agora queremos encontrar alguns N assim
(]4V) = 1001. Como mencionado acima, depois de perceber isso 1001 = 7-11-13, e
algumas tentativas e erros, descobrimos que (144) = 1001, dando-nos a nossa resposta
de N = 14.

5.0.2.1 Relagéo entre numeros triangulares

Consideremos os pares de numeros triangulares 10 e 91, 28 e 253 € 91 e 820.
Aparentemente ndo ha qualquer tipo de relagao entre estes numeros triangulares,
mas se observarmos com mais atengao temos que 91 =9-10+ 1,253 =9-28+1¢€
820 = 9-91 + 1. Ao que tudo indica 97;, + 1 é um numero triangular quando 7, o é.
Enunciaremos a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 1 Seja T,, um numero triangular qualquer. Entdo o numero 97, + 1 é,
também, um numero triangular.

Prova:
1
9T, +1=9- @ 1
In%+9n +2
2

M2 +6n+1+3n+1
2

(Bn+1)2+ (3n+1)
2

Bn+ 1)[(Bn+1) + 1]
9 :T3n+1‘

Ainda ha mais uma relag@o envolvendo o consecutivo produto de um numero triangular
por uma constante inteira positiva e retornando outro nimero triangular. De maneira
andloga a anterior é possivel fazer a verificagdo da seguinte proposi¢éo:

Proposicao 2 Seja T,, um numero triangular qualquer. Entdo o numero 25T, + 3 é,
também, um numero triangular.

A ideia € buscar pares de inteiros (r, s) que consigam satisfazer a seguinte
condicao: Se T,, € um numero triangular, entdo o numero r7,, + s também é.

Teorema 9 O par de inteiros (1, s) que satisfazem a propriedade "T,, implica que rT,, + s

é um numero triangular"sdo aqueles para os quais r é um quadrado impar e s = **.
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Prova: Sejam r, s,k € Z, onde r = (2k—1)?, s = "=+ e T,, um niimero triangular qualquer.
Segue que
1 2k —1)2 -1
rT, +s = (2kz—1)2-"<";r ) + ( 8)
(4k* — 4k + 1)(n® +n)  4k> — 4k
2 + 8
4k*n® + 4k*n — 4kn®> —4dkn+n®>+n k> —k
- 2 T
AkPn? 4 4kPn 4+ k* — 4kn® — 2kn +n® — 2kn — k4 n
B 2
(2kn +k —n)? — (2kn + k —n)
2
[(2kn+ k —n) — 1](2kn + k — n)
5 :

Como queriamos demonstrar.

Também podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 10 Um numero triangular T,, é par se e somente se n = 4k + 3 ou 4k qualquer
que sejak € 7.

Prova: Seja n € Z*. Na divisdo por 4 temos que n = 4k, n = 4k + 1, n = 4k + 2 ou
n = 4k + 3, para algum k € Z*. Deste modo segue que

Ak(4k 4+ 1)

Ty, = 5

= 2k(4k + 1),

e portanto é par;

(4k +2)(4k + 1)
2

Tipi1 = = (4k +1)(2k +1) = 8k* + 6k + 1,

e portanto é impar;

(4k +2)(4k + 3)
2

Thrio = = (4k 4 3)(2k + 1) = 8k? + 10k + 1,

e portanto é impar, e

(4k + 3)(4k + 4) _y
2

Tikts = (k+1)(4k + 3),

que é par.

Uma outra abordagem interessante que podemos ter observando a lista (5.1) é
que todo numero triangular par nunca termina em 2 ou em 4. Isto significa que

Teorema 11 Seja T,, um numero triangular par, entdo T,, # 2 (mod 10) e T,, # 4
(mod 10).
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Prova: Suponha que 7,, € um namero triangular par. Entdo n = 4k +3 ou n = 4k.

e n=4k+3

4k+3

Thpers = Z o Ukt 3)2(4k +4) _ (2k + 2)(4k + 3)

Seja
A(10) = @, 10™ + a1 10" + .+ 6110 + ag

= (amam—1 ce alao)lo
=> a;10°
1=0
a expansédo decimal do fator 2k + 2, ou seja, >_"" 4,10 = (2k + 2) do nimero
triangular par 7T,, onde o digito das unidades a, € {0, 2,4, 6, 8}. Seja

B(10) = by, 10™ + by 110™ 7+ L+ 5110 + by
= (bmbmfl cee b1b0)10

=> b0’
=0
a expansdo decimal do fator (4k+3), ou seja, > " ;10" = (4k + 3) do nimero
triangular par 7,, onde o digito das unidades b, € {0, 2,4, 6,8}. Agora, considere

T, = Typss = (2k + 2)(4k + 3) = (2k + 2)(2(2k) + 3) = A(10) - B(10)

= (Zj; ailoi) : <§ bi10i>

= C(10) = (¢mCm-1---c1c0)10

O termo constante é ¢y = agby. Vamos considerar todas as opg¢des para o digito
ap € {0,2,4,6,8} de 2k + 2 = A(10) para determinar os digitos de b, de B(10) =
4k + 3 e ¢y de C(10).

1. ap =0 = ¢ = 0 para qualquer by;

2. a9=2 = k=0,bp=4(0)+3=3e€cy=6;
3. ap=4 = k=1by=4(1)+3=Tecy=8;
4. a9 =6 = k=2by=4(2)+3=10+1ecy=6e
5. a0=8 = k=3,0p=4(3)+3=10+5€ ¢y =0.

e n =4k

4k

Ty, = Zz = (414;)(42& = (2k)(4k + 1)



44

Seja
A(10) = @, 10™ + a1 10" + ..+ @110 + ag

= (@mm—1 - .- 100)10
m

= E CL,‘lOZ
1=0

a expansao decimal do fator 2k, ou seja, >_;"  a;10° = (2k) do nimero triangular
par T,, onde o digito das unidades a, € {0,2,4,6,8}. Seja
B(10) = b,y 10™ + by 10™ 1 4 ...+ 5110 + by
= (bmbm—l cee blbO)lo

= ij b;10°
=0

a expansao decimal do fator 4k + 1, ou seja, > ", b;10"° = (4k + 1) do nimero
triangular par 7,, onde o digito das unidades b, € {0, 2,4, 6,8}. Agora, considere

T, = Ty, = (2k)(4k + 1) = (2k)(2(2k) + 1) = A(10) - B(10)

= (f; ai10i> : (ng‘ biloi>

= C(10) = (cmCm—1 - - - €1C0)10

O termo constante é ¢y = agby. Vamos considerar todas as opgdes para o digito
ap € {0,2,4,6,8} de 2k = A(10) para determinar os digitos de b, de B(10) = 4k +1
e c¢o de C'(10).

1. ap =0 = ¢ = 0 para qualquer by;

ap=2 = k=1,b=4(1)+1=5ec =10+ 0;

=4 = k=2,bp=42)+1=9ec¢y=3-10+6;

ap=6 = k=3,by=43)+1=10+3ec=10+8e
(4) +

ay=8 = k=4,by=44)+1=10+7€ecy=5-10+6.

o &> WD

5.0.3 O ndmero da besta

Curiosamente, encontraremos o 36° numero triangular fazendo n = 36. Veja:

36(36 + 1)

T36 = 9

= 18- 17 = 666

5.0.4 Aparicao dos numeros triangulares no triangulo de Pascal

E possivel reparar que a forma recursiva de um ntimero triangular é equiva-
lente ao niimero binomial 7, = ("}'). Sendo assim, ¢ possivel localizar os niimeros
triangulares no triangulo de Pascal (2.4).
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5.0.5 Numeros triangulares de Mersenne

O livro "Os segredos matematicos dos Simpsons - Simon Singh™ traz em uma
das suas histérias um painel que exibe algumas op¢des para a quantidade de pessoas
presentes num determinado local. Estes nimeros sao:

1. 8191.
2. 8128.

3. 8208.

O primeiro € um numero primo conhecido como primo de Mersenne. Como citado no
livro de Simon Singh "O nome desse conjunto de niimeros é uma homenagem a Marin
Mersenne, que entrou para a Ordem dos Minimos em Paris em 1611."

Entende-se por primos de Mersenne todo numero primo que puder ser escrito
da forma 27 — 1 de modo que p é primo. Veja que 2!* — 1 = 8191 atendendo assim a
condi¢do dada. A questao aqui é: existe algum numero de Mersenne (ver o capitulo 4)
que também é triangular? A resposta é facil de se conseguir considerando que:

e 2t —1=1.
¢ 22 -1=23.
« 24— 1=15.

« 212 1 = 4095.

A pergunta imediata que segue é: sdo apenas estes numeros de Mersenne que sao
triangulares? Vejamos:

M, =1,
2n_1:k(k—|—1)
2
kE(k+1
8.(2"_1):8.u

2
2" 8 =4 k(k+1)

o3 _ 8 = 4k% + Ak
o3 7 =4k + 4k + 1
2" 7 = (2k + 1)°

Neste momento faremos um parenteses para abordar a equagao de Ramanujan-
Nagel. A equacdo mencionada é 2™ — 7 = x°. Por agora, faremos uso do teorema de
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Ramanujan-Nagel sem a demonstracao que podera ser encontrada em http://wuw.
math.tifr.res.in/"saradha/saradharev.pdf. ISSO porque a demonstracdo envolveria
muitos outros contelddos que nao estdo e nem sao temas da abordagem desta obra.
Este teorema nos diz que as Unicas solucdes para a equacao de Ramanujan-Nagel
para z,m, € 7 sao os pares ordenados (m, x) seguintes:

o (+1,3)
. (+3,4)

* (£5,5)

(£11,7)

(£81,15)

Dai seguimos com 2" — 7 = (2k + 1)> de modo que * = 2k +1e m = n + 3 ou
n =m — 3. Entao

*n=3-3=0
en=4—-3=1
*n=5—-3=2
en=7—-3=4

en=15-3=12

Com isso, 0s niumeros sao

e 2l 1=1.
e 22_1=3.
e 24— 1=15.

« 212 1 = 4095.

como queriamos mostrar.

Do que foi apresentado é possivel enunciar um teorema.

Teorema 12 A quantidade de numeros de Mersenne os quais também s&o triangulares
é finito.


http://www.math.tifr.res.in/~saradha/saradharev.pdf
http://www.math.tifr.res.in/~saradha/saradharev.pdf
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6 TODO NUMERO PERFEITO E TRIANGULAR

Observe que durante este estudo alguns numeros triangulares nos sao curiosos.
Segue uma lista de 4 deles: 6 = %!, 28 = T8, 496 = 3132 8128 = 127128,

O que ha de comum entre estes 4 numeros triangulares? Vejamos o conjunto
dos divisores de cada um deles:

D(6)={1,2,3,6}

D(28)={1,2,4,7,14,28}

D(496)={1,2,4,8,16, 31,62, 124, 248,496}

D(8128)={1,2,4,8, 16,32, 64, 127, 254, 508, 1016, 2032, 4064, 8128}

Caso somemos todos os divisores excluindo-se ao proprio nimero temos:

6=1+2+3

e 28=1+24+44+7+14

496 =14+2+44+8+ 16+ 31+ 62+ 124 4 248

8128=1+4+2+4+ 8+ 16 + 32 + 64 + 127 + 254 4 508 + 1016 + 2032 + 4064

Os numeros que gozam dessa caracteristica sdo chamados de numeros perfei-
tos.

Definicao 5 Sejan € N* tal que a soma de todos os elementos do conjunto de divisores
den é 2n. Entdo n € um numero perfeito.

Ora, veja que alguns numeros triangulares sao perfeitos. Mas sera que todos
0S numeros triangulares séo perfeitos? Esta pergunta é facilmente respondida pelo
namero 10 que nos serve de contra exemplo, pois 10 # 1 + 2 + 5 = 8. E a reciproca é
verdadeira? Todo numero perfeito é triangular?

Teorema 13

1. (Euclides) Se k > 2 é tal que p = 2F — 1 é primo, entdon = 2*-1(2¥ — 1) é um
numero perfeito par.

2. Euler Todo numero perfeito par é obtido através do item 1.



48

Prova: Seja S(n) a soma de todos os divisores de n e n = 2871(2% — 1), onde (2* — 1)
é um primo de Mersenne. Assim, p < 1 e n € par. Como (2* — 1) é impar, tem-se que
(281 28 — 1) = 1. Dai
S(n) = S(2F1(2% — 1))
—14+2+22 4. 422 4ok 1y
2P =142 2P - 22 M 3 (2P )+
ok 9k 1) 4 2kl (2 1)
=(1+24+22+. . 42242k L 2P 1)1+ 2422+ .. 4282 4 2k
=(1+2+22 ...+ 2242 h((2F - 1) +1)
= (14+2+2% 4+ .. 4+ 2F2 4ok 1)k
(

=2(2% —1)2F! = 2n.
Sendo assim, n € um numero perfeito, provando 1.

Seja n um namero perfeito par. Podemos descrevé-lo por n = 28"'mcomk < 2em
impar. Como n é perfeito, segue que

28m = 2n = S(n) = S(2" 1) S(m) = (28 — 1)S(m).

Como consequéncia observamos que (2% — 1)|2*m e que (2F — 1)|m uma vez que
(28 —1,2%F) = 1. Assim, 3 M € N tal que (2¥ — 1)M = m. Observe que M # m afinal
k > 2. Dai segue 2¢(2F — 1)M = 2*m = (2¥ — 1)S(m). Entao

2FM = S(m) >m+ M =28 M.

Dai é fato que S(m) = m + M. Assim, M e m sa&o os unicos divisores de m. Em
particular, M = 1 e m = 2" — 1 é primo. Portanto, n = 2*-1(2F — 1) em que (2" — 1) é
primo.

Ha uma outra forma de chegarmos ao resultado quisto:

Teorema14 Se A = {2"'. (2" —1)|ln e N, e2" -1 é primo} e P = {p € N|p é
perfeito}, entdo A C P.

Prova: Suponha que A e P sejam como indicado. Para mostrar A C P, devemos
mostrar que p € A implica p € P. Assim, suponha que p € A. Por definicdo de A, isso
significa p = 2771 . (2" — 1) para algum n € N para o qual 2" — 1 é primo. Queremos
mostrar que p € P, ou seja, que p é perfeito. Assim, precisamos mostrar que a soma
dos divisores positivos de p somam 2p. Notar que desde 2" — 1 é primo, qualquer divisor
de p = (2" — 1) - 2! deve ter a forma 2* ou 2¢(2" — 1) para 0 < k < n — 1. Assim, os
divisores positivos de p sdo os seguintes:



TABELA 1 — Tabela de nimeros perfeitos
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n gn—1 22k71:2n_1 2n—1(2n_1)
k=1

1 1 1=1 1

2 2 1+2=3 6

3 4 14+2+4=7 28

4 8 1+24+4+8=15 120

> 16 14+2+4+8+16 =31 496

6 32 1+2+44+8+16+32=063 2016

7 64 1+24+4+8+16+ 32464 =127 8128

8 | 128 1+2+4+8+...+644 128 =255 32640

9 | 256 1+2+4+8+...+128 +256 =511 130516

10 | 512 14+2+4+8+...4+256+ 512 =1023 523776

1111024 | 1+2+4+8+...+512+ 1024 = 2047 2096128

12 12048 | 1 +2+4+8+ ...+ 1024 + 2048 = 4095 8386560

134096 | 14+2+4+8+ ...+ 2048 + 4096 = 8191 | 33 550 336
TABELA 2 — Divisores de p

20 21 22 2n—2 2n—1
2002 — 1) 22" —1) 222" —1) gn=2(gn _ 1) on-l(on _ 1)

Observe que esta lista teve inicio com 2°
somarmos todos esses divisores obtemos o seguinte.

n—1 n—2 n—1
p+ > 24D k@) =p+ Y 2F+(2—1)
k=0 k=0 k=0

—p (27— 1)+ (2" —

=p+ (2" = 1)[(1 + (2"

:p+2n—1(2n_ 1)
=p+p

1 e finaliza em 2"~1(2" — 1)

p. Se

1)_(2”—1 —1)
t—1)]

Isso nos mostra que p € perfeito e, portanto, A C P. Pela demonstragcdo também

sabemos que p é par.

Teorema 15 Se A = {2""}(2"—1)|n € N, e2"—1 é primo}, e E = {p € N| p é perfeito

e par}, entdo A = E.

Prova:

Para mostrar que A = F é necessario mostrar que A C EFe E C A. Se

considerarmos p € A imediatamente p € par e perfeito por
imediatamente anterior. Logo A C F.

conta da demonstracao
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Agora, queremos mostrar que £ C A. Seja p € E, ou seja, p é perfeito e
cuja forma fatorada em primos é p = 2835727 | onde ny, ny, ns, ..., SA0 naturais,
mas ndo necessariamente sdo diferentes de zero enquanto, necessariamente, k& > 0,
afinal p é par. Segue p = 2%¢ para algum inteiro positivo £ e um inteiro impar ¢. Agora
precisamos mostrar que p € A ou seja, precisamos mostrar que p é da forma 27~1(2"—1).
Para obter a forma p = 2%¢, vamos considerar n = k + 1, entdo agora temos p = 2" .
Listando os divisores positivos de ¢ como d;,ds,ds,. . ., d,,, onde d; =1 e d,, = ¢:

TABELA 3 — Divisores de ¢

20d, 20d, 204, ... 2%,
2d, 21d, 2'ds ... 24,
22d, 22d, 2ds ... 224,
23d, 23d, 2ds ... 2%d,
2n=td, 2n=ldy, 27 ldy ... 277,

Como p é perfeito, esses divisores somam 2p. Pela equagéo p = 2" !¢, sua
soma é 2p = 2(2"1¢) = 2"q. Somando os divisores coluna por coluna, obtemos

n

-1 n—1 n—1 n—1
D 2dy+ ) 2Fdy+ > 2ds+ ..+ ) 2, =2"g
0 k=0 k=0 k=0

k=
(2" =Dy + (2" = D)da + (2" = Dd3 + ... + (2" = Ddi = 2%¢

27’L
dy+do+dyt ..+ dy = —1
2n —1
de modo que
@ —1+41)¢  (2"—1g+gq _ q
d1—|—d2+d3—|—...—|—dm— on _ 1 = on _ 1 —q—l—2n—1

Assim, -Z= € um inteiro e tanto ¢ quanto 5%~ s&o divisores de ¢. Como sua soma
€ igual a soma de todos os divisores de ¢, segue que ¢ tem apenas dois divisores
positivos, ¢ e 5:-5. Como um dos seus divisores € 1, este deve ser 3’ 0 que implica
que ¢ = 2" — 1. Como sabemos, um numero que possui apenas 2 divisores distintos
é primo, entdo ¢ = 2" — 1 é primo. Segue que p = 2" 1(2" — 1), onde 2" — 1 é primo.
Dai, por definigéao, p € A, como queriamos, afinal £ C A. Como £ C Ae A C FE, entdo

A=F.

Até hoje ndo se conhecem numeros perfeitos impares. Portanto, até agora,
podemos dizer que todos os numeros perfeitos conhecidos sao triangulares.
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CONCLUSAO

Neste capitulo, faremos algumas apresentacdes curiosas e deixaremos a cargo
do leitor, como desafio e até sugestao de novos trabalhos, algumas relagcdes.

» A soma dos quadrados dos inversos de todos os numeros triangulares converge
w29
para 4 - =
1 1 1 1 72 -9

P+r—+ -+ -—+-—+...=4
+32+62+102+152+ 3

» A soma dos cubos dos inversos de todos os numeros triangulares converge para
8- (10 — 7?)
1 1 1 1

3 _ 2
1 +§+@+1—03+1—53+...—8~(10—ﬂ')

» A soma dos inversos dos numeros triangulares com sinais alternados é 4 -log 2 — 2

1111
T I SR RS PP S
Tyttt o8

» A soma dos inversos dos quadrados dos numeros triangulares com sinais alterna-
dos € 12 — 16 - log 2
1—l+i—i+i—...:12—16-10g2
32 62 102 152
Como se pode observar séao diversas as ligagées que 0s numeros triangulares
fazem com outros segmentos da mateméatica tornando-o altamente exploravel e rico.

Para a realizacao deste produto foram abordados topicos de algebra, geometria,
e combinatéria com auxilio de alguns materiais estrangeiros. Percebe-se também, que,
embora o tema seja promissor, ele € bem pouco explorado no Brasil e por isso ficaram
as sugestdes acima para novos trabalhos.

Apesar disso, existem conclusdes a serem feitas ainda no mundo matematico
que limitam algumas linhas de pensamento, como observamos na relagéo dos numeros
triangulares com os numeros perfeitos.

Por outro lado, em outras linhas como os numeros de Mersenne é possivel
observar algumas caracteristicas muito peculiares como a existéncia de apenas um
numero de Mersenne que também é perfeito.

O trabalho também nos desperta algumas inquietagcées na aritmética modular
quando vimos que ha ciclos de residuos nos sugerindo relagées com a trigonometria
que nao foram explorados aqui.
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Assim, o tema abordado pelo trabalho desperta cada vez mais curiosidade e
como uma caixa de chocolate nos faz querer explorar mais linhas e mais afundo os
nameros triangulares.

Outro exemplo de tema nao abordado neste trabalho que poderia ser explorado
€: existem tridngulos retangulos cujos lados sdo numeros triangulares? Quantos?

Dessa maneira e deixando alguns desafios encerra-se este trabalho de modo
muito gratificante. Esperamos que leitor que tenha tido uma boa experiéncia com esta
producao.

Obrigado!
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