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RESUMO

Um dos maiores desafios da modernidade é inovar e melhorar o ensino e aprendizagem dos alunos,
principalmente nas areas de exatas, em que a dificuldade e a complexidade da teoria se mostram mais
evidentes, assim associando a teoria com a pratica da rotina humana faz do estudo dos fractais uma
proposta inovadora do ensino da matematica. Assim, este trabalho tem como problemético o que
garante que a Geometria Fractal pode ser utilizada como uma alternativa que possibilite a
aprendizagem mais interativa e eficaz. Objetivando verificar a teoria de Fractal, fornecendo alternativas
e sugestdes de se ministrar conteidos mateméaticos de forma mais atrativa aos alunos e os objetivos
especificos: entender o surgimento dos fractais, descobrir suas caracteristicas e comportamentos,
utilizar os recursos pedagégicos digitais (Paint e Python) para a construcao dos fractais com abordagem
nos contelidos matematicos. Por meio de uma pesquisa é de carater qualitativo, por meio da proposta
pedagogica, baseadas em um referencial tedrico e que tém o intuito de promover melhorias ou avangos
nas praticas. Para obter dados desta pesquisa, utilizou-se pesquisa bibliografica e estudos de casos.
Inclusive trazendo propostas de pratica pedagégica com o uso do Paint, ferramenta do Windows, e do
Python como forma de ensino e aprendizagem dos fractais para os alunos do ensino médio.

Palavras-chave: Fractais. Paint. Ferramenta. Teoria. Alunos.



ABSTRACT

One of the greatest challenges of modernity is to innovate and improve the teaching and learning of
students, especially in the areas of exact sciences, where the difficulty and complexity of theory are
more evident, thus associating theory with the practice of human routine makes the study of fractals an
innovative proposal for teaching mathematics. Thus, this work has as problematic what guarantees that
Fractal Geometry can be used as an alternative that allows a more interactive and effective learning.
Aiming to verify the theory of Fractal, providing alternatives and suggestions to teach mathematical
content in a more attractive way to students and the specific objectives: to understand the emergence
of fractals, discover their characteristics and behaviors, use digital pedagogical resources (Paint and
Python) to the construction of fractals with an approach to mathematical content. Through a qualitative
research, through the pedagogical proposal, based on a theoretical framework and aimed at promoting
improvements or advances in practices. To obtain data from this research, bibliographic research and
case studies were used. Including proposals for pedagogical practice using Paint, a Windows tool, and
Python as a way of teaching and learning fractals for high school students.

Keywords: Fractals. Paint. Tool. Theory. Students.
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1 INTRODUCAO

O estudo da Matemética € um tanto que complexo para os alunos,
principalmente, para os de Ensino Médio e ingressantes do ensino superior, por iSso
investir em meios e praticas modernas e simples de ensino e aprendizagem se faz
necessario.

Ao trabalhar com a geometria fractal em suas aulas, o professor de matematica
fornecera a oportunidade para que o aluno possa vivenciar situagdes concretas, uma
vez que ha um dialogo constante desta “nova geometria” com diversas areas do
conhecimento, inclusive com outros ramos da matematica. Embora ndo seja
obrigatéria na educacdo basica, a geometria fractal proporciona ao professor de
matematica a possibilidade de ampliar o didlogo com outras areas do conhecimento e
de apresentar situacdes problemas em contextos reais para seus alunos.

O ensino da Matematica deve ir muito mais além do que limitar-se a aspectos
tedricos tradicionalmente desenvolvidos, agregando-os ao uso das tecnologias.
Embora estudos sobre conhecimentos teéricos tenham impulsionado a evolugcéao dos
conhecimentos matematicos, ndo esquecendo que a Matematica envolve um conceito
pratico atrelado as situagfes faticas humanas. Segundo Boyer (1996, p. 1):

[...] NogBes primitivas relacionadas com o conceito de nimero, grandeza e
forma podem ser encontradas nos primeiros tempos da raca humana, e

vislumbres das matematicas se encontram em forma de vida que podem datar
milhdes de anos antes da humanidade.

Devido a maneira tradicionalista de ensino, os alunos da Educacédo Basica
passam por diversas dificuldades em se compreender de forma clara e objetiva os
conteldos da teoria matematica. Sobre a necessidade da pratica de métodos
inovadores de ensino, DOBROWOLSKI e BERTONI PINTO (2009, p. 2) comentam:

[...]Para muitos professores das escolas brasileiras, a pratica de ensino parece
estar estatica no tempo e espaco, quando se sabe que ao longo da histéria a
disciplina Matemética defrontou-se com reformas que incidiram em mudanca
nos conteddos e métodos que refletiram positivamente na aprendizagem do
educando.

Diante da problematica apresentada, utilizaremos neste trabalho, os fractais
classicos como modelo matematico, baseado em suas construcdes, pois apresentam
instrumentos didaticos eficientes no aprendizado dos alunos, tendo como objetivo

orientar/encaminhar sugestdes de atividades que possam ser realizadas em sala de
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aula com alunos do ensino médio, utilizando avancos tecnoldgicos para que o objetivo
seja alcancado.

Por muito tempo, a teoria e a pratica da geometria euclidiana eram
consideradas a melhor forma de retratacdo da realidade humana. Isso mudou com a
descoberta de geometrias néo euclidianas visto que houve uma inovagao ao analisar
e representar objetos que descrevem certas formas e fendmenos naturais, como 0s
fractais, por exemplo (FERREIRA, 2011).

Segundo Ferreira (2011), a proposta dos fractais surgiu dos estudos de alguns
cientistas no periodo compreendido entre 1857 e 1913. Partindo destas teorias, foi
possivel conhecer alguns objetos geométricos. Ferreira (2011) destaca que em 1872,
Karl Weierstrass, em seus estudos, descobriu uma funcdo continua, porém nao
diferencial, na qual seu grafico gera um fractal.

Ja no ano de 1904, Helge von Koch, ndo se deu por vencido com essa defini¢cao
abstrata e analitica de Weierstrass, e criou o floco de neve de Koch, que sera
abordado com mais detalhes no capitulo 2 deste trabalho.

De acordo com Dalla (2012), foram realizados outros trabalhos relacionados
aos fractais, mas esta ciéncia s6 avancou por completo a partir dos anos 60, tendo
como auxilio a computacdo. Destaca-se, ao utilizar esta técnica, Benoit Mandelbrot,
responsavel por criar o termo fractal e pelo conjunto fractal que recebe o0 seu home.

Mas afinal, o que garante que a Geometria Fractal pode ser utilizada como uma
alternativa que possibilite a aprendizagem mais interativa e eficaz? Para responder a
essa pergunta, produzimos esse trabalho tendo como:

¢ Objetivo geral: Verificar a teoria de Fractal, fornecendo alternativas e sugestdes
para ministrar contetdos matematicos de forma mais atrativa aos alunos;

e Objetivos especificos: entender o surgimento dos fractais, descobrir suas
caracteristicas e comportamentos, utilizar os recursos pedagdgicos digitais

(Paint e Python) para a construcéo dos fractais com abordagem nos contetdos

matematicos.

Podendo ter como hipoteses: se o conteudo de Progressdes com Fractais, €
uma alternativa, pois € uma modalidade de ensino instigadora, a qual os alunos
participam de forma mais ativa em sua propria construcdo de conhecimento. Ou o0s
agentes envolvidos no processo de ensino e aprendizagem ensinam e aprendem em

locais variados, promovendo a autonomia para que possam trabalhar em grupos e
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compartilhar conhecimentos? Se possibilita a personalizacdo do ensino com a
utilizacao de diferentes recursos didaticos?

Esta pesquisa € de carater qualitativo, por meio da proposta pedagodgica. Para
Damiani et al. (2013), as intervenc¢des pedagogicas sédo inovagdes propositadamente
concretizadas por professores em suas praticas pedagégicas, baseadas em um
referencial tedrico e que tém o intuito de promover melhorias ou avancos nas praticas.
Para obter dados desta pesquisa, utilizou-se pesquisa bibliografica e estudos de
casos.

Além desta introducdo, nessa dissertacdo, ha quatro capitulos e as
consideracdes finais. Apos a introducédo, passando para o capitulo 2, destacam-se 0s
fractais com a contextualizacéo historica, as diretrizes e as concepc¢des pedagogicos
gue a norteiam. No 3° capitulo tem-se o mundo fractal que aborda diversas situacdes
e fenbmenos naturais em que os fractais se destacam. No capitulo 4, abordamos a
construcdo de alguns fractais classicos no Paint. Além disso, no 5° capitulo tem-se o
Conjunto de Julia e os fractais, com a utilizacdo do Python com sugestao de atividades

para sala de aula. Por fim, as conclusdes obtidas com este estudo.
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2 FRACTAIS

Neste capitulo abordaremos as diretrizes voltadas para a Educacao Bésica, em
especial as que tratam da matematica, com énfase na sistematizacdo do ensino,
finalidade da matematica e nos objetivos a serem alcancados pelos alunos.
Destacamos também as correntes pedagoégicas adotadas no Brasil, as quais
asseguram que a utilizacado dos fractais em sala € uma excelente alternativa para que
0 ensino da matematica possa ser visto de forma mais atrativa, como é o caso da
visao construtivista de Jean Piaget. Por fim, abordaremos os fractais, destacando suas
caracteristicas e o0s principais matematicos que contribuiram para o desenvolvimento

desta geometria.

2.1Educacdo Matemética e Diretrizes

A matematica estad presente em todas as acbes humanas, mas com um
diferencial, sem definir a finalidade de cada acdo. Tem uma doutrina complexa, que
em determinados momentos néo fica claro para os alunos. A matematica nao € ciéncia
pronta e acabada, com respostas fechadas. O aprendizado da matematica é
interessante por serem problemas com solugbes, novas respostas para novas
descobertas.

Como os problemas sédo grandes geradores de conhecimento devemos nos
recorrer a eles constantemente. As ideias matematicas possuem grandes histérias,
desde a Grécia Antiga e Babilbnia sendo aplicada até a atualidade pelas novas
ciéncias com alguns aperfeicoamentos.

Quando tratamos de sistematizacdo da metodologia da matematica €
necessario o amparo das leis e diretrizes curriculares nacionais.

Na Lei de Diretrizes e da Educagao Nacional de 20 de dezembro de 1994, a
educacao escolar compde-se de:

Educacéo bésica, formada pela educacgdo infantil, ensino fundamental e
ensino médio; Educacao superior. A educagdo basica tem por finalidades
desenvolver o educando, assegurar-lhe a formacdo comum indispenséavel

para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho
e em estudos posteriores. (adaptado de BRASIL, 1994).

Com duracao minima de trés anos, o ensino médio é a etapa final da educacao

basica e suas finalidades sao:
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A consolidacé@o e o detalhamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos; a preparacéo
bésica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar
aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas
condicdes de ocupacéo ou aperfeicoamento posteriores; o aprimoramento do
educando como pessoa humana, incluindo a formacdo ética e o
desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico; a
compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica de cada disciplina. (BRASIL,
1994)

Nesse sentido, a Matematica € disciplina base para a Fisica, Quimica,
Geografia, Artes, dentre outras, auxiliando no desenvolvimento raciocinio logico.
Dessa forma, a Matematica serve para a cidadania, além de ser incentivadora de
agentes de transformacéo.

A Matematica esta presente na vida cotidiana de todo cidadédo, explicita e
implicitamente. Desde ao acordar e observar o despertador, estamos utilizando a
matematica. “Na sociedade atual, a Matemética é cada vez mais solicitada para
descrever, modelar e resolver problemas da atividade humana”. (BRASIL, 2004, p. 3).

Quanto as competéncias gerais a Base Nacional Comum Curricular- BNCC,
como forma de garantir o Componente Curricular Comum, propde que as finalidades

alcancadas sejam:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacdes em diversos contextos, seja atividades cotidianas, seja
fatos da Natureza Humana, das questdes socioecondmicas ou tecnolégicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao
geral.

2. Propor ou participar de acbBes para investigar desafios do mundo
contemporéneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com
base na andlise de problemas sociais, como os voltados a situacdes de
salde, sustentabilidade, das implicacbes da tecnologia no mundo do
trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens préprios da Matemética.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacédo das
solugdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de
representacao matematicos  (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢cdo e comunicacéo de resultados de
problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacdo de padrbes, experimentacbes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais
formal na validacdo das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 531)



22

A Matematica tem o papel de retomar os conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, oportunizando a continuidade dos estudos; preparando o estudante para
a vida como cidaddo e acesso ao mercado de trabalho, sendo capaz de adaptacéo
com flexibilidade a novas condi¢cbes de ocupagao ou aperfeicoamento posteriores e
contribuindo para a evolucao da formacao ética e o desenvolvimento do pensamento
critico e intelectual do aluno, ao passo que relaciona teoria e pratica para a
compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos.

As Diretrizes Curriculares que regem a Educacdo preveem que a Matematica
precisa ser desenvolvida de forma contextualizada e, preferencialmente de forma
interdisciplinar para que sejam alcancados 0s objetivos propostos de Representacao
e comunicacao.

A Contextualizagéo sociocultural (BRASIL, 1996) para o desenvolvimento da
capacidade de representacado e comunicacao € necessario:

. Ler e interpretar textos de Matematica.

. Ler, interpretar e utilizar representaces matematicas (tabelas,
graficos, expressoes etc.).

. Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para
linguagem simbdlica (equagdes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc.)
e vice-versa.

. Exprimir-se com correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na
linguagem matematica, usando a terminologia correta.

. Produzir textos matematicos adequados.

. Utilizar adequadamente os recursos tecnolégicos como instrumentos
de produc¢édo e de comunicacao.

. Utilizar corretamente instrumentos de medicdo e de desenho. (BRASIL,
1996)

Desta forma é necesséria a integracao das disciplinas, incentivando o aluno a
ler, escrever e interpretar as sequéncias matematicas.

Ainda nas Diretrizes Curriculares esta prevista que:

Quanto aos objetivos, busca-se:

1. Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes etc.)
2. Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.

3. Formular hip6teses e prever resultados.

4. Selecionar estratégias de resolucéo de problemas.

5. Interpretar e criticar resultados numa situagdo concreta.

6. Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos,
esbocos, fatos conhecidos, relagées e propriedades.

7. Discutir ideias e produzir argumentos convincentes. (BRASIL, 1996)

Ja para a contextualizac&o social séo exigidas:
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1. Utilizar a Matemética na interpretacao e intervenc¢éo no real.

2. Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagdes reais.

3. Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas
limitagBes e potencialidades. (BRASIL, 1996)

Dessa forma, a Matematica, como Ciéncia, tem um carater formativo, na
estruturagdo do pensamento e do raciocinio logico visto que € uma ferramenta que
acompanha em muitas atividades cotidianas do ser humano, tanto na propria
matematica.

Segundo os PCNs:

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para processos de
pensamento e a aquisicdo de atitudes, podendo formar no aluno a resolucdo
de problemas genuinos, gerando habitos de investigacdo, proporcionando
confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situacdes novas,
propiciando a formacdo de uma visdo ampla e cientifica da realidade, a
percepcao da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de
outras capacidades pessoais. (BRASIL, 1999, p. 251)

Ainda nos PCNs, em relacédo a disciplina de Matematica:

Além disso, tem um caréater instrumental quando € vista pelos alunos como
técnicas e estratégias para serem aplicadas, assim como para a atividade
profissional. Para que isso ocorra a matematica deve ser compreendida como
um sistema de cédigos e regras que a tornam uma linguagem de
comunicacado de ideias e permite modelar a realidade e interpreta-la”.
(BRASIL, 1999, p. 40)

No que diz respeito aos objetivos especificos da Matematica, os PCNs

orientam:

1. Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacéo
cientifica geral;

2. Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagfes diversas, utilizando-
0s na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

3. Analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar uma opinido proépria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica;

4. Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicacao, bem como o espirito critico e criativo;

5. Utilizar com confianga procedimentos de resolugdo de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

6. Expressar-se oral, escrita e graficamente em situagfes matematicas e
valorizar a precisdo da linguagem e as demonstracfes em Matemética;

7. Estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento do curriculo;
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8. Reconhecer representacfes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

9. Promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em
relacéo as suas capacidades mateméticas, o desenvolvimento de atitudes de
autonomia e cooperagédo. (BRASIL, 1999.)

Para que estes objetivos sejam alcancados pretende-se construir o
conhecimento de forma contextualizada e, principalmente, com significados concretos
para a vida dos alunos mesmo que alguns conteddos ndo apresentem estas

caracteristicas de facil associagéo.

2.2Educacao Matematica e algumas correntes pedagogicas

Em relacdo as correntes pedagodgicas ha algumas divergéncias quantos as
tendéncias adotadas no Brasil, como para Libéaneo (1994) as classifica em liberais e
Progressistas.

As liberais sao divididas em tradicionais, Renovadora Progressiva, Renovadora
nao diretiva ou Escolanovista e a Tecnicista, enquanto a Progressista se divide em
libertadora, libertaria e critico-social dos contetidos (LIBANEO, 1994). Esta Ultima teve
e esta sendo difundida com a criagdo da LDB destacando-se entre outros: Piaget,
Vygotsky, Wallon e Montessori que defendem que o conhecimento se da pela
interacdo plena.

Ja para Macedo (1994), existem duas vis6es que estdo em pleno contraste: o

construtivismo e 0 ndo construtivista.

Visbes ndo-construtivistas do conhecimento valorizam a transmissdo; por
iSSO mesmo, a linguagem é seu instrumento mais primoroso. N&o poderia ser
diferente. Quando uma pessoa ou uma comunidade supde ter produzido um
conhecimento sobre ou julgam que é importante transmiti-lo por alguém que
ndo possui esse conhecimento, fazem pela via da linguagem. (MACEDO,
1994, p. 14)

E evidente que muitas vezes a linguagem é o melhor meio de transmisséo de
informacdes. O problema esta na supervalorizacdo desta ferramenta na transmissao
de informagbes, como defendem os n&o-construtivistas. Para os construtivistas, o
conhecimento se constrdi pelas agdes do sujeito que conhece. Para Macedo “o que
importa é a acao de ler e interpretar o texto e ndo apenas aquilo, por ter se tornado

linguagem, pode ser transmitido por ele” (MACEDO, 1994, p. 15).



25

Para os ndos construtivistas, o conhecimento parte-se de ja esta constituida

como objeto a ser constituido.

Uma visdo ndo-construtivista termina por assumir o conhecimento como uma
teoria da representacdo da realidade, ndo importa se boa ou ma. Ora, na
perspectiva construtivista um conhecimento a respeito de algo s6 pode
ocorrer enquanto uma teoria da agéo, que produz esse conhecimento. E
nessa teoria interessam, sobretudo, os aspectos légicos e matematicos da
acao. Logicos porque se trata de um sujeito ou uma sociedade construir ou
reconstruirem os procedimentos necessarios aquela producdo. Tanto em
termos fisicos quanto em termos simbdlicos algo s6 acontece se certos
instrumentos ou meios forem coordenados no espaco e no tempo, de modo
gue as duas relagfes entre seus elementos produzam um resultado coerente
com o objetivo. Sdo matematicos porque ha uma “topologia”, uma “algebra”,
desses estados e posicdes, sem 0s quais algo ndo acontece, nem se
constitui. Matematicos porque h& uma lei de composicao que é estruturante
do fendmeno que, enquanto tal, s6 se expressa em infinitas acdes.
(MACEDO, 1994, p. 18).

Na visdo ndo construtivista a acao é induzida, enquanto na visao construtivista,
acdo espontanea do sujeito faz todo o sentido. Dentre as concepgdes tedricas ndo
construtivistas destacam-se o racionalismo, o empirismo e o0 sOcio interacionismo.

O racionalismo tem como foco os aspectos internos do individuo visto como
oriundos da hereditariedade. Nesta concepcao, o individuo tem a estrutura mental
congénita.

A matemética é vista pelos racionalistas como instrumento racional para
explicar a realidade. Partindo deste principio, Descartes (1586-1650) elaborou um

método dividido em quatro partes, baseado essencialmente na geometria:

“O primeiro método era o de jamais acolher alguma coisa como a verdadeira
gue eu nado conhecesse evidentemente como tal; isto é, de evitar
cuidadosamente a precipitagdo e a prevencgdo, e de nada incluir os meus
juizos que néo se apresente tdo clara e tdo distintamente a meu espirito, que
eu ndo tivesse nenhuma ocasido de pd-lo em divida. O segundo método era
o de dividir em tantas parcelas quantas possiveis e quantas necessarias
fossem para melhor resolvé-las; O terceiro método era o de conduzir por
ordem meus pensamentos comecando pelos objetos mais simples de
conhecer, para subir, pouco a pouco, como por degraus, até o conhecimento
dos mais compostos, e supondo mesmo uma ordem entre 0s que ndo se
precedem naturalmente uns aos outros; O quarto método era o de fazer-me
toda parte enumeracdes tdo completas e revisfes tao gerais, que eu tivesse
a certeza de nada omitir” (Descartes, apud ABAGNANO, 2003).
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O empirismo defende os aspectos exteriores ao individuo. Segundo esta
concepcao, 0 meio € o sujeito ao conhecimento, acreditando que as experiéncias sao
as principais formadoras de ideias. Dessa forma o conhecimento é transmitido e
repassado pelos componentes dele e, por conta disto, 0 meio age sobre o sujeito.

Na perspectiva socio interacionismo € tido como producao simbdlica e material
gue tem lugar na dindmica interativa. Para Vygotsky (1998), o desenvolvimento é
alcancado por meio da linguagem. Sua concepcéo difere de a de Piaget, pois para ele
€ a aprendizagem que gera e promove o desenvolvimento, o que vem a implicar na
relacdo sujeito-sujeito-objeto, isto é, a elaboracdo cognitiva se funda na relacéo
externa (MOREIRA, 1999).

Para Vygotsky (1998), existem apenas duas ideias principais sobre o
conhecimento formal na escola. A pré-histéria da aprendizagem escolar e o
desenvolvimento proximal. Ao referir-se a pré-historia da aprendizagem escolar, ele
diz que o sujeito ja desenvolveu alguma aprendizagem no cotidiano, faltando articular
o conhecimento do dia a dia com o conhecimento formal, o que o chama de saber
sistematizado universal. A zona de desenvolvimento proximal foi formulada dois niveis
de desenvolvimento: um nivel de desenvolvimento efetivo, obtido pelos processos ja

realizados; e o desenvolvimento potencial, quando o sujeito adquire do outro.

2.3Construtivismo na visdo de Jean Piaget

Jean Piaget (1896- 1980) grande conhecedor de Fisica, Biologia e Mecanica

Quantica, criou a Epistemologia Genética para explicar a realidade de producédo do
conhecimento cientifico (PADUA, 2009, p. 22).
Para esta Ciéncia o homem, ao nascer, ndo consegue realizar qualquer operacao de
pensamento ou ato simbdlico. Para Piaget, sujeito tém funcdes praticas, constituindo
mutuamente na interacdo. O conhecimento € o resultado das relacdes reciprocas
entre objeto e sujeito, surgindo, assim, as construgdes cognitivas constantes capazes
de construir novas estruturas continuas (PADUA, 2009, p. 25).

Segundo Oliveira e Gama:

O homem aprende, quando a informacao é processada pelos esquemas
mentais e agregadas aos mesmos. O conhecimento construido vai sendo
incorporado aos esquemas mentais, que sdo colocados para funcionar diante
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de situacBes desafiadoras e problematizadoras. (OLIVEIRA e GAMA, 2010,
p. 255)

Desta forma, por meio dos conhecimentos ja adquiridos e da relacdo (interacéo)

com o mundo que o cerca, 0 aluno acaba encontrando suas proprias respostas na

solucéo dos problemas.

Os proéprios PCNs defendem a visdo construtivista, quando trata dos rumos e

desafios.

Por volta de 1970 estabeleceu-se um nucleo conceitual teérico de diferentes
correntes denominadas construtivistas, cujo pressuposto basico é tomar a
aprendizagem como resultado da constru¢do do conhecimento pelo aluno,
processo em que se respeitam as ideias dos alunos prévias ao processo de
aprendizagem. (BRASIL, 1998, p.48)

Ainda nos PCNs sobre o construtivismo:

Esta proposta de conducéo do aprendizado tem sido aperfeicoada de se levar
em conta que o conhecimento cientifico envolve valores humanos, relaciona-
se com a tecnologia e, mais em geral, com toda a vida em sociedade, de se
enfatizar a organicidade conceitual das teorias cientificas, de se explicitar a
funcao essencial do dialogo e da interacéo social na producéo coletiva. Tais
redirecionamentos tém sido relevantes para a educacgdo cientifica e
matematica e, certamente, suas ideias influenciam o presente esforco de
revisdo de contelidos e métodos para a educacgdo cientifica. Sera preciso,
além disso, procurar suprir a caréncia de propostas interdisciplinares para o
aprendizado, que tem contribuido para uma educagdo cientifica
excessivamente compartimentada fazendo uso, por exemplo, de
instrumentos com natural interdisciplinaridade, como o0s modelos
moleculares, os conceitos evolutivos e as leis de conservacéo. (BRASIL,
1998, p. 48).

N&o defendemos a visdo construtivista como verdade absoluta, tampouco a

Visdo nao construtivista, mas sim como tendéncias complementares e fundamentais.

2.4Educacdo Mateméatica com Geometria Fractal

A matematica nos dias de hoje vem sendo muito questionada principalmente

com relacdo aos métodos utilizados pelos professores para ensina-la em toda a

educacao basica.
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Talvez n&o seja por falta de capacitagdo, ou mesmo por falta de interesse dos
professores, muitas vezes existe de se procurar novas ferramentas para que a propria
aula em si se torne mais interessante para o aluno.

Hoje temos o apelo muito forte do ludico, pois com a manipulagédo de materiais
concretos 0 aluno se interessa mais pela aula e assimila melhor os conceitos
construidos.

Buscando associar o ludico e o tedrico, encontramos os fractais que faz uma
ponte interessante entre esses elementos, ela com seus conceitos e construcdes,
pode auxiliar o professor a mostrar contelldos de matematica para estudantes da

educacao basica que outrora se mostram enfadonhos e tediosos.

2.5Caracteristicas dos Fractais

Falconer (2000) afirma que um fractal possui todas ou a maioria das suas

caracteristicas. Estas caracteristicas serdo descritas a seguir:

° Estrutura fina

A estrutura fina é o detalhamento infinito. Ampliando-se um fractal conseguimos
visualizar novos detalhes, que seguem indefinidamente. O mesmo néo ocorre com as

figuras geométricas euclidianas.

e Auto afinidade

Conhecida também como homotetia interna, essa caracteristica consiste em
conseguir réplicas do todo em qualquer parte do fractal, ou seja, em qualquer iteracao
surgird uma figura menor que ampliada seréa igual a figura original antes de se comecar

0S processos de iteracoes.

* Simplicidade na lei de formacéo

Para construir um fractal, basta repetir cada iteracdo gerando assim sua lei de

formacgao, o que nos leva a um processo simples.
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* Dificil descrigao

Como a prépria nomenclatura ja diz, ndo pode ser descrito de maneira simples
seja por uma funcéo analitica ou por uma linguagem geomeétrica tradicional devido ao

fato de se constituirem através de processos iterativos.
* Dimensao Fractal

Diz respeito a dimens&o espacial, ou seja, ao espago que a figura ocupa. E
estritamente maior e pode ser calculada de vérias formas. Se a figura ndo possuir
autossimilaridade.

Se possuir, por outro método um pouco mais simples. Todas estas
caracteristicas procuram definir um fractal, e como foi mencionado, os fractais relinem

algumas delas ou todas.
2.6 Matematicos relacionados com fractais

Tendo como base o artigo da Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF)
sobre Fractalize: Modelagem Fractal nas Ciéncias e Engenharias do ano de 2021

temos as seguintes explicacdes:
J Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski é tido como fractal autossimilar. Em homenagem ao
matematico polonés Wactaw Sierpinski tem esse nome, pois foi o primeiro a estudar
essa estrutura.

Na Figura 2.1, o Triangulo de Sierpinski esté estruturado até a quarta iteracao
(n=4):

Figura 2.1: Construgao do Triéngulo de Sierpinski
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Fonte: UFJF, 2021.
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Um método simples de construir o Triangulo de Sierpinski é por meio de
iteracdo a partir de um triangulo equilatero. No primeiro momento, marca-se 0s pontos
médios em cada lado do triangulo. Em seguida, traca-se segmentos a partir dos
pontos meédios, formando um tridngulo dentro do tringulo inicial. Depois, retira-se
esse triangulo central. Esta € a primeira iteracdo do Triangulo de Sierpinski.

Este processo sera repetido nas proximas etapas (iteracdes) em cada triangulo
restante.

Ao repetirmos o processo indefinidamente, daremos origem ao fractal classico

Triangulo de Sierpinski (Figura 2.2).

Figura 2.2: Triangulo de Sierpinski

v
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Fonte: UFJF, 2021.

Podemos perceber que o vértice de cada novo triangulo surge a partir do ponto
médio do triangulo anterior

O ponto médio de cada lado do triangulo inicial se torna um vértice de um novo
triangulo. Dessa forma, os triangulos gerados a cada iteracdo tém exatamente a
metade do perimetro e a metade da altura do triangulo anterior. Além disso, a area de
cada novo triangulo gerado tem um quarto da &rea do triangulo da etapa anterior,

como é observado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Autossimilaridade no Triangulo de Sierpinski
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Fonte: UFJF, 2021.
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7

Podemos verificar na Figura 2.3, que o tridangulo da direita € uma copia
ampliada da quarta parte do triangulo da esquerda, sendo assim, caracterizado como
autossimilar.

° Peano

No ano de 1890 um matematico de nome Giuseppe Peano descobriu uma
curva capaz de passar por todos os pontos de um quadrado (Figura 2.4). O processo
para a construcao desse tipo de curva é iterativo.

Para construir esta curva o ponto de partida € um quadrado de lado unitéario.
Partindo desta construcdo observa-se que o gerador foi reduzido pela metade, e
girado 90 graus no sentido horério; depois o ponto inicial foi reduzido pela metade, e
transladado 1/2 para cima; apés o gerador foi reduzido pela metade, e transladado 1/2
para cima e 1/2 para direita; por fim o gerador foi reduzido pela metade, girado 90
graus no sentido anti-horério, e transladado 5/4 para direita. Dando sequéncia na
iteracdo da curva, repetindo o mesmo procedimento, chegaremos a 64 quadrados

menores.

Figura 2.4: Curva de Peano

N

Fonte: asociacionceat.org, 2021.

° Cantor

De acordo com Graceli (2014), em homenagem a Georg Cantor (Figura 2.5), o
Conjunto de Cantor, ou Poeira de Cantor (Figura 2.6), € um exemplo de fractal

simples.



1.
2.
3.

Figura 2.5: Georg Cantor

Fonte: thefamouspeople.com, 2021.

Seguimos os passos de BARBOSA (2005) para construi-lo.

Considerar uma reta;

Dividir a reta em trés partes iguais e eliminar a central;
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Repetir a construcdo 2 em cada segmento e, assim, sucessivamente e

indefinidamente.

Figura 2.6: Poeira de Cantor

Fonte: antroposimetrica.blogspot.com, 2021.

by

Podemos chegar a conclusédo de que o comprimento total dos segmentos

restantes ao final da etapa de calculos mais simplificados se da conforme a Tabela

2.1.



33

Tabela 2.1: Namero de segmentos da Poeira de Cantor

IteracOes Numero de segmentos

0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128

N 2"

Fonte: Autor, 2021.
. Koch

Segundo Rabay (2013, p.8), Niels Fabian Helge von Koch (Figura 2.7) graduou-
se em Matemética pela Universidade de Estocolmo, onde também adquiriu o titulo de

doutor.

Figura 2.7: Helge von Koch

Fonte: forumservertwoplustwo, 2021.


https://forumserver.twoplustwo.com/226/house-blogs/diggers-blog-words-words-more-words-1402912/index45.html
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A Curva de Kock (Figura 2.8), segundo BARBOSA, os passos para sua

construcao sao:

1. Considera-se uma reta;

2. Divide-se em 3 segmentos iguais, substituindo o segmento do meio por um
triangulo equilatero sem a base (segmento intermediario);

3. Substituir cada um dos segmentos conforme a regra 2, e assim sucessivamente

e iterativamente.

Figura 2.8: Curva de Koch

Fonte: OSA, 2005.

Outra forma de explorarmos os fractais comegando as iteragdes por um
triangulo de lados iguais. Nesse caso, teremos uma figura denominada de Floco de

Neve de Koch, conforme a Figura 2.9.

Figura 2.9: Floco de Neve de Koch

Fonte: viastral, 2021.

Na primeira iteracdo, temos um triangulo com todos os lados iguais, no qual
iremos dividir cada um de seus lados em trés segmentos iguais e sobre 0 segmento

central construiremos outro tridngulo equilatero suprimindo a sua base,
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transformando-se assim cada segmento do triangulo anterior em quatro segmentos,
fazendo um total de 3 - 4 = 12 segmentos. No passo seguinte, repetindo a operacéao,
teremos 3 -4 -4 = 48 segmentos na 22 etapa de construcdo. Repetindo o processo
pela 32 vez, observamos que para cada segmento obteremos quatro novos, ficando
assim: 3-4-4-4 =192 segmentos na 32 etapa do processo. Para concluir
poderemos observar os resultados e chegar a uma equacéao para a determinacdo do

namero de segmentos em uma determinada etapa n da construcédo de Von Koch:

12 etapa: S; = 3 - 41
22 etapa: S, = 3 - 42
32 etapa: S3 = 3 -43
42 etapa: S, = 3 - 44

netapa: S, =3-4"

Novamente percebemos a formagédo de uma progressao geometrica.

. Julia

Baseado em http://commons.wikimedia.org no ano de 2021, aborda-se que o
conjunto de Julia é um fractal criado pelo matematico francés Gaston Julia. O estudo
desste fractal que havia sido esquecido, foi resgatado por Benoit Mandelbrot em 1980
guando realizou um trabalho sobre o conjunto de Julia. Este Fractal sera apronfudado

no capitulo 5 deste trabalho.

o Mandelbrot

De acordo com a Revista na veia, Benoit Mandelbrot (Figura 2.10) criou em
1975 a palavra “fractal” quando publicou o livro “Os Objetos Fractais: Forma, Acaso e
Dimensao”.

De acordo com a Revista na veia, um objeto geométrico que mantém a
estrutura despresando a distancia em que o objeto é observado, é considerado um
fractal. Por possuirem uma dimensao fracionaria, Mandelbrot os denominou assim

seus objetos de estudo.


http://commons.wikimedia.org/
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Figura 2.10: Benoit Mandelbrot
T

Fonte: Wikipedia, 2021.

2.7Histoérico dos Fractais

De acordo com Santana e S& (2016), a cronologia da construcéo da teoria dos
fractais, também ilustrada na Figura 2.11, é a seguinte:

1500 - Durer desenvolve os fractais que recebe o seu nome.

1883 — George Cantor publica a Curva de Cantor.

1890 — A Curva de Peano é Publicada.

1891 - Hilbert apresenta sua curva.

1904 - Koch publica a Curva de Koch .

1918 - Hausdorff publica resultados sobre a Dimenséo de Hausdorff.

1918 - Julia publica seu conjunto gerado num plano complexo.

1921 - Menger apresenta a Esponja de Menger.

1938 - Lévy descreve sobre auto-similaridade.

1967 - Mandelbrot publica sobre a Geometria Fractal.


https://www.bbaw.de/die-akademie/akademie-historische-aspekte/mitglieder-historisch/historisches-mitglied-waclaw-sierpinski-2575
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Figura 2.11: Historico dos Fractais
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Fonte: Google, 2021.

Por meio deste histérico, percebe-se a contribuicbes e os avancos de cada

matematico para a Geometria Fractal.
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3. O MUNDO FRACTAL

Neste capitulo € interessante mostrar aos estudantes como alguns dos
elementos da natureza ndo seguem a geometria euclidiana, ela é mais bem descrita
com os fractais, devido a sua relagdo com a natureza.

Por vezes vé-se a natureza como algo imprevisivel. Isto ocorre quando, por
exemplo, estuda-se o clima, em que cada variavel € tdo oculta que € humanamente
impossivel estudar sem o auxilio de instrumentos tecnologicos de ponta que se tornam
cada vez mais gigantescos e dificeis de serem resolvidos.

Na visdo de Baptista (2013, p.44):

[..] Um grande numero de sistemas fisicos tende a apresentar
comportamentos semelhantes em diferentes pontos de observacdo. A
principal atrac&o dos fractais deriva da sua capacidade de descrever a forma
irregular ou fragmentada de recursos naturais bem como de outros objetos
complexos que a euclidiana tradicional ndo consegue analisar. Este
fendmeno é muitas vezes expresso por leis e dimensionamento estatisticos
no dominio do tempo e caraterizado principalmente pelo comportamento de
lei de poténcia de sistemas fisicos do mundo real. [...].

Analisar sistemas fisicos reais resulta em incognitas muito complexas, que
muitas das vezes ndo sao tratadas no Ensino Superior, particularmente na graduacéo,
trabalha-se de forma macica em torno de situacdes ideais. Vejamos os exemplos a

seqguir:
3.1 Medida do litoral
3.1.1. Aspectos Mateméticos
O estudo do litoral € o exemplo de uma medida imprecisa. Isso resulta das
propriedades semelhantes aos fractais das linhas costeiras. O primeiro estudo

registrado deste fendmeno foi por Richardson e aprimorado por Benoit Mandelbrot
(Figura 3.1).
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Figura 3.1: Lewis Fry Richardson e Benoit Mandelbrot

Fonte: Nerdologia, 2021.

A precisdo da extensédo do litoral depende do método e do grau cartografico
utilizado. Tendo em vista que a Terra possui varios elementos, com peso e massa

diferentes em todas as escalas. Observe a (Figura 3.2).

Figura 3.2: Mapa do Litoral Brasileiro

Fractais | Nerdologia

Fonte: Youtube, 2021.

Problema este que ndo é observado em objetos planos e retos, em que a

precisdo da medida pode ser alcancada com mais facilidade. Observe a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Mapa do Litoral brasileiro com régua de 500km

Fonte: Youtube, 2021.

A precisdo da medida depende do objeto de medi¢do. Assim ha uma variacao

no comprimento exato do litoral, com variagcdes em metros e quildmetros.

Figura 3.4: Mapa do Litoral brasileiro com uma régua de 1m

Fonte: Nerdologia, 2021.

Por meio de trés dimensdes o litoral € extensivo para as superficies dos fractais
e a area torna-se variavel, dependendo da resolucdo da medicdo. Na Figura 3.5,

temos o mapa do litoral brasileiro com distancia direta.
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Figura 3.5: Mapa do Litoral brasileiro com distancia direta

Fonte: Youtube, 2021.

A teoria euclidiana explica o comprimento do litoral, pois para esta teoria, uma
reta representa menor distancia entre dois pontos, jA& que possui apenas um
comprimento. Diferente quando é numa esfera em que os pontos sdo medidos com o
centro da esfera. Mais complicado ainda torna-se o comprimento de arcos e curvas,
sendo que com régua ha uma aproximacao maior de preciséo das medidas de ambos.

Todavia, segundo WEISSTEIN, algumas curvas precisam ser analisadas e
medidas de forma diferente do que o uso de régua. Uma curva, por exemplo, mais
complexaria de acordo com a escala que se adota para medi¢c&o. Se por um lado, uma
curva que apresenta suavidade converge para um valor aproximado sempre que a
medi¢cdo se torna mais precisa. Por outro lado, quando o valor medido se torna um
fractal, a expressao (medida) ndo converge.

Dessa forma, ao medirmos um litoral, utilizando a dimensdo fractal, o
comprimento das dobras (ou curvas) curtas aumentaria, uma vez que a dimenséao
fractal tende ao infinito.

As linhas da costa do litoral possuem irregularidades, enquanto os fractais, por
definicdo, sdo formados por iteracfes (simples ou mais detalhadas), que se repetem

0 quanto forem necessarias formando sequéncias matematicas.

3.2 Pulmodes

O pulméo, além de um érgéo do sistema respiratorio, esta fortemente ligado ao

sistema circulatério, pois faz o transporte de oxigénio por todo o corpo. A estrutura
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deste 6rgdo segue um modelo fractal semelhante (Figura 3.6), seja nas suas vias

respiratorias, seja nos vasos sanguineos associados.

Figura 3.6: Estrutura pulmonar

Fonte: Nerdologia, 2021.

Neves (2014) aponta que:

[...]JA essa estrutura em formato de arvores das vias respiratérias e vasculares
humanas é considerada uma estrutura geométrica. E salutar que esta
estruturacdo pulmonar torna-se as funcdes pulmonares mais eficazes e
céleres. Entéo o sistema fractal destas ramificacdes em formato de arvores
entrelagadas auxilia na conducdo do sangue e oxigénio pelo corpo
humanol...]

Figura 3.7: Pulmao humano.

Fonte: (http://gl/sgsp18).
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Na Figura 3.7, acima, as vias respiratOrias estdo em branco, a arvore vascular
arterial na cor vermelha e a arvore venosa de azul. Para tal, a matematica fractal
combina-se com as formas.

As vias respiratérias e vasculares pulmonares, em sua analise geométrica,

mais do que estrutura arquitetbnica, é vista como um resultado de fractais.

3.3 Florestas

3.3.1 Analise Fractal da Fragmentacao Florestal

Os fractais sdo considerados métodos para analises de dados da paisagem.
Por exemplo, os modelos fractais podem descrever as rugosidades superficiais,
mostrando a semelhanca de algumas caracteristicas que persistem em vérias escalas
espaciais (PACHEPSCKY e RITCHIE, 1998, apud YAMAJI, 2001, p. 25).

Segundo Yamaiji (2001, p.25), O'Neill et al. (1988) e Turner (1990), defendem
gue o fractal € um parametro de medida para padrdes da paisagem e PALMER (1988)
diz que a flora € um exemplo tipico de fractal, porque ela apresenta detalhes espaciais
de tal natureza.

Segundo GAINES et al. (1999, apud YAMAJI, 2001, p. 25), o fractal é o
fragmento complexo da paisagem natural.

A vegetacdo é composta por uma mistura de formas e padrées. Muitas
guestdes de interesse na area florestal (como a diversidade e a distribuicdo das
espécies) envolvem tais padroes.

Ainda, um fator determinante da vegetacédo é sua natureza dindmica: sdo as
mudancas na distribuicdo e os componentes da vegetacdo que ocorrem no tempo
(CHAPMAN, 1976, apud YAMAJI, 2001, p. 25).

Segundo LaGRO (1991, apud YAMAJI, 2001, p. 25), a estrutura de uma
paisagem é definida por seus parametros espaciais, os quais incluem a forma, o
tamanho, o nimero e a distribuicdo de cada tipologia. E conforme LAM (1990, apud
YAMAJI, 2001, p. 25), no uso prético dos fractais também se incluem as analises de
padrdes, formas e estruturas.

Alguns autores tém questionado a acuracia dos fractais como indices de
padrbes da paisagem (Cale e Hobbs, 1994; Groom e Schumaker, 1996; Schumaker,
1996, citados por GAINES et al.,, 1999, apud YAMAJI, 2001, p. 26). Mas, ainda
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segundo GAINES et al. (1999, apud YAMAJI, 2001, p. 26), acima de tudo, deve-se ter
muita atencdo para as diferencas de escalas e dimensdes dos mapas quando se
compara indices de padrdes entre paisagens de diferentes locais. Por exemplo,
Turner (1989, 1990, apud YAMAJI, 2001, p. 26), Lehmkuhl e Raphael (1993), citados
por GAINES et al., (1999, apud YAMAJI, 2001, p. 26), encontraram que muitos indices
de padrdes diferem, simplesmente, porque as dimensdes dos mapas séo diferentes.

Segundo PUZACHENKO (2000, apud YAMAJI, 2001, p. 26), o fractal pode ser
considerado como uma medida de textura da imagem. Ainda segundo o autor,
diferengas nas dimensoes fractais estdo relacionadas com diferentes origens de

estruturas, conforme a Figura 3.8.

Figura 3.8: Fragmentacao vegetal

Fonte: Google, 2021.

Uma das formas para o acompanhamento do estudo de uma floresta € com a
utilizacdo de satélite que capturam as imagens a serem estudadas. O contetudo de
uma imagem baseia-se tanto na intensidade de cada pixel, como no seu arranjo
espacial.

Contudo, a maioria das técnicas de classificacdo disponiveis baseiam-se
apenas nos valores de intensidade espectral. DeCOLA (1989, apud YAMAJI, 2001, p.
27), admitiu que pouco uso é feito das informacgfes espaciais, e que isto se deve a
propria complexidade das imagens.

Isto faz com que as técnicas padrdo de classificacdo analisem apenas as

caracteristicas espectrais (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Ramificacéo vegetal

Fonte: Google, 2021.

PALMER (1988, apud YAMAJI, 2001, p. 27) usou as relacdes entre
Geoestatistica (Matheron, 1963) e fractais para demonstrar que estes métodos podem
ser Uteis para descrever a variacdo existente na vegetacdo. A sua area de estudo
envolveu seis tipos de comunidades de plantas existentes na Carolina do Norte.
Segundo o autor, os resultados mostraram que a o fractal pode ser determinado pelo
método semi variograma?. Outro resultado foi a observacdo da existéncia de escalas
espaciais onde a vegetacdo pode ser considerada homogénea. Isto tem importante
implicacéo na teoria ecoldgica e nos métodos de amostragem da vegetacao.

Yamaji, destaca que no Brasil, os trabalhos sobre fractais e as florestas, apenas
uma citacdo (BATISTELLA e SOARES, 1999) foi encontrada. Um desses indices
utilizados foi calculado da relacdo area-perimetro. Eles utilizaram o indice de
dimensdo fractal para avaliar a complexidade da geometria das manchas dos
elementos da paisagem. Por conseguinte, mudangas na forma da mancha de uma

paisagem deveriam ser refletidas por mudancas no fractal (YAMAJI, 2001, p. 30).

3.4 Cinema

3.4.1 Os fractais no Cinema

Segundo Uva, a geometria dos fractais € um ramo matematica que se destina

ao estudo do comportamento dos fractais e as propriedades a ele pertencentes. Em

1 O semivariograma (ou variograma) é uma medida da variancia espacial e é a principal ferramenta para qualquer
estimativa geoestatistica (Deutsch e Journel, 1992).
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associagdo a geometria euclidiana, ciéncia, tecnologia e arte, a geometria fractal pode
ser gerada por computador.

A partir da descoberta do matematico polonés Benoit, os fractais tornaram-se
conhecidos e despertaram curiosidades, sendo que seus estudos € o ponto de partida,
palavra que do latim significa “irregular” ou “quebrado”. O que fez com que varios tipos
de fractais fossem entendidos como instrumentos da Matematica (Bueno, 2011).

Em diversas situacfes, o uso da geometria euclidiana ndo satisfaz aos anseios
dos problemas propostos como, por exemplo, no estudo de varios fenbmenos da
natureza. Em algumas dessas ocasides, a geometria fractal é se torna mais eficiente
no estudo destes fendmenos.

As estruturas fractais podem ser encontradas nas artes, uma vez que 0S
resultados obtidos na aplicacdo de sentencas matematicas podem gerar animacoes,
vistos que os célculos mateméticos sdo geradores de imagens fractais. Também
podemos encontrar nas cifras musicais, pois 0s resultados dos calculos sao
transformados em sons (partices).

Os fractais sdo complexos e belos, associados aos elementos presentes na
natureza, a vida existente no planeta e ao conhecimento do universo. Pertencem a
arte abstrata que se repete em diversos pontos, como € 0 caso dos efeitos especiais

no cinema (Figura 3.10).

Figura 3.10: Efeitos Especiais no cinema

Fonte: Google, 2021.

De acordo com Bueno (2011), a existéncia da geometria é dotada de

complexidade n&o convencional, remetida ao século XIX, apesar de existir muito
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antes, mas, sua consolidagdo vem acontecendo com as invenc¢des tecnoldgicas,
relacionadas também com a fisica, quimica, astronomia, dentre outras.

Outro elemento do estudo dos fractais € na tecnologia grafica, bem utilizada no
cinema na criagdo de cenarios naturais, como rios, explosées, conjunto montanhoso
e plantas. Levando em consideracdo a boa aproximacao da representacdo destes
através dos fractais, o0 modelo topoldgico utilizado simplifica 0 que seria bastante
trabalhoso se fossem utilizadas outras técnicas para fazé-lo. Além das técnicas de
compressdo de imagens também sao utilizados algoritmos baseados em fractais.
Pode-se dizer que a geometria fractal casou uma revolugdo na computacao gréfica e
0 avanco do recurso computacional possibilitou o engrandecimento dos estudos do

fractal.

3.5 Tricd

3.5.1 Geometria hiperbdlica e croché

Segundo Barrueco (2015), antes dos avancos no estudo da Matematica s6 se
sabia da existéncia da geometria euclidiana e da esférica. Enquanto a geometria é
conhecida pelo estudo do ponto, plano, retas, poligonos, angulos etc. e a que
demonstre melhor o préprio tecido do universo, a geometria esférica, como o préprio
nome ja diz, € a que se destina ao estudo das esferas. Observe a Figura 3.11 da

superficie terrestre.

Figura 3.11: Superficie Terrestre

Fonte: Google, 2021.
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Barrueco (2015) afirma que no inicio do século XIX a geometria hiperbdlica foi
descoberta. Esta geometria é responsavel pelo estudo do plano hiperbdlico, que pode
ser entendido esfera “ao contrario, ou seja, infinita e sua curvatura aumenta
indefinidamente em progressao geométrica. Como observa-se na (Figura 3.12), que
permite estruturas mais robustas que as de papel.

O croché, por sua vez, permite que a sua estrutura se desenvolva
exponencialmente, simplesmente com dois pontos a mais “ligados” a um ponto ja

existente. Assim, de forma natural, curvaturas negativas sao desenvolvidas.

Figura 3.12: Croché Hiperbdlico

Fonte: Google, 2021.

Os planos hiperbdlicos de croché retratam a matematica de forma pratica e
simples, porgue se estuda, 0 que muitas vezes é tratado como tedrico e obsoleto,

como algo real presente na rotina de muitos alunos.

3.6 Bolsa de valores

3.6.1 O mercado financeiro sob a 6ptica dos fractais

Por meio do estudo da geometria fractal pretende-se, com maior precisdo na
modelagem da turbuléncia, descontinuidade e n&o periodicidade dos fenémenos
oriundos dos mercados financeiros atuais (WERON, 2000, apud, SILVA et. al).

Como Mandelbrot (2004, p.5, apud, SILVA et. al) afirma: “minha principal

contribuicdo foi descobrir um ramo da matematica que percebe a ordem oculta na
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desordem aparente, o plano no nao planejado, o padrdo regular na irregularidade e
na rugosidade da natureza”.

Lorenz (1996, p.99, apud, SILVA et. al), questiona, em relagcéo a teoria do caos,
“[...] por que deveriamos ser capazes de fazer qualquer tipo de previsdo? Por que,
efetivamente, deveriamos esperar ver o futuro, ou uma pequena parte dele?”. Quanto
ao comportamento de precos de ativos em mercados financeiros, existe uma real
importancia econémica que envolve o futuro de milhares de empresas e investidores
mundiais.

O estudo dos fractais € um assunto pouco estudado, como aponta Grabbe
(1999, apud, SILVA et. al): “o assunto ndo era ensinado nos departamentos de
economia, porque nenhum dos professores o compreendia [...]".

Segundo Kimura (2005), o comportamento turbulento do mercado financeiro
(Figura 3.13) se assemelha a vérios fatos ocorridos na natureza, como é o caso das
manchas provenientes do 6leo, das manchas ocasionadas pelo sol, do formato das

nuvens, dentre outros.

Figura 3.13: Bolsa de Valores sob o 6ptico fractal
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Fractais: Pivot de Alta

Dentro da tandénce de baxa apés um fundo topo & umn fundo mails alto ha
ance da formagho 9o Pivot de Alta
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Fonte: Google, 2021.

Originalmente definida por Mandelbrot (1983, p. 15, apud, MELO) a teoria da
bolsa de valores é: “um fractal é, por definicdo, um conjunto para o qual a dimensao
de Hausdorff Besicovitch excede a dimensdo topoldgica. Todo conjunto com
dimenséo fracionaria é um fractal”.

Segundo Karas e Serra (1997, p.5, apud HAYASHI, 2002): “fractais séo figuras
com propriedades e caracteristicas peculiares que os diferenciam das figuras

geomeétricas habituais”.
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3.7 Cidades

3.7.1 As Curvas das Cidades Fractais

Observando o crescimento urbano, as cidades sao fractais em sua forma e em
sua estrutura. Quanto a estrutura temos 0s processos socioecondmicos, resultado das
decisGes dos agentes envolvidos na acdo. Sendo que a Geometria Fractal é uma
excelente ferramenta para que se possa entender o desenvolvimento urbano, uma
vez que pode ser trabalhada em paralelo com a matemética para que se possa
entender o desenvolvimento urbano (BUENO; BALBINOT; BICCA; 2010).

A (Figura 3.14) mostra a relagcdo geométrica das cidades com o fractal, visto
gue ele se desenvolve mantendo um espacamento adequado entre as folhas para que

uma nao ultrapasse o limite estabelecido por outa folha.

Figura 3.14: Fractal apresentado por Batty

Fonte: Michael Batty

Assim como outros elementos naturais as cidades tém que (Figura 3.15), por
um lado, crescer e expor as suas belezas naturais e humana pensando na qualidade

de vida de seus habitantes.


https://ojovemarquiteto.wordpress.com/2010/04/21/cidades-fractais/
https://ojovemarquiteto.files.wordpress.com/2010/04/drops18_07_05.jpg
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Figura 3.15: Cidade Fractal

Fonte: Google, 2021.

Ao crescer sem deixar esses intersticios a cidade estagna. Assim, 0s
simuladores de fractais sdo extremamente importantes, pois permitem desenvolver

modelos mais aconchegantes e promissores.

3.8 Animais

3.8.1 A fauna fractal que nos rodeia

O conceito da matematica estética e fixa torna-se inaplicavel quando se tem o
estudo dos fractais, pois por meio destes objetos reais explicam as teorias
matematicas.

Na natureza, podemos observar diversas formas relacionadas a geometria. Por
exemplo, as abelhas constroem células hexagonais para manter o seu mel. Outra
utilizac&o na natureza dos fractais € das aspirais logaritmicas. Ferreira Filho (2015, p.
36), aponta que o0 mais intrigante é que os aspirais S840 muito encontrados, como € 0
caso do arranjo das sementes de girassol ou na configuracdo da couve-flor, por
exemplo.

Essa curva fascina os mateméticos desde o século XVII quando Jacob Bernoulli
se dedicou a um estudo de vérias curvas planas (FERREIRA FILHO, 2015, p. 36).

Quando procuramos relacionar a geometria com a natureza, uma das primeiras
caracteristicas geometricas € a simetria, encontrada com facilidade no mundo animal,

como é o caso do ledo apresentado na Figura 3.16.
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Figura 3.16: Ledo em Fractal

[y s

Fonte: Google, ”2021.

Quando, por exemplo, olhamos o dorso de uma borboleta, podemos observar
um eixo que divide suas asas anteriores e posteriores em duas metades verticais e
simétricas. Algo similar também ocorre ao observarmos um animal (visto de cima),
uma barata, por exemplo, quando se verifica que a metade esquerda € idéntica a outra
metade, ocorrendo, dessa forma, a simetria no eixo horizontal do referido animal.

Porém, existem diferentes formas de simetria, seja a radial, presente na maca,
bastante comum entre as plantas e entre 0os animais mesmo que presentes em poucas

espeécies, ressalvando-se, exemplos como a conhecida baleia (Figura 3.17).

Figura 3.17: Baleia e a rugosidade

Fonte: Google, 2021.

Muitas mais formas geométricas existem em abundancia no mundo a nossa

volta. No mundo mineral, a geometria esta presente nos elementos que tendem a
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cristalizar, podemos verificar sempre que observamos na neve e no gelo ou em uma

simples ostra, conforme a Figura 3.18.

Figura 3.18: Ostra em Fractal
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e

Fonte: Google, 2021.

Nos exemplos supracitados podemos perceber a presenca da rugosidade que
sdo pequenas saliéncias e reentrancias que caracterizam uma superficie. Dessa
forma, devemos usar o termo rugosidade ou irregularidade? Para responder a essa
pergunta, devemos levar em considerag&o o ponto de vista e da necessidade, aqui no
estudo dos fractais vamos adotar o termo rugosidade. Ferreira Filho (2015, p. 38)
destaca que para Mandelbrot, nem todas as superficies séo lisas, alias quando nos
referimos a natureza poucas superficies sao lisas, como por exemplo o lagarto da
Figura 3.19.

Figura 3.19: Lagarto em Fractal

Fonte: Google, 2021.
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Se olharmos a natureza em nossa volta com um olhar de Mandelbrot,
perceberemos que o tronco de uma arvore ndo € um cilindro, suas folhas ndo séo
retangulas, suas flores ndo séo pontos e nem seus frutos circulos (FERREIRA FILHO,
2015, p. 38). As formas que observamos no meio ambiente e as formas Euclidianas
gquase nunca sdo semelhantes. Na maior parte dos casos 0s objetos da teoria
Euclidiana e a natureza ndo passam de uma comparacao grosseira, pois a natureza
consegue sempre surpreender.

Tao importante quanto perceber as irregularidades das formas presentes na
natureza é saber calcular seus perimetros, areas e volumes.

Na contram&o dessa realidade, o mundo tecnologico permaneceu Euclidiano,
porém, utilizando cada vez mais caracteristicas dessas estruturas naturais para
potencializa-lo. Nessa captacéo de informacdes que entra o fractal, pois seu conceito
€ estritamente matemético, por outro lado, diversas formas presentes na natureza
satisfazem as condicbes necessarias para que sejam representados por uma

linguagem matematica adequada.
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4. CONSTRUCAO DE FRACTAIS COM O MICROSOFT PAINT

Neste capitulo vamos descrever como construir passo a passo uma série de
fractais usando o programa da Microsoft “PAINT”. Por meio de uma proposta

metodoldgica simples e pratica para que estudantes construam diversos fractais.

Figura 4.1 - Programa MS Paint

J
Q
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S Taint

Fonte: Google, 2021.

Microsoft Paint € um programa de computador utilizado para fazer desenhos
simples e para a edicdo de imagens. O programa pertence ao sistema operacional
Windows, da Microsoft (Figura 4.1).

4.1. Triangulos no Paint semelhante ao de Sierpinski

Waclaw Sierpinski, (1882-1969), Figura 4.2, foi um matematico polonés, que
teve grande destaque nas teorias matematicas. Um dado curioso € o fato de uma das
crateras da lua levar seu préprio nome (TAVARES, 2016. Disponivel em
https://matematicadorenato.blogspot.com/2016/04/fractais-tapete-de-sierpinski.html.
Acesso em 24/12/2021).


https://matematicadorenato.blogspot.com/2016/04/fractais-tapete-de-sierpinski.html.%20Acesso%20em%2024/12/2021
https://matematicadorenato.blogspot.com/2016/04/fractais-tapete-de-sierpinski.html.%20Acesso%20em%2024/12/2021

56

Figura 4.2 Waclack Sierpinski

Fonte: bbaw, 2021.

Existem varias maneiras de se construir este tridangulo, a mais usada € a de
remocao de triangulos a partir de um triangulo equilatero.

Conforme o autor BARBOSA (2005), tém 0s seguintes passos para construcao
do Triangulo Fractal (Figura 4.3):

1. A considerar-se um triangulo com todos os lados iguais;

2. Marca-se os vértices de um dos lados equilatero, formando, assim, 4 “novos
triangulos;
Remove-se um triangulo no centro;

4. Repete-se em cada um dos triangulos nao eliminados as construcdes 2 e
3;

5. Repetir a operacao 4 sucessivamente.

Figura 4.3 - Triangulo fractal
HAH”

Fonte: Barbosa, 2005.



https://www.bbaw.de/die-akademie/akademie-historische-aspekte/mitglieder-historisch/historisches-mitglied-waclaw-sierpinski-2575
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O Triangulo Fractal apresenta todas as caracteristicas da geometria fractal. Por
esse motivo, ele serd uma Otima ferramenta para a apreensdo de conteudos

matematicos no ensino matematico, principalmente Progressdes Geomeétricas.

4.1.1 Proposta de construcao do triangulo de Sierpinski usando o Paint

No paint ndo temos as ferramentas para fazer a construcao descrita acima por
Barbosa (2005), pois partindo de um tridangulo maior é necessario particionar em 4
triangulos, para o qual precisamos de determinar os pontos médios cuja construcédo
ndo € disponibilizada no paint, por ndo ter recursos de construcdo geomeétrica
similares ao geogebra, por exemplo.

Propomos aqui partir de um tridngulo equilatero, e logo construir uma semente
fazendo duas copias de este triangulo, e num processo iterativo se vao acrescentando
copias maiores das figuras resultantes. No lugar de dividir um triangulo, duplicamos
os triangulos para formar figuras maiores similares a semente original. A seguir este

processo é descrito em detalhe.

1. Primeiramente, pesquise por um triangulo equilatero na internet, de preferéncia

na cor preta, e copie a imagem, conforme a Figura 4.4.

Figura 4.4 - Pesquisando triangulo equilatero

tridngulo equilatero x Q

Fonte: O autor, 2021.

2. Usando o Paint, numa tela branca, cole a figura copiada na internet (ctrl + v).

A imagem aparecera na parte superior esquerda (Figura 4.5).
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Figura 4.5 - Inserindo a figura no paint
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Fonte: O autor, 2021.

3. Selecione a figura e arraste para baixo. (Figura 4.6).

Figura 4.6 - Arrastando a figura para baixo
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Fonte: O autor, 2021.

4. Selecione o triangulo equilatero, copie e cole duas vezes, replicando, assim,

dois triangulos idénticos ao inicial. (Figura 4.7).

Figura 4.7 - Colando dois novos triangulos
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Fonte: O autor, 2021.
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5. Arraste os dois triangulos e “encaixe-0s”, um ao lado do inicial e outro em cima
dos dois, fazendo a primeira iteracdo do triangulo de Sierpinski, conforme a

Figura 4.8, obtém-se assim a semente do triangulo de Sierpinski-

Figura 4.8 - Semente do triangulo de Sierpinski
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Fonte: O autor, 2021.

6. No passo seguinte, selecione (usando no paint a op¢ao selecao retangular) o
triangulo feito na primeira iteracao, copie e cole outros dois triangulos, conforme

a Figura 4.9 e Figura 4.10.

Figura 4.9 - Selecionando o triangulo

0= Dez jond yeszey o = G "NNNEE 0
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Fonte: O autor, 2021.
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Figura 4.10 - Replicando dois novos triangulos
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Fonte: O autor, 2021.

7. Arraste os dois tridngulos e “encaixe-0s”, um ao lado do inicial e outro em cima

dos dois, conforme a Figura 4.11.

Figura 4.11 - Segunda iteragcao do triangulo de Sierpinski
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Fonte: O autor, 2021.

Como esta segunda iteracéo é formada por trés triangulos similares a semente
a qual é formada por 3 tridangulos pretos, teremos um total de 3 - 3 = 32 triangulos
pretos.

Para que se dé continuidade na construcado do fractal é importante que se
diminua o zoom da &rea de trabalho do Paint, (recomenda-se zoom menor ou igual a

50%), tal como na figura 4.12.
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Figura 4.12 - Diminuindo o zoom do paint
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Fonte: O autor, 2021.

8. Selecione e arraste o vértice inferior direito da folha para ampliar a area de
trabalho do Paint (Figura 4.13).

Figura 4.13 - Area de trabalho do Paint ampliada

0 A G : = | WEEEE mEEEy

Fonte: O autor, 2021.

9. Na terceira iteracao repetimos as etapas desde o passo 6, mas copiando e
colando o triangulo obtido na segunda iteracdo, obtendo um tridangulo maior
com as mesmas caracteristicas da semente, como mostra a Figura 4.14.
Como cada triangulo da segunda iteracdo tem 32 triangulos pretos, temos

agora 3 - 3% = 33 triangulos pretos.
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Figura 4.14 - Tridangulo de Sierpinski apos a terceira iteracao
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Fonte: O autor, 2012.1:‘“

10. Na quarta iteragao repetimos os passos 6 a 9 copiando e colando o triangulo
obtido na terceira iteracdo, obtendo agora 3 - 3% = 3* tridngulos pretos como se

mostra na Figura 4.15.

Figura 4.15 - Triangulo fractal na quarta iteracdo no paint
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Fonte: O autor, 2021.

11.Na quinta iteracao repetimos 0s passos 6 a 9 copiando e colando o triangulo
obtido na quarta iterac&o, obtendo agora 3 - 3* = 3° tridngulos pretos como se

mostra na Figura 4.16.
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Figura 4.16 - Triangulo fractal na quinta iteracdo no paint
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Fonte: O autor, 2021.

Continuando com este processo iterativo, obtém-se sempre um triangulo com
as mesmas caracteristicas da semente, isto €, com estrutura fractal. Como sempre se
replica 3 vezes o Ultimo triangulo obtido, o numero de triangulos pretos forma uma
progressdo geométrica de razao 3, pelo qual o nimero de tridngulos pretos na n-ésima
iteracdo € de 3".

Com este processo construtivo dos triangulos realizado pelos alunos no
laboratério de informética, espera-se que eles tenham uma primeira nog&o pratica do
que significa um fractal, ao observar que as partes e o todo compartilham as mesmas

caracteristicas.
4.2 O fractal de Levy

O matemético italiano Ernesto Cesaro Lévy desenvolveu um fractal
autossimilar, o qual representou e forneceu o modelo de construcdo deste fractal.

Para a construcao deste fractal, se faz uma semente a qual tem o formato de
uma U, a qual se replicara formando novas sementes, conforme detalhado no MS

paint.
4.2.1. Passo a Passo da construgcao do Fractal de Levy no MS Paint

A partir de um segmento de reta, iniciamos a construcdo do fractal de Levy
fazendo copias e giros de 90° para a direita que, por meio de iteracdes, vao
justapondo-se uma a outra dando, desta maneira, as sementes. A seguir descrevemos

passo a passo a forma de construir este fractal.
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1. Para comecar crie uma tela grande no Paint e desenhe um segmento de reta
conforme a Figura 4.17, utilizando o icone linha na barra de ferramentas.

Sugerimos que o zoom da tela seja 0 maximo permitido, nesse caso, 800%.

Figura 4.17 - Inserindo um primeiro segmento
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Fonte: O autor, 2021.

2. Em seguida, selecione (usando no paint a opcdo selecdo retangular) o
segmento, conforme a Figura 4.18. E extremamente importante que a opc¢&o
“selecado transparente” esteja marcada em todo o processo de construgéo do
fractal. Além disso, recomenda-se que a regido selecionada seja um quadrado

ou proximo de um para que, ao girar o objeto, ele ndo saia cortado.

Figura 4.18 - Selecao retangular e selegéo transparente
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Fonte: O autor, 2021.

3. Copie (ctrl + c), cole (ctrl + v) 0 segmento selecionado. Nesta etapa 0 segmento

colado aparecera no canto superior esquerdo de acordo com a Figura 4.19.
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Figura 4.19 - Segmento colado

i = o = W WEEEE mmmEy

Fonte: O autor, 2021.

4. Faca um giro de 90° para a direita (usando no paint a opcao girar 90° para a

direita) no objeto colado do item anterior, conforme a Figura 4.20.

Figura 4.20 - Girando 90° a direita
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Fonte: O autor, 2021.

5. Arraste o segmento selecionado, justapondo a direita do segmento inicial, como

na Figura 4.21.

Figura 4.21 - Segmento justapostos
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Fonte: O autor, 2021.
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6. Selecione, copie e cole este “novo objeto” semelhante ao que foi feito nos itens

2 e 3 da construcao deste fractal, segundo a Figura 4.22.

Figura 4.22 - Novo objeto colado
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Fonte: O autor, 2021.

7. Repetimos 0s passos 4 a 6 para justapor os objetos, de acordo com a Figura

4.23. Nesta etapa teremos a semente que gera o fractal (primeira iteracao).

Figura 4.23 - Semente do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

8. Para a segunda iteracao, copiamos, giramos a direita 90° e colamos a semente,
conforme a Figura 4.24.



Figura 4.24 - Segunda iteragao do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

9. Na terceira iteracdo, copiamos, giramos a direita 90° e colamos a figura do

item 8, para unir os objetos como na Figura 4.25.

Figura 4.25 - Terceira iteracao do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.
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10. Na quarta iteracao, siga 0s passos ja mencionados de selecionar, copiar, colar,

gira 90° a direita e arrastar o objeto do item 9, para formar a Figura 4.26.

Figura 4.26 - Quarta iteracao do Fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.
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11. A partir da quinta iteracdo, recomendamos que zoom seja diminuido
gradativamente para aproveitar, a0 maximo, a area de trabalho do paint. Siga
procedimentos ja citados para mais iteragcdes. Na Figura 4.27, o zoom foi

diminuido para 600%.

Figura 4.27 - Quinta iteracdo do Fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

12.Na sexta iteracdo o zoom estd em 400%. Selecionar, copiar, colar, girar 90° a

direita e arrastar o objeto do item 11, para formar a Figura 4.28.

Figura 4.28 - Sexta iteracao do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

13. Na sétima iteracdo o zoom esta em 300%. Selecionar, copiar, colar, girar 90°

a direita e arrastar o objeto do item 12, para formar a Figura 4.29.
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Figura 4.29 - Sétima iteragdo do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

14.Na oitava iteracao, continuamos reduzindo o, desta vez para 200%, seguindo

0s passos anteriores, como na Figura 4.30.

Figura 4.30 - Oitava iteracéo do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

15. Na nona iteracdo o zoom foi reduzido a 100%. Copiando, girando 90° a

direita e colando o objeto do item 14, obtém-se o fractal da Figura 4.31.

Figura 4.31 - Nona iteracéo do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.
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16. Na décima iteracdo o zoom € mantido em 100%. Copiando, girando 90° a

direita e colando o objeto do item 15, resulta o fractal da Figura 4.32.

Figura 4.32 - Décima iterag&o do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

17.Na décima primeira iteragdo o zoom foi reduzido a 50%. Copiando, girando

90° a direita e colando o objeto do item 16, resulta o fractal da Figura 4.33.

Figura 4.33 - Décima primeira iteragcdo do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

18. Na décima segunda iteracdo o zoom foi reduzido a 25%. Copiando, girando

90° a direita e colando o objeto do item 17, resulta o fractal da Figura 4.34.
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Figura 4.34 - Décima segunda iteracéo do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

19. Na décima terceira iteracdo o zoom foi mantido a 25%. Copiando, girando
90° a direita e colando o objeto do item 18, resulta o fractal da Figura 4.35.

Figura 4.35 - Décima terceira iteracado do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.

20.Na décima quarta iteracdo o zoom continua mantido a 25%. Copiando, girando
90° a direita e colando o objeto do item 19, resulta o fractal da Figura 4.36.

Figura 4.36 - Décima quarta iteracao do fractal de Levy
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Fonte: O autor, 2021.
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Com um programa simples como o MS Paint e seguindo 0s passos aqui
descritos, os alunos conseguem reproduzir e analisar o fractal de Levy.

Na construcao deste fractal, espera-se que o aluno perceba que a cada iteracao
0 numero de segmentos (desprezando as sobreposicdes) € o dobro da iteracao

anterior, ou seja, uma Progressao Geométrica de razao 2.

4.3 Poliminés

Existem os fractais chamados poliminds, eles podem ser construidos facilmente
e sao de grande utilidade no estudo das progressdes. Entre os mais utilizados estdo

o Trimind, o Pentamind e o Heptamind que serdo detalhados a seguir.

4.3.1 Fractal Trimind

7

O Fractal Trimin6 é utilizado com sequéncias numéricas e progressées
geométricas. Para o desenvolvimento deste fractal, deve-se considerar trés
guadrados, justapondo-se em forma de L que sera o nivel 1. Para obter o proximo
nivel 2, devemos acrescentar um triminé em forma de L idéntico ao construido no
passo anterior. Para o nivel 3, repete-se a etapa anterior. Os proximos niveis sdo

obtidos analogamente aos niveis anteriores, como mostra a Figura 4.37 abaixo.

Figura 4.37: Fractal Trimino

Fonte: Unipampa, 2014.

4.3.1.1 Construcdo no PAINT do Trimino

Assim como na construcao do triangulo de Sierpinski, pesquise na internet um
guadrado (de preferéncia branco com borda preta), copie e cole no Paint, como a
Figura 4.38.
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Figura 4.38: Tela do Paint com quadrado
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Fonte: Autor, 2021.

Em seguida, copie e cole dois novos quadrados, unindo-os para fazer a

primeira iteracdo, conforme a Figura 4.39.

Figura 4.39: Trimin6 né&o reto
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Fonte: Autor, 2021

O aluno deveré copiar e colar, como forma de substituir cada peca quadrada
por um trimind, pintando o mind central. (Figura 4.40).

Figura 4.40: Trimind nivel 2
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Fonte: Autor, 2021.
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Novamente o aluno devera copiar, colar e unir os triminés (Figura 4.41).

Figura 4.41: Trimino nivel 3
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Fonte: Autor, 2021.

Contam-se os quadrados, resultando numa sequéncia crescente, seguindo
este passo a passo:

Etapa 1: 3 quadrados = 3! quadrados

Etapa 2: 3 - 3 quadrados = 32 quadrados

Etapa 3: 3 - 3 - 3 quadrados = 3* quadrados

E assim por diante.

Podemos observar que a quantidade de pecas aumenta infinitamente em
progressdo geomeétrica de razdo 3, isto €, em cada nivel, o numero de “minds” é o

triplo do nivel anterior.

4.3.2 Fractal Pentaminbem T

Faca um “T” com 5 quadrados, analogamente como feito no trimind. Observe a
Figura 4.42:
Figura 4.42: Fractal Pentomin6 em T - nivel 1
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Fonte: Autor, 2021.
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Agora, copie e cole os “T's” conforme a Figura 4.43:

Figura 4.43: Fractal Pentominé — nivel 2
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Fonte: AUtor, 202u1;“

Copiando e colando sucessivamente os “T’s”, vai dando forma ao Pentamin6

(Figura 4.44).

Figura 4.44: Pentamino - nivel 3
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Fonte: Autor, 2021.

Perceba que na primeira iteracédo ha 5 quadrados, na segunda 25 e na terceira
125, isto é, cada iteracdo do pentamin6 o numero de quadrados aumenta em

progressao geomeétrica de razao 5.

4.3.3 Fractal Heptamin6 em H

O heptaminé em H, assim como o triminé e o pentamind, também pode ser

feito no Paint, seguindo as etapas a seguir:
Copie e um quadrado da internet, cole sete vezes no Paint, organizando,

conforme a Figura 4.45, para fazer a primeira iteragédo deste fractal.
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Figura 4.45: Heptaminé - nivel 1

O | i A o =N ll=l ll=lu v

- ; [E— o ]

Fonte: Autor, 2021.

Em seguida, copie e cole os “H’s” conforme a Figura 4.46. nesta etapa, é

interessante que o aluno pinte o heptaminé para destaca-lo.

Figura 4.46: Heptaminé - nivel 2

| . aa o — EEEEE mmEE|g ¢

Fonte: Autor, 2021.

Continue com o processo de copiar, colar e unir os heptaminés para chegar no

nivel 3, conforme a Figura 4.47.

Figura 4.47: Heptaminé - nivel 3

5] A ’_\ ;’- ; TN = B II=I II=I!‘! m.

Fonte: Autor, 2021.
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Com a utilizacdo do heptamin6 em H, é esperado que o aluno chegue a
conclusdo de que em cada nivel, os quadrados formam uma progressdo geometrica
de razéo 7, como pode ser visto a seguir.

Nivel 1: 7 quadrados = 7! quadrados

Nivel 2: 7 - 7 = 49 quadrados = 72 quadrados

Nivel 3: 7 - 7 - 7 = 343 quadrados = 73 quadrados
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5. CONJUNTOS DE JULIA E OS FRACTAIS

5.1 Conceitos Preliminares

Quantos aos conjuntos numéricos estdo organizados da seguinte forma, de

acordo com a figura abaixo:

Figura 5.1: Os principais conjuntos numericos.

@

C

Fonte: Educa Mais Brasil

* A letra (N) representa o Conjunto dos niumeros naturais composto pelos ndmeros
inteiros, ndo negativos;
« Conjunto dos numeros inteiros (Z): aléem dos elementos dos niumeros naturais, esse

conjunto engloba os nimeros negativos simeétricos aos naturais;

« Formado por nimeros que podem ser escritos em fragdes na forma %, ondeae b

sdo numeros inteiros e b diferente de zero, tem-se o Conjunto dos ndmeros
racionais (Q);
« Conjunto dos numeros irracionais (I): composto pelos numeros infinitos e nao
periddicos, ou seja, aqueles que ndo podem ser representados na forma de fracoes;
« Conjunto dos nimeros reais (R): E a unido dos nimeros racionais e irracionais;
« Conjunto dos numeros complexos (C): esse conjunto engloba todos os outros
mencionados e contempla as raizes quadradas de nUmeros negativos. Este € o ponto
central do estudo.

No desenvolver da matematica surgiam resultados que levavam a radicais
negativos. Nesses casos concluia-se que o problema nao tinha solucdo. Muitos

matematicos se debateram com esse problema e tentaram resolvé-lo.


https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/numeros-naturais
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/numeros-racionais
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/numeros-racionais
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CAIUSCA (2019), destaca que apo6s o conhecimento de muitos
estudiosos, Raphael Bombelli, por volta de 1572, definiu que a partir de uma equacao
do tipo x3 — 15x — 4 = 0, ele sabia que o resultado de x = 4, contudo ndo havia
célculos validos a partir de niUmeros reais capazes para chegar esse resultado. Com
isso ele percebeu a existéncia de numeros até entdo nao definidos, o que na época
lhe pareceu estranho, conforme relata CAIUSCA (2019): “Eu achei uma espécie de
raiz cubica muito diferente das outras, que aparece no capitulo sobre o cubo igual a
uma quantidade e um namero. A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em
sofismas que na verdade, mas eu procurei até que achei uma prova”.

Os numeros complexos podem ser representados na forma algébrica e na
forma trigonométrica. Neste trabalho, daremos énfase na sua representacao na forma
algébrica. Nesta forma, os nimeros complexos sao representados por

Z=a+bi

Nesta representacdo, a e b sdo numeros reais chamados, respectivamente, de

parte real Z e parte imaginaria de Z, enquanto i € a unidade imaginéria.

Na prética tém-se as opera¢des com numeros complexos, como:

o Adicao e multiplicagao

A adicdo é realizada entre a parte real com a parte real e a parte imaginaria
com parte imaginéria.
Utilizamos a propriedade distributiva para realizarmos a multiplicacéo.
Acompanhe a seguir.
Dados os numeros complexos Z; = a + bi e Z, = c + di, na multiplicacéo entre
eles o resultado é:
Zi+Zy=(a+Dbi) (c+di

Z1+Z, = ac + adi + bci + bdi?
Zi"Z, =ac+ adi+ bci — bd
Z1"Z, =ac — bd + adi + bdi
Zi"Zy=ac—bd+ (ad + bd)i

Exemplo 5.1: Adicéo

Z1+Z,=2+5)+ (4 -30)
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=(2+5i)+ (4 —-30)

=2+ 4450 —3i
=2+4)+G-23)i

=6+ 2i

Portanto,

Z,+ 72, =6+2i

Exemplo 5.2: Multiplicacéo

Zy-Zy = (24 50) - (4 —30)
=2-4+2-(=3i)+5i-4+5i-3i
= 8-6i + 20i + 152
lembre-se que i* =-1, logo
= 8-6i+20i + 15 (- 1)
= 8-6i + 20i- 15
= 8-6i + 20i- 15
= 8-15-6i + 20i
= (8-15) + (- 6i + 20i)
= (8-15) + (- 6 + 20)i
=-7+ 14i

Assim,

Zl'Zz :—7+14l

Por meio destes exemplos percebemos como se aplica as operacdes
fundamentais dos Numeros Complexos na forma algébrica.

Além da adicdo e multiplicagdo dos numeros complexos, destacamos as

definicbes de mddulo e conjugado deste conjunto numérico, como segue abaixo.
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. Modulo de um numero complexo

Pode-se atribuir um numero real positivo a um nimero complexo associado,
denominado modulo.
O médulo de um namero complexo, representado por
|Z| é determinado quando se calcula a raiz quadrada da soma dos quadrados de a e
b.
121 = Va2 + b?
Exemplo 5.3

Seja Z = 3 — 4i, o modulo de Z sera
12| = Ja? + b2
1Z| = /32 + (—4)?
1Z| =vV9 + 16
1Z] = V25
|Z| =5

o Conjugado de um numero complexo

Dado um numero complexo na forma Z = a + bi, 0 conjugado desse numero,
representado por Z, é obtido ao somarmos a parte real com o simétrico da parte
imaginaria.

Seja Z = a + bi, o conjugado de Z é Z = a — bi
Exemplo 5.4

Considere Z = 8 + 9i, o conjugado de Z serd Z = 8 — 9i
5.2 Conjuntos de Julia

Os conjuntos de Julia sdo conjuntos no plano complexo que surgiu no estudo
da dinamica polinomial complexa. Em homenagem a Gaston Julia foram denominados
assim. Gaston Maurice Julia foi um matematico francés que viveu entre 1893 a 1978
e foi quem estudou os conjuntos e suas propriedades de forma priméaria (MACHADO
e HOYOS, 2019, p.22).

Machado e Hoyos (2019, p.12) afirmam que a base de Julia nestes conjuntos

surgiu a partir do artigo de Arthur Cayley intitulado de “The Newton-Fourier imaginary
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problem" no qual destacou as raizes da funcéo f(z) = z*+ ¢, onde z € C e ¢ é uma
constante complexa.

Julia estudou além das fungbes de grau 3, as funcdes polinomiais de varios
graus e até funcdes racionais, segundo a Revista de Matematica da UFOP.

Seu estudo completo sobre esses conjuntos foi publicado em 1918, destacando
os conjuntos de Julia gerados pela fungdo quadratica fc(z) = z> + ¢ onde z é uma
variavel complexa e ¢ € um parametro complexo.

O conjunto de Julia, representado por /., gerado pela funcéo f,(z) € a fronteira
do conjunto de Julia preenchido, denotado por K.. O conjunto de Julia preenchido, K,
€ por definicdo o conjunto de pontos do plano complexo que possuem Orbita limitada
pela fungéo f.(z).

Os conjuntos possuem para cada c € C tem-se um conjunto de Julia K,
associado.

Gaston Maurice Julia (1893-1978) foi um matematico francés, interessado no
estudo de sistemas dinamicos complexos. Julia pesquisou o comportamento de
iteracbes de funcBes complexas racionais e polinomiais. As iteracdes de funcdes
quadraticas do tipo f.(z) = z* + ¢, onde ¢ é uma constante complexa.

Denomina-se 6rbita de um ponto z,, a sequéncia formada por pontos, de uma fungéo

complexa v C dada por

2o, f(20), f(f (20)), F(f (f (20))), fF (f (f (f (20)))), ---

Dada uma fungéo f em C e um ponto z,, dizemos que O¢(z,) € limitada se

existe um M real maior que 0 (zero) tal que

|fn(ZO)| <M,vVvn €N

Quando f(xy) = x,, X, € um ponto fixo da funcdo f. Neste caso, f"(x,) =
X0, Vn € N e f é limitada.

Veja o exemplo abaixo.
Exemplo 5.5

Considere a fungdo f(x) = x?-2exy, =-1.
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fo=xy=-1
fr=fCn=-1
fA=fC-D=-1
fP=f-1n=-1
fr=fC1=-1
o= =-1
fe=f-1n=-1

Observe que fO = fl= f2=f3=f+=f5=f6 = fn logo-1&um

ponto fixo de f e O¢(- 1) € uma sequéncia limitada.

Para |f™(z,)| » +%, se n —» 4+, a 6rbita escapa para o infinito. Acompanhe o
exemplo a seguir.

Exemplo 5.6: Dada a funcéo f(x) = x2-1 e um valor arbitrario para x,.
Inicialmente, faremos x, = 1,8, entao;
fO=x,=18
f1=7(18) =224
f?=71(2,24) = 4,02
3 =£(4,02) = 15,16
f* = f(15,16) = 228,83
f° = £(228,83) = 52.362,17
& = f(52362,17) = 2.741.796.846,11

Faremos, agora, x, = 1,1.

fl=f(1,1) =021
f2=f(1,25)=- 0,96

£3 = £(0,56) = - 0,08
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f*=f(-0,08) =- 099
£5 =f(- 0,99) =- 0,02
£ =f(- 0,02) =- 0,99

Note que no ponto x, = 1,8, a drbita cresce indefinidamente. Por outro lado, no
ponto x, = 1,1, as iteracbes formam uma sequéncia limitada.

Pode-se perceber que, conforme o exemplo acima, uma fungcéo pode produzir
orbitas limitadas e ilimitadas.

Vejamos a seguir como as Orbitas se comportam no conjunto dos ndmeros
complexos para a funcéo f,(z) = z* + ¢, segundo o estudo da Revista de Matematica
da Universidade Federal de Ouro Preto (2019).

O Conjunto de Julia preenchido da fungdo complexa polinomial f.(z) = z* + c,
denotado por K., é o conjunto de pontos do plano complexo cuja 6rbita é limitada, isto

é,
K. = {zy € C| O (20) € limitaday}.

Enquanto o Conjunto de Julia é a fronteira de K..
De acordo com Machado e Hoyos (2019), os conjuntos quadraticos em que |c|
€ maior que 2 sdo denominados Conjuntos de Cantor. Por este motivo, nos

limitaremos a apresentar exemplo em que |c| < 2.

Exemplo 5.6

Dada a fungdo f_, (z) = z*- 1. Note que ¢ =-1. Vamos determinar pontos
fixos e Orbitas de outros pontos.

Para determinarmos pontos fixos da funcdo complexa acima,

fazemos f_; (z) = z, logo

z¢e-1 =z
= 7z2-1-2=0

_1+45
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1++/5 e 1-/5
2 2

Assim, sdo pontos fixos de f_; (z) = z*- 1 e, portanto, pertencem

akK..
Vamos determinar a érbitade z, = iez, = 1,2+ 0i
Para z, = i, temos
Zog =1
zy = 1) =-2
z,=f2() =f(-2) =3
z3=f()=f(@3)=8
zy = f*()) = f(8) = 63
zs = f5(0) = f(63) = 3.968
ze = f6(i) = f(3.968) = 15.745.023
Portanto, tende ao infinito e ndo pertence a K.
Zog =12
z; = f1(1,2) = 0,44
7, = f2(1,2) = £(0,44) =-0,81
73 = f3(1,2) = f(-0,81) =-0,34
2y = f%(1,2) = f(-0,34) =-0,88
zs = f5(1,2) = f(-0,88) =-0,23
ze = f(1,2) = f(-0,23) =-0,9
Percebe-se que esta sequéncia é limitada, portanto o ponto x, = 1,2 pertence
akK..

O conjunto apresentado acima € um fractal e recebe o nome de Basilica, devida
a sua semelhanca com a Basilica de Sdo Pedro situada no Vaticano. Sua
representacao apos varias iteracdes esta ilustrada na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Conjunto de Julia (c = -1)

-

o

Fonte: Revista de Mateméatica da UFOP (2237-8103): v.06 pp:31-39 2019

5.3 O conjunto de Julia

O conjunto de Julia é gerado pela seguinte recursédo discreta:

{Zk = f(Zk—1)’ k>1

Zyg = Z

onde, z, sdo numeros complexos e z, € o valor inicial da recorréncia.

Consideramos neste trabalho o caso f(z) = z% + ¢, onde ¢ € um nimero fixo
pré-determinado e que define o fractal de Julia a ser gerado, portanto resulta a
recorréncia:

— 2
{Zk—Zk_1+C k> 1
Zy =2 ’ -

Seja o conjunto de Julia /] formados pelos numeros z, = z tal que as iteracfes

7, estejam no interior do circulo de raio 2 no plano complexo:

] ={z: |z < 2}

O objetivo é fazer a representacéo grafica do conjunto de Julia, para o qual
consideramos uma regido do plano complexo. Cada ponto desta regido é a condicéao
inicial da recorréncia, a qual é iterada n vezes, sendo que a iteracdo é parada se 0
ponto z;, esta fora do circulo de raio 2, caso contrario a iteragdo continua até atingir
as n iteracfes. Cada ponto da regido recebe uma cor associada ao numero de

iteracOes que realizou na recorréncia.



87
Desenvolvemos o cédigo em python (ver detalhes na segcdo 5.4) e

apresentamos alguns fractais para varios valores da constante complexa c.

Figura 5.3. Conjunto de Julia para ¢ = —0,744 + 0,148i

Fonte: O autor

Figura 5.4. Conjunto de Julia para ¢ = —0,8 + 0,156i

Fonte: O autor

Figura 5.5. Conjunto de Julia parac = —1 + 0i

Fonte: O autor
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Figura 5.6. Conjunto de Julia parac = —0,8 — 0,25

Fonte: O autor

Observa-se que variando o valor da constante complexa c os graficos geram

diferentes fractais no conjunto de Julia J.

5.4 Algoritmo em Python

As simulag6es numéricas sdo implementadas em Python, que é uma linguagem
de alto nivel de distribuicdo gratuita, desenvolvida por Guido Van Rossum em 1991
(SANTANA, 2020) e conta com uma comunidade de desenvolvedores para aplicacdes
em diversas areas do conhecimento. Os algoritmos séo faceis de implementar e a
seguinte proposta permite iniciar ao estudante de ensino médio nas simulacdes

praticas em fractais.

Consideramos uma malha de m=256 pontos na horizontal (parte real) e n=128
pontos na vertical (parte imaginaria), totalizando 32768 pontos (nUmeros complexos)

a analisar se estdo ou ndo no conjunto de Julia.

Estes pontos sao transformados para os intervalos

5 5 5 5
2 <2 e-2<y, <2
3=X =3 €T STy
onde,
5% m m
X; = ) :——,...,_
7 (m+n) 2 2
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5%k k= n n
a 2

yk=(m+n)l 2; )

isto define os ndmeros complexos z;, = x; + iy, como as condicdes iniciais da

recorréncia de Julia.

Cada ponto z;, € iterado uma determinada quantidade de vezes usando a
férmula recursiva. Aconselhamos ao aluno fazer a simulacdo com 32, 64, 128 e 256
iteracBes para visualizar a diferencas nas representacdes gréficas, quando maior € o

namero de iteracfes as representacdes graficas dos fractais ficam mais nitidas.

Apos o final da iteracéo de cada ponto z;; 0 numero de iteracGes € alocado
numa matriz N de dimensdo m X n na posi¢do (j, k). Cada elemento da matriz N
representa uma cor e sua representacao grafica desta matriz gera a visualizacao do

fractal do conjunto de Julia.

A malha seré dividida verticalmente em 8 partes verticais, gerando 8 partes do

fractal, unindo estas partes obtém-se o fractal completo.

No Algoritmo 5.1 se apresenta a consolidagcdo computacional do fractal gerado
pelo conjunto de Julia, mediante a funcgédo julia em python.

Algoritmo 5.1: Funcéo que gera o fractal do conjunto de Julia

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def julia(parte, numiter,c):
#parte=1lou2ou3oud4ouS5oubou7ous8
# quantas iteracbes deseja realizar em z, = z2_, + ¢
m = 256
n=128
s = (m+n)*2/5
X = np.linspace(-m /s, m/ s, num=m).reshape((1, m))
y = np.linspace(-n /s, n /s, num=n).reshape((n, 1))

ml =32
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x1 = np.zeros((1,m1))
x1[0,] = x[0,(parte-1)*m1:parte*m1]
Z1 = np.tile(x1, (n, 1)) + 1j * np.tile(y, (1, m1))
N = np.zeros((n, m1))
for j in range(n):
for k in range(m1):
i=0
while np.abs(Z1]j,k]) < 2 and i < numiter:
Z1[j,K] = Z1[j,K] * Z1[jK] + ¢
izi+l
N[j,k] = i-1
plt.imshow(N, extent=[(parte-1)*32,parte*32-1,128,0],cmap="Blues_r")

plt.axis('off")

Fonte: O autor

5.5 Proposta didatica para sala de aula

Para trabalhar em sala de aula o professor pode instalar o python nos
computadores do laboratério de informética da escola e rodar o cédigo ou pode

trabalhar remotamente usando o google colab (_https://colab.research.google.com/)

acessando pela conta do gmail sem necessidade de instalar nenhum software nos

computadores locais.

Para as atividades o professor devera fornecer grupos de 9 alunos, sendo que
oito deles deverdo receber um nimero de 1 a 8 indicando que parte do fractal irdo

simular.
Cada um dos 8 alunos executara a funcgéo julia segundo a seguinte instrucao:
julia(parte, numero de iteragdes, c)
onde,

e parte € um nimero de 1 a 8 indicando que parte do fractal ira a simular
e numero de iteragdes, pode ser 32, 64, 128 ou 256 indicando quantas iteracdes

vai usar no algoritmo recursivo


https://colab.research.google.com/
https://colab.research.google.com/
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e C € a constante complexa que define a forma do fractal, no python um namero
complexo se escreve na forma ¢ = a + bj, onde a é a parte real e b é a parte

imaginaria
Por exemplo, se parte = 2, nimero de iteragdes = 256 e ¢ = —0,744 + 0,148i, o
aluno executara a seguinte instrucao:

julia(2,256,—0.744 + 0.148))

a saida sera a representacdo da parte 2 do fractal, sendo gerado no diretorio de

trabalho um arquivo da figura com o nome fig_julia2.png.
Apos gerada a figura cada aluno deve fazer o seguinte procedimento:

1. Abrir no Microsoft word a figura fig_juliak.png, onde k indica a parte do fractal
gue o aluno gerou

2. Fazendo click na figura, ir na aba ‘Formato de imagem’ e logo na opgao
‘Cortar’, para recortar a imagem nas partes laterais, superior e inferior como

mostra a Figura 5.7, deixar a figura recortada com altura 5 cm e largura 1,28cm

Figura 5.7: Figura original a esquerda e Figura recortada a direita

Fonte: O Autor

3. Clicando com o botéo direito do mouse sobre a figura recortada, salvar esta

figura com o mesmo nome da figura original fig_juliak.png.
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4. Cada aluno enviara ao e-mail do nono aluno que néo participou da geracao do

fractal a figura recortada que gerou na simulacdo computacional.

5. Cada aluno deve descrever a figura gerada e se observa algum comportamento

fractal.

6. O nono aluno deve abrir um arquivo novo no Microsoft Word, e na opcéo inserir
deve abrir os 8 arquivos recebidos de seus colegas, ele deve ter uma lista de
arquivos ordenados como mostra a Figura 5.8. Caso alguma das figuras tenha

tamanho diferente, ele pode ser corrigido para ter as dimensdes corretas.

Figura 5.8: Arquivos recebidos das 8 partes do fractal

Fonte: O Autor

7. Em “opgdes de layout” escolha a opgédo quadrado para movimentar cada uma

das figuras.

8. Movimentando as figuras, junte elas até obter o fractal completo como mostra

a Figura 5.8.
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Figura 5.9: Juncgao das Figuras para obter o fractal

Fonte: O Autor
9. Os alunos devem discutir o resultado da juncao das Figuras e se conseguem

agora visualizar com mais detalhes o fractal gerado.

10. Se repete o procedimento desde o passo 1 para outros grupos de 9 alunos,

para os outros fractais da se¢cédo 5.3 com 0s seguintes valores de c:

e ¢=-08+0,156)
e ¢c=-1+0j
e ¢c=-0,8-0,25j
Esta atividade colaborativa entre alunos, em que simultaneamente cada um
gera independentemente uma parte do fractal e um nono aluno faz a jungéo das partes
mostra a base da computagéo paralela. Cada um dos oito alunos é um processador
em paralelo que faz uma parte das operacdes e todos enviam seus resultados a uma
unidade central de processamento (0 nono aluno) que juntando toda as partes da
informacg&o obtém o resultado geral das simulagées.
Uma outra atividade para cada um dos oitos alunos € executar o cédigo
mudando o numero de iteracdes para 32, 64 e 128 e 256 iteracdes, cada aluno deve

discutir que observa de diferente nas figuras geradas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste trabalho concluiu-se que o uso dos fractais em sala de aula
rompe com o paradigma de que a matematica é uma ciéncia estatica e finalizada e
gue tem aplicacBes préticas e de facil compreensao, e reconhecido a semelhanca com
diversos elementos da prépria natureza, mostra que a matematica que se estuda é
flexivel. Podendo inclusive utilizar programas de computadores, provocando mais
fascinio para quem ensina e para quem aprende. Mesmo que abordados em
diferentes niveis, os fractais provocam nos alunos um olhar diferenciado no mundo
gue esta inserido.

Comprovou-se que utilizar fractais é uma alternativa inovadora de
aprendizagem, pois como o exemplo apresentado nesta monografia o uso do Paint,
software da Microsoft, pode ser uma forma mais interativa e eficaz de estudar a
geometria.

Ao pesquisar sobre objetos fractais, e a necessidade de cria-lo em um ambiente
gréafico adquiri uma maior experiéncia na utilizacao destes, utilizando de forma préticas
varios conhecimentos relacionados a Teoria dos Numeros, Numeros Complexos,
Sequéncias, Geometria Analitica e Algebra Linear. Essa nova experiéncia me
capacitou melhor para a utilizagdo desses softwares no ambiente da sala de aula,
inclusive com outras abordagens além do uso de fractais.

Atingindo tanto o objetivo geral como os especificos deste trabalho, o geral
verificou-se a teoria de Fractal, sobre a viabilidade de ministrar um conteddo mais
avancado, adaptando-o aos requisitos que a turma possui como apresentados
nos capitulos quatro e cinco da pesquisa, além de permitir ao aluno descobrir as
propriedades e 0s comportamentos em fractais considerados e analisar 0s recursos
pedagogicos digitais utilizados como o Microsoft Paint e o Python para construcao
de conhecimento matematico.

Uma das dificuldades encontradas na pesquisa foi relacionada com o material
a ser utilizado. Encontram-se facilmente na internet sites que abordam o tema, e uma
guantidade razoavel de dissertacdes e teses recentes sobre o tema apresentando, na
sua maioria, aplicacfes praticas utilizando a geometria fractal para modelar diversos
fendmenos, porém necessitamos de mais material publicado na é&rea de

desenvolvimento matemaético.
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A pesquisa respondeu positivamente as hipéteses de que o contetdo de
Fractais € uma modalidade de ensino instigadora, a qual os alunos participam de
forma mais ativa em sua propria construcédo de conhecimento, além dos professores
e os alunos ensinarem e aprenderem em tempos e locais variados, promovendo a
autonomia para que possam trabalhar em grupos e compartilhar conhecimentos e a
personalizacdo do ensino com a utilizacdo de diferentes recursos didaticos.

A pesquisa é de carater qualitativo com proposta de aplicacdo pedagdgica,
como exposto no item 5.5 do trabalho, em que as intervencdes pedagogicas sao
inovacdes propositadamente concretizadas por professores em suas praticas na sala
de aula, baseadas em um rico referencial teérico promovendo melhorias ou avangos
nas praticas.

Enfim, espero seguir pesquisando e descobrindo novos recursos e aplicagdes

para utilizar em sala de aula nesse fascinante mundo da geometria fractal.
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