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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de ensino para a solugcéo
de equacdes de terceiro grau por meio de radicais com o uso da férmula de Cardano,
nos estudos das equacgdes polinomiais de terceiro grau, em especial, para a solugao
de equacdes que possuem todas as raizes reais. Apesar dessa formula sempre levar
a expressdes com raizes quadradas de niumeros negativos, mostraremos ser possivel
encontrar suas solucdes sem utilizar nimeros complexos, e sim por meio de funcbes
trigonométricas. Nesse sentido, buscamos explorar conceitos relacionados a férmula
de Cardano que fundamentem a justificativa do seu uso na resolucao das equacdes
cubicas. Para isso, baseamos nossos estudos em analises feitas em livros didaticos
da Rede Publica de Ensino e em outras dissertacdes que abordam a férmula de
Cardano. Por fim, propomos uma sequéncia didatica para ser aplicada no estudo das
equacdes polinomiais no terceiro ano do ensino médio, a qual, permita ampliar as
resolucdes das equacdes cubicas para o universo dos numeros reais, de forma que
contemple aquelas que possuem todas as raizes irracionais, onde utilizaremos a

formula de Cardano.

Palavras-chave: EquacOes cubicas, férmula de Cardano, resolucao.



ABSTRACT

This work aims to present a teaching proposal for the resolution of third-degree
equations through radicals using Cardano’s formula, within the studies of polynomial
equations of third degree, especially for the ones that have only real roots. Although
this formula leads to expressions with square roots of negative numbers, we are going
to show it is possible to find solutions without using complex numbers, but with
trigonometric functions. That way, we aim to explore concepts related to Cardano’s
formula which substantiate the justification for its use to solve cubic equations. For that
matter, we based our studies on analysis done on textbooks from the public teaching
system and other dissertations that tackle Cardano’s formula. Finally, we propose a
teaching sequence to be applied to the study of polynomial equations of third degree
in high school, which enables the expansion of resolutions of cubic equations to the
universe of real numbers, in order to include the ones that have only irrational roots,

with which we are going to use Cardano’s formula.

Keywords: Cubic equations, Cardano formula, resolution.
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1 INTRODUCAO

Qualquer problema que possa ser solucionado

através dos numeros certamente sera tratado,

direta ou indiretamente, por meio de equacgdes.
(GARBI, 2007).

O estudo da algebra tem seu desenvolvimento diretamente relacionado a
resolucdo de equacbes polinomiais. Por séculos, um dos grandes desafios dos
matematicos era encontrar a solucéo dessas equac¢des por meio de radicas, ou seja,
por métodos resolutivos que levem a determinacdo das raizes de uma equacao
polinomial em funcdo de seus coeficientes, envolvendo somente as operacdes
algébricas fundamentais e mais a extracdo de raizes que dependem do grau da
equacao.

Anos antes de Cristo, babilénios, egipcios e gregos ja utilizavam técnicas
capazes de resolver as equagfes de segundo grau. Babildnios e egipcios utilizavam-
se de textos e simbolos como ferramenta auxiliar na resolucdo. Os gregos utilizavam
a geometria para resolver problemas que envolvessem essas equacdes. O francés
Viéte, mateméatico responsavel pela modernizacdo da &lgebra, foi o primeiro a
introduzir as letras no método resolutivo das equagdes quadréaticas. Mas somente no
século Xll, gracas a contribuicdo de Baskhara estabeleceu-se o método no para
solucdo das equacdes de segundo grau por meio de radicais. Segundo Roque e
Carvalho (2019) os desenvolvimentos algébricos mais importantes dos séculos XV
deveram-se aos esfor¢cos de alguns mateméticos para encontrar uma solucdo da
cubica por radicas. Em 1545, Girolamo Cardano publicou no livro Ars Magna (A grande
arte) uma formula que dava a solucéo para essas equacdes.

De acordo com Santos (2013), na mesma época, Loduvico Ferrari, discipulo
de Cardano, conseguiu deduzir um método geral, puramente algébrico, que permitia
resolver as equacdes polinomiais do 4° grau. O caminho trilhado por Ferrari
basicamente reduzia o grau da equacdo, transformando a quartica num par de
equacdes quadraticas.

Para as equagdes polinomiais de grau > 5, de acordo com Neto ( 2012, pg

66), 0 matematico noruegués Niels H. Abel e 0 matemaético francés Evariste Galois,
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ambos no século XIX, provaram independentemente que nao existe formula,
construida em termos dos coeficientes da equacao, que forneca, de modo geral, a
solucéo real das mesmas. Galois desenvolveu a chamada Teoria de Galois, que
através da Teoria de Grupo determina em quais condi¢cdes uma equacgao de qualquer
grau pode ou ndo apresentar solucdes por meio de radicais.

Portanto, hoje temos férmulas que solucionam qualquer equacéo polinomial
de grau maior que dois e menor e igual a quatro. No entanto, chegou-se a concluséo
de que nem sempre € possivel encontrar a solucdo de equagdes de grau maior ou
igual a cinco expressas por meio de radicais.

Nos tempos atuais, normalmente a Educacéo Basica contempla o estudo das
equagdes polinomiais do primeiro e segundo grau. No Ensino Fundamental séo
estudadas as equacOes polinomiais de n graus, mas sem desenvolvimentos de
métodos de resolucdo geral de equacdes de terceiro e quarto grau. Desta forma,
especificamente as equacgdes cubicas séo trabalhadas bem superficialmente e séao
resolvidas por métodos que servem somente para aquelas que possuem pelo menos
uma raiz racional, o que ao nosso ver deixa uma lacuna no estudo dessas equacdes.
Pois, assim como a equac¢éo do segundo grau, a equacao do terceiro grau possui uma
férmula para extracao das raizes a partir de seus coeficientes. A férmula em questéo,
conhecida como férmula de Tartaglia-Cardano ou apenas formula de Cardano
consiste em um método de resolucao de equacdes cubicas por meio de radicais que,
apesar de nédo ser tdo simples quanto a formula de Bhaskara, ela pode ser uma grande
ferramenta na resolucéo de equacdes cubicas.

Nessa perspectiva, esse trabalho apresenta uma proposta didatica para o uso
da férmula de Cardano nos estudos das equacdes polinomiais de terceiro grau, em
especial, para a solucdo de equacdes que possuem todas as raizes reais, as quais,
essa formula sempre leva a expressdes com raizes quadradas de nimeros negativos,
mostrando ser possivel encontra-las sem utilizar nGmeros complexos e sim por meio
de fun¢Bes trigonométricas. Nesse sentido, buscamos explorar conceitos relacionados
a férmula de Cardano que possam fundamentar a justificativa do seu uso na resolugéo
das equacdes cubicas. Para isso, baseamos nossos estudos em analises feitas em
livros didaticos da Rede Publica de Ensino e em outras dissertacdes que abordam a

formula de Cardano.
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Nosso objetivo é propor uma sequéncia didatica para ser aplicada no estudo
das equacdes polinomiais no terceiro ano do ensino médio, a qual, permita ampliar as
resolucdes das equacdes cubicas para o universo dos numeros reais, de forma que
contemple aquelas que possuem todas as raizes irracionais, onde utilizaremos a
férmula de Cardano com a mesma finalidade que a formula de bhaskara € aplicada
no 9° ano do Ensino Fundamental, ou seja, para determinar somente as raizes reais
da equacao.

Esta dissertacdo estd estruturada em quatro capitulos. No primeiro capitulo
buscamos fazer uma abordagem de como as equagbOes de terceiro grau Sao
trabalhadas no Ensino Médio, através de andlises realizadas em livros didaticos.
Como seque-se 0 mesmo padrdo tomamos como referéncia o livro Matemética —
Ciéncia e Aplicacbes, onde observou-se que 0s principais métodos utilizados na
resolucao das equacdes cubicas ndo podem ser aplicados para muitos casos desse
tipo de equacéao, limitando suas soluc¢des para aquelas que possuem pelo menos uma
raiz racional em que geralmente é preciso ter algumas informacdes previas sobre
algumas delas.

No segundo capitulo procuramos fazer uma abordagem da férmula de
Cardano, onde primeiro foi feito a apresentacdo da formula, seguido de uma breve
sintese do seu contexto historico, demonstracéo e do estudo da analise das raizes da
equacdao de terceiro grau.

No terceiro capitulo, tratamos da soluc¢do dos casos irredutiveis, que sdo os
casos de equacao de terceiro grau que tem as trés raizes reais e sempre recaem em
nameros complexos quando resolvidos pela formula de Cardano. Mostramos que é
possivel resolvé-los através de fungdes trigonométricas.

E por fim, no quarto capitulo, apresentamos uma sequéncia didatica para
solugcbes de equacdes de terceiro grau indicada para ser aplicada nos estudos das

equacdes polinomiais no 3° ano do ensino médio.
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2 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo faremos uma andlise de livros didaticos disponiveis ha maioria

das escola publicas referente ao ensino de equacgdes do 3° grau.

2.1 METODO UTILIZADOS NA SOLUCAO DE EQUACOES CUBICAS NO ENSINO
MEDIO.

Partindo da analise de alguns livros didaticos usados no 3° ano do Ensino
Médio na rede publica, verificou-se que diferente das equac¢des de primeiro e segundo
grau, nao existe um estudo especifico para equacdes cubicas, mas sim, uma
generalizacdo teorica, a qual, insere a resolucdo dessas equac¢des nos estudos das
equacdes polinomiais de n graus. No entanto, os livros didaticos trazem alguns
métodos de resolucdes das equacdes de terceiro grau. Os principais sdo o dispositivo
pratico de Briot-Ruffini, Relacbes de Girard e pesquisa de raizes racionais de uma
equacao algébrica.

Abordaremos os métodos mencionados, conforme estdo apresentados no
livro Matematica — Ciéncia e Aplicagbes - Vol.3, ano 2016, escrito pelos autores
Gelson lezze, Osvaldo Dolce, David Degrnsszanin, Roberte Périgo e Nilze de

Almeida, o qual segue um roteiro parecido com todos o0s outros analisados.

Figura 2.1 — Imagem da Capa do livro Matematica — Ciéncia e Aplicacdes.

Matematica

ciéncia e aplicacoes

Fonte disponivel em:_https://www.leonardoportal.com/p/acervo-de-matematica.htm acesso
20 de fev., 2021.
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Os trés meétodos analisados séo validos para polinémios de n graus. Por isso
sdo trabalhados pelos livros didaticos junto ao conteudo referente a operagdes com
polinbmios e equagdes polinomiais de n graus. Mas como o foco desse trabalho séo
as equacles de terceiro grau, iremos expor apenas suas aplicacfes para essas

equacoes.
2.1.1 Dispositivo pratico de Briot - Ruffini

O dispositivo de Briot-Ruffini é utilizado na divisdo de polinémios de qualquer
grau por x — a, mas em especial quando “a” for uma raiz da equacgao algébrica. O
resto da divisdo sera igual a zero, e assim reduz em um grau a equacao original.

O livro Matematica — Ciéncia e Aplicacdes traz no capitulo 8, pagina 215, que
trata sobre polinbmios, na parte de operagdes de polinbmios, a seguinte “montagem”
do dispositivo de Briot Ruffini usando um exemplo numérico:

Seja a divisdo de f(x) = x3 — 4x? + 5x — 2 por g(x) = x — 3.

* 1° passo: Calculamos a raiz do divisor g(x) e, ao seu lado, colocamos o0s
coeficientes ordenados do dividendo f(x), segundo poténcias de expoentes
decrescentes de x:

Raizde g(x)=x—-3=>x=3

Faiz de fix) Coeficientes ordenados de

I
| 1
\3‘1_1 5 2
|

« 2° passo: Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo (1) e o

multiplicamos pela raiz do divisor (1-3 = 3)
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« 3° passo: Adicionamos o produto obtido (3) ao coeficiente seguinte (—4). A

soma (3 + (—4) = —1) é colocada abaixo desse coeficiente.

* 4° passo: Com a soma obtida (—1), repetimos as operac¢des (multiplicamos

pela raiz e adicionamos o coeficiente seguinte), e assim por diante.

O ultimo dos numeros obtidos no dispositivo ou algoritmo de Briot-Ruffini € o
resto da divisdo. Assim, r(x) = 4.

Os demais numeros obtidos nesse algoritmo correspondem aos coeficientes
ordenados (segundo poténcias de expoentes decrescentes de x) do quociente da
divisdo. Assim:

gx)=1-x2—-1-x+2=x%2—x+2

No capitulo seguinte, que trata sobre as equac¢fes polinomiais , o autor utiliza

o dispositivo para resolver o seguinte exemplo na figura 2.2:

Figura 2.2 — Imagem do exercicio 1

g EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Resolva 2 equacio x* = 8¢ + 29x = 52 = 0, sabendo que uma das raizes é 4.

Fonte: Matematica: contexto e aplicagdes, vol.3: ensino médio, 12 edicdo. S.Paulo:Atica, 2012
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Resolucao

Seja p(x) o polinbmio dado e 4 uma de suas raizes. Isto €,
p(x) = (x—4)-q(x)
Assim, p(x) é divisivel por (x — 4) e o quociente dessa divisao € q(x). Usando

Briot-Ruffini, obtemos:

Coeficientes de g(x)

Desse modo, as demais raizes sdo obtidas de g(x) = 0, ou seja, x? — 4x —
13 =0.

Portanto, a solu¢do da equacéo da equacéo p(x) = 0 é:

Utilizando Bhaskara para resolver q(x), temos:

_ —b+Vbh?—dac —(-4)+(-4?-4-1-13 4+V-36 4+6i
B 2a B 2-1 B 2 2
X1 =2+3i e x,=2-3i

X

Portanto, o conjunto solucdo da p(x) é:
S={4, 2+3i, 2-3i}

Nesse exemplo, podemos verificar que o dispositivo pratico de Briot-Ruffini é
uma ferramenta muito interessante na resolucéo das equacdes cubicas. No entanto,
para a sua utilizacdo, € necessario que se conheca uma das raizes da equacao, o que

impede a generalizacéo para a resolucéo de todas as equacgdes do terceiro grau.

2.1.2 Relacéao de Girard

Dando sequéncia a este capitulo que trata sobre equacdes polinomiais,

segundo os autores do livro Matematica — Ciéncia e Aplicagcbes algumas relacoes
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entre os coeficientes de uma equacéo polinomial e suas raizes, conhecidas como
relacdes de Girard (Albert Girard, matematico francés, 1590-1633) constituem uma
ferramenta importante no estudo das raizes de um polindmio quando conhecemos
alguma informacdo sobre tais raizes. Para estudo importa apenas aqueles
relacionados as relacdes de Girard na Equacéao de terceiro grau, conforme exemplo a

seqguir:

Sejam r;, r, e 13 as raizes da equacdo ax® + bx? +cx +d =0, com a # 0.
Temos:
ax3+bx?+cx+d=a-(x—r) (x—1) (x—13)
Dividindo os dois membros por a (com a # 0), temos:

bx* c¢x d
Bt —F+—F+—=(x—r) - (x—1r) (x—13)
a a a

Efetuando as multiplicagGes e agrupando os termos semelhante, temos que:
bx? cx d

Xt —+—+—=@*—xr—xr + nry)(x—13) =
a a a

3 ? cx 3 2
=X + +—+—=X —(T‘1+ rz +T‘3)X +(T1T2+T2T3+T1T3)X—T1'T2'T3
a a a

Da igualdade dos polinbmios, seque que:
( rntrntr= —é
| 1 2 3 a

C
T1T2 + 7‘27‘3 + T1T3 - -
a

d

k T'l'TZ'T3=—E

Na péagina 229, temos os seguintes exemplos ( figuras 2.3 e 2.4), aplicados a
resolucao de equacdes cubicas.

Figura 2.3 — Imagem do exercicio resolvido 08.

© | EXERCICIOS RESOLVIDOS

8 Resolva a equacao x° 8x + 19x 12 = 0,
sabendo que uma das raizes & igual a soma das
outras duas.

Fonte: Matematica: contexto e aplicacées, vol.3: ensino médio, 12 edig¢do. S.Paulo:Atica, 2012
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Sejam r,, 1, e r3 as raizes procuradas. Escrevendo as Relacfes de Girard,

I{T1+T2+T3=8 (1)

4 7‘17‘2 + T'ng + 7‘17‘3 = 19 (2)
|
krl - 1‘2 - 1‘3 = 12 (3)

Do enunciado, temos que:
rn=r+nr 4)
Substituindo (4) em (1)

n+nrn+r=8=2r=8=>nr =4
——

1

O polinbmio dado, entéo, é divisivel por x — 4:

1‘-3 19 -12
1 4 3]0

As demais raizes seguem da solucédo da equacgdo x> —4x +3 =0

Por Bhaskara, temos:

_—b*+Vb?—4ac —(—4)*+/(—4)?—-4-1-3 4+VE 4+2

X 2a 2-1

Xx1=3 e x,=1

Com isso temos a solugdo da equacédo: S ={1, 3, 4}

Figura 2.4 — Imagem do exercicio resolvido 09.

2 2

Inversos (ou reciprocos).

9 Resolva a equacdo 4x* — 13x* — 13x + 4 = 0,
sabendo que duas de suas raizes sao numeros

(1)

Fonte: Matematica: contexto e aplicagées, vol.3: ensino médio, 12 edi¢do. S.Paulo:Atica, 2012
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Resolucao

A raizes que equagdo possui podem ser representadas por:

rl: -y 7"2 (1)

Escrevemos as relagbes de Girard:

13
rr1+T2+T3=T (2)
13
< T1T2 + T2T3 + T1T3 = _T (3)
\ry "1y 13 = —1 (4)
Usando (1), podemos escrever um (4):
Tl'rz '1”3 = _1:> rl'rl"ré = —1=>T3 = _1

1

Assim, o polindémio dado é divisivel por x + 1:

_1‘4 13 13 4
EREUE 0

A outras raizes seguem de:

1
x2=17x+4=0=>r,=4 ¢ =7

Pode-se observar no exemplo acima descrito que as relagcdes de Girard
conseguem resolver algumas equacdes cubicas, entretanto, para a sua utilizagdo ha
a necessidade de conhecermos uma caracteristica das suas raizes, o que também

nao generaliza a resolucéo de todas as equacdes do terceiro grau.
2.1.3 Teorema das raizes racionais
O terceiro método de resolucdo de equacdes algébricas apresentado pelos

livros didaticos, ainda dentro dos conteudos de equacfes polinomiais no Ensino

Médio, € o teorema das raizes racionais para as equacdes algébricas que possuem
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coeficientes inteiros, através dele pode-se fazer uma pesquisa das possiveis raizes
racionais de uma equacéao, conforme o0 que se observa na citacdo abaixa extraida do

livro Matematica — Ciéncia e Aplicacgdes.

Se uma equacdo polinomial P(x) = apx™+ ap_1x" 1+ a,_x" %+ +

a;x +a, =0, de coeficientes inteiros, admite um raiz racional 5, em que

p €L q € Zye p e q sdo primos entre si, entdo p é divisor de ao e g é divisor de a.

O livro traz o seguinte exemplo para equacao de terceiro grau:

Suponhamos que se queira encontrar as trés raizes da equacéo 3x3 — 7x% +
8x —2 =0. Como ndo dispomos de qualquer informacdo sobre as raizes dessa
equacdao e considerando que ela tem todos os coeficientes inteiros, vamos pesquisar
possiveis raizes racionais.

Por meio do teorema, sabemos que, se a equacéao tiver alguma raiz racional,

ela sera da forma s , em que p € divisor de —2 e g é divisor de 3, isto €, p €

{—-1, 1, =2, 2} e qe{-1, 1, =3, 3} Os “candidatos” a raizes racionais sao,

portanto:
1 -1 1 1 5 3 2 2
) ) 3 ) 3 ) ) ) 3 ) 3
Seja f o polindbmio dado, fagamos as verificacoes:
f=2 f(3)=0 £@) =10 r6)=%
fov= (=R = ()=

L ;. . . ~ -1
Verificamos que a unica raiz racional dessa equagéo € 3
~ , ., . 1 N .
Como a equacéao é de grau 3 e ja encontramos uma raiz ( 3 ) , 0 polinbmio

dado é divisivel por x —§ . Fazendo essa divisdo (pelo método da chave ou Briot-

Ruffini), obtemos um quociente q(x) de grau 2. Bastaria, entdo, fazer q(x) = 0 para

encontrar as demais raizes.



26

Conforme IEZZI (2010, p.195): “O teorema das raizes racionais nao garante
a existéncia de raizes racionais em uma equacao com coeficientes inteiros. Caso
existam raizes racionais, o teorema fornece todas as possibilidades para tais raizes”.
Esse teorema é uma grande ferramenta auxiliar na resolucéo das equagdes cubicas.
Mas também n&o podemos generalizar, visto que, ele s6 vale para equacfes com
coeficientes inteiros e que tenham raizes racionais. Com isso, observa-se que nenhum
dos métodos exposto acima garante a solugcdo para todos os casos de equacdes
cubicas. Pois, para usar o dispositivo de Briot Ruffini e as Relacdes de Girard €
necessario que se conheca ou se tenha previamente alguma informacdo sobre uma
da raiz racional da equacao. Ja com o Teorema das Raizes Racionais s0 podemos
determinar se houve as raizes racionais da equacado. Porém, existe equacdes cubicas
sem raizes racionais, como por exemplo a equacdo 4x3 — 6x + 1 = 0.

Vejamos que de fato, pelo Teorema das raizes racionais, se a equacao tivesse

alguma raiz racional, ela deveria estar entre os seguintes valores:

e B
BN

Testando-o0s, temos:

fy=-1 rG)=-3 F()=%
=3 A

Verifica-se de acordo com o exemplo acima que nenhum desses valores
racionais € raiz da equacao. Logo ela ndo pode ser resolvida pelos métodos aplicados
no Ensino Médio. Entdo, o que fazer com essas equacfes? Deve- se simplesmente
afirmar que elas ndo tém solugdo?. Existem alguma férmula para resolvé-las?

Nos proximos capitulos, vamos nos ater em apresentar respostas para essas
indagacdes. Comecando pelo estudo da Férmula de Cardano, um método que resolve
toda e qualquer equacao de terceiro grau por meio de radicais, e que acreditamos ser
uma importante ferramenta para preencher essa lacuna deixada no estudo das

equacdes cubicas no ensino médio.
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3 EQUACAO DE TERCEIRO GRAU

Para este capitulo faremos uso da férmula resolutiva da equacgéo de terceiro

grau e um pouco da sua historia.

3.1 FORMULA RESOLUTIVA DA EQUACAO DE TERCEIRO GRAU

Em 1545, Girolamo Cardano publicou no livro Ars Magna uma férmula que
dava a solucéo para as equacdes cubicas do tipo x3 + px + g = 0 (clbica reduzida,
sem o termo quadratico). Em notacéo atual a férmula de Cardano para a resolucdo da

equacao cubica reduzida é dada pela equacdo 2:

= e T - ®

Ainda que nessa forma a formula s valha para equacgdes cubicas sem o termo
quadratico, isso ndo é um grande problema, pois toda equacédo na forma ax® + bx? +

cx + d = 0 pode se reduzida para a forma x3 + cx + d = 0, basta fazer alguns céalculos
através de mudanca de variavel x =y —:—a, onde por resultado determina-se c =

p e d = q. Depois de encontrar a solucdo emy, € s6 determinar o valor correspondente
para a variavel x.

Segundo Lima (1987), a histéria da solucdo da equacéo do terceiro grau tem
varios aspectos interessantes em virtude dos quais ela se constitui num tépico
atraente para estudo e discusséo entre professores e alunos de Matematica. Por isso,
antes de demonstrar como a Férmula de Cardano foi devidamente deduzida, faremos
um breve relato da historia do descobrimento dessa férmula que foi um grande marco

para o desenvolvimento da matematica.
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3.2 A HISTORIA DA FORMULA DE CARDANO

A solucéo da equacao de terceiro grau tem sua historia cercada por mistérios
que deixam seu estudo bastante interessante. Parcioli, em 1494, classificou como
impossiveis a solugdo de equacdes x3 +px =q e x3+q = px, 0 que despertou o
interesse de varios matematicos a resolver tais equacdes. E importante observar que,
embora os babilénios, por volta de mil e setecentos anos antes de cristo, ja utilizassem
as técnicas capazes de resolver equacao de segundo grau, somente quase trés mil
anos mais tarde Scipione Del Ferro, um professor de Matemética da Universidade de
Bolonha consegue solucionar as equacdes de terceiro grau.

Segundo Eves (2004), por volta de 1510, Del Ferro encontrou uma forma geral
de resolver as equagdes do tipo x3 + px = g, mas ele ndo publicou sua descoberta,
pois ao ser desafiado para uma competicdo, levaria vantagens sobre seus
adversarios. No entanto, repassou o segredo da solucéo dos problemas do tipo "cubo
e coisas igual a nimero" (x3 + px = q) "cubo igual a coisas e nimero" (x3 = px +
q) a seus discipulos Annibale Della Nave (mais tarde seu genro e sucessor na
cadeira de Matemética em Bolonha) e Antonio Maria Fiore.

Apdés a morte de Dell Ferro, apropriando-se de sua descoberta para se
destacar entre os grandes matematicos, Fiore decidiu chamar Niccolo Fontana, mais
conhecido como Tartaglia que ja era muito famoso por ter vencido outras disputas,
para um duelo matematico, onde o prémio eram trinta banquetes pagos pelo perdedor
ao vencedor. Essas competi¢cdes, muito comuns nesta época, eram presididas por
algumas autoridades e vistas por muitas pessoas. Muitos professores, que tinham
contratos temporarios, dependiam dos resultados dessas disputas para continuar
dando aula nas universidades.

De acordo com Garbi (2010) Tartaglia teve uma infancia muito dificil. Nascido
em Brescia na lItalia, teve sua casa invadida por tropas francesas, que o atacaram
deixando-o quase morto. Aos cuidados de sua mée, ele acabou adquirindo uma
cicatriz na boca que dificultou a sua fala, entdo o apelido Tartaglia, que em italiano
quer dizer gago, sem condicao de frequentar a escola passou a estudar em casa com
ajuda de livros que encontrava na rua, além de ir ao cemitério, onde escrevia com

carvao sobre as lapides dos tamulos, pois néo tinha dinheiro para comprar papel, pena
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e tinta. Quando adulto se tornou professor de ciéncias em Veneza, Verona, Vicenza
e Bréscia de onde conseguia seu sustento.

Foi Fiore que propds 30 problemas, todos envolvendo equacdes do terceiro
grau. Tartaglia fez também sua lista, de natureza bem mais variada. Tinha a seu favor,
seu grande conhecimento e sua inteligéncia. Fiore tinha a férmula para resolucao das
cubicas, mas Dell Ferro ndo repassou as provas para ele. Mas pouco antes da data
marcada, Tartaglia soube que seu adversario ja conhecia o0 método descoberto pelo
falecido professor Scipione del Ferro para resolver as equagdes por ele propostas.

Entdo, sentindo-se ameacado, conforme mais tarde relatou o préprio
Tartaglia, “mobilizei todo o entusiasmo, a aplicacdo e a arte de que fui capaz,
objetivando encontrar uma regra para a solucédo daquelas equacdes, 0 que consegui
a 10 de fevereiro de 1535” (TARTAGLIA apud SOBRENOME, ano, p.). Indo ainda
mais longe, Tartaglia, além de resolver as equacGes do tipo x3 + px + ¢ = 0,
também, achou a férmula geral para as equacdes do tipo x3 + x2 + g = 0, que Fiori
nao conhecia.

Desta forma, Tartaglia resolveu todos os problemas propostos por Fiore, que
perdeu a disputa e ainda saiu humilhado, pois ndo tinha conhecimento do método
encontrado por seu oponente.

Informacgdes sobre a descoberta Tartaglia acabou chegando ao conhecimento
de seu amigo Girolamo Cardano. O mesmo ficou sabendo, em Mildo, do concurso e
os elementos dos problemas envolvidos, o que Ihe despertou uma enorme curiosidade
sobre como fora conseguido aquilo que Pacioli julgara impossivel. Além de
matematico Cardano era médico, astrdnomo, astrologo, filosofo, jogador inveterado.
Recebia castigos de seus pais, que chegavam a deixa-lo muito doente. Também era
amigo de Leonardo Da Vinci que conduziu a sua educacdo. Era um personagem rico
em facetas contraditorias e com talentos variados. Sua vida lhe trouxe alternancias de
fama, fortuna, prestigio, desgraca familiar, severas puni¢cdes e pobreza. Se descrevia
como desbocado, espido, melancdlico, traidor, invejoso, solitario, obsceno, desonesto,
vicioso e portador de total desprezo pela religido.

Cardano ficou sabendo que Tartaglia achara a solugcéao e resolveu pedir-lhe
gue arevelasse para que fosse publicada em seu livro Pratica Arithmeticae Generalis,
mas Tartaglia, que n&o tinha o costume de divulgar seus métodos de resolucéo, logo

nao aceitou de imediato. No entanto, apds muita insisténcia e jurando que iria manter
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0 método em segredo, em 1539 Cardano obteve, mas apenas em formato de versos
e sem nenhuma prova, a regra para resolver a equacdo x3 + px = q. Com a ajuda do
discipulo Ludovico Ferrari (1522 - 1565), Cardano conseguiu demonstrar o méetodo
desenvolvido por Tartaglia para resolver equacdes do tipo x3 + px = q

Mas depois de alguns anos, Cardano e Ferrari visitaram Bolonha e la
obtiveram os manuscritos deixados por Ferro, entre 0os quais continha 0os mesmos
resultados de Tartaglia. Entdo Cardano quebrou sua promessa, com a justificativa que
seu juramento o proibia de publicar a solugéo de Tartaglia, mas néo a de Dell Ferro,
e publicou a formula no seu livro Ars Magna, em 1545, em que ndo sO constava a
solucdo sobre a equacdo cubica, mas também as equacfes de 4° grau. Nessa
publicacdo, mesmo fazendo diversos elogios a Tartaglia, Cardano revelou que Dell
Ferro, trinta anos antes, também havia chegado ao mesmo resultado.

Ciente da publicacdo de Cardano, Tartaglia divulgou imediatamente sua
versao da historia, denunciando Cardano por haver traido seu juramento sobre a
biblia. Mas seu discipulo Ludovico Ferrari, rebateu a acusacdo de Tartaglia,
acusando-o de ter plagiado Del Ferro.

Apods debates e longas trocas de insultos que durou mais de um ano, Tartaglia
prop6s um desafio a Cardano, mas Ferrari foi quem compareceu para o duelo, contudo
nao se sabe quem foi o vitorioso.

A histéria que aqui vimos, confirma que a formula da equacéo do terceiro grau,
por muitos séculos, foi conhecida como "férmula de Cardano”, embora Cardano tenha
mencionado em seu livro que Tartaglia foi seu verdadeiro descobridor, obteve todo o

mérito por ter sido o primeiro a publicar a férmula.

3.3 DESENVOLVIMENTO ALGEBRICO DA FORMULA DE CARDANO

Para a demonstracdo do método descoberto por Dell Ferro e Tartaglia

seguiremos os passos de Lima (1987) os quais descrevemos a seguir:

Seja a equacdo cubica y3>+px+q=0 (03)

Primeiro pensa-se numa solugdo como a soma de duas parcelas:

y=u+v (04)



Elevando os dois lados da equagéo (04) ao quadrado,

yi=(u+v) -

(u + v)®=ud + 3u?v + 3uv? + v3 -
(uw+v)¥=u®+3wlu+v) + v3->
wu+v)2-3wlu+v)—@W+v3 =0

Comparando essa equacdo (05) comy3+px+q =0

Obtem-se,
Buv=p=>3uv=—-p UV = —
—WP+vdH=g2ut+v3i=—gq

Elevando os dois lados de (06) ao cubo ,

u.v= — P
3
Tem-se,
3
wvd = -
27

w s
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(05)

(06)

(07)

Entdo, u® e v3 podem ser considerados como as raizes de uma equacao de

segundo grau por soma e produto.
Como,
wi—sw+p=0

Temos,

w2 — (—q)w + (—5—;) =0

2 _b _
we+qw — 0

Usando a férmula de bhaskara,

_ 2,403
_ qi\}q %7
2

w =

(08)

(09)

(10)

(11)
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como y = u + v, asolucdo da equacdoy® + py + ¢ = 0

Que também pode ser escrita como,

= 0 - e @2

3.4 GENERALIZACAO DA FORMULA DE CARDANO

De acordo com Roque e Carvalho (2019) dentre os métodos mais importantes
introduzido por Cardano no Ars magna esta a transformacao ou reducéo de equacdes.
Reduzia-se uma equacgdo de terceiro grau a outra sem o termo quadrético, que

significa reescrever a equagdo ax? + bx? + cx + d = 0 em uma nova variavel, sendo
. . b )
a,b,c,d pertencente ao conjunto reais e com a#0. Fazendo x =y — 3 obtém-se uma

equacdo onde o termo em y?2 é nulo. Observa -se primeiramente, que toda equacao
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geral de terceiro grau pode ser simplificada para outra com a = 1. Para isso, basta
dividir os membros da equacdo ax3 + bx? + cx +d = 0 por a, sendo a # 0.

Com isso, teremos a equacéao (13),

b d
Zx3+2x24+Zx+==0. (13)
a a a a
Onde obtém-se,
b d
B+2x2+Zx+==0, a=1 (14)
a a a
Ou seja,
x3+ax?+bx+c= 0, (15)

Fazendo x =y +m, (naequagéo (15) tem-se:
y+m)B+bly+m)2+c(y+m)+d=0. (16)
Desenvolvendo essa equacgao (16) , vem:
y3+3y?m+3ym3+m3 + b(y? + 2ym+ m?) +cy+cm+d =0,
y3+3y?m + 3ym3 +m3 + by? + 2bym+ bm? + cy +cm+d = 0,
y3+ @Bm+b)y?+ Bm?2 +2bm+c)y+m3+bm3+cm+b = 0. (17)
Como o objetivo € anular o termo de y? na equacéao (17) ,considera-se entdo
3m+b=0. (18)

Onde,

m=—§ : (19)

Com isso, a equacdo geral de terceiro grau pode ser reduzida com a

mudancas de variaveis até chegar ao resultado de equacéo cubica sem o termo da
equacao de segundo grau, fazendo a substituicdo x = y —g naequacdo x3+ bx? +

cx+d=0.

O que resulta em,

2% b\? b

(r=3) +o(r=3) +e(r-3)+a=o (20)
3y2b 3yb? b3 2b%y b3 ch

3 _ _2 2 _ el _Z _

y 3 + 9 27+by 3 +9+cy 3+d 0,

3 _f) 2b° _ be _

y +(c >yt 3+d—0. (21)

Considerando,
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Portanto, a nova equacdoem y é y3 +py +q =0, (22)

e para encontrar a solucdo de x> + bx? + cx + d = 0, basta retomar x =y — g.

3.5 EXEMPLOS DE RESOLUCAO DE EQUACAO CUBICAS PELA FORMULA DE
CARDANO

Exemplo 3.1

Use a Formula de Cardano para encontrar uma das raizes da equagéo
x3—12x—16=10

3

g |q? pB I g |q® | pB
=Tt ety T Y,
p= —12
=-16

' (—16) (-16)2 (—16)3 I (-16) (-16)2 (—16)3
_2+J4+27 + _2_j4+27

¥ 256 (—1728) *l (=16) 256 (—1728)
x_8+j4+ 27 LA T T

3 3
x = /8+x/64—64 + /8—\/64—64
3 3
x=_8+V0 + /8—\/5



35

x=318 + V8=2+2=4
Logo, uma das raizes € x = 4.
Exemplo 3.2
Use a Formula de Cardano para determinar uma raiz da equacéo

x3—6x°+6x—5=0

Nesse exemplo a equacdo esta na forma geral x3 + bx? + cx + d = 0, entdo

, . . . ., b . .
€ preciso primeiramente fazer a mudanca de variavel x =y — 3 eassim reduzi-la para

forma yi+py+q=0.
J& vimos que para eliminar o termo quadratico da equacéo de terceiro grau,
2 3
basta considerar p = c—Z e q =2 _big.
3 27 3
b=-6
x3—6x2+6x—5=0 c=6
d=-5
(=6)°
=6— = —6
P 3
2.(-6)® (-6).6
q= (=6) —( ) —-5=-16+12-5= -9

27 3

Entdo, determinar uma das raizes da equacdo da equagdo x> — 6x? + 6x —

5 = 0 € equivalente a encontrar a solucédo da equacédo y3 — 6y — 9 = 0 e depois, fazer
x — — 2
= y 3.

Primeiramente vamos calcular uma das raizes ultiizando a Férmula de

Cardano.



NS
+
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N

|9, (=92
e

y=\/§ + V1,
y=2+1,
y = 3.
Comox =y—-
-6
X = —(3—)=3+2=

=

N
~

(=97  (=6)°

Logo, uma das raizes € x = 5.

)3 | (=9
7 T T2 _\/
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Como vimos nos exemplos 3.1 e 3.2, acima expostos, o0 método desenvolvido

por Dell Ferro e Tartaglia para a solucdo de equacdes de terceiro grau sé fornecem

uma raiz. No entanto, se pela Férmula de Bhaskara encontramos, de maneira simples,
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duas raizes da equacédo de segundo grau, entdo, como encontrar as outras raizes da
equacdao de terceiro grau pela Férmula de Cardano?

Antes de apresentar as respostas para essas perguntas, na proxima secao,
faremos um estudo das raizes das equacdes de terceiro grau no sentido de ter melhor

compreensao sobre como determina-las através da Formula de Cardano.

3.6 NATUREZA DAS RAIZES DE UMA EQUACAO DO 3° GRAU

Para determinarmos as raizes de uma equacao polinomial é importante que
saibamos interpreta-las. Por isso, a seguir veremos dois teoremas que S&o

importantes para se conhecer a natureza das raizes da equacéao de terceiro grau.

Teorema 3.1. Teorema Fundamental da Algebra

Todo polinbmio com coeficientes complexos de grau = 1 admite pelo menos
uma raiz complexa.

Note que, dada uma equacéo polinomial de grau 3, o Teorema Fundamental
da algebra garante somente que existe pelo menos um nimero complexo que € raiz
dessa equacéo, nao trazendo informacdes acerca de quantas sao ou quais S8o essas

raizes.

Teorema 3.2. Teorema das raizes complexas conjugadas

Se um numero complexo z = a + bi é raiz de uma equacédo polinomial com
coeficientes reais, entdo o conjugado de z, dado por Z = a — bi também é raiz dessa
equacao.

Como consequéncia desse teorema, temos que, se uma equacao polinomial
de coeficientes reais tem grau impar, entdo ela admite um nimero impar de raizes
reais. Assim, podemos concluir que uma equacéao de 3° grau tem uma ou trés e nunca

somente duas raizes reais, pois 0 numero de raizes complexas e nao reais é par.
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3.6.1 Discriminante da Férmula de Cardano
A natureza (real ou nao, distinta ou ndo) das raizes de uma cubica pode ser
determinada sem resolvé-las, pois, de acordo com Silva (2015, p.58), o valor do
discriminante D da férmula de Cardano esta diretamente relacionado com o nimero

de raizes reais da equacao do terceiro grau.

Seja a formula de Cardano:

3 2 3 3 2 3
RN ORI S SN ORIOR
2 2 3 2 2 3
Onde temos o discriminante,
2 3
— (4 p
D= (2) T (3) ' (24)
Logo,

x=3\/—§+x/5+3—§—\/5. (25)

Vimos que o teorema das raizes racionais garante uma equacéao cubica que

pode ter uma ou trés raizes reais. Entdo vamos analisar o sinal de D paras os dois

casos.
1) trés raizes reais:
Ser, s, et sdo as trés raizes reais da equacdo x3 + bx? + cx +d = 0, com
a#b+c+0.

Escrevendo a equacgao na forma fatorada, temos:
x—-1r)x—s)(x—t)=0 (26)
Desenvolvendo o produto temos:
x3—(r+s+t)x?+@s+st+rt)x—rst=0. (27)
Comparando a equacéo (27) com x3 + px + q = 0.

Temos que,
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r+s+t=0 = t=—(+s). (28)
Assim,

x—7r)x-5)x—-t)=x-7r)(x— s)(x + (r+ s)) =

=x3+[rs—(+s)?x—r(r+s)=0 (29)

Calculando o discriminante, temos:

g N l_rs— (r+s)zl3

2

D= (2) +(B)3 - [_M

2 3 2 3
D= —4a® — 12a°b + 3a*b? + 26a3b3 + 3a?b* — 12ab® — 4b°®
108
D=— (r—s)2(2r+5)2(r+2s)2 (30)
108

Como r e s sdo dois numeros reais nao nulos, a expressao (30) sempre sera
negativa.

Portanto, quando D < 0, a equacao sempre tera raizes sendo todas distintas.

No entanto se r = s, temos:

2 2 2

De_ (r—r) (2r1-|(-)g) (r+rs) 31)
D=0

Logo, quando D = 0, a equacao sempre tera trés raizes reais sendo duas
iguais.

2) Uma raiz real.
Sabemos que, se a equagao possui somente uma raiz real, as outras duas
séo complexas e conjugadas. Entao hipoteticamente, pensamos em ¢, a + bi, a — bi,

com a, b, ¢ # 0 como as raizes da equacdo x3+ px +q = 0.

De r + s + t = 0 do caso anterior, temos: ¢ + (a + bi) + (a — bi) = ¢ = —2a.
Escrevendo a equacao na forma fatorada, temos:

(x —(a+ bi))(x —(a— bi))(x —2a)=0

x3 +x(b? —3a?) + 2a(a®> +b?) =0 (32)

Calculado o discriminante, temos:
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R e |

D - 81a*b? + 18a%b* + b°
N 108

(33)

Como todos os expoentes das poténcias compostas na expressao (33) sao
parese a,b, c # 0 ela sempre é positiva.
Portanto, quando D > 0, a equacao possui uma raiz real e duas complexas

conjugadas.

Entdo, podemos determinar o tipo de raizes da equacéo de acordo com o sinal

desse discriminante da seguinte forma:

Proposicao 3.1

Seia D = (@ 2 )3 . a3 _ .
ejaD = (5) + (;) descriminante da equacgao cubica x° + px + q = 0, entdo:

(D D = 0 se, e somente se, as raizes sao reais sendo duas iguais

(I D >0 se, e somente se, uma raiz real e duas raizes complexas
conjugadas,

(I D < 0 se, e somente se, as trés raizes sao reais e distintas,

Uma observacgdo importante a fazer, é que independentemente do valor do
discriminante a equacdo de terceiro grau sempre tera pelo menos uma raiz real.
Vejamos a classificacao dos tipos de raizes de algumas equacdes feitas através do
da andlise do sinal do discriminante da Formula de Cardados, sendo abordados

alguns aspectos interessantes inseridos na utilizacdo dessa Formula.

Exemplo 3.3

Analise as raizes da equacdo x3+6x2+9x+4=0

Primeiramente, transforma-se a equacgao para a forma reduzida.
Sendob=6, ¢c=9 e d=4
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b2 92
—c——=c——=-3,
p=cm3 =773
_2p? bc+d_2-63 69 . _,
1=%7 7374 = %7 73 -
y3—=3y+2=0.

Calculando o discriminante, temos:

Sendop=-3 e qg=2
3

@+ -6 +(-3) -

D = 0. Entdo, a equacgao possui trés raizes reais, sendo duas ou trés iguais.

De fato, as raizes da equacdo x3 + 6x2 + 9x + 4 = 0 sdo {—1, —1, 4}.

Exemplo 3.4
Andlise das raizes da equacgdo x3—6x—40=0
Calculando o discriminante, temos:

Sendop=-6 e q=-40
3

@6 =(-7) +(-5) -5

D =392 > 0. Entéo, a equacao possui uma raiz real e duas complexas.
De fato, as raizes da equacao sao {4,—2 + 6i, —2 — 6i}
E interessante que quando aplicamos a Férmula de Cardano para resolver

essa equacao, obtemos:

3 3

G B

y = 1/20 ++v392 + 3\/20 —v392 .

3
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Como a equacdo possui somente uma raiz real, podemos concluir que a

igualdade ¥ 20 + 392 + /20 — /392 = 4 é verdadeira.
Parece-nos bastante desafiador pensar operar com essas raizes para se obter

o numero 4.

Exemplo 3.5
Andlise das raizes da equagédo x3—6x—4=10
Calculando o discriminante, temos:

Sendop=-6 e q=-4
q 2 p 3 B 4 2 6 3 B
@) +6) =(-3) +(-35) =
D = —121 < 0. Entéo, a equacédo possui trés raizes reais e distintas.

Mas quando aplicamos a Férmula de Cardano para resolver a equacao,

obtém-se:

y=3\/2+\/—_4+3\/2—\/—_4 ,

Mas testando os divisores de -4, chega-se a -2 como uma das raizes da

equacdo. Entdo, y = V2 +V—4+ Y2 — V=4 = —2.

Isso significa que embora es trés solucdes sejam reais, a Formula de Cardano
expressa estas solu¢cdes em termo de nimeros complexos.

Esse fato intrigante serd abordado no préximo capitulo onde trataremos das

solucdes dos casos irredutiveis.
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3.7. AS OUTRAS RAIZES DA FORMULA DE CARDANO

Ja sabemos como as raizes da equacao de terceiro grau se comportam
mediante o valor do discriminante da Formula de Cardano, agora vamos estudar

algumas maneiras de determina-las por meio dessa formula.

Sejaaequacdo y3 +py+q=0 (34)

Pela Formula de Cardano tem-se:

3 2 3 3 2 3
I T P _q_ (4 P
y= 2+ (2) +(3> + 2 (2) +(3) (35)
Onde,
qa\% P\ _
(E) + (§) =D (36)
Dessa forma, podemos determinar a primeira raiz da equacgéo da seguinte
forma:
3’1=3\/—g+\/5+3—%—\/5 (37)

Sabendo que independentemente do valor de D, y; sempre seré real.

Quando D > 0, é possivel calcular y; sem a necessidade de recorrer a teoria
dos numeros complexos.

Para determinar as outras raizes, basta fazer a divisdo do polinémio y3 + py +

q pory-—y,

v +py+q

— =y’ +yy+ @+ 2. (38)
Yy—WMn

O resto da divisdo é y;3 + py; + ¢, mas como y = y; ,entdo y,> + py, + q =

y3+py+q ey, éraizde y3+py+ q, o resto da divisdo é zero.

yi+yy+(@+y,2)=0 (39)
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A=y,> —4(p +y,%),
A= —3y,® + 4p).

_}/1i\/z
V2,3 :T .

Quando D > 0, entdo A< 0. Logo, as raizes y; e y; Sao complexas e

conjugadas.

Para D = 0, temos A= 0.

_3[q [ q__ 5[ q 3P
nE= Tyt "y PET3 T

y1=—4q . (40)

A outras raizes sao:
A=—-Q@y,2+4p) =0,

—(=3/49) £V0
V2,3 = ) ’

3(q
y2=3’3=\/%- (41)

Quando D < 0, teremos a soma de dois nimeros complexos.

ylzi/—%+i |D|+3\/—%—i D] . (42)

Esses sao os casos irredutiveis de equacdes cubicas, e sua justificativa vem

logo na proposicéo 3.2.
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Proposicéo 3.2

. q 2 p 3 . ~ 3 7z
Seja D = (E) + (g) o determinante da equagao y> +py +q =0, onde y; é

um namero real , tal que, y1=3\/—3+\/5+3 —%—\/5; e y’+yy+@+y?)o

—yli\/z
2

polinémio resultante da divisdo de y* + py + g por y — y;, onde y, 5 = , entao:

(1) Se D>0, temos A< 0. Logo, as raizes y, e y; sdo complexas e

conjugadas.

(Il)Se D = 0, temos A= 0. Logo, y; = —3/4q e y, =y3 = i/%_

(1) Se D <0, temos y; = 3\/—%+ i/ID] + i/—%—i |D], ou seja, a soma de

dois numeros complexos.
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4 SITUACOES DE CASOS IRREDUTIVEIS

Neste capitulo daremos uma atengdo especial aos casos irredutiveis de
equacdes cubicas, pois fazem parte de um dos eixos principais desse trabalho, a
solucéo de equacdes cubicas que possuem trés raizes reais e distintas e ndo podem

ser expressas em radicais sem a introducéo de niumeros complexos.

4.1 CASOS IRREDUTIVEIS

Como foi visto na subsecao 3.6.1, uma equacao de terceiro grau pode ter uma
raiz real e duas complexas ou trés raizes reais, sendo todas distintas, duas ou trés
iguais. No entanto, um fato interessante € que, em alguns casos de cubicas, essa
formula descreve um resultado como a soma de duas raizes cubicas de numeros
complexos. Segundo Lima (1987) este é chamado tradicionalmente o "caso
irredutivel” porque, ao tentar eliminar os radicais, recai-se noutra equacao do terceiro
grau. E caso da equacdo x3 — 15x —4 = 0 que ao ser resolvida pela Formula de

Cardano, chega-se a expressao:

3 3
y = \/2 +vV—=121+ \/2 —Vv=121.
Esses casos ficaram muitos anos sem solucéo real, até que, em 1572, Rafael

Bombelle consegui desenvolver uma relacéo através de célculos que dessem sentido

aigualdade y =32+ V=121 + V2 — V=121 = 4, dando origem aos nimeros
complexos.

O artigo produzido por Ripoll & Silveira (2016) aborda o “ Tormento de
Cardano”, que busca comprovar a existéncia das cubicas Anti-Cardano, as quais,
segundo os autores, sdo equacdes cubicas inteiras tendo somente raizes reais e nao
existe nenhum meio de expressar suas raizes por radicais reais.

Para da uma afirmacédo ao “Tormento de Cardano”, os autores baseiam-se
em um conjunto de teoremas e definicdes presentes na Algebra Classica e nas Teoria

de Galois, dos quais podemos destacar:
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Definicdo 4.1. Uma equacdo é solucionavel por radicais se suas raizes puderem ser
expressas por uma férmula envolvendo apenas inteiros, n- raizes e as quatro

operacdes aritméticas basicas.

Definicdo 4.2. Uma equacédo polinomial de coeficientes inteiros € dita redutivel (sobre
0S numeros racionais) se, e s6 se, o correspondente polinbmio puder ser fatorado
como um produto de dois polinbmios (ndo constantes) de coeficientes racionais; caso

ndo exista uma tal fatoracéo, diremos que a equacgao é irredutivel.

De acordo com Ripoll e Silveira (2016), é trivial dar exemplos de equacdes
redutiveis. Contudo, decidir se uma equacao dada é redutivel, ou irredutivel, pode ser
dificil. Apesar disso, o caso das cubicas é bem facil, pois podemos nos valer do

seguinte teorema.

Teorema 4.1. Uma equacao cubica de coefientes inteiros € redutivel, se e somente
se, possuir uma raiz racional.

Como consequéncia, qualquer possivel fatoracdo de um polinbmio de
coeficientes inteiros de grau trés deve apresentar um polinébmio de grau um e
coeficientes racionais. Da mesma forma, se r for uma raiz racional do polinbmio P(x)
de coeficientes racionais, temos como resultado um polinbmio de grau dois e
coeficientes obrigatoriamente racionais na divisdo de P(x) por x —r.

Com isso, podemos afirmar a equacdo x3 — 15x — 4 = 0 ndo é anti-Cardano,
pois como possui x =4como raiz, ela pose ser escrita na forma fatora da
(x —4)(x% + 4x + 1). Além de que, suas outras raizes podem ser expressas por —2 +
V2 e —2 ++/2, ou seja, por radicais reais.

Por outro lado, a equacdo x3+x+ 1 =0 é irredutivel sobre os ndmeros
racionais. De fato, pelo teste da raiz racional temos que as possiveis raizes racionais
da equacéo sdo +1, mas como f(—1) = —1 e f(1) = 3, segue que a equacao nao tem
raizes racionais. Entdo, ela ndo pose ser escrita como um produto de dois polinémios
de coeficiente racionais. Logo, ela € anti-Cardano. Portanto, pode-se concluir-se que

toda equacéao cubica inteira que tiver so raizes distintas e todas elas irracionais séo
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anti-Cardano. Assim, a partir daqui, no decorrer desse trabalho, chamaremos as
equacdes cubicas que nao possuem raizes racionais de cubicas de anti-Cardano para

gue nédo sejam confundidas com o todos os tipos de casos irredutiveis.
4.2 SOLUCAO PARA O CASO IRREDUTIVEL

Como jé foi visto, o caso irredutivel de equacdes cubicas possui trés raizes
reais e distintas. Nesses casos, nos deparamos com um desafio, extrair raizes cubicas
de nimeros complexos.

Por meio de um levantamento feitos em alguns artigos e dissertacdo que
abordam a Férmula de Cardano foi observado que a grande maioria desses trabalhos
apontam sempre o0 uso dos numeros complexos para a solucdo dos Casos
Irredutiveis. Assim, parece ndo ter outro caminho, menos tortuoso, do que utilizar-se
a teoria sobre numeros complexos no ensino medio para determinar tais raizes. Um
dos métodos mais utilizados nesses trabalhos é a formula de De Moivre que serve
para calcular as raizes enésimas de um numero complexo escrito na forma polar ou

trigonométrica e é expressa da seguinte forma:
0 21 0 21
=1/p- cos<—+k-—)+i-sen<—+k-—>] 43
Zk \/; [ n n n n ( )
4.2.1 Exemplos de resolucdo de caso irredutivel com o uso de nUmeros complexos.

Veja o exemplo da solugdo da equacdo x3— 6x+ 4 = 0 com o uso dessa

féormula.

Aplicando a Formula de Cardano:

x=3\/—2+\/—_4+3\/—2—\/—_4,

x=V=2+2i+3-2-2i.

Os numeros que aparecem dentro das raizes cubicas sdo chamados numeros

complexos conjugados.
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Da Teoria dos Numeros Complexos, tem-se que um numero complexo na
forma z = a + bi pode ser pode ser escrito na forma trigonomeétrica:

z = p(cosH + isend) (44)

como a raiz cubica de um numero complexo tem trés resultados possiveis,
tem-se:
Trés valores para /=2 + 2i , que chamaremos de ugy,u; e u,.

Trés valores para Y—2 — 2i, que chamaremos de vy, v, e v,
0

Entéo, a primeira vista, teriamos nove solugdes:

Ug + Vg U, + vy U, + vy
Uy + vy u; +1q U, + vy
Uy + VU, Uu; + v, Uy + v,

Usando a Segunda Lei de Moivre para calcular essas nove raizes, encontra-

se:
. -1-v3 —-1++v3,
Ug=1+1 U = > + > i
V-1, V3+1 —V3-1 —V3+1,
Vo = > L+ > , vy = > + 5 [
-1+vV3 -1-v3 _
U, = > + > [ v, =1—1

Logo, os valores de x = u + v = /=2 + 2i + -2 — 2i s&o:

u0+v0=(1+i)+<\/§2_1+\/§2+1i>=\/§2+1+\/§2+3i (45)
u0+v1=(1+i)+<_\/§2_1+_\/§2+1i>=_\/§2+1+\/§2+3i (46)
ug+v,=1+)+1-i)=2 (47)
u1+v0=<_1;\/§+_1;‘/§i>+<\/§2_1i+\/§2+1>=—1+\/§i (48)
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w + vy = <1 _1+\/_>+<_\/§2_1+ \/_2+1>=—1—\/§ (49)
u1+v2=< 1- _1+\/§>+(1—i)=1_2\/§+_3-2h/§i (50)
@ + v, =< 1++3 —1—\/§>+<\/§2—1 \/—2+1>__1+\/_ 51)
U + vy =< 1+V3 _1_ﬁ>+(_€_1+_c+1> —1—+3i (52)
w47, :< 1++3 —1—\/§>+(1_1)_1+\/_ —3;\/§i 53)

Dos nove valores encontrados, trés deles séo raizes legitimas e seis sao
raizes estranhas, mas, gracas ao discriminante da Férmula de Cardano, ndo €
necessario testar cada um deles para eliminar as raizes estranhas.

Pois, como D = —4 < 0, temos trés raizes reais e distintas.

Dos valores encontrados, somente duas (49) e (51), —1—+3 e —1++/3

sdo reais.

Podemos observar que nesse trabalho néo foi apresentado um estudo sobre
a teoria dos numeros complexos, entdo o exemplo 4.2.1, acima, foi exposto apenas
com o objetivo de mostrar o quanto € trabalhosa a solugédo dos casos irredutiveis com

0 uso dos numeros complexos.

E importante observar, que a expresséo x = ¥—2 + 2i + ¥—2 — 2i , ndo pode
ser resolvida com ajuda de uma calculadora que tenha apenas as operacdes de soma,
subtracao, multiplicacao, diviséo e raiz enésima.

Contudo, a equacéo x3 — 6x + 4 = 0 pode ser resolvida por métodos mais
convencionais, visto que, possui uma raiz racional. O mesmo ndo acontece com as
cubicas “anti-Cardano” que séo do caso irredutivel, mas ndo podem ser fatorados em
polibmios sobre 0os numeros racionais, e por isso ndo podem ser resolvidas pelos
métodos aplicados no ensino médio.

Assim chegamos a um ponto crucial desse trabalho que é determinar meios
algébricos para obtencao das raizes de alguns tipos de equacdes cubicas, o que sera

feito nos proximos capitulos.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Raiz
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Portanto, para esses casos, vamos propor a solucdo pelo método
trigonométrico elaborado pelo matematico Francois Viete. Através desse meétodo

podemos revolvé-los de forma mais simples e sem usar nimeros complexos.

4.2.2 Solucéo do caso irredutivel sem uso de nimeros complexos

De acordo com Ripoll e Silveira (2016), a teoria de Galois permite provar que
guando as trés raizes sao reais e nenhuma é racional (Anti-Cardano) nao se pode
expressar as raizes em termos de radicais reais, mesmo nédo existindo uma féormula
de radicais que evite os complexos. Existe um método pelo qual as raizes dessas
equacOes podem ser calculadas através de expressdes puramente reais, obtidas
usando fungdes trigopnométricas, especificamente em termos de cossenos e arco-
cossenos. Esse método que foi desenvolvido pelo matematico Francgois Viete trabalha

com numeros bastante aproximados e sem enfrentar os nimeros complexos.

Segundo Schuvaab (2013), a formula de Viete foi desenvolvida da seguinte
forma:

Partindo da equacéo x3 + px + g = 0, vamos definir x = t cos 8, com t > 0.

(tcos8 )2 +p(tcosf)+q=0 (54)
t3cos30 + ptcosf +q =0 (55)
Multiplicando a equacéao (55) por % ,temos:

4q

4
4cos39+t—fc059+t—3=0. (56)

Fazendo a comparacao com a identidade trigonométrica

4c0s30 —3cosf —cos30=0. (57)
Temos,
x = t.cos6 (58)

Se e somente se,



’ p
=tcosf =2 |—
x cos 3

— COS § arccos

Para as trés raizes, teremos:

X, =2 —g cos

Ou segja,
Xo = 2 —g cos
X, =2 —g cos
X, =2 —g cos

1

1

1

S arccos
3

—arccos

—arccos

—arccos
3

1

3q

2p

3q

2p

3q

2p

-3

-3

p

2mn

3

+ 120°

+ 220°

0 = —arccos

1 3
3 2

comn=20,1,2.

Esse método funciona com as seguintes condigdes:

52

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

Para t =2 /—g, p <0, pois se p > 0, a solugdo retorna para 0s numeros

complexos.

Além disso, como —1 < cos36 <1, temos que, D <0

Comisso, D < 0.

Isso inclui os casos irredutiveis, onde D < 0.
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4.2.3 Dois exemplos de resolucdo de equacgbes cubicas pelo método trigopnométrico

1- Resolva a equagdo x3—3x—1=0

Observe que pela formula de Cardano, temos

< G R G 6 [

Fugindo dos numeros complexos, usaremos trigonometria para a solucao da

equacéao.

—> D 1 3g [-3
= / 3 cos 3arccos 2 » ,

_5 (—=3) 1 3(-1) [-3
Xg = 3 CoS 3aT'CCOS 2(_3) 3 ,

1 1
Xo = 21 cos [§ arccos (E . \/T)] ,

1 1
Xo = 2 COS [§ arccos (E)] ,

=
<)

1
Xo =2 cos[§-60],

X9 = 2 cos20 = 1,879385 .

P - A 3D 123 4120
X1 = 3 CosS 3aT'CCOS 2(_3) —3

x; = 2 cos[20 + 120],
x; = 2 cos(140) ,
x, = 2cos 140 = —1,532080.
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/ ( 3) 3(-1)
cos l—arccos 2( 3) — | 4+ 240],

X, = 2 cos[20 + 240],
X, = 2 cos(260) = 2cos240 = —0,347296355.

1R

2- Resolva a equacdo x3 + 3x —9x — 5 = 0.
Primeiro transformamos a equacéo para a forma y3+py+q=0.

., b
Fazendo a mudanca de variavel x = y — 3

Onde,

b2 32
————=—9_2 = _12
P=¢—73 3
2} be 23 39
1= %7~ 3 74777 3 - o

Logo, a equacdo reduzida é: y3—12y +6 = 0.

Usando a Férmula de Cardano, temos:

I IO I T 431
= 27 27

Para evitar os nimeros complexos, vamos usar o método trigonométrico para

a solucéo da equacao.
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—> , p 1 3q |-3
Yo = 3 cos 3arccos 2 -
_ ( 12) 1 3:6 -3
Yo = 3 cos 3arccos 2-12) =12 ,

1
Yo = 4 cos [garccos(—0,1875)] ,

1
Yo = 4 cos [5(112,024312)] :

Yo = 4 cos 37,341437 = 3,18014 .

_, ( 12) 1 3:6 -3 +120
V= 3 ) cos|gzarccos 2-12) =12 ,

y; = 4 cos(37,341437 + 120) ,
y1 = 4 cos(—157,341437),
y1 = —3,691267.

Y2 = 4 cos(37,341437 + 240),
y, = 4 cos(277,341437),
Y, = 0,511127.

Com0x=y—§=>x=y—§=>x=y—1
Xo=Yo— 1=x9=3,18014 —1 = 2,18014.
Xy =y —1=>x; =-3,691267 — 1 = —4,691267 .

X, =y, —1=x,=0511127 — 1 = —0,488873.

Com isso conseguimos resolver as equacfes propostas sem utilizar os

ndameros complexos, simplesmente aplicando o método trigonométrico.
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5 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA PARA A RESOLUCAO DE
EQUACOES CUBICAS NO 3° ANO DE ENSINO MEDIO

Para este capitulo faremos uma sequéncia didatica com o intuito de auxiliar o
professor na ampliacdo de oportunizar o aluno na busca de outras solucdes além
daquelas que constam na maioria dos livros didaticos.

Elaboramos uma sequéncia didatica onde mostraremos que é possivel inserir
a Formula de Cardano no ensino das equagfes cubicas, com a finalidade de
possibilitar um estudo mais abrangente dessas equacdes, ampliando sua solucéo
para as equacdes que possuam as trés raizes irracionais. A sequéncia sera dividida
em trés etapas e cada etapa terdo um plano de aula.

)] Os alunos estudardo as resolugcbes das equagbes cubicas pelos
métodos encontrados nos livros didaticos do 3° ano do ensino médio, de
modo a serem estimulados a perceber a insuficiéncia desses métodos,
gue nao podem ser generalizados para todos os casos de equacgdes
cubicas.

i) O professor fara, inicialmente, uma abordagem historica sobre o estudo
da formula de Cardano e os alunos estudardo essa formula, com foco
nas andlises das raizes da equacao de terceiro grau e na resolucao dos
casos que possuem somente solucdes reais, aprendendo a resolvé-las
sem 0 uso de numeros complexos.

iii) Os alunos resolverdo uma atividade que propde a solugdo das
equacdes cubicas restrita somente ao conjunto dos nimeros reais, onde
terdo a oportunidade de aplicar estrategicamente 0os conceitos mais

adequados para resolver determinada equacao.

Em razdo da complexidade dos calculos e determinagdo de cossenos de
angulos ndo notaveis os alunos poderdo fazer uso de calculadoras cientificas, pois
conforme Dante (2005, p.12):

O uso da calculadora em sala de aula, além de ser indicado pelos PCN! como

uma iniciativa das novas tecnologias, ela € uma questédo de razao social, pois

a escola ndo pode se distanciar da vida do aluno sendo que, na sociedade,

L PCN : ParAmetros Curriculares Nacionais
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existe 0 uso impregnado da calculadora; outra razdo € a pedagogica, pois,

usando a calculadora para efetuar os calculos, o aluno tera mais tempo livre

para raciocinar, criar e resolver problemas.

5.1 DESCRICAO DA SEQUENCIA DAS AULAS 12 ETAPA

Para a 12 etapa apresentamos o plano de aula na tabela 5.1.
Tabela 5.1

PLANO DE AULA -1

ANO: 3° Ano do Ensino Médio
Professor : Luiz Leal - Eixo Tematico : Equacdes Polinomiais

OBJETO DO CONHECIMENTO:
Estudo das Equacdes Polinomiais
Carga Horaria: 13 aulas ( 650 minutos )

HABILIDADES DA BNCC?:

equacdes do 3° grau pelo método encontrado nos livros didéticos.

- Reconhecer, nomear e comparar as equagdes polinomiais, resolver

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

a férmula de Cardano.

Desenvolver habilidade para a resolucao de equacédo do 3° aplicando

METODOLOGIA:

Aula expositiva dialogada

Recursos Necessarios:
Quadro, pincel, livros didéaticos

AVALIACAO
Através de atividades impressas e participacao do aluno

BIBLIOGRAFIA:

Editora Saraiva, 2016.

- lezze, Gelson ...(et.al.] . Ciéncia e Aplicacdes — Vol 3 Sao Paulo.

Fonte : autor (2021)

2 BNCC : Base Nacional Comum Curricular
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Nesta 12 etapa os alunos estudardo equacgdes polinomiais abordados nos livros
didaticos, dando destaque a introducdo das equacdes polinomiais e aplicacdo do
processo pratico de Briort-Ruffine, com aplicacdo na resolucéo de equacdes cubicas,
COMO veremos a seguir através de exercicios resolvidos no livro Matematica — Ciéncia
e Aplicacdes - Vol.3, ano 2016, escrito pelos autores Gelson lezze, Osvaldo Dolce,
David Degrnsszanin, Roberte Périgo e Nilze de Almeida, o qual segue um roteiro
parecido com todos os outros analisados.

Algumas informagdes importantes:

)] Todos os exercicios referentes a cada topico deverao ser resolvidos em
grupo de pelo menos quatro alunos, para que eles possam ter a
oportunidade de interag&o e discussao sobre os conceitos abordados.

i) No final de cada tépico, os exercicios deverao ser entregues aos alunos,
onde sera estipulado um tempo suficiente para que os alunos possam
resolvé-los.

i) No fim do tempo estipulado, o professor deve expor as respostas
esperadas e comentar os resultados de cada questdo, de modo que o0s
objetivos referentes ao ensino e aprendizagem sejam alcancados.

iv) Os conceitos importantes para a fundamentacdo dessa sequéncia
didatica estéo inseridos nessa dissertacao.

Exercicio 5.1

a) Determine a solucdo da equacdo 5x3 — 45x2 + 130x — 120 = 0, sabendo
gue 2 € uma de suas raizes.
b) Sabendo que 5 é raiz da equagdo x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0. Determine as

outras duas raizes.

Proposta de solucbes

Dentro da proposta didatica espera-se que nessa questdo o aluno utilize o

dispositivo de Briot-Ruffini para fazer a divisdo do respectivo polinbmio pela raiz dada,
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reduzindo assim a equagdo do 3° grau para uma do 2° grau e depois resolvé-la pelo

processo habitual.

a) Utilizar o dispositivo de Briot—Rulffini, dividir 5x3 — 45x2 + 130x — 120 por

2‘ 5 45 130 -120
5 435 60 0

As demais raizes seguem da solucdo da equacgdo 5x2 — 35x + 60 = 0.
Ouseja: x=3 e x=4
S=1{2, 3, 4}

b) Utilizar o dispositivo de Briot—Ruffini para dividir x3 — 6x2 + 3x + 10 por

As demais raizes seguem da solucdo da equacgdo x? — 4x — 5 = 0.
Ouseja: x=—-1 e x=05.
S=1{-2,-1, 5}

Para o proximo exercicio sera verificado a habilidade do aluno em lidar com a
relacéo de Girard para as equacdes cubicas.
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Exercicio 5.2

a) Resolva a equacéo 2x3 + x> — 13x + 6 = 0, sabendo que a soma de duas

de suas raizes € igual a — 1.
b) Determine as raizes da equacdo x3 — 12x2 + 44 — 48 = 0, sabendo que

elas estdo em progressao aritmética de razéor.
Proposta de solugdes

a) Pelas Relacao de Girard, tem-se:

b 1
xl+x2+X3:_a:_§

1
_1+x3=—§$ X3=

Usar do dispositivo de Briot-Ruffini para dividir 2x3 + x? — 13x + 6 por x —%

ra | =

As demais raizes seguem da solucdo da equacgdo 2x? + 2x — 12 = 0.

Ouseja: x=—-2e x=3

S = {—3, 2 2}

b) Da Relacao de Girard, tem-se:

(—12)
x1+x2+x3 =—T=12

Como as raizes formam uma PA de razéo r, segue que:

X1+x,+x3=12 = x,—71+x,+x,+r=12 = x, =4

Dividindo x3 — 12x2 + 44 — 48 por x — 2, obtem-se x? — 12x + 24.

As outras raizes vém da solucéo da equacéo x? — 12x + 24 = 0.
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5.1.1 Teorema das Raizes Racionais

Para o exercicio seguinte temos a exposicao e explicacdo do Teorema das
Raizes da Racionais. Exemplificando para pesquisa da existéncia e determinacgéo de

pelo menos uma raiz racional da equacao do segundo grau.
Exercicio 5.3
a) Determine, se existem, as raizes racionais da equacdo 2x3 — 3x? — 8x —

b) Resolva a equacdo x3 + 3x2 —3x—-9=0

c) Determine quais sdo as possiveis raizes racionais da equacdo x3 — 12x —

d) A equacgéo da questdo c pode ser resolvida com o uso do dispositivo de
Briot-Ruffine? Por qué?
e) A equacao da questdo c pode ser resolvida com o uso das Relacdes de

Girard? Por qué?
Proposta de solucées

a) Peloteorema das raizes racionais, os possiveis valores para as raizes na

forma s sao tais que:

p seja divisor de -3 e q sejadivisor de 2

3 1 1 3
b={-3 -3, -1, -2, 1 3, 3 3}
q 2 2 2 2

1 , . .
Testando cada um deles, encontra-se —1 e —7 Como raizes racionais da

equacéao.

b) Se a equacdo tiver raizes racionais, elas devem estar no conjunto:

={£1,43,£9 }

<3
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Testando cada um desses valores, encontra-se -3 como a Unica raiz racional
da equacao.

Dividindo x3 + 3x? — 3x — 9 por x + 3, obtem-se x? — 3.

As outras raizes vém da solucéo da equacéo x? — 3 = 0.

x=\/§e X:—\/§

c) As possiveis raizes racionais sdo: {+1,+2,+4 + 8}

Testando cada um, tem-se;

f(-1) =3, fQ) =-19, f(=2)=-8 f2)=-24
f(—4) = -24 f(4) =8 f(—8) = 424 f(8) = —408

Portanto, a equacao nao possui raizes racionais.

d) Resposta esperada:

N&o, porque ndo conhecemos nenhuma de suas raizes.

e) Reposta esperada:

N&o, porque n&o existe nenhuma informagao prévia sobre suas raizes.

Consideracdes que devem ser feitas pelo professor:

- A equacdo x3—12x —8 =0 ndo possui solucdo para o conjunto dos
numeros racionas.
- A equacgdo x3 — 12x — 8 = 0 possui solucdo para o conjunto dos ndmeros

reais. Essas solu¢des séo irracionais.



5.2 DESCRICAO DA SEQUENCIA DAS AULAS - 22 ETAPA

Para a 22 etapa apresentamos o plano de aula na tabela 5.2.
Tabela 5.2

PLANO DE AULA -2

ANO: 3° Ano do Ensino Médio
Professor : Luiz Leal

Eixo Tematico: A historia da férmula de Cardano e seu desenvolvimento.

OBJETO DO CONHECIMENTO:
Estudo das Equacdes Polinomiais do 3° grau

Carga Horaria: 6 aulas ( 300 minutos )

HABILIDADES DA BNCC:
- Entender o processo historico em que se estabeleceu a formula de Cardano.

- Resolver equacdes do 3° grau aplicando a formula de Cardano.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:
Desenvolver habilidade para a resolucao de equacédo do 3° aplicando

a férmula de Cardano.

METODOLOGIA:

Aula expositiva dialogada

RECURSOS NECESSARIOS:
Pincel, lousa, lapis, borracha, caneta, caderno, retroprojetor,

computador ou notebook e livro didaticos.

AVALIACAO

Através de atividades impressas e participacao do aluno.

BIBLIOGRAFIA:

BOYER, Carl Benjamin, 1906 — Historia da matemética; traducéo:
Helena Castro. Sao Paulo: blucher, 2012.

- lezze, Gelson ...(et.al.] . Ciéncia e Aplicacdes — Vol 3 Sao Paulo.
Editora Saraiva, 2016.

Fonte: autor (2021)
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5.2.1 A historia da Formula de Cardano

O professor fara uma breve narrativa sobre o episddio histérico presente no
segundo capitulo dessa dissertagdo que envolveu Scipione del Ferro, Anténio Maria
Fiore, Niccolo Tartaglia, Girolano Cardano e Ludovico Ferraria no contexto da
descoberta da Formula de Cardano, de modo que possa despertar o0 interesse e
curiosidade dos alunos. Uma vez motivados, eles estarao mais inclinados a estudarem
0s elementos conceituais que estdo inseridos na féormula de Cardano. Para
D’Ambrdsio (1996) a histéria da matematica no ensino deve ser encarada sobretudo
pelo seu valor de motivacdo para a Matematica. Deve-se dar curiosidades, coisas

interessantes e que poderdo motivar alguns alunos.
5.2.2 Formula de Cardano

Por ser uma expresséo bem extensa, o aluno pode sentir um impacto primeiro
no contato com a Férmula de Cardano, principalmente no que diz respeito a sua
memorizacao. Neste sentido, propde-se a seguinte sequéncia para a apresentacao

de seu desenvolvimento.

Observe essa férmula.
N A b be d2+ LAY
= 278 T 6a2  2a 2743 T 6a?  2a 30 9a?

+3 b3+bcd b3+bc d2+c b23b65
27a3®  6a? 2a 27a3  6a? 2a 3a 9a? 3a (65)

Parece ser um tanto extensa pela sua complexidade! Essa é a formula de

Cardano. Uma férmula resolutiva da equacao de terceiro grau.
Parece bem dificil de memorizar. Mas, no entanto, ela pode ser reduzida para

uma expressao bem mais simples, como veremos a seguir:
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Vejamos:

Seja a equacao de terceiro grau ax3 + bx? + cx + d = 0. Se dividimos toda a

equacao por a, teremos:

ax3  bx%2  cx d .
—+—+—+4+-=0, ouseja, a=1.
a a a a

bx? cx d
ax>+—+—4+—-=0 (66)
a a a

e b be  d ), b be d2+c b2 \’
TN\ Te 12 21 27-13 612 2-1) "\3-1 9-12

+3 b3+bc d b3+bc d2+c p2 \°
27-13 ' 6-12 2-1 27-13 ' 6-12 2-1 3-1 9-12

b

3-1
N L AW L d2+ c b2\’
= 2776 2 2776 2 39
s 3 b3+bc d b3+bc d2+ c b2\’ .
27 6 2 276 2 39 (67)

E se considerarmos b = 0, vamos eliminar todas as quantidades de b da

equacao (66) e teremos:

5 0-x2 cx d
ax® + +—+—-=0 (68)
a a a

=T
s gy e w
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SRR CRON ®

Sendo d=q e c=p, teremos a expressdo em duas parcelas que se

diferem apenas pelos sinais de + e -.

(70)

Considerando D = (5) + (5) , € substituindo na equacéao (70), temos:

_3_4 3[4 _
y—J 2+\/5+ > VD (71)

Obs.: A expressao dentro dos radicais cubicos diferem apenas pelos sinais de

+ e de -, 0 que torna a expressao mais simples e de facil memorizacao.

e Demonstracdo da mudanga de variavel x = —3%, na transformagéo da
equacéo geral ax3 + bx? + cx para a formareduzida y3 + py + q =
0.
. b? 2b%  bc
e Dando destaque para as igualdadesp =c — 5 € q= -7+ d,

através de exemplos da reducdo de algumas equagdes cubicas.

Exercicio 5.4

Use a Férmula de Cardano para determinar uma das raizes das seguintes
equacoes:

a)x3—3x—-1=0

b)x3 —6x%2+6x—5=0

c) Existe outro método para determinar a raiz da equacdo x> — 6x2 + 6x —

5 = 07? Se sim, justifique sua reposta utilizando esse método para encontra-la.
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Proposta de solugbes

x=3\/1+\/1—1+i/1—\/1—1
x=V1+V1=1

b) Primeiro, deve-se transformar a equacao para forma reduzida.

Considerando x =y +m, onde m = —g, ouseja, x =y —g
Tem-se:
b2
= —_—= —6 ,
bp=¢c¢ 3
_2b° bc J=_9
1=%7 73 ’

Aplica-se a Formula de Cardano.

(=9 (=92 (=6)3 =9 (=92 (=6)°
:_2+\[4+27 * _2_j4+27

y=38 + V1 =3.

b
Com0x=y—§

es-(-9)-s
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c)

Resposta esperada

Sim, o teorema das raizes racionais.

Aplicando o teorema, tem-se que 0s possiveis candidatos as raizes racionais
sdo: {—1, 1,-5e 5.}

Testado os valores, tem-se:

f(=1) =18, f(1) =—4, f(=5) = =310, f(6)=0
De fato, 5 é raiz da equacao.

Andlise das raizes da equacéo.

Apresentacao da tabela para fazer uma analise da equacéo de terceiro grau.
Sendo D o discriminante da Formula de Cardano.

Onde D = (ﬂ)z + (3)3

2 3

D>0 A equacao possui uma raiz real e duas complexas

D=0 A equacdao possui trés raizes reais, sendo duas ou trés
iguais

D<O A equacgdo possui trés raizes reais e distintas

Exercicio 5.5.

Classifique as raizes das equacdes:
a)x3+3x+6=0
b)x3+12x—16 =0
c)x3+3x2—6x—5=0

Proposta de solucbes
aA)x3+3x+6=0

Calcula-se o discriminante (D) da Formula de Cardano.

Sendop=3 eq=6
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2 3

a\: (PN _ (6 3\" _
G +G) =) () =1
D > 0, aequacado possui uma raiz real e duas complexas.

b)x3—-3x—-2=0

Usa-se o discriminante (D) da Férmula de Cardano.
Sendop=-3 e q=-2

Calcula-se o discriminante (D) da Féormula de Cardano.

Sendop=3 eq=6
3

@+ - (5 (-9 -

D = 0, a equagao possui trés raizes, sendo duas ou trés iguais.

c) Primeiramente, transformando a equacgéao para a forma reduzida, tem-se:
y3—9y—-6=0.
Calcula-se o discriminante (D) da Formula de Cardano.

Sendop=-9 eq=-6,
3

q\2 P\ 6\ 2 N
@) +(6) =(-3) +(-3) =-=.
D < 0, aequacao possui trés raizes reais e distintas.
5.2.3 Resolucédo de equacbes de terceiro grau pelo método trigonométrico.
Discussao sobre os casos irredutiveis de equacdes cubicas. Apresentacdo do
método trigonométrico de Viete, com explicacdo argumentada na relevancia de se

revolver expressdes com raizes quadradas de nUmeros negativos sem usar nimeros

complexos.

, 1 3 -3
Yo = 2 P cos |z arccos ==
3 3 2p p

2/ p L 39,123 4 1200
y = —— COS|—arccoS\ —* |—
1 3 3 2p | p




Yy, =2 /—Bcos larccos 3_q _—3 + 220°
3 3 2p p

Exercicio 5.6.
Resolva a equacdo a x3—12x —8 = 0 pelo método trigonométrico.

Proposta de solugao
Temos,

p=-—12 e q=-8

—> D 1 3g |3 2nn — 012
Yn = / 3cos 3arccos 2 » 3 comn=0,1,2.

E conveniente calcular separadamente as expressoes;

1 3¢ [-3) 1 3(-8) [-3) 1 L1 0 0
3arccos v D —3ClTCCOS 2(_12) 12 —3arccosz—3 =

p 1 3qg |-3
Yo =2 |—= cos|zarccos| —* |[— =4-cos20 = 3,75877
3 3 p (P
D 1 3g [-3
y; =2 |—= cos|zarccos| — |[— | +120°| = 4cos(20+ 120) = —3,064177772
3 3 2p D
D 1 3g [-3
y, =2 |—= cos|zarccos| —+ |— | +240°| = 4cos(20 + 240) = —0,694592
3 3 2p p

S =1{3,75877,-3,064177,—0,694592, }



5.3 DESCRICAO DA SEQUENCIA DAS AULAS - 32 ETAPA

Para a 32 etapa apresentamos o plano de aula na tabela 5.3
Tabela 5.3

PLANO DE AULA -3

ANO: 3° Ano do Ensino Médio
Professor : Luiz Leal

Eixo Tematico: Equacéo polinomial do 3° grau.

OBJETO DO CONHECIMENTO:
Estudo das Equacdes Polinomiais do 3° grau

Carga Horaria: 3 aulas ( 300 minutos )

HABILIDADES DA BNCC:
- Resolver equacdes do 3° grau aplicando a formula de Cardano.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:
Desenvolver habilidade para a resolucao de equacédo do 3° aplicando

a formula de Cardano.

METODOLOGIA:

Aula expositiva dialogada

RECURSOS NECESSARIOS:
Pincel, lousa, lapis, borracha, caneta, caderno, retroprojetor,

computador ou notebook e livro didaticos

AVALIACAO

Através de atividades impressas e participacao do aluno

BIBLIOGRAFIA:

- Gelson lezzi ...(et. al.) - Matematica: ciéncia e aplicacdo, volume 3.
Sao Paulo. Editora Saraiva,2016.

- BALESTRI, Rodrigo. Matemética: Interacao e tecnologia, volume3.
Séo Paulo. Editora Leya, 2016.

Fonte: autor (2021)

71



72

Para esta etapa propde-se uma atividade diagnoética onde o aluno tera a

oportunidade de verificar se ha solu¢des no conjunto dos nimeros reais.
5.3.1 Atividade diagndstica

Resolva, em R, as seguintes equacdes: (Utilize a Férmula de Cardano pra
verificar se as solu¢des pertencem ao conjunto R)

a)x?2—12x—16=0

b) 2x3 +6x+8=0

C)x3—-7x—-6=0

d)x3-9x—-9=0

Proposta de solugcdes

a)x?2—12x—16=0

Primeiramente, calcula-se o discriminante D da Férmula de Cardano para
verificar se a equagao possui todas as raizes pertencem a R.

Sendo p=-12 e =-16

§ @ - (7) +(5) -0

D = 0, entdo, x;,x,,x3 € R. (sendo duas iguais)

2 2 .
Como (g) € um cubo perfeito, ou seja, (— %) = 8. E conveniente achar a

primeira raiz pela formula:

x=i/8+\/64—64+3\/8—\/64—64,
x = Y840+ V8—+0 = 4.

Para achar as outras raizes, divide-se x? — 12x — 16 por x — 4.
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As outras raizes saem da solucdo da equacdo x> —4x + 4 =0, x = —2.
S={-2,-2 4}

- O aluno pode optar em determinar as raizes usando o Teorema da Raizes

Racionais. Para isso, basta testar os divisores de -16 {+1, +2, +4, +8, + 16}

b)2x3+6x+8=0

Dividindo a equacéao por 2, tem-se:
x3+3x+4=0

Primeiramente, calcula-se o discriminante D da Formula de Cardano para
verificar se a equacao possui todas as raizes pertencem a R.

Sendo p=3 e qg=4
3

@@ -6 () =

D > 0,entdo, x; ER, e x,,x3 €R.
Como o exercicio pede que a solu¢cdo em R, o aluno deve responder:

A equacéao nao possui todas as solugdes reais.

c)x3—7x—6=0
Primeiramente, calcula-se o discriminante D da Férmula de Cardano para
verificar se a equacao possui todas as raizes pertencem a R.

Sendo p=-7 e q=-6,
3

@@ -2 () -5

D <0, x1,x,,x3 € R. (sendo as trés raizes distintas)
- O aluno pode optar pela resolucdo usando o método trigonométrico. Porém,
seria mais trabalhoso. Pois, nesse caso, é mais simples usar o Teorema das Raizes

racionais.
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Testando-se os divisores de -6 {+1, + 2, +3, =+ 6}, encontra-se as raizes
{—-2, —1, 3}

d)x3-9x-9=0
Primeiramente, calcula-se o discriminante D da Férmula de Cardano para
verificar se a equacao possui todas as raizes pertencem a R.

P =-9 e q=-9
3

2 3 2

@@ =03 +(39 =%

D <0, x1,x,,%x3 € R. (sendo as trés raizes distintas)

- A equacdo e irredutivel, logo ndo possui raizes racionais.

- O aluno pode ter essa comprovacao pesquisando os possiveis valores pelo
teorema das raizes racionais.

Logo, pode ser usado método trigonométrico para calcular as raizes da
equacao.

Temos a formula trigonométrica dada por:

) D 1 3qg |-3 2tk k=012
=2 |—=cos|=arccos| —+ |— |———| comk=0,1,2.
Ve =473 %3 2p | p 3

Comp=-9eq=9, Calculando separadamente, vem:

- 5

2|-5=2"|-(-3)=2V3,

3 3) =23

1 3¢ |3\ 1 3(-9) [-3)\ 1 v3_1 o010
3ClT'CCOS Zp D —3arccos 2(_9) 9 —3arccos > —3 = .

, 1 3 -3
Yo = 2 —g cos lgarccos i S s =2v3:cos10 =3,411473

2p | p

[ 1 3 -3
y1 =2 —g cos Igarccos % ? +120°| =2v3-cos(10 + 120) = —2,226681

, 1 3 -3
Y2 =2 —g cos l§ arccos % ? +240°| = 2v3cos(10 + 240) = —1,184792

Com isso, 0 aluno encontra as trés raizes aproximadas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A historia da resolucdo de equacdes de terceiro grau levou quatro milénios
para ser escrita por meio de iniUmeras maos de matematicos, através da costrugéo
ao longo do tempo de um arcabougo conceitual e ferramental que oportunizaram as
transformacdes dos conhecimentos do passado, a exemplo, do conhecimento
algébrico. Nos tempos atuais as equacoes de terceiro grau sao estudadas dentre as
equacdes polinomiais, onde livros didaticos adotados no Ensino Médio ndo dao muita
relevancia ao tema e dedicam, no maximo, uma pequena mencao ao assunto.
Percebe-se que ha apenas uma tentativa de se trabalhar o basico necessario, com
isso tem-se uma grande perda de valores agregados as inumeras situacdes
relevantes do ensino e aprendizagem da matematica.

Para que o ensino de matematica possa ser de qualidade e prazerosa as
propostas tendem a ser cada vez mais completas, onde busca-se apreender com 0s
acumulos de experiéncias. Foi com essa finalidade que buscamos contribuir para o
estudo das equacdes cubicas apresentando uma proposta didatica direcionado para
alunos do terceiro ano do Ensino Médio.

Segundo D ambrésio (1996), todo conhecimento é resultado de um longo
processo cumulativo de geracdo. Portanto, estudar a histéria da equacédo de terceiro
grau e a busca por um método geral de resolucdo oferece a oportunidade de
desenvolver um trabalho algébrico rico e completo. Com isso buscamos neste trabalho
demonstrar que o ensino de equacdes polinomiais de terceiro grau ndo pode se
restringir apenas aos métodos que sdo abordados pelos livros didaticos da Rede
Publica de Ensino, pois eles ndo abrangem grande parte dessas equacdes, servindo
somente para aquelas que possuem pelos menos uma raiz racional dando a falsa
impressao de que somente essas possuem solucoes.

Acreditamos que uma proposta de ensino que dedique mais atencdo ao
estudo das equacdes de terceiro grau, ampliando suas solu¢cdes de forma que possa
abranger um universo maior de solucdes através da Formula de Cardano, pode ser
interessante no sentido de dar oportunidades aos alunos de entenderem os conceitos
matematicos considerados complexos e que na histéria da matematica o seu

desenvolvimento nunca foi pronta e acabada, sempre houve uma continuidade de
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saberes com a perpectiva de um melhor aproveitamento da construcdo do

conhecimento.
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