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RESUMO

Essa pesquisa tem como objetivo analisar como o conteudo de fungdes é abordado nas questdes
do Nivel 3, da segunda fase da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP). Alguns dos propositos dessa competicdo sao verificar as melhorias no ensino de
matematica na educacdo basica, bem como, acompanhar as revelacdes de novos talentos nos
jovens estudantes incentivados pela participacdo no evento. Os dados aqui analisados foram
coletados através de uma pesquisa bibliografica, que envolveu a construcdo de uma descrigédo
sobre a evolucéo da ideia de fungdo ao longo do tempo, bem como aspectos ligados a criacéo e
funcionamento da OBMEP. Em seguida foram analisadas as questdes que abordam, mesmo que
implicitamente, o assunto de fungdes, desde a primeira edicdo da OBMEP, ocorrida em 2005,
até a edicdo do ano de 2018. Essas questdes foram resolvidas com todos os detalhes, onde
procuramos mostrar conexfes entre aspectos algébricos e geométricos dos conceitos
envolvidos. Sempre que possivel, recorremos ao aparato do software GEOGEBRA para darmos
uma abordagem diferente a cada questdo. Os resultados obtidos nessa pesquisa apontam para
um uso das funcBes como contetudo central nas questdes, como também, como conteido
facilitador para a resolucdo de problemas de assuntos diversos que sdo abordados na prova.
Além disso concluimos sobre a importancia desse assunto ser trabalhado em sala de aula com
diferentes abordagens e utilizando questdes elaboradas nessa perspectiva para um melhor
desenvolvimento dessas habilidades nos alunos.

PALAVRAS-CHAVE: Func¢des; OBMEP; GeoGebra
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ABSTRACT

This research aims to analyze how the subject of functions is addressed in Level 3 questions of
the second phase of the Brazilian Mathematics Olympiad for Public Schools (OBMEP). Some
of the purposes of this competition are to verify improvements in the teaching of mathematics
in basic education, as well as to monitor the revelation of new talents in young students
encouraged by participation in the event. The data analyzed here were collected through a
bibliographic research, which involved building a description about the evolution of the idea of
function over time, as well as aspects related to the creation and functioning of the OBMEP.
Then the questions that address, even if implicitly, the subject of functions, from the first edition
of the OBMEP, which occurred in 2005, to the 2018 edition, were analyzed. These questions
were solved in full detail, where we tried to show connections between algebraic and geometric
aspects of the concepts involved. Whenever possible, we resorted to the GEOGEBRA software
apparatus to give a different approach to each question. The results obtained in this research
point to the use of functions as central content in the questions, as well as facilitating content
for solving problems of various subjects that are addressed in the test. In addition, we conclude
that it is important to work on this subject in the classroom with different approaches and using
questions designed with this perspective for a better development of these skills in students.

KEY WORDS: Functions; OBMEP; GeoGebra
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1. INTRODUCAO AO TEMA DE TRABALHO

1.1. Motivacoes Iniciais

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) foi criada em
2005 pelo Ministério da Educacdo (MEC) em conjunto com outros 6rgdos como o Ministério
de Ciéncia e Tecnologia (MCT), em parceria com o Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA), como também da Sociedade Brasileira Matematica (SBM).

No ano de 2003 o Departamento de Matematica da Universidade Federal do Ceara
(UFC), tendo como coordenador e desenvolvedor o Professor Jodo Lucas Marques Barbosa,
criou o projeto chamado NUMERATIZAR que tinha como objetivo melhorar o ensino de
matematica na educacdo basica, além de descobrir e aprimorar os talentos dos jovens
estudantes, estima-se que esse projeto foi realizado com cerca de 110.000 alunos e segundo o
site oficial da UFC inspirou a criacdo da OBMEP, pois buscava a mesma finalidade que era
trazer a atencdo da comunidade escolar em busca de novos talentos na area de matematica,
premiando-os e incentivando-0s por esse percurso.

A OBMEP também tem a funcdo de incluir socialmente os alunos, mostrando o
conhecimento e as diferentes formas de raciocinio para resolugdo de problemas. Devido a
visibilidade para as escolas e até mesmo cidade em que os estudantes se destacam nesse quesito,
mais e mais escolas tém se dedicado ao ensino direcionando, dentro do quadro curricular, os
conteddos gque aparecam com mais énfase nessas provas, direcionando e treinando os estudantes
em suas habilidades dedutivas em varios tipos de problemas.

Os assuntos abordados na OBMEP sdo os mais variados e seguem de acordo com as
matrizes curriculares atribuidas a cada série, porém o nosso trabalho busca compreender e tecer
algumas andlises, trabalhando a resolucdo de todos os problemas do 3° nivel e segunda fase que
envolvam o estudo da fungdo e como esse ensino comeca a ser abordado mesmo nas fases

iniciais do seu estudo.
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1.2. Objetivos

Essa dissertacdo tem como objetivo geral procurar compreender, através de resolucdes

de questdes das provas anteriores da OBMEP, desde que surgiu, até aplicacdo em 2018, da

segunda fase e terceiro nivel, como foi abordado o assunto de fungdes.

Podemos destacar como objetivos especificos do nosso trabalho:

Tracar um breve historico sobre a criacdo da OBMEP, no qual destacaremos
como a prova é aplicada em diferentes niveis e fases e o reconhecimento e
incentivo para os estudantes que mostram habilidade para resolugédo e
dissertacéo de problemas contextualizados pela prova.

Fazer um histdrico do ensino do assunto de fungdes e suas propriedades no
ensino médio.

Fazer um levantamento sobre questfes, da segunda fase e nivel trés, que pedem
diretamente, no enunciado do problema a resolucéo através das ideias de funcao.
Fazer um levantamento sobre questdes, da segunda fase e nivel trés que pedem
indiretamente a resolucdo através de funcdo, mas que como uma das diversas
solucBes buscadas, podem ser resolvidas através da utilizacdo das ideias de
funcbes

Fazer uma analise dos problemas abrangidos as provas das segunda fase e nivel
trés, assim como suas resolucdes;

Trazer sugestdes de resolucdo, utilizando o software GeoGebra.

1.3. Considerac0es tedrico-metodoldgicas

Lakatos e Marconi (2001) avaliam a existéncia de basicamente, trés tipos de pesquisa

cujos objetivos sao diferentes: pesquisa exploratoria, descritiva e experimental.

Quanto aos objetivos da nossa pesquisa, a metodologia sera exploratoria, pois ndo

necessita hipdteses devido a sua natureza de sondagem, mas, sim, uma pesquisa bibliografica.

Gil (1999) considera que a pesquisa exploratoria tem como objetivo principal desenvolver,

esclarecer e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formulacdo de problemas mais

precisos ou hipdteses pesquisaveis para estudos posteriores. Segundo o autor, estes tipos de
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pesquisas sdo planejados com o objetivo de proporcionar visdo geral, de tipo aproximativo,
acerca de determinado fato.

Esta categorizacdo se justificada em razdo deste estudo utilizar-se dos seguintes
recursos: material publicado em livros, revistas, jornais, redes eletrénicas, isto €, material
acessivel ao publico em geral e que fornece instrumental analitico para qualquer outro tipo de
pesquisa (VERGARA, 2003).

Segundo Mattar (2001), os metodos utilizados pela pesquisa exploratoria sao amplos
e versateis. Os métodos empregados compreendem: levantamentos em fontes secundarias,
levantamentos de experiéncias, estudos de casos selecionados e observacéo informal.

Dessa forma, utilizaremos pesquisa bibliografica para fazemos um breve apanhado
sobre o surgimento da OBMEP, analisando suas provas anteriores, aplicagdes nas escolas
publicas e privadas, premiacdes e incentivo aos estudantes, podendo assim fazer um apanhado
de como o conteudo de fungdes no ensino médio € utilizado.

Usaremos documentos oficiais e autores para justificar a presenca das ideias de
funcBes e suas aplicacdes na segunda fase e terceiro nivel, além de fazer uma analise das
questdes ja aplicadas. Além disso, utilizaremos também tabelas e gréficos, assim como
resolucéo das questdes que figuraram ao longo dos anos na prova para servir como dire¢do na
analise da frequéncia nas quais é cobrada o assunto func@es e suas aplicabilidades em provas
da OBMEP.

Por fim, faremos uma analise de questdes que nao sao respondidas diretamente pelo
assunto de func@es, oferecendo assim, possibilidade de ingressar nesse conteudo, por ele ser

um facilitador para resolucao de outros contetdos.

1.4. Divisdo do trabalho

Esse trabalho acha-se dividido em Introducdo ao Tema de Trabalho, dois capitulos,

nomeadamente, Fundamentacdo Teorica e Analise e Resolucdo das Questdes, seguindo para as

Consideracdes Finais, Referéncias e um Apéndice, contendo elementos relacionados ao

software GeoGebra.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo iremos discorrer sobre a criacdo da OBMEP, como ocorre sua aplicacéo,
a importancia dessa ferramenta em descobrir novos talentos e como essa prova possibilita e

incentiva o uso de fun¢Ges como um importante conteddo que facilita a resolucdo de problemas.

2.1. AOBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica (OBMEP), é um projeto nacional realizado e
aplicado nas escolas publicas e privadas do Brasil desde 2005. A prova é realizada pelo Instituto
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM), tendo aval Ministério da Educacdo e do Ministério da Ciéncia e Tecnologia. A OBMEP
(2021) tem como objetivo:

“Estimular e promover o estudo da Matematica; Contribuir para a melhoria da
qualidade da educacéo bésica, possibilitando que um maior numero de alunos
brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade; Identificar jovens
talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas cientificas e
tecnologicas; Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas
publicas, contribuindo para a sua valorizacdo profissional; Contribuir para a
integracdo das escolas brasileiras com as universidades publicas, 0s institutos
de pesquisa e com as sociedades cientificas; Promover a inclusao social por
meio da difusdo do conhecimento.”

A OBMEP, atualmente, é constituida de quatro niveis, de acordo com 0 assunto visto
em cada série referente ao nivel, sendo eles:

Nivel A — Esse nivel s6 foi incluido na OBMEP no ano de 2018 e constituido de uma
prova aplicada em turmas do quarto e quinto ano do ensino fundamental I:

1° Nivel - Sdo aplicadas a prova em turmas de sexto e sétimo ano do ensino fundamental

2° Nivel - Séo aplicadas provas em turmas do oitavo e nono ano do ensino fundamental

3° Nivel - Sdo aplicadas provas em turmas do primeiro, segundo e terceiro ano do ensino
médio regular.

E em duas fases:

12 Fase: Todas os niveis participam de uma prova contendo 20 questbes de multipla

escolha e cinco alternativas, sendo apenas uma delas correta.
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2% Fase: Todos 0s niveis participam dessa prova, porém, apenas contemplando um total
de cinco por cento das melhores notas de cada escola podem constituir essa fase, sendo ela com
6 questdes discursivas.

Segundo a pagina oficial da OBMEP (2021), apenas em 2019 ja& foram mais de 18
milhdes que participaram das olimpiadas. Os alunos aprovados na segunda fase tém direto a
varios incentivos a continuar a se aprofundar na matematica, dentre eles, podemos citar,
certificados, medalhas, bolsas de iniciacdo cientifica, mencdes honrosas para o estudante,

escola e até mesmo municipio.

2.2. Conceito de Funcéo

As funcdes estéo presentes em diversos campos da ciéncia, onde o surgimento da ideia
existe desde a antiguidade com a relacdo direta do principio da contagem, pois foi necessario a
associacdo entre elementos para representar grandes quantidades. Na antiguidade, os homens
das cavernas ndo sabiam contar, mas foram eles que deram o primeiro passo para podermos
entender a ideia de funcdo, pois segundo Eves (2011, p26) “é provavel que a maneira mais
antiga de contar se baseasse em algum método de registro simples, empregando o principio da
correspondéncia biunivoca”. Ao associar seus animais a pedras, cordas e at¢ mesmo pedacos
de pau, eles conseguiram dessa forma estabelecer a relacdo de dependéncia que nos € Util até o
dia de hoje.

De acordo com Pires (2016), os povos antigos, como os babildnios, utilizavam tabelas
relacionando diversos elementos, como por exemplo, tabelas sexagesimais apresentando o
guadrado e o cubo de numeros. Eles usavam a argila para marcar seus conhecimentos
matematicos, criando tdbuas com esses materiais, nas quais marcaram também seu uso, ainda
que primitivo, da ideia de fungdo. Essas tabuas eram compostas de valores numéricos
organizados quatro colunas verticais e quinze fileiras horizontais, sendo a quarta coluna com
rachaduras que impossibilitam a visualiza¢do dos seus valores, mas que podem ser deduzidos,
pois conforme a Figura 1 teremos os ternos pitagoricos! que representam a relagdo funcional
entre a hipotenusa de tridngulos retangulos e seus catetos de forma que sobre a tdbua Plimptom

322, Boyer afirma:

1 Ternos Pitagdricos: Sequéncia de trés nimeros inteiros (a, b e ¢) que satisfazem o teorema de Pitagoras: a2 = b2
+ ¢2, onde a é o valor da hipotenusa de um triangulo retangulo.
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“[...] se os nimeros na segunda e terceira coluna (da esquerda para direita)
forem considerados como os lados a e ¢ respectivamente, a primeira coluna a
esquerda contém em cada caso 0 quadrado da razdo de c para b. Assim a
coluna da esquerda é uma curta tabela de valores de sec?A.” (Boyer, 1974,
pag. 25-26)

Figura 1. Plimpton 322

Fonte: Universidade de Colimbia — Livros e Manuscritos raros — Nova York

Destacaremos mais adiante que a ideia de funcdo foi também obtida durante o século Il,
na obra Almagesto de Ptolomeu em que em seu trabalho desenvolveu tabelas trigonométricas
para serem utilizadas na astronomia e por ser um trabalho rico em detalhes foi usado por cerca
de 1400 anos aproximadamente, sendo considerado um dos trabalhos mais completos.
Ptolomeu construiu uma tabela de cordas para relacionar a posicdo do Sol, da Lua e dos
planetas, sendo equivalente a uma tabela de senos, ou seja, é possivel observar que a utilizacdo
de funcBes, mesmo sem ainda ter a concepc¢do que possuimos hoje em dia, ja possuia uma
abordagem mais voltada a modelagem de fenbmenos nessa época.

No seculo XIV, através do Bispo francés Nicole d’Oresme, tivemos a primeira
representacdo grafica de uma funcdo através da teoria chamada Latitude de formas, que usaria
como base o teorema do valor médio? na sua construgio. O bispo d’Oresme observou a
possibilidade de se tragar uma representagéo grafica da maneira como as coisas variavam e para
tal, utilizou como exemplo bem comum ao nosso cotidiano, ao representar em desenho a

velocidade de um movel a cada instante. Ele tragou uma reta horizontal e graduou em intervalos

2 Teorema do Valor médio: O Teorema do Valor Médio (Teorema de Lagrange) nos afirma que se for dada uma
funcdo continua f: [a, b] = R, definida num intervalo fechado [a,b] e diferencavel em (a,b), existe um ponto ¢ de
forma que: (a — b). f'(c) = f(a) — f(b). Para maiores detalhes consulte o livro Célculo A de Diva Marilia
Flemming e Mirian Buss Gongalves — 62 Edicdo 2006 — pagina 198.
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de tempo que os quais ele chamou de longitude e para cada longitude, ergueu uma perpendicular
denominada latitude cujo comprimento representava a velocidade naquele instante, como
podemos observar na figura 2. Seu interesse consistia na area formada por tais perpendiculares
contando que ele era igual a distancia percorrida pelo movel. Trazendo para uma notagédo
moderna, a longitude seria a nossa abscissa e o valor da latitude de y seria hoje nossa ordenada
e sua representacéo fica conforme a figura 2.

Figura 2. Modelo descrito por Oresme

D A
o
MK/IG = LK/HG = 1 DB/FE = CB/GE o
I M L
— T -
1 H D P
H 1
pf—E—1 N © Lam=
H 1
H , '
i : A E G B
A G K B £ E B Fic. 3. F
Fr. 1. Fic. 2. CD/EF = HD/FG = [D/IF

Fic. 4.

Fonte: Clagett (1964)

De acordo com Collette (1985, pg. 246)

A utilizagdo grafica em termos de longitude e latitude - uma perpendicular a
outra - de um diagrama velocidade-tempo €, na sua esséncia, uma operacgao de
geometria analitica. A utilizacdo de coordenadas por Oresme, embora tivesse
sido feita muito antes por Apol6nio e os gedgrafos gregos, é importante
porque estas coordenadas servem para representar graficamente uma
quantidade variavel ou uma qualidade. Oresme fez inovacdes na representacao
grafica de uma funcdo, mas parece estar mais interessado na area sob a curva
tracada do que no estudo analitico da mesma.

A notacdo que é utilizada hoje em dia é diferente da que era utilizada antigamente, mas
0 que perdurou foram os fundamentos que propiciaram o desenvolvimento do conceito: a
contagem, a representacgéo grafica e principalmente a relacdo funcional.

A nogéo de fungdo se desenvolveu ao longo da historia, sendo melhor definida e
detalhada no periodo Moderno. O cientista Galileu Galilei (1564-1642) incorporou o
quantitativo em suas representagdes graficas, porém, a formulacao da nocéo de fungdo iniciou-
se posteriormente com os estudos de Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716). Logo, 0
inicio do célculo infinitesimal se mistura com a origem do conceito de funcéo, pois Newton
realizava estudos sobre a nocdo de curva e a variacdo continua em “taxas de mudanga”
utilizando a teoria dos “fluxdes” e “fluentes”, cujo Ultimo seria o termo que ele usou para a sua

ideia de fungdes (MAURA, 2016).
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Os termos “fun¢do”, “constante”, “varidvel” e “pardmetro” foram introduzidos por
Leibniz, mas a sua ideia do conceito de fungdes era associada a curva e imagem geomeétrica. O
matematico Johann Bernoullli (1667-1748) e seu aluno Leonhard Euler (1707-1783)
expandiram o estudo de curvas utilizando a algebra, sendo Euler responsavel por introduzir o
termo “f(x)”, porém perdurava a ideia de que ndo havia necessidade de representar
algebricamente uma curva através de uma formula, e sim geometricamente (RAMOS, 2013).

No século XIX, ocorreram diversos avangos no campo da matematica, pois nesse
periodo existiu a busca pelo rigor matematico, de maneira a formalizar com mais exatiddo e
precisdo conceitos matematicos. O matematico Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
apresentou a possibilidade de expressar qualquer funcdo de uma varidvel através de uma serie
de funcges trigonomeétricas seno e cosseno (FONSECA et al., 2013).

O matematico Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi responsavel por
formular o conceito de fungdo em termos de uma correspondéncia entre conjuntos numericos,
e ndo apenas uma representacdo analitica. Porém, o conceito de Dirichlet, se restringe a relacdo
apenas de elementos numéricos, sendo assim, apos o desenvolvimento da teoria 0s conjuntos,
iniciada por Georg Cantor (1845-1918), o conceito de funcdo comecou a incluir
correspondéncias com elementos ndo-numéricos. (PONTE, 1990).

Houve diversos estudos e interpretacdes para o conceito de fungdes, porém, Nicolas
Bourbaki (1934), nome que representa um grupo francés de matematicos, apresentou o conceito
de forma geral, e que se aproxima da definicdo utilizada atualmente:

Sejam E e F dois conjuntos, 0s quais podem ou ndo podem ser distintos. A
relacdo entre o elemento variavel x de E e o elemento variavel y de F é
chamado relacéo funcional emy, se para todo x € E existe um Gnicoy € F, 0
qual é dado pela relagdo com x. Damos o nome de funcdo para a operagdo a
gual deste modo associamos sempre um elemento x € E o elementoy € F o
qual é dado pela relagdo com x; y é dito ser o valor da fung&o para o elemento
X, e a funcdo é dita ser determinada pela relagdo dada. Duas relacdes
funcionais equivalentes determinam a mesma funcéo. (SILVA, 1999)

De maneira geral, os livros didaticos apresentam atualmente uma simplificacdo da
defini¢do do Nicolas Bourbaki (1934), como podemos ver na defini¢do apresentada por Souza
e Garcia (2016):

Sejam os conjuntos A e B ndo vazios, uma relacdo f de A em B é uma funcéo
quando associa a cada elemento x, do conjunto A, um Unico elemento y, de B.

Essa fungdo pode ser indicada por: f:A— BouA N (SOUZA; GARCIA,
2016, p. 48).
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3. ANALISE E RESOLUCOES DE QUESTOES SOBRE FUNCAO APLICADAS EM
TODAS AS PROVAS DA OBMEP — NIVEL 3 — FASE 2

Nesse capitulo faremos uma andlise das questdes presentes nas provas da segunda fase
do nivel 3 da OBMEP entre os anos de 2005 e 2018 e que abordaram, mesmo que de forma
implicita, a ideia de funcdo. Trouxemos 0s enunciados extraidos das provas, de forma original
e discutimos as solucdes de forma detalhada. Sempre que possivel, indicamos a possibilidade
de uma abordagem das questbes utilizando o software GeoGebra, em virtude de sua
potencialidade como instrumento de trabalho.

3.1. Questdes do Ano de 2005

A prova de 2005 foi a primeira edicdo da OBMEP, sendo constituida de duas fases. Na
primeira, com questdes objetivas foram propostas contendo 20 questfes de nivel 1, 20 questdes
de nivel 2 e 20 questdes de nivel 3. J& na segunda fase, as questdes eram abertas (subjetivas) e
constaram de 6 questdes de nivel 1, 6 questdes de nivel 2 e 6 questdes de nivel 3. Na figura 3 a
seguir, esta mostrada a capa da prova da segunda fase do nivel 3. Percebe-se nesse caso a

presenca de uma citagdo do escritor brasileiro Machado de Assis.

Figura 3. Recorte da capa da prova de 2005, da segunda fase, do nivel 3.
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Passaremos agora a andlise e discussdo de cada uma das questdes constantes dessa
prova.

QUESTAO 3

Numa certa cidade existem apenas duas empresas de taxi, a Dona sz
Leopoldina e a Dom Pedro Il. A Dona Leopoldina cobra uma taxa fixa de ariras de faxi
R$ 3,00 mais R$ 0,50 por quilémetro rodado. Ja a Dom Pedro Il cobra uma :

taxa fixa de R$ 1,00 mais R$ 0,75 por quilémetro rodado. Dona Leopoldma Dom Pedro 11
Os amigos Bento, Sofia e Helena trabalham nessa cidade e sempre voltam Taxa de RS 3,00 Taxa de RS 1.00
de taxi do trabalho para casa. Para pagar menos, Helena sempre usa os mais mais

taxis da Dona Leopoldina e, pelo mesmo motivo, Bento s6 usa os da Dom | R 0.50 por km rodado | R$ 0,75 por km rodado
Pedro Il. Sofia usa os taxis das duas empresas, porgue paga 0 mesmo

preco em ambas.

A) Quanto Sofia paga para ir de taxi do trabalho para casa?
B) Qual dos trés amigos percorre, de taxi, a menor distancia entre seu trabalho e sua casa?

SOLUCAO

Notemos que a empresa Dona Leopoldina cobra uma Taxa fixa de R$ 3,00 mais uma
taxa por km rodado de R$ 0,50, enquanto a empresa Dom Pedro 11 cobra uma Taxa fixa de R$
1,00 mais taxa de R$ 0,75 por km rodado.

Podemos notar que em ambos os casos podemos aplicar o conceito de fungdo afim e
escrever a Lei de formacéo que define o preco a ser cobrado em funcdo da quantidade de km
rodados.

Denotando por x a quantidade de quilémetros rodados e y; € y, 0S precos que variam
de acordo com a quantidade x, temos, para a empresa Dona Leopoldina, y; = 3 + 0,50x e para
a empresa Dom Pedro Il, temos y, = 1+ 0,75x.

Com estas informacdes analisemos 0s itens a seguir.

a) Se Sofia usa as duas empresas, temos que 0 preco entre ambas sdo iguais, dessa forma

vamos descobrir quantos km ela pode rodar com y; = y,

3+0,5x=1+0,75x

0,75x — 0,5x =3 -1

0,25x = 2
_ 2
=025
x = 8km

Ela pagardentdo y = 3+ 0,58 = 7. Logo, Sofia pagard R$ 7,00.
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b) Note que para Bento é mais vantajoso viajar pela empresa Dom Pedro Il do que pela
empresa Dona Leopoldina, portanto, chamando o preco da empresa Dom Pedro 11 de P

e 0 preco da empresa Dona Leopoldina L, teremos que para a distancia percorrida por

Bento (xp):
P<L

1+ 0,75x5 < 3 + 0,50x5
O,75xB - O,SOXB < 3 - 1
0,25x5 < 2

2
0,5

xp <

xg < 8km

Logo, podemos concluir que para escolher a empresa Dom Pedro |1, Bento percorre

menos do que 8km.

Helena escolhe para viajar a empresa Dona Leopoldina. Logo, denotando por xy a

distancia percorrida por Helena, temos:
340,50xy <1+ 0,75xy
3—1<0,75xy — 0,50xy
0,25xy > 2

2
0,25

Xy >

xy > 8km

Logo concluimos que Helena percorre mais do que 8km. Como trabalhamos por
quildmetro rodado, notamos que Bento pode rodar até 8km, mas ndo pode ser 8km, logo

podemos concluir que Bento percorre a menor distancia entre os trés.
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QUESTAO 4

Um prefeito quer construir uma praca quadrada de 10 m de lado, que tera quatro
canteiros triangulares de pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O
prefeito ainda ndo decidiu qual sera a area do canteiro de grama, e por isso 0
comprimento do segmento AB esta indicado por x na figura.

A) Calcule a area do canteiro de grama para x = 2.
B) Escreva a expresséo da area do canteiro de grama em funcéo de x.

Sabe-se que o canteiro de grama custa R$ 4,00 por metro quadrado e os canteiros
de pedra custam R$ 3,00 por metro quadrado. Use esta informacéo para responder
aos dois Itens a seguir.

C) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cinco canteiros?
D) Se o prefeito tem apenas R$ 358 00 para gastar com os cinco canteiros, qual € a area do maior canteiro de grama que
apraca podera ter?

SOLUCAO
a) Nesta questdo, apesar do conceito de funcdo ndo ser cobrado diretamente e podermos
utilizar os conceitos cobrados em geometria, iremos resolver aplicando a definicdo de funcao,

escrevendo a area dos quatro triangulos em funcdo da medida x indicada na figura. A area de

_ x(10-x)

um dos triangulos de pedra que formam a praca pode ser escrita Como Apegrq = . Assim,

quando x = 2, teremos a area de um dos triangulos:

_2:(10-2) 2-8 16
P 2 T2 2

Como temos 4 triangulos que representam a parte ocupada por pedra, teremos 4 - 8 =

32m? de pedra. A &rea coberta de grama (Ag,qmq) Poderé ser calculada como:
Agrama = Atotal praca — Apedra
Note que a area total da praca ¢ um quadrado de lado 10m. Entdo A4, = 10? = 100m?
Agrama = 10% = 32
Agrama = 100 — 32
Agrama = 68m?
b) Podemos utilizar a expressdo anterior para escrever a area ocupada pela grama em

funcéo de x, logo:

Agrama = Atotal praca — Apedra

_ (10 — x)l

Agrama = 102 — 4 - lx z

Agrama = 100 — 2x(10 — x)
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Agrama = 2x2 — 20x + 100

c) Notamos que o custo total para fazer o canteiro € dado pelo custo de cada um dos quatro
canteiros de Pedra (C,) adicionado ao custo do canteiro de grama (Cg). O custo do canteiro de

grama é R$ 4,00 por metro quadrado. O custo do canteiro de pedra é R$ 3,00 por metro

quadrado. Utilizando os conhecimentos das letras a e b, temos:
Cp =3 Apedra € Cg = 4 Agrama

Logo,

x-(10—x)
2

cp=3-[

| e ¢, =4-[2x% — 20x + 100]

Portanto o custo total do canteiro em funcao de x, que denotaremos por C(x) é dado

por:
x-(10 — x)
C(x)=4-3- — + 4 - (2x% — 20x + 100)
12-x-(10 — x)
C(x) = +4-(2x2% — 20x + 100)

2
C(x) = 6x(10 — x) + 8x% — 80x + 400
C(x) = 60x — 6x? + 8x% — 80x + 400
C(x) = 2x* — 20x + 400
Assim, chegamos a uma funcdo quadratica. Como o problema pede o custo minimo,
temos que esse custo é dado pela formula:
A 2
Yo = =7 ondeA=b“—4-a-c
Como nossa fungdo é C(x) = 2x% — 20x + 400, onde a = 2, b = =20 e ¢ = 400,
teremos A= (—20)? — 4 - 2 - 400, ou seja, A= 400 — 3200 e, portanto, A= —2800.
Fazendo as substitui¢des na formula teremos que:

A

Cninimo = _E

_ —(—2800) _ 2800

m="a 5, — g = 350 reais
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Logo o custo minimo para cobrir os canteiros € R$ 350,00.

d) Sabemos que o canteiro de grama tem lado correspondente a hipotenusa (k) do triangulo
retdngulo que forma o canteiro de pedra, de forma que a area do canteiro de grama € dado por
h?.

Como vimos na letra c, o custo total do canteiro € dado por:
Ceotar = 4 (Area de grama) +3- (Areas de pedra)
Crotqr = 4+ h? + 3 (100 — h?)
Crotar = 4h? + 300 — 3h? = h? + 300,

Porém o maior custo é de R$ 358,00, temos que h? + 300 = 358, ou seja, h? =
58m?. A maior area do canteiro de grama, com o custo de R$ 358,00 é de 58m?.

Notamos que em todas as letras utilizamos a relacdo de dependéncia entre as grandezas,

aplicando os conceitos de funcdo.

3.2. Questdes do Ano de 2006

Em sua segunda edicdo da OBMEP, em 2006, teve continuidade na divisdo em duas
fases seguindo os mesmos moldes de sua edicdo anterior. Novamente, a primeira fase as
questdes foram objetivas com 20 questbes de cada nivel (nivel 1, nivel 2 e nivel 3). A segunda
fase também manteve as 6 questBes de nivel 1, nivel 2 e nivel 3, sendo de cunho subjetivo.
Pode-se notar na figura 4 que houve uma alteracdo no modelo da pégina inicial da prova. O

texto desse ano foi da autora Clarice Lispector.

Figura 4. Recorte da capa da prova de 2006, da segunda fase, do nivel 3.

Cole aqui a etiquata com os dados do aluno
Soamande novos talerios pars @ Brasit

Nivel 3 E
Ensino Medic Y A
2* FASE — 18 de novembro de 2006 Tt rmrm e

NEo Quero ter a terrivel imilacio de quem vve spenas do gue & possivel tarer sentido. Eu ndo. quens & urna verdade imentsds

A b f—,

Os Nomes USSGos Nesla Prova S30 de Personagens da obra da grands escrilon brasileina Clarice Lispector.

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022
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Continuemos com a analise e discussdo individual das questBes dessa prova.

(1)  Raimundo e Macabéa foram a um restaurante que cobra R$ 1,50 por cada 100 gramas
de comida para aqueles que comem até 600 gramas e R$ 1,00 por cada 100 gramas para
aqueles que comem mais de 600 gramas.

(@) Quanto paga quem come 350 gramas? E quem come 720 gramas?

(b) Raimundo consumiu 250 gramas mais que Macabéa, mas ambos pagaram a mesma quan- g
tia. Quanto cada um deles pagou?

(c) Desenhe o grafico que representa o valor a ser pago em fungao do peso da comida. Mar-
que nesse grafico os pontos que representam a situagao do item (b).

SOLUCAO

A questdo pode ser resolvida de varias maneiras, inclusive usando o conceito intuitivo
de funcdo. Podemos optar em construir a lei da funcédo, denotada por y(x), onde x denota o

peso da refeicdo para cada consumidor, de forma que:

se 0<x<600

se x > 600

Dessa forma, podemos analisar 0s quesitos.

a) Como o valor de x, é 350 0 preco para esse consumidor, que denotaremos por y, pode
ser calculado como:

y; = 1.50-0.35
v, = 5.25 reais

Para um cliente que consumir 720g de comida, 0 preco a ser pago, denotado por y, sera
calculado como:

y2=1-x
y,=1-7.2

y, = 7.20 reais
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b) Como Raimundo comeu mais que Macabéa, porém pagaram o mesmo valor, é possivel
concluir que Raimundo comeu mais que 600g de comida e Macabéa menos do que
600g de comida. Portanto, pela lei da funcdo definida no inicio, podemos igualar as
funcgdes dos valores pagos por Raimundo (y;) e por Macabéa (y,) para encontrarmos o
valor real pago. Assim entendemos que y; = y,, porém com os valores em grama
ingeridos diferente. Assim x; # x,, onde x; € o valor do peso de quanto Macabéa
comeu e x, o0 valor do peso de quanto Raimundo comeu e conforme o problema, se
250g equivale a 0.25g entdo x, = 0.25 + x, entdo:

{1.50 cx; =1-x, (IID
Fazendo a substituicdo de (IV) em (111) temos:

1.50x1 - xl = 025

0.5x; = 0.25
0.25
1T 05
x, = 0.5kg

Dessa forma chegamos a concluséo que Macabéa comeu 500g e Raimundo, que comeu

250g a mais do que ela, comeu 750g.

c) Levando em conta a lei da fungdo que construimos no inicio do problema, de
terminamos que a primeira sentenca da funcdo y(x) se aplica a quem consumir até 600g e
pagara até 9 reais, indicando uma semirreta. Ja a segunda sentenca da funcéo y(x) se aplica a
guem consumir mais do que 600g e ira pagar mais do que 6 reais, indicando outra semirreta.

Deste modo podemos desenhar o grafico mostrado na figura 5.
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Figura 5. Representacdo grafica do valor a ser pago em fun¢édo do peso da comida.

reais

Macabéia
. \

/

Raimundo

kg

0.8

o=
-y
=
]

0.9

i P e e e

=
o

Fonte: Construida pela autora

Vale notar que o conhecimento de graficos de uma funcéo foi necessario para resolugéo
dessa alternativa.

O detalhamento do desenvolvimento desta solucgéo utilizando a ferramenta GeoGebra
pode ser encontrado no APENDICE 1l — Analise de Questdes com GeoGebra — ANO 2006 —

Questao 1.
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3.3. Questdes do ano de 2007

Em sua terceira edi¢do, no ano de 2007, a OBMEP manteve a quantidade de fases e

questdes das suas edi¢des anteriores. Esse ano vemos, pela primeira vez, um paraibano, Ariano

Suassuna., sendo homenageado na prova, conforme a Figura 6.

Figura 6. Recorte da capa da prova de 2007, da segunda fase, do nivel 3.

17 LML BRAELERA ¢
OF MATEMATICA
(A% ESCOLAS PUBLICAS

DEMEF FOR¢

Nivel

Ensino Médio
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Ministivie da  Ministérie '-‘“ impa eyt
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(1) A calculadora do Dod6 tem uma tecla especial com o simbolo ». Se o visor mostra um numero x diferente de
2x-3
2, ao apertar # aparece o valor de 2"

(a) Se o Dod6 colocar 4 no visor e apertar #, qual nimero vai aparecer?

(b) Dodé colocou um namero no visor e, ao apertar #, apareceu o mesmo numero. Quais sio os
numeros que ele pode ter colocado no visor?

(c) Dodo percebeu que, colocando o 4 no visor e apertando # duas vezes, aparece de novo 0 4;
da mesma forma, colocando o 5 e apertando ~ duas vezes, aparece de novo 0 5. O mesmo vai
acontecer para qualquer numero diferente de 27 Explique.

SOLUCAO
Devemos notar que para x # 2 na calculadora e apertar » teremos uma fungéo do tipo:
) = 2x—3
f = x—2
a) Se Dodo colocar x = 4 e apertar », como x # 2 teremos: f(4) = 2:1__23 e portanto
f4) = 82;3 = g = 2.5. Logo para x = 4, f(x) = 2.5, ou seja, aparecera no visor o

ndmero 2.5.

b) Quando Dod6 apertou um numero a e em seguida #, teremos o resultado igual ao

préprio a. Pelo que estd proposto no quesito, temos:

2a—3
fla)=——
2a—3_
a—2 a

a’?—-2a=2a-3

a’—4a+3=0

Chegamos a uma equacédo do segundo grau. Utilizando a formula resolutiva para a esse
—b+VA

2:a

tipo de equacdo, temos A= b? —4-a-cea = .Dai A= (—4)? — 4 -1 -3 = 4. Portanto:

_ (VA 442
N 2-1 )

c) Sex # 2 e Dodo apertar duas vezes », teremos que na primeira vez:
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2a — 3 4a—6
2-f(a)—3=2'(a_2)_3= a—2 3 _
f(a)—2 2a-3 2a—3-2-(a—2)
a—2 a—2

f(f@) =

a

Notemos entdo que f = f~1, ou seja, a fungdo é igual a sua inversa e que f(x) # 2 para
todo x. Dessa forma, se Dodo apertar # uma segunda vez, teremos que ter, pela condicéo de

existéncia, f(a) — 2 # 0, caso contrario ndo seria possivel resolver, pois teriamos o absurdo

de encontrar f(a) =

2% = 2, 0 que acarreta 2a — 3 = 2a — 4, ou seja, —3 = —4.
Podemos entdo concluir que, ao Dod6 apertar #, ndo ira aparecer 0 nimero 2 no Visor e

gue podemos apertar o botdo # uma segunda vez.

(5) O Grémio Estudantil de Taperoa vai dar uma festa, vendendo ingressos a R$ 6,00. Para estimular a compra
antecipada de ingressos, os diretores do Grémio decidiram que:
e 0s ingressos serao numerados a partir do nimero 1 e vendidos obedecendo
a ordem crescente de sua numeragao,
e ao final da festa, cada participante recebera R$ 0,01 para cada ingresso
vendido que tenha um nimero maior que o nimero do seu ingresso.

(a) Se forem vendidos 100 ingressos, quanto vai receber, ao final da festa, a pessoa
que comprou O ingresso com o0 nimero 1?7 E a que comprou o ingresso com 0
nimero 70?

(b) Qual sera o lucro do Grémio se forem vendidos 100 ingressos?

(c) Quantos ingressos o Grémio deve vender para ter o maior lucro possivel?

SOLUCAO

a) Quem comprou o0 primeiro ingresso vai receber R$ 0,99, pois 99 foram vendidos e se
ganha o valor R$ 0,01 por ingresso.
De maneira analoga, quem comprou o ingresso de numero 70 teria 30-0,01 =

0,30 reais.

b) Podemos resolver essa questdo através de um somatério de uma progressdo aritmética
finita, pois o grémio ira devolver 1 centavo para quem comprou o ingresso de numero 99, 2
centavos para o ingresso 98 e assim por diante, logo teremos uma PA de forma que o primeiro

termo é A; = 0,01, a razdo é r = 0,01 e o Ultimo termo é A,, = 0,99. Como o numero de

(ap+aq)n (0,99+0,01)-99
2

ingressosén =99e S = ,temos que S = e dai S = 49,50.

Como o grémio pagard R$ 49,50 e arrecadou o valor de R$ 600,00 o valor de seu lucro
sera de:
L =600 — 49,50
L = 550,50 reais
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C) Seja x a quantidade de ingressos vendidos pelo grémio e 6 reais o valor de cada
ingresso, o valor arrecadado pela lei da funcdo P(x) = 6 - x.
O grémio devolvera uma quantia que pode ser calculada, como na letra b, por um

somatdrio de uma progressao aritmética crescente, onde podemos escrever:

1,2 3, +u—n
00 ' 100 ' 100 100

D(x) = 1

14+2+3+-+(x—1)
100

D(x) =

Nessa expressdo, no numerador temos a soma dos termos de uma Progressao Aritmética,

na qual:
4, =1
A, =x—1)
n=((x-1)
Dai
A+x—-1)-(x—-1)
DG = 130
(x—1)-x
_ 2
D) =700
b _xP—x
™ =50

O lucro do grémio sera dado pelo valor ap6s devolver o devido, dessa forma:
L(x)=6x—D

x?—x
L(x)=6x—< 500 )

1200x — x% + x
200

L(x) =
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—x%+1201x

LG = =00

1

Logo o lucro é obtido pela funcéo do 2° grau, onde tiramos os coeficientes a = — 760"

1201 [ - ~ L . . 7 .-
b = o0 EC= 0. O ponto de maximo de uma funcdo quadratica é determinado pelo vértice da
’ P b A
parabola (x,, y,,) que pode ser calculado pelas formulas x,, = — LW ==

Podemos também calcular o y,, a substituir o valor de x,, na lei da fungéo e no caso do

problema escolheremos a segunda forma de calcular y,,. Fazendo isso, teremos:

x, = 600,5

Como x representa o nimero de ingressos, podemos considerar que o lucro maximo seréa

obtido quando x = 600 ou x = 601, ja que x é um numero natural. Dessa forma:

1201 - 600 — 6002 _ 6-601

L(600) = 200 =—F = 1803 reais
Da mesma forma,
1201-601 — 601% 6-601 ]
L(601) = = = 1803 reais

200 )

Assim, o lucro méximo sera atingido ao serem vendidos 600 ou 601 ingressos.

35



3.4. Questdes do ano de 2008

No ano de 2008 foram mantidas a quantidade de questdes e fases, e na capa, conforme
a Figura 7 , uma homenagem a poetisa e jornalista carioca, Cecilia Meireles.

Figura 7. Recorte da capa da prova de 2008, da segunda fase, do nivel 3

NI a-muﬂwumm - "
MATEMATICA
2 n-l.s ESCOLAS PUBLICAS l '
" OBMEP 2008 : Cole aqui a etigueta com os dados do aluno. :
Sum:r naves talentos para o Brasil F : :
Nivel & |
Ensino Médio N ;
2" FASE - 08 de novembro de 2008

Parabéns pelo seu desempenho na 1* Fase da OBMEP. E com grande salisfago que
contamas agora com sua participacio na 2* Fase. Desejamos que vocé faga uma bos prova e
que ela seja um estimulo para aumeniar seu gosto e sua alegria em esludar Matematica

Um abrago da Equipe da OBMEF!

B s RS |
m BRASILEIRA Ministerio da
DE MATEWATICA Ciéncia & Tecnologia uHu:u;H o

GOVERNO FEDERAL

INSTRUGOES 6. M2 comecho serdo congiderados odos o8 rACIOCINGS que ook
1. Verifique s of dados da eliquela acima estao cormelos. Escrava apregentar. Tente resolver o maser nlmenn possivel de dens de
seus dados no guadro (nome e enderego completos) & assine no lodkas a5 quesides.

local indicado. Assing também a ksta de presenga.

2. Apiova pode ser feita & lapis ou & caneta.
A duraclo da prova & de 3 horas, Yook 56 poderd deiar a sala 7. MB0# permitido o uso de instrumentos de desenho, calculadoras ou
de prova 45 minulos 8pos o inicio da prova, Ao lefminar & prova gualguer fonte de consulta.
enliegue-a ao aglicador.

4, A solugdo de cada questdo deve ser escrila na pégina reservada
para ela, de manaina organizada e keglval, Evile escrevin 35 soluches
na tolla G rascunbn, 9. Nfo dcTeva oS ESpacos sombreados

6. Resposias sem juslicalivas nao Serad CoNSIDeradas na Conmecho.

B. Mao & permitide comunicar-se com oulres pessoas, alem do
aplicadar

‘Liberdade - 8558 palavra que o sonho humano alimenta: ndo ha ninguém gue expligue, & ninguém gue ndo entendal”

Coir. ity

Homenagem i grande sscritors & postisa brasileira Coecilia Meireles.

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022

Vejamos agora as questdes que trataram do tema de fungdes e que estiveram presentes
nessa prova.
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(3) Na figura, o tridngulo ABC e o retangulo c S R
PQRS tém a mesma area e a mesma altura 1. Para

cada valor de x entre 0 @ 1 desenha-se o trapézio
ABED de altura x e depois o retéangulo PQNM de : . M N q
area igual a do trapezio, como na figura. Seja fa o/ E

fungéo que associa a cada x a altura do retangulo ,I f “\\ fix)
L

PQNM,

(a) Qual € a razao entre AB e PQ?

(b) Qual & o valor de f% ?

(c) Ache a expresséo de f(x) e desenhe o grafico de f.

Y

SOLUCAO
Nesta questdo o enunciado ja nos incentiva o uso de funcéo ao associar no triangulo

ABC a altura x de um trapézio a altura f(x) no retangulo PQRS.

a) Utilizados os dados do enunciado, seja AB = a € PQ = b e sabendo que a altura do
tridngulo ABC é igual a &rea do retdngulo PQRS e utilizando conhecimento de éarea de figuras

planas, temos:

base - altura a-1
AABC = 2 = 2 = E

Apgrs = base -altura=b-1=0b,

onde, A4pc € Apgrs denotam, respectivamente as areas do triangulo ABC e do retangulo PQRS.
Pelos dados do enunciado, temos que A,pc = Apgrs, donde obtemos que %z b e a=2b,
portanto, % =2

b) Como relacionamos uma altura x com outra altura f (x), a questao deseja saber o valor
de f(x) em PQRS para 0 x =§ no triangulo ABC. Analisando a figura do triangulo ABC

teremos que % corresponde ao ponto médio do lado AC e BC, conforme figura 8.
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Figura 8. Figura do tridangulo ABC onde vemos que % corresponde ao ponto médio do lado AC e BC

C

Fonte: Construida pela autora

Se R é o ponto médio do lado AB, teremos quatro triangulos congruentes, de forma

que a area de ABED ¢ igual a Z da area do triangulo ABC, entdo:

Appep = 4AABC

Appep =

Da letra a) sabemos que a = 2b e pelo enunciado a area do trapézio ABDE ¢ igual a

do retangulo PQMN, entéo f (%) Xb= %a, fazendo as substituicOes, teremos f (%) = Z.

c) Analisando a figura da letra b), iremos calcular a area do trapézio ABDE em funcéo da
altura x do retdngulo PQNM. Por outro lado, observe que DE é uma semireta paralela a AB, de
forma que podemos usar a semelhanca de triangulos e determinar que o triangulo ABC é
semelhante ao triangulo DEC e por isso, poderemos usar a constante de semelhanca de suas

alturas, conforme na figura 9.
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Figura 9. Figura mostrando que triangulo ABC é semelhante ao tridangulo DEC

dommmm e
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Fonte: Construida pela autora

Da razdo de semelhanca teremos % = 1 — x. Utilizando a propriedade de figuras

semelhantes que diz que a razdo entre as areas das figuras semelhantes é equivalente ao

quadrado da razdo de semelhanca, teremos:

Apgc = (1- x)z Augc

) (1-x)?%-a
Logo aarea Apgc = —
e
a (1-x)%-a
Apgep = Appc — Apec = E - #

a—a-(x?=-2x+1) a-[1-x%-2x+1)]
Appep = 2 = 2

a-(2x — x?)
Apgep = f

Como dito no enunciado, as areas do triangulo ABC e do retangulo PQNM s&o iguais e

a-(2x-x?)

conforme letra (a) sabemos que a = 2b, entéo = f(x) - b, logo 2x — x? = f(x),

Dessa forma escrevemos f(x) = —x? +2x. Na expressio de f(x), temos o

coeficientesde x? = —1, o coeficiente de x = 2 e o termo independente = 0.

Como a < 0 teremos a concavidade do grafico de f voltada para baixo. Agora,

calculando as coordenadas x,, e y,, do Vvértice do grafico de f, teremos:
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y» = f(1), de forma que f(1)=2-1-1=2-1=1, entdo V = (1,1). Além disso,

_ Vh2— -
podemos determinar as raizes através da expressdo x = w, obtendo x = Z_Z(J‘:\l/)z, ou
seja, x' = _:LZ =0ex" = _:2 = +2. O gréfico da funcéo f esta mostrado na figura 10.

Figura 10. Representacdo do gréafico da funcéo f
f(x) HErace @ @

Fonte: Construida pela autora

No APENDICE |1 é possivel encontrar o desenvolvimento dessa questdo utilizando a

ferramenta GeoGebra.
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3.5. Questdes do ano de 2009

No ano de 2009, a OBMEP trouxe alguns complementos de preenchimento na pagina

introdutoria, bem como alguns elementos visuais mais contemporaneos. Apesar de ter

mudangas no visual da prova, as quantidades de fases e questfes permaneceram iguais as

edicdes anteriores. Nesse ano, conforme mostrado na capa, conforme a Figura 11, o escritor

Euclides da Cunha foi o homenageado devido ao centenario de sua morte.

Figura 11. Recorte da capa da prova de 2009, da segunda fase, do nivel 3

3* OUIMPIADA BRASILEMRA
DE MATEMATICA

DAS ESCOLAS PUBLICAS
O0BMEP 2009

Somande noves talentos para o Brasil N iv el
Ensino Médio
2* FASE - 24 de outubro de 2009

- ———— -

Parabéns pelo seu desempenho na 1° Fase da OBMEP. E com grande salisfago que
contamos agora com sua participagdo na 2* Fase. Desejamos que vocé faga uma boa prova e
que ela seja um estimulo para aumentar seu gosto e sua alegria em estudar Matematica

impa
a‘, BRASILEIRA
DE MATEMATICA

Ciéncia e Tecnologia da Educagao

Um abracgo da Equipe da OBMEP!

Ministério da Ministério

PALS DY
GOVERNO FEDERAL

INSTRUCOES

1.

Vernfigue se 08 dados da etqueta desta prova estao cometos. Case as infor
magdes N30 estejam CHrratas, comunigque o e a0 fiscal mediatamente.
Preencha cuddadosamente 10dos 08 Séus 0ados NO QUatO abao
Utilize letra de forma, colocando uma ietra/digito em cada quadradinho
@ deixando um espago em branco entre cada palavra

3 Lembre.-se 0e assinar 0 quadro abaixo € a sta de presenga
4 Aprova pode ser feita a lapis ou a caneta

A duragBo da prova é de 3 horas. Voo 80 poderd dexar a sala
de prova 45 minutos apos 0 nicio da prova. Ao terminar a prova,
entregue-a ao aplicadar

A solugdo de cada questdo deve ser escrita na pagna reservada para
#la, de manera crganizada e legivel. Evite escrever as solugdes na
folha de rascunho.

Na coregdo serdo considerados todos os rackcinios que voch
apresentar. Tente resolver 0 maior nimero passivel de lens de fodas
as questbes

Respostas sem justificativas ndo serdo consideradas na corregao

8. N3o é permico 0 uso de instrumentos de desenho, calculadornas ou

quaiguer fonte de consulta

10. N30 € permitido comuni car-se cam oulras pessoas, aiém 0o ap icador
11. N30 escreva nos espagos sombreados

“Espera, espera, tive uma idéia e uma idéia néo se deixa fugir.”

u:,o‘a Lo Coperin.

Homenagem da OBMEP ao grande escritor brasileiro Euclides da Cunha, por ocasilo do centensrio de sua morte.

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022
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Passamos agora a analisar as questdes. Nesse ano, apenas uma questdo envolvendo o

conteddo de funcBes esteve presente na prova da segunda fase do nivel 3.

(5) Dois triangulos retangulos isésceles com catetos de medida 2 so posicionados como mostra a figura 1. A seguir,
o triangulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas figuras 2 e 3, x indica a distancia entre os vértices A e B dos dois
triangulos.

2 - 2 —_ y 4 -
/
N B/NA B/ A
2 2 x ) x
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Para cada x no intervalo [0,4], seja f(x) a area da regido comum aos dois triangulos (em cinza nas figuras).

(a) Calcule (1) e f(3).

(b) Encontre as expressdes de f nos intervalos [0,2] e [2.4] e esboce o seu Yy
grafico.

(C}I Qual é a 4&rea maxima da regiao comum aos dois triangulos‘?
SOLUCAO

Usaremos conhecimentos de geometria, auxiliados pelo desenho geométrico e sua

associacdo com a ideia de funcédo para resolucao.

Figura 12. Desenho geométrico usado para resolucdo

145°
45°

A D B
Fonte: Construida pela autora.
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De acordo com a Figura 12, O tridangulo ABC é um dos tridngulos que obtemos ao
seccionarmos o quadrado de lado 2. Se marcarmos o0 D como um ponto sobre o lado AB do
triangulo ABC e um ponto C no lado AC, de forma que ED seja perpendicular ao lado AB,

teremos o triangulo retangulo ADE sendo, conforme construcdo, metade da area do quadrado
ADEF e marcando o ponto médio em AE, teremos que a area do triangulo ADE é % da area do

quadrado de lado 1.
a) Observando as operagdes descritas no enunciado, conforme a Figura 13, temos que,

quando x = 1, que AB vale 1 e que o tridngulo menor (sombreado) corresponde a % da

area do quadrado de lado 1, ou seja, se x = 1, a area do triangulo serd f(x) =--1,

N

1

portanto f(1) = Z

Figura 13. Representacdo da figura 2 da questéo 5.

B A

X

Fonte: Construida pela autora.

Por outro lado, quando x = 3, teremos um pentagono formado pela justaposicao de um
tridangulo e um quadrado. Sabemos que pelo enunciado, os triangulos da figura tém catetos
iguais a 2, e, por hipotese, temos que AB vale 3. Ainda de acordo com a Figura 13 observamos

que os catetos se sobrepdem a um cateto de medida 1.
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Como dito anteriormente a area do pentagono é dada pela area de um quadrado de lado

1 e a de um tridngulo que também é formado por i de um quadrado de area 1, portanto, para

x = 3 teremos que a area do pentdgono sera dada por f(3) =1+ % = 4:—1 = %

Figura 14. Representacdo da figura 3 da questao.

[ms]
=

F 3
v

X
Fonte: Construida pela autora.

b) Para resolvermos essa alternativa, deveremos levar em conta a figura contida no

enunciado. Para valores de x € [0,2] devemos ver que a area sombreada corresponde a quarta
2
parte da area do quadrado de lado x, de forma que f(x) = x:, como vimos na letra (a).

Quando a sobreposicdo possui valores de x, de forma que x € [2,4] teremos o pentdgono
da Figura 14, onde sua area é dada pela area do quadrado somada a area do triangulo, conforme
a figura 3 do enunciado (Figura 14). Disso concluimos que AC + BD + CD + CD = 4. Porém
AC + BD + CD vale x, e dai, x + CD = 4, se isolarmos o x, teremos que x =4 — CD, ou
isolando CD, teremos CD = 4 — x, de toda forma, pela imagem como temos 0 mesmo
deslocamento AC=BD =2—(4—x) =2 —-4+x=x—2.

Como podemos decompor o pentagono em um triangulo EFM e um retangulo CDEF,
onde ambos possuem a mesma base CD = 4 — x e a altura do retangulo € dada por x — 2, e
pela letra (b), temos que a area do triangulo é a quarta parte do quadrado, teremos que

(4 —x)?

o) =

+(x—-2)-(4—x)

2 2

f(x)=%+4x—4
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3x?
f(x)=—T+4x—4

A partir dessas informacdes notamos que a funcdo que representa a sobreposicao pode
ser escrita como:
xZ
7 se0<x<2
f) =47,

—Zx2+4x—4, se2<x<+4

Seu gréfico é obtido pela juncéo de dois ramos de parébolas que formam a fungdo f
definida anteriormente. Na Figura 15 apresentamos um esbogo do grafico.

Figura 15. Esboco do grafico da funcéo que representa a sobreposicao.

Fonte: Construida pela autora.

c) No intervalo [0,2] o ponto de m&ximo ocorrera em x = 2 e sera calculado por f(2) =
2
2: = % = 1. Por outro lado, no intervalo [2,4], estamos considerando a fungdo quadréatica

flx)=— %xz + 4x — 4, onde seu ponto de maximo sera dado pelas coordenadas do vertice da

parébola, de sorte que, substituindo os valores oriundos da expressao da funcao correspondente
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. 4 4 2 8 . A
a esse intervalo, teremos: x, = —————5 = —4- (——) =+4+- . E dai, y,=——=
2(—2) _E 3 3 4a
4 4 4
—— ==t
+(3) 3B

Portanto o ponto de maximo no intervalo [0,4] sera V = (g%)
No APENDICE Il temos uma andlise detalhada de como construir e visualizar a area

de intersecdo dos triangulos dessa questao.
3.6. Questdes do ano de 2010

No ano de 2010, a edicdo da OBMEP contou com sua primeira prova em cores e
manteve 0 mesmo padrdo contemporaneo de sua Ultima edicdo. A homenagem desse ano foi,
novamente, a escritora Clarice Lispector, conforme a Figura 16. Foram mantidas as duas fases
e a mesma quantidade de questes em ambas as fases. Nessa edicdo também foram

disponibilizadas as primeiras solu¢ées com explicacGes em video.

Figura 16. Recorte da capa da prova de 2010, da segunda fase, do nivel 3para conferéncia.

' Nivel

| ive

! Ensino Médio
= 2* FASE - 11 de setembro de 2010

Nome completo do aluno

| ] W

[ ‘ [ |
| | |
Endereco completo do aluno (Rua, Av,, n%)

[ 1]

ARG INNE AN REE SRR
|
|

Cu;lplom:lulo " Balrro
1 il 0 HENNERRERANEN
Cidade " " ¢ . UF CEP
Ll Ll L I11]
Enderego eletronico (email) DD Telefone §
|
ooD Tllﬂom(o’utlw |
o | |

Parabéns pelo seu desempenho na 1°* Fase da OBMEP. E com grande salisfagdo que contamos
agora com sua participagao na 2* Fase. Dx que vocé faga uma boa prova e que ela seja
um estimulo para aumentar seu gosto e sua alegria em estudar Matematica.

Um abrago da Equipe da OBMEP!

oncse’ |

quits 8%

INSTRUCOES 6. Asolugao de cada questio deve ser escrita na pagina reservada para

1 i oCs correlos. Caso as infor- ela, de maneira organizada e legivel. Evite escrever as solugoos na
MAGHas NA0 SSIMAM COTELES, COMUNIGUS O #TD 80 fscal imedlaments folha de rascunho

2. Proencha cuidadosaments iodos os seus dados no quadro acima. 7. Na COMegao serdo considerados 10008 0% raciocinios que vocd
Utih forma, letras/di Terde resoivor 0 malor namero possivel de tens de todas
© deixando um e3pago em branco entre cada palavra as questoes.

3. Lembre-se de assinar 0 quadro acima e a lista de presenta 8 sem ndo serdio na correcio

4. A prova pode ser feils 5 lpis ou & canela 9. N8o & permitido 0 uso de mstrumentos de desenho, calculadoras ou

5 A dursglo di prove & de 3 horms. Voo 50 poders deixar & sala qualguer fonte de consulta
de prova 45 minutos apos o inicio da prova. Ao tarminar a prova, 10 Nao & permitido comunicar-se com outras pessoas, além do aplicador
entregue-a 30 aphicador, 11. N80 escrevd nos espagos 0mbroados.

“A palavra é o meu dominio sobre o mundo.”
)

ANt B pa 3y
Homenagem da OBMEP & grande escritora Clarice Lispector.

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022
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Passaremos agora a analise das questdes.

6. Uma formiguinha fez um passeio em um plano que contém dois pontos
fixos A e B. O grafico em linha cheia representa a distancia da formiga ao
ponto A, em fungdo do tempo, entre os instantes =0 e t=9; o grafico
em linha tracejada da a mesma informacéo com relagdo ao ponto B. Por
exemplo, no instante t=7 a distancia da formiga ao ponto A era 5 e ao
ponto B era 3.

a) Em que instantes a formiguinha se encontrava 8 mesma distancia de A
e de B?

distancia
- N W s O~

123 45678 9
tempo

b) Qual & a distancia entre A e B?

c) Entre que instantes a formiguinha estava sobre a reta que passa por Ae B?

d) Qual fol o comprimento do trajeto percorrido pela formiguinha entre os instantes t=0 e t=9 7
SOLUCAO

A questdo ja indica em seu enunciado que iremos utilizar o conhecimento de funcao
guando menciona que a distancia que a formiga percorre depende (ou seja, esta em funcéo) do
tempo que a formiga esta percorrendo esse trajeto, de forma que denotaremos por A(t) a
distancia da formiga ao ponto A e por B(t), a distancia em até o ponto B, ambas em funcdo do
tempo

Se observarmos o grafico dado no problema, iremos observar as seguintes informacdes:

Quando o tempo decorrido € igual a 3 unidades, devemos observar que a distancia
percorrida se fosse em relacdo ao ponto A € igual a um, ou seja, A(3) =1

Quando o tempo decorrido é igual a 8 unidades, devemos observar que a distancia
percorrida em relacdo ao ponto B € igual a trés, ou seja, B(8) = 3.

Passaremos agora aos itens.

a) Quando a formiguinha estiver a uma mesma distancia de A e B, sera no momento em
que os gréaficos de A(t) e de B(t) tém algum ponto em comum, ou seja, ao observarmos a
figura do enunciado, notamos que eles se interceptam, instantes t = 2 e t = 5, de forma que,
quando t = 2, temos, A(2) =2e B(2) =2equandot =5 temos A(5) = 3e B(5) = 3.

b) Novamente observando o grafico no enunciado, temos que no instante inicial, ou seja,
guando t = 0 calculamos A(0) = 0 e quando t = 0 também calculamos B(0) = 4. Portanto,
somos levados a concluir que a distancia entre dois pontos é dada pord = 4 — 0 = 4.

c) Na analise desse item, deveremos considerar algumas possibilidades ao calcular os

instantes em que a formiguinha esta passando pela reta determinada por A e B. Ao analisar o
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gréafico teremos trés possibilidades, a depender da localizagao da formiguinha (que denotaremos
pela letra F).

Na primeira possibilidade, conforme a figura 17, o ponto F esta entre os pontos A e B.
Nesse caso, teremos A(t) + B(t) = 4.

Figura 17. Trajeto da formiga considerando a possibilidade de F estar entre Ae B

(wn]

Fonte: Construida pela autora.

Para detectarmos o instante onde esse fato se deu, vamos olhar para as expressoes de
A(t) ede B(t). Utilizando os pontos fornecidos no grafico do enunciado, temos que:

4 —t, 0<t<3

A0={,"; 3220
E também que:

£ 0<t<3
B““‘&, 3<t<9

A partir da analise dessas expressdes, constatamos que, para 0 < t < 3, temos A(t) +
B(t) =4eque A(t) +B(t) =t+1,para3 <t <9, ou seja, essa possibilidade aconteceu
apenas até o instante t = 3.

Na segunda possibilidade conforme a figura 18, o ponto F esta antes do ponto A. Nesse

caso, conforme a figura 17 devemos ter B(t) — A(t) = 4.

Figura 18. Trajeto da formiga considerando a possibilidade de F estar antes de A

[ws)

Fonte: Construida pela autora.
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Utilizando as expressdes obtidas para as fungdes A(t) e B(t), notamos que, para 0 <
t <3,B(t)—A(t) =4 implicaquet —2 -4+t =4edait=>5,0 que contraria o fato de
que 0 <t < 3.Poroutrolado,se3 <t <9,B(t) — A(t) = 4implicaque 3 —t + 2 = 4 e dai
t = 1, o que contraria o fato de que 3 < t < 9. Logo essa possibilidade esta descartada.

Por fim, a Gltima possibilidade é aquela onde o ponto F esta apds o ponto B, conforme

a Figura 19. Nesse caso, deveremos ter A(t) — B(t) = 4.

Figura 19. Trajeto da formiga considerando a possibilidade de F estar depois de B

(wa]
T

Fonte: Construida pela autora.

Percebemos que, para 0 <t < 3, A(t) — B(t) = 4 implicaque 4 —t —t = 4, 0 que
acarreta t = 0, 0 que ja era por n6s conhecido. Por outro lado, se 3 <t <9, A(t) — B(t) = 4
implicaquet —2 —3 =4,0useja, t =9.

Em resumo, as possibilidades para que a formiguinha esteja na reta determinada pelos

pontos A e B ocorrerdo entre os instantes t,com0 <t <3et =09.

d) Vamos novamente analisar o grafico do trajeto feito pela formiguinha. Ela partiu de B,
indo de forma que até chegar ao momento t = 3, ela chegou a um ponto distante 1 unidade de
A e 3 unidades de B. A partir do instante t = 3 e indo até o instante t = 9, teremos um trajeto
constante que dista 3 unidades, o que mostra que ela percorreu um arco de circulo de centro em

B e raio 3, conforme a Figura 20 até o instante t = 9.

Figura 20. Trajeto feito pela formiga nas condic¢Ges do item (d)

Fonte: Construida pela autora.
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Considerando esses trajetos a formiguinha andou, nesses instantes, o equivalente a
metade de um circulo de 6 unidades de diametro. Concluimos que a formiguinha percorre um
trajeto de comprimento 3, adicionado ao comprimento de um semicirculo de didmetro igual a

6, ou seja, seu trajeto tem comprimento 3 + 3.
3.7. Questdes do ano de 2011

A edicdo de 2011 foi a primeira de suas edi¢fes que ndo houve uma homenagem a
escritores brasileiros, mas manteve o formato de sua ultima edi¢cdo. Também continuou com a

mesma quantidade de fases e questdes em cada fase.

Figura 21. Capa da prova de 2011, da segunda fase, do nivel 3

- - AT e
5 7 DE MATENATIER
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Parabéns pelo seu desempenho na 1° Fase da OBMEP. E com grande safisfagdo que contamos
agora com sua participagiio na 27 Fase. Desejamos que vocé faga uma boa prova e que ela seja
um estimulo para aumentar seu gosio & sua alegria em estudar Matemalica.

Um abrago da Equipe da OBMEP!

INSTRUGOES @ & s0lugao de cada questao deve sar escrita na pAgna reservada para
1. Verfique se os dados da etiq. cometos. C: ola, do maneira organizada o legivel. Evile secrover 3¢ solugoos na
maghes N30 estejam GOMetas, COMUNKGUE 0 8D a0 fiscal imediatamente. folha de rascunho.
2. Presncha cuidadossments 10008 08 S8US 0a008 N QUAdrD acima. 7. N3 commeqao sedo considerados lodos os rackcinios que vocl
Utilize letra de forma. /digito em cada . Tl Fa&ahl & MAMGE DUMETS POSEhel 06 tens d 1008
& delgando um espago em branco entre cada palavra. a5 GueIieg
3. Lembre-s= de assinar o quadro ackma e & lista de presenca. & R sam justifi 3o Serao na coreca
4. A prova pode ser feila a lépis cu a canela. . Nio é permitido 0 uso de insirumentos de desenho, calculadoras ou
5 A duragdo ca prova ¢ de 3 horas. Vool sd poderd deixar a sala qualquer fonte de consulta
de prova 45 minulos apds o inicio da prova. Ao berminar a prova, 10 N&oé permitido comunicar-se com oulras pessoas. além oo aplicador.
enlregue-a ao aplicador. 11. N30 escreva Nos EspECoS sombreados.
1 2 3 4 5 ] Total
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1 2 3 4 3 ] Total
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..............
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BAIS RIEE & PALS SEM PEEREEL

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022
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Passemos a analise das questdes. Nesse ano encontramos duas em que as ideias sobre 0

contetdo de Funcéo aparecem.

3. Alinha poligonal da figura parte da origem e passa por todos os pontos do plano que
tém coordenadas inteiras ndo negativas, de acordo com o padrdo indicado. A unidade de
comprimento nos eixos & 1 cm. O comprimento da poligonal da origem até um ponto (a,b) &
chamado de lonjura de (a,b); por exemplo, a lonjura de (1,2) & 5 cm.

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0,4).

[

5

4

3

2

1

0

1 2 3 4 5

b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdo contidos no interior e nos lados do gquadrado cujos vértices sao (0,0),

(n,0). (n,n) & (0.n) ?

c) Explique por que a lonjura do ponto (n,n) nf+n.

d) Qual é o ponto cuja lonjura & 4257

SOLUCAO

a) Observando o desenho nos pontos (3,2) e (0,4), podemos concluir que a lonjura do

ponto (3,2) é 11 e a lonjura do ponto (0,4) é 16, conforme Figura 22.

Figura 22. Representa a Lonjura dos Pontos (3,2) e (0,4)

Fonte: Construida pela autora.
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b) Observe que, analisando a lonjura no gréfico do item (a), teremos que para pontos de
coordenadas inteiras no interior do quadrado teremos (n + 1) linhas e essas linhas possuem
n + 1 pontos. Por exemplo, de acordo com a Figura 23, notamos que, para (1,1) temos 2 linhas
e cada linha 2 pontos, sendo, portanto, a quantidade de pontos interiores nesse quadrado:
(n+1)2

Figura 23. Lonjura para o ponto (1,1)

Fonte: Construida pela autora.

Logo o total de pontos no interior do quadrado que possui seus Vértices localizados no

ponto (n,n) tera como quantidade de pontos (n + 1)2.

c) Devemos observar que a lonjura do ponto (0,0) até chegar ao ponto (1,1) é de 2
unidades, se contarmos as unidades de (1,1) para (2,2) teremos quatro unidades, se formos de
(2,2) para (3,3) teremos 6 unidades de forma que ao calcularmos essa lonjura teremos uma
soma que poderemos transformar em uma progressao aritmética de forma que para chegar ao
ponto (n,n) temos 2+ 4+ 6+ ---+ 2n. Ao aplicarmos a formula do somatorio da PA
teremos:

244+6+-+2n=2-(1+2+3+-+n)=n-(n+1)=n*+n

d) O numero 425 pode ser decomposto da seguinte forma:
425 =400+ 20+5
Ainda podemos escrever 400 como 202, portanto 425 = 400 + 20 + 5 = 20%2 + 20 + 5,

levando em conta o item (c) onde calculamos que a lonjura é n? + n, podemos entdo concluir
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que 20% + 20 é a lonjura do ponto (20,20), como 20 é par esse ponto partira 5 unidades na

vertical para baixo, chegando ao ponto (20,15) que € o ponto que teremos a lonjura 425.

4. Nafigura, oslados dotrifngulo DEF sdo paralelos aos lados do trigngulo
retdngulo ABC. Os pontos H, D, F e G estdo alinhadose 0 £x <5.

a) Calcule o comprimento de GH em fungdo de x.

15 em

20 em

b) Mostre que CG =FG = % cm.

c) Faca o grafico da area A do tridngulo DEF em funcéo de x.

-
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SOLUCAO
Podemos notar que nessa questdo teremos 0 uso de funcéo pedido expressamente pelo
enunciado.
a) Como o tridngulo ABC é retangulo e tem seus lados paralelos aos do tridngulo DEF,
concluimos que sdo triangulos semelhantes, podendo entdo calcular a razdo de semelhanga

entre seus lados, chegando a funcgdo desejada. De fato,
GH _ HB
AC  AB
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Substituindo os valores dados teremos:
GH 20—x
15 20

Utilizando a propriedade fundamental da proporcéo (o produto de meios igual ao produto dos
extremos), teremos:
20-GH =15+ (20 —x)
15

GH = —
20

- (20 — x)

3
GH =7 (20— x)

b) Ao construirmos o triangulo FGI e JCG conforme a Figura 24, notamos que eles séo

congruentes pois FI = GJ = x e os angulos JCGe FGI sdo correspondentes, portanto, possuem

a mesma medida.

Figura 24. Triangulos retangulos ABC, IFG e CJG

Fonte: Construida pela autora.

Notamos também que o angulo CJG é de 90° ou seja, o triangulo CJG é retangulo.
Utilizando novamente a razdo de semelhanca entre CGJ e ABC teremos % = ;—i de forma que
obteremos CJ = %x.
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Como CJG é retangulo, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras e obtermos (CG)? =
JG)? + (C))?, ou seja:

3 2
(CG)* = (Zx> + x?2
(CG)* = ix2 + x?
16
9x2 + 16x2
16

25x2
16

(C6)? =

(C6)? =

25x2

CG = 6

_5x
4
Como os triangulos CJ/G e CIF sdao congruentes teremos que as hipotenusas tém a

cG

mesma medida.

C) Vamos calcular as medidas da base e altura do triangulo DEF em funcdo de x. Temos
que a base desse triangulo é dada pelo comprimento DF, escrevendo esse segmento em funcgéo
dos valores calculados nos itens anteriores e o valor de x dado, temos:

DF = GH — FG — DH

DF—3(20 ) >
—4 X 4X X

DF =15 3 >x
- 4"
(—3x — 5x — 4x)

DF =15+

4

DF = 15 — 12

- 4

DF =15 — 3x

A altura DE do tridngulo DEF pode ser calculada aplicando a raz&o de semelhanga entre

. - - DE DF I
os dois triangulos dados no enunciado, de forma que T Fazendo as substituicdes teremos

% = 151_53x, sendo DF substituido pelo valor calculado anteriormente. Aplicando o produto de

meios por extremos teremos:
15-DE = 20- (15 — 3x)
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E_20-(15—3x)_4(15—3x)_60 12x

B 15 B 3 3 3
DE = 20 — 4x
DE=5-(4—x)

base-altura

A area do tridngulo é dada por A = , portanto a area de DEF em funcéo de x seré:

4= (15— 3x) - (20 — 4x) _ 300 — 60x — 60x + 12x*
N 2 N 2

12x% — 120x + 300
A= >

A = 6x% — 60x + 150

Chegamos, portanto, a uma fungdo do segundo grau cuja expressdo é A(x) = 6x% —
60x + 150 e conforme o enunciado, teremos que 0 < x < 5, portanto, para x = 0; A(0) = 6 -
02—-60-0+ 150 =150 e para x =5, teremos A(5) =6-52—60-5+ 150 =625 —
300 + 150. Assim, A(5) = 150 — 300 + 150 = 0.

Utilizando os conceitos a respeito do grafico da funcdo quadratica temos que um esboco

do grafico estd mostrado na Figura 25.

Figura 25. Gréfico da fungdo quadratica que mostra o valor exato de x para que A(x) = 0.
A(x)

160
140
120
100
80
60
40

20

o®

Fonte: Construida pela autora.
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3.8. Questdes do ano de 2012

A prova de 2012 mantém o mesmo padrdo da prova do ano anterior. Nesse ano
encontramos apenas uma questdo que trata do assunto de funcdes.

Figura 26. Capa da prova de 2012, da segunda fase, do nivel 3

-
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- X + 4. Nafigura ao lado, as retas re s sdo paralelas. O segmento AB é perpendicular a essas

8 -
T retas e o ponto P, nesse segmento, étalque AP =2 e BP =1. O ponto X pertence areta
1 r e a medida do segmento BX & indicada por x. O ponto Y pertence a reta s e o tridangulo
& XPY é retangulo em P.
e
a) Explique por que os triangulos PAY e XBP sdo semelhantes.
2
o
A Y s

b) Calcule a area do triangulo XPY em fungio de x.

c) Para quais valores de x a area do tringulo XPY é igual a %‘?

d) Determine o valor de x para o qual a area do triangulo XPY & minima e calcule o valor dessa area.

SOLUCAO

a) Para melhor entendimento vamos fazer BPX = 6 e APY = a. Note que XPY =
90 conforme o enunciado, portanto como BPX + XPY + APY =180 E 0 + 902 + a =
1802, teremos que 6 + a = 902, ou seja, 6 e a sdo angulos complementares.

Chamando BXP de 8 e AYP de y e utilizando o conceito que a soma dos angulos
internos de um triangulo é 180 graus, teremos:
L+ 6+ 902 = 1802
a+y+902 = 1802
Assim:

{ﬁ+9 =902 (I)
a+y =902 (I

Somando-se as igualdades (1) e (11) teremos:
B+ a+6+y=180° porém 6 + a = 902, portanto:
90° + 8 + y = 180°
B +y=1802—90°
B +y=90°
portanto S e y também sdo complementares. Assim, podemos concluir que:
B =90°-6
a=90%—y
Donde a = B, sendo os tridangulos BPX e PAY semelhantes.
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b) Como os triangulos séo semelhantes, poderemos calcular, usando razdo de semelhanca,

o tamanho AY em funcdo de X. Sabemos que g = %, sendo que, conforme os dados do

problema,

X
2

S

SN

AY =
Observe também que os pontos ABXY forma um trapézio retdngulo de base maior de
medida x (correspondente ao tamanho do segmento Bx), base menor de medida % (conforme

calculamos o valor de AY) e altura igual a 3 (correspondente a medida de AB). A area desse
trapézio é formada pela soma da area dos trés triangulos, ou seja,
Appxy = Appx + Apay + Axpy

Como queremos a area do triangulo XPY, podemos calcular Aypy = Aagxy — Apay —

—Agpy de forma que:

| A _(B+b)-h_(x+§)-3_(3 +§).l—3_x+i—(3x2+6)
() ABPX = 5, = 5, XTI ) T T T
1 1 2 2
()] APAy_E'b'h_E';'Z_;
1 X
(I“) ABpx—E'l'x—E
Portanto
4 3x?+6 2 x 3x°+6—4—x?
XPY ™ ox x 2 2x
4 2x* +2  2x* 2
XPY ™o T 2x 0 2x

Simplificando essa expressdo, obtemos:

Axpy = x +—
XPY X

2
C) Se Axpy = 5, entao (@xi42) _ 5 e dai, 4x? —10x + 4 = 0, donde 2x2 — 5x + 2 = 0.
2 2x 2

Resolvendo essa equagéo, encontramos:

_—bEVA (-5 *V9 543
*TTa T 22 T4
, 5+3 8

8
x 4 4
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, 5-3 2
Y TTy TaT

5 1
Portanto, se Axpy = -, teremos x = ~ou x = 2.

1
2

d) A expressdo da area do triangulo XPY sugere pensar nas médias aritmética e geométrica.
A desigualdade das médias aritmética e geométrica diz que se a € b sdo nimeros positivos

(como no exemplo sdo medidas de lado), entdo a média geométrica desses numeros, ou seja,

=>+vVa-b.

Como o enunciado da questdo deseja que a area do triangulo XPY seja minima, entéo

1 1
se Aypy =X+, esea =xeb =, teremos:

x+% 1
> [1-—
2 X
X+ =
x5 |X
2 X
x+%
>1
5 2
Ou seja,

1
x+—2=2
X

Para todo e qualquer valor de x, entdo:

1
x+-—=2
X

x2+1
=2
X
x?2+1=2x

x> =2x+1=0

Resolvendo essa equagéo, obtemos:

_—htVA (=2 %0

YT T 24

Teremos, portanto, a &rea minima quando x = 1.
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3.9. Questdes do ano de 2013

Na edicdo de 2013, a OBMEP manteve as fases e questbes, bem como o formato
contemporaneo da pagina introdutoria. Também foram inclusos locais de acesso da midia
digital da prépria OBMEP.

Figura 27. Capa da prova de 2013, da segunda fase, do nivel 3
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Nesse ano foi localizada apenas uma questéo tratando sobre fungdes, mas que possui
uma forte conexdo com a Geometria.

4. A figura mostra um tridngulo de papel ABC, retangulo em C e cujos catetos medem
10 cm. Para cada numero x tal que 0 < x <10, marcam-se nos catetos os pontos que SN
distam x cm do ponto C e dobra-se o tridngulo ao longo da reta determinada por esses rer RN
pontos. Indicamos por f(x) a area, em cm’, da regido onde ocorre sobreposigao de :

! ., ¥ Sy,
papel. Por exemplo, na figura ao lado a area da regifo cinzenta, em cm?, é f(7).

7

a) Calcule f(2), f(5) e f(7).

b) Escreva as expressdes de f(x) para 0<x<5e 5<x<10.

LET

o c) Faga o grafico de f(x) em fungdo de x.

-
o1 2 i 4 § @ T & % W x

d) Determine o maior valor possivel para a area da regido de sobreposigao.

SOLUCAO
A questdo associou uma funcdo f(x) a area sobreposta pela dobra do tridngulo portanto

iremos utilizar os conhecimentos de funcdo e geometria para resolver o que se pede.

a) Como foi dito no enunciado, o triangulo € retangulo em C e a dobra (conforme a figura
28) é paralela ao lado AB, note que ao concluirmos os dados acima, notaremos que DCEF é um

quadrado de lado CD = xcm, sendo F a posicao de C apds a dobra. Esse processo fica melhor
compreendido analisando as figuras 28, 29 e 30:

Figura 28. Dobra do triangulo equilatero DEF formando o quadrado FDCE, quando CD = x = 2cm

Fonte: Construida pela autora.
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Figura 29. Dobra do triangulo equilatero DEF formando o quadrado FDCE, quando CD = x = 5cm

C

o & L]
F

Fonte: Construida pela autora.

Figura 30. Dobra do triangulo equilatero DFE formando o trapézio DGHE, quando CD = x = 7cm

c

F

Fonte: Construida pela autora.

Portanto a area do triangulo DEF ¢é a metade da area do quadrado CDFE. Como a area

2
do CDFE = x?, entdo DEF = x? Como pediu 0 enunciado, para x = 2 e x = 5 teremos:
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22 4
f(2)=7=5=2cm2
52 25
f(5) = 7 = 7 = 12,5cm2
Para x = 7, a &rea de sobreposicdo vai ser representada por um trapézio DEHG e seré
igual a &rea do triangulo DEF menos a area do tridngulo GHF. Como o tridngulo ADG é isoscele

com AD = DG = 3cm e DF = 7, temos que GF = 4. Logo a area do trapézio DEGH é dada
por:

Apgeu = Apgr — Agur

74 49 16_33_ .,
2 T2 T 2 T Ty T hoem

Dessa forma, quando x = 7, teremos f(7) = 16,5cm?.

b) Vamos ilustrar a sobreposicdo para 0 < x < 5, conforme a Figura 31:

Figura 31. Dobra do triangulo equilatero DEF formando o quadrado FDCE, com 0 < x < 5.

Fonte: Construida pela autora.

Neste caso, como o triangulo é retangulo em C, teremos CDFE um quadrado de lado

xcm, como o tridngulo DFE é a metade do quadrado e a area do quadrado Appgc = x2, teremos
2
que a Apgr = x? portanto para 0 < x < 5 teremos:
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x2

f(x)=7

Figura 32. Dobra do triangulo equilatero DFE de forma a formar o trapézio DGHE, para 5 < x < 10,

C

Fonte: Construida pela autora.

A sobreposicdo para 5 < x < 10, esté ilustrada na Figura 32:Neste caso teremos o
triangulo ADG is6sceles com os lados AD = DG = 10 — x. Teremos a medida do lado GF =
DF — DG, portanto GF = x — (10 — x) = 2x — 10. Como f(x) = Apguc = Aper — Acur,
teremos que:

x* (2x—10)*> x* (4x* —40x +100)
2 2 2 2

x% —4x% + 40x — 100 3x?
> = — > + 20x — 50

c) Como f é definida por duas sentencas onde aparecem funcgdes quadraticas, o seu gréafico

é composto por dois pedacos de parabolas. Seu desenho estd mostrado na Figura 33.
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Figura 33. Gréafico da Funcao f, que é definida pela combinacéo de duas fun¢des do 2° grau

o
5

Fonte: Construida pela autora.

d) Para 0 < x < 5 0 maior valor que obteremos da funcéo € para x = 5, no qual teremos

2
f(5) = 5? = 22—5 = 12,5¢cm? (conforme gréafico no item anterior). Para 5 < x < 10 teremos
f(x) como uma funcdo quadratica cujo valor maximo que ir4 atingir sera o valor de y, da

, . . A
parabola, que podemos calcular através da expressao y, = — " sendo A= h? — 4 - a - c. Como

2
nossa funcdo quadratica f(x) = —3% + 20x — 50 tem coeficientes numéricos a = —=, b =

20 e ¢ = —50, fazendo as substituicdes teremos:

A= 202 — 4. (—;) . (=50)

A= 400 600
N 2
A= 400 — 300
A= 100

Logo a coordenada do y do vértice serd dada por:

A
yvza
100 —100 -—-100 100
TR 2T e e
2 2



. . o . 50 50 , . 25 .
Simplificando a fracdo obtida por 2, teremos y,, = ’Y Como ~ € maior que —, 0 maior

P . .~ .50
valor possivel da area de sobreposicéo € ’Y

Questdes do ano de 2014

Em 2014 a OBMEP completa 10 anos como destacado em sua primeira pagina, mostrada na

Figura 34.
Figura 34. Capa da prova de 2014, da segunda fase, do nivel 3
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2. Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD. Ela parte D c
do ponto A, anda 20 centimetros até chegar em B, depois anda mais 10 '
centimetros até chegar em C e finaliza seu trajeto em D. Apés andar x
centimetros, a formiga esta em um ponto F do contorno.

a) Quantos centimetros a formiga anda em seu trajeto de A até D?

b) Calcule a area do triangulo ADF quando x = 22 centimetros.

¢) Qual é a maior drea possivel para um tridngulo ADF?

d) Esboce, no plano cartesiano Oxy, o grafico da fungdo que associa ao comprimento x o valor da area do triangulo ADF.

Yy
120

100
80
60
40

20

SOLUCAO

a. Como fornecido no enunciado da questdo, de A para B sdo 20 cm, de B para C sdo 10cm,
e obedecendo a geometria do retangulo A - B = C —» D = 20 c¢m, logo o trajeto de A
at D ¢ A B+B->C+C->D=20cm+10cm + 20 cm = 50 cm. Assim, a
formiga percorre 50 centimetros até chegar em D. A solucéo se vale das no¢des basicas
da geometria plana do retangulo e do tridangulo e as associam com a funcdo que
determina o valor da area do triangulo.

b. Se a formiga anda 22 cm ela passa do ponto B e esta no segmento BC a uma distancia

de 2cm de B, conforme a Figura 35.

Figura 35. Trajeto da Formiga ap6s andar 22 cm e estar distando 2 cm de B

D (3

10cm

20cm

Fonte: Construida pela autora.
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Logo

, base - altura 10-20
Area = 5 = = 100cm?

c. Considerando o segmento AD como base do triangulo, medindo 10 cm, a area do
triangulo vai variar junto com a altura, logo sera maxima quando a altura for equivalente ao
maior lado do retdngulo, ou seja, 20 cm. Considerando esses pontos a &rea maxima sera:

b-h 10-20 200
2 2 2

= 100 cm?

d. Quando x variar entre 0 e 20 (0 < x < 20) a &rea do tridngulo ADF seré 1% = 5x. Ela

seré constante e igual a 100cm? quando 20 < x < 30 e para 30 < x < 50, a area obedecera a

regra 10(520_x) = —5x + 250. O grafico dessa funcdo esta apresentado na Figura 36:

Figura 36. O grafico da fungdo que associa ao comprimento de x o valor da area do triangulo ADF

100

Fonte: Construida pela autora.
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3.10. Questdes do ano de 2015

Na prova do ano de 2015, encontramos apenas uma questdo onde o tema funcéo se apresentou.
A imagem da capa da prova estd mostrada na Figura 37.

Figura 37. Capa da prova de 2015, da segunda fase, do nivel 3
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2. No atendimento ao cliente, um banco tem um Unico funcionario, que comega a trabalhar as 10 horas. Se o funcionario
esta livre quando um cliente chega, este & atendido imediatamente; caso contrario, o cliente deve aguardar sua vez em
uma fila. Em certa manhéa, no periodo entre 10 e 11 horas, chegaram ao banco seis clientes.

a) A tabela abaixo apresenta o horario da chegada e a duragio do atendimento de cada um deles. Preencha a tabela com
o tempo de espera na fila, horario de inicio e horario de término do atendimento de cada cliente.

) Duragaodo | Tempo de ) o Horario de
Cliente dch?wfn: da atendimento | espera na fila 23:?;:13;2:;5 término do
9 (minutos) (minutos) atendimento
1 10h 06min 6
2 10h 15min 6
3 10h 19min 15
- 10h 29min 12
5 10h 34min 7
6 10h42min 1

b) Qual foi o tempo médio de espera dos clientes na fila?

¢) Quais foram os intervalos de tempo em que duas pessoas ficaram esperando juntas na fila?

P 60 d) Faga o grafico da fungdo que fornece, para cada
3 instante entre 10 e 11 horas, o tempo total que o
‘é funcionario gastou atendendo clientes até aquele
‘£ 50 instante.
g
£ 40
o
<
U
=
£ 30
@
8
§
- 20
3
8
2
£ 10
3

0 o

0 10 20 30 40 50 60

tempo entre 10 horas e 11 horas (minutos)

SOLUCAO

A questdo associa a funcdo que fornece o tempo total gasto pelo funcionario em cada
atendimento com o periodo total analisado. Portanto iremos utilizar os conhecimentos de
funcdes e média para resolver o que se pede.

a) O primeiro cliente ndo precisa esperar, pois ndo tem ninguém na sua frente na fila, logo,
ele é atendido de imediato e seu tempo de espera na fila é de 0 minutos. Como ele chega as
10h06min e a duracdo de seu atendimento é de 6 minutos, temos que, o seu atendimento, que
comecou as 10:06, ¢ finalizado as 10h12min.
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O segundo cliente s6 chega as 10h15min e também ndo espera na fila, pois o
atendimento do 1° é encerrado as 10h12min. Como seu atendimento também dura 6 minutos, o
horario de término € 10h21min e o horéario de inicio é o0 mesmo que o de sua chegada
(10h15min).

O terceiro cliente chega as 10h19min enquanto o atendimento do segundo cliente ainda
acontecia e s foi finalizado as 10h21min, fazendo com que o terceiro cliente esperasse 2
minutos na fila de espera. O atendimento, que se inicia as 10h21min e dura 15minutos, é
finalizado as 10h36min (10h21min + 15min).

O quarto cliente chega a 10h29min e s6 é atendido as 10h36min, ou seja, esperou 7
minutos para o atendimento anterior ser finalizado. Como este atendimento durou 12 minutos,
seu encerramento ocorre as 10h48min.

O quinto cliente chega as 10h29min e aguarda 14min na fila para ser atendido enquanto
o atendimento anterior era finalizado, ou seja, o inicio de seu atendimento é as 10h48 min.
Como seu atendimento dura 7 minutos, ele € encerrado as 10h55min.

O sexto e ultimo cliente chega as 10h42min e aguarda 13 minutos na fila, visto que o
atendimento do quinto cliente sé acaba as 10h55min. Como seu atendimento comeca as
10h55min e dura apenas 1 minuto, ele se encerra as 10h56min.

Observe que o horario de inicio dos atendimentos dos clientes que precisaram esperar

na fila, coincide com o horéario de término do atendimento do cliente anterior.

b) A média do tempo de espera na fila € a soma do tempo que cada um esperou, dividido
por 6 (ja que sdo 6 clientes), ou seja:
0+0+2+47+14+13 _36
6 6

Portanto, o tempo medio de espera € de 6 minutos.

¢) Observando a tabela percebemos que os 2 primeiros clientes ndo esperaram na fila, mas
o0s outro 4 ficaram na fila durante os seguintes periodos:
e 3° Das 10h19min até 10h21min
e 4° Das 10h29min até 10h36min
e 5% Das 10h34min até 10h48min
e 6° Das 10h42min até 10h56min
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Das 10h34min até as 10h36min os clientes 4 e 5 estdo juntos na fila e das 10h42min até
as 10h48min os clientes 5 e 6 ficam juntos na fila.
O gréfico da funcdo que expressa o tempo total que o funcionario gastou para atender

todos os clientes entre 10h e 11h esta mostrado na Figura 38:

Figura 38. Gréafico da Funcao que mostra o tempo total que o funcionario levou para completar o

atendimento

G0

50

40

30

20

tempo do atendimento

10

10h 11h

Fonte: Construida pela autora.
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3.11. Questdes do ano de 2016

Na prova do ano de 2016, encontramos apenas uma questdo onde o tema funcgéo se
apresentou. A imagem da capa da prova estd mostrada na Figura 39.

Figura 39. Capa da prova de 2016, da segunda fase, do nivel 3
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3. A figura mostra um poligono ABCDE em que todos os lados, exceto AE, sdo horizontais D 2 c
ou verticais e tém os comprimentos indicados na figura. i

Considere, agora, uma reta vertical distante x do vértice A, com 0 < x = 5. Ela divide o B
poligono ABCDE em dois poligonos, um situado a direita da reta e outro a esquerda. i E
Considere a fungdo f que associa a cada valor de x o perimetro do poligono situado a /
esquerda da reta. Por exemplo, f(3) é o perimetro do triangulo AHE, enquanto f(5) é o / 6

perimetro do poligono ABCDE.

a) Calcule f(3).

b) Calcule f(5).

c) Escreva as expressdes de f(x) para0<x<3epara3<xs5.

d) Esboce o gréafico da fungao f.
fix)
20

SOLUCAO
Nessa questdo serdo utilizados os conhecimentos sobre geometria plana, funcgdes
associadas a area e como tdpico adicional, o Teorema de Pitagoras.

a) Observamos que para x = 3 a figura que se forma € o triangulo retangulo AEH, visto
que, AB=5¢e AH =AB —HB = AB —DC =5 —2 = 3cm (justamente o valor pedido).
Utilizando do teorema de Pitagoras (a soma dos quadrados dos catetos é igual a hipotenusa ao
quadrado) temos que AH = Cateto adjacente, EH = Cateto oposto € AE = Hipotenusa.
Dai:

EH=DH—-ED=6—-2=4
(AE)? = (AH)? + (EH)?

AE = \J(AH)? + (EH)? = /32 4+ 4> =V9+ 16 = V25 =5
Como f(3) é o perimetro do tridngulo AHE, encontramos que f(3) =3+ 4+ 5 = 12cm.
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b) A medida do perimetro do poligono ABCDE ¢é obtido quando x for maximo, ou seja,
x =5.Portanto f(5) =5+6+2+2+5 = 20.

c) Para obtermos a expressdo de f(x) quando x esta variando entre 0 e 3, consideraremos
a semelhanca entre os triangulos AHE e APQ, sendo P e Q os pontos de intersec¢cdo da reta
vertical com o poligono, logo:

PQ x_A o 4 5

— R —— —_——=— = —_— —_ —

3~ 2 €3 g fe=gredl=3x

4 5 12
f(x)=AP+PQ+QA=x+§x+§x=?x=4x

Colocando os pontos de interseccdo P e Q no intervalo de x variando entre 3 e 5 temos:

f(x)=AP+PQ+QD+DE+FEA=x+6+(x—-3)+2+5=2x+10

d) Do item C, podemos concluir que:

4x,se0<x <3
f(x)_{2x+10,563<xs5’

logo seu grafico sera expresso conforme figura 40.

Figura 40. Gréfico da Funcdo que representa o perimetro do poligono ABCDE
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X
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[

Fonte: Construida pela autora
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3.12. Questdes do ano de 2017

Na prova do ano de 2017, encontramos apenas uma questdo onde o tema fungdo se
apresentou. A imagem da capa da prova esta mostrada na Figura 40.

Figura 41. Capa da prova de 2017, da segunda fase, do nivel 3

_______________________

h-mﬁ_—llml
Nivel
Ensino Médio
2" FASE = 16 do setembro de 2017

HEREN | | |

I
|
[ 1] HH []]

| |
[ |
L
[ F0]]

B s e

INSTRUGOES

1. Verifique se os dados da etiqueta desta prova estio corretos.
Caso as informagdes NS0 estejam cOMmalas, comunique o o
a0 aplicador imediatamente.

. Preencha culdadosamenie todos os seus dados no quadro

acima. Utilize letra de forma, colocando uma letrafdigito em

cada quadradinho e deixando um espago em branco entre

cada palavra.

Lembre-se de assinar o quadro acima e 3 lista de presenca.

. A prova pode ser feita a ldpss ou a caneta

. A duragio da prova @ de 3 horas. Vocé so podera deixar a

sala de prova 45 minutos apds o inlcio da prova, Ao terminar a

prova, entregue-a ao aplicador.

A solucio de cada questio deve ser escrita na pagina

apreseniar. Tente resolver o maior namero
possivel de itens de todas as questbes,
principalmente o item (a) de cada questio.
8. Respostas sem justificativas ndo serlo consideradas na
cormegio.
9. Nao escreva nos espacos sombreados.
10. Ndo & permitida:
a.

ugar ingtrumentos de desenho, calculadoras ou qualquer
fonte de consulta;
COMUNICAT-S8 COM OUIras [
provas:

ugar qualmquer aparelhog eletr
relgios com calculadora, maguinas fn‘bwﬂm etc.).

b , além do ap de

8

reservada para ela, de maneira organizada e legivel. Evite O nfo cumprimento d regras Itard am sua
escrever &5 solugdes na folha de rascunho, desclassificagdo,
7. Nacomecao serao consideractos 10d0s 08 raciocinios que vocé  Boa proval
1 2 3 4 L] L} Total
Correcho Regional
1 1 1 L | 1 L |
1 2 3 4 ] & Total
Correcéo Nacional
i 1 1 L I L L

Fonte: http://www.obmep.org.br/ Acesso em: 18.jan.2022

77


http://www.obmep.org.br/

3. O triangulo da figura ao lado é equilatero e seus lados medem 10 cm. Os pontos A, B c

e C, inicialmente nos vértices do tridngulo, deslocam-se sobre seus lados, de um vértice x
a outro, com a mesma velocidade. Os pontos A e C deslocam-se no sentido horério, e 0

ponto B desloca-se no sentido anti-horario.

Seja x a distancia em centimetros percorrida pelos pontos A, Be C, nointervalo 0 < x <10.
Seja f(x) a area do triangulo ABC quando x € tal que A, B e C formam um triangulo e
f(x) =0, caso contrario.

*
*

a) Calcule f(2).

b) Para quais valores de x, 0 < x <10, tem-se f(x)=07

c) Esboce o gréafico de f(x) para 0 < x <10.
f(x)ih

3043
253 C 5

153 ....... 5 . -
0 | i - R o
543 |

SOLUCAO
a) Como PR = 10cm e PA = 2cm, AR = 8cm. O mesmo vale para RB, donde teremos,

RB = 8cm. Na figura 41, esta mostrado o triangulo ABC.

Figura 42. Triangulo PRQ e Triangulo ACB

R

'U
o €

Fonte: Construida pela autora.
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Por outro lado, o tridangulo ARB é equilatero com lado igual a 8. Dai, sua area sera dada por:

8% -3
=16V3

O triangulo ABC ¢ obtido “cortando” o triangulo ARC do tridngulo ARB, logo:

Asrp =

Appc = Anre — Aarc
Agora devemos notar que os triangulos ARC e ARB possuem a mesma altura h, tomada
em relacdo aos lados BR e RC, conforme nos mostra a figura 42. Como o triangulo ARB ¢

equilatero, a altura h é dada por 82—‘/5 = 4+/3. Portanto, a altura do triangulo ARB, relativa ao

lado RC também mede 4+/3.

Figura 43. Os tridngulos ARC e ARB possuem a mesma altura h

R

Fonte: Construida pela autora.

Portanto, a area do tridngulo ARC é dada por

2 _base-altura_RC-h_Z 8V3
ARC ™ 2 T2 T2 2
E, por fim:
8%V/3 2-8V3 +/3:(64—16) +/3
AABC: - = ( ):_48:12\/§sz

4 2-2 4 4
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b) Notamos que os pontos C e B estdo indo de encontro um ao outro. Quando eles

coincidirem, A,z = f(x) = 0, pois teremos a situacdo ilustrada na Figura 43.

Figura 44. Representa o tridngulo PQR quando os pontos B e C coincidem

R

Fonte: Construida pela autora.

Os pontos B e € se movem a mesma velocidade, logo os dois se encontrardo na metade
do caminho. Como o lado tem 10cm, eles se encontrardo depois de andaram 5cm. Logo, x =
5cm € uma das solugdes para f(x) = 0. Também é possivel notar que ap6s isso, A e B se
encontrardo em R. Eles terdo que andar mais 5¢cm, logo o encontro serd em x = 10cm. Portanto
f(x) = 0quando x = 5 c¢cm ou quando x = 10 cm.

c) Para x < 10, podemos sempre escrever PA = QB = RC = x, pois esses sao justamente
0s segmentos percorridos pelos pontos. Agora notemos que, para x < 5, 0s pontos B e C ainda

ndo se encontraram e, portanto, o triangulo terd o aspecto apresentado na figura 44:

Figura 45. Como B e C ndo coincidiram teremos os triangulos PRQ e ACB

R
[ ]

Fonte: Construida pela autora.
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Usando a mesma estratégia do célculo de f(2), podemos dizer que o tridngulo ABR é

equilétero e ele terd lado 10 — x. Novamente, A,gc = Aagr — Aacr- LOYO:

f(x) = Appc = (10 — x)———- y

Onde y € a altura relativa & RC que equivale a altura de ABR = (10 — x) - ? Dessa forma:

, V3 «x V3 (10 —x)2-vV/3—x(10—x) V3
f(x) = (10 —x) 'T—E'(lo—x)'Tz 4
f(x)=§-[(10—X)2—X(10—x)]=§-(10—x)[(10—x)—X]
f(x)=§-(10—x)(10—2x)=\/§-(1O—x)-2-(5;x)
V3

f(x)=7-(1O—x)-(5—x),para0<x<5

Para 5 < x < 10, os pontos C e B terdo passado um pelo outro, logo o trianguloABC

tera o aspecto mostrado na Figura 45:

Figura 46. Aspecto do triangulo ABC, com altura hyp

Fonte: Construida pela autora.

Ainda com o tridngulo ABR equilétero e de lado 10 — x, AR = BR e ARB é 602, logo todos 0s
angulos sao 60°.
base - altura _ @ B
2 - 2 AB
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Tragando o segmento SC (paralelo a PQ), podemos determinar h,p pela diferenca
hscr — hagr (SCR é equilatero, pois os angulos sdo 60°, uma vez que estamos usando retas

paralelas cortadas por uma transversal). Desse modo temos:

V3

hap = hSCR — hypr = 7 (LSRC - LABR)

Como Lgcg = RC = x, teremos

hAB=§-[x—(10—x)]
hAB=?-(x—10+x)=\/§-2x_10=\/§-(x—5)
Por fim:
F0) = g = T VA (- 5)
V3

f(x)=7-(1O—x)-(x—5),para5<x<10

Podemos entdo resumir as informagdes sobre f na expressao a seguir:

V3
7-(10—x)-(5—x),para0<x<5

V3
7-(10—x)-(x—5),para5<x<10

flx) =

Nos pontos x = 0, temos f(0) = 253, x =5, temos f(5) =0 e x = 10, temos
f(10) = 0. O grafico de f estd mostrado na Figura 46

. Figura 47. Gréfico da funcdo f(x), quando 0 < x < 10

Fonte: Construida pela autora.
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3.13. Questdes do ano de 2018
Na edicdo de 2018, as solugdes disponibilizadas pela OBMEP voltaram a ser em forma
de resolucdes textuais, ndo mais por meio de videos. A capa da prova estd mostrada na Figura

47. Nessa prova encontramos apenas uma questdo tratando da tematica de funces.

Figura 48. Capa da prova de 2018, da segunda fase, do nivel 3
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Passaremos agora a sua analise.
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4. O triangulo retangulo ABC tem catetos de medidas AB = 10 e AC = 10. O ponto P sobre o lado AB esta a uma
distancia x de A. O ponto Q sobre o lado AC é tal que PQ é paralelo a BC. Os pontos R e S sobre BC s3o tais que QR
é paralelo a AB e PS é paralelo a AC. A uniao dos paralelogramos PBRQ e PSCQ determina uma regido cinza de area
fix) no interior do triangulo ABC.

a) Calcule f{2).
Cc

¢) Encontre a expressao de f{x) para 0 = x = 10.

d) Para qual valor de x a rea f(x) € maxima?
SOLUCAO

Nessa questdo serdo utilizados os conhecimentos sobre geometria plana e fungdes, com
énfase nos conceitos associados aos triangulos e as retas.

a) Para calcular f(2), ou seja, quando a distancia entre o ponto A e o ponto P for 2, é
necessario perceber a intersec¢do das retas QR e PS (que chamaremos de T') e teremos formado
um novo tridngulo TRS. Apds isso é so subtrair a &rea dos tridngulos TRS e APQ do tridngulo
principal ABC, logo:

10-10 2-2 6-6 100 4 36 60

f@2)=—; 2 2 7 3 73730

b) De forma anéloga, para achar f(8) s6 é necessario subtrair a &rea do novo triangulo

APQ do tridngulo ABC, com isso temos:

(8)_10-10 8-8_100—64_36_18
f(8) = 2 2 2 2
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¢) Quando x for menor ou igual a 5, deve ser usada a mesma ideia do item (a), colocando
em caso geral:
x* (10 —2x)* —5x?

f(x)=50—7— > > + 20x

Quando x assumir um valor maior ou igual a 5, 0 caso geral se comporta como o item

(b), ou seja:

2

fG) =50

Quando x = 5 as duas expressdes podem ser utilizadas e o resultado serd 0 mesmo:
375

d) Percebamos que a fungdo f é definida por duas sentencas. A abscissa do vértice do

primeiro trecho de parabola que compde e representa a funcédo f(x) é x = 4. Logo, o ponto

méaximo dessa funcdo é x = 4.
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CONSIDERACOES FINAIS

Elencamos no Quadro 1 a quantidade de questdes que foram contempladas em cada ano,

o topico de funcdo do qual ela tratou e os temas correlatos que permearam a questao.

Quadro 1. NUmero de questdes por ano e prova e contetido envolvendo a funcgéo usado na resolucao.

Ano | Questdo Tipo de Funcéo Temas Correlatos
03 Funcéo do Primeiro Grau Modelagem Financeira
2005 « ” Areas de Figuras Planas
04 Fungdo Quadratica Modelagem Financeira
2006 01 Funcéo do Primeiro Grau Definida por varias Modelagem Financeira
sentencgas
01 Fung_ég Racional ~ Né&o havia
2007 Comp03|£;ao de_Fur)goes
Progressdes Aritméticas . :
05 N - Modelagem Financeira
Func¢des Quadraticas
Funcdo Quadréatica
2008 3 Gréficos Areas de Figuras Planas
Maximos e Minimos
Func¢bes quadraticas definidas por varias sentencas
2009 5 Gréficos Areas de Figuras Planas
Maximos e Minimos
2010 6 Funcéo do Primeiro grau definida por varias Compri.mento de uma
sentencgas semicircunferéncia
3 Progressfes Aritméticas Retlculado_no plano
2011 _ _ cartesiano
4 Fungao do primeiro grau Areas de figuras planas
Funcéo quadratica
Areas de Figuras Planas
2012 4 Funcédo quadratica maximo e minimo Semelhanga de
tridngulos
2013 4 Funcéo quadrética d(e;fipi_da por varias sentencas, Areas de figuras planas
réficos
2014 5 Funcéo do primeiro grau definidas por duas Areas de figuras planas
sentencgas
Leitura de dados em
2015 2 Definicdo de fungéo, construcdo de gréfico uma tabela
Tempo médio
2016 3 Funcéo do primeiro grau definida por varias Teorema de Pitagoras
sentencgas
Funcéo quadratica
2017 3 Maximos e minimos Areas de figuras planas
Gréficos
2018 4 Funcdes Quadraticas, maximos € minimos Areas de figuras planas

Fonte: Construido pela autora
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Diante do exposto, constatou-se que o objetivo inicial das provas da OBMEP de focar a
atencdo da comunidade escolar na busca de alunos com talentos para desenvolver-se nos mais
variados assuntos dentro da matematica obteve grandes resultados que fizeram com que cada
vez mais escolas, incluindo a das redes privadas, adotassem a dindmica incentivada pela prova,
buscando uma mudancga no processo de ensino e aprendizagem dessa matéria nas escolas.

Nesse contexto, empregando uma metodologia exploratoria através de uma pesquisa
bibliogréafica essa pesquisa realizou um breve apanhado sobre as provas anteriores da OBMEP
para averiguar como o contetido de funcgdes € trabalhado no ensino médio.

Ao realizar a anlise da abordagem das fung¢fes no contexto dessa prova, observou-se
que o assunto de fungdes além de ser um importante passo para o desenvolvimento dos alunos
na matematica, € um facilitador para a resolucdo, até mesmo, de outros conteudos.

Além disso, a abordagem da ideia de funcGes nas provas de segunda fase nivel 3 da
OBMEP, entre os anos de 2005 e 2018 se da de maneira tanto explicita como implicita nas
questdes, o0 que exige dos alunos uma maior experiéncia para fazer a conexao do que a questdo
pede com as aplicacdes de funces.

Ao final das analises foi percebido que o assunto de funcdes foi utilizado de diversas
maneiras, entre elas encontramos esse conceito sendo aplicado de maneira intuitiva, para
escrever a lei de formacdo, atrelado com equagdes do 2° grau e somatdrios de uma progressao
aritmética, para calcular distancia e tempo total, e principalmente sendo atrelado ao assunto de
geometria que € outro topico bastante abordado nessa prova.

Conclui-se que as provas da OBMEP podem ser consideradas como uma ferramenta
educacional, pois possibilitam novas abordagens de assuntos importantes, como o de funcdes,
bem como, facilita o aprendizado dos alunos, minimizando seus impasses, aumentando o
interesse e a motivacdo dos mesmos. Além disso, a utilizacdo da ideia de funcdo nessa
ferramenta, trabalha com o aluno para edificar o conhecimento matematico através das diversas

aplicacdes associadas com esse assunto.
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APENDICE I — Alguns aspectos sobre 0 GeoGebra

1. Iniciar o GeoGebra classico

Devemos iniciar o programa GeoGebra e manter a opcao Classico. Esta opcao faz
aparecer o menu de objetos do lado esquerdo da tela e os eixos cartesianos X e Y, conforme a
Figura 48.

Figura 49 — Janela do GeoGebra cléssico.

€7 GeoGebra Classic - ul X
DRSPS SRS IPARNIERS Q =
+ A : &
4
N |
GeoGebra Classico
Menu de objetos /2
Eixos cartesianos A Grafico
& ! @ Geometria
e I & Janela3D
-1 x= Janela CAS
) i1 Planilha de Célculos
: A\ Probabilidade
= Modo Exame
4
# Download
-5
123  f(x) ABC #& X
x ¥ T e 7 8 9 x +
: va ool 4 5 6 * -
< > < 2 1 2 3 = &
ans ( ) 0 < > «

Fonte: Construida pela autora.

2. Desabilitar os eixos e a malha

Para dar uma experiéncia de um espaco mais abstrato € possivel ocultar os eixos e a
malha, tornando a tela de desenho completamente branca, conforme a Figura 49.
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Figura 50 — Area de desenho.
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Fonte: Construida pela autora.

3. Configurar Direcdo Positiva de Eixo

Para que seja exibido na area de desenho apenas os valores positivos do eixo X ou Y,
devemos habilitar essa opg¢éo, conforme a Figura 50.

Figura 51 — Direc0es.

—_— . —

7 ﬁ C @ : -@ Bisico ExoX EixoY Malha %
- R

5 B Exibir EixoX O
Exibir Nameros

5 I Dire(;a"ioPositivaApenasI @
[ Distancia: A

4
Graduagdes: ||| v

3 Rotulo: -
Unidade: -

Origemem: 0

[J Ajustar & Borda da Janela de Visualizacdo

Permitir Selecio

Fonte: Construida pela autora.

91



4. Configurar Rotulos dos Eixos

Para definir um nome para os eixos X ou Y, na Tela de Configuragdes selecionando
a area de desenho, selecionar essa op¢éo e efetuar a mudanca, conforme a Figura 51.

Figura 52 — Rotulacdo dos eixos

Q = Q

E\asico EixoY Malha Basico EixoX Malha

X X
Exibir EixoX Q Exibir EixoY Q
Exibir Nimeros Exibir Numeros
Direcdo Positiva Apenas é Direcéio Positiva Apenas @
[ Distancia: N [ Distancia: N
Graduagdes: ||| v Graduacies: ||| v
Rétulo: kg v . :
| = ] Rotulo: reais -
Unidade: - -
Unidade: -

Origem em: 0
) Origemem: 0
O Ajustar & Borda da Janela de Visualizag&o )
[ Ajustar & Borda da Janela de Visualizacdo

Permitir Selegdo
Permitir Selecio

Fonte: Construida pela autora.

5. Definindo Proporcao entre os eixos — Aba Basico — Area de desenho

Para modificar a propor¢cdo em que os eixos X e Y sdo exibidos, em algumas situacdes
fica mais fécil entender o grafico com uma proporcao diferente de 1 para 1, conforme a Figura
52.

Figura 53 — Proporgdes entre €ixos.

LH & @ ;i @ Basico Exox ExoY Maha

Fonte: Construida pela autora.
92



a. Distancia nos eixos X e'Y.
Para evitar exibi¢cdo de numeros com casas decimais é possivel configurar os
eixos X ou Y para exibir as distancias entre um ponto e outro com um valor fixo, conforme a
Figura 53.

Figura 54 — Distancias nos eixos X ou Y.
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Exibir EixoX
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Visualizacdo

Permitir Selecio

Fonte: Construida pela autora.

6. Ferramenta de Criar Poligonos

Para criar qualquer tipo de poligono na area de desenho, utilizamos a ferramenta Criar
Poligono, conforme a Figura 54. Apds selecionar essa ferramenta basta clicar nos locais da area
de desenho que serdo criados pontos para cada clique. Para fechar um poligono basta clicar no
primeiro ponto criado com a ferramenta.

Figura 55 — Ferramenta Criar Poligonos.

C} GeoGebra Classic

X BCHSIPANEIL:

S L
+ / I,T:- Poligono <

I_:) Poligono Reqgular

I,\ Poligono Rigido

L‘;h Poligono Semideformavel

Fonte: Construida pela autora.

93



7. Ferramenta de Mover ou Ferramenta de Selecionar

Para selecionar e mover qualquer objeto possivel na &rea de desenho, utilizamos a
ferramenta Mover ou Selecionar, conforme a Figura 55. Uma vez selecionada essa ferramenta

basta clicar em qualquer objeto desenhado na area de desenho, como por exemplo: pontos,
segmentos, poligonos, angulos, textos, eixos, etc.

Figura 56 — Mover ou Selecionar.

f} GeoGebra Clasgj
K: N

™ "”;'.—__ ‘.___..l I\:/I
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&
A
P
5
@

/' Caneta

Fonte: Construida pela autora

8. Acessar Tela de Configuracoes

Para definir propriedades dos objetos selecionados na ferramenta de Selecionar e
alterar cores, padrdes, exibicdes, etc., utilizamos o icone assinalado na Figura 56.

Figura 57 — Selecionar cores.

= X
Q =
@—f-‘% o : e

Fonte: Construida pela autora

9. Tela de Configuracdes — Abas Basicas

As abas basicas séo utilizadas para definigdes gerais como exibir ou ocultar o rotulo
do objeto, exibir ou ocultar o préprio objeto, definir uma legenda para substituir o texto exibido
na area de desenho por algo especifico, conforme a Figura 57.
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Figura 58 — Abas bésicas.

Basico Cor Estlo Avancado Algebra
Programac&o
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Fonte: Construida pela autora.

a. Exibir Nome e Valor no rotulo do objeto, conforme Figura 58.

Figura 59 — Nome e rétulo.
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RETD

Realcar Angulo:

Fonte: Construida pela autora.

b. Legenda para objetos, conforme Figura 59.
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Figura 60 — Legendas.
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Fonte: Construida pela autora.

10. Tela de Configuracdes — Aba Cor

Para alterar a cor dos objetos selecionados, podemos selecionar na aba cor aquela
desejada, conforme Figura 60.

Figura 61 — Cor.
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Fonte: Construida pela autora.
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11. Tela de Configuractes — Aba Estilo

Para definir tamanhos, formatos e tracejados nos objetos, podemos trabalhar com a
aba estilo, conforme Figura 61.

Figura 62 — Estilo.

Basico Cor FEsfilo Avancado = Algebra X

Programacéo a

Tamanho do Ponto ® 5

Estilo do Ponto @ @
N

Fonte: Construida pela autora.

Conforme seja a figura, podemos escolher dentre as varias possibilidades, de acordo
COM 0S €asos a segulir.

a. Configuracéo de tracejado para retas, semirretas, segmentos, dentre outros,
conforme a Figura 62.

Figura 63 — Tracejados
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Fonte: Construida pela autora.

b. Configuragdo de tracejado para poligonos, conforme Figura 63.
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Figura 64 — Estilo para tracejados.
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Fonte: Construida pela autora.

c. Configuracéo de estilo para angulos, conforme Figura 64.

Figura 65 — Estilo para angulos.
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Fonte: Construida pela autora.
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d. Configuracédo de intervalo aberto para pontos, conforme Figura 65.

Figura 66 — Estilo para pontos.
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Fonte: Construida pela autora.

12. Ferramenta de Criar Ponto

Para criar um ponto na area de desenho, utilizamos a ferramenta Criar Ponto, conforme
a Figura 66. Apds selecionar essa ferramenta, basta clicar em qualquer local da area de desenho
para criar um ponto naquelas coordenadas. A partir dai é possivel selecionar o ponto e alterar
suas coordenadas seja pela secdo de Menu de Objetos ou simplesmente movendo o objeto na
area de desenho.

Figura 67 — Criar pontos.

£} GeoGebra Classic
/ OlSIPANIE:

O [.}‘\ Ponto em Objeto
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>\/ Intersecéo de Dois Objetos
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® Z Numero Complexo

Fonte: Construida pela autora.
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13. Ferramenta de Criar Segmento

Ap0s selecionar essa ferramenta, basta clicar em dois pontos na area de desenho ou
em quaisquer dois locais da &rea de desenho. Se clicar sobre um ponto ja existente o segmento
ird iniciar (ou concluir) naquele ponto, conforme Figura 67.

Figura 68 — Criar Segmento.
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Fonte: Construida pela autora.

14. Ferramenta de Medir Angulos

A ferramenta Medir Angulos serve, como seu proprio nome diz, para medir angulos
dentro de figuras ou poligonos, conforme Figura 68. Para utilizar essa ferramenta é preciso
existir ao menos dois objetos que possa ser calculado um angulo, como por exemplo duas retas,
dois segmentos, etc. Ao selecionar esta ferramenta basta clicar nos dois segmentos (por
exemplo) que se deseja calcular seu angulo. O angulo é calculado de forma anti-horéaria. Esta
ferramenta também pode ser utilizada para medir os angulos internos de um poligono, para isto
basta selecionar essa ferramenta e clicar dentro do poligono desejado e todos seus angulos
internos serdo calculados automaticamente.
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Fonte: Construida pela autora

15. Ferramenta de Reta Perpendicular

Para desenhar uma reta perpendicular a um segmento, reta ou semi-reta, nos valemos
da ferramenta Reta Perpendicular, conforme a Figura 69. Para utilizar essa ferramenta é
necessario existir um segmento, reta ou semi-reta ja na area de desenho. Ao selecionar esta
ferramenta basta clicar no objeto a partir de onde se deseja criar a reta perpendicular.

Figura 70 — Reta Perpendicular

Q GeoGebra Classic

R e

(@)
@)
@)
@

@

A/%@ék

——

a=2

A= (0, C/', Reta Perpendicular %

B = (10, —*— Reta Paralela
C = (10, #< Mediatriz

K, Bissetriz
tl = Pol

50 _,./Q_ Reta Tangente

—

a = Segr .@ Reta Polar ou Diametral

—

;/:‘ Reta de Regresséo Linear

10

b = Segr ?:;\ Lugar Geométrico

Fonte: Construida pela autora
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16. Ferramenta de Reta Paralela

Para criar uma reta paralela a outra reta, segmento ou semirreta, usamos a ferramenta
Reta Paralela, conforme a Figura 70. Para criar a reta paralela clique nesta ferramenta e em
seguida em uma reta, semirreta ou segmento que ja exista na area de desenho. Em seguida
aparecera uma reta no objeto clicado, arraste 0 mouse para a posi¢ao que se deseja criar a nova
reta paralela. Junto com esta reta paralela é criado um ponto X que pode ser oculto
posteriormente.

Figura 71 — Reta paralela
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Fonte: Construida pela autora
17. Ferramenta de Intersecdo de Dois Objetos
Para demarcar um ponto de intersecdo entre dois objetos, como por exemplo, duas
retas, duas fungoes, etc., utilizamos a ferramenta Intersecéo de dois objetos, conforme a Figura

71. Apos selecionar essa ferramenta, basta clicar nos dois objetos ja existente na area de desenho
que se interceptam para criar 0 ponto de intersecédo entre eles.

Figura 72 — Intersecéo de objetos.
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Fonte: Construida pela autora.
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18. Ferramenta de Inserir Texto

Para adicionar textos em qualquer local da &rea de desenho, a fim de melhorar a
visualizacao de informacdes na area de desenho, usamos a ferramenta Inserir texto, conforme
as Figura 72 e 73. Apds selecionar essa ferramenta basta clicar em qualquer local da area de
desenho para aparecer a caixa de texto que tera o texto desejado.

Figura 73 — Inserir texto.
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a=1 Mamnn da Fntrarda

Fonte: Construida pela autora.

Figura 74 — Inserir texto.
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B Serif  Farmula LaTeX

Avancado

Fonte: Construida pela autora.

19. Ferramenta de Vetor

Para criar um vetor, utilizamos a ferramenta Vetor, conforme a Figura 74: Dois pontos
ligados por um segmento que termina em uma seta.
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Figura 75 — Vetor.
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Fonte: Construida pela autora.

20. Ferramenta Controle Deslizante

Para criar um mecanismo que facilite a iteracdo de alguns objetos criados no GeoGebra,
como por exemplo posicdo de pontos, tamanho de segmentos, angulos, etc, utilizamos a
ferramenta Controle Deslizante, conforme a Figura 75. Para utilizar essa ferramenta, clique nela
e depois em algum ponto da area de desenho. Em seguida escolha o nome e o0s intervalos
Necessarios.

Figura 76 — Controle deslizante.
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Controle Deslizante
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a=1
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Fonte: Construida pela autora.

21. Ferramenta de Area

Para exibir o valor da area de um poligono, acionamos a ferramenta Area, conforme a
Figura 76. Para utilizar essa ferramenta, selecione a mesma e em seguida clique no poligono
que se deseja calcular a area.

Figura 77 — Area.
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Fonte: Construida pela autora.
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APENDICE Il — Analises de Questdes com GeoGebra

ANO 2006 — Questao 1

A fim de explorarmos essa questdo utilizando o software GeoGebra, devemos seguir
as instrugdes a seguir: Inicie 0 GeoGebra Classico (F. 1) e depois Desabilite a Malha (apenas)
(F. 2). Em seguida marque a opcdo de Direcéo Positiva Apenas (F. 3) para ambos os eixos X
e Y. Utilize o Rétulo dos Eixos (F. 4) e configure o rétulo dos eixos X e Y, respectivamente
com kg e reais. Por fim, para facilitar nossa visualizagdo no grafico vamos configurar a
proporcédo dos eixos X e Y no valor de 1 para 10 utilizando a Proporc¢éo entre os eixos (F. 5).

Para o grafico representativo de Macabéia vamos criar uma semirreta com 0s pontos
A (0,0) e B (0.6,9). Selecione, entdo a ferramenta de Ponto e crie ambos, conforme a Figura
77.

Figura 78 — Questdo 1 — Ano 2006

13
12
Rl

10

m

Fonte: Construida pela autora.

Em seguida, utilizando a Ferramenta de Segmento (F. 13) crie um segmento entre
0s pontos A e B, conforme Figura 78.
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Figura 79 — Questéo 1 — Ano 2006

1

10

Fonte: Construida pela autora.

Com a Ferramenta de Selecionar (F. 7) clique no Ponto A e oculte seu Rotulo. Faca
0 mesmo com o ponto B e o Segmento f, conforme Figura 79.
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10

Figura 80 — Questéo 1 — Ano 2006

Fonte: Construida pela autora.

Vamos incluir um texto identificando que esse grafico é de Macabéia. Para isso
selecione a Ferramenta de Texto (F. 16). Em seguida clique em qualquer lugar da tela
contendo o grid do GeoGebra, isso irda mostrar uma caixa de texto para indicarmos o que vamos
nomear. Coloque o texto Macabéia e clique em OK, conforme Figura 80.

Figura 81 — Questdo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

108



Utilizando a Ferramenta de Mover (F. 7) ajuste a posi¢do do texto semelhante a
figura 81.

Figura 82 — Questéo 1 — Ano 2006

Macabeia

Fonte: Construida pela autora

Para o grafico que representa Raimundo vamos fazer semelhante. Vamos criar dois
pontos C (0.6,6) e D (1,10) utilizando a Ferramenta de Criar Pontos (F. 12), conforme
Figura 82.

Figura 83 — Questdo 1 — Ano 2006

Macabeia

Fonte: Construida pela autora
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Com a ferramenta de Ferramenta de Segmento (F. 13) crie um segmento que liga 0s
pontos C e D, conforme Figura 83.

Figura 84 — Questéo 1 — Ano 2006

Macabeia

Fonte: Construida pela autora

Oculte os rétulos dos pontos C e D e também do segmento g, conforme Figura84.

Figura 85 — Questéo 1 — Ano 2006

Macabeéia

Fonte: Construida pela autora
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Para marcarmos o intervalo aberto no ponto C, utilizaremos a Aba de Estilo (F. 11,
d) configurando o Tamanho do Ponto com o valor 6. Com isto o ponto C ir4 ter aparéncia de
um intervalo aberto, conforme Figura 85.

1"

10

Figura 86 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

No ponto D vamos desmarcar a op¢do Exibir Objeto para dar impressdo de uma reta,
obtendo os seguintes graficos, conforme Figura 86.

Figura 87 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora
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Com a ferramenta de Ferramenta de Texto (F. 18) insira o texto “Raimundo”
préximo ao segmento CD, conforme Figura 87.

Figura 88 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

Vamos agora, criar 0os pontos E (0.75,7.5) e suas projecGes nos eixos X e Y
respectivamente (ponto F(0.75,0) e G(0, 7.5)) utilizando a Ferramenta de Criar Pontos (F.
12), conforme Figura 88.

Figura 89 — Questdo 1 — Ano 2006

10
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Fonte: Construida pela autora
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Com a ferramenta de Ferramenta de Selecionar (F. 7) selecione o ponto E e oculte
seu rotulo, conforme Figura 89.

10

Figura 90 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

Vamos tracar dois segmentos de reta: GE e FE para evidenciar as projecdes do ponto
E e oculte os rotulos desses segmentos, conforme Figura 90.

10

Figura 91 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora
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Altere o Estilo dos novos segmentos de projecdo para opc¢ao Tracejado utilizando a
ferramenta (F. 11, a), conforme Figura 91.

Figura 92 — Questéo 1 — Ano 2006

Macabéia Raimundo

Fonte: Construida pela autora

Agora vamos organizar as projecdes para representar 0s pontos com maior precisao.
Primeiro vamos usar a ferramenta de Ferramenta de Mover (F. 7) para que os rotulos dos
pontos F e G fiqguem melhor posicionados. Basta clicar e arrastar a LETRA F para a posicao
desejada e depois clicar e arrastar a LETRA G, conforme Figura 92:

Figura 93 — Questéo 1 — Ano 2006

Macabéia Raimundo
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Fonte: Construida pela autora
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Agora, selecione o ponto F com a ferramenta de Ferramenta de Selecionar (F. 7) e
na aba Basico vamos definir seu rétulo para 0.75, para isto altere a propriedade Legenda da
aba Bésico na Tela de Configurac6es e fagca 0 mesmo para o ponto G alterando sua Legenda
para 7.5. Seu gréafico deve ficar semelhante & Figura 93.

Figura 94 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

Para concluir o grafico vamos fazer o ponto de interse¢do H entre os segmentos AB e
GE utilizando a Ferramenta de Intersecéo de Dois Objetos (F. 17) em seguida clique nos
segmentos AB e GE e o0 novo ponto H deve aparecer conforme a Figura 94.

Figura 95 — Questdo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora
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Oculte o rétulo do ponto H.

Vamos dar énfase aos pontos B e H que sédo as representacdes dos textos Macabéia e
Raimundo vamos criar dois Vetores em forma de seta para ligar os textos aos pontos. Para isto
utilize a Ferramenta de Vetor (F. 19) e clique em um ponto proximo do nome e no ponto que
ele representa. Para facilitar vamos reposicionar o texto Raimundo um pouco mais abaixo € 0
texto Macabéia um pouco mais para baixo, conforme Figura 95.

Figura 96 — Questdo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora

Com a ferramenta de Ferramenta de Selecionar (F. 7) selecione cada um dos vetores
criados e oculte seus rétulos. Em seguida, oculte os pontos I e J criados pelos vetores. Com isto
seu gréafico final deve ficar semelhante a Figura 96.

Figura 97 — Questéo 1 — Ano 2006
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Fonte: Construida pela autora
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Ano 2008 — Questéo 3

A fim de explorarmos essa questdo utilizando o software GeoGebra, devemos seguir
as instrucOes descritas nos passos a seguir.

Desenhe um triangulo ABC utilizando a ferramenta de Criar Poligonos (F. 6) e oculte
o rétulo das arestas criadas para que o grafico fique semelhante a Figura 97.

Figura 98 — Questéo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Com a ferramenta de Reta Paralela (F. 16) cria-se uma reta paralela ao segmento AB
como indicado na Figura 98.

Figura 99 — Questéo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora
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Renomeie a propriedade Nome na aba Basico da Tela de Configurag6es do Ponto D
por D’.

Com a ferramenta de Intersecdo de Dois Objetos (F. 17) posicionamos dois pontos
onde a reta f se intercepta com o poligono ABC conforme a Figura 99.

Figura 100 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Oculte a reta f e 0 ponto D’, de modo a obter uma configuracdo semelhante a Figura
100.

Figura 101 — Questdo 3 — Ano 2008
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e

Fonte: Construida pela autora

Com a ferramenta de Criar Poligonos (F. 6) crie um poligono nos pontos A, B, E e
D. Use a ferramenta de Selecionar e cliqgue no novo poligono criado. Na Tela de
Configurac0es, aba Estilos selecione a opgéo “Tracejado” na propriedade Preenchimento (F.
11, b) para criar um trapézio de base AB conforme a Figura 101.
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Figura 102 — Questdo 3 — Ano 2008

C

Fonte: Construida pela autora

Oculte os rotulos dos segmentos das arestas do trapézio ABED e reposicione a letra D
mais para a esquerda, de modo a chegar numa configuracao proxima a da Figura 102.

Figura 103 — Questdo 3 — Ano 2008
C

Fonte: Construida pela autora

Para evidenciar o outro poligono formado pelos pontos DEC vamos criar um outro
poligono nesses pontos usando a ferramenta de Criar Poligonos (F. 6), conforme Figura 103.
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Figura 104 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Em seguida oculte os segmentos criados pelo novo triangulo DEC, conforme Figura
104.

Figura 105 — Questdo 3 — Ano 2008

C

Fonte: Construida pela autora

Utilizando a ferramenta de Medir Angulos (F. 14) clique no poligono DEC e em
seguida no poligono ABED. A Figura 105 é um exemplo de como poderé ficar o gréafico:
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Figura 106 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

As medidas dos angulos ndo precisam ser exatamente as mesmas sempre que criamos
o triangulo, pois ndo configuramos as coordenadas dos pontos A, B e C. Porém, pela ferramenta
de Medir Angulos (F. 14) e a lei de Semelhanca de Triangulos podemos identificar que certos
angulos dos Poligonos DEC e ABED séo iguais:

a=90
B=c¢

Com esta informacdo e para simplificar nosso gréfico, ocultaremos o rétulo dos
angulos «, 8, § e € e ocultaremos os angulos 6 e ¢, conforme Figura 106.

Figura 107 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora
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Na aba de Estilos dos angulos (F. 11, ¢) a e § marque a op¢do Decoracdo com uma
medida de angulo com dois riscos no meio. Para os angulos S e € marque a opcao Decoracgdo
com uma medida de angulo com um risco no meio. E para o &ngulo y marque a opgéo
Decoracao com uma medida de angulo com trés riscos no meio, conforme Figura 107.

Figura 108 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Para facilitar a visualizacdo dos angulos do trapézio, utiliza-se a ferramenta de
Selecionar (F. 7) e clica-se no poligono ABED, em seguida, na aba Cor (F. 10) seleciona-se
uma cor laranja claro e aumente a propriedade Transparéncia para quase 100, conforme Figura

108.
Figura 109 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

Com isto o trapézio fica mais claro e é possivel identificar melhor seus angulos
internos conforme mostra a Figura 109.

122



Figura 110 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Para ilustrar a dimensdo das alturas do triangulo ABC e dos poligonos menores (DEC
e ABED) criaremos alguns segmentos verticais auxiliares. Primeiro é preciso utilizar a
ferramenta de Retas Paralelas (F. 16) e criar duas retas paralelas, uma sobreposta ao segmento
AB e outra na altura do ponto C, também é necessario voltar a exibicdo da reta f, conforme a
Figura 110.

Figura 111 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Utilizando a ferramenta de Retas Perpendiculares (F. 15) criaremos duas retas
perpendiculares a reta f posicionados a direita do poligono ABC, conforme a Figura 111.
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Figura 112 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

Com a ferramenta de Intersecdo de Dois Objetos (F. 17) cria-se mais quatro pontos
(1,3, Ke L) onde as retas i e j interceptam as retas h e g, conforme a Figura 112.

Figura 113 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

Utilizando-se da ferramenta de Criar Segmentos (F. 13) cria-se os segmentos JG, Gl
e LK. Em seguida ocultamos as retas f, g, h, i e j. Oculta-se também o ponto H, e o rétulo dos
novos pontos criados (J, I, L e K), bem como o rétulo do ponto G, criando uma figura mais
limpa, conforme a Figura 113.
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Figura 114 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Para ilustrar as dimensdes dos novos segmentos, altera-se a Legenda do segmento m
para o valor 1, a Legenda do segmento k para o valor x e a Legenda do segmento | para o valor
1 —x utilizando a ferramenta (F. 9, c), conforme a Figura 114.

Figura 115 — Questdo 3 — Ano 2008

Fonte: Construida pela autora

Altere a Cor do ponto G para preto de modo a ficarem mais homogéneas 0s segmentos
verticais. Em seguida altere o Estilo dos Segmentos (F. 11, a) k, | e m para o formato tracejado,
conforme a Figura 115.
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Figura 116 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

Por fim, definimos a propriedade Estilo do Ponto (F. 11, d) para a imagem de um “+”,
conforme a Figura 116.

Figura 117 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

Ao final o gréfico fica semelhante a configuracdo mostrada na Figura 117.

Figura 118 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora
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Para construir o gréfico da funcéo, iniciemos um novo GeoGebra (F. 1) e em seguida
Desabilitamos a Malha (F. 2). Na entrada de Menu de Objetos (F. 1) escreveremos a fungéo:
f(x) = —x? + 2x, conforme esta mostrado na Figura 118.

Figura 119 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora

O gréfico da funcdo € exibido automaticamente, agora basta organizar a posicao dos
eixos conforme o necessario para melhor visualizacdo. Para este cendrio é necessario configurar
a propriedade Distancia (F. 5, a) dos eixos com o valor 1 e os Rétulos dos eixos (F. 4) X eY,
respectivamente, com os valores x e f(x), conforme a Figura 1109.

Figura 120 — Questdo 3 — Ano 2008
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Fonte: Construida pela autora
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Ano 2009 — Questédo 5

Para esta solucdo vamos ter trés momentos distintos durante o procedimento de analise
com o GeoGebra. Na Figura 1 existe um Unico ponto de intersecdo. Na figura 2 podemos ver
um triangulo formado pelos pontos B, A e a intersecdo entre as hipotenusas (vamos chama-lo
de POLIGONO 1). Ja na Figura 3 um outro poligono é formado, um pentagono (vamos chama-
lo de POLIGONO 2). Essas trés figuras as quais nos referimos sio aquelas mostradas no
enunciado da questao.

Portanto, vamos ter que marcar os dois poligonos em dois momentos distintos durante
a analise desta quest&o.

Vamos utilizar também um Controle Deslizante (F. 20) para ajudar com o
deslocamento do tridngulo da esquerda.

Primeiro vamos criar um Controle Deslizante (F. 20) na regido mais acima da area
de desenho e chame-o de g, configure-o para iniciar em 0, seus minimo e maximo serdo,
respectivamente, O e 4 e seu incremento 0.2, conforme a Figura 120.

Figura 121 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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Utilizando a Ferramenta de Selecionar (F. 7) clique no Controle Deslizante e na
aba Bésico da Tela de Configuracbes desse objeto, marque a opgdo Definir como objeto
auxiliar, conforme a Figura 121.

Figura 122 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Essa configuracdo fard com que o Controle Deslizante fique fixo na tela durante os
desenhos dos demais objetos.

Em seguida Desabilite os eixos e a Malha para termos um desenho mais limpo. Em
seguida crie trés pontos utilizando a Ferramenta de Pontos (F. 12): A (g,0), B(g +2,0) e
C(g,2). Em seguida utilize a Ferramenta de Criar Poligonos (F. 6) e delimite o tridngulo
formado pelos ultimos trés pontos, conforme a Figura 122.

Figura 123 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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As coordenadas dos pontos utilizam o valor do Controle Deslizante “g” que fard os
pontos deslizarem ao mové-lo. Isso dara uma sensagdo de que o poligono esta “se movendo”.

Em seguida oculte os pontos e os rétulos dos lados do triangulo, conforme a Figura
123.

Figura 124 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Utilizando a Ferramenta de Pontos (F. 12) crie outros trés pontos: D(2,0), E(4,0)
e F(4,2). Em seguida, utilizando a Ferramenta de Criar Poligonos (F. 6) crie outro tridngulo
utilizando os pontos D, E e F, conforme a Figura 124.

Figura 125 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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Oculte os novos pontos e os rotulos dos segmentos do novo triangulo, conforme a
Figura 125.

Figura 126 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Com isto, ao mover o ponto do Controle Deslizante teremos areas de intersecdo de
acordo com o valor de g, conforme as Figuras 126 e 127.

Figura 127 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

131



Figura 128 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Agora enfatizaremos os poligonos criados nas Figuras 126 e 127.

Com o valor do Controle Deslizante em 0.6, utilize a Ferramenta de Intersecéo de
Dois Objetos (F. 17) e crie trés pontos: Na intersecéo entre as hipotenusas e onde os pontos B
e D encontram-se com as bases dos triangulos, conforme a Figura 128.

Figura 129 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Em seguida, crie um triangulo utilizando a Ferramenta de Criar Poligonos (F. 6) nos
novos pontos H, I e J. Depois ocultamos esses pontos e os rotulos criados do novo triangulo.
Agora, utilizando a Ferramenta de Selecionar (F. 7) clique no triangulo formado pelos pontos
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HIJ e, na aba Estilo da Tela de Configuracdes, mude a propriedade Preenchimento para o
valor Tracejado. Na aba Cor da Tela de Configurac6es escolha a cor Cinza claro e configure
sua transparéncia para o valor 100, conforme Figura 129.

Figura 130 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

A figura obtida ap6s esse procedimento deverd ficar semelhante a Figura 130.

Figura 131 — Questdo 5 — Ano 2009

Fonte: Construida pela autora

Note que, se aumentarmos o valor de g até 2 o novo tridngulo ira acompanhar a area
de intersecdo do objeto, isto porque utilizamos pontos de intersecdo entre os lados dos
triangulos que sdo adequados enquanto alteramos o valor do controle deslizante, conforme as
Figuras 130 e 131.
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Figura 132 — Questdo 5 — Ano 2009

g=12

Fonte: Construida pela autora

Figura 133 — Questdo 5 — Ano 2009

g=2
®

Fonte: Construida pela autora

Porém se o valor de g passar de 2 a &rea de intersecdo desaparece, conforme
podemos ver na Figura 132.
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Figura 134 — Questdo 5 — Ano 2009

g=272
+

Fonte: Construida pela autora

Isso ocorre porque é criado um outro poligono, um pentagono. Agora, com a figura
anterior vamos enfatizar esse novo poligono. Utilizando a Ferramenta de Intersecdo de Dois
Objetos (F. 17) crie 5 pontos onde os lados dos triangulos se interceptam para formar a figura
a Figura 133.

Figura 135 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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Em seguida, utilizando a Ferramenta de Criar Poligonos (F. 12) crie um pentagono
utilizando os pontos L, M, N, O e K. Depois oculte os rétulos do novo poligono criado e oculte
0s pontos desse poligono, conforme a Figura 134.

Figura 136 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Por fim, utilize a Ferramenta de Selecionar (F. 7) e clique no pentagono criado. Em
seguida, na aba Estilo da Tela de Configuracdes mude a propriedade Preenchimento para
Tracejado e na aba Cor da Tela de Configurac@es selecione a cor Cinza e marque o valor de
Transparéncia para 100, conforme a Figura 135.

Figura 137 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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A partir de agora, para qualquer valor de g, sera possivel visualizar o poligono
tracejado que intercepta os tridngulos, conformes Figuras 136 até 140. .

Figura 138 — Questédo 5 — Ano 2009

g=0

Fonte: Construida pela autora

Figura 139 — Questdo 5 — Ano 2009

Fonte: Construida pela autora
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Figura 140 — Questdo 5 — Ano 2009

Fonte: Construida pela autora

Figura 141 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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Figura 142 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora

Para ilustrar o valor da area de interse¢do dos triangulos, deixe o valor de g em 1,
utilize a Ferramenta de Area (F. 21), clique no poligono tracejado para exibir o valor da area
do poligono. Com o valor de g em 2.6 faca 0 mesmo utilizando a Ferramenta de Area (F. 21),
conforme Figuras 141 e 142.

Figura 143 — Questdo 5 — Ano 2009
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Fonte: Construida pela autora
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Figura 144 — Questdo 5 — Ano 2009

Area de KLMNO =1.33

Fonte: Construida pela autora

140



