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RESUMO

O presente trabalho apresenta a experiéncia de uma professora da Escola Estadual
Pedro Nunes Rocha da cidade de Franca - SP durante as aulas “on-line”, em razéo
ao afastamento social iniciado em marco de 2020 devido a pandemia de COVID-19,
em que, utilizou-se de midias sociais e as Tecnologias de Informacdo e Comunicacéao
(TICs) para continuidade de suas atividades e de seus alunos durante o ano letivo. A
presente pesquisa contém um estudo do percurso histérico do Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM) e os métodos de correcdo, incluindo também, exercicios
resolvidos de Analise Combinatoéria e, apresenta como esse contetido € abordado nos

documentos que orientam e norteiam o ensino no pais.

Palavra-chave: ENEM; COVID-19; ensino de matematica; TICs; analise combinatoria



ABSTRACT

The present work shows the experience of a teacher from Pedro Nunes Rocha State
School in the city of Franca - SP during "online" classes, during lock down started in
March 2020 due to the COVID-19 pandemic. For this reason, social media
and Information and Communication Technologies (ICTs) was used to continue their
activities of students and teachers during the school year. The present research
contains a study of the historical course of the National High School Exam (ENEM)
and the methods of corrections. It also includes solved exercises of combinatorial
analysis and shows how this content is addressed in the documents that guide the

education system in the country.

Keyword: ENEM; COVID-19; Math teaching; ICTs; combinatorial analysis
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1 INTRODUCAO

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é o principal meio de acesso as
universidades publicas e privadas e o mais acessivel, pois € aplicado em quase todo
o territorio brasileiro e gratuitamente para pessoas de baixa renda.

Em um estudo publicado por Garcia (2019), nota-se que 93% das 45 questdes
de Matematica da avaliacdo do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) de 2017
tiveram menos de 40% de acerto; e uma das questbes, que abordava Analise
Combinatéria, obteve o menor indice de acerto, aproximadamente 5,2%.

Com o intuito de contribuir com a aprendizagem de Matematica, a presente
pesquisa contém um estudo sobre as mudancas que ocorreram no ENEM, incluindo
0 método de correcdo, a Teoria de Resposta ao Item (TRI), com a finalidade de
orientar e preparar os alunos para a realizagao da prova e facilitar a compreensao das
diferentes notas obtidas por diferentes alunos.

Apresenta um levantamento das avaliacbes do ENEM dos anos de 2009 a
2019, especificamente das questbes de Analise Combinatodria, visa o entendimento
de como esse conteudo € abordado na prova, expde ainda uma possivel contribuicao
para 0 ensino desse conteldo para que os alunos pudessem obter um melhor
resultado nas avaliacdes externas.

Justifica-se a escolha do conteudo Analise Combinatoria, considerada um dos
contetdos mais dificeis no Ensino Médio tanto pelos alunos quanto por muitos
professores 0s quais o justificam pela variedade de temas tratados nas interpretacdes
(MORGADO et al.,, 2020). A escolha se deveu ainda aos resultados obtidos na
avaliacdo do ENEM de 2017.

Inicialmente, pretendia-se estudar as relacbes entre os acertos e 0s erros
ocorridos em questdes que envolviam Analise Combinatoria e elaborar estratégias de
ensino que pudessem colaborar com a construcdo dos conceitos envolvidos em tal
topico. Porém, em marco de 2020 no Brasil, iniciou-se o afastamento social devido a
pandemia de COVID-19, que exigiu do Poder Publico tomadas de decisfes rapidas e
inéditas, instituindo o ensino remoto como estratégia para manter a rotina e diminuir
0S impactos negativos da aprendizagem nos alunos.

Em 2021, no Estado de Sao Paulo, as escolas foram abertas novamente,

porém sem a obrigatoriedade da presenca do aluno.
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Diante dessa realidade, o presente trabalho registra as estratégias utilizadas
na Escola Pedro Nunes Rocha da cidade de Franca do Estado de S&o Paulo no ensino
de Matematica, de forma remota, durante a pandemia do COVID-19.

Inicialmente, para dar continuidade ao cronograma escolar em 2020,
promoveu-se “lives” no Instagram para auxiliar os alunos nas atividades “on-line” e,
posteriormente, com algum conhecimento das ferramentas de videoconferéncias,
promoveu-se uma Oficina “on-line” para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental a
32 série do Ensino Médio, através do Google Meet. Com o retorno das aulas
presenciais ndo obrigatérias em 2021, a Oficina de Andalise Combinatéria ocorreu
novamente e esse registro sera tratado nos capitulos seguintes.

O segundo capitulo, apresenta um estudo sobre as avaliacdes em larga escala
no Brasil. Em seguida, discorre sobre a Histéria do ENEM e as mudancas que ele
sofreu ao longo do tempo, os fatores que levaram a criacdo da prova, o objetivo da
aplicacao, como é feita a correcdo dessa avaliacdo e encerra-se com o indice de
acertos de cada item da prova de 2017 e o contetudo abordado em cada item.

No terceiro capitulo, apresenta-se o conteudo de Analise Combinatéria,
comecando com as andlises dos documentos da Educacdo. Explana-se também
sobre a Historia de como esse conceito foi sendo construido. Em seguida, demonstra
a resolucao de exercicios de Principio Aditivo e Multiplicativo, Permutacdo Simples,
Combinacdo Simples, Arranjo Simples, Permutacdo Circular, Permutacdo com
Repeticdo e Combinagdo Completa.

JA no quarto capitulo, contém um relato da experiéncia docente nesse
momento de pandemia, relatando as dificuldades vividas nesse processo e suas

escolhas feitas, e, por fim, dispde as consideracdes finais.
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2 AVALIACOES EM LARGA ESCALA

Pouco mais de 40 anos apos a Declaracdo Universal dos Direitos Humanos
(1948) assegurar a educacdo como direito de todos de maneira gratuita nos niveis
essenciais e fundamentais, ainda tinhamos mais de 100 milhdes de criangas no
mundo sem acesso a escola primaria e mais de 960 milhdes de adultos analfabetos,
além de outros problemas que o mundo enfrentava como crise econdmica,
degradacédo do meio ambiente, entre outros.

Esses problemas, dificultaram o desenvolvimento da Educacdo Bésica nos
paises menos desenvolvidos. Em paises industrializados cortes no gasto publico
contribuiram para a decadéncia da educacédo e, mesmo em paises com crescimento
econdmico, que concederam financiamentos educacionais, ainda havia milhdes de
pessoas sem acesso a escola ou analfabetas.

Nesse contexto, ocorreu em marco de 1990 em Jomtien, na Tailandia, a
Conferéncia Mundial sobre Educacéo para Todos, onde foi elaborado um documento
0 qual instituiu diretrizes e metas tanto de instrumentos essenciais para a
aprendizagem como leitura, escrita, expressado oral, calculo e solugcédo de problemas,
guanto contetdos béasicos de aprendizagem como conhecimentos, habilidades,
valores e atitudes.

A partir dai, o Brasil estabeleceu um plano para a recuperacdo da escola
fundamental no pais, o Plano Decenal de Educacdo para Todos para o periodo de
1993 - 2003, surgindo assim a primeira avaliagdo em larga escala denominada
Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacéo Basica (SAEB) que tinha como objetivo
conhecer o sistema educacional brasileiro. Sua primeira aplicacdo ocorreu em 1990.

Conjuntamente, a Constituicdo de 1988, segundo Rabelo (2013), comeca a dar
suporte ao Brasil para iniciar as avaliagdes em larga escala, assegurando, em sua
Carta Magna, a educacdo como um direito fundamental e tendo como principio a
garantia de padréo de qualidade.

Nesse sentido, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (Lei n.°
9394/1996) complementou que a Unido fica responséavel por

“assegurar processo nacional de avaliagdo do rendimento escolar no ensino
fundamental, médio e superior, em colaboragdo com os sistemas de ensino,
objetivando a definicdo de prioridades e a melhoria de qualidade do ensino”
(BRASIL,1996).
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Sendo assim, o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (INEP), desde a sua criagdo em 1937, tinha como objetivo realizar estudos
para identificar os problemas do ensino nacional e propor politicas publicas,
contribuindo para o desenvolvimento econdmico do pais, sendo ele o responsavel
pela elaboracéo e aplicacdo das avaliagbes em larga escala para o desenvolvimento
das pesquisas e analises sobre a educacéo no Brasil.

No entanto, como 0 nosso territério nacional € muito extenso para a realizacéo
das avalia¢cbes em larga escala, faz-se necessario, ao longo dos anos, a criacdo de
documentos de referéncias como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) e, agora, recentemente formulada, a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), possibilitando assim comparabilidade entre
essas avaliagoes.

Hoje, possuimos uma vasta experiéncia em avaliacbes em larga escala, que
fomentam e orientam projetos governamentais para a melhoria do ensino como SAEB,
Prova Brasil, Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), o Exame Nacional para
Certificacdo de Competéncias de Jovens e Adultos (ENCCEJA), Exame Nacional de
desempenho dos Estudantes (ENADE), entre outros.

2.1 PROCESSO HISTORICO DO EXAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO - ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi implantado em 1998 e tinha
como premissa avaliar o desempenho dos estudantes ao final da Educacao Bésica,
possibilitando a elaboracdo de politicas publicas para a melhoria do ensino brasileiro.
Um dos objetivos também era o de possibilitar uma autoavaliacdo dos estudantes,
auxiliando e orientando os candidatos para o mercado de trabalho ou para
continuagao de seus estudos.

O ENEM é uma prova de natureza optativa, realizada anualmente pelo Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), norteada pela
Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDB), de 1996, pelos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN’s), pelas Diretrizes do Conselho Nacional de Educacéo
sobre Educacao Béasica e Ensino Médio e pelos textos da reforma do Ensino Médio

(1997). Desde a sua implementacéo o ENEM passou por significativas mudancas.
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Segundo Brasil (2018), o ENEM, nos anos de 1998 a 2008, avaliava a
proficiéncia de cada participante em 5 competéncias e 21 habilidades que constituem
a matriz de referéncia, no Anexo A.

Nesse periodo, o ENEM era aplicado em um dia. A prova era constituida por
trés questdes de cada habilidade, totalizando 63 questbes objetivas, distintas em
complexidade. Tinha um carater interdisciplinar e de contextualizacdo das varias
areas do conhecimento inerentes aos objetos estudados no Ensino Médio, utilizando
uma abordagem de situacdes-problemas em suas avaliacoes.

Ao longo dos anos, notou-se um expressivo aumento de inscricbes de
candidatos, saltando de pouco mais de 157 mil inscritos em sua primeira edicdo para
mais de 4 milhdes de inscritos em 2008, sendo que, no questionario realizado na
prova, 70% dos candidatos relataram terem como objetivo o ingresso no Ensino
Superior.

Com isso, em 2009 o ENEM foi reformulado e novas atribuicdes Ihe foram
dadas, uma delas foi o papel de certificador do Ensino Médio, e, para isso, a matriz
de referéncia também modificara-se, tendo base na matriz de referéncia do Exame
Nacional de Certificacdo de Competéncias de Jovens e Adultos (ENCCEJA) e na
matriz do proprio exame. Mas, em 2017, deixou de desempenhar esse papel, voltando
a certificacao ser responsabilidade do ENCCEJA.

A matriz de referéncia do ENEM agora € constituida de 5 eixos cognitivos
basicos, que eram conhecidos como as 5 competéncias do antigo ENEM o0s quais
foram modificados para incluirem Lingua Inglesa e Espanhola. Esses eixos preveem
gue, ao final da escolarizagcdo, o jovem tenha um dominio de linguagens,
compreensao dos fenbmenos, enfrentamento de situacdes-problema, construcéao de
argumentos e a elaboracéo de propostas.

Esses 5 eixos sdo comuns a todas as 4 areas de conhecimento sendo elas:

e Linguagens, Codigos e suas Tecnologias (componentes curriculares:
Lingua Portuguesa, Literatura, Lingua Estrangeira (Inglés ou Espanhol),
Arte, Educacéo Fisica e Tecnologias da Informacdo e comunicacéo);

e Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (componentes curriculares:
Quimica, Fisica e Biologia);

e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias (componentes curriculares:
Historia, Geografia, Filosofia e Sociologia);

e Matematica e suas Tecnologias (componente curricular: Matematica).
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Cada uma dessas areas do conhecimento possui suas competéncias e cada
competéncia possui suas habilidades. Sao ao todo 30 habilidades para cada area do
conhecimento. Os eixos cognitivos, as competéncias e suas habilidades, assim como
0s objetos de conhecimento relacionados a Matematica e suas Tecnologias estdo no
Anexo B.

A avaliacdo continua sendo pautada pela abordagem situacdo-problema, na
gual o candidato deve colocar em prética os saberes cognitivos adquiridos durante os
anos escolares.

Com essa reformulacéo, a organizacao dos dias de aplicacdo da prova também
mudou. Antes as provas eram realizadas em apenas um domingo, mais comumente
em agosto, e, em 2009, passam a ser aplicadas em dois dias seguidos: sabado e
domingo. Passam a ser compostas por 180 questdes objetivas, 45 para cada &rea do
conhecimento e mais uma redacado dissertativa-argumentativa. Em 2017, apdés uma
consulta publica, o ENEM passa a ser aplicado em dois domingos consecutivos,
sendo mais comum no més de novembro.

Sédo aplicadas quatro provas de cada area distinta, apenas nas ordens dos
itens. No primeiro dia de aplicacdo, os candidatos sdo avaliados nas areas de
Linguagens Codigos e suas Tecnologias, Ciéncias Humanas e suas Tecnologias e a
Redac&do. No segundo dia, sdo avaliados em Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias e Matematica e suas Tecnologias.

Uma outra grande mudanca, que ocorreu no ENEM, é o método de correcéo,
gue antes era feita pela Teoria Classica dos Testes (TCT), onde a nota do aluno era
dada calculando o numero de acertos. Hoje a correcdo da prova é feita através da
Teoria de Resposta ao Item (TRI), onde dois candidatos podem ter o mesmo nimero
de acertos, porém notas diferentes, pois a nota € dada em funcao da coeréncia das
respostas de cada um, ou seja, se um dos candidatos acertar mais questdes dificeis
de uma competéncia ou habilidade e errar as faceis isso é tido como uma incoeréncia
nas respostas, logo sua nota é mais baixa que um candidato que acerta questdes
faceis e médias e erra questdes dificeis.

Devido a uma expansao do numero de instituicdes de ensino utilizando o ENEM
como forma de acesso aos seus diversos cursos, e muitos candidatos usando a

avaliagdo para essa finalidade, o ENEM passa a ser uma das maiores porta de
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ingresso ao nivel superior, principalmente para aqueles que nao tém poder aquisitivo
para realizar vestibulares ao longo do Pais.

Com isso, 0 ENEM passa a desenvolver um importante papel junto ao Sistema
de Selecéo Unificada, o SISU, criado em 2009 para o acesso dos alunos a Educacéo
Superior, onde as Universidades através desse sistema, disponibilizam o niamero de
vagas de cada curso oferecido e os alunos sdo selecionados de acordo com o seu
desempenho no ENEM.

O ENEM, ainda, € utilizado como critério de sele¢cdo para o Programa de
Financiamento Estudantil (FIES) e para o Programa Universidade para Todos
(PROUNI), sendo o primeiro, um programa de financiamento estudantil para alunos
da graduacdo de Universidades que ndo sdo gratuitas e o outro, um programa de

concesséao de bolsa integral ou parcial.

2.2 TEORIA DE RESPOSTA AO ITEM (TRI)

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) € um conjunto de modelo matematico que
consiste em procurar representar a probabilidade de um individuo de dar uma
resposta correta a um item, relacionando variaveis ndo observaveis ou traco latente
do individuo a variaveis observaveis, ou seja, as respostas aos itens de um teste.

Esse modelo de correcéo surgiu entre os anos 50 e 60 devido a necessidade
de se constituir testes de inteligéncia onde os resultados nao se divergiam de acordo
com o método de instrumento utilizado. Constituido por um modelo matematico
complexo, esse teste comecou a ser difundido apenas na década de 80 a partir do
desenvolvimento de “softwares”.

A primeira prova a utilizar o TRI como método de correcao foi a prova SAEB
em 1995, em seguida o ENCCEJA, depois a Prova Brasil e, em 2009, o ENEM passou
a utiliza-lo, o que permitiu segundo Rabelo (2013), “a discriminacdo dos itens,
fidedignidade dos testes e comparabilidade de desempenho de individuos que se
submetem a testes diferentes”, havendo um ganho em comparacao a utilizacao da
Teoria Classica dos Testes (TCT), onde resultado é restrito aos candidatos que
realizam determinado teste, dificultando assim, o acompanhamento pedagdégico e
uma analise do desempenho ao longo dos anos.

Na TCT, as analises e as interpretacfes sao relativas a prova como um todo, o

resultado é dado a partir de uma pontuacdo de numeros de acertos da prova e s6
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podemos comparar as notas de individuos que realizaram a mesma prova. Nesse
modelo, candidatos podem ter a mesma nota, porém acertado questdes com niveis e
habilidades diferentes. A TCT nao deve ser descartada como método de correcéo,
mas deve ser utilizada como um complemento entre os métodos.

Ja na TRI, os elementos centrais sdo os itens, o resultado € estimado por um
modelo estatistico e os candidatos e os itens sdo colocados em uma escala comum,
permitindo a comparacdo dos resultados mesmo quando os candidatos sao
submetidos a provas distintas, desde que haja, nessas avaliacoes, itens de ligacéo.

Um item € uma unidade fundamental de um exame ou de uma avaliagdo, que
serve para coleta de dados e informacGes. No caso do ENEM, os itens sdo as
guestBes que testam as competéncias e habilidades dos candidatos.

Para a elaboracdo desses itens, sdo chamados varios pesquisadores e
educadores e, para sua construcdo deve ser observada a unidimensionalidade, a qual
garante apenas uma habilidade dominante em um item, e independéncia local,
guando o desempenho em um determinado item néo influencia no desempenho de
outro item.

Apébs a construcdo, os itens vao para um banco e sdo submetidos a um pré-
teste em que o nivel de cada item é calculado de acordo com o desempenho dos
respondentes, quanto maior o numero de acertos, menor 0 peso que ele tera na prova
e quanto menor o numero de acertos maior o0 peso.

O TRI, usado para analise do ENEM, possui um modelo dicotomizado, ou seja,
gue assume dois valores (certo ou errado), constituido de um modelo logistico de trés
parametros (modelo 3LP), que permite estimar o nivel de aptiddo ou traco latente do
individuo a partir de uma relacdo que fornece a probabilidade de um respondente
acertar um item em funcdo de sua habilidade. Os trés parametros sdo: o poder de
discriminag&o de um item, o grau de dificuldade e o acerto ao acaso.

A discriminacao é dada pela capacidade do item de diferenciar individuos com
habilidades ou proficiéncias distintas.

A dificuldade do item consiste na habilidade que cada candidato precisa ter
para ter uma probabilidade maior de responder corretamente o item, para isso, a
dificuldade do item e a proficiéncia sao colocadas na mesma escala.

O acerto ao acaso, nesse modelo, representa as respostas dadas
aleatoriamente, isso costuma ocorrer com itens com maior dificuldade em que o

candidato n&o possui a habilidade aferida e arrisca uma resposta.
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O que se espera estimar com o TRI é a probabilidade de um candidato acertar

um item e isso depende do seu nivel de proficiéncia (8), das caracteristicas dos itens

como dificuldade (b), da discriminacéo (a) e do acerto ao acaso (c), em que a,b e ¢

constituem os trés parametros. Sendo assim a probabilidade de um individuo j

responder corretamente um item i € dada por:

(1-c)

—Da;i(0-b;)

no qual

X;; € aresposta do individuo j ao item i, variavel dicotdmica que sera igual a
1, se o individuo responde corretamente, e igual a 0, se erra;

a; > 0 € o parametro de discriminacdo do item i; com valor proporcional a
Curva Caracteristica do Item no ponto b;.

b; é o parametro de posicado ou dificuldade do item, medido na mesma escala
da habilidade;

0<c; <1 é o parametro da assintota inferior do item i, refletindo as
chances de um estudante de proficiéncia muito baixa selecionar a op¢éo de
resposta correta.

8; representa a habilidade do j — ésimo individuo;

D é um fator de escala, que € igual a 1 na métrica logistica e igual a 1,7 na
métrica normal.

P(X;; = 1|6;) é a probabilidade do individuo j com habilidade 6; responder

corretamente o item i.

A probabilidade dada por P(X;; = 1|6;) pode ser identificada como a proporg&o

de respostas corretas a um item i dos individuos j que possuem determinada

habilidade 8. Segundo Andrade (2000), o “modelo proposto baseia-se no fato de que

individuos com maior habilidade possuem maior probabilidade de acertar o item e que

esta relacdo nao é linear”.
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2.2.1 Curva Caracteristica do Item (CClI)

A relagdo entre os parametros e a P(X;; = 1|6;) é descrita pela Curva
Caracteristica do Item (CCI) expressa no Grafico 1. Podemos notar que o grafico

representa uma curva, sigmoide em “S” com duas assintotas horizontais.

Gréfico 1 - Curva Caracteristica do Item

Curva caracteristica do item - CCl
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Fonte: Andrade, 2000.

A CCI indica o poder de discriminagao do item de acordo com a inclinagao da
curva, quanto maior o parametro a, mais ingreme sera a curva e mais discriminativo
sera o item e, quanto mais achatada a curva, menos discriminativo sera o item.

Como vimos, a discriminacdo, parametro a, € referente a capacidade de
diferenciar um individuo com habilidade ou competéncias diferentes. Na CCI, a
discriminagdo € dada a partir de um valor proporcional a inclinagdo da curva no ponto
de inflexao.

Se o parametro a for muito elevado, o item discriminard os candidatos em
apenas dois grupos 0s que possuem e 0s que ndo possuem determinada habilidade
aferida no item, no caso do valor do parametro se aproximar de zero, individuos que
possuem ou nao a habilidade em questdo tém a mesma probabilidade de acertar o
item. Itens com o parametro a negativo ndo sao esperados nesse modelo, pois

indicaria que quanto maior habilidade do respondente menor a probabilidade de
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acerto. Os itens considerados mais discriminativos sdo aqueles que possuem valores
maiores que 0,70. Segundo Rabelo (2013), alguns autores categorizam os itens de

acordo com as seguintes faixas:

Tabela 1- Classificacdo dos itens quanto a discriminacdo na TRI
Valores Discriminagao
a=0 Nenhuma
0,0<a<0,35 muito baixa
0,35<a=<0,65 Baixa
0,65<a<1,35 Moderada
1,35<a<1,70 Alta
a>170 muito alta

Fonte: Rabelo, 2013

Por exemplo, nos Graficos 2 e 3, pode-se notar que quanto maior o valor do
parametro a maior a probabilidade de acerto, ou seja, quanto maior a proficiéncia
maior a chance de o individuo acertar ao item. Sendo assim, para os valores de a
menores, candidatos com proficiéncia distintas possuem probabilidade de acerto bem

proximo.

Grafico 2 — CCI para um item com parametro a = 0,3
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Fonte: Carlos, 2016

Observa-se que, para o item 1, foram mantidos os parametros da dificuldade

(b = 200) e o0 acerto ao acaso (¢ = 10). O nivel de proficiéncia dos avaliados também
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foi mantido. O Avaliado 1 possui proficiéncia igual a 195,2 e o Avaliado 2 possui
proficiéncia igual a 205,24, sendo a diferenca de proficiéncia entre os avaliados, igual
a 10. Tem-se que, quando o valor do pardmetro a € maior a diferenca entre as
probabilidades de acerto € igual a 77,9% (94,31 — 17,02) e quando o valor do
parametro a € menor essa diferenca cai para 18,92% (64,86 — 45,94). Nesse caso, 0
segundo item é menos adequado para diferenciar o aluno que sabe do aluno que néo

sabe (Carlos, 2016).

Gréfico 3 — CCI para um item com parametro a = 0,05
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Fonte: Carlos, 2016

Elaborar um item discriminativo néo é tarefa facil, além do mais, ndo é possivel
estabelecer a discriminacdo de um item antes do teste, no entanto, sabe-se que itens
de média dificuldade tém maiores chances de discriminar do que itens muito faceis ou
muito dificeis.

O parametro b é definido como o nivel minimo de proficiéncia que um

respondente precisa possuir para ter uma chance alta de acertar a resposta, ou seja,
a habilidade necessaria para obter uma probabilidade de acerto igual a % Desta

maneira, se tracar uma reta horizontal no nivel de probabilidade igual a esse valor e
fazendo a intersecao com a CCl, encontra-se o 8 correspondente. Tem-se que, quanto

maior o valor de b, maior sera a dificuldade do item, vice e versa.
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Na CCI representada no grafico 4, verifica-se que, quanto maior o valor do

parametro b, a curva se desloca mais para a direita e o nivel de proficiéncia € maior.

Grafico 4 — CCl para o parametro b
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Fonte: Carlos, 2016
Nota: a esquerda o grafico possui parametro b = 80 e a direita o grafico possui o parametro
b = 300.

Nota-se que o candidato que possui a proficiéncia maior que o valor do
parametro b do item, possui uma maior probabilidade de acertar o item.

Tanto o nivel de dificuldade e quanto a habilidade, na teoria, varia entre +oo,
porém, na pratica, utiliza-se como referéncia os valores entre -3 e 3, pelo fato de que
97% dos casos situam-se nesse intervalo. Itens, cujo parametro b estao préximos de
-3, sdo considerados faceis e proximos de +3, dificeis. Fora desse intervalo, os itens
sdo excluidos. A escala média nesse caso é zero com desvio-padrdo igual a 1,
comumente representada por (0,1).

No ENEM, o valor de referéncia da escala € 500 com desvio padrao igual a
100, representada por (500,100). O valor de referéncia dessa escala de proficiéncia
representa o desempenho médio dos participantes concluintes do Ensino Médio
Pldblico que realizaram a prova em 2009. Por exemplo, um estudante com
desempenho em Matematica igual a 650 esta a 150 desvio-padrdo da média.

Segundo Andrade,

a probabilidade de um individuo responder corretamente a um certo item &
sempre a mesma, independente da escala utilizada para medir a sua
habilidade, ou ainda, a habilidade de um individuo é invariante & escala de
medida. Assim, ndo faz qualquer sentido querermos analisar itens a partir de
seus parametros a e b sem conhecer a escala na qual eles foram
determinados. (Andrade, 2000)

O parametro ¢ representa a probabilidade de um individuo, com baixa
habilidade, responder corretamente um item, logo, por se tratar de uma probabilidade,

esse parametro possuira valores entre O e 1.
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Na CCI, o parametro ¢ corresponde ao ponto em que a assintota horizontal
inferior intercepta o eixo das probabilidades. Espera-se que para uma questdo com
cinco opcdes de escolha o parametro ¢ seja inferior a 0,20, pois, se o valor for muito
superior, pode indicar que a resposta correta se destaca das demais, fazendo com
gue individuos com baixa habilidade sejam atraidos pela resposta correta.

Observe o grafico abaixo com parametro ¢ distintos, nota-se que itens com o

parametro ¢ elevado ndo séo adequados.

Gréfico 5 — CCl para o parametro ¢
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Fonte: Carlos, 2016
Nota: a esquerda o grafico possui parametro ¢ = 10 e a direita o grafico possui parametro ¢ =
50

2.2.2 Escala de Proficiéncia

Apoés a avaliacao, o estudante recebe o boletim do desempenho, onde consta
o desempenho do estudante nas quatro areas de conhecimento e, dessa forma, pode
comparar quantitativamente seu desempenho com o0s outros participantes que se
submeteram ao exame.

Esse desempenho, além de nos trazer informacdes quantitativas, também traz
informacdes qualitativas e, para atribuir um significado a nota dos participantes, utiliza-
se a TRl em um processo de interpretacdo pedagogica das escalas de proficiéncia.

A construcdo dessa escala de proficiéncia é obtida a partir da calibracdo dos
itens das provas por intermédio do modelo da TRI. Calibrar um item significa identificar
os parametros (discriminacdo, dificuldade e acerto ao acaso), realizado através de
técnicas estatisticas de estimacdo, com o auxilio de “softwares” especificos, como o

BILOG, BILOG-MG, entre outros. Esses softwares manipulam matrizes extensas, pois
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nelas constam as respostas de todos os itens e de todos os candidatos. No presente
trabalho, ndo aprofundara nas técnicas estatisticas para o célculo dos parametros.
Para uma pesquisa mais aprofundada sobre o tema tém-se alguns trabalhos como o
do Andrade, Tavares e Valle (2000) e Rabelo (2013).

O processo de interpretacdo pedagogica das escalas, consiste em dois
procedimentos: o primeiro € a identificacao de “itens ancoras” pertencentes a cada
nivel da escala e o outro procedimento € a apresentacao desses itens a um painel de
especialistas para interpretarem pedagogicamente o desempenho observado apdés a
aplicacao do teste, sendo esse o grande ganho da TRl em relagéo a TCT, em que néo
s6 localiza os individuos na escala de proficiéncia, mas também os itens.

Esses itens principais ou itens ancoras sao itens que pertencem a um
determinado ponto da escala no qual 65% dos candidatos, que possuem essa
habilidade, acertam esses itens e menos de 65% dos alunos posicionados no nivel
anterior também acertam o item, e o ajuste da curva CCI é bom.

Consta, no Anexo D, um exemplo da escala de proficiéncias do ENEM,
conhecida como mapa de itens. Esse mapa foi construido, utilizando os itens das
edicoes do ENEM desde 2009 que permite, aos participantes, visualizar as
habilidades que ja desenvolveram e as que ainda ndao desenvolveram de acordo com
a localizacao de sua proficiéncia no mapa.

O préoximo capitulo apresenta uma analise da avaliacdo do ENEM de 2017,
ponderando o objeto de conhecimento e quantidade de acertos dos itens.

2.3 ANALISE DOS INDICES DE ACERTO DOS ITENS DA PROVA 2017

Todo ano sédo disponibilizados, no site do INEP, os microdados que contém
informagdes educacionais referentes as avaliagdes pelas quais o INEP é responsavel,
permitindo acesso a informagdes mais especificas para analises mais profundas por
parte de pesquisadores, professores, gestores publicos etc.

Nos microdados do ENEM, estdo contidas informac¢des sobre a prova como o
ndamero da inscricdo, ano da avaliacdo, sexo e cor dos candidatos, localizacdo dos
candidatos por municipios, estados e regido, notas, gabaritos dos participantes,
gabarito da avaliacdo, codigo das escolas, entre outras.

Na presente pesquisa, explorar-se-ao as respostas dos candidatos na prova do

ENEM, realizada em 2017, relativa a area de conhecimento de Matematica e suas
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Tecnologias, dos alunos oriundos da rede publica nédo treineiros. Tais dados foram
coletados por Garcia (2019), que utilizou recursos computacionais ndo convencionais
devido ao grande volume de dados.
Segundo Garcia (2019), a avaliacdo do ENEM 2017 abrangeu 99% dos
municipios do Brasil, correspondendo a 5.558 municipios, totalizando 23.072 escolas.
Para a confeccdo dos indices de acertos, utilizou-se a prova amarela do

componente de Matematica, contida no anexo C, do ano de 2017.

Gréfico 6 — indice de Acertos de Matematica no ENEM 2017 (Itens 136 a 158)
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Fonte: Garcia, 2019
Nota: Porcentagem de acerto dos itens 136 ao 158

Gréfico 7 - indice de Acertos de Matematica no ENEM 2017 (ltens 159 a 180)
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Fonte: Garcia, 2019

Nota: Porcentagem de acerto dos itens 159 a 180

De acordo com os Graficos 6 e 7, nenhum item teve um percentual de acerto
maior ou igual a 60%. Percebe-se também que o item com o menor indice de acerto
€ a questdo 167, que, segundo o Garcia (2019), teve 58 000 acertos, em torno de
5,2% e mais de um milh&o de erros.

A partir desses graficos, construiu-se uma tabela na qual separamos os itens

em 3 grupos. Os grupos sao compostos por: itens que tiveram 0% a 20% de acertos,
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questdes em que tiveram 20% a 40% dos acertos e as questdes em que tiveram 40%

a 60% dos acertos. Em cada uma das tabelas indica-se também o Objeto de

Conhecimento abordado em cada item.

Ao analisar a Tabela 2, nota-se que esse primeiro grupo é composto por 15

guestdes, ou seja, um terco da prova, aproximadamente 33% é pouco dominada pelos

participantes,

sendo que duas questdes abordam Analise Combinatoria,

representando 13% das questbes com menos porcentagem de candidatos que

acertaram.

Tabela 2 - Questdes do ENEM 2017 de Matematica que tiveram

entre 0% e 20% de candidatos que acertaram.

Itens

Objeto de Conhecimento

137
138
139
143
144
145
149
157
160
167
173
177
178
179
180

Posicao relativa entre duas circunferéncias
Equacédo do 1° grau

Cubo/Paralelepipedo

Razao e Proporgéo

Aumento Percentual

Logaritmo

Permutacdo/Combinacdo com elementos repetidos
Circulo e circunferéncia

Conica

Principio Fundamental da Contagem

Analise de Grafico e Tabela

Leitura de Graficos/Grafico de setores e porcentagem
Leitura de Grafico/Razdes e proporcdes

Funcao Trigonométrica/Funcao Cosseno

Esfera

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

Ja o segundo grupo, contido na Tabela 3, é constituido por 27 guestdes,

contemplando 60% da prova, sendo que a porcentagem do indice de acerto esta entre

20% e 40%. Dentro desse grupo, encontra-se um item abordando a Andlise

Combinatoéria.
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Tabela3-  Questdes do ENEM 2017 de Matematica que tiveram
acertos entre 20% e 40%

Itens Objeto de Conhecimento

136 Leitura de Gréficos

140 Analise Combinatoria

142 Probabilidade Condicional

146 Ciclo Trigonométrico

147 Rotacao

148 Medidas para dados simples/Média Ponderada

150 Paralelepipedo

151 Leitura e Interpretacdo de Gréficos e Tabelas

152 OperacBes com Numeros Naturais

153 Reducao Porcentagem/Equacéo do 1° grau

154 Prisma

155 Probabilidade

156 Leitura e Interpretacao de Gréaficos

161 OperacBes com Decimais

162 Razé&o entre Grandezas

163 Triangulos/Lei dos Cossenos

164 Operacfes Basicas em Racionais

165 Razéo e Proporgao

166 Razao e proporcéo

168 Funcéo do 2° grau/Vértice da Parabola

169 OperacBes com Numeros Naturais e Decimais

170 Medidas para Dados Simples/Mediana

171 Probabilidade

172 Operac6es com Numeros Naturais

174 OperacBes com NUumeros Inteiros

175 Circulo e Circunferéncia/Comprimento da Circunferéncia

176 Funcédo Quadrética

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

A Tabela 4 é composta apenas por 3 questdes, aproximadamente 7% da prova,

sendo que apenas duas delas obtiveram um indice de acerto maior que 50% e uma

delas também €& sobre Andalise Combinatéria. Porém, ela pode ser resolvida,
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construindo uma sequéncia numérica apenas observando os dados contidos na tabela
apresentada no item, podendo ser esse o fato de que, o item abordando esse tema,

teve uma porcentagem maior de acertos.

Tabela 4 - Questdes do ENEM 2017 que tiveram

acertos entre 40% e 60%

Itens Objeto de Conhecimento
141 Analise Combinatoria
Operagdes com NUmeros Naturais/
158 A
Localizacdo/Deslocamento
159 Medidas de Tendéncia Central/Média Aritmética

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

Para a construcdo de uma avaliacdo coerente, institui-se, segundo Pasquali
apud Rabelo (2013) que, em uma avaliagao, precisa de “10% dos itens em cada uma
das duas faixas extremas, 20% em cada uma das seguintes faixas e 40% na faixa
média”. No entanto, para testes de Matematica, segundo Rabelo (2013), os itens
apresentam tendéncia de indice de dificuldade um pouco mais elevada, tornado mais

dificil a tarefa de atender as faixas indicadas na tabela.

Tabela 5 - Classificacao e percentual esperado para
indices de dificuldade na TRI

Classificacdo Valores de b % esperado
Muito faceis até -1,28 10%
Faceis de -1,27 a- 0,52 20%
Medianos de -0,51a0,51 40%
Dificeis de 0,52 a 1,27 20%
Muito dificeis 1,28 ou mais 10%

Fonte: Elaborado pela autora, 2022

Apenas com esses dados, restringe-se a comparacdo com as questdes da
avaliacdo do ENEM em cada uma das 5 classificacdes da tabela acima, além, de
restringir também, uma analise mais profunda, porém, nota-se que, num aspecto
geral, a maioria dos itens fica abaixo dos 40% de acerto, perfazendo cerca de 93%

dos itens.
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Algumas questdes com menos acertos sao problemas que envolvem métodos
de Contagem e uma das causas desse desempenho poderia ser que requer um nivel
maior de interpretacdo e compreensdo. O mesmo ocorre com itens de leitura e
interpretacdo de graficos e tabelas, onde o nivel de acerto de alguns itens também é

muito baixo.
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3 ANALISE COMBINATORIA

A Andlise Combinatéria é a parte da Matematica que nos permite contar
elementos de um conjunto finito sob uma determinada condicdo para esses
elementos. Dispondo de um com um conjunto pequeno, o estudo desse conceito pode
ser considerado desnecessario, porém, torna-se inviavel a resolucdo de problemas
com conjuntos maiores sem as ferramentas estudadas no campo da combinatéria
(MORGADO et al., 2020).

De acordo com Morgado et al. (2020), para muitos estudantes a Analise
Combinatéria € conhecida apenas pelo estudo de Combinacao, Arranjo e Permutacao,
no entanto, esses conceitos permitem resolver uma parte dos problemas de Analise
Combinatéria, os de contagem de elementos de um subconjunto, de um conjunto
finito, sem ser necessario enumerar esses elementos. Contudo, ainda temos outros
tipos de problemas de contagem que se utilizam de outros meios para a sua resolucao,
como o principio da inclusdo-exclusdo, funcdo geradora, o principio das gavetas,
conhecido também como principio da casa dos pombos, que parte de um conceito
simples, mas que resolve problemas dificeis de contagem, entre outras ferramentas.

Os problemas de Andlise Combinatéria exigem dos alunos uma alta
compreensao da situacdo abordada, todavia, ensinar esse conteudo, apresentando
situacdes repetidas e padronizadas sem enunciar as varias faces dos problemas de
combinatéria, faz com que o ensino fique restrito a resolucdo de exercicios com
férmulas dificeis.

Na préxima secao, explorar-se-ao 0os documentos inerentes a educacao, para

uma possivel reflexdo sobre o ensino aprendizagem da Analise Combinatoria.

3.1 ABORDAGEM DA ANALISE COMBINATORIA NO PCN E NA BNCC

Nas décadas de 60/70, o ensino de Matematica nas escolas era focado na
formalidade e no rigor dos fundamentos da teoria dos conjuntos e da algebra,
movimento que ficou conhecido como Mateméatica Moderna. Entretanto, esse modelo
nao atingia todos os alunos, principalmente alunos do Ensino Fundamental. Para
tentar sanar as dificuldades encontradas da época, na década de 80 os pesquisadores
da area comecaram a introduzir recursos como a Resolucdo de Problemas, Historia

da Matematica, Tecnologias da Informacdo e Jogos para ensinar Matematica no
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Ensino Fundamental, temas muito abordados no Parédmetro Curricular Nacional
(PCN), documentos que norteiam o ensino no pais assim como a Base Nacional
Curricular Comum (BNCC).

O PCN para o Ensino Fundamental foi elaborado nos anos de 1997 para os
ciclos | e Il (12 a 42 série) e 1998 para os ciclos Il e IV (52 a 82 série), o Parametro
Curricular Nacional do Ensino Médio (PCNEM) foi elaborado em 2000, um documento
complementar referente ao Ensino Médio, o PCN+, foi elaborado em 2002 e mais
recente temos, a BNCC de 2018 que tem carater obrigatorio diferente dos PCN’s.

Nota-se que as habilidades referentes a Andlise Combinatéria ndo estdo
contidas no PCN dos ciclos | e Il, mas, encontra-se nas Orientacbes Pedagogicas
referentes aos significados das operacGes de Multiplicacdo e Divisdo o Principio da
Contagem, pois faz parte de um dos elementos dos 4 grupos das ideias associadas a
essas operagoes.

O exemplo utilizado para a multiplicacdo estd associado a quantidade de
combinacdes distintas que pode-se ter para nos vestir, possuindo duas saias (uma
preta (P) e uma branca (B)) e trés blusas (uma rosa (R), uma azul (A) e uma cinza
(C)). Em seguida, apresenta possibilidades de respostas para o aluno chegar no

resultado, nesse caso, o exemplo utilizado é o diagrama indicado na figura abaixo.

Figura 1: Possibilidades de respostas para a ideia associada a multiplicacao

(P, R), (P, A), (P, C), (B, R), (B, A), (B, C):

@7/)7 - TR e

{0. o0 | eS|

; 50| W
.= v e

Fonte: Brasil, 1997

E finaliza mostrando que, para encontrar o numero de maneiras para se vestir
basta multiplicar o nimero de saias pelo nimero de blusas logo, 2.3 = 6 maneiras

de se vestir.
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Para a Divisdo, o exemplo abordado foi: numa festa foi possivel formar 12
casais diferentes para dancar e havia 3 mulheres, sendo que todos os presentes
dancaram, e queremos encontrar quantos eram 0s homens nessa festa. No
documento, explica que, para solucionar esse tipo de problema, os alunos costumam
se apoiar em procedimentos multiplicativos, como exemplificado abaixo:

- Um rapaz e 3 mocas formam 3 pares.

- Dois rapazes e 3 mocas formam 6 pares.

- Trés rapazes e 3 mocas formam 9 pares.

- Quatro rapazes e 3 mocas formam 12 pares.

No terceiro ciclo, um dos conteudos propostos para o Tratamento da
Informacdo € a “representacdo dos casos possiveis em situagbes combinatérias”
(BRASIL, 1998, p 74). Com isso, para a apresentacao desse objeto de conhecimento,
0 ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio
gue leve o aluno a “resolver situacBes-problema que evolvam o raciocinio
combinatorio e a determinacao da probabilidade e sucesso de um determinado evento

por meio de uma razao” (BRASIL, 1998, p. 65). O professor nessa fase deve avaliar

se 0 aluno é capaz de resolver problemas de contagem com quantidades que
possibilitem obter o ndmero de agrupamentos, utilizando procedimentos
diversos, como a construcao de diagrama de arvore, tabelas etc., sem o uso
de férmulas. (BRASIL, 1998, p. 77)

Ja no quarto ciclo, partindo do pressuposto que os alunos ja desenvolveram
estratégias para resolver problemas de contagem apoiados em tabelas, diagrama etc.,
‘os problemas poderdo apresentar nimeros um pouco maiores de modo que
percebam que o principio multiplicativo € um recurso que auxilia mais facilmente
muitos problemas” (BRASIL, 1998, p. 85).

Dessa maneira, 0 ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento do
raciocinio estatistico e probabilistico, explorando “construir um espaco amostral de
eventos equiprovaveis, utilizando o principio multiplicativo ou simulagdes, para estimar
a probabilidade de sucesso de um dos eventos” (BRASIL, 1998, p. 82).

Nesse ciclo, a Analise Combinatoéria é abordada também no tema Tratamento
da Informacéo, assim como no ciclo Ill, sendo desenvolvido para a “constru¢cao do
espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo da probabilidade de um evento
por meio de uma razdo” (BRASIL, 1998, p. 90).
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O professor, nesse ciclo, deve avaliar se o aluno resolve problemas de

contagem indicando

razao.

as possibilidades de sucesso de um evento por meio de uma

Com isso, nos ciclos Il e IV a resolucéo de problemas de contagem,

coloca o aluno diante de situacdes em que € necessario agrupar objetos, em
diferentes quantidades, caracterizando os agrupamentos feitos. Ao tentar
solucionar essas situacdes, ele podera aperfeicoar a maneira de contar
agrupamentos e desenvolver, assim, 0 raciocinio combinatorio.
Consequentemente, podera desenvolver maior seguranca e criatividade para
enfrentar situacdes-problema de carater aleat6rio, que dependem de uma
contagem sistematizada, e dispor de uma ferramenta Util e motivadora para
aprendizagem da probabilidade e da estatistica (BRASIL, 1998, p. 136).

Sendo que, o primeiro contato do aluno com situagdes-problema de contagem,

deve ter como objetivo “a familiarizagdo com a contagem de agrupamentos de objetos,

de maneira formal e

direta — fazer uma lista de todos os agrupamentos possiveis e

depois conta-los” (BRASIL, 1998, p. 137). Essa exploragdo, com problemas de

contagem, levara ao aluno a compreender o principio multiplicativo, além de

desde cedo, a desenvolver procedimentos basicos como a organizacdo dos
dados em tabelas, gréaficos e diagramas, bem como a classificacdo de
eventos segundo um ou mais critérios, Uteis ndo s6 em Matematica como
também em outros campos, o que reforca a argumentacao dos defensores
de seu uso desde as séries iniciais do ensino fundamental. (BRASIL, 1998,
p. 137).

Mas, é no Ensino Médio que o estudo da Analise Combinatéria é aprofundado,

e esse conceito é abordado mais especificamente na 22 série do Ensino Médio. No

PCN+, a Matemaética é dividida em trés temas:

e Algebra: nimeros e funcdes

e Geometria e medidas

e Andlise de dados

No tema Andalise de Dados também é subdividida, mas em trés Unidades

Tematicas, sdo elas:

e Estatistica

e Contagem
e Probabilidade

Na Unidade Teméatica Contagem € abordado o principio multiplicativo e

7

problemas de contagem. As habilidades que devem ser desenvolvidas pelos alunos

sao:
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Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nameros e
informacgdes, com o objetivo de simplificar calculos em situagdes reais,
envolvendo quantidade de dados ou de eventos.

Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em
processos nos quais se fazem necessarios 0s processos de contagem.
Identificar dados e relacbes envolvidas numa situacao-problema que

envolva o raciocinio combinatorio, utilizando os processos de contagem.

NA BNCC (2018) a Contagem,

ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s6, permite o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Mateméatica denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir
sobre a forma mais adequada de organizar nimeros ou informacgbes para
poder contar os casos possiveis ndo devem ser aprendido como uma lista de
férmulas, mas como um processo que exige a construcdo de um modelo
simplificado e explicativo da situacdo (BRASIL, 2002, p. 126).

No entanto, “as férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatoério

desenvolvido frente a resolucdo de problemas diversos e devem ter a funcédo de

simplificar calculos quando a quantidade de dados € muito grande” (BRASIL, 2002, p.

126).

Na BNCC (2018), a progressédo anual tem por base a utilizagdo de novas

ferramentas e a complexidade das situacfes-problema em que a resolucdo exigira

mais etapas em sua execucdo ou entdo noc¢des de Unidades Tematicas diferentes,

por exemplo, os problemas de Contagem

devem, inicialmente, estrar restritos aquelas cujas solu¢cées podem ser
obtidas pela descricao de todos 0s casos possiveis, mediante a utilizagdo de
esquema ou diagrama, e, posteriormente, aqueles cuja resolucdo depende
da aplicacao dos principios multiplicativo e aditivo e do principio da casa dos
pombos (BRASIL, 2018, p. 275).

No 4° ano do Ensino Fundamental, a Analise Combinatéria esta contida na

Unidade Tematica Numero. O objeto de conhecimento abordado nessa etapa é

Problemas de Contagem e a habilidade a ser desenvolvida € a:

(EFO4AMAO8) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material
manipulavel, problemas simples de contagem, como a determinacao do
namero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de
uma colecdo com todos os elementos de outra, utilizando estratégias e

formas de registro pessoais.
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E no 5° ano do Ensino Fundamental, também na Unidade Tematica NUumeros,
tem-se o objeto de conhecimento, Problemas de Contagem do tipo: “Se cada objeto
de uma colecédo A for combinado com todos os elementos de uma colecéo B, quantos
agrupamentos desse tipo podem ser formados?”, no qual a habilidade a ser
desenvolvida pelos alunos é a:

e (EFO5MAQ9) Resolver e elaborar problemas simples de contagem
envolvendo principio multiplicativo, como a determinagdo do niumero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecao
com todos os elementos de outra colegcdo, por meio de diagramas de
arvore ou por tabelas.

JA no 8° ano do Ensino Fundamental, os problemas de Contagem sao
abordados na Unidade Tematica Probabilidade e Estatistica, sendo o Principio
Multiplicativo da Contagem o objeto de conhecimento abordado nesse ano e a
habilidade a ser desenvolvida é:

e (EFO8MA22) Calcular a probabilidade de eventos, com base na
construgdo do espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo, e
reconhecer que a soma das probabilidades de todos os elementos do
espaco amostra é igual a 1.

Em seguida, a Analise Combinatoria sera estudada no Ensino Médio. Nota-se,
na BNCC (2018), que o Ensino Médio é dividido em 5 competéncias e cada
competéncia tem suas respectivas habilidades. A competéncia referente ao contetdo

de Andlise Combinatéria € a Competéncia 3 que tem como objetivo

Utilizar estratégias, definicdes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solugbes propostas, de
modo a construir argumentagdo consistente (BRASIL, 2018, p. 531).

As habilidades referentes a essa competéncia estdo relacionadas a
“interpretagcdo, construcao de modelos, resolugdo e formulacdo de problemas
matematicos envolvendo nocdes, conceitos e procedimentos quantitativos,
geomeétricos, estatisticos, probabilisticos, entre outros” (BRASIL, 2018, p. 535). As
habilidades inerentes & Analise Combinatdria sdo:

e (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem

envolvendo agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio



37

dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas,
como o diagrama de arvore.

e (EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos
aleatérios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e
elaborar problemas que envolvem o calculo da probabilidade.

Percebe-se que, tanto no PCN quanto na BNCC, o ensino-aprendizagem da
Andlise Combinatéria se inicia através de diagramas e esquemas para depois chegar
ao seu algoritmo. Porém, um diferencial que a BNCC trouxe € a inclusdo desse tema
no Ensino Fundamental dos Anos Iniciais, reforcando a afirmacéo de Morgado et al.
(2020) quanto a necessidade da inclusdo desse contetdo no Ensino Fundamental,
diferenciando apenas na Unidade Tematica em que sera abordada nos Anos Iniciais
e nos Anos Finais.

A seguir, apresenta-se uma breve historia da Analise Combinatéria no

desenvolvimento da humanidade.

3.2 HISTORIA DA ANALISE COMBINATORIA

Como a grande maioria dos conceitos mateméticos, ndo ha exatamente uma
data precisa de quando iniciaram os estudos sobre Andlise Combinatéria. Encontra-
se indicios do pensamento combinatdrio, como o problema 79, contido no Papiro de
Rhind (cerca de 1650 a.C): “Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata
sete ratos, cada rato teria comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete
hekat de grdo (um hekat é uma unidade de volume, que corresponde a 4,9 litros,
aproximadamente); quantos itens tém ao todo?” esse € um problema classico do
Principio Fundamental da Contagem.

De acordo com Silva (2020), esse Papiro foi adquiro pelo jovem antiquario A.
Henry Rhind, quando estava de passagem por Luxor, uma cidade as margens do rio
Nilo, esse papiro teria sido encontrado nas ruinas de uma antiga edificacdo Tebas.
Apés a morte de Rhind o papiro foi para o Museu Britanico e, a partir dai, comecou a
ser chamado de Papiro de Rhind. Esse documento foi escrito pelo escriba Ahmes, ou
Ah-mose. Ele relata que o papiro provém de outro manuscrito datado entre 2000 a.C

e 1800 a.C, sendo um dos documentos conhecidos mais antigos da Matematica.
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Figura 2 — Papiro de Rhind

Fonte: Silva, 2020

Além do Papiro de origem egipcia contendo problemas com pensamentos
combinatérios, o matematico grego Arguimedes de Siracusa (287 a.C — 212 a.C)
propds um problema geométrico conhecido como Stomachion, no qual continha 14
pecas que se encaixam, formando um quadrado, o que poderia ser confundido

facilmente com o passatempo muito conhecido hoje em dia, o Tangram.

Figura 3 - Stomachion

Fonte: Silva, 2020

Porém, ao ser publicado no jornal The New York Times, em 2003, um artigo do
Matemético historiador Reviel Netz, da Universidade de Stanford, Califérnia, intitulado,
In Archedes Puzzle, a New Eureka Moment afirma que Stomachion ndo era um
passatempo, mas um objeto de Arquimedes no qual consistia em determinar quantos
modos poderiam ser reunidas 14 pecas planas de diferentes formatos e tamanhos
para formar um quadrado, ou seja, o objetivo desse objeto era para fins de Andlise
Combinatéria.

Um outro passatempo em que a sua formagédo também esta relacionada com a
Teoria dos Numeros e com a Analise Combinatdria € o Quadrado Magico em que cada
linha, cada coluna e cada diagonal desse quadrado possui a mesma soma. O primeiro
Quadrado M&gico era chamado de Lo Shu, tem origem chinesa e apesar de ser datado

no século | d.C, acredita-se que pode ser mais antigo que isso.
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Figura 4 — Lo Shu
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O Quadrado Magico chegou aos arabes, mas, segundo Vazquez (2011), ndo
se sabe nem como e nem quando. No entanto, fizeram sua contribuicdo, construindo
guadrados magicos de ordem 3, 4, 5 e 6, além de regras para a construcdo desses
guadrados de determinada ordem. O estudo sobre a construgdo dos quadrados
magicos evoluiu durante os séculos IX e Xll. Nessa época para a construcao, eles
utilizavam um quadrado original, ou seja, um quadrado de mesma ordem, porém com
nameros consecutivos. Somente mais tarde, foram deduzidos métodos para
guadrados de qualquer ordem (VAZQUEZ, 2011).

Figura 5 - Quadrado Magico 9x9
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Fonte: Silva, 2020

Os guadrados magicos trazem exemplos bem antigos de um importante ramo
da Analise Combinatéria: fixar condi¢cdes para contagem dos arranjos (SANTOS,
2013).

Mas, as contribuicBes para a Analise Combinatéria ndo param por ai, bem mais
recente, encontra-se o problema da Conjectura das quatro cores, enunciada pela

primeira vez por Francis Guthrie (1831 - 1899). Francis era ex-aluno de Augustus De
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Morgan, porém se formou em direito, mas voltou ao campo da Matematica tempos
depois, obtendo um cargo de professor na Africa do Sul.

De acordo com Boyer e Merzbach (2012), em 1852, enquanto ainda estudava
direito, pediu a seu irmdo, Frederick, que, na época, também era aluno de De Morgan,
para perguntar sobre a validade de uma conjectura em uma carta a Willian Rowan

Hamilton que dizia o seguinte:

“Um aluno meu me pediu hoje para Ihe dar uma raz&o para um fato que eu
ndo sabia que era um fato — e ainda néo sei. Ele diz que se uma figura for
dividida de qualquer maneira e os compartimentos pintados diferentemente
de modo que figuras com qualquer parte de uma curva de fronteira em comum
tenham cores diferentes, podem ser necessarias quatro cores, mas nao
mais.” (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 432)

No entanto, ninguém tinha a solu¢éo para o problema das quatro cores. A partir
dai, dezenas de matematicos iniciaram estudos e tentaram demonstrar. Em 1879
Alfred Bray Kempe (1849 - 1922) anunciou, na Nature, sua demonstragdo para o
problema e a submeteu ao American Journal of Mathematics. Nesse mesmo ano,
porém, na década de 1890, descobriu-se que a demonstracdo de Kempe continha

falhas.

Dai em diante, a maioria das tentativas para demonstrar o problema da
Conjectura das quatro cores baseavam-se em trés conceitos: “cadeias de Kempe”,
“conjuntos evitaveis” e “reducibilidade”. Na década de 1960, o alemao Heinrich
Heesch (1906 - 1995) introduziu o quarto conceito: o0 método da descarga. Mas, foi
em 1976 em que Kenneth Appel e Wolfgang Haken, na Universidade de llinois, usando
0 conceito de reducibilidade com a ajuda das cadeias de Kempe, completaram a
cadeia de descarga de Heesch com um programa de computador especialmente
projetado para isso, demonstraram que ndo existia contraexemplo e que, entédo, o

teorema era verdadeiro.

Com isso, como existiam partes dessa demonstracdo em que humanos nao
conseguiam validar, passou por minuciosos exames por diversos grupos e, em 1977,
Appel e Haken publicaram a primeira de diversas explicacdes de suas metodologias.
Surgiram, entdo, demonstracfes mais simples dessa conjectura, porém necessitavam

também, em algumas partes, a demonstracdo de um computador.
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3.3 PRINCIPIO ADITIVO E MULTIPLICATIVO

Na préoxima secao apresenta-se ferramentas basicas para determinar o nimero
de elementos de um conjunto, dada uma determinada condi¢cdo, sem ser necessario

enumera-los.

3.3.1 Principio Aditivo

As operacdes aritméticas também sdo apresentadas, motivadas e aprendidas
pelas criancas através de sua aplicacao a problemas de contagem, como no exemplo

da Figura 6.

Figura 6 — Modelo de Contagem

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

Essa figura ilustra um principio basico de contagem que chamamos de Principio
Aditivo, no qual se diz que: Se A e B séo dois conjuntos disjuntos (A N B = @), comm

e n elementos respectivamente, entdo A U B possuem m + n elementos.

Exemplo 1: Suponha que, neste final de semana, serdo langados 3 filmes e 2
pecas de teatro, porém Paulo tem dinheiro apenas para um programa. De quantas
maneiras Paulo podera escolher um programa para ir neste final de semana?

Como Paulo tem dinheiro para ir a apenas a um evento, ele pode escolher: o
Filme A, ou o Filme B, ou o Filme C, ou Teatro X, ou o Teatro Y. Portanto, ele tem 5
programas diferentes para escolher ir neste final de semana.

Nesse exemplo, pode-se identificar os conjuntos da seguinte maneira

A={x|xéum filme} = {FA FB,FC} e,
B ={y |y é uma peca de teatro} = {TX,TY},

onde A U B = {z]|zéum filme ou uma pega de teatro}.
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Exemplo 2: Suponha que Maria va a uma cafeteria onde ha 4 tipos de fatias de
bolo e 3 tipos de salgados. Porém, Maria pode escolher apenas um bolo ou apenas
um salgado. Quantos sdo os possiveis pedidos que Maria pode fazer?

Maria pode escolher a fatia do Bolo 1, ou a fatia do Bolo 2, ou a fatia do Bolo 3,
ou a fatia do Bolo 4, ou entdo, o Salgado 1, ou o Salgado 2, ou o Salgado 3. Logo,
Maria pode fazer 7 possiveis pedidos.

Nesse exemplo, identificamos os conjuntos da seguinte maneira

A = {x |x é uma fatia de bolo} = {B1, B2, B3, B4} e,
B ={y |y éum salgado} = {51,52,53},

onde temosque A U B = {z|zéum bolo ou um salgado}.

O Principio aditivo pode ser estendido para um numero finito qualquer de
conjuntos e essa extensao é feita da seguinte forma:
Se A4, A,, ..., A, sado conjuntos disjuntos, 2 a 2, e se A; possui a; elementos,

entdo a unido Ui~ A; possui Y;i-; a; elementos.

3.3.2 Principio Multiplicativo

O Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem nos diz que:
Dada uma deciséo D; que pode ser tomada de m maneiras, e qualquer que seja a
maneira escolhida por D;, a decisdo D, pode ser escolhida de n maneiras, entdo, o
ndamero de maneiras que podemos tomar as decisdes D; e D, é dada por m.n.

Um dos exemplos classicos para representar esse Principio € o problema da
vestimenta, como por exemplo, Maria vai sair e ela esta em duvida entre duas calcas
e trés blusas. De quantas maneiras diferentes, Maria pode se vestir?

Se Maria escolher colocar a calga 1, entdo ela pode se vestir das seguintes
maneiras: calgca 1 com blusa 1 ou calga 1, com blusa 2 ou calga 1 com blusa 3; se
Maria decidir colocar a calca 2, entdo ela podera se vestir das seguintes maneiras:
calca 2 com blusa 1 ou calga 2 com blusa 2 ou cal¢a 2 com blusa 3, ou seja, Maria
pode se vestir de 6 maneiras diferentes. Neste caso, a primeira decisdo pode ser
tomada de duas maneiras (cal¢a 1 e calga 2) e, uma vez tomada a primeira deciséo,

temos que, tomaremos a segunda deciséo de 3 maneiras (blusa 1, blusa 2, ou blusa
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3), entdo 2.3 = 6, logo, como visto anteriormente, Maria tem 6 maneiras distintas de
se vestir.

Uma outra maneira que podemos resolver esse tipo de problema é pelo
diagrama como na Figura 7, porém, ele ndo sera viavel para conjuntos que possuem

muitos elementos.

Figura 7 — Diagrama da arvore

Blusa 1
Calca 1<Blusa 2
Blusa 3
Blusa 1
Calca <Blusa 2
Blusa 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

Exemplo 1: Suponha que, neste sabado, serdo lancados 3 filmes e 2 pegas de
teatro, porém Paulo tem dinheiro para dois programas e ele ir4 assistir a um filme e a
uma peca de teatro. Quantas maneiras Paulo tera para escolher seu programa neste
sabado?

Agora Paulo tem dinheiro para ir a dois programas, entdo a primeira decisao
pode ser tomada de 3 formas (filme 1, filme 2 e filme 3) e, tomada essa deciséo, a
segunda decisédo pode ser tomada de 2 formas (teatro 1 e teatro 2), entdo 3.2 = 6,

logo, Paulo pode escolher entre 6 programas diferentes para o final de semana.

Exemplo 2: Suponha que Maria va a uma cafeteria onde ha 4 tipos de fatias de
bolo e 3 tipos de salgados. Sabendo que Maria vai comer um salgado e uma fatia de
bolo, quantos séo os possiveis pedidos que Maria pode fazer?

Nesse caso, a primeira decisao pode ser tomada de 3 maneiras (salgado 1,
salgado 2 e salgado 3), e a segunda decisao pode ser tomada de 4 maneiras (fatia de
bolo 1, fatia de bolo 2, fatia de bolo 3 e fatia de bolo 4), entdo Maria pode fazer seu
pedido de 3.4 = 12 maneiras diferentes.

O Principio Multiplicativo pode ser generalizado como, se um evento A; pode
ocorrer de m; maneiras diferentes, para i = 1,2,3,...,n, entdo, esses n eventos
podem ocorrer, em sucessao de m,.m,.ms ...m, maneiras diferentes. Em linguagem

de conjuntos, se o0 conjunto A; tem cardinalidade m;, para i =1,2,3,...,n, entdo o
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produto cartesiano A;.A,....A, = (a4,a,,...,a,)|a; € 4;, parai=1,2,3,..,n tem

cardinalidade m;.m,. ... .m,,.

3.3.3 Método de Resolucédo do Principio Aditivo e Multiplicativo

Essas duas ferramentas contribuem para a resolucdo de uma gama de
exercicios de contagem. Para a resolucdo desses problemas, temos algumas
estratégias para seguir que facilitam a resolucdo. A primeira € a nossa postura,
devemos sempre nos colocar no papel da pessoa da agéo solicitada. A segunda
estratégia que devemos tomar € a divisao, aqui devemos sempre dividir as decisbes
a serem tomadas em decisdes mais simples. A terceira estratégia é a de que néo
devemos adiar possiveis dificuldades, ou seja, a decisdo com mais restricdes é a que

devemos comecar (Lima et al., 2006).

Exemplo 1. De guantas maneiras podemos pintar uma bandeira de quatro
listras utilizando as cores: verde, amarela, azul e branco, sabendo que listras
adjacentes sado de cores distintas?

Temos quatro listras (L1, L2, L3 e L4), podemos enumerar as listras em
gualquer ordem na bandeira.

Para a listra L1 podemos escolher 4 cores, feita essa primeira escolha, para a
segunda listra L2, ndo podemos repetir a cor escolhida para a primeira, no entanto,
podemos pinta-la de 3 maneiras.

Para a terceira listra, L3, s6 ndo podemos repetir com a segunda, logo,
podemos escolher de 3 maneiras também as cores para pinta-la, e 0 mesmo acontece
com a quarta listra L4, ndo podemos escolher a mesma cor da L3, mas, podemos
escolher de 3 maneiras as cores para essa listra.

Logo, quantidade de maneiras possiveis para pintar essa bandeira é
4.3.3.3 = 108.

Nesse caso nos colocamos no lugar da pessoa que ira pintar a bandeira e

dividimos as decisOes a serem tomadas nas 4 listras que iremos colorir.

Exemplo 2: Quantos numeros naturais de trés digitos distintos podemos formar

com os algarismos de 0 a 9?
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Para formar um nimero com trés algarismos, o primeiro digito tem que ser
diferente de zero, pois sendo, ndo sera um numero com trés digitos.

Podemos escolher, para esse primeiro digito, 9 algarismos. No segundo digito
podemos incluir o algarismo zero, no entanto ndo podemos repetir o algarismo do
primeiro digito, entdo temos 9 algarismos novamente.

Para o terceiro digito, como ndo podemos repetir 0 algarismo que esta na
segunda e na primeira posicdo, entdo podemos escolher para esse digito 8
algarismos, com isso, a quantidade de numeros inteiros de trés algarismos distintos
gue podemos formar € 9.9.8 = 648.

Nesse exemplo, primeiramente nos colocamos no lugar de quem vai formar os
ndameros, em seguida, dividimos as decisées na quantidade de nUmeros que podemos
colocar no primeiro digito, no segundo digito e no terceiro digito. Nesse caso para
escolhermos o primeiro algarismo, temos uma restricdo para formar um nimero com
trés algarismos ndo podemos comecar com o 0, como temos uma restricao,
comecamos a contar as possibilidades com esse primeiro digito.

Poderiamos adiar a dificuldade, comec¢ando com o terceiro digito e assim para
ele podemos escolher 10 algarismos, o segundo digito podemos escolher 9
algarismos, pois ndo podemos repetir o nimero escolhido no terceiro digito e assim
chegamos num impasse, pois, para o primeiro digito temos duas situacdes, se ainda
ndo tiver o digito 0 nesse numero, entdo podemos escolher para esse digito 7
algarismos e se ja tiver saido o algarismo 0 nesse numero, entdo poderemos escolher
para o primeiro digito 8 algarismos.

Podemos notar entdo, que na primeira resolucdo tinhamos uma pequena

dificuldade quando adiamos a dificuldade o problema se torna maior ainda.

Exemplo 3: Em um grupo h&a 14 mocas e 10 rapazes, onde 7 deles (4 mocas e
3 rapazes) sao filhos da mesma mé&e e o0s restantes ndo possuem parentesco.
Quantos sdo 0s casamentos possiveis?

Considerando as quatro mocas que possuem irmaos e 0 sete rapazes
restantes, ha: 4.7 = 28 casamentos possiveis.

Considerando as dez mocas que ndo possuem irmaos e todos os rapazes, ha:
10.10 = 100 casamentos possiveis. Portanto, ha 28 + 100 = 128 casamentos

possiveis.
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Aqui nos colocamos no lugar de quem vai organizar 0s possiveis pares para o
casamento, dividimos as decisfes nas pessoas que possuem irmaos nesse grupo e
as que nao possuem e, para nao adiar as dificuldades, comecamos a calcular com as

mulheres que possuem irmaos.

Exemplo 4: De quantos modos diferentes 5 pessoas podem ser colocadas em
uma fila?

Para escolher o primeiro da fila, temos 5 possibilidades; para escolher a
segunda posicao da fila, temos 4 possibilidades restantes; para escolher a terceira da
fila, temos 3 possibilidades restantes; para escolher a quarta pessoa da fila, temos 2
possibilidades restantes e para a quinta pessoa da fila, resta 1 possibilidade, temos
entdo 5.4.3.2.1 = 120 maneiras de organizar 5 pessoas em uma fila.

Esse problema também pode ser resolvido, utilizando o conceito de
Permutacbes Simples no qual empregamos o fatorial, por exemplo: 5! =

5.4.3.2.1 = 120 maneiras. A Permutacao Simples é o tema da proxima secao.

3.4 PERMUTACAO SIMPLES

Ao permutarmos n elementos distintos, encontramos o0 numero de
agrupamentos ordenados desses elementos, representamos essa permutacao por P,
entao

B,=n(n—-1)(n-2)..3.2.1 =n!
ou seja, na primeira posicao, temos n elementos possiveis para colocar; na segunda
posicdo temos n — 1 elementos possiveis; na terceira posicado n — 2 elementos e assim
por diante, até chegarmos na antepenultima posi¢céo, tendo 3 elementos possiveis
para organizar, na penultima 2 elementos e na Ultima posicdo, temos apenas um
elemento. Logo, temos que B, = n!, definindo 0! = 1.

Analisaremos alguns problemas classicos de permutacéo.

Exemplo 1: De quantas formas podemos organizar 6 pessoas em uma fila?
Na primeira posi¢cdo, temos 6 possibilidades de escolher essas pessoas; na
segunda posicao, sobram 5 possiveis pessoas para escolher; na terceira posicéo,

restam 4 pessoas para organiza-las nessa fila, na quarta posicéo, restam 3 pessoas
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para escolhermos; na quinta posicéo, podemos escolher, entre 2 pessoas e na Ultima
posicao, sobra 1 pessoa para coloca-la na fila, ou seja
Pi=6! =6.5.4.3.2.1 = 720.

Logo, temos 720 maneiras de organizar 6 pessoas em uma fila.

Exemplo 2: Quantos anagramas podemos formar com a palavra PORTA?

Cada anagrama representa uma possivel ordenacao, utilizando as letras P, O,
R, T e A. Assim temos 5 posi¢0es para 5 letras, temos entdo que, na primeira posi¢ao,
podemos escolher entre 5 possiveis letras.

Escolhida a primeira letra, restam quatro letras, entdo, na segunda posicao
podemos escolher 4 possiveis letras. Fixada a segunda letra, restam trés letras, na
terceira posicdo podemos escolher 3 possiveis letras. Fixada a terceira letra, restam
duas letras, entdo, na quarta posicdo, podemos colocar 2 possiveis letras. Apos
fixada, resta uma letra, entdo, na ultima posicéo, temos 1 letra para posicionar, ou
seja,

P,=5'=5.4.3.2.1 = 120

Logo, temos 120 anagramas distintos com a palavra porta.

Exemplo 3: Num grupo de 3 mulheres e 3 homens, de quantas maneiras podem
se sentar em 3 bancos de dois assentos, sabendo que, em cada banco, podem se
sentar uma mulher e um homem.

A primeira mulher escolhera entre 6 assentos. Escolhido o assento, restam 4
assentos para a segunda mulher escolher. J& que a segunda mulher ndo pode se
sentar no banco junto com a primeira, restando, entdo, 2 assentos para a terceira
mulher escolher. Em seguida, colocaremos os homens. O primeiro homem escolheré
entre 3 assentos; o segundo homem escolhera entre 2 assentos e para o ultimo
homem resta um assento, ou seja, os homens podem escolher de 3! Maneiras, temos
que

6.4.2.3! = 288

Logo, nesse grupo podem se sentar de 288 maneiras diferentes nesses 3

bancos com dois assentos cada de modo que em cada banco sentam um homem e

uma mulher.
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Exemplo 4: Quantos divisores possui 0 numero 150 000? E quantos divisores
possui N = p;%1.p,%. ... .p,*n?
1°) Decompondo o 150 000 em fatores primos, temos em sua decomposicao,
150000 = 24.3.5°
Com isso, um divisor de 150 000 pode possuir
e ofator 29, 21, 22, 23 ou entdo 2%, ou seja, 5 possibilidades para o fator 2;
e o fator 3° ou 3%, ou seja, 2 possibilidades para o fator 3;
e o fator 5%, 5%, 52, 53, 5% ou 5°, ou seja, 6 possibilidades para o fator 5.
Logo, o niumero 150 000 possui 5.2.6 = 60 divisores.
2°) Seja N = p,;*t.p,%. ... .p,*n, entdo um divisor de N pode possuir
e o fator p,°, pit, P12 ..., p1%7 1 ou p;*1, ou seja, a; + 1 possibilidades
para o fator py;
e o fator p,° p,t, P2, ..., p,%27 1 ou p,%, ou seja a, + 1 possibilidades

para o fator p,;

e O fator p,°, p,t, ..., %71, ou p,%", ou seja, a, + 1 possibilidades
para o fator p,,.

Logo, o nimero N possui (a; + 1)(a, + 1)... (a, + 1) divisores.

Exemplo 5: Em uma mesa redonda de quatro lugares, de quantas maneiras
diferentes 4 adultos podem se sentar?

Inicialmente, podemos colocar esses adultos de 4! maneiras, porém, ao
observarmos a Figura 8, nota-se que, se rotacionarmos a sequéncia em que 0S
adultos estdo sentados, a sequéncia € a mesma, pois para se sentarem em circulos
0 que importa € a posicdo em que os adultos estdo sentados entre eles, como
podemos rotacionar essa mesa de 4 maneiras e ainda ser a mesma sequéncia em

gue cada uma esta sentado, entao
B, 4 4.3.2.1

n 4 4
Logo, ha 6 maneiras distintas de colocar 4 adultos sentados ao redor de uma

mesa redonda.
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Figura 8 - Diagrama das possibilidades 1

[D]

(D]

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

O exemplo citado acima é conhecido como Permutacao Circular, abordado na

proxima secao.
3.5 PERMUTACAO CIRCULAR

De quantas maneiras colocaremos 3 crian¢cas em circulo de maneira que se

rotacionarmos, consideraremos posi¢cdes equivalentes?

Figura 9 — Diagrama das possibilidades 2
OO0
B c A
A (o B
QO O O
Fonte: Elaborada pela autora, 2022

Ao resolvermos uma P; =3.2.1 =6, chamando as criangcas de A, B e C
conforme ilustrado na Figura 9.

Nesse caso, a primeira linha representa todas as rotacoes da sequéncia ABC
e a segunda linha representa todas as sequéncias de ACB. Com isso se
considerarmos as rotacdes sequéncias equivalentes, teremos apenas 2 maneiras
diferentes para colocar 3 criangas em circulo.

Entdo, para resolver essa Permutacao Circular (PC) faremos a P; e dividiremos

- A . . . P.
peIo ndmero de vezes em que contamos a mesma sequencia, nesse caso, ficara ?3,

P. 3.2.1
logo, temos que PC; = 2 = ——=

= 2 maneiras.
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Resolveremos agora o seguinte problema: De quantos modos alocaremos n
objetos distintos em n lugares, formando um circulo de modo que consideremos
equivalentes posi¢cdes constituidas por rotacao?

Como vimos anteriormente, basta fazer uma permutacéo de n objetos distintos

e dividir pelo nimero de vezes que contamos a mesma sequéncia, entdo temos

n!
PGy =—
Simplificando, teremos
n.(n—1)!
PC, = -
Logo,
PC, = (n—1)!

Com isso, para resolver o primeiro problema, como temos 3 criancas para
colocar em circulo, faremos
PC;=(CB-1)!=21=2.1=2
Chegando ao mesmo resultado encontrado inicialmente.
No Exemplo 4 na permutagdo simples, resolveremos também utilizando o

conceito de Permutacéao Circular

Exemplo 1: De quantos modos formaremos uma roda de ciranda com 7
criangas, para que duas determinadas dessas criangas nao fiqguem juntas?

Inicialmente, contaremos de quantas maneiras formaremos uma roda de
ciranda com as 5 criancas, deixando de fora as criangcas que nao podem se sentar
juntas. Com isso, temos PCs = (5 —1)! = 4! maneiras, note que, ao colocarmos 5
criancas sentadas numa ciranda, teremos 5 lugares entre elas, para colocarmos as

outras 2 criancas

Figura 10 — Diagrama das possibilidades 3

A

Fonte: Elaborada pela autora, 2022



51

Ou seja, temos um lugar entre as criangas A e B, um outro lugar entre as
criancas B e C e assim por diante, de forma que as duas criancas restantes nao
sentem juntas. Ent&o, para a primeira crianga, temos 5 opc¢des de escolha de lugares
para coloca-la e, para a segunda crianca, temos 4 opcoes de escolha de lugares para
coloca-la sentada. Logo, temos

4!.5.4 =24.5.4 = 480.

Exemplo 2: De quantos modos 5 meninos e 5 meninas formam uma roda de
ciranda, a fim de que pessoas de mesmo sexo nao fiquem juntas?

Primeiro colocaremos os meninos sentados em roda, temos PCs = (5 —1)! =
4! maneiras. Sabemos que, entre os 5 meninos sentados em roda, temos 5 lugares
para colocar as meninas. Logo para a primeira menina, temos 5 lugares para senta-
la, para a segunda menina, temos 4 lugares disponiveis para senta-la, para a terceira
menina, temos disponiveis 3 lugares para senta-la, para a quarta menina, temos
disponiveis 2 lugares para senta-la e, para a ultima menina, temos disponivel apenas
1 lugar para senta-la, ou seja 5! maneiras de sentar as 5 meninas, logo

4!.5! =24.120 = 2 880

Exemplo 3: De quantos modos 5 mulheres e 6 homens formam uma roda de
ciranda de modo que as mulheres permanecam juntas?

Contaremos de quantas maneiras 0os 6 homens podem sentar-se em roda,
temos PC, = (6 — 1)! = 5! Maneiras. Como as mulheres tém que sentar-se juntas,
temos, entdo, 6 maneiras de coloca-las na roda entre os homens, mas ainda temos
gue contar todas as maneiras que essas mulheres podem se sentar entre elas, temos,
entdo, uma P; = 5! maneiras, logo

5!.5!.6 = 86400

Exemplo 4: De quantos modos 8 casais fixos podem sentar-se em uma roda
gigante de 8 bancos de dois lugares cada um, com cada casal em um banco?

Contaremos de quantas maneiras 0s oito casais podem se sentar nos oito
bancos da roda gigante. Para isso faremos uma permutacao circular. Entdo, PCg =
(8—1)!=7!, porém, o primeiro casal pode se sentar de 2 maneiras no banco

escolhido, o segundo casal também pode se sentar de 2 maneiras e assim por diante.
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Temos, entdo, 28 maneiras em que os oito casais podem se sentar nos bancos da
roda gigante, logo
7!.28 =1290 240

Exemplo 5: Se 4 meninos e 4 meninas vao brincar de roda, de quantas
maneiras poderdao dar as méos, com a condicdo de que pelo menos 2 meninas
estejam juntas?

Quando dizemos que no minimo duas meninas tém que estar juntas, quer dizer
gue podem ser duas, trés ou as quatro, para isso, primeiro contaremos o total de
maneiras que essas criangas podem se dar as méos e, em seguida, retiraremos o
total de maneiras em que essas meninas nao estejam de maos dadas.

Temos, no total, 8 criancas, formando a roda. Com isso, o nimero de maneiras
gue elas se organizam é PCg = (8 — 1)! = 7!. Dessa forma, contaremos 0s casos em
gue nenhuma menina esteja junta.

Para corrigir esse erro, contaremos quantas vezes iSso ocorreu e tirar do total
de maneiras que eles se organizam em roda. Como temos 4 meninos, primeiro vamos
organiza-los em roda, para isso temos PC, = (4 —1)! = 3! maneiras, restando 4
espacos para colocarmos as 4 meninas separadas na roda.

Com isso, para a primeira menina, escolheremos entre 4 lugares para coloca-
la na roda, para a segunda menina escolheremos entre 3 lugares, para a terceira
menina entre 2 lugares na roda, restando 1 lugar para colocar a quarta menina. Temos
aqgui, entdo, 4! maneiras de organizar as meninas na roda entre os meninos, de forma
gue nenhuma menina fique junta.

Logo, o nUmero de maneiras que organizamos 4 meninas e 4 meninos em roda,
de forma que no minimo duas meninas fiqguem juntas, é

7! — 314! = 5040 — 144 = 4896

As férmulas de arranjo e combinacdo sdo utilizadas para a resolugdo de
exercicios que envolvem os principios aditivo e multiplicativo, porém, com a utilizac&o
deles, tornam mais simples suas solu¢cdes. Apresentaremos, na préoxima secéo, o

conceito de Arranjo Simples.
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3.6 ARRANJO SIMPLES

Suponha que temos que escolher n pessoas para acomoda-las em p lugares,

sendo n > p.

Ll - Iy

Preencheremos o primeiro lugar de n maneiras distintas, restando (n — 1)
pessoas, preenchido L;, temos (n — 1) maneiras distintas de preencher o segundo
lugar, restando (n — 2) pessoas e assim sucessivamente. Preenchendo as posicoes
e chegando na posicdo L,, temos (n —(p- 1)) maneiras distintas de preencher o
p —ésimo lugar. Temos, entéo, pelo principio multiplicativo, que o0 nimero de maneiras
gue acomodaremos n pessoas em p lugares é dado por

nn-1.n-2).. (n —(p- 1))

Exercicios desse tipo, onde temos n elementos, tomados p ap comn>p e
n =1, sendo p um numero natural, sdo caracteristicos de Arranjo Simples e seus
elementos diferem pela ordem e pela natureza e sua notacdo € dada por A,,.
Portanto, temos que

App=n.(n—1.(n—-2).. (n —(p- 1))

multiplicando e dividindo pelo mesmo valor, a igualdade ndo se altera, logo

B [n.(n—l).(n—Z) ...(n—(p— 1))][(n—p).(n—p— ).(n—-p-=2) ..2.1]
np m-p).n-p-1).(n—-p-2) .. 2.1
Simplificando

n!
A = G —p)!
Exemplo 1: De quantas maneiras diferentes escolheremos 5 pessoas para se
sentarem em 3 lugares?
Resolveremps esse exercicio de duas formas: a primeira pelo principio
multiplicativo e a segunda utilizando a formula do Arranjo.

Temos trés lugares,
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e 5 pessoas para acomodar nesses lugares, com isso, temos 5 maneiras distintas de
ocupar o primeiro lugar, restando quatro pessoas. Apés acomodar o lugar L,, teremos
4 maneiras distintas de ocupar o segundo lugar, restando trés pessoas, apos
acomodar uma pessoa em L,, teremos 3 maneiras distintas de ocupar o terceiro e
altimo lugar.

Logo temos 5.4.3 = 60 maneira diferentes de colocar 5 pessoas em 3
lugares.

Utilizando a formula, temos que, como essa situacéo difere pela ordem e pela
natureza, queremos arranjar 5 pessoas 3a3,comn=5ep = 3, temos, entdo, que

L 51 5! 5.4.3.2.1 _
7 (5 —3) " 21 2.1 -

Portanto, temos 60 maneiras diferentes de colocar 5 pessoas em 3 lugares.

60

Exemplo 2: Quantos nimeros naturais de trés digitos distintos formaremos com
os algarismos de 1 a 9?
Escreveremos um numero com trés digitos, utilizando os algarismos de 1 a 9,

ou seja, agruparemos 9 algarismos 3 a 3.

D, D, Ds
Para o digito da centena, temos 9 algarismos possiveis para preenché-lo,
restando 8 algarismos distintos. Preenchido D;, preencheremos o digito das dezenas
e, para isso, temos 8 algarismos distintos. Preenchido D,, restam 7 algarismos
distintos. Preenchendo, por fim, o digito da unidade com os 7 algarismos restantes,
temos, 9.8.7 = 504 niameros com trés algarismos distintos.
Para usarmos a formula, note que, se mudarmos a ordem dos numeros,

obtemos um arranjo diferente 321 e 231, entéo
9! 99 9.8.7.6.5.4.3.2.1

“9-3)1 6  6.543.2.1

Portanto, formaremos 504 numeros distintos.

= 504

A9,3

Exemplo 3: Em uma escola, 10 alunos estdo montando um grémio estudantil,
no qual eles tém que preencher as vagas de diretor e tesoureiro. Desses 10 alunos, 5

manifestaram interesse para essas duas vagas. Supondo que todos os candidatos
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tenham as condi¢cbes necessarias para ocupar qualquer um dos cargos, de quantas
maneiras distintas eles poderéo preencher essas vagas?

Temos 2 vagas e 5 candidatos para preenché-las,

D T

Para a vaga de diretor, podemos preenché-las de 5 maneiras distintas.
Preenchida a vaga de diretor, restam 4 candidatos possiveis para a vaga de
tesoureiro, logo, 5.4 = 20 maneiras distintas de preencher os dois cargos, tendo
5 candidatos.

Para utilizarmos a formula, queremos arranjar 5 candidatos, 2 a 2. Ao
colocarmos o candidato A no cargo de diretor e o candidato B no cargo de tesoureiro,

teremos um arranjo diferente se invertemos os candidatos e seus cargos. Com isso

5! 5! 54321
== =20

Ae, = —— = 2 =
527 (5-2n " 31 3.2.1

Ou seja, temos 20 maneiras distintas de preencher uma vaga de diretor e uma

de tesoureiro, possuindo 5 candidatos.

Exemplo 4: Quantos anagramas de 3 letras formaremos com um alfabeto de
23 letras?

Queremos formar anagramas com 3 letras e temos 23 letras.

LyL,Ls

Para a primeira letra, temos 23 disponiveis, restando 22 letras. Para a segunda
letra do anagrama, podemos preenché-la com 22 possiveis, restando 21, para a
terceira letra do anagrama temos 21 possiveis, sendo assim 23.22.21 = 10626
anagramas distintos.

Para resolvermos com a férmula, note que queremos arranjar 23 letras do
alfabeto 3 a 3, note que, se mudarmos a ordem das letras do alfabeto, temos um
anagrama diferente, por exemplo, o anagrama ABC é diferente do anagrama ACB,
entao,

e 231 23
2337 (23 =3)1 7 20!

Ou seja, formaremos 10 626, anagramas distintos.

=23.22.21 =10626
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Exemplo 5: Considere os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos nameros distintos
entre 100 e 1000 formaremos se o ultimo algarismo for par?
O numero que queremos tera 3 digitos, equivale a dizer que temos que

preencher 3 posicoes.

D, D, Ds
Como temos uma restricdo, o Ultimo numero tem que ser par, entdo
comecaremos com ele. Para a posi¢cao da unidade, temos 2 possibilidades, ou seja,
podemos preenché-la com o nimero 2 ou 0 nimero 4.
2
D, D, Ds
Para os algarismos da centena e da dezena, faremos um arranjo de 4

algarismos 2 a 2.
4l _4!_4.3.2.1_12
@G- 210 2.1

Ou seja, esse preenchimento acontecera de 12 maneiras.

Ay

Consequentemente, existem 2.4,, = 2.12 = 24 maneiras de escrever um

namero entre 100 e 1000 que seja par com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5.
3.7 COMBINACAO SIMPLES

Suponha que tenhamos p objetos distintos e, desses p objetos, escolheremos
n objetos.

Para resolver esse problema, analisaremos a seguinte situacdo em que
tenhamos p objetos distintos e escolheremos 3 sem reposicdo. Poderiamos,

inicialmente, resolver pelo principio multiplicativo p.(p —1).(p — 2), ou entdo pela

p: . ! P ~ .
férmula de Arranjo 4, ; = #, porém né&o estaria correto.

(
Note que, ao escolhermos os objetos 4, B e C, 0 grupo de objetos selecionados

ndo muda se escolhermos B, C e A, com isso, contaremos 0 mesmo grupo de objetos
0 numero de vezes que permutaremos esses trés objetos, ou seja, 3.2.1 = 6.

Logo, o numero de vezes que selecionaremos 3 objetos dos p distintos

A !
. Ve . P p.3 — p:
disponiveis é dado por, TRt
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L . ~ A ! , .
Voltando ao problema inicial, teriamos entao % = ni(z_n)', e isso € o0 que

chamamos de Combinacdo Simples de p objetos distintos, agrupados n a n, com p
um numero natural no qual p > n e p > 1, representado por C, ,, tal que
p!
n!(p —n)!
em que a escolha desses objetos difere entre si apenas pela natureza dos elementos,

Cnn

ou seja, importa somente quem participa do grupo e nao a ordem.

Exemplo 1. De quantas maneiras colocaremos um time de voleibol com seis
jogadores em quadra, tendo disponiveis 10 jogadores?

Resolveremos, utilizando o principio multiplicativo, no qual, para escolher o
primeiro jogador, temos 10 possibilidades distintas.

Apdbs escolhido o primeiro jogador, restam 9 jogadores. Entéo, para escolher o
segundo jogador, temos 9 possibilidades, restando 8 jogadores e assim por diante até
escolhermos 6 jogadores distintos, isto € 10.9.8.7.6 = 30 240.

Porém, sabemos que, ao escolhermos os jogadores A,B,C,D,E e F, sera o
mesmo time em quadra se escolhermos os jogadores A4,C,B,E e F.

Logo, contaremos o0 mesmo time 6!=6.5.4.3.2.1=720vezes,

consequentemente, o numero de maneiras que podemos montar um time de

30240
720

basquete, tendo 10 jogadores disponiveis, é =42.

No entanto, estamos agrupando 10 pessoas tomadas 6 a 6, ndo importando a

ordem dos jogadores, logo, podemos resolver pela formula da combinacgéo

10! 10! 10.9.8.7.6! 5040

Con — — = = =210
106 = 6gr(10—6)! ~ 641 6!.4.3.2.1 24

Exemplo 2: Para a selecdo brasileira, foram convocados dois goleiros, 6
zagueiros, 7 meios de campo e 4 atacantes. De quantos modos € possivel escalar a
selecdo com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios de campo e 2 atacantes?

Primeiro contaremos de quantas formas possiveis escolheremos um goleiro
dispondo de dois, logo temos 2 maneiras possiveis de escolher o goleiro.

Agora, escolheremos de quantas formas possiveis escolheremos quatro
zagueiros, dispondo de seis. Nesse caso, escolheremos o primeiro zagueiro de 6

maneiras, 0 segundo zagueiro de 5 maneiras, o terceiro zagueiro de 4 maneiras e o
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guarto zagueiro de 3 maneiras, pelo principio multiplicativo 6.5.4.3 = 360. Porém,
como a ordem em que escolhemos 0s zagueiros ndo importa, dessa forma

contaremos 0 mesmo grupo 4! = 24 vezes. Logo, escolheremos 0s zagueiros de

6.5.4.3 360 .
= — = 15 maneiras.
4! 24

Agora, verificaremos de quantas maneiras possiveis escolheremos quatro

meios de campo, dispondo de sete. Podemos escolher o primeiro de 7 maneiras
distintas, o segundo de 6 maneiras distintas, o terceiro de 5 maneiras distintas e o
guarto de 4 maneiras distintas, pelo principio multiplicativo 7.6.5.4 = 840. Mas

sabemos que a ordem nao importa, entdo, contaremos 0 mesmo grupo 4! = 24 vezes.

7.6.5.4 840 .
= — = 35 maneiras.
4! 24

E, por fim, contaremos de quantas maneiras distintas escolheremos dois

Logo, podemos escolher os meios de campo de

atacantes dispondo de 4. Podemos escolher o primeiro de 4 maneiras, o segundo de
3 maneiras, pelo principio multiplicativo 4.3 = 12. Porém, como a ordem n&o importa,

estamos contando 0 mesmo grupo 2! = 2 vezes. Logo, escolheremos os zagueiros de

4.3 12 . .. ~ .
== 6 maneiras distintas. Portanto, podemos escolher a sele¢ao brasileira de

2.15.35.6 = 6300 maneiras distintas.
Se resolvéssemos esse exercicio pela formula, fariamos uma C, ; para escolher

o goleiro, uma Cg, para escolher os zagueiros, uma C,, para escolher os meios de

campo e uma C,, para escolher os atacantes e pelo principio multiplicativo teriamos

o1 6! 7! 4! ==2.15.35.6 = 6300 i
1(2-1)! "4l(6-4)! "4l(7-4)! "2i(4-2)t T TTITTIT Rt

62,1- C6,4- C7,4- C4,2 =

distintas de escolher a selecao brasileira.

Exemplo 3: Quantas diagonais possui um poligono de n lados?

Como a diagonal é uma reta e, para tracarmos uma reta, precisamos de dois
pontos, o poligono de n lados possui n vértices. Logo, para o primeiro ponto, temos n
possiveis maneiras de escolher e, para o segundo ponto, temos n - 1 maneiras de
escolher, pelo principio multiplicativo temos n. (n—1). Como dessa maneira

contaremos a mesma reta 2! = 2 vezes, pois 0 segmento de reta AB é 0 mesmo que

(

- . -1 . roo
BA, logo, temos nT") Porém, contaremos todas as retas possiveis que passam

pelos n vértices, no entanto, contaremos também os lados desse poligono. Portanto,

n. (n-1)

um poligono com n lados possui — n diagonais.
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Se resolvermos, utilizando formula, basta fazer uma combinagéo C,, assim

contariamos todas as retas que passam pelos n vértices do poligono, incluindo os

n! _n.(n-1) _

lados, subtraindo os lados, entéo, teriamos C,, —n = P >
Exemplo 4: Tém-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta R’
paralela a R. Quantos quadrilateros convexos com vértices em 4 desses 13 pontos
existem?
Para construir um quadrilatero, usaremos dois veértices na reta R e dois vértices
na reta R’. Para o primeiro vértice na reta R, temos 5 maneiras distintas de escolher
e, para o segundo veértice, temos 4 maneiras distintas de escolher, pelo principio

multiplicativo 5.4 = 20. Porém, contaremos a mesma reta 2! = 2 vezes, com isso,

~ 5.4 20 .
entao, i 10 maneiras.

Agora contaremos de quantas maneiras possiveis escolheremos dois veértices
na reta R’. Para o primeiro vértice, temos 8 maneiras distintas e, para o segundo
vértice, temos 7 maneiras distintas de escolha, pelo principio multiplicativo temos

8.7 = 56 maneiras, porém estamos contando a mesma reta 2! = 2 vezes, com iSso

temos E=%= 28 maneiras distintas, pelo principio multiplicativo 10.28 = 280

2!
maneiras de obter um quadrilatero dessa forma.
Se resolvermos, utilizando a férmula, entéo, teriamos uma Cs, maneiras de

combinar dois vértices na reta R e uma Cg, maneiras de combinar dois vértices na

reta R’ e pelo principio multiplicativo temos Cs,.Cg, = ZI(:iZ)'.ZI(:iZ)' =10.28 = 280

maneiras distintas.

Exemplo 5: Quantos sdo 0s nimeros naturais de 7 digitos nos quais o digito 4
figura exatamente 3 vezes e o digito 8 exatamente 2 vezes?

Para colocar o primeiro digito 4, escolheremos entre 7 posi¢des, para colocar
o segundo digito 4, escolheremos entre 6 posicdes e, para o terceiro e ultimo digito 4
escolheremos entre 5 posicdes. Para o primeiro digito 8, escolheremos entre 4
posicdes e, para o segundo digito 8, escolheremos entre 3 posi¢cées. Para as duas
posicdes que sobraram, escolheremos para uma delas entre 8 digitos e, para a outra
posicdo, escolheremos entre 8 digitos. Entdo, pelo principio multiplicativo

7.6.5.4.3.8.8=161280. Como a ordem entre os digitos 4 ndo faz diferenca e a
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ordem entre os digitos 8 também néo, entdo, iremos dividir por 3! = 6e 2! = 2, com

7.6.5.4.3.8.7 _ 161280
312! o

= 13 440.

isso, teremos

Porém, excluiremos os casos em que o0 0 se encontra no primeiro digito, logo,
para o primeiro digito, preencheremos apenas com 1 nimero, em seguida, para o
primeiro digito 4, escolheremos entre 6 posi¢bes, para o segundo numero 4,
escolheremos entre 5 posicdes, para o terceiro numero 4, temos 4 opcodes. Para o
primeiro 8, escolheremos entre 3 posi¢cdes e, para o segundo 8, escolheremos entre
2 posigBes, para a Ultima posicdo, escolheremos entre 8 digitos, com isso,

1.6.5.4.3.2.8 =5760. Como a ordem entre os digitos 4 e entre os digitos 8 nao

1.6.54.3.2.8 5760 .
= = 480, subtraindo
312! 12

importa, dividiremos por 3! = 6 e 2! = 2, com isso,
os resultados, 13 440 — 480 = 12 960.

Se resolvéssemos pela férmula, fariamos da seguinte forma, como a ordem em
que colocaremos o digito 4 ndo importa, temos uma C, 3, pois escolheremos entre 7
posi¢cdes para colocar o digito 4, restando 4 posi¢cfes para alocarmos o digito 8. Como
a ordem entre eles ndo importa, temos uma C, ,, restando dois digitos para preenché-
los e dispomos de 8 digitos, pois ndo podemos utilizar o digito 4 e o digito 8, com isso,
para o penultimo digito restante, preencheremos de 8 maneiras e, para o ultimo digito,
tambéem preencheremos de 8 maneiras, pelo principio multiplicativo, C;3.C,,.8.8.

Porém, ainda subtrairemos os numeros que comecam com o 0. No primeiro
digito, entdo, temos a possibilidade de colocar apenas 1 nimero 0, e, para o digito 4,
agora, escolheremos entre 6 posi¢cdes. Como a ordem entre eles n&o importa, entéo,
possuimos Cy 3 maneiras de alocar o nimero 4, restando 3 posi¢des, com isso, para
o digito 8, temos (3, maneiras de alocar, restando um digito para preenché-lo e, para
ele, dispomos de 8 digitos, com isso, temos 1. Cs3.C3,.8, logo C;3.C4,.8.8 —

(1. Co3.C52-8) = 12 960.
3.8 PERMUTACAO COM REPETICAO
Quantos anagramas formamos com a palavra MATEMATICA? A resposta

correta ndo é P;,, pois temos letras que se repetem, temos dois M, trés A e dois T e,

com isso, a ordem entre as letras que se repetem nao importa. Por exemplo, se em
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um anagrama dessa palavra trocar a ordem dos dois M, ndo produz um novo
anagrama. Entdo, possuimos duas maneiras de resolver:

)] Como a ordem das letras repetidas ndo importa, entdo para a letra M,
teremos uma Cjo,, restando 8 lugares, para a letra A, temos (g3,
restando 5 lugares, para a letra T, possuimos uma Cs,, restando trés
lugares para completarmos. Para o primeiro lugar, temos 3 letras
restantes para preenché-lo, para o segundo lugar, temos 2 letras
restantes para preenché-lo, restando apenas 1 letra para preencher o
altimo lugar. Logo, o nimero de anagramas é

C102Cg3C57.3! =45.56.10.6 = 151 200
i) Faremos uma permutacao de 10, letras repetindo 2 letras M, 3 letras A

e outras 2 letras T, temos

10!
2,32 _ —
Pi6™ = Srarg; = 151 200

Note que

ot 8t 5L 100 o,
812! 513173121 777 213121 10
No caso geral, temos a + 8 + -+ y + § = n, entéo

C10,2(83C5,2.3! =

Cn,a- Cn—a,ﬁ Cn—a—B—---—]/,6 =

B n! (n—a)! n—a—-B——y)!
T m—)lal m—a-=-P)B T (n—a—B——y—5)!6!
n! _ papB,...y.0

Talplyls m

Exemplo 1: Quantos sdo os anagramas da palavra “URUGUAI"?
Na palavra “URUGUAI" possuimos 7 letras, repetindo 3 letras U, com isso, 0

namero de anagramas €

Exemplo 2: Quantos anagramas tém a palavra “URUGUAI”, comecando por
uma vogal?

Primeiro contaremos quantos anagramas formaremos, comec¢ando com a vogal

. . ~ 6!
A, com isso, vamos permutar as 6 letras restantes, repetindo 3 letras U, entéo, Pg = =

3!
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anagramas. Agora contaremos quantos anagramas comecam com a vogal l,

novamente uma permutacdo com as 6 letras restantes, repetindo 3 letras U, entéo,

6! P
PE = 5 Por ultimo, contaremos quanto anagramas comegam com a vogal U, para

isso, iremos permutar as 6 letras restantes. Porém, agora, repete apenas 2 letras U,
~ 6! ’ p:
entdo, P? = - Logo, o nimero de anagramas €
6! 6!

2P% + P62=2.3—,'+2—;=2.120+ 360 = 600

Exemplo 3: Quantos numeros de 7 digitos, maiores que 6 000 000, formaremos
usando apenas os algarismos 1, 3, 6,6, 6,8,87?

Como o numero gue formaremos, tem que ser maior que 6 000 000 e dispomos
dos numeros 1, 3,6 e 8, entdo, o numero tem que comecar com 6 ou 8. Contaremos
guantos numeros formaremos comecando com o nimero 6, faremos uma permutacao

com 0s 6 numeros restantes, repetindo o nimero 6 duas vezes (pois o primeiro 6 esta
. . .~ . 6!

na primeira posi¢&o) e o nimero 8 duas vezes, P>* = —. Agora, contaremos quantos
212!

nameros formaremos, comecando com o digito 8, novamente faremos uma

permutacdo com 6 digitos, mas, agora, repetindo 3 nameros 6, nessas condic¢oes,

el p
temos, P2 = 5 humeros. Logo, o total de niumeros que podemos formar
6! 6!

2,2 3 - _ —
P." + Pg —2!2!+3!—180+120—300

Exemplo 4: Se um time de futebol jogou 13 partidas em um campeonato, tendo
perdido 5 jogos, empatado 2 e vencido 6 jogos, de quantos modos pode isto ter
ocorrido?

Faremos uma permutacdo de 13 elementos, repetindo 5, 2 e 6 elementos.

Logo, o numero de maneiras que essas partidas podem ter acontecido é

13!

52,6 __ o
P37 = croral 36 036

Exemplo 5: Quantos nameros de 5 algarismos podem ser formados, usando
apenas os algarismos 1,1,1,1,2 e 3?
Calcularemos primeiro, deixando um namero 1 de fora, com isso, faremos uma

~ . . 5!
permutacéo com 5 elementos repetindo 3 nimeros, temos, P3 = - Agora contaremos,
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deixando o numero 2 de fora, faremos uma permutacdo com 5 elementos repetindo 4
p 5! e p

nameros, temos, Ps = o Ev por altimo, contaremos quantos numeros formaremos,

deixando o algarismo 3 de fora, faremos uma permutacao de 5 elementos, repetindo

. . 5!
4 nimeros, com isso, Ps = —- Logo, podemos formar
5! 5!

P53+2.P§=3—;+2.4—;=20+2.5=20+10=30

3.9 COMBINACOES COMPLETAS

De guantas maneiras podemos comprar 3 refrigerantes, sabendo que numa
loja h& 5 tipos?

A resposta correta ndo € Cs 3, dessa forma, contariamos de quantas maneiras
podemos comprar 3 refrigerantes, dispondo de 5 tipos sem repeti-los. Mas, nesse
problema, compraremos os 3 refrigerantes, podendo repetir os sabores. Supondo que
nessa loja hé refrigerantes do tipo a, b, c, d, e, temos as seguintes possibilidades

aaa aab aac aad aae
bba bbb bbc bbd bbe
cca ccb ccc ccd cce
dda ddb ddc ddd dde
eea eeb eec eed eee
abc abd abe acd ace

ade bcd bce bde cde

Podemos observar que a solugdo € 35 maneiras e que Cs3 = 10. Logo, a
resposta correta € uma combinacéo completa CRs3; = 35. De maneira geral, temos
que C,, € 0 nimero de modos que escolheremos n objetos distintos dentro de p
objetos dados, e CR,,,, € 0 nimero de modos que podemos escolher n objetos distintos
ou ndo dentro de p objetos dados.

Para resolvermos CRs 3, € 0 mesmo que resolver a equagao

X1 +Xx, +x3+ x4 +%x5=3

sendo x; o primeiro sabor do refrigerante, x, 0 segundo sabor do refrigerante, ..., xs 0
qguinto sabor do refrigerante e x;, x,, x5, x, € x5 inteiros e ndo negativo, note que
podemos escolher

x+*+*x+ + =3
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ou seja, nesse caso escolhemos 1 do primeiro sabor, 1 do segundo sabor e 1 do
terceiro sabor, ou podemos escolher
*x 4+ + + x4+ =3
nesse caso, escolhemos 2 refrigerantes do primeiro sabor e 1 do quarto sabor. Nota-
se gue estamos permutando 7 sinais, repetindo 3 asteriscos e 4 sinais de mais, com
ISSo, temos
7!

34 _ _
B = 3141 C73

LOgO, CR5,3 = C7'3 = 35
Generalizando, para calcular CR,,, isto €, para determinar o niumero de
solugdes inteiras e ndo negativas de x; + x, + --- x, = p, teriamos p asteriscosen — 1

sinais de mais. Logo

Exemplo 1: De quantos modos € possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que
os oferece em 7 sabores?

Como escolheremos 4 sorvetes, repetindo os sabores ou nédo, entdo
resolveremos uma CR, ,, sendo x; 0 primeiro sabor, x, o segundo sabor, ..., x; 0
sétimo sabor. Para resolver esse problema, € o mesmo que determinar o nimero de
solugdes inteiras e ndo negativas de

X1 +Xx, +x3+x4+x5+x5+x;, =4
escolhendo 1 do primeiro sabor, 1 do segundo sabor e 2 do segundo sabor, ficando
*+*x+*xx++++=4
note que, estamos permutando 10 elementos repetindo 4 asteriscos e 6 sinais de

mais. Logo, o numero de maneiras que podemos escolher os sorvetes é

10! B
41(10 — 6)!

Poderiamos também resolver direto, apenas com a férmula, como sabemos

CR;4 = PY° = Cros = 210

que podemos escolher os sorvetes com sabores repetidos ou ndo, entdo, temos uma
combinacgédo completa, logo
CR74 = Cy44-14 = C1o4 = 210
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Exemplo 2: Quantos sdo os anagramas da palavra “PIRACICABA” que nao
possuem duas letras A juntas?

Primeiro faremos uma permutacédo com as letras com excecéo das 3 letras A,
com isso, permutaremos 7 letras, repetindo a letra | 2 vezes e a letra C 2 vezes, temos,
entdo, P/*, note que

P _I_R_C_1_C_B_
temos 7 lugares para colocarmos as 3 letras A que faltam, com isso, temos uma Cg 3.

Logo, o numero de anagramas €

7! 8!
o121 3151 1260 .56 = 70 560

Podiamos resolver da seguinte forma, note que, ao posicionarmos as trés letras

2,2 _
P*? . Cgy =

A, temos agora que decidir quantas letras colocaremos nos 4 lugares
A _A_A_
devemos escolher x; + x, + x5 + x, = 7, onde x; representa o numero de letras no i-
€simo espaco, em que x, =1 e x3 =1, para que as letras A ndo fiquem juntas,
facamos, entéo
x,=1+y,
x3=1+y3
substituindo,
X1+1+y, +1+y;+x4,=7
X1+ Y2+ Y3 +x,=5
E, para encontrarmos as solucgdes inteiras ndo negativas da equagéo, faremos CR, s =
C4+5-15 = Cgs. Temos agora que colocar as letras P, R, B, |, I, C, C e faremos de P72'2.
Logo, o nimero de maneiras que podemos escrever 0 anagrama

Cas .- P* = 56.1260 = 70 560

Exemplo 3: A fabrica X produz 8 tipos de bombons que sdo vendidos em caixas de 30
bombons (de um mesmo tipo ou sortido). Quantas caixas diferentes podem ser
formadas?

Para resolver esse exercicio, equivale a encontrar as solucdes inteiras e nédo
negativas da equacao

X1+ X3 +X3+ x4+ X5+ x6 +x7 +xg =30
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em que x4, X,, ..., Xg € a quantidade de bombons de cada tipo. Resolver essa equacéao,
€ 0 mesmo que resolver uma combinagéo completa CRg3y, POiS, como dito no
enunciado, os bombons podem ser de um mesmo tipo ou sortido, logo, o nimero de
caixas de bombons que podemos fazer dessa forma é

CRg30 = C3730 = 10295 472

Exemplo 4: De quantos modos podem ser pintados 6 objetos iguais, usando 3 cores
diferentes?
Resolver esse problema, € o mesmo que resolver a equagao

X1 +x, +x3=06
em que x;, x, € x3 € 0 numero de objetos pintados de cada cor, isso € 0 mesmo que
resolver uma combinagéo completa em que CR3¢, pois, podemos pintar e repetir as
cores a serem usadas, logo o nimero de modos que podemos pintar 6 objetos iguais
dispondo de 3 cores diferentes, &

CR3¢ = Cg = 28

Exemplo 5: Quantas sao as solucdes inteiras e ndo negativas de
xX+y+z+w<6?
Isso € o mesmo que resolvermos as seguintes equacdes
)] x+y+z+w=0
i) x+y+z+w=1
i) x+y+z+w=2
iv) x+y+z+w=3
V) x+y+z+w=4
Vi) x+y+z+w=5
Com isso, para resolvermos cada equacao, faremos uma combinacdo completa
)] CRyp=0C390=1
i) CRy1 =Cyp =4
iii) CRyp = C5, =10
iV)  CR43 = Cez =20
V) CRy4=0Cr4 =35
Vi) CRys5 = Cg5 = 56
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Logo, o numero de solugdes inteiras ndo negativas que a equagdo x +y +z +

w<6possuiél+4+10+ 20+ 35+ 56 =126.
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4 EDUCACAO MATEMATICA E A PANDEMIA DE COVID-19

Como visto anteriormente, a intencdo era estudar as relacdes entre os acertos
e os erros, ocorridos em questdes que envolviam Analise Combinatéria e elaborar
estratégias de ensino que pudessem colaborar com a constru¢cdo dos conceitos
envolvidos em tal tépico.

No entanto, devido a pandemia de COVID — 19, no ano de 2020, os professores
e as instituicdes de ensino brasileiro foram abruptamente levados a busca de meios
gue pudessem garantir a comunicagcdo com seus alunos que nao fossem presenciais
e posteriormente o0 estabelecimento de canais virtuais que possibilitassem a
realizacdo de atividades académicas e aulas remotas. No Estado de Séao Paulo, na
segunda-feira do dia 16 de marco de 2020, iniciou-se o afastamento social e a
consequente dispensa dos alunos das escolas. O Governo do Estado publicou a
resolucdo SEDUC 45/2020, que regulamentava a realizacdo e o registro de atividades
escolares ndo presenciais pelas instituicdes vinculadas ao Sistema de Ensino daquele
estado.

Desde o inicio da pandemia no Brasil, os professores tiveram que mudar suas
praticas pedagdgicas para continuar a ministrar aulas, passando do ensino presencial
para 0 ensino remoto sem prévio planejamento.

No decorrer desse periodo, o0 Governo do Estado de S&o Paulo disponibilizou
ferramentas, aplicativos e treinamentos para preparar os professores da Rede Publica
para a implementacdo do ensino remoto. Porém, ndo havia instrugbes nas semanas
iniciais do afastamento social e, sendo assim, cada professor utilizou a ferramenta das
TICs (Tecnologia da Informacdo e Comunicacgao) que tinha mais familiaridade.

Em margo de 2020, na primeira reunido “on-line” da escola da Rede Publica,
Pedro Nunes Rocha da cidade de Franca no Estado de Sao Paulo, foi combinado que
os professores realizariam “lives” no Instagram para sanar possiveis duavidas das
atividades “on-line”. Foi nesse panorama que em marco de 2020, a professora de
Matematica da 32 série do Ensino Médio das turmas A e B, movida pela inseguranca
de seus alunos em “perder o ano”, realizou duas “lives” no Instagram, com uma
audiéncia média de 13 alunos, sendo que as duas turmas totalizavam 48 alunos.

Nessa época, o0 Instagram era uma rede social que disponibilizava o recurso de
transmissdes ao vivo, chamadas de “lives”, no qual a interagédo de outros participantes

ocorria através de um “chat”. Para a realizagdo dessas “lives”, foi criado um perfil
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profissional para Professora, sendo que a negociacao dos dias e horarios das lives foi
feita por meio de grupos de WhatsApp. Para a realizacao de duas aulas de uma hora
cada, a professora organizou slides no PowerPoint com o tema de Geometria
Analitica, abordando os conteudos a seguir: Distancia entre dois pontos; Ponto médio;
Equacéo da reta; Posicédo relativa entre as retas.

Durante a realizacao das “lives”, a Professora utilizou a camera de um celular,
para transmitir simultaneamente a resolucéo de exercicios em folhas de sulfite. As
atividades, realizadas durante as aulas “on-line”, eram diferentes das atividades
solicitadas pela Professora para que os alunos entregassem, porém, auxiliavam-nos
na resolucéo destes.

Apods o término das “lives”, a Professora anexou no slide as resolucées dos
exercicios, realizados durante a transmisséo, e as enviou aos alunos via WhatsApp.
A principio, foram enviadas atividades através do “site” da escola, que deveriam ser
entregues assim gue retornassem as aulas presenciais.

Apos as “lives” a Professora continuou a usar essa ferramenta como forma de
tentar motivar seus alunos durante o ano de 2020, inserindo curiosidades
matematicas, desafios, recados escolares, entre outros.

Em novembro de 2020, ainda permanecia a quarentena da COVID-19 e as
escolas permaneciam fechadas. Ja mais familiarizada com as ferramentas de
videoconferéncia, a Professora ofereceu uma oficina de Analise Combinatoria, para
os alunos do: 9° ano do Ensino Fundamental Il e dos 1°, 2° e 3° ano do Ensino Médio
da Escola Estadual Pedro Nunes Rocha. Matricularam-se no curso 5 alunas do 9° ano
do Ensino Fundamental Il, 2 alunas do 2° ano do Ensino Médio e 5 alunas do 3° ano
do Ensino Médio.

A oficina foi ofertada em grupos de WhatsApp das turmas citadas e os alunos
tiveram uma semana para a realizacéo da inscricdo. Apos tal processo, a Professora
criou um grupo de WhatsApp especificamente para a comunicagao entre ela e as
alunas.

A oficina efetivou-se de maneira totalmente “on-line”, utilizando a ferramenta de
videoconferéncia “Google Meet”, pois os alunos ndo precisavam fazer o “download”
do aplicativo, bastando apenas possuirem uma conta da Google e estarem com sua
conta de “e-mail” aberta durante a videoconferéncia. A professora criava o link da aula
pelo computador e dispunha também o seu celular, transmitindo as folhas de sulfite

gue usava para resolver e discutir os exercicios durante as aulas.
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A oficina durou 4 semanas. Os encontros aconteciam as segundas, quartas e
guintas-feiras, totalizando 12 encontros. Apesar dos 12 inscritos, a participacéo foi
apenas de 8 alunas.

Para o primeiro encontro, selecionou 8 questdes de Anélise Combinatdria que
compunham as avalia¢des da primeira aplicacao da prova do ENEM de 2009 até 2019.
Nestas 11 avaliagdes, encontravam-se 22 questbes de Analise Combinatéria,
considerando apenas a primeira aplicacdo da prova. Essas questdes foram adaptadas
para a atividade e, por isso, as alternativas foram removidas.

A selecdo de questBes de Analise Combinatéria, mencionada anteriormente,
serviu como parametro para observar a interacdo dos alunos com o contetdo assim
como as possiveis estratégias utilizadas para a resolucdo, uma vez que os alunos
enviariam as resoluc¢des para a Professora por WhatsApp.

Nas aulas seguintes, uma sequéncia de exercicio foi resolvida, utilizando a
abordagem Resolucdo de Problemas. Esses exercicios abordados ndo eram o0s
mesmos da atividade utilizada como parametro, porém eram exercicios que tinham
como objetivo a aprendizagem dos conteudos envolvidos, preparando os alunos para
resolverem questdes semelhantes as da atividade proposta, por meio da resolucao de
problemas.

Os temas trabalhados na oficina foram: Principio da Contagem (Principio
Multiplicativo), Permutacdo, Combinacé&o, Arranjo, Permutacéo Circular, Permutacgéo
com Repeticdo e Combinacdo Completa. Durante os encontros, a Professora valeu-
se 0 método de resolucdo de problemas.

No pendltimo encontro, a Professora enviou novamente a atividade utilizada
para observar as estratégias dos alunos para a resolugcdo dos problemas para
realizarem e a enviassem novamente para a Professora. No Ultimo encontro virtual,
aconteceu a discussao e a resolucéo destas questdes propostas.

Na primeira selecao de questdes, todas as 8 alunas (3 alunas do 9° ano do
Ensino Fundamental Il e 5 alunas da 32 série do Ensino Médio) enviaram suas
resolucdes, porém, quando foi reaplicada a atividade, apenas 4 alunas da 32 série do
Ensino Médio cumpriram o proposto.

Com o retorno das aulas presenciais, a Professora decidiu trabalhar as
atividades propostas na Oficina para os alunos do 2° ano do Ensino Médio. Nesse
novo cenario, ainda durante a Pandemia de Covid-19, a presenca dos alunos na

escola ndo era obrigatoria.
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Apés a aplicacdo da atividade parametro utilizada para o planejamento dos
conteudos a serem discutidos, iniciaram-se as aulas referentes ao Principio
Multiplicativo e a metodologia, utilizada nesta aula, foi expositiva e dialogada,
resolvendo os exercicios na lousa. Motivada pelo pedido de um dos alunos para poder
resolver novos exercicios, a Professora elaborou uma lista de atividades extras e
promoveu a discussao e a resolucao desta em grupos.

A partir desse momento, a professora levava-os para a sala de informatica para
gue os alunos realizassem pesquisas sobre o conteldo que seria abordado, sem
indicacdo de sites e videos, resolviam exemplos e, somente depois, reuniram-se em
grupos para a resolucdo dos exercicios solicitados pela professora, que foram
posteriormente corrigidos em sala.

Através da metodologia ativa, conhecida como de Sala de Aula Invertida,
ocorreu a oficina de Andlise Combinatéria por 8 semanas, com 5 aulas semanais de
45 minutos cada.

A metodologia da Sala de Aula Invertida faz parte das Metodologias Ativas e foi
escolhida para desenvolver esse trabalho por incentivar uma postura protagonista dos
alunos no processo de aprendizagem. Nessa perspectiva, o papel do professor passa
a ser de orientador, facilitador do conhecimento, auxiliando-os em todo o processo
(Marques, 2021).

Na metodologia Sala de Aula Invertida, corresponde ao processo inverso do
ensino tradicional, no qual inicialmente o professor expde o contetdo e
consequentemente os alunos fazem licdo em casa referente ao assunto tratado, para
depois corrigir em aula, os alunos pesquisam em casa para que, em sala de aula, com
o0 auxilio do professor, resolvam os exercicios e em seguida compartilhem suas

resolucdes e duvidas aos seus colegas e ao seu professor.

4.1 RELATO DAS ATIVIDADES

Durante a preparagao do material para as “lives”, preocupacdes e insegurancas
surgiam de como seriam as aulas, uma vez que a Professora ndo possuia muitos
recursos. Durante as “lives”, planejou-se filmar a tela do computador com o celular, o
gue poderia gerar uma ma qualidade da imagem disponibilizada aos alunos.

Outras pesquisas, assim como Silveira (2021), também citam essa

preocupacao em relagdo a forma em que essas atividades “on-line” chegariam para
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seus alunos, uma vez que dependia-se, além dos recursos que cada professor tinha,
do nivel de apropriacao tecnoldgica.

Sabe-se que ndo da para prever que se enfrentaria uma pandemia de um virus
em que, para segurar a disseminacdo dessa doenca, a melhor maneira seria o
iIsolamento social, e, uma forma de amenizar essa inseguranga diante de um momento

inédito na educacao, para Trezzi (2021, p.7), a escola

“... precisa ser mais tecnolégica, estar aberta para o virtual, investir mais em
atividades “on-line” preparar professores para o uso de tecnologias de
informacdo e comunicagdo, incrementar os processos de gestdo para
aprender a lidar com o novo e inesperado, deixar de ser analdgica para tornar-
se digital ...”

Mas, por outro lado, isso também né&o resolve o problema que é muito mais
complexo, pois 25% das familias ainda ndo tém acesso a internet (TREZZY, 2021, p
10).

Uma outra preocupacao era de como se daria a interacéo professor-aluno, pois
0 Unico meio de comunicacao entre eles era o “chat”. Durante as “lives”, havia uma
demora no tempo de aguardo entre a postagem no “chat” pelo aluno e o recebimento
da mensagem pelo professor e os outros integrantes da reunido virtual, o que poderia
ocasionar uma mudanca de postura do professor, passando a ndo questionar os
alunos sobre suas duvidas e apenas seguir com suas explicacoes.

Na Oficina “on-line” de Analise Combinatoria, a Professora possuia alguma
experiéncia nas plataformas de videoconferéncia; os alunos podiam abrir o microfone
e falar com a Professora, 0 que agilizava a interacdo professor-aluno, em relagédo as
“lives”. No entanto, essa interacdo ainda era insuficiente, por varios motivos, eles
preferiram ndo perguntar ou perguntavam poucas vezes, mantendo suas cameras
desligadas.

Um dos problemas encontrados, durante as aulas remotas, foi a interacao entre
professor-aluno, também relatados em outros trabalhos como, por exemplo Grillo,
Péskiva e Lee (2020), assim como Queiroz, Sousa e Paula (2021), que afirmam sobre
a importancia da aprendizagem colaborativa, dada a heterogeneidade das turmas, em
gue o aprendizado compartilhado faz com que uns aprendam com 0s outros.

A utilizac&o da rede social, Instagram, com alunos dos Anos Finais do Ensino
Fundamental, ainda que com postagens de curiosidades mateméticas, desafios e

recados da escola, ndo foi bem aceita na época por parte dos pais, pois nem todos 0s
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alunos possuiam uma conta no Instagram, ou ainda hem todos o0s pais permitiam que
seus filhos utilizassem essa rede social.

No entanto, Monteiro (2020) afirma que, com o periodo de pandemia, as redes
sociais da escola ganharam um espaco bem maior e se ampliaram, como forma de
manter o envolvimento da comunidade, pais e responsaveis no contexto escolar,
mesmo que de forma virtual.

Um outro ponto a ser considerado € que, tanto nas “lives” quanto nas
transmissdes pelo Google Meet, o numero de participantes foi pequeno. As aulas
remotas nao atingiram um namero significativo de alunos sendo justificado por falta
de aparelho celular ou computador, falta de acesso a internet, entre outros.

Nota-se que a pandemia de COVID-19 trouxe uma realidade educacional que

ja era conhecida, segundo Trezzi (2021, p.3) essa realidade

“mostrou-se extremamente cruel e desumana, pois, além de acentuar a
desigualdade, fez com que muitas familias, que ja passavam privagoes,
economizassem ainda mais para a aquisicdo de equipamentos, ainda que
rudimentares, para acessar as aulas remotas. Outros sequer conseguiram.
Hé& que se considerar ainda aquelas criancas que recebiam alimentacdo na
escola e, de uma hora para outra, perderam o beneficio.”

Além do numero de alunos ser abaixo do esperado nas oficinas “on-line”,
observou-se também que a frequéncia dos alunos nas videoconferéncias foi
diminuindo com o passar das semanas. As possiveis causas que levaram a baixa
presenca de alunos nas “lives” sdo: locais inadequados ao estudo, falta de recurso
fisico, além de instabilidade na internet no periodo das transmissdes, entre outros.

Durante a Oficina realizada presencialmente para os alunos do 2° ano do
Ensino Médio, a Professora percebeu que os alunos questionavam um pouco mais, e
ela conseguia acompanhar a resolucédo dos exercicios e auxilia-los, mas salienta-se
gue se tratava de uma turma pequena, pois a presenca ainda nao era obrigatoria.

Uma das grandes preocupacdes nesse periodo pandémico e pds-pandémico
foi a evasao desses alunos, principalmente do Ensino Médio. Segundo dados do IBGE
(2019), os maiores motivos para que os alunos dessa faixa etaria deixem de frequentar
a escola é a necessidade de trabalhar e 0 ndo interesse em estudar.

Trezzy (2021) faz uma interpretacdo desses dados, afirmando que os “jovens
brasileiros ndo estdo encontrando na escola um espaco que 0S prepare para O
trabalho; ou entédo simplesmente estdo sendo excluidos da escola porque percebem
gue é mais util trabalhar do que estudar” (TREZZY 2021, p. 11).
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Na pesquisa realizada por Jung et. al (2021) com professores de quatro escolas
no Estado do Rio Grande do Sul, guando perguntado quais 0s maiores receios desses
professores em relacdo ao retorno as aulas presenciais, algumas respostas estavam
relacionadas a evasdo escolar, podendo agravar-se apds esses dois anos de
pandemia.

Silveira (2021) e Monteiro (2020) afirmam que para alunos que nao possuiam
recursos necessarios para a execucgado das atividades “online” eram distribuidos
materiais impressos.

Analisando a primeira aplicagdo da atividade parametro, tanto na Oficina “on-
line” quanto na presencial, 9 alunos em cada modalidade entregaram a atividade,
totalizando 18 alunos. J4 na segunda aplicacdo, 4 alunos da Oficina “on-line”
entregaram e 15 alunos da Oficina presencial, totalizando 19 alunos. Comparando o
namero de acertos na primeira e na segunda aplicacdo, houve uma melhora na

porcentagem de acerto, observe a Tabela 6 abaixo.

Tabela 6 - Porcentagem de acertos das questbes
das atividades parametro

Questdes  Primeira Aplicacdo Segunda Aplicacdo

1 5,6 21,1
2 5,6 15,8
3 111 26,3
4 0 10,5
5 5,6 26,3
6 55,6 57,9
7 111 21,1
8 5,6 15,8

Fonte: Elaborada pela autora, 2022

Se separadas as questfes da maneira em que analisadas as questbes do
ENEM, nota-se que 3 questbes obtiveram entre 0 a 20% de acertos, 4 questdes
alcancaram entre 20 a 40% de acertos e apenas uma atingiu acima de 40% dos alunos
gue acertaram apos as Oficinas, mas, mesmo assim, essa melhora ndo foi tdo

significativa.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como visto anteriormente, a Analise Combinatéria € um dos conteudos tidos
como mais dificeis tanto para os professores quanto para os alunos do Ensino Médio,
e foi uma das questdes do ENEM de 2017 com o menor indice de acerto. Dessa forma,
com o intuito de contribuir com o ensino desse conteddo as questdes do ENEM,
utilizadas nas oficinas, podem ser encontradas no Anexo E.

Quando analisados os documentos que norteiam e orientam a educagao no
Brasil e a abordagem que eles trazem para o ensino de Andalise Combinatéria,
pondera-se que a BNCC trouxe esse objeto de conhecimento para 0s Anos Iniciais do
Ensino Fundamental, no qual era uma critica feita por educadores e pesquisadores
da area. Também verifica-se que, tanto no PCN quanto na BNCC, o uso de férmulas
para o ensino de Andlise Combinatéria deve ser uma consequéncia do raciocinio
combinatério.

Observando os indices de acertos na avaliacdo do ENEM de 2017, de modo
geral, percebe-se um quadro preocupante do Ensino de Matematica no Pais e a
pandemia de COVID-19 no ano de 2020 estéa contribuindo para que esse cenario se
acentue ainda mais.

O afastamento social e o fechamento das escolas trouxeram uma outra
realidade para o ensino, em que professores e alunos tiveram que se relacionar de
forma remota, fazendo com que os alunos necessitassem de alguns recursos, como
internet, computador ou celular, para terem um acompanhamento maior e para
fazerem as atividades, aumentando assim a desigualdade, pois nem todos os alunos
gue possuiam esses recursos.

Observa-se que, durante as aulas, em que foram realizadas as “lives” e a
Oficina “on-line” ou durante as aulas presenciais nao obrigatérias, a quantidade de
alunos que participaram foi muito baixa, causando uma defasagem ainda maior de
aprendizagem do aluno do Ensino Publico, sendo a falta de recursos, citada acima,
ou a necessidade de trabalhar, um dos possiveis motivos que contribuiram para esse
cenario.

Em algumas escolas, para tentar sanar essa desigualdade, distribuiram
materiais impressos para alunos que ndo possuiam recursos para a execucao das

atividades “on-line”.
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Acredita-se que um ponto negativo das aulas na forma remota, quando
comparadas as aulas presenciais, foi a interacdo professor-aluno, onde o aluno fica
mais inibido para perguntar, talvez por estarem acostumados com outro modelo,
podendo ser atendido individualmente, questionando e tirando suas duvidas.

Nota-se que as aulas realizadas no Instagram trouxeram uma nova perspectiva
de uso das redes sociais, tanto para os alunos, quanto para a Professora, que
comecou a passar desafios para os alunos nessa plataforma, como uma maneira de
interagir com eles e motiva-los, além de fazer divulgacdes de outros projetos por esse
canal e avisos da escola, assim como em outras escolas em que o uso dessas midias
foi potencializado para haver uma comunicacdo maior entre escola e familia.

Um ponto a ser observado é que, durante esse periodo pandémico, professores
e instituicbes buscaram novas ferramentas e algumas delas incluiram em suas
praticas docentes das quais talvez ndo teriam contato se ndo fosse esse momento.

Essa experiéncia também nos fez refletir sobre a importancia da inclusao digital
como uma importante ferramenta na construcéo do cidad&o, pois muitos ndo sabiam
enviar um “e-mail”, fazer uma pesquisa, entre outras coisas mais simples.

Hoje j& existem muitos relatos e pesquisas referentes a esse momento de
pandemia, e ainda, ha necessidade de muito estudo para identificar os impactos e as

possibilidades que esse periodo trouxe para a educacao.
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ANEXO A - Competéncias e Habilidades avaliadas no ENEM referentes a
1988-2008

COMPETENCIAS AVALIADAS: ENEM 1998-2008

| - Dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das linguagens
matematica, artistica e cientifica.

Il - Construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para a
compreensao de fendmenos naturais, de processos historico-geogréficos, da
producéo tecnoldgica e das manifestagfes artisticas.

Il - Selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informacdes
representados de diferentes formas, para tomar decisdes e enfrentar situacdes-
problema.

IV - Relacionar informacdes, representadas em diferentes formas, e
conhecimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir argumentacao
consistente.

VI - Recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboragéo de
propostas de intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores humanos e

considerando a diversidade sociocultural.

HABILIDADES AVALIADAS ENEM 1998-2008

1. Dada a descricdo discursiva ou por ilustracdo de um experimento ou
fenbmeno, de natureza cientifica, tecnoldgica ou social, identificar variaveis relevantes
e selecionar os instrumentos necessarios para realizacao ou interpretacdo do mesmao.

2. Em um grafico cartesiano de variavel socioeconémica ou técnico-cientifica,
identificar e analisar valores das varidveis, intervalos de crescimento ou decréscimo e
taxas de variacao.

3. Dada uma distribuicdo estatistica de varidvel social, econdmica, fisica,
guimica ou biologica, traduzir e interpretar as informacdes disponiveis, ou reorganiza-
las, objetivando interpolacdes ou extrapolagdes.

4. Dada uma situagdo-problema, apresentada em uma linguagem de
determinada area de conhecimento, relaciona-la com sua formulacdo em outras
linguagens ou vice-versa.

5. A partir da leitura de textos literarios consagrados e de informacdes sobre

concepcOes artisticas, estabelecer relagdes entre eles e seu contexto histoérico, social,
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politico ou cultural, inferindo as escolhas dos temas, géneros discursivos e recursos
expressivos dos autores.

6. Com base em um texto, analisar as fun¢des da linguagem, identificar marcas
de variantes linguisticas de natureza sociocultural, regional, de registro ou de estilo, e
explorar as relagdes entre as linguagens coloquial e formal.

7. ldentificar e caracterizar a conservacao e as transformacfes de energia em
diferentes processos de sua geracao e uso social, e comparar diferentes recursos e
opcdes energéticas.

8. Analisar criticamente, de forma qualitativa ou quantitativa, as implicacoes
ambientais, sociais e econdémicas dos processos de utilizacdo dos recursos naturais,
materiais ou energéticos.

9. Compreender o significado e a importancia da dgua e de seu ciclo para a
manutencdo da vida, em sua relacdo com condigcdes socioambientais, sabendo
quantificar variacdes de temperatura e mudancas de fase em processos naturais e de
intervencdo humana.

10. Utilizar e interpretar diferentes escalas de tempo para situar e descrever
transformacdes na atmosfera, biosfera, hidrosfera e litosfera, origem e evolucado da
vida, variagfes populacionais e modificagées no espaco geografico.

11. Diante da diversidade da vida, analisar, do ponto de vista bioldgico, fisico
ou quimico, padrdes comuns nas estruturas e nos processos que garantem a
continuidade e a evolugéo dos seres vivos.

12. Analisar fatores socioeconOmicos e ambientais associados ao
desenvolvimento, as condicdes de vida e saude de populacdes humanas, por meio da
interpretacao de diferentes indicadores.

13. Compreender o carater sistémico do planeta e reconhecer a importancia da
biodiversidade para preservagdao da vida, relacionando condicdes do meio e
intervengao humana.

14. Diante da diversidade de formas geométricas planas e espaciais, presentes
na natureza ou imaginadas, caracteriza-las por meio de propriedades, relacionar seus
elementos, calcular comprimentos, areas ou volumes, e utilizar o conhecimento
geomeétrico para leitura, compreensdo e acao sobre a realidade.

15. Reconhecer o carater aleat6rio de fenbmenos naturais ou néo e utilizar em
situacOes-problema processos de contagem, representacdo de frequéncias relativas,

construcdo de espacgos amostrais, distribuicéo e calculo de probabilidades.
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16. Analisar, de forma qualitativa ou quantitativa, situacOes-problema
referentes a perturbacdes ambientais, identificando fonte, transporte e destino dos
poluentes, reconhecendo suas transformacdes; prever efeitos nos ecossistemas e no
sistema produtivo e propor formas de intervengdo para reduzir e controlar os efeitos
da poluigcado ambiental.

17. Na obtencéo e producao de materiais e de insumos energéticos, identificar
etapas, calcular rendimentos, taxas e indices, e analisar implicacbes sociais,
econOmicas e ambientais.

18. Valorizar a diversidade dos patrimdnios etnoculturais e artisticos,
identificando-a em suas manifestacdes e representacdes em diferentes sociedades,
épocas e lugares.

19. Confrontar interpretacdes diversas de situacdes ou fatos de natureza
historico geografica, técnico-cientifica, artistico-cultural ou do cotidiano, comparando
diferentes pontos de vista, identificando os pressupostos de cada interpretacao e
analisando a validade dos argumentos utilizados.

20. Comparar processos de formag&o socioecondmica, relacionando-os com
seu contexto historico e geografico.

21. Dado um conjunto de informagBes sobre uma realidade historico-
geografica, contextualizar e ordenar os eventos registrados, compreendendo a

importancia dos fatores sociais, econdmicos, politicos ou culturais.
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ANEXO B — Matriz de referéncia do ENEM.

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e
fazer uso das linguagens matemética, artistica e cientifica e das linguas espanhola e
inglesa.

II. Compreender fendmenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias
areas do conhecimento para a compreensao de fendmenos naturais, de processos
historico geogréficos, da producédo tecnoldgica e das manifestacfes artisticas.

lll. Enfrentar situacdes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar,
interpretar dados e informacdes representados de diferentes formas, para tomar
decisdes e enfrentar situagdes-problema.

IV. Construir argumentacéo (CA): relacionar informacdes, representadas em
diferente formas, e conhecimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir
argumentacgédo consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na
escola para elaboracdo de propostas de intervencdo solidaria na realidade,
respeitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultural.

Matriz de Referéncia de Matemaéatica e suas Tecnologias

Competénciade area 1 - Construir significados para os niumeros naturais,
inteiros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacdes
dos nameros e operacdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrbes numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situacao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de
argumentos sobre afirmacgdes quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos
NUMEricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar
a leitura e a representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizag&o e a movimentacao de pessoas/objetos no espago

tridimensional e sua representacéo no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
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H8 - Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de
espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecédo de
argumentos propostos como solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir no¢gdes de grandezas e medidas para a
compreensao darealidade e a solucdo de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relacdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nogéo de escalas na leitura de representacao de situacdo do
cotidiano.

H12 - Resolver situagcdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medicdo na constru¢cdo de um argumento
consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervengao na realidade utilizando conhecimentos
geomeétricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 - Construir no¢cdes de variacdo de grandezas para
a compreenséo darealidade e a solucdo de problemas do cotidiano.

H15 - Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situagao-problema envolvendo a variacao de grandezas, direta
ou inversamente proporcionais.

H17 - Analisar informacdes envolvendo a variacao de grandezas como recurso
para a construcao de argumentacao.

H18 - Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacdo de
grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem
variaveis socioeconémicas ou técnico-cientificas, usando representacdes
algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre
grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

H21 - Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos
algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a

construcdo de argumentacao.
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H23 - Avaliar propostas de intervencéo na realidade utilizando conhecimentos
algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacdes de natureza cientifica e
social obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsédo de tendéncia,
extrapolacao, interpolacéo e interpretacéo.

H24 - Utilizar informacGes expressas em graficos ou tabelas para fazer
inferéncias.

H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

H26 - Analisar informagfes expressas em graficos ou tabelas como recurso
para a construgdo de argumentos.

Competéncia de éarea 7 - Compreender o carater aleatério e néo-
deterministico dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos
adequados para medidas, determinacdo de amostras e célculos de
probabilidade para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma
distribuicéo estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto
de dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em
classes) ou em graficos.

H28 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e
probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para
a construgéo de argumentagao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos
de estatistica e probabilidade.

Objetos de conhecimento associados as Matrizes de Referéncia

Matematica e suas Tecnologias

« Conhecimentos numeéricos: operagdes em conjuntos numéricos (naturais,
inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracdo, razbes e
propor¢cdes, porcentagem e juros, relacdes de dependéncia entre grandezas,
sequéncias e progressodes, principios de contagem.

« Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas
planas e espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas

e volumes; angulos; posicdes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais;



86

congruéncia e semelhancga de triangulos; teorema de Tales; relacdes métricas nos
triangulos; circunferéncias; trigonometria do angulo agudo.

» Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacéo e analise de
dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e variancia;
nogdes de probabilidade.

» Conhecimentos algébricos: gréaficos e funcdes; funcdes algébricas do 1.° e
do 2.° graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equacdes e
inequacgoes; relacdes no ciclo trigonométrico e fungdes trigonométricas.

« Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas;

circunferéncias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacgdes.
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ANEXO C - Prova Amarela 2017 de Matematica e suas Tecnologias

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS
Questbes da 136 a 180
QUESTAD 136

Cs congeslionamentos de ransito consbiuem um
problema que afige. iodos os dias, milhanes de maoloristas
brasileiros. O grafico ilustra a siluacho, representando, 80
longo de um intervalo definido de temgpo, & variacio da
velocidade de um weiculo duranbe um mm&shmamantn-

A

a z 4 1] -]

“elooidade
b

i
Tempo (minj

Ouantos minuio: o veiculs parmanscey (mdyvel ao lomga
dio intervalo de empo total analisado?

= eoo
- K L

@ o
QUESTAD 137

Um gargom precisa escolher uma bandeja de base
retangular para sendr quatro tagas de espurmants gue
precisam ser disposias em uma dmca fileira, paralsla
a0 kado maior da bandeja, & com suas bases totalmenite
apo@adas na bandeja. A base & a borda supenior das tagas
gda circulos de raio 4 croe 5 om, respeclivaments,

A bandeja a ser escolhida deversd ter uma Area minima,
em centimatno quadrado, igual a

182,
300.
304.
J20.
400,

So@a

QUESTAD 138

Efm uma caning, o susesso de venda o verdo S50 sUE0S
preparados & base de polpa de frutas. Um dos sucos mats

vendidos & o de MOrango com acercla, gue & preparsdo com
%:Hpcq:adanmnma% de polpa de acanola.

Fara o comercianie, as polpas sB0 vendidas em
embalagens de igual volurme. Atialmente, 8 embalagem
da polpa de morango custa RS 18,00 & a de acercla,
RE 14,70, Pordm, estd prevista uma slia no prego
da embalagem da polpa de acerola no proximo més,
passando 8 custar RS 15,30,

Pafa ndo aumentar o preco do suco, o comercianle
negociou com o lomecedor uma reducBo no prego da
embalagem da polpa de morango.

Areducdo, em neal, no prego da embalagem da polpa de
morango deverd ser de

1,200

0,90.

0,60.

0,40.

0,30.

eeo@ad

QUESTAO 138

U casal realiza sua mudanga de  domicilio
& necessita oolocar numa caixa de papel@o  um
objeto cibico, de 80 om de aresta, que ndo pode ser
desmontado. Eles Bm 4 disposiclo cinco CAIXAS, oMM
diferenies dimenstes, conforrme describo:

= Caia 1: 86 cm = 86 om = 86 cm

= Caa 2: 75 cm = 82 am = 80 cm

» Cakea 3 85 em = 82 cm = 90 cm

« Caiad: 82 em = 895 om = 82 om

= Caixa 5: 80 cm = 95 am = 85 cm

O casal precisa escolher uma caixa na gual o
objeto calba, de modo que sobfe o menar espaco livre
&m seu interiar.

A caka escolhida pedo casal deve ser a de ndmerno

===
th B R o=




QUESTAD 140

Ura empresa consirurd sua pagina na Inemet
& espera abralr um plblco de aproximadamente um
milhde de clienles. Para acessar essa pégina, serd
necessdria urmna senha com formats a ser definedo pela
empresa. Exstem cinco opgdes de formalo oferecidas
pedo programador, deschilas no quadno, em gue "L e *D°
representam, respectivaments, ketra maidscula = digio.

DOpgao Formato
1 LDDDOD
T DOODOD
i LLODOD
m DODDD
v LLLDD

Ag letras do allabein, enire as 26 possivels, bam
como o8 digitas, entre oz 10 possivels, podem se repsti
em qualquer das opphes.

A empresa quer escolfier urna opgEo de fommato cujo
nimers de senhas disbnias possivels ssja supenior an
nmens esperado de clienies, Mas Que esse NOMend nda
saja superiof ao dobio do ndmero esperade de clientes.

A opcBo que mars se adequa ds condigbes da empresa é

LR
o o
@
B n
o W

QUESTAD 141

Come ndo sio adeplos da prabca de esportes, um
grupo de amigos resolveu fazer um tomelo de futebal
utilizando viseogame. Decidearn que cada |ogader joga
uma Unica veZ com cada um dos outros jogadores.
O campedo serd aguele que CoONSSgUIr 0 Maor nimens da
ponios. Observaram que o nimero de partidas jogadas
depende do ndmero de jogadores, como mostra o quadro:

Cuantidade de
Jogad 2 | 3| 4|5 |6 |7
MNamero de
Il_mh_1:3|51|:|1521

Se a quantidade de pgadores for 8, guantas parlidas

88

QUESTAO 142

Urn morador de wma rm I'I'IH.H!‘IMWE lem 50%
de probabilidede de atrasar-se para o trabalho guando
chiove na r&gtﬂn. cass ndo chova, sua pmtnabﬂlada de
airaso & de 25%. Para um determinado dia, o senigo
de meleorslogia estima em 30% a probabdidade da
oConmEncEa de chuva nessa I'E'EH'EI.

Dual & a probabilidade de esse morador se AlrASar para o
gervigo no dia para o qual fol dada a estimativa de chuva?

@ 0075
O 0,150
@ 0325
® 0600
& O0.E0D

QUESTAD 143

Az 17 h 15 min comega uma forte chuva, gue cal
com ntensidade constante. Uma plscina em forma
de um paralelepipado reténgulo, que se encontrava
inkclalmente vazia, comeca a acumular a Agua da chuva
&, 48 18 horas, o nivel da 4gua em seu Intenor alcanga
20 cm de altura. Nesse instante, & aberto o registro que
libera o ascoaments da dgua por um rale kocalizado no
Tumdo dessa piscing, cufa vazao e constante. As 18 h 40 min
& chiva cessa e, nesse exato instante, o nivel da &gua na
piscing baixou para 15 cm.

O imstante em gue a &gua dessa plscna terminar de

& 19 h 30 min & 320 h 10 min.
@ 19 h 20 min & 19 h 30 min.
@ 19 h 10 min & 19 h 20 min.
® 19 he18h 10 min.
@ 18 h40 min e 19 h.




QUESTAD 144

Urn emgréstimo fol feibte & taxs mensal de (%, usanda
jurgs cormposios, em oilo parcelas fixas e iguas a P

0 devedor fem 8 possibldades de quitar a divida
antecipadamente & qualquer momento, paganda
para mso o vabw abual das parcelas ainda a pagar.
Apig pagar a 5° parcela, resalve quitar a divida no ato
de pagar a 6% parcela

A expressho que comesponde &b walor tolal pago pela
quitacio do empréatimo &

o P11+ 1_ + L

i i .2
|_ {1+m] |:1+ﬁ}

i P:1+++ 1r'
1+—) (14—

| U+e! et |
® P 1+ ] !

- + -
I I
| O+e” 55"
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QUESTAD 145

Para realizar a viagem dos sonhos, uma pessoa
precisava fazer um emgréstinmo no vakor de RS 5 000,00,
Fara pagar as prestactes, dispbe de, no maxmo,
RS 40000 mensais. Para esse valor de empréstima,
o walor da prestacBo (P) & caleulado em funcie do
namero de prestacies (n) segundo a fdrmula

5 000= 10137 « 0,013
P =
(1,013 -1)

Se necesséno, ulilize 0,005 como apfoMmacso para
log 1.013; 2,602 cormne aproximacho para bog 400; 2,525
como aproximacdo para log 335.
De acordo com a fbomula dada, o menof nimens de
parcelas cujos valones ndo comprometem o limite definido
pela pessoa &
o 12
14.
15.
16.
17.

Raiss de luz solar estda atingindo & supericie de
wm lage formando um Snguls x com a8 sua superficie,
conlorme indica a figura.

Em determinadas condigles, pode-se supor que a
intensidade lumincsa desses ralos, na supedicie do

lago, seja dada aproximadamente por Jix) = x - san(x)

sando K uma constante, & supondo-s& que X esid entre

0 & 80°.
Ak

L

Cuande ¥ = 30°, a ntensikdade uminosa & reduz a qual
perceniual de seu valor maxmo?

AFgdRi




QUESTAD 147

Aimagesm aprasantada na figura & wma cdpla em preto
& branco da tela guadrada intitulada O peixe, de Marcos
Pinto, que foi colocada em uma parede para exposicio a
fixada nos pontos A & B.

Por um problermna na fixagio da um dos ponlos, & tela
g desprendeu, girande renta & parede. Apds o giro, ela
ficou posicionada come ilustrado na figura, Tormando um
angulo de 457 com a linha do o zonbe.

Aw

Para recolocar A teda na sua posicio orginal, deve-se
giré-la. rente & parede, no manor angulo posaivel inferiar
a 360°.

Adonmade recolocaratela na posigio oniginal, obedecendn
a0 que fol estabelacdo, & girando-a em um angulo de

90" no sentido horaro.

135" no senlido harario.
1607 no sentide anti-horarnio.
270" no sentido anti-horario.
315° no sentids horario.

ee@o0

90

QUESTAO 148

A avaliagio de rendimenio de alunos de um curso
universitane baseis-se na méda ponderada das notas
obtidas nas diciplines pelos respectivos nimeros de
créditos, como mastra o quadns:

Avaliacao Média de notas (M)
Excelenis bM< 10
Bom TzM=<9
Regular SzM<T
Fh-.h d=M<3
Peésairms M3

Quante melhor a avelacio de um aluno  em
determinado pefiodo letivo, malor sua proridade na
escolha de disciplings para o periodo saguinie.

Detarminads alund saba que 58 obliver EUE"EI;EEI
“Bom™ ou “Excelente” conseguird matricula nas disciplinas
que deseja. Ele 4 realizou as provas de 4 das 5 disciplinas
BT uie eak matriculado, mas anda ndo realzou a prova
da descipling |, conlorme o quadro.

Disciplinas |  Motas d_"""""i o’
| 12
L] E,00 ]
1] B,00 a8
s 5,00 a
W 7,50 10

Para que atinfa sau objetivo, a nota minima que ee deve
conseguir na disciplina | &

T,00.
7,36
T,50.
B,25.
8,00.

So@oD




QUESTAD 149

Urn bringuedo infantl caminhBo-cegonha & fommadao
por uma carreta e dez caminhos nela transporiados,
corfarme a figura.

000000
0700000’

Mo selor de produgio da empresa que labica essa
bringueds, & feita & pintura de 10005 o5 carminhos para que
0 aspecio do bringuedo figue mais slraente. S8o ulilizadas
&g Cores amarelo, branco, laranja & verde, @ cada carmnha
& pinlado apenas com uma cor. O caminhdo-cagonha
tern uma cor fixa, A empresa determinou gue em bodo
carminhac-cegonha deve haver pelo menoss um carmnh
de cada uma das qualro cores disponivels. Mudanga de
posicao dos caminhos no caminhdo-cegonha ndo gera um
nove madelo do bringuedo.

Com base nessas informaghes, quantos sB0 o modelos
distintes do bRinqueds camanh3o-ceponha gue  essa
empresa podersd produzir?

e c,
EEBJ
'c'll:l.-l-
@ &
o 4°
QUEHTM15,|]...........-.-

Uma empresa especializada em conservacdo da
placinas utiliza um produlo para tratamento da Agua cujas
especiicacies tecnicas sugeram gue saja adiconado
1,5 miL desse produto para cada 1 000 L de Apua da
placina. Essa empresa fiod contratada para culdar de uma
placina de base retangular, de profundidade constante
igual & 1,7 m, com langura & comprimento kguais a 3 m
& 5 m, respectivamente. O nivel da lamina d'Agua dessa
placina & mantido a 50 cm da borda da placina.

A quantidade desse produto, em milllira, que deve ser
mﬂﬂmmnﬂmmﬂmﬂﬂﬁuﬂﬂ

91

QUESTAO 151

Um ingiiuby o FI'H'E-I:]I.HB-EE- eledloras recaba uma
encomenda Mql..ﬂ a mﬂ'@l‘ﬂ-ﬂﬂ o davera ser de, no
méximo, 2 ponios percentuals (0.02)

O Inatiuto tern 5 pesquisas recentes, P1 a PS5, sobre
o tema objelo da encomenda & F3 usar & que Biver o efmo
menar que o pedido.

O dados sobre 85 pesquisas &80 08 seguintes:

Pesquisa | ¢ | N | /N
F1 0.5 1 764 42
P2 0.4 TE4 28
F3 0,3 576 24
Fd 02 441 21
FS a1 54 a8

O efro & pode 86 expresso pod
g|= 1.'.3iIE—Er
|8| N

& que d & um pardmeine e W & o mimero de passoas
entrevistadas pela pesquisa.

Cwial peaquisa deverd ser utilizada?

F1
FZ
Fi
P4
Pa

QUESTAO 152

Em wm ielelénco furistico, bondnhos saem de
estaches &0 nivel do mar @ do lopo de wna montanha
A travessia dura 1,5 minuio & ambos os bondinhos se
deskocam & mesma velocidade Ouarenta segundos apds
0 bondinho A partir da estacio ao nivel do mar, ele cruza
com o bondinha B, que havia saido do topo da montanha.

Cuantos segundos apds a partida do bondinho B partiu o
bondinho A7

Soeae




QUESTAO 153

Num dia de tempestade, a alteragdo na profundidade
de um no, num determinado local, fol registrada durante
um periodo de 4 horas. Os resultados estio indicados no
grafico de linhas. Nede, a profundidade h, registrada as
13 heras, ndo foi anotada e, a partr de h, cada unidade
sobre o elxo vertical representa um metro.

92

QUESTAO 155 -

A figura lustra uma partida de Campo Minado, o jogo
presente em praticamente todo computador pessoal
Quatro quadrados em um tabulekro 16 ~ 16 foram abertos,
e os nOmercs em suas faces indicam quantos dos seus
B vizinhos contém minas (a serem evitadas). O numero
40 no canto infenor diredto ¢ © nomero total de minas no

Registro de profundidade tabuleiro, cujas posicbes foram escolhidas ao acaso, de
4 . forma uniforme, antes de se abor qualquer quadrado.
£ ===S
g
%
ol 13 14 15 16 17 Ho;m

Fol informado que entre 15 horas e 16 horas, a
profundidade do rio diminuwu em 10%.

As 16 horas, qual & a profundidade do rio, em metro, no
local onde foram fedtos os regestros?

Q 18
0O 20
® 24
® 36
@ 40

QUESTAO 154

Uma rede hotelera dispbe de cabanas simples na
iiha de Gotiand, na Suécia, conforme Figura 1. A estrutwra
de sustentacdo de cada uma dessas cabanas esta

representada na Figura 2. A idela & parmitir ao hdspede uma
estada livre de tecnologia, mas conectada com a natureza.

Figera2

Figera
ROMERD L Terce Sup A0 w2011 factaptaca)
A forma ica da supedfice cujas arestas estio
representadas na Figua 2 é
© tetraedro.

O piramide retangular.
@ tronco de pramide retanguiar.
@ prisma quadrangular reto.

@ prisma triangular reto.

Em sua préxima jogada, o jogador deve escolher
dentre o8 quadrados marcados com as letras P, Q. R, S
e Tum para abrw, sendo que deve escolher aguele com a
menor probabiidade de conter uma mina.

O jogador devera abrir o quadrado marcado com a letra
0 F

0 Q
® R
® s
0T
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QUESTAD 156

A Agua para o abasiecimenta de um prédio ¢ armazenada am um sistarma formado por dols resarvatdnios idénticos,
em formalo de bloco retangular, Bgados enbre si por urm cano igual 80 cano de enirada, conforme lusira a figura.

Cano de
enlrada

A BOuA enlra no simama peds cano de enfrada no Reservabdnio 1 a uma vazbo constanie &, ao atingir o nived do
cano de Bjacho, passa & abasiscer o Resarvaldno 2. Suponha que, inkcialmente, 08 dois resarvaidnos esiejam vazios.

Qual dos graficos mehor dascreverd a altura b do nivel da dgua no Reservaldnio 1, em lungio do volurme VW de dgua
no sslema?

Lol Ll
SR e
::]::I: o i 3 I
L F o -
L1 5

<Y
=¥

hi.. hy

.

o - - 0 o

=T
<Y

>
=

1 il
A
@ - +




QUESTAD 157

A manchebe demonsira gue o ransporte de grandes
cargas representa cada vez mais preccupacBo quando
feity em wias urbanas.

Caminhdo entala em viadulo no Centro

Urn caminhdo de grands pore entaloy embaixo do
viaduto no cruzarments das avenidas Bodges de Medeinos
& Loweiro da Silva no sentido Centro-Baima, praximo &
FPonle de Pedra, na capital. Esse veiculd vinha de 5380
Faulo para Poro Alegre e fransporava és grandes
tubos, corforrmes Busiradoe na fobo.

31 e 35H & jacinpinda]

Considerns que o ras exierno de cada cano da imagem
gsaja 0,60 m & que ales estejam em cima de uma carmscesa
cuja pare superor estd a 1,30 m do solo. O desenho
representa a vista traseira do empilamento dos canos.

\

AN

A margem de seguranga recomendsda para gue
um webcubs passe sob Um viaduto & que a alfura tolal do

vebcule com a no minirmo, 0,50 m menor do
gue & allura do vBo de viadubo,
Congidere 1,7 como aproxmagio para /3 .

Qual deveria ser a alfura minima do visduls, am metra,
para gue esse camnhdo pudesse DASSAr COM SEQUFANEa

o 2382
O 352
@ 370
B 402
@ 420
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QUESTAO 158

U menino acaba de se mudar para um novo baimo
& deseja ir & padara. Pedw sjuda & um amege que
e formeceu um mapa com ponbos numerados, que
regresentam cinco locas de inleressa, enfre os quaks
estd a padaria. Além disso, 0 amigo PassSoU &5 seguinbas
instrugdes: a partr do ponlo &m Que vood 8& enconira,
regresentado pela lefra X, ande para cesie, vire 4 direia
na primeira nua que encontrar, siga em frente & vire &
esquerda na proxima nia. A padaria eslard logo 3 seguir

_Puad
Cumdra 1 Cuada 2 Cuardra 3 Duadma 4
= o 5
Chmdra & a5 Cuzda 7 Duadra B
Rua T
Cuadra & F‘ omdra 11| [oumdm 1
Rua D
én-mwﬁ@é'nnni ﬁﬂﬂ:h'l

Rua E
A padarnia estd representada pedo ponto numerado com

ERo@ed
B o b =

5.
QUESTAD 159

Trés alunos, XY e Z, @stBo matriculados em wm curso
e Inghés. Para avallar asses alunos, o professor oplou por
fazer cinco provas. Para que sefa aprovado Nesse curso,
o aluno deverd ter a média ammébca das nolas das cinco
provas masor ou kgual a 6. Ma tabela, estBo dispostas as
notas que cada aluno rou em cada prova.

1 Fa 3 42
R Prova | Prova | Prova | Prova H:n
® 5 5 5 10 E
¥ 4 o 3 g 5
Fa 5 5 8 5 E

Com base nos dados da tabela e nas infermactes dadas,
ficara(Bo) reprovadols)

0 apenas o aluno .

0 apenas o aluno £

@ apenas os alunos X e Y.

B apenas os alunos X e 2.

@ o=alunos X.Yel




QUESTAD 160

O fiologsta inglds Archibald Vivian Hill propds,
em !-&I..I!-'E!-mmﬂ a velcidade v de ﬂ'.'l“.l'ﬂ;-ﬁﬂm

um midsculs ao ser submetido & um peso p & dada pela
equacio (o + &) (v + b) = K, com &, b e K constantes.

Urn fissaterapeuta, eom o intuito de maxmizarn o eleita
bendfico dos exefcicios gue recomendana & um de Seus
pacienies, gquis esludar essa equagho & a dassificou
desta fomma:

Tipo de curva
Semimeta obligua
Semirreta horizontal
Ramo de pardbola
Arco de crcunferéncia
Ramo de hipérbole

O fsiclerapeuta analisou a dependénda enlre v & g
na equacdo de Hlll & a classiicou de acordo com sua

representasio geormdlnca no plane canesiann, ullizanda
o par de coordenadas (g ; v). Admita que K = 0.

[= R 3 Acennd wm: WOl 5H D edspiwda)

O grafice da equacho que o fisioterapeuta utilizou para
maximizar o efeito dos exercicios & do tipo

semameta obliqua.
sermareta horizontal.
ramo de parabola.
arco de circunierénca.
ramo de hipérbale.

So@e9

Em um parque hd dols mirantes de alturas distinlas
gue sBo acessados por elevador panorrmeco. O lopo
do mirante 1 & acessado pelo elevader 1. enguants
que o lops do mirante 2 & acessado pelo elevador 2.
Eles encontram-se a uma distincla possivel de ser
percommida & pé, @ entre o8 mirantes hi um teleférico que
08 Bga que pode ou ndo ser ullizado palo visilanle,

Mirante 1 Mirante 2
O acessn aos elavadores bem 08 seguinbes cusing:
= Subir pelo elevador 1: RE 0,15
= Subir pelo elevador 2: RE 1,60
= Descer pelo elevador 1: RS 0,10,
= Descer pelo elevador 2: RS 2,30.

95

O custo da passagem do teleléncs partndo do topo
do mirante 1 para o topo do mirante 2 & de R$ 2,00, & do
topo do mirante 2 para o fope de mirante 1 & de RS 2,50,

&Elﬁﬂmm.mﬂmﬂ.munﬂ pessna Vissar o
topos dos dois miranes & refomar ao sok¥

0 225
O 300
® 435
® 440
@ 445

OUERTAD 1R2 ===

A mensagem digitada no celular, enquanio vood
dirige, tira a sua alengdo &, por jgso, deve ser evilada
Pesquisas mostram gque um motorista gue dirge um
CAMe 8 una velocidade constante percome “is cegas”
fislo &, sem ler vis3o da pista) urna distincia proponcienal
&0 termpo gasto ao olhar para o celular durante a digiacso
da mensagem. Conssdere gque 820 de fate acombeca
Suponha gue dois mobodstas (X e ¥) difgem com a mesma
velocidade constante @ digitam & Mesma mensagedm em
seus celulares. Suponha, snda, que o tempo gasto pelo
motorista X olhando para seu celular enquanto digita a
e comesponde & 25% do lempo gasts pelo
motorista ¥ para execular a mesma tansta.

Caponivel #mc hitpagl gioss.com Acsam e 21 il 33 (ecispisdal.

A razE0 entre as distAncias percorfidas as oegas por
He ¥, nessa ordem, & igual a

]

& || th

T TSN

- &=




QUESTAO 163

Uma desenhista projetista devera desenhar uma
tampa de panela em forma circular. Para realizar esse
desenho, ela dispde, no momento, de apenas um
compasso, cuo comprimento das hastes & de 10 cm, um
transferidor @ uma folha de papel com um plano carnesiano.
Para esbogar o desenho dessa tampa, ela afasiou as
hastes do compasso de forma que o angulo formado por
elas fosse de 120°. A ponta seca esta representada pelo

C, a ponia do grafite esta representada pelo ponto
8 e a cabeca do compasso esta representada pelo ponto
A conforme a figura.

y4

Apbds concluir o desenho, ela 0 encaminha para o
setor de producdo. Ao recaber o desenho com a indicagio
do rao da tampa, verificard em qual intervalo este se
encontra e decidira o tipo de matenal a ser utizado na
sua fatwicaclo, de acordo com oS dados.

Tipo de material | intervalo de valores do raio (cm)
| 0<R<5
1l S<R=<10
mn 10<R=<15
v 15<R=21
\ 21<R=<40

-

Considere 1,7 como aproxamacao para J3

O tipo de material a ser utlizado pelo setor de
producao serd

oL
0
®
o W
oV
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QUESTAO 164 -

Uma pessca ganhou uma pulseira formada por
pérolas esféricas, na qualfaltava uma das pérolas. Afigura
Indica a posicao em que estaria faltando esta pérola.

Ela levou a |oia & um joalheiro que verficou que a
medda do didmetro dessas pérolas era 4 milimetros.
Em seu estogue, as pé&rclas do mesmo tipo e formato,
dsponiveis para reposico, tinham didmetros iguais a
4,025 mm: 4,100 mm; 3,970 mm; 4,080 mm e 3,099 mm.

O joalheiro entdo colocou na pulsera a pérola cujo
diimetro era 0 mais proximo do didmetro das pérolas
onginas.

A pérola colocada na pulseira pelo [oalhedro tem d@metro,
em milimetro, gual a

© 3,009

O 3.970.

® 4,025

® 4,080.

@ 4,100

QUESTAD 166 :~——~~

Em uma de suas viagens, um tursta comprou uma
lembranga de um dos monumentos gue visitou. Na base
do objeto ha Informagies dizendo que se trata de uma
peca em escafa 1: 400, e que seu volume é de 25 cm’.

O volume do monumento original, em metro cibico, & de

0 100.
0 400.
® 1600.
® 6290
0 10000




QUESTAD 166

Urnaa becicleta do tips mounfain bike em uma coroa
cof 3 engrenagens & uma calraca com 6§ engrenagens,
gue, combanadas entre si, determinam 18 marchas
[rlmens de engrenagens da coroa veZEs o nimero de
engienagens da calraca)

Conoas

Calracas

O nimercs de denles das engrenagens das coroas
e das calracas dessa bicicdeta estio Estados no quadno.

Engrenagens | 1° | 2% | 3* | 4% [ 5 | g®

M de dentes da
4B 35 2B - = -

M de dentes da
" 24 22 20 18 16 14

Sabe-se que o ndmero de vollas efetuadas pela
roda raseira a cada pedalada & calculado dividindo-se a
guanbdade de dentes da corca pela quantidade de dentes
da calraca.

Duranla um passeio em uma bicicleta dessa tipo,
deseja-se fazer um percurso o mals devagar possived,
escolhends, para igso, uma das seguintes combinaghes
de engrenagens (Coroa X catraca).

| ] ] w v
20 4 Foad | FxE

A combinacSo escolhida para realizar esse passeio da
forrma dessjada &

L

18 = 4# 1%« g%

So@e
=
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QUESTAO 167

0 comiie organizador da Copa do Mundo 2014 criou
& logomanca da Copa, composia de uma figura plana e
0 slogan "Juniog num S0 Almo”, com mAos gue S uneT
formanda a taga Fifa. Considers gue o comitd onganizador
resobvesse utilizar todes as cores da bandeira naconal
[verde, amarelo, arul & branca) para colorir & logomanca,
de farma que regdes vizinhas tenham cores diferentes.

JURTIES: US540 RITRAD
Cimpordval #rc w2 ifscom. Acsass s 18 0o 31A 1 (scepisda’l

De guantas maneiras diferentes o comitd cqganizader da
Copa poderia pintar a bgomanca com as cofes ctadas?

o 15
ko
108
Sa

o
®
®
& o72

QUESTAD 1688 ————————

Viveiros de lagostas =80 construidos, por
cooperativas locals de pescadores, em formalo de
prismas relo-retangulares, fizados ao solo & com belas
fexiveis de mesma afura, capazes de suportar &
corfosdo marinha, Para cada viveifo a ser consiruido,
& cooperativa ulliza integralmente 100 metros lineares
dessa tela, que & usada apenas nas |aterais.

Mivel do mar

4

!
X

Duals devem ser o8 valores de X e de ¥, em meino, para
que 8 &rea da base do viveln seja maxima?

=

1e48
1289
10 e 10
23 @25

i}
®
®
@ S0esD




QUESTAD 169

Para uma lemporada das comdas de Formula 1,
a capacidade oo tanque de combustivel de cada camo
passou @ ser de 100 kg de gasoling. Uma eguipa
oplou por ublizar wma gasoling com denssdade de
750 gramas por lire, inkcianda a cormida com o tanque cheio.
MWa primeira parada de reabastecimento, um camo dessa
Bquipe apresentou um registio em seu computador da
bondo acusando o Consuma de décimos da gasolina
onginalments exislents no tangque. Para minimizar o pesa
desse camo @ garantic o téing da comida, a equipe da
Bp0i0 reabasieceU o GAITO COMm & 1erga parte do que restou
mo tanque na chegada ao reabastecimento.

b Acemea w8l SEH S jedspimda |

A guantidade de gasolina utlizada, em Wro, no
reabastecimento foi

0
0,075

20

0.75

20

75

@ 200,075

@ 20075

QUESTAD 170~

O e BM1 A

o

]

O grafics apresenta a laxa d& desemprego (em %)
para o periodo de margo de 2008 a abel de 2000,
oblida com bass nos dados obsendados nas reglﬁaa
metropolianas de Recile, Salvader, Belo Horizonte,
Rio de Janeiro, S30 Paulo & Porto Alegre.

Taxa de desemprego (%)

F T T T T L L L3 T T L] L T 1
|ﬁ* g PP PR ﬂ}ﬁﬁl} ot o

IBGE FPeacums rv da smzagn. D T i bga gos b

demmns @ X0l 35 X i |

A mediana dessa taxa de desemprege, no perodo de
marga de 2008 a abiil de 2009, fod de

8,1%

8,0%

7.9%

T.T%

7.6%

Soeod
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QUESTAD 171

Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de
Uma pane no sislema, os semalons Tcaram sem contrale
durarnte uma hora, e fxaram suas uZes uncamente em
varde ou vermelhs., Os semaforos funcionam de forma

independants; a probabibdade de acusar & cor verde & de
3 & & de acusar a cof vermelha & da %Lhmpeasm
percoimeu & pd toda essa avenida duranie o periodo

da pane, obsarvando a cof da luz de cada um desses
semaforos.

Cual a probabdidade de que esta pessoa tenha obsanado
aexataments urm ginal na cor verda?

10=2
i

102

Aeneigia solar valabastecer pare dademanda de enengla
o0 campus de uma universidade brasiera. A nstEiacss de
painés solares na &rea dos estacionamentos e na coberiura
do hospital pedévico serd aproveitada nas instalaches
universitirias @ também Bgada na rede da companhia eléinca
disiribuidora de enengia.

O projlo indul 100 m* de painds solares que ficardo
inatalados nos estacionamentos, produzinds eneqga eléica
& pIpofGonanto sombra para of camos. Sobie o
pedéiies serfo colocades aproximedaments 300 mF de
pands, sendo 100 m para gerar energla eldiica uilzada no
campius, & 200" para geracho deenefpa ibmica, produzindo
aquecimento de agua utiizada nas caldeiss do hospital

Suponha que cada mebro guadrado de painel solar
para energa eléiica gere wna economia de 1 KWh por dia
& cada metno quadrado produzindo enengla témica permila
economizar 0.7 kWh por dia para a universidade. Em
ufma segunda fase do projeln, sesd surmentada em T5%
a drea coberts paindls solafes gue geram ensdgla
elairica. MNessa também devera sar ampiada a area
de coberiura com painéis para geracio de enengla idmmca

Dinponivel ar: his fsgerosboal st comize Acsas s 30 o ST T (ecpidal
Para se obler o dobro da quantidade de energia
econormizada diarnaments, em nelacio & primeira fase,
a d&rea iolal dos painds que geram energia i&rmica, em
metro quadrado, devera ler o valor mais proximo de

0 231
O 431,
B 472
B 523
O &7




QUESTAD 173

Reservatdrio A

O ndmers de hiras &m gue 08 8o resarvalénos conlém a mesma quantidade de &gua &

eo@o9

99

Duis reservalonos A & B =80 alimentados por bombas distinlas por um pericdo de 20 horas. A quantidade de squa
conlida erm cada reservabinio nesse periodo pode ser visualizada na figura.

Quantidade de dgua armazenada

oo e fa S

18000
17030
160 00
15000
180 0
130030
12000
110 00
100 30

Volume (L)
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g
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Tempo (h)
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10000
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QUESTAO 174 ————————= —

Neste modelo de termdmetro, os filetes na cor prela
registram as temperaturas minima e méxama do dia antenor
e o8 filetes na cor cinza registram a temperatura ambiente
atual ou saja, no momento da leitura do termdmetro.

il

Por isso ede tem duas colunas. Na da esquerda, os
nameros est3o em ordem crescente, de cima para baixo,
de -30 “C até 50 *C. Na coluna da direita, os nimeros
estio ordenados de forma crescente, de baixo para ama,
de -30 “C até 50 *C.

A leftura & feita da seguinte maneira:

= a temperatura minima & indicada pelo nivel inferior
do filete preto na coluna da esquerda;

= a temperatura maxama & indicada pedo nivel inferior
do filete preto na coluna da direita,

= a temperatura atual & indicada pelo nivel supernor
dos filates cinza nas duas colunas.
Duportvel sre www £ uboge & Acsmo ev: 38 ago. 20 xbptada)

Qual & a temperatra maxima mals aproximada registrada
nesse termdmetro?

® 5°C

0 7°C

® 13°C

® 15°C

@ 19°C

100

QUESTAOD 175 —————

Pivd central & um sistema de Imigacio muio usado
na agricultura, em que wuma érea circular & projetada para
receber uma estrutura suspensa. No centro dessa &rea, ha
uma tubulagdo vertical que transmite agua através de um
cano horizontal longo, apoiado em tores de sustentagdo,
as quals giram, sobre rodas, em tomo do centro do pivd,
também chamado de base, conforme mostram as figuras.
Cada torre move-se com velocidade constante.

ceeey
- -
- .
et raL
AL DY 44

.
-
.

Um pivd de trés torres (T, T, e T,) sera Instalado
em uma fazenda, sendo que as distancias entre tomes
consecutivas bem como da base & torre T, 830 iguas a
50 m. O fazendeiro pretende ajustar as velocidades das
torres, de tal forma que o pivd efetue uma volta completa
em 25 horas. Use 3 como aproximagdo para IT.

Para atingir seu objetivo, a3 velocikdades dastores T, T,
e T, devem ser, em metro por hora, de

© 12,2436

® 6,12e18.

® 2.4e6.

©® 300, 1200e2700.
@ 600,2400e 5400.
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QUESTAD 176

A lgreja de SA0 Francisco de Asais, obra anuibetinica modemista de Oscar Niemeyer, localizada na Lagoa da Pampulha,
em Belo Horlzonte, possul abdbadas parabdlicas. A seta na Figura 1 llusira uma das abdbadas na entrada principal
da capela. A Figura 2 fornece uma vista fronial desta abdbada, com medidas hipolélicas para simplificar os célculos.

H melros

Figura 1 Figura 2
Cwal a medida da alura H, am melno, indicada na Figura 27
16
E)
H
5
25
4
25
E)
73
B
QUESTAD 177

Quanio lempo vocs flica conectado 4 intamal? Para responder & essa pergunia loi criado um minaplcativo de computador
gue roda na 4rea de Wabalho, para gesar aulomabicaments um grafico de selofes, mapsando O lEMPo qUe UMa pessoa
BCES5a Cinco shes viskados. Em urn computader, fol obsersado que houve um aumenio significalive do lempo de acesso

da sexia-feira para o sabado, nos Cinco &8s mals acesaados. A sequr, temos os dados oo minBphcaivg para esses as

@ @ @

Tempo de acesso na sexia-feira (minuta) Tempo de scesss no sabado (minuta)
S X Sim X
iz Fal
Svda L Sine U
40 Sira ¥ 58
= Sim ¥
E
Sitm I Sita I
Sira W 10 Sina W i
-] LT

Analizando o= grafices do computador, a maior taxa de aumento no lempo de acesso, da sexta-feira para o sabado,
T o gile

0 X

oo
EZEM<




QUESTAD 173

O resuliade de uma pesquisa elelioral, sobde a
prederdéncia dos eleilores am relagdo a dois candidatos,
foi representado por meio do Gréfico 1.

i

Eleitoras %)
&

A B
Candidaio

Grafice 1

A0 saf dvulgado esse resultado em jormal, o Grafioo 1
il wortado durante & disgramanio, como mostra o Grafioo 2.

TO frasaeam
- m ------
£
g
= T T— -
]
" | R o - .
x |
A B
Candidaba
Gréfico 2

Apssar de os valores apresentados estarem comeios
g & largura das colunas Ser a mesma, muitos leitores
criicaram o formato do Gréfico 2 impresss no jomal,
alegando que houve prejuizo visual para o candidato B.

A diferenca entre as razdes da alfura da coluna B pela
coluna Anos graficos 1 e 2 &

o0
[ ]

2 @ @
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QUESTAO 178

Urn cientista, &m seus esiudos para madelar a
arterial de uma pessoa, ulliza uma funcao do

tipo P{f) = A + Beos(kt) em que A, B e K so constantes
regis Flﬂﬂ-ltﬁ‘ﬂ.‘ﬂ af FE'PI'E'HM a vanavel bempo, medida
=] ﬁ&g.ll'll:lﬂ Conaidare que um babmenio candiaco
regresanta o nbendals de 1I"."IT'I|:l5 anre duas Sucesaivas

pressbes MAEmias.
A0 analsar U caso espediicn, O cienista obieve os dados

Pressio minima Ta
Pressio maxima 120
Mdrmeero de balmenios candiacos por minuto 9a

Atungio Pif) obiida, por este clentista, a0 analisar o caso
aspecifico

0 PN =99+ 21cos(3nl)
@ PN =78 + 42cos(3Tl)
@ PN =99 + 21cos(27l)
@ P(r =99+ Heos(n
@ P(r =78+ 42cos(n

QUESTAO 180

Para decorar uma mesa de festa infantil, um chefe de
cozinha usard um meddo eslérios com didmetro medindo
10 cr, o qual servird de supore para espetar diversos
doces, Ele ird relirar uma calota esférica do meldo,
conlorme ilusiea a figura, &, para garantir a estabidade
desla supore, dificullando que o meldo role sobra a
mesa, o chele fard o corte da modo gue o raio rda secio
circular de corte seja de pelo menos 3 cm. Por outro lado,
o chele desejard dispor da maior drea possivel da regido
g que serdo afixados os doces.

Reegido onde serio
~r—! afixados os doces

A parie hadhurada
serd apaiada
el mEsa

B

Calota a m=r cortada
= elminada

Fara atingir iodos o5 seus objetivos, o chefe devera conar
& calota do metio numa altura b, em centimeatro, gual a

1)
B
@ bed
@ 10—
® 1
® 4

@ 5




ANEXO D - Mapa de Itens: Matematica e suas Tecnologias
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Th3.3

T15.0

1133

7694

Th3,2

7571

Th6,2
47,7

T45.8
T42.8

TA20

T35

T20.5
20,0

7192

Aplicar fdnmralas dadas, que esigem operagbes entre nimeros decimals & oorversao de unidades,
de metro para centimetro, para obter o valor de um indice.

Caleular & média artmetica de um (onpunta de valares, apresentades em um grifico de baras,
[use Vvanaem sequmdo una laxa perceriesl dada,

e Rrminar & BXpIesse0 Agenrica mue L'--.'-.lI L

Caloular, por meio de aperaghes com nibmerns decimais & diante de restigies, determinada
guantidade de objetos.

Determinar a variagio percentual de perimetro de figura plana cujos vertices sio centros de
circubas tangentes guanda s vana o rai de alguns desses droubas.

Resalver probilema emiobvendo cikoulo de dreas de figuas planas, para determinacio de custo
de matesial,

Calcular operagies com nimenos racanais para enquadramento de indice de Massa Corporal
(M2,

Determing; wando aperagies com nlmenss natumais, a frequinda anual de um evenio excuinda
um perioda do ana.

Avaliar as probabilidades de oteerénca de eventos realizados em duas etapas em um jogo.

Calcular a diferenca entre as médias antméticas de doks conjunios de valores apresentadas por
meio de uma tabsla.

2 % MIToR] VIPR A VEdvd ' i UL T T, U5 wal? o Bowar LOT BAY RRweldie s 6 BARTIRFl s R TRE L l] Lojedid IaV R, L1112 L i

Riesolver problema a partir de uma fungdo exponencial de expoente facondnio pam determinagio
de wariagda de uma grandeza,

Auadiar & Area ndeima de um abjeto quadsade, contido em oubro retangulag de medo 8 sender

uma deferminada relacdo percentual entre suas dreas.
Resalver problema envolvendo desigualdade linear para obter produgaos minima sem prejuizo.
Deberrminar urm dos fatoees de um produta de matnizes pars ablencho de valores misdics,

Representar, por meio de expressdo algébrica, a relagao entre grandezas direfamente
proporcionats para determinar um fendmena,

697.9
697.8

£93.8

654

. - F, Hi: 115 MRS S S L= ol Che LITET DY lreeilig i
Utiizar escala para determinar medidas para condlrugho de maguete,
Cormerier uridade de medida anguler dassica para forma dedmal em posiconamento geografioo.
Determinar uma expressia algebrica baseada nos termos de uma sequéncia de figuras

geamétnicas (quadrades) atendendo a um padrdo de formagia, a pantic da relagia entre o
nimena de lades e o ndmena de figuras.

Resahver problema wsando o caloglo de drea de figuras planas para a escolba da melhor opgan
i comjpra,

Caloular operaghes com ndmenss rdanais para determinar o aumento aproximada de consumo
de um bem.

Detefminar escals com corrershn de unidade de comprenento para e presentacto de umna pista.
Inferpretar a relacao de duas grandezas descritas num texbo coma uma representagan grafia
equivalante a grandezas fisicas,

Analisar a variagho do nivel de liguide &m um recipiente na fosma de paralelepipedo ao s
codorar dentro dele um objeto de volume dada.

10z 5 T3 B de
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6AS, 4

6195

&TE, 1

6694

6594

6362
G551
653.6
6472

6385

6230
624,10
&810.7
607.7

603.3

&00.0
5464
54,6

3786

3735
5715

Calcular o walume de material necessario para a fabricagdo de um abjeto vazado ioubo).

Converter oz valoses indicados em wm mostrador que combina representagies analigicas e
digetais para um ndmeno radonal apreseniadas num hidranetro.

Avaliar propastas wiilizando no¢bes bisicas de matematica financeira para comgpra de um
produta,

Analisar, usando o conceito de escalas de medidas, a representagio de diferentes figuras
apresemtadas em escalas diversas, para determinagio de dimensdes neais.

Dieterminar, envelvendo propordonalidade em drea de figura plana, uma especificacio téonica
de um produto.

Calcular grandezas proparcianais para estimas o nimena de internaghes por doenca,

Determinar expressao algébeica cormespondente & drea de uma regldo resultante do recarte
de um material de formate retangular.

Aplicar relagao entre grandezas expressas em unidades dstintas na dasagem de produio oalinanin,

Caloular, utilizanda relagies entre diferentes unsdades, o tempo de percursa gasta por um
mivel a partic da inberpretacio de dados fameddas em um magpa.

Determinar, wiilizando o principio multiplicativo, a guantidade de pessoas que excede um
total de possibiidades,

Detesmminar expresaho sgébrica do custo de utiliracho de uim bem.

Representar por meio de expressdo algébnica a relagdo de proporcionalidade dieta e imversa
entre grandezas representativas de caracteristicas de um material,

Representar em notagho centifica um rimers represertativa de uma distingia,

Determinar o walor numérica por melo da resolugdo da equagda de 12 grau, obilda da
iguaddade de duas fungies representativas de situagdes de mencado.

Lierte i Lt TR0 e RTTTR B RRLACT R AR Gt L DRV i R L BT ) LIV h el DP el of EReb el alenl
Calcular & representacio decimal de fracio de uma Srea.
Resolver siuagio problema envobvendo proporcionalidade no consuma de calorias.

Caloular poscentagens a partir de dados em geafioo de coluna para saber ndmena de respostas
a uma enguete.

Determinar, par meio de propardicnalidade direta, & redugso de consumo de um peoduta,
Resalver siuagao prablems envobvends praponcianalidade da guantidade de dals bens.
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ANEXO E - Questdes do ENEM de Analise Combinatéria utilizadas para a

Atividade Parametro da Oficina.

Questado 1 - (Enem — 2017 - adaptado) O comité organizador da Copa do Mundo 2014
criou a logomarca da Copa, composta de uma figura plana e o slogan “Juntos num sé ritmo”,
com maos que se unem formando a taca Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse
utilizar as cores da bandeira nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca,

de forma que regides vizinhas tenham cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO

Disponivel em: www.pt.fifa.com. Acesso em: 19 nov. 2013 (adaptado).

De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a

logomarca com as cores citadas?

a) 15
b) 30
<) 108
d 360
e) 972

Questao 2 - (Enem - 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar
dois filmes por vez. Quando os devolve sempre pega outros dois filmes e assim
sucessivamente. Ele soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes

de acdo, 5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos



107

esses 16 lancamentos. Inicialmente alugard, em cada vez, um filme de acdo e um de comédia.

Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugara um filme de acdo e um

de drama, até que todos os lancamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.
De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?

a) 20.8! + (312

b) 8!.5!.3!
81.51.3!

c) >
81.51.3!

d) )

) ()

Questdo 3 - (Enem - 2012) O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de
simbolos que permite que pessoas daltdnicas identifiquem cores. O sistema consiste na utilizagao
de simbolos que identificam as cores primarias (azul, amarelo e vermelho). Além disso, a
justaposicdo de dois desses simbolos permite identificar cores secundarias (como o verde, que é
o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco sao identificados por pequenos quadrados:
0 que simboliza o preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco é vazio. Os simbolos que
representam preto e branco também podem estar associados aos simbolos que identificam
cores, significando se estas sdo claras ou escuras.

Folha de Sdo Paulo. Disponivel em: wwwl.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012
(adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema

proposto?
a) 14
b) 18
c) 20
d) 21
e) 23

Questdo 4 - (Enem - 2019) Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo
formado por uma locomotiva, pintada na cor preta, mais 12 vagdes de iguais formato e tamanho,

numerados de 1 a 12. Dos 12 vagoes, 4 sao pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor
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verde e 2 na cor amarela. O trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagdes,

ordenados crescentemente segundo suas numeracoes, conforme ilustrado na figura.

OO \l'l’u{\-:f‘”( u‘el'@" DEQJ

] ':-"”-‘_.-LHKCJ-' _r‘(_, U{C x_}uJ

Qo
L.q

De acordo com as possiveis variacdes nas coloracGes dos vagdes, a quantidade de trens

gue podem ser montados, expressa por meio de combinacdes, é dada por

a)
b)
c)
d)

e)

Chax C1ax Cox Cpp
Cip+ C+ C5+C,
C412 X2X ng X C25
Cha+2+Co+Cpy

Chox C3gx C3sx C4

Questdo 5 - (Enem - 2018) O Saldo do Automodvel de Sdo Paulo é um evento no qual varios

fabricantes expdem seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente,

suas inovacGes em design e tecnologia.

Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada e

outro na regido central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma

caminhonete. Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros

compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos

aqueles que serdo expostos. A posicdo dos carros dentro de cada estande é irrelevante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes

podem ser compostos é

a)

b)

d)

e)

4

Jﬂ"ﬂ.’fl

4
(:m

CixClx2x2
& 2
Ay xAxn2x2

2 2
C4xcﬁ
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Questdo 6 - (Enem - 2017) Como ndo sdo adeptos da pratica de esportes, um grupo de
amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada
jogador joga uma Unica vez com cada um dos outros jogadores. O campedo serd aquele que
conseguir o maior nimero de pontos. Observaram que o nimero de partidas jogadas depende

do numero de jogadores, como mostra o quadro:

Quantidade de
jogadores 2 3 4 0 6 Y
Numero de 1 | 3| 6 |10 |15 | 21
partidas
Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serdo realizadas?
a) 64
b) 56
c) 49
d) 36
e) 28

Questdo 7 — (Enem - 2016) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher
uma senha composta por quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas letras (maiusculas ou
minusculas). As letras e os algarismos podem estar em qualquer posicdo. Essa pessoa sabe que
o alfabeto é composto por vinte e seis letras e que uma letra maitscula difere da minudscula em
uma senha.

Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site é dado por

a) 102. 262

b)  102.522

o 1025222

d) 1022621
e)  102.522.——

20.2!
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Questdo 8 - (Enem - 2016) O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser

adotada depende, entre outros fatores, de o adversario ser canhoto ou destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sdo canhotos e 6 sdo destros. O
técnico do clube deseja realizar uma partida de exibicdo entre dois desses jogadores, porém,

ndo poderdo ser ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibicdo?

10! 4!
a) =
2!.8! 21.2!
p s
8! 2!
c) 1—0!—2
2!.8!
d £+4.4
4!

e) j—f+6.4
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