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RESUMO

A dificuldade na aprendizagem da matemética estd relacionada a nao assimilacao ade-
quada do que é ensinado. A geometria espacial, principalmente, nao se restringe as for-
mulas, regras ou operagoes, mas pode ser melhor compreendida com recursos mediadores.
Diante disso, o ensino de areas de so6lidos geométricos pode ser facilitado com o auxilio
da tecnologia em sala de aula, que proporcionam representagoes graficas claras e maior
interatividade. Ademais, outro recurso que também auxilia no ensino desse contetido sao
os materiais manipulaveis que concretizam as figuras estudadas e melhoram a compreen-
sao dos conceitos matematicos. Nesse meandro, este trabalho tem como base as seguintes
referéncias: Oliveira (2011), Eves (1992; 2011), Muniz Neto (2013), Leonardo (2016), Mo-
raes (2014) e Pinheiro (2017). Este estudo investigou como esses recursos podem mediar
& organizacao do ensino de areas de soélidos geométricos no Ensino Médio. Para tanto,
foi desenvolvido uma pesquisa de campo aplicada em turmas do 3° Ano do Ensino Médio
da Rede Publica da cidade de Carolina-MA, numa amostra de 21 alunos na qual foram
avaliados seus aprendizados ap6s o ensino de areas dos solidos geométricos, com e sem os
recursos mediadores. Assim, a andlise de dados mostrou a importancia da visualizacao
tridimensional e a manipulacao do objeto concreto e virtual dos sblidos geométricos para
o processo de ensino e aprendizagem, em que o professor agiu como facilitador na constru-
cao do conhecimento, os recursos atuaram como mediadores e os alunos como agente ativo
nesse processo. Em suma, esses recursos cumpriram seu objetivo de engajar os alunos na
compreensao dos contelidos matematicos e tornaram as aulas mais atrativas, motivadoras

e desafiadoras, desmitificando a conotacao negativa que se atribuiam a Matematica.

Palavras - chave: Geometria espacial; Areas; Recursos mediadores; GeoGebra;

Materiais manipulaveis.



ABSTRACT

The difficulty in learning mathematics is related to not properly assimilation what is
taught. Spatial geometry, mainly, is not restricted to formulas, rules or operations, but it
can be better understood with mediating resources. Therefore, the teaching of geometric
solids can be facilitated with the help of technology in the classroom, which provide clear
graphic representations and greater interactivity. Besides, another resource that also helps
in the teaching of this content is the manipulated materials that concretize the studied
figures and improve the understanding of mathematical concepts. This subject is based on
the following references: Oliveira (2011), Eves (1992; 2011), Muniz Neto (2013), Leonardo
(2016), Moraes (2014) and Pinheiro (2017). This study, investigated how these resources
can mediate the organization of teaching of geometric solids in high school. To this end,
a field research was developed in classes of the 3rd grade of public high school in the city
of Carolina-MA, in a sample of 21 students in which their learning was evaluated after
teaching of geometric solids, with and without the mediating resources. Thus, the data
analysis showed the importance of three-dimensional visualization and the manipulation
of the concrete and virtual object of the geometric solids for the teaching and learning
process, in which the teacher acted as a facilitator in the construction of knowledge, the
resources as mediators and the students as an active agent in this process. In short, these
resources got their objective of engaging students in understanding mathematical content
and became the classes more attractive, motivating and challenging, demystifying the

negative connotation that was attributed to Mathematic.

Keywords:Spatial geometry; Areas; Mediating resources; GeoGebra; Manipu-

lated materials.



Lista de Figuras

(1 Quadrado unitariol . . . . . .. . 38
[2 superficie R - Formula do Quadrado] . . . . . . .. ... ... ... .... 39
[3 Figura do Retangulo| . . . . . . .. ... ... . 0. 39
[4 Formula do Retangulo] . . . . . . . ... ... ... ... 0. 40
(5 Formula do Paralelogramo . . . . . . . . .. ... oo oL 40
(6 bquivaléncia entre o Paralelogramo e o Retangulo| . . . . . . .. .. .. .. 41
[7 Formula do Triangulo]. . . . . . . . . . oo o oo 41
(8 Triangulo Equilatero, . . . . . . .. ... oo oo 42
[9 Figura do ‘Irapéziol . . . . . . . . . .. 43
(10 Férmula do Trapéziof . . . . . . . ... oo 43
(11 Poligonos regulares decompostos em triangulos isosceles| . . . . . . . . . .. 44
(12 Circulo em triangulos| . . . . . . .. ... .. ... o 0oL 45
(13 Circulo em paralelogramol . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 45
(14  Exemplo de poligono regular inscrito e circunscrito| . . . . . . ... .. .. 46
05 FElementos do Poliedrol . . . . . . ... ... ... o 47
(L6  Poliedros convexos e nao convexos (concavos)| . . . .. .. ... ... ... 47
M7 Prismal - - - ¢ v oo e e 48
(18  Classificacao dos prismas| . . . . . . . . . . . . . . ... 49
(19  Planificacao do prisma) . . . . . . . ... ... oo 49
20 Prramidel . . . . .o 50
[21 ~ Classificacao das piramides|. . . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ... 51
[22  Relacoes Métricas do triangulo retangulo na piramide . . . . . . . . .. .. 51
23 Planificacao da piramide] . . . . . . ..o 0L oo oo 51
24  Poliedros de Plataol . . . . . . . .. ... oo 54
25 Planificacao do tetraedro| . . . . . . . . . ... ... .. 54
26 Planificacao do hexaedro| . . . . . . . . .. ... o oL 59
27  Planificacao do octaedro| . . . . . . . . .. . ..o 56
28  Planificacao do dodecaedro|. . . . . . . . . ... ... o6
[29  Pentagono e seus angulos|. . . . . . .. ... o 0oL o7
[30  Planificacao do icosaedro| . . . . . . . . . . . .. 58
[31  Figura geradora do cilindro| . . . . . . . ... .o oL 58
32  Formacao do cilindro| . . . . . . . ... o 59
B3 Flementos docilindral . . . . . . .. . . .o o 59
[34  Classificacao dos cilindros| . . . . . . . . . . ... ... 60
35  Plamificacao do cilindro| . . . . . . . . .o o 60
[36  Figura geradora doconel . . . . . . ... ... L. 61




38  Classificacao dos cones| . . . . . . . . . ... 62
B9  Plamificacao doconel . . . . . . . ... 62
[40  Figura geradora da esferal] . . . . . . .. .. ... ... ... 63
41 FEsfera e seus elementos . . . . . .. . ... Lo o 64
42 Planmificacao da esferal . . . . . . . . . ... ... L 64
U3  Area da superficie esférical . . . . . ... ... L. 65
(44 Alunos com materiais manipulaveis| . . . . . .. ... o000 0000 L 73
[45  Materiais manipulaveis pequenos e grandes| . . . . . . . ... ... 73
[46  Prisma e Piramide planificados| . . . . . . . .. .. ... ... ..., 74
[47  Cilindro e Cone planificados| . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 74
48  Interface do GeoGebra 5.0 . . . . . . . . .. ... oo 79
M9 Barra de Ferramentas do GeoGebral . . . . . . . ... ... ... ... .. 80
[0 Interface de Visualizacao 3D| . . . . . . . . .. . .. ... ... 81
b1  Barra de Ferramentas na visualizacasoem 3D|. . . . . . . . .. .. ... .. 81
b2 Alunos na sala de informatical . . . .. . .. ... 0oL 82
B3 Primefraaulal . . . . .. ... 84
54  Area do Retangulo e os controles deslizantes do GeoGebral . . . . . .. .. 85
[55  Area de Retangulo através dos quadrados unitarios| . . . . . ... ... .. 85
56 Area do Paralelogramo pelo GeoGebra| . . . . . . ... ... .. ... ... 85
[>7  Conversao do Paralelogramo em Retangulo| . . . . . .. .. ... .. .. .. 86
[58  Area do Trapézio pelo GeoGebral . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 86
[9  Conversao do Trapézio em Paralelogramo|. . . . . . .. .. ... ... ... 87
[60  Conversao do Trapézio em Retangulo| . . . . . . .. .. .. ... ... ... 87
61  Area do triangulo pelo GeoGebral . . . . . . . . ... .. 88
[62  Conversao do Triangulo no Paralelogramol . . . . . .. .. ... ... ... 88
[63  Prisma triangular de base triangulo retangulo| . . . . . . . ... .. .. .. 89
[64  Prisma triangular com base de triangulo equilatero| . . . . . . . .. .. .. 90
[65  Prisma quadrangular planificado|. . . . . . . .. .. ... 000 90
[66  Prisma pentagonal regular planificado|. . . . . . .. .. ... ... ... .. 91
[67  Prisma hexagonal regular planificado] . . . . . . .. .. ... .00 0. 92
[68  Piramide de base triangulo equilaterol . . . . . . .. ... ... 92
[69  Amplificacao da piramide para calculo da face lateral triangular| . . . . . . 93
(70 Piramide quadrangular planificada] . . . . ... ... ... ... ... .. 93
(71  Piramide pentagonal planificadal . . . . . . . .. ... ... ... 94
[72  Piramide hexagonal planificada] . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 95
[r3  Cilindro reto planificado| . . . . . . .. ... .. ... ... 000 95
(74 Cone planmificado| . . . . . . . . . . 96
[75 'Tetraedro planificado| . . . . . . . . . .. ..o 97
[76  Hexaedro planificado| . . . . . . .. ... ... ... ... 97




77  Octaedro planificado| . . . . . . . . . . . oo 98

[78  Dodecaedro planificado| . . . . . . . .. ... o oL 98
[79  lcosaedroregular| . . . . .. .. ... L o 99
80  Planificacao do Icosaedro regular] . . . . .. . ... ... ... ... ..., 99

[82  Rendimento dos alunos do Grupo A apos as aulas com Materiais Manipulaveis|102

[83  Rendimento dos alunos do Grupo B apoés as aulas com Geogebral . . . . . . 106

[84  Rendimento dos alunos do Grupo C apésasaulas| . . . .. ... ... ... 107




Sumario

[l INTRODUCAO| 14
2 METODOLOGTA] 17
3 ASPECTOS HISTORICOS DA GEOMETRIA ESPACIALl 22
4 AREAS DE FIGURAS PLANAS| 37
.1 Areas dos Poligonos|. . . . . . . .. . ... 37
M.1.1 Areadoquadradol. . . . . . ... . ... ... 39

M.1.2 Areadoretangulo|. . . . . . . .. ... 39

4.1.3 Area do paralelogramo| . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 40

M.1.4 Area do triangulo| . . . . . . . ... 41

KM.1.5 Area do trapézio| . . . . . . ... .. 43

4.1.6  Area do poligono regular| . . . . . . ... ... .. ... ... 44

4.2 Areas de Regides ndo Poligonais| . . . . . . . .. . ... ... ... ..... 45
421 Aveadocirculol . .. .. ... 45

5 _AREAS DOS SOLIDOS GEOMETRICOS| 47
b1 Poliedrosl. . . . . . . . 47
[5.1.1 Areado prismal . . . .. .. ... ... 48

[5.1.2  Area da piramide| . . . . ... ... 50

(.2 Poliedros de Plataol . . . . . . . . . . .. .. ... 52
B.21  Arveadotetraedra . . . .. ... 54

5.2.2  Areadohexaedral . . . . . .. ... 55

[5.2.3 Areadooctaedrol . . . . .. .. ... 55

5.2.4  Areadododecaedral. . . .. ... 56

[5.2.5 Area doicosaedrol . . . . .. ..., o7

[b.3 Corpos Redondos| . . . . . . . . . . . . ... 58
[5.3.1 Areadocilindrol. . . . . .. ... .. 58

532 Areadoconel ... ... ... ... 61

5.3.3 Areadaesferal. . . . . ... ... . ... ..., 63

6 MATERIAIS MANIPULAVEIS| 66
6.1 Origem, Definicao e Vantagens dos Materiais Manipulaveis| . . . . . . . .. 68
6.2  Atividades com Materiais Manipulaveis| . . . . . .. .. .. ... ... ... 72

7 _GEOGEBRA 75
[7.1  Definicao, Origem e Caracteristicas do GeoGebra.| . . . . . . . ... .. .. 76

(7.2 Principais Ferramentas do GeoGebra] . . . . . . . . .. ... ... ... .. 78




[7.2.2 1% aula - apresentacao das principais ferramentas do GeoGebra e |

criacao das figuras planas.| . . . . . . .. ..o 83

[7.2.3 2% aula - calculo de areas das figuras planas no GeoGebra|. . . . . . 84

[7.2.4 3% aula - calculo das areas dos prismas no GeoGebra| . . . .. . .. 89

[7.2.5 4% aula - calculo das areas das piramides no GeoGebral . . . . . . . 92

[7.2.6 5% aula - calculo das areas dos corpos redondos e poliedros de Platao| 95

I8 ANALISE DE DADOS| 100
[8.1 A analise do uso dos Materiais Manipulaveis nas aulas| . . . . .. ... .. 101
8.2 A apnalise do uso do GGeoGebranasaulasl . . . . ... ... ... 104
[8.3 A analise do uso dos Materiais Manipulaveis e do GeoGebral . . . . . . .. 107

0 CONSIDERACOES FINAIS| 110
[REFERENCIAS| 114
IA. QUESTIONARIO INICIAL| 119
B TESTE INICIAL 121
C TESTE FINAL 124
D QUESTIONARIO FINAL| 127

E TERMO DE CONSENTIMENTO! 128



1 INTRODUCAO

Atualmente, o ensino da Matematica é apresentado de forma tradicional, em que o
professor é considerado o detentor do conhecimento que repassa ao aluno, e este, por sua
vez, ¢ um mero expectador e nao um sujeito participe do processo de aprendizagem. Se-
gundo os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2000, p.49),
"é preciso mudar conviccoes equivocadas, culturalmente difundidas em toda a sociedade,
de que os alunos sao os pacientes, de que os agentes sao os professores e de que a escola
estabelece simplesmente o cenario do processo de ensino".

A maneira abstrata de se apresentar os conteiidos, restringindo-se em memorizacao
de férmulas, regras e operagoes, sem uma concretizacao das representacoes graficas e sem a
interacao dos contetidos com sua aplicacao nos problemas praticos da vida real, tornam as
aulas monétonas e desmotivadoras, provocando o desinteresse dos alunos pelos contetdos
matematicos, principalmente pela geometria.

Assim, muitos alunos atribuem a4 matematica o rétulo de disciplina chata, dificil,
desestimulante e intutil. Gadotti (2002) corrobora quando afirma que o aluno perde o
interesse diante de disciplinas que nada tém a ver com sua vida, com suas preocupacoes.
Decora aquilo que precisa saber para prestar exames e concursos, e depois tudo cai no
esquecimento.

Tal situagdo também é confirmada pelo exame PISA (Programme for International
Student Assessment ou Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes) da Organi-
zacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Economico (OCDE). Este exame estuda o
ranking de educagdo mundial, sendo realizado a cada 3 (trés) anos, o qual analisa as ha-
bilidades de alunos de 15 anos em trés aspectos principais: leitura, matemaética e ciéncias.

A cada edicao, uma destas trés disciplinas principais é escolhida como ponto prin-
cipal a ser examinado. Na edicao de 2015, cujo foco foi a matemaética, o Brasil ficou na
662 posicao de um total de 70 paises participantes. Porém, no tltimo exame que foi reali-
zado em 2018, cujo destaque era a leitura, o letramento matematico, dominio secundério,
teve um resultado preocupante: 68,1% dos estudantes brasileiros estao no pior nivel de
proficiéncia em matemética (nivel 1 ou abaixo de 1) e ndo possuem nivel basico (INEP,
2019, p. 110). Assim, o pais caiu da posi¢do 65* para a 70* de um total de 79 paises
participantes, o que mostra a urgéncia em melhorar a forma de ensinar matemaética.

Desta feita, o professor de matematica, com o intuito de motivar seus alunos e es-
timular a aprendizagem dos contetidos matematicos, tem o desafio de investir em recursos
mediadores para a sala de aula a fim de que o aluno desperte a curiosidade, participe das
atividades escolares, construa um pensamento légico-matemético de forma significativa e
perceba a importancia da matematica do seu dia a dia. Assim, essa disciplina passa a ser
aprendida de uma maneira dinamica, desafiante, motivadora e divertida.

Segundo Polya (2006, p.5),
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Se o professor de matematica preenche o tempo que lhe é concedido
a exercitar seus alunos com operacoes rotineiras, aniquila o interesse
e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes, mas se ele desa-
fia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis
com os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagacoes es-
timulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e
proporcionar-lhes certos meios de alcancar este objetivo.

Desse modo, a aprendizagem s6 serd eficaz quando o estudante for um ser ativo
na construcdo do seu conhecimento. Schliemann e Carraher (2001, p. 12) corrobora
afirmando que "a atividade que conduz & aprendizagem ¢é a atividade de um sujeito
humano construindo seu conhecimento".

A geracdao contemporinea vive na era digital, em que as tecnologias digitais sao
os principais meios de interacao social. Entao, por que nao utilizar as Tecnologias da
Informagao e Comunicacao (TICs) a favor do ensino da matematica?

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PNCEM) destaca-
ram o impacto da tecnologia na vida de cada individuo resultante da "velocidade do
surgimento e a renovacao de saberes e de formas de fazer em todas as atividades hu-
manas" (BRASIL, 2000, p. 41). Tal influéncia exige, no ensino de Matematica, "um
redirecionamento sob uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habi-
lidades e procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse
mundo do conhecimento em constante movimento" (BRASIL, 2000, p.41). Neste meandro,
os softwares de matemaética dinamica, como o Igeom, Calques 3D, Skethip, Winplot e o
GeoGebra, surgiram com a finalidade de motivar e facilitar o entendimento dos alunos,
proporcionando a visualizacao das figuras geométricas e céalculos algébricos.

Outros recursos mediadores sao os materiais manipuléveis que incentivam os alunos
a descobrir como planificar, calcular drea de suas faces planificadas e calcular o volume de
figuras geométricas espaciais, além de facilitar os conceitos bésicos de Geometria Plana,
sem necessidade de decorar formulas ou regras. Eles tornam o contetido palpavel, tornando
a aula dinamica e atrativa, prendendo a atencao dos alunos e estimulando a participacao
nas aulas.

Assim, a utilizacdo do software GeoGebra e de materiais manipulédveis como recur-
sos mediadores no ensino de geometria do ensino médio se justifica e é de suma importancia
para melhorar o processo ensino e aprendizagem desses alunos. Tais mecanismos pedago-
gicos ajudam a diminuir a aversao & matematica sentida pela maioria dos alunos, tornando
as aulas mais atrativas, motivadoras e significantes, além de modificar a forma abstrata de
ensinar matematica por uma grande parcela dos professores, como por exemplo, o ensino
dos solidos geométricos apenas desenhando-os ou imaginando-os.

Este trabalho, tem como objetivo analisar o GeoGebra e os materiais manipuléveis

como recursos mediadores na organizacao do ensino de &areas dos so6lidos geométricos
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no Ensino Médio. Neste contexto, o presente estudo visa responder a seguinte questao
norteadora: Como o aplicativo GeoGebra e o uso de Materiais Manipulaveis
podem mediar a organizacao do ensino de areas de s6lidos geométricos no
Ensino Médio?

A fundamentacao teodrica para embasar e responder o questionamento desta pes-
quisa se pautou em algumas categorias. A metodologia fundamentou-se em Lakatos e
Marconi (2001), Gil (2008) e Oliveira (2011). A historia da geometria se baseou nos estu-
dos de Pavanello (1989), Eves (1992; 2011) e Miranda (2017). A revisao teodrica do estudo
de area das figuras planas e dos so6lidos geométricos pautou-se nos ensinamentos de Muniz
Neto (2013), Leonardo (2016), lezzi et. al. (2016) e Dante (2016). A abordagem sobre os
materiais manipulaveis teve como referéncias os autores Kallef (2003), Caldeira (2009),
Camacho (2012) e Moraes (2014). Por fim, o conteido sobre GeoGebra teve como fonte
Arruda (2014) e Pinheiro (2017).

O trabalho esta estruturado em nove capitulos. No capitulo 1 foi realizada uma
breve introducao do contetido que foi abordado, ressaltando a importancia da utiliza-
cao de recursos mediadores para melhorar a aprendizagem dos alunos nos contetdos de
matematica, principalmente na geometria. O capitulo 2 abordou sobre a metodologia
adotada para realizar a pesquisa e analisar seus dados. No capitulo 3 foi exposto um
breve levantamento historico da Geometria, desde a Antiguidade até os dias atuais, e
suas transformacoes. No capitulo 4 se explanou os contetidos de areas das figuras planas.
No capitulo 5 expds as areas dos solidos geométricos, os quais foram abordados em sala.

O capitulo 6 apresentou os Materiais Manipulaveis, sua origem, seu conceito, suas
vantagens e seu uso nas oficinas. No Capitulo 7 estudou-se programa GeoGebra, sua
definicao, sua origem, seus principais comandos e sua utilizacao em sala de aula. No
Capitulo 8 foi realizada a analise dos dados obtidos com as oficinas, através de quadros
comparativos dos questionarios utilizados, e apresentacao dos seus resultados. Por 1ltimo,
Capitulo 9, as consideracoes finais demonstram a influéncia da utilizagao dos recursos

mediadores na aprendizagem dos alunos nos contetidos de geometria.
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2 METODOLOGIA

O homem, desde muito tempo, iniciou a busca do conhecimento para entender e
responder os problemas do dia a dia. Inicialmente as respostas foram dadas de forma
mistica e religiosa e foram transmitidas através do senso comum. Mas quando o homem
passou a questionar suas respostas e buscar explicagoes mais racionais e realistas de forma
metodologica, surgiu o conhecimento cientifico.

Segundo Gil (2008, p. 8), o método cientifico é um "conjunto de procedimentos
intelectuais e técnicos adotados para atingir o conhecimento". Ele é entendido como o
caminho pelo qual se atinge um objetivo. Destarte, a metodologia cientifica envolve os
instrumentos, procedimentos e regras utilizados por determinado método para a realizacao
da pesquisa e, consequentemente, a elaboracao do trabalho cientifico.

A metodologia cientifica refere-se ao "estudo sistematico e 16gico dos métodos
empregado nas ciéncias, seus fundamentos, sua validade e sua relacao com as teorias cien-
tificas" (OLIVEIRA, 2011, p.7). Portanto, pode-se dizer que o conhecimento é o objetivo
(alvo), o método é o caminho a ser precorrido e a metodologia ¢ o modo de caminhar.

Esta, por sua vez, pode ser classificada de diferentes pontos de vistas, conforme tabela

abaixo.
Tabela 1: Classificacao da metodologia cientifica
Natureza da Objetivos da Procedimentos ou técnicas Técnica de anilise de
Pesquisa Pesquisa de coleta de dados dados

- Qualitativa - Descritiva - Entrevista - Pesquisa Documental - Analise de contetido

- Quantitativa - Exploratoria - Questionario - Pesquisa Bibliografica | - Estatistica

- Quali-quantitativa | - Explicativa - Observacéo - Pesquisa Triangulagdo | - Triangulacdo na andlise
- Estudo de caso - Pesquisa-acdo
- Amostragem - Pesquisa Experimental
- Estudo censitirio | - Pesquisa Participante
- Levantamento

- Estudo de campo

Fonte: Tabela elaborada pelo autor

No tocante a sua natureza ou abordagem do problema a pesquisa pode ser qua-
litativa, quantitativa ou quali-quantitativa. Ela serd quantitativa quando o objetivo é
mensurar algo, sendo que seus resultados podem ser quantificados, por meio do trata-
mento estatistico, e expostos em forma de gréaficos e tabelas. Neste tipo de pesquisa, o
pesquisador é apenas um observador.

Ja a pesquisa serd qualitativa quando valoriza o contato direto com a situacao
estudada, dando énfase nas caracteristicas comuns, mas aberta a perceber a individuali-
dade e os significados multiplos, ou seja, ela analisa e descreve o fendmeno em sua forma

complexa.
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Segundo Bogdan e Biklen (1994, p.2), uma abordagem deste tipo é composta por

particularidades:

(1) a fonte directa dos dados é o ambiente natural e o investigador é
o principal agente na recolha desses mesmos dados; (2) os dados que
o investigador recolhe sdo essencialmente de caracter descritivo; (3) os
investigadores que utilizam metodologias qualitativas interessam-se mais
pelo processo em si do que propriamente pelos resultados; (4) a analise
dos dados ¢é feita de forma indutiva; e (5) o investigador interessa-se,
acima de tudo, por tentar compreender o significado que os participantes
atribuem as suas experiéncias.

A pesquisa também poderad ser quali-quantitativa, quando articula as dimensoes
quantitativa e qualitativa. Neste sentido, o presente trabalho basear-se-4 na pesquisa
quali-quantitativa, pois o pesquisador, tendo uma base teorica geral, tera liberdade tedrico-
metodologica para desenvolver seu trabalho, podendo analisar seus dados indutivamente,
como também utilizard o tratamento estatistico em alguns aspectos da pesquisa.

Do ponto de vista dos objetivos da pesquisa, esta pode ser exploratéria, descritiva
ou explicativa. A pesquisa descritiva é baseada na descricao das caracteristicas de uma
populacao, fenomeno ou experiéncia, proporcionando novas visoes sobre uma realidade
j& conhecida. Elas sao apropriadas a levantamentos. Por sua vez, a pesquisa explicativa
identifica fatores que determinam ou contribuem para a ocorréncia de fenomenos, as quais
empregam o procedimento experimental de pesquisa e sao mais complexas.

De acordo com Gil (2008, p. 27), a pesquisa exploratoria "tém como principal
finalidade desenvolver, esclarecer e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formula-
¢ao de problemas mais precisos ou hipdteses pesquisaveis para estudos posteriores". Tal
pesquisa é caracterizada pela flexibilidade no planejamento da pesquisa, possibilitando
a andlise de varios aspectos relacionados a determinado fato, e pela amostra pequena e
nao representativa. Esse tipo de pesquisa é mais usado nas pesquisas bibliograficas e os
estudos de caso.

Portanto, o presente trabalho realizou a pesquisa exploratéria visando explicitar o
problema, envolvendo levantamento bibliografico e documental, sendo que a andlise dos
resultados foi obtida com os questionarios dos alunos que tiveram contato com os recursos
mediadores.

Em relacao aos procedimentos técnicos de coletas de dados, a pesquisa pode ser
realizada de varias formas, como descreve a Tabela 1. Assim, este trabalho utilizou
questionério, pesquisa bibliogréafica, pesquisa documental e estudo de campo.

Segundo Cervo e Bervian (2002, p. 48), o questionario "[...| refere-se a um meio de
obter respostas as questoes por uma féormula que o proprio informante preenche". Esta
técnica de coleta de dados pode conter perguntas abertas e/ou fechadas. As abertas
possibilitam respostas mais ricas e variadas e as fechadas maior facilidade na tabulacao e

anélise dos dados.
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A pesquisa bibliogrifica ¢ uma etapa fundamental em todo trabalho cientifico e
fornece o embasamento do trabalho, a qual consiste no levantamento, selecao, fichamento
e arquivamento de informagoes relacionadas a pesquisa. Para Lakatos e Marconi (2001,

p. 183), a pesquisa bibliogréfica

abrange toda bibliografia ja tornada publica em relagdo ao tema estu-
dado, desde publicagoes avulsas, boletins, jornais, revistas, livros, pes-
quisas, monografias, teses, materiais cartograficos, etc. [..] e sua fi-
nalidade é colocar o pesquisador em contato direto com tudo o que foi
escrito, dito ou filmado sobre determinado assunto.

A revisao literaria deste trabalho baseou-se em dissertacoes, teses e artigos re-
lacionados aos contetidos de Geometria sob a Otica do uso de recursos manipulaveis e
tecnologicos. Além disso, utilizou-se da pesquisa documental, que sao documentos com
dados brutos que nao receberam tratamento analitico, os quais podem ser encontrados em
portarias, atas, memorandos, mapas, relatorios técnicos, editais de financiamento, atos
juridicos, listagens, etc. Do mesmo modo, nessa pesquisa foram utilizadas informagoes de
sites de internet que abordavam a histéria da matematica.

Esta pesquisa, além de ser bibliografica e documental, também é uma pesquisa
de campo. Ela corresponde na observacao, coleta, anélise e interpretacao de fatos e
fenomenos que ocorrem dentro de seus nichos, cenarios e ambientes naturais de vivéncia,
o que pode extrair dados e informacoes diretamente da realidade do objeto de estudo.

O campo empirico de estudo desta pesquisa consistiu nas turmas de 3% Ano do
Ensino Médio da rede publica estadual na cidade de Carolina/MA do Centro Educa Mais
Sertao Maranhense, na qual o pesquisador é lotado.

As aulas e atividades com Materiais Manipuldveis ocorreram nas salas de aula
enquanto que as atividades praticas com o recurso mediador GeoGebra foram realizadas
no laboratorio de informéatica da Institui¢do. Esse possui 35 (trinta e cinco) computadores,
mas apenas 25 (vinte e cinco) estavam disponiveis para uso. O pesquisador, no entanto,
instalou o software GeoGebra em apenas 14 (quatorze) computadores, os quais foram
usados pelos alunos dos dois grupos desta pesquisa.

No momento da divulgacao do projeto e a escolha dos alunos foi esclarecido que
estariam compondo a amostra da pesquisa de campo da dissertagao do mestrado do autor
deste trabalho que cursava na Universidade Estadual do Piaui - UESPI, o PROFMAT
(Mestrado Profissional em matematica em Rede Nacional). Aqueles que aceitaram parti-
cipar do projeto assinaram um Termo de Consentimento e, os que eram menores de idade,
foram autorizados pelos responsaveis, o qual estd no apéndice.

Os sujeitos da pesquisa sdo compostos de uma amostra de 21 (vinte e um) alunos
do 3% Ano do Ensino Médio, os quais foram divididos em 3 (trés) grupos de 7 (sete)
alunos (A, B e C), sendo um da turma matutina e os outros dois do turno vespertino.

No tocante ao conteudo ministrado na pesquisa, este estudo tem o intuito de estudar
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os contetidos de geometria plana e espacial com o uso de recursos mediadores, a fim de
analisar o desempenho destes alunos apés a ministracao dos contetdos, inicialmente de
forma tradicional e depois com o uso dos recursos mediadores.

O método de pesquisa utilizado foi o modelo qualitativo exploratorio, com revi-
sao bibliografica e levantamento de dados. As informacdes foram coletadas através da
resolugao de questoes, participagao dos alunos na construcao dos materiais manipulaveis,
utilizacao do GeoGebra nas atividades, aplicacao de testes avaliativos e uso de questiona-
rios.

Os instrumentos de producgao de dados se basearam em 14 (quatorze) aulas de 2
(duas) horas cada uma, sendo estas divididas em 3 ciclos (sem recursos mediadores, com
materiais manipulaveis e com GeoGebra). Os encontros aconteceram no final do quarto
bimestre do ano letivo de 2019, nos meses de novembro e dezembro.

Inicialmente, foi revisado o conteido de areas das figuras planas e, em seguida,
ministrado o contetdo de areas dos sélidos geométricos de forma tradicional, sem o uso
dos recursos mediadores, a todos os alunos participantes da pesquisa. O primeiro ciclo
foi composto por cinco aulas, sendo que, apds seu término, todos realizaram uma prova
diagnostica, o qual esta no apéndice desta pesquisa.

O segundo ciclo, composto de quatro aulas, participaram apenas dois grupos de
sete alunos (A e C), em que foram utilizados os Materiais Manipuléveis como recursos
mediadores para mostrar a planificacao dos solidos geométricos e entender os calculos de
suas areas. Ao concluir o contetido, foi aplicado um teste de verificacao com resolucao de
problemas sobre areas desses sélidos, sendo que apenas o grupo A participou para verificar
o aprendizado desses alunos e comparar seu rendimento com a prova anterior. Este teste
esta no apéndice deste trabalho.

No terceiro e 1ltimo ciclo, com cinco aulas, foi apresentado o software GeoGebra,
suas funcoes e caracteristicas, além dos seus comandos para construcao, planificagao e
calculo das areas dos solidos geométricos anteriormente apresentados, através de exercicio
exemplo. Esse ciclo foi realizado com uma amostra de quatorze alunos, sendo dois grupos
de sete alunos (B e C).

Ao final deste ciclo, analoga ao ciclo dos materiais manipuléveis, foi realizada uma
prova diagnostica, dessa vez os dois grupos participaram. Portanto, o grupo C foi o tnico
dos trés que participou de todas as oficinas. Esse teste serviu para entender a influéncia
do Geogebra no aprendizado do contetido de Geometria e o grupo C foi usado como
parametro comparativo sobre a aplicacao de recursos mediadores na aprendizagem dos
alunos desse contetido.

No fim dos trabalhos, foi aplicado um questionario para verificar a influéncia dos
recursos mediadores no aprendizado dos alunos. Portanto, o propésito da pesquisa ser re-
alizada em trés grupos foi para avaliar a utilizacao do GeoGebra e Materiais Manipulaveis

como instrumento facilitador no processo ensino e aprendizagem da Geometria Espacial.
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Por fim, tais dados foram analisados e foi realizada uma abordagem conclusiva sobre a
aprendizagem dos alunos.
Destarte, conclui-se que o presente estudo foi uma pesquisa quali-quantitativa,

exploratoéria, bibliografica, documental e pesquisa de campo.
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3 ASPECTOS HISTORICOS DA GEOMETRIA ESPACIAL

A matemaética é imprescindivel as atividades humanas, no entanto, seu ensino é
hoje um dos principais problemas da escola. Essa disciplina é vista como uma matéria
dificil na qual os alunos nao identificam a utilizacao de seus contetddos para sua vida diéria,
principalmente, a geometria. Vale ressaltar, porém, que a Geometria estd intimamente
ligada ao cotidiano das pessoas.

A origem da Geometria é uma incognita, mas os estudiosos acreditam que teve
seu inicio na antiguidade e surgiu de maneira intuitiva e natural, através das necessidades
do homem e da observacao das formas da natureza. Acredita-se que tais conhecimentos
foram construidos empiricamente no "Neoliticd| quando a humanidade deixou sua vida
nomade, passando a se fixar a terra e cultiva-la". (PAVANELLO, 1989, p. 22)

As acoes do dia a dia, como cacar, plantar, criar ferramentas e utensilios, pintar,
tecer vestimentas e construir abrigos para homens, animais e alimentos, foram usadas para
originar o conhecimento dos nimeros e das configuracoes de espaco, grandezas, formas
e tamanhos possibilitando, assim, o surgimento da Geometria. Segundo Eves (1992),
a primeira forma de geometria foi chamada de Geometria subconsciente, pois fora

desenvolvida a partir da capacidade humana de observacao, reflexao e concepcao.

As primeiras consideragdes que o homem fez a respeito da geometria
sao, inquestionavelmente, muito antigas. Parecem ter se originado de
simples observagoes provenientes da capacidade humana de reconhecer
configuracoes fisicas, comparar formas e tamanhos. Indmeras circuns-
tancias da vida, até mesmo do homem mais primitivo, levavam a um
certo montante de descobertas geométricas subconscientes. (...) Mui-
tas observacgoes do seu cotidiano devem ter levado o homem primitivo &
concepgao de curvas, superficies e solidos. (EVES, 1992, p. 1,2)

A Revolugio Agricola (periodo de 3.000 a 525 a.C.) ocorrida nas regides do Oriente
Meédio, China e Egito, chamadas de "bercos da civilizacao", proporcionou o surgimento de
uma nova civilizacao humana. Esta com sistemas complexos de governo, como as cidades-
Estado e pequenos impérios, os quais substituiram as tribos, como principal forma de

organizacgao politica.

Novas sociedades baseadas na economia agricola emergiram das névoas
da Idade da Pedra nos vales dos rios Nilo, Amarelo, Indo, Tigre e Eu-
frates. Esses povos criaram escritas; trabalharam metais; construiram
cidades; desenvolveram empiricamente a matemética bésica da agrimen-
sura, da engenharia e do comércio; e geraram classes superiores que
tinham tempo bastante de lazer para se deter e considerar os mistérios
da natureza. Depois de milhoes de anos, afinal a humanidade tomava a
trilha das realizagoes cientificas. (EVES, 2011, p. 56)

!Nova Idade da Pedra - c. 7000-3000 a.C.(EVES, 2011, p. 23) passando de cagadores nomades para
agricultores.
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Segundo Eves (1992), quando estudiosos, a partir das observagoes, extrairam cer-
tas propriedades gerais, denominadas de leis ou regras geométricas, e as relacionaram, a
Geometria subconsciente transformou-se em Geometria cientifica, empirica ou ex-

perimental.

Nenhum dado permite estimar quantos séculos se passaram até que o
homem fosse capaz de elevar a geometria ao status de ciéncia. Mas
escritores que se ocuparam desta questao unanimemente concordam em
que o vale do rio Nilo, no Egito antigo, foi o local onde a geometria
subconsciente transformou-se em cientifica. (EVES, 1992, p. 3)

A Geometria Cientifica surgiu da necessidade de fazer construgoes de monumentos
e de cidades, das observacoes dos movimentos dos astros, de medir e delimitar terras
apo6s inundagoes frequentes, como no vale do rio Nilo (Africa), Tigre e Eufrates (Asia
Ocidental), Indo e Ganges (sul da Asia Central) e Howang Ho e Yangtze (Asia Oriental),

o que levou a nocao de calculos de areas, superficies e volumes.

Assim, pode-se dizer que a matemaética primitiva originou-se em certas
areas do Oriente Antigo primordialmente como uma ciéncia pratica para
assistir a atividades ligadas & agricultura e & engenharia. Essas ativida-
des requeriam o calculo de um calendario utilizavel, o desenvolvimento
de um sistema de pesos e medidas para ser empregado na colheita, ar-
mazenamento e distribui¢ao de alimentos, a criagao de métodos de agri-
mensura para a construcao de canais e reservatérios para dividir a terra
e a instituicdo de préaticas financeiras e comerciais para o lancamento e a
arrecadacgao de taxas e para propositos mercantis. (EVES, 2011, p. 57)

Desse modo, a énfase inicial da matematica ocorreu na geometria, aritmética e
na mensuragao, através da pratica dos povos da Mesopotamia e das civilizacoes antigas,
como a babilonica e a egipcia. Porém, vale salientar que os materiais de escrita desse
povos se tornaram importantes, pois sobre os quais as descobertas se preservaram.

Os primitivos chineses e indianos usavam material muito perecivel, como casca
de arvores de bambu e, consequentemente, pouco se conhece sobre a matemaéatica, com
certo grau de certeza, desses povos. No entanto, os antigos babilonicos usavam tabulas
de argila cozida e os egipcios usavam pedra e papiros, materiais de existéncia duradoura,
0 que proporcionou apreciavel quantidade de informacoes definidas sobre a matematica
destes povos.

E notorio ressaltar que o Papiro Rhind ou Ahmes (1650 a.C) é considerado o
mais precioso documento relativo aos conhecimentos matematicos dos egipcios, com 85
problemas de Aritmética e Geometria. Dessa maneira, a maioria das informagoes provém
dos povos egipcios e babilonicos.

Com as mudancgas econémicas e politicas, ocorreu o declinio do Egito e da Babilonia
e outros povos emergiram em primeiro plano, especialmente os hebreus, os assirios, os

fenicios e os gregos. Nessa época, o alfabeto foi criado e as moedas foram introduzidas, mas
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a Grécia proporcionou uma mudanca fundamental no espirito da ciéncia e da Matematica,
produziu um pensamento racional?| e realistaf’

No ambito da Geometria, a civilizacao grega transformou a Geometria Empirica
em Geometria Dedutivall], Sistematica ou Demonstrativa, cujos fatos geométricos
deveriam ser estabelecidos nao por procedimentos empiricos (intuigao ou experimentagao),
mas por raciocinios dedutivos (demonstracao logica). Tal periodo ficou conhecido como
Grécia Helénica (entre 800-336 a. C), cujas realizagoes foram extraordinarias.

Segundo o Sumdrio Fudemiano de Proclus, o precursor da Geometria Dedutiva foi
Tale (624-548 a.C) da cidade de Mileto, na costa ocidental da Asia Menor, no periodo
da primeira metade do século VI a.C. Ele formou a Escola Jonica (Toniana ou Hilozoista)
e seu mérito foi ter formulado varios Teoremas e propriedades por meio de algum tipo de
raciocinio logico, estudo abstrato e dedutivo, sendo seu principal método o de comparar
sombras. (PAVANELLO, 1989).

Depois veio Pitagoras (572-457 a.C) da cidade de Samoﬂ , discipulo de Tales, que
foi responsavel pelo método postulaciona , pelo estudo da Algebra Geométrica, ou seja,
Geometria (forma) com a Aritmética (nimero)fna construgdo da teoria dos nimeros, a
descoberta da incomensurabilidade e trabalhou na Geometria Espacial com o tetraedro, o
cubo, o dodecaedro e a esfera. Ele criou a escola Pitagéricaﬂ de Crotona, uma irmandade
religiosa, filosofica e cientifica, onde associava tudo existente na natureza com nimeros
(religido, musica, etc.), porém seu erro foi nao acreditar na existéncia dos nimeros irraci-
onais e que, ao serem descobertos, levaram a decadéncia da sua doutrina.

Nesse periodo, Platao (427-347 a.C) influenciou no desenvolvimento da Matema-
tica, nao por alguma descoberta importante, mas por sua "convic¢ao entusidstica de que
o estudo da matematica fornecia o mais refinado treinamento do espirito e que, portanto,
era essencial na formagao do filésofo e do governante"(EVES, 2011, p. 132). Para ele,
a explicacao de como tudo existia estava nos cinco solidos perfeitos: o cubo (terra), o
tetraedro (fogo), o octaedro (ar), o icosaedro (4gua) e o dodecaedro (Universo).

Um dos criticos de Pitagoras foi o filosofo Zendo (450 a.C.) de Eleia que propos

paradoxos que atacavam os fundamentos da concepcao matematica de Pitagoras. Ja

2Racionalidade: "capacidade de defender uma opinido por meio de argumentos, de investigar o porqué
das coisas, ndo se contentando apenas em saber como elas acontecem." (PAVANELLO, 1989, p. 30)

3Realismo: "capacidade de distinguir afirmacoes factuais e observaveis das emocionais e tradicio-
nais" (PAVANELLO, 1989, p. 30).

4Conduz ao desenvolvimento de processos de demonstracao.

5Um dos sete sabios da Antiguidade.

6Tlha do mar Ageu, proxima ao litoral da Asia Menor (PAVANELLO, 1989, p. 31)

"As afirmacoes sdo provadas por meio de raciocinios dedutivos rigorosos a partir de postulados- pro-
posicoes iniciais explicitamente formulados (PAVANELLO, 1989, p. 32).

8E atribuido a Pitagoras a descoberta do Teorema sobre os triangulos retangulos (EVES, 2011, p.
103).

9Trmandade unida por mistérios, ritos cabalisticos e cerimonias, sendo empenhada no estudo de filo-
sofia, matematica e ciéncias naturais (EVES, 2011, p. 97).
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o método de exaustao de Eudoxom (c.408-355 a.C.),0 qual admite que uma area a ser
medida pode ser subdividida indefinidamente em areas de figuras conhecidas e calculada
por aproximacoes sucessivas, pode ser considerado como a resposta da escola platonica
aos paradoxos de Zenao.
A partir dai ocorreu uma "mudanca de rumo na matematica grega, abandonou-se
o estudo de niimeros e voltou-se a atengao para as linhas e areas"(PAVANELLO, 1989, p.
33). Outro que também influenciou esta transformagio foi Hipocrates (c. 470- 410 a.C.)
de Quios, o qual foi
responsavel por um tratado no qual aparecem cadeias de proposicoes,
além de ter-se aplicado a solucao da quadratura do circulo e a dupli-
cacao do cubo, os quais juntamente com o terceiro, o da triseccao do
angulo, levaram outros gedmetras & construcao de curvas mais comple-

xas, originando-se dai um novo ramo da geometria (PAVANELLO, 1989,
p. 40).

Em 332 a.C, Alexandre, o Grande, fundou a capital do seu império em Alexan-
dria, no Egito, mas em 323 a.C morreu e seu império foi dividido entre seus generais.
Tal divisdo resultou em trés impérios (Egito, Seléucida e Macedonia), com governos in-
dependentes, mas unidos pelos lagos da civilizacao helénica decorrente das conquistas
de Alexandre. Ptolomeu I Stoner (367-283 a.C.), um dos generais de Alexandre, gover-
nou o Egito, transformando Alexandria numa cidade comercial cosmopolita, encorajando
pesquisas, além de criar uma Universidade e sua famosa biblioteca. Esse periodo ficou
conhecido como Grécia Helenistica (336-31 a.C).

Neste ambiente do maior centro intelectual do mundo antigo, surgem os deno-
minados Gedmetras Alexandrinoﬂ . O primeiro foi Euclides (c. 300 a.C), professor e
fundador da Escola Alexandrina de Matemaética. Por volta do ano 300 a.C, ele publicou
sua brilhante obra "Os Elementos", a qual obscureceu todos os trabalhos matematicos
gregos anteriores.

O pai da Geometria, como Euclides ficou conhecido, desenvolveu os axiomas ou
postulados materiais da geometria. Ele expos a geometria como um corpo de conhecimento
organizado em 13 livros sob a forma de um sistema dedutivo tnico de 465 proposigoes,
compreendendo a geometria plana e espacial, teoria dos niimeros e algebra geométrica
grega, como também nocoes relativas a processos somatorios e limites, além de boa parte
da geometria superior (PAVANELLO, 1989).

Segundo Eves (1992), esse sistema logico dedutivo se inicia com a explanacao de
termos técnicos sem defini¢bes (nogoes primitivas), os quais sao produtos da mente hu-

mana, tais como ponto, reta, plano e espaco. Destas nocoes primitivas, sao enunciadas

10Usou medidas de angulos para a determinacdo das dimensoes da Terra e da distancia relativa entre
o Sol e a Terra. (DANTE, 2008, p. 26)
HEstudiosos da Geometria.
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afirmagoes iniciais previamente estabelecidas (axiomas ou postuladoﬂ, as quais sao ad-
mitidas como verdadeiras. Através do raciocinio dedutivo, cada afirmacao resultaria em
outras afirmagoes, e assim sucessivamente (Teoremas), desenvolvendo um discurso logico.

Assim, "os gregos desenvolveram a nogao de discurso lé6gico como uma sequéncia de
afirmacoes obtidas por raciocinio dedutivo a partir de um conjunto aceito de afirmacoes
iniciais. Tal modelo é conhecido como Geometria Axioméatixa Material"(EVES, 1992,
p.9).

Outro geometra grego da Antiguidade que teve destaque na Geometria foi Ar-
quimedes (287-212 a.C) de Siracusa que se destacou pelo método dos perimetros de
calcular, o método do célculo da integral, a construcao da Espiral de Arquimedes, as for-
mulas corretas para calcular as areas da superficie esférica e da calota esférica e descobriu
os volumes da esfera e do segmento esférico de uma base (PAVANELLO, 1989).

Outro importante gedmetra foi Apolonio (262-190 a.C) de Pérgamo que se desta-
cou com as sec¢oes conicas, através de um estudo exaustivo dessas curvas e a criacao dos
termos "elipse", "parabola" e "hipérbole". Com a morte de Apolonio, a época de ouro da
geometria chega ao fim, pois os gedmetras menores que se seguiram apenas complemen-
taram ou desenvolveram teorias cujas bases ji existiam nos trabalhos anteriores. Eves
(1992, p 11) destacou "Héron de Alexandria (c.75 d.C.), Menelau (¢.100 d.C.), Claudio
Ptolomeu (c. 85 - 165 d.C.) e Papus (¢.320 d.C.)"..

A ciéncia e a cultura grega floresceram e alcangaram seu pinaculo em
Alexandria nos 150 anos iniciais da Era Helenistica, entre 300 e 150
a.C. Depois disso teve inicio um longo e lento declinio, acentuado em 46
a.C. com o incéndio de grande parte da Universidade, em Alexandria,
incluindo a biblioteca, e encerrado em 529 d.C. com o fechamento das

portas da Academia de Atenas pelo imperador Justiniano. (EVES, 2011,
p-163)

Roma comecgou o seu dominio no final dos tempos antigos. Em 146 a.C, a Grécia,
apos a conquista de sua tultima cidade, Conrinto, tornou-se provincia, mas o Egito, inclu-
sive Alexandria, permaneceu sob o império dos Ptolomeus até 31 a.C. Nesse periodo, os
romanos nao davam atencao ao saber e nao tinha inclinacao para a matematica abstrata,
o que resultou na diminuicao da busca cientifica. Para eles, somente os aspectos praticos
da matemaética os interessava, ou seja, os ligados ao comércio e a engenharia civil.

Alguns fatores influenciaram nesse declinio da matematica, tais como a diminuicao
do apoio governamental, o uso crescente da mao de obra escrava, um interesse paralelo
pela filosofia e a religidao, principalmente o Cristianismo, e a oposi¢ao da parte de certos
lideres religiosos (EVES, 2011). Assim, a civilizacdo grega difundiu-se pela vida romana,
ocorrendo um declinio gradual do pensamento criativo e dando lugar a compilacoes e

comentarios.

2Exemplo de postulados: "P1 Dois pontos distintos em um plano determinam uma reta; P2 Trés
pontos nao colineares determinam um tnico plano; P3 O espaco tem infinitos planos". (LEONARDO,
2016, p. 84)
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O Império Romano se estendeu por cerca de 500 anos (27 a.C-476 d.C), contudo,
o seu declinio foi consequéncia de dois grandes problemas: sua extensa territorialidade,
o que era dificil de governar, e seu sistema politico, com imperadores que ascenderam ao
poder através de golpes de Estado e nao governavam por muito tempo devido as guerras e

rebelioes. Para amenizar tais problemas, os romanos optaram por uma divisao territorial.

Em 305 d.C. o imperador Diocleciano (245-313 d.C.) separou o Império
em duas metades: a ocidental, com um imperador em Roma, e a oriental,
com um imperador em Bizancio, mais tarde rebatizada com o nome de
Constantinopla, em homenagem ao imperador (oriental) Constantino I
(272-337 d.C.). O imperador oriental era considerado hierarquicamente
superior ao ocidental e, sob o ponto de vista tedrico, desfrutava de autori-
dade politica maior, uma situacao que veio a contribuir para o declinio do
poder no ocidente. Quando, no século V d.C., os "barbaros" invadiram
o Império Ocidental, seus imperadores nao tinham meios de enfrenta-los.
(EVES, 2011, p. 283)

A partir do século V d.C., apds o colapso do Império Romano ante os invasores
"barbaros" germanos e eslavos, comecou o processo de transformacao da Europa de ci-
vilizacao antiga em civilizacao medieval. Inicia-se, portanto, o periodo da Idade Média

europeia (476-1.492 d.C) com o sistema de feudalismo e eclesiastico.

Os grandes impérios do mundo antigo acabaram dando lugar a barona-
tos feudais. Escravos e pequenos proprietarios rurais foram substituidos
por servos. Intelectuais e inventores deixaram de se interessar pela ci-
éncia pura e a matematica e voltaram suas energias mais e mais para a
engenharia e a religido (EVES, 2011, p. 283).

A Alta Idade Média (V-XI) foi um periodo em que a civilizagdo na Europa Oci-
dental atingiu niveis de ensino, em todas as ciéncias, praticamente nulos. Quase todo o
saber grego desapareceu e muitas das artes e do legado do mundo antigo foram perdi-
dos. O resquicio do saber grego e latino que foi preservado ficou restrito aos monges dos
monastérios catolicos e a poucos leigos cultos.

Durante meio milénio, no ambito da Matematica, destacou-se o papel do "estadista
romano Boecio (c. 475-524), os clérigos eruditos ingleses Beda (673-735), e Alcuino (735-
804) e o famoso sacerdote e erudito francés Gerbert (950-1003), que veio a se tornar o
papa Silvestre I1". (EVES, 2011, p.289)

Neste periodo, a civilizagao ocidental se dividiu em duas areas culturais distintas:
o mundo arabe-iraniano e a Europa. Esta, por sua vez, dividiu-se em ocidente germanico-
latino e num oriente greco-eslavico. Segundo Eves (2011), no tocante ao Império Arabe
(VI-XTII), este foi de importancia fundamental para a conservagido de grande parte da
cultura mundial.

O Império Arabe teve inicio em 622 d.C, apés a fuga de Maomé de Meca para

Medina, quando as tribos guerreiras dispersas e desunidas da Peninsula da Arabia se
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uniram em prol da expansao do Islamismo e se consolidaram numa grande nagao. Depois
da morte de Maomé, os arabes expandiram-se pelos paises vizinhos, preenchendo a lacuna
deixada pela queda do Império Romano, dominando um territorio que ia da India a

Espanha, passando pela Pérsia, Mesopotamia e norte da Africa.

Em 755, em virtude de disputas internas, verificou-se uma divisao
leste /oeste no império, resultando dai um califado com capital em Bagda
(sunitas) e outro com capital em Cordoba (xiitas). Até por volta do ano
1000 o Império Oriental detinha a supremacia espiritual. Por essa época,
todavia, o territorio oriental comecou a ser ocupado pelos cruéis turcos
seldjucidas. Entre 1100 e 1300 as Cruzadas empreenderam a tarefa de
desalojar os muculmanos da Terra Santa. Em 1258 os mongdis tomaram
Bagda, o califa do oriente foi derrubado do poder e o Império Arabe
comecou a declinar. Em 1492 a Espanha derrotou o dltimo dos gover-

nantes mouros e os arabes perderam sua cabega de ponte na Europa.
(EVES, 2011, p. 260)

As maiores contribuicoes arabes & civilizacdo foi a conservacao de grande parte
do patrimonio cultural e intelectual do mundo, pois estes se apoderam do saber grego e
hindu. Nessa época, enquanto o resto do mundo era uma terra cientificamente estéril,
os arabes, porém, custodiavam e se esforcavam continuamente para traduzir os classicos

gregos, principalmente em matematica, astronomia e medicina.

Os califas de Bagda foram governadores esclarecidos e muitos deles
tornaram-se patronos da cultura e convidaram intelectuais eminentes
para se instalarem junto as suas cortes. Inimeros trabalhos de astro-
nomia, medicina e matematica gregos foram laboriosamente traduzidos
para o drabe e assim preservados até que posteriormente intelectuais
europeus tivessem condigoes de retraduzi-los para o latim ou outras lin-
guas. Se ndo fosse o trabalho dos intelectuais &rabes, grande parte da
ciéncia grega e hindu teria se perdido irremediavelmente ao longo da
Alta Idade Média. (EVES, 2011, p. 260)

Ainda na Idade Média, a partir dos séculos XI e XII, o comércio na Europa Oci-
dental, principalmente nos centros comerciais italianos de Génova, Pisa, Veneza, Milao
e Florenca, refloresceram e se estabeleceram com o mundo arabe. Esse contato com a
cultura arabe proporcionou o retorno da ciéncia e da matematica. A Europa teve acesso
a0s progressos feitos pelos arabes e pelos hindus, no ambito da Algebra, e ao legado helé-
nico das obras dos matematicos de Alexandria, no ambito da Geometria, os quais foram
preservados pelas traducoes feitas pelos arabes (PAVANELLO, 1989).

A partir dai, seguiu-se um periodo de transmissao, o que proporcionou a cria-
¢ao das primeiras universidades europeias: Bolonha (1088), Oxford (1096), Salamanca
(1134), Paris (1150), Cambridge (1209), Montpellier (1220) e Padova (1222), entre ou-
tras (MIRANDA, 2017, p. 29). Durante o século XII, ocorreu um intenso trabalho de
tradugao, transcrevendo-se do arabe para o latim, o qual este periodo, para a historia da

matematica, tornou-se um século de tradutores.
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Isso ocorreu de trés maneiras principais: pelas traducoes latinas feitas
por intelectuais cristaos que se deslocavam até os centros de saber mu-
culmanos, pelas relagoes entre o reino normando da Sicilia e o Oriente
e através do intercambio comercial entre a Europa Ocidental com o Le-
vante e o mundo arabe (EVES, 2011, p. 291).

Segundo Eves (2011), dentre os principais tradutores, destacaram-se o monge in-
glés Adelardo de Bath (1120), Platao de Tivoli (1120), o matematico judeu Abraham
Bar Hiyya e Gerardo de Cremona (1114-1187), Joao de Sevilha e Robert de Chester.
Esse trabalho foi grandemente encorajado pelos dois reis e patronos da ciéncia Frederico
IT (1194-1250), do império romano-germanico, e seu filho Manfredo (1231-1266), rei da
Silicia.

Ja no século XIII, apds anos estaticos nos estudos de Geometria Espacial, apa-
receu o matematico talentoso da Idade Média, Leonardo Fibonacci ("Leonardo, filho de
Bonaccio", ¢. 1175-1250), também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano
ou Leonardo Bigollo. Ele escreveu Practica geometriae, material sobre geometria e tri-
gonometria, descobriu a sequéncia de Fibonacci (progressoes aritmética e geométrica) e
introduziu os algarismos arabicos na Europa.

No século XIV, em decorréncia da Peste Negra, que exterminou mais de 1/3 da
populacao da Europa, e do desenrolar da maior parte da Guerra dos Cem Anos, que
também ocasionou transformacoes politicas e econémicas na Europa, a Matemética foi
improdutiva (EVES, 2011).

No século XV, a civilizacao europeia medieval comeca a dar lugar a civilizagao
moderna. Este periodo foi marcado por mudancas e descobertas: "invencao da imprensa,
as grandes navegacoes e a traducao de varios tratados gregos para o latim, o que favoreceu
e impulsionou toda uma nova arrancada na construgao de conhecimentos"(MIRANDA,
2017, p.29). Tal periodo ficou conhecido como Renascimento, a retomada do interesse

pela arte e saber antigos.

Com o colapso do Império Bizantino, culminando com a queda de Cons-
tantinopla ante os turcos em 1453, verifica-se um afluxo de refugiados
para a Italia. Foi assim que muitos tesouros da civilizagao grega entraram
no Ocidente e classicos que até entao s6 podiam ser conhecidos através
de traducoes arabes, nem sempre fiéis, agora se tornavam acessiveis em
fontes originais (EVES, 2011, p. 296).

O comércio dos mercadores europeus com o mundo arabe, nos séculos XIV e XV,
estimulou o consumo de bens asidticos, como especiarias e tecidos finos. Como a demanda
tornou-se maior do que a oferta dos arabes e as rotas terrestres com o Oriente foram
fechadas, os mercadores da Europa puseram-se a procurar outros fornecedores na Asia,
como India e China. Assim, teve inicio a Era das Exploracoes, a qual foi dividida em trés

fases: a primeira se caracterizou pelo comércio, a segunda foi marcada pela conquista,
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exploracao e anexacao e a terceira foi a colonizagao, a efetiva migracao de europeus para
outros continentes.

As viagens comerciais maritimas foram possiveis por causa do conhecimento sobre
o modelo geral da geografia do mundo criado por Eratostenes e dos avangos tecnologicos,
como o aperfeicoamento de equipamentos de navegacao e melhoramento nos projetos dos
navios. Na procura de uma rota maritima para a India em torno da Africa, mercadores
europeus descobriram novas terras, as quais comecaram a explora-las. Essa expansao se
deu gracas, em grande parte, a fraqueza das vitimas, por serem povos tribais, agricultores

ou pequenas civilizacoes.

A Era das Exploragoes teve um tremendo impacto sobre a Europa. Ela
despertou uma revolucao cultural e cientifica na Europa, marcada pelo
interesse por ideias novas e por novos lugares, por um florescimento das
artes e por uma percepcao da necessidade de tecnologias novas, especi-
almente na navegacao (EVES, 2011, p. 339).

No século XV, a atividade matematica girou em torno da aritmética, da alge-
bra e da trigonometria, em decorréncia da influéncia do comércio, da navegacgao, da as-
tronomia e da agrimensura. Dentre os estudiosos matematicos destacaram-se Nicholas
Cusa[?] (1401-1464), Georg von Peurbach" (1423-1463), Johann Miiller ou Regiomonta-
nug™|(1436-1476), o francés Nicolas Chuquet e o frade franciscano Luca Paciol{’] (c.
1445-1509). Nesse periodo do Renascimento, muitos artistas enveredavam pela ciéncia e a
arte, como Leonardo da Vinci (1452-1519), Michelangelo (1475-1564) e Benvenuto Cellini
(1500-1571).

No século XVI, a algebra e a aritmética continuaram crescendo, sendo a desco-
berta da solucao algébrica das equacoes cubicas e quarticas pelos mateméaticos italianos
o feito mais importante da matematica. Os mateméaticos que se destacaram foram Tar-
taglia¥] (1499-1557), Girolando Cardand™| (1501-1576), Raphael Bombell?} (1526-1573)

I3E lembrado pelo trabalho na reforma do calendario e por suas tentativas de quadrar o circulo e
trisseccionar o angulo (EVES, 2011, p. 296).

Ele escreveu uma aritmética, alguns trabalhos de astronomia e coligiu uma téabua de senos (EVES,
2011, p. 296).

B Escreveu seu tratado De triangulis omnimodis, primeira exposicio europeia sistematica de trigono-
metria plana e esférica (EVES, 2011).

6 Escreveu uma aritmética intitulada Triparty en la science des nombres que possui o célculo com
nameros racionais, com numeros irracionais e aborda a teoria das equagdes (EVES, 2011, p. 297).

TEscreveu a Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita, uma compilacio livre
de muitas fontes, pretendendo ser um sumaério da aritmética, da &lgebra e da geometria da época, inclusive
problemas com probabilidades (EVES, 2011, p. 298).

8 Descobriu uma férmula pra resolver equacoes ciibicas, porém nao publicou sua obra. Ele foi o primeiro
a utilizar matemaética na balistica de artilharias e escreveu sobre as operagoes numéricas e a Aritmética
mercantil do seu tempo.

9Pyblicou a obra Arte Maior, na qual apresentou a féormula descoberta por Tartaglia, porém nio soube
resolver uma raiz quadrada de um namero negativo. Ele também escreveu sobre probabilidade no livro
"os raciocinios nos jogos de azar". (DANTE, 2016, p. 260)

20Trabalhou com a ideia de nimero imaginario para a /—1
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e o francés Frangois Vietd®] (1540-1603).

Ja o século XVII foi marcado pela abertura de vastos campos novos para a pesquisa
matematica. No inicio do século, o escocés John Napier (1550-1617) revelou, dentre outras,
sua mais importante invencdo: os logaritmos. Ja o inglés Thomas Harriot (1560-1621)
publicou sobre grande parte da teoria das equagoes e o inglés William Oughtred (1574-
1660) um trabalho sobre aritmética e algebra, dando énfase aos simbolos matemaéticos,
sendo que, ambos contribuiram para a notacao e a codificacao da &lgebra.

Segundo Eves (2011), dois importantes astronomos também contribuiram notavel-
mente para a matematica nesse século. O italiano Galileu Galilei (1564-1642) fundou a
ciéncia da dinamica em geral, langou a mecanica dos corpos em queda livre, o compasso de
setores e captou a ideia de equipoténcia de conjuntos infinitos, dentre outras descobertas.

Na mesma época, o alemao Johann Kepler (1571-1630) anunciou suas trés im-
portantes leis do movimento planetario, foi um dos precursores do céalculo de volumes,
desenvolveu ideias relativas a infinitésimos para o calculo de areas e em trabalho com a
integracao, estabeleceu a teoria da continuidade, deu notaveis contribuicoes ao estudo dos
poliedros e descobriu o cuboctaedro, o dodecaedro réombico e o triacontraedro rémbico.

No século XVII, a Geometria experimenta um avanco significativo. "Por um lado,
Desargues e Pascal iniciam o desenvolvimento de um novo ramo da geometria pura, a
Geometria Projetiva, e, por outro, Descartes e Fermat elaboram as primeiras ideias
de um novo método para estudo da geometria: Geometria Analitica@"(PAVANELLO,
1989, p. 42).

Ha divergéncias entre os historiadores da matemaética sobre quem e quando se
originou a Geometria Analitica, mas a maioria considera as contribui¢oes dos matematicos
franceses Descartes e Fermat como a origem essencial da matéria. Assim, "A esséncia da
Geometria Analitica reside na transferéncia de uma investigacao geométrica para uma
investigagao algébrica correspondente" (EVES, 2011, p. 383).

René Descartes (1596-1650) escreveu um tratado filosofico sobre a ciéncia univer-
sa]@ , mas foi no seu terceiro e ultimo apéndice, intitulado La géometrie, que ele langou
a Geometria Analitica Moderna. Esse novo método mistura Algebra e Geometria, ensi-
nando a transformar pontos, retas e circunferéncias em niimeros, e demonstra como fazer
contas com as figuras geométricas. Assim, surgiu o estudo do plano cartesiano ou sistema

cartesiano ortogonal.

2L A vasta obra de Viéte compreende trabalhos de trigonometria, algebra e geometria, sendo os princi-
pais Canon mathematicus seu ad triangula (1579), In artem analyticam isagoge (1591), Supplementum
geometriae (1593), De numerosa potestatum resolutione (1600) e De aequationum recognitione et emen-
datione (1615). (EVES, 2011, p. 309)

22 A Geometria Analitica estuda curvas e figuras por meio de equacdes, bem como analisa essas equa-
¢oes por meio de gréaficos, estabelecendo relagdes com a Algebra e a Geometria, plana e espacial . (LE-
ONARDO, 2016, p. 101)

2 Discours de la Méthode pour Bien Conduire sa Raison et Chercher la Vérité dans les Sciences (Dis-
curso do método para bem conduzir a razdo e procurar a verdade nas ciéncias).
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Segundo Eves (2011), o apéndice La géometrie é dividido em trés partes: a primeira
explana alguns dos principios da geometria algébrica, sendo estes mais avancados em
relacao aos gregos; a segunda uma classificacao de curvas agora superada e um método
interessante de construir tangentes a curvas diferentes e a terceira trata da resolucao de
equacoes de grau maior que dois, cuja finalidade é determinar limites para o ntimero de
raizes positivas e o numero de raizes negativas de um polinémio.

Contemporaneo de Descartes, Pierre de Fermat (1601-1665), num trabalho sobre
tangentes e quadraturas, descobriu como encontrar tangentes de curvas representadas
algebricamente, mas sua maior contribuicao para a matematica foi estabelecer os funda-
mentos da moderna teoria dos ntimeros. Ele também determinou os pontos maximos e
minimos de uma funcao e desenvolveu um trabalho pioneiro no que se refere a diferenci-
acao e a integracao.

No tocante a Geometria Projetiva, seus elementos surgiram, inicialmente no século
XV, da necessidade de uma teoria da perspectiva para que arquitetos, artistas e desenhista
do Renascimento pudessem criar quadros mais realistas, ou seja, figuras tridimensionais
representadas em duas dimensoes. Contudo, a teoria somente foi ampliada no inicio do
século XVII, quando o matemético francés Gérard Desargues (1591-1661) publicou um
tratado sobre seccoes conicas, no qual se desenvolveram muitos dos teoremas fundamen-
tais sobre involucao, conjuntos harmoénicos, homologia, polos e polares, perspectiva e,
principalmente, a ideia de projecao.

Contudo, o trabalho de Desargues foi negligenciado, esquecido e suas publicacoes
desapareceram em decorréncia do seu estilo demasiado excéntrico de escrever e do novo
método da geometria que estava no auge, a geometria analitica introduzida dois anos
antes por Descartes. Assim, a Geometria Projetiva s teve prosseguimento no século XIX
com Gaspar Monge, Chasles, Poncelet e outros.

Outro matematico que nesse periodo também estudou sobre Geometria Projetiva
foi Blaise Pascal (1623-1662). Ele escreveu um inteligente manuscrito nao publicado sobre
seccoes conicas, no qual figurava o famoso teorema do hexagrama mistico de Pascal da
geometria projetiva, lancou os fundamentos da teoria das probabilidades e inventou a
primeira maquina de calcular.

Eves (2011) relata que o século XVII foi altamente produtivo no campo da ma-
temética e cita as contribuicoes de alguns nomes, tais como os gedmetras e fisicos Gilles
Persone de Roberval’] (1602-1675) e Evangelista Torricell{?| (1608-1647) , o holandés Ch-
ristiaan Huygens’"| (1629-1695), os franceses Claude-Gaspar Bachet (1581-1638) e Marin

24Elaborou o método de tracar tangentes, teve descobertas no campo das curvas planas superiores e
reivindicou para si a invengao do método pré-calculo dos indivisiveis e a primazia de ter quadrado a
cicloide antes de Torricelli.

25Determinou o tracado de uma tangente & parabola, o comprimento de um arco de espiral logaritmica,
além de outras contribuicoes a fisica.

26Escreveu o primeiro tratado formal sobre probabilidade, introduziu evoluta e involuta de uma para-
bola e de uma cicloide e publicou um tratado em que expunha a teoria ondulatoéria da luz.
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Mersenne (1588-1648), na teoria dos nimeros, além de Claude Mydorge (1585-1647) e
Phillipe de la Hire (1640-1718), com as sec¢oes conicas. Dentre os matematicos italia-
nos, citou Vicenzo Viviani (1622-1703), Bonaventura Cavalier{’’| (1598-1647) e a notavel
familia Cassini - Giovanni Domenico Cassini (1625-1712); Jacques Cassini (1677-1756);
César-Francois Cassini e Jacques Dominique Cassini (1748-1845).

No entanto, perto do final do século XVII, Newton e Leibniz descobriram um
notavel instrumento: a invencao do calculo. Primeiro surgiu o calculo integral e s6 depois

o calculo diferencial.

A ideia de integracdo teve origem em processos somatorios ligados ao
calculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferenciacéo,
criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a curvas
e de questoes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou- se
que a integracao e a diferenciagio estao relacionadas entre si, sendo cada
uma delas operagao inversa da outra (EVES, 2011, p.417).

Através desse novo instrumento, a resolucao de problemas na geometria tornou-
se mais eficiente, passando a ser conhecida como (Geometria Diferencial. Segundo Eves
(1994), a Geometria Diferencial, na roupagem moderna, sofreu influéncia de descobertas
de matemaéaticos anteriores, como Arquimedes com estudo de figuras infinitesimais em
questoes de determinacoes de areas e volumes, Bonaventura Cavalieri com os métodos
dos indivisiveis e Christiaan Huygens com as curvaturas e evolutas, mas seu surgimento
resultou das aplicacoes do célculo e da geometria analitica.

Newton e Leibniz foram muito importantes para a matemética no século XVII.
Isaac Newton (1642- 1727), além do desenvolvimento do céalculo na area da matemaética,
descobriu o teorema do bindomio generalizado, inventou o método dos fluxos (atual calculo
diferencial), criou a teoria das emissdes (teoria corpuscular da luz), elaborou um conjunto
de leis para o movimento, fez um estudo sobre gravitacao universal, contribuiu para
consolidar o conceito de funcao, além de ter uma habilidade extraordinaria na integracao
de algumas equagoes diferenciais.

Ja Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), rival de Newton na invengao do célculo,
inventou uma méquina de calcular, criou um sistema binario de numeracao, usou a pala-
vra funcao em geometria no sentido que atualmente é compreendido, criou a teoria dos
determinantes, generalizou o teorema binomial para o teorema multinomial, contribuiu no
lancamento dos fundamentos da teoria das envoltorias, definiu circulo osculador, deduziu
muitas das regras de diferenciacao, foi um dos primeiros a falar de relatividade e descobriu
o teorema fundamental do célculo, desenvolvendo grande parte de sua notagao, inclusive

usou o simbolo da integral pela primeira vez: o S alongado ([).

2"Sacerdote jesuata e discipulo de Galileu que conseguiu melhor definir os segmentos indivisiveis, os
quais foram expostos na sua obra "Geometria indivisibilibus continuorum"(1635). Neste tratado, con-
seguiu dar embasamento ao calculo infinitesimal proposto por Kepler e o raciocinio de "O método de
Arquimedes".
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A contribuicao dos dois é resumida:

Na pratica, os dois definem duas operagoes, as diferenciais e as integrais,
com uma propriedade muito importante, de ser uma o inverso da outra,
que é conhecida como o "Teorema Fundamental do Célculo". Este re-
sultado revolucionou o calculo de drea uma vez que integrar é calcular a
area sob uma curva. O desenvolvimento do conceito de funcgao, e a nogao
de limite, foram fundamentais para que o célculo diferencial e integral
tomasse a forma atual. A medida que esses conceitos foram desenvolvi-
dos, o calculo passou a ter um carater algébrico maior que geométrico
(MIRANDA, 2017, p. 37).

Com a invencao do calculo, a historia da mateméatica elementar nao teve novas
descobertas significantes. Assim, atualmente a matemética elementar é composta pela
aritmética, dlgebra, geometria e trigonometria ensinada nas escolas de primeiro e segundo
graus, bem como a algebra classica superior, a geometria analitica e o calculo das séries
bésicas dos cursos superiores de matematica.

O século XVIII, no ambito social, politico e economico, foi uma época de turbu-
léncia e revoltas na EuropaF_g] e na América@ . A nova classe média, a burguesia, emergiu
derrubando a antiga ordem aristocratica na Inglaterra, na Franca e na maior parte dos
paises da América, e o feudalismo foi substituido pelo liberalismo cléssico do filésofo in-
glés John Locke (1632-1704). Ja no ambito da ciéncia, especificamente a matematica, esse
século foi gasto na exploragao dos novos métodos do calculo.

No ambito da Geometria, a contribuigdo do sui¢co Leonhard Euler (1707-1783) foi
de suma importancia. Ele descobriu a relagdo entre o nimero de vértices (V), o nimero
de arestas (A) e o niamero de faces (F) de um poligono convexo (V - A + F = 2), mas
também influenciou a matematica com o uso do simbolo i para representar a raiz quadrada
de -1, criou a representa¢ao de uma fungao pela notagao f(x) e desenvolveu estudos sobre
a probabilidade.

A matematica no século XVIII também teve contribui¢coes de membros da fa-
milia Bernoull{?’] , Abraham De Moivre (1667-1754), Brook Taylor (1685-1731), Colin
Maclaurin (1698-1746), Alexis Claude de Clairaut (1713-1765), Jean-le-Rond d’Alembert
(1717-1783), Johann Heinrich Lambert (1728-1777), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813),
Pierre-Simon Laplacd’]| (1749-1827), Adrien-Marie Legendre (1752-1833), e Lazare Nico-
las Marguerite Carnot (1753-1823). Deve-se observar que a linha principal da matemética
desses homens teve como origem e meta as aplicagoes do célculo & mecanica e a astrono-
mia.

Z8Revolugao Gloriosa (1688); Revolugio Francesa (1789-1799).

29Revolugao Americana (1776-1783); Revolugoes latino-americanas (1800-1825).

30A familia produziu mais de 10 matemaéticos famosos. Um deles foi Jacques Bernoulli que contribuiu
em assuntos como légica, algebra, teoria dos niimeros, analise combinatoério, probabilidades, curvas planas,
séries, célculo e equagdes diferenciais. Outros foram Johann Bernoulli (1667 - 1748) e Daniel Bernoulli
(1700 - 1782) que contribuiram para construir a teoria do calculo que se tem hoje.

31Tntroduziu novas ideias de célculo e aplicacoes de probabilidades em seu livro "Teoria analitica das
probabilidades" em 1812 (DANTE, 2016, p. 261).
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Esse periodo também teve a contribui¢ao do francés Gaspard Monge (1746-1818)
para o avanco da geometria através da sistematica aplicacao do célculo para a investigacao
da curvatura das superficies, o que preparou caminho para Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) introduzir o método de estudar geometria diferencial de curvas e superficies
por meio de representacoes parameétricas desses objetos e verificar a nao demonstrabilidade
do quinto postulado de Euclides, o que possibilitou a construcao de uma geometria nao
euclidiana.

J& o século XIX, no ambito social, foi marcado por guerras e revolugoes, cres-
cimento populacional, urbanizagao, avancos cientificos e tecnologicos que resultaram na
Revolugao Industrial. Vale destacar que, na Matematica, os assuntos como &algebra li-
near, calculo diferencial, anélise matematica e determinante se tornaram mais complexos
e aperfeicoados, sendo que foi nesse periodo que a "pesquisa matematica se emancipou
das balizas cientificas"(EVES, 2011, p. 463).

Os novos meios de céalculos proporcionaram o desenvolvimento da geometria proje-
tiva. O seu precursor foi Desargues, mas o francés Jean Victor Poncelet (1788- 1867), aluno
de Gaspar Monge, quem a criou, em 1822, através de sua obra "Tratado das propriedades
projetivas das figuras". Nesse periodo, a geometria passou por sua maior reestruturacgao,
ap6s nao demonstrabilidade do quinto postulado de Euclides por Gauss, o que resultou
no surgimento das Geometrias nao euclidianas.

Esses novos campos de estudos das formas geométricas fizeram surgir a chamada
Geometria Moderna. Em 1826, o russo Nicolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) desen-
volveu a geometria hiperbdlica, o estudo de Gauss inspirou Bernhard Riemann (1826-1866)
a desenvolver a Geometria Riemanniana na teoria da relatividade, a qual foi utilizada por
Einstein, e o alemdo David Hilbert (1862-1943), em 1899, publicou o livro "Fundamen-
tos da Geometria" com um processo de axiomatizacao e formalizacao da matematica e
sistematizou todas as novidades incorporadas & matematica dos séculos anteriores.

A matematica do século XIX também recebeu influéncia do suico Jean Robert Ar-
gand™] (1768-1822), o alemdo Karl Theodor Wilhelm Weierstrass®| (1815-1897) , Johann
Dirichlet®] (1805-1859), George Cantorf”| (1845-1918), Francés Augustin-Louis Cauchyf™|
(1789-1857) e Jacob Jacobt’| (1804-1851).

O século XX foi marcado pelos intimeros avangos tecnolégicos, como exemplo as
invencoes da lampada, do automoével e do telefone, as conquistas da civilizacao, como as
criacao de novos estados independentes, as reviravoltas em relacao ao poder, exempli-

ficada pelas competicOes entre as poténcias europeias, e muitos massacres, entre elas o

32Introduziu o conceito de médulo ou valor absolutos de um nimero.

33Introduziu a notagao /x/.

34Desenvolveu seus trabalhos na area da Teoria dos nimeros.

35Criou a Teoria dos Conjuntos.

36Primeiro a nomear as configuragoes numéricas em tabelas (1826) e teoria das determinantes.
37Realizou o estudo dos determinantes.
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Holocausto e a Primeira e Segunda Guerra Mundial. No campo da Geometria Espacial,
apos toda a evolucao geométrica, novos conceitos de tempo e espaco foram fundamentados
pela teoria da relatividade do fisico Albert Einstein (1879-1955).

Desse modo, ap6s o término da historia da matematica elementar , pode-se resumir

0s avancos na matematica, principalmente na geometria, nos séculos seguintes, como:

O século XVIII foi gasto em grande parte na exploracdao dos novos e
poderosos métodos do calculo. O século XIX foi dedicado grandemente
a tarefa de construir uma fundamentacio logica solida para a enorme,
porém débil, superestrutura construida no século precedente. Uma das
maiores énfases do século XX tem sido a de generalizar, tanto quanto
possivel, os progressos ja alcancados, e que muitos mateméticos da atu-
alidade estao envolvidos com problemas de fundamentos mais profundos
ainda. (EVES, 2011, p. 463)

Assim, ao longo da historia ocorreram muitas transformacoes no estudo relacionado
com o desenvolvimento da geometria, desde a geometria subconsciente até os avancos tec-
nolégicos dos dias atuais. Logo, vale destacar a importancia da historia da Matematica
como instrumento para entender axiomas, postulados, teoremas, férmulas e conceitos,
para contextualizar o contetdo apresentado e para proporcionar uma aprendizagem sig-

nificativa daquilo que se almeja.
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4 AREAS DE FIGURAS PLANAS

Apo6s abordar aspectos da histéria da geometria, o trabalho adentra no estudo
tedrico sobre os conceitos mateméaticos necessarios para se compreender o calculo das areas
dos solidos geométricos. Inicialmente, é importante entender que a geometria atualmente
¢ dividida em dois conjuntos: Geometria EuclidianaP’®| e Geometrias ndo Euclidianag™|

Esse estudo foi baseado na Geometria Euclidiana, a qual estd dividida em subéareas:
Geometria Plana®] Geometria Espacial']] e Geometria Analitica™]

A priori, o presente trabalho abordou noc¢oes da Geometria Plana para, a poste-
riori, adentrar nos contetidos da Geometria Espacial. Primeiramente, faz-se necessario
entender que a Geometria Plana ¢ composta pelos seguintes conteidos programaéticos:
ponto, reta e plano; Posicoes relativas entre retas; Angulos; Triangulos; Quadrilateros;
Poligonos; Perimetro e Areas de regides planas.

O pesquisador, inicialmente, apresentou as noc¢oes primitivas da Geometria Eucli-
diana (ponto, reta e plano), depois citou os postulados delas decorrente (Postulados da
Existéncia, da Determinagao, da Inclusdo e das Paralelas ou Postulado de Euclides), em
seguida adentrou o contetdo das areas de superficies planas e, por fim, abordou as areas
dos solidos geométricos.

Neste primeiro subitem serao abordadas, de maneira intuitiva, as formulas para
os calculos das areas das figuras poligonais e no subitem seguinte o calculo de areas nao

poligonais, como a area do circulo.

4.1 Areas dos Poligonos

Os poligonos sao caracterizados por definicoes, propriedades e elementos. FEles
podem ser definidos como figuras geométricas planas e fechadas formadas pela uniao de
um numero finito de segmentos de reta.

Essa juncao de segmentos possui os seguintes elementos: vértice, lado, angulo
e diagonal. O vértice corresponde ao ponto de encontro dos segmentos que formam o
poligono, sendo representado por uma letra maitscula (Ay, As, As,...). J& os lados sdo
os segmentos de reta que unem vértices consecutivos e formam o poligono, os quais sao

expressos, por exemplo, assim (A;Ay, AyAs,...). Os angulos, por sua vez, podem ser

38Homenagem a Euclides de Alexandria que é chamado de pai da geometria. Ele reuniu toda a geometria
em uma Unica obra, "Os Elementos", e baseou a geometria plana em cinco postulados.

39Lobatchevsky, no século XIX, utilizou a negacdo do quinto postulado de Euclides para dar origem &
geometria Rhiemanniana, a qual abriu uma porta para a construcao de outras geometrias completamente
distintas da geometria euclidiana.

10Geometria Plana ou Euclidiana estuda as figuras planas ou bidimensionais (comprimento e largura).

41 Geometria Espacial estuda as figuras geométricas espaciais ou tridimensionais (comprimento, largura
e volume).

42Relaciona a geometria com a algebra e utiliza uma para resolver problemas provenientes da outra.
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internos, os que sao formados por dois lados consecutivos, ou externos, os que sao formados
por um angulo suplementar e adjacente a um angulo interno, sendo esta sua representacao
(/11, A,, 1213,...). E, por ultimo, a diagonal é o segmento de reta que liga dois vértices nao
consecutivos.

Os poligonos também possuem propriedades relativas ao ntimero de diagonais, a
soma dos angulos, a medicao do perimetro e o calculo da area de um poligono. Desta
feita, o trabalho adentra no estudo das areas das figuras geométricas planas fechadas.

Primeiramente, ¢ importante ressaltar que medir uma grandeza é comparé-la a
outra grandeza da mesma espécie tomada como unidade. Logo, a area ¢ definida como
a medida da extensao de uma superficie, que é expressa em uma unidade padrao prees-
tabelecida, a qual corresponde um nimero positivo, obtido pela "comparacao da porg¢ao
ocupada pela superficie poligonal com a porcao ocupada por uma unidade de medida
de area"(LEONARDO, 2016, p. 67). A unidade de medida de &rea, por sua vez, é a
area delimitada por um quadrado unitario, isto ¢, um quadrado de lado 1u, sendo v uma

unidade de comprimento. Portanto, a area de um quadrado unitario ¢ 1u?.

Figura 1: Quadrado unitario

122

Fonte: Elaborada pelo autor

Segundo Muniz Neto (2013, p.180), um conceito qualquer de area para poligonos
s6 tem utilidade quando as seguintes propriedades (postulados intuitivamente desejaveis)

sejam validas:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais. 2. Se um poligono convexo
é particionado em um nimero finito de outros poligonos convexos, entao
a area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores. 3.
Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a
area do poligono maior é maior que a area do poligono menor. 4. A érea

de um quadrado de lado lem é igual a lem?.

Partindo desses 4 postulados serao obtidas as férmulas para o célculo de areas de

algumas figuras planas, como serd visto nos itens a seguir.
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4.1.1 Area do quadrado

O quadrado ¢ um quadrilatero regular, ou seja, uma figura geométrica com quatro

lados de mesmo comprimento e quatro angulos retos.

Proposicao 4.1. Um quadrado de lado | tem drea P.

Demonstracdo

Considere uma superficie quadrada R, com lados medindo [, em que [ ¢ um nimero
natural. A superficie R pode ser decomposta em u? superficies quadradas justapostas com
Area unitaria. Assim, a superficie R tem area igual a [?. Logo, a area de uma superficie
quadrada R de lado [ é dada por [°.

Nessa demonstracao, consideramos / um numero natural. A relacao obtida, porém,

é vélida para qualquer valor real de [ (racional ou irracional).

Figura 2: Superficie R - Formula do Quadrado

l
Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.2 Area do retangulo

O retangulo é um quadrilatero que possui lados opostos congruentes, paralelos e

todos os angulos internos retos.

Proposicao 4.2. Um retingulo de lados a e b tem drea a.b
Demonstracgdo
Considere uma regiao retangular A de base b e altura h, em que b e h sao niimeros

reais.

Figura 3: Figura do Retangulo

h Arets’},nguio

]
Fonte: Elaborada pelo autor

Construa um quadrado @, cuja medida do lado é (b + h). Essa regido quadrada
contém duas copias de A e mais duas regides quadradas, uma cujo lado mede b e outra

cujo lado mede h.
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Figura 4: Formula do Retangulo

F 3

2
h Aﬂ'e#r‘mgnln h

9
b b Aﬂ?tﬁfrgfd 0

v

4l Rl
- L ]

b h
Fonte: Elaborada pelo autor

[
Ll

A area dessa regiao quadrada @Q é dada (b + h)% Tal expressao, tem a seguinte

fatoracao:
(b+h)*=0*+2-b-h+h?

Por outro lado, a 4rea desse quadrado de lado (b + h) é igual a 4rea do quadrado
de lado b mais a area do quadrado de lado h e mais duas vezes a area do retangulo de

lados b e h. Comparando as duas expressoes, concluimos que

ARet&ngulo =b-h (1)

4.1.3 Area do paralelogramo

Um paralelogramo é um quadrilatero que possui lados opostos paralelos, angulos

opostos iguais e pares de lados opostos congruentes.

Proposicao 4.3. A drea de um paralelogramo de comprimento b e largura h € igual a b.h

Demonstracgdo
Seja ABCD um paralelogramo cuja comprimento mede b e largura h. Ele determina

um retangulo AECF, cujos lados medem (b + ) e h.

Figura 5: Formula do Paralelogramo
F D c

B
" »E
"

F 3

3 .
Fonte: Elaborada pelo autor
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A area dessa regiao retangular é dada pelo produto do comprimento (b+ z) e lar-

gura h. Os dois triangulos de verde formam um retangulo de lados x e h. Assim,

Area do retangulo AECF = Area do paralelogramo amarelo + Area do retangulo verde
Area do paralelogramo amarelo = Area do retangulo AECF - Area do retangulo verde

Area do paralelogramo = (b+2)-h—x-h

AParalelogramo =b-h (2)

Portanto, a area de um paralelogramo é o produto do comprimento pela largura.
Conclui-se, também, que paralelogramo e retangulo que possuem o mesmo comprimento

e largura, as suas areas sao equivalentes, conforme ilustra figura abaixo.

Figura 6: Equivaléncia entre o Paralelogramo e o Retangulo

C
A el ,
L il ,
0 a .
, 2 ’
7 ! ., ! .
. 1 ! ,
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. 1 ’ .
. | , H ,
. , ,
,,,,,,,,, L- - ) A

A B A B A B E

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.4 Area do triangulo

Triangulo ¢ um poligono formado por trés lados e trés angulos internos.

b.h
Proposicao 4.4. Um tridngulo de comprimento b e largura h tem drea igual a -

Demonstracdo

Seja ABC'D um paralelogramo de base b e altura h. Por ser um paralelogramo, os
lados opostos sao paralelos e congruentes (AD = BC' e AB = CD). E os angulos opostos
sdo congruentes entre si (BAD =~ BCD e ABC = ADC).

Cria-se uma diagonal BD no paralelogramo formando dois triangulos (amarelo e

verde).

Figura 7: Formula do Triangulo
E C

i
ATH dngulo

A E

b
Fonte: Elaborada pelo autor
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Logo, pelo caso de congruéncia de triangulos LAL (lado, angulo, lado), as regioes

triangulares sao congruentes. Logo, esses triangulos tém &areas iguais.

Assim:
Area do Paralelogramo = 2. Area do Triangulo
b-h = 2. ATri&ngulo
b-h
ATri&ngulo = T

(3)

Conclui-se, portanto, que a area de um triangulo é a metade do produto da medida

de qualquer de seus lados pela medida da altura correspondente.

Um dos casos particulares desse poligono é o triangulo equilatero. Ele é formado

por trés lados iguais, sendo que todos os angulos internos sao congruentes e toda altura é

também mediatriz, mediana e bissetriz.

Corolario 4.1. A drea de um tridngulo equildtero de lado | € igual a

12.4/3
4

Demonstragdo

Seja o tridngulo ABC, cria-se uma regiao triangular.

Figura 8: Triangulo Equilatero
c

u

M !

¥ 7

A [
Fonte: Elaborada pelo autor

Como o triangulo AMC' é retangulo, usa-se a relagdo de Pitagoras:

2

Logo, a area da regiao triangular ABC é dada por:

V3
Ay = base - altura _ o
e 2 2

.2 .
popzyle o oD h:—lg/g

>3

Ar,, = 1
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E importante destacar que o estudo da area do triangulo equilétero é topico de suma
importancia para resolver questoes de Solidos Geométricos, envolvendo, principalmente,

os poliedros de Platao.

4.1.5 Area do trapézio

O trapézio é um quadrilatero com pelo menos dois lados paralelos entre si, que sao

chamados de base maior e base menor, e os outros dois lados sao chamados laterais.

Proposicao 4.5. A drea de um trapézio de bases B e b com larqura h € w

Demonstracdo

Figura 9: Figura do Trapézio
D

b &

l
ATJ-{rpr’::in !

A B
Fonte: Elaborada pelo autor

Pode-se pensar na area do trapézio como a metade de um paralelogramo de com-
primento (B + b) e largura h. Considerando E como o ponto médio do segmento AD, o
trapézio azul é obtido do rosa fazendo uma rotacao horaria de 90°. Assim, a uniao dos

trapézios resulta em um paralelogramo.

Figura 10: Formula do Trapézio

B D b c
[
\ % AT rapézio \ |
c b A B

Fonte: Elaborada pelo autor

Para encontrar a area do trapézio, faz-se o seguinte calculo:

Area do Paralelogramo = 2. Area do Trapézio
(B + b) -h = 2 ATTapézio
B+0b)-h
ATrapézio = % (5)

Portanto, a area de um trapézio é a metade do produto de sua altura pela soma

de suas bases.
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4.1.6 Area do poligono regular

Um poligono é regular se tiver todos os seus lados iguais e todos os seus angulos

internos congruentes.

Proposicao 4.6. A drea de um poligono reqular de n lados de medidas igual a I, cujo

. nla
apotema mede a, € >

Demonstracgdo

Em um poligono regular de n lados, ao tragar n segmentos de reta, cada um unindo
o centro do poligono a um vértice, decompoe-se o poligono em n tridngulos isosceles. Vale
ressaltar que a altura desses triangulos correspondem a apétema (a).

Além do triangulo equilatero e do quadrado, os mais importantes poligonos regu-

lares sao o pentagono, hexidgono e octogono.

Figura 11: Poligonos regulares decompostos em triangulos isésceles

Pentdgono regular Hexdagono regular Heptagono regular Octdgonoe regular

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto, a area A de um poligono regular de n lados, cujo lado mede [ e ap6tema

sendo a, é dada por:

A Polpe, — quantidade de lados - area de cada triangulo

l-a
APOlReg =n- T (6>

n-l
Sendo n.l o perimetro (2p), entao SN corresponde ao semiperimetro(p) de forma

equivalente, temos:

APolReg =p-a (7)

Na pratica, em vez de apenas memorizar a féormula da area de cada poligono
regular, é 1til saber os passos que levam a ela, ou seja, decompoe-se o poligono em n
triangulos isosceles, cuja medida do lado ¢ I e a medida da altura é o apotema™| (a).

E notério salutar que o estudo dessas areas sao relevantes para calcular a drea de

poliedros de bases regulares.

430 apdtema de um poligono regular é o segmento com uma extremidade no centro e outra no ponto
médio de um lado do poligono.
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4.2 Areas de Regioes nao Poligonais

Determinar a area de regidoes nao poligonais requer a adocao de métodos que ex-
ploram a ideia de aproximacao. Uma dessas ideias se baseia no método de exaustao de

Eudoxﬂ(c. 408-355 a.C), o qual pode ser usado no calculo da area do circulo.

4.2.1 Area do circulo

Um circulo é o conjunto dos pontos internos de uma circunferéncia.

Proposicao 4.7. A drea de um circulo de raio r é w - r?

Demonstracgdo
A primeira maneira de determinar a area do circulo é dividindo-o em setores. O

circulo a seguir foi aberto em setores circulares que formaram vérios triangulos.

Figura 12: Circulo em triangulos
Comprimento da Circunferéncia = 2.m.R

e

Fonte: Elaborada pelo autor

Duplicou-se, entao, os triangulos e formou se uma figura cujo contorno lembra um

paralelogramo.

Figura 13: Circulo em paralelogramo

- PR R ——)

Fonte: Elaborada pelo autor

A area do circulo corresponde a metade da area desse paralelogramo, cuja base
mede o comprimento da circunferéncia e sua altura é o raio r. Assim, o circulo possui

area igual a:

440 método da exaustdo é um método para se encontrar a area de uma figura inscrevendo-se dentro
dela uma sequéncia de poligonos cuja soma das areas converge para a area da figura desejada.
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Area do Cireulo  — Area do Paralelogramo

2
, 2r-r-7r
Area do Circulo = —
ACfrculo =T TQ (8)

Outra maneira de calcular a adrea de um circulo é usando a propriedade dos poli-
gonos regulares, em que todos eles sao inscritiveis e circunscritiveis numa circunferéncia.
Sendo que, a medida que o nimero de lados do poligono aumenta, o comprimento do
ap6tema também aumenta, mas o comprimento do lado diminui. Dessa forma, "quando
o nimero de lados de um poligono é extremamente grande o seu perimetro ¢ aproxi-
madamente igual ao comprimento da circunferéncia do circulo(27r) e seu apotema a é

aproximadamente igual ao raio do circulo r"(IEZZI et. al., 2006, p. 217).

Figura 14: Exemplo de poligono regular inscrito e circunscrito

Fonte: Elaborada pelo autor

Dessa forma, a area do poligono regular também sera a area da circunferéncia.

Comprimento = Perimetro = 2 . semiperimetro

Area do Poligono Regular = p-a
Area do Circulo = 7-r-r
ACfrculo =77

Vale ressaltar que a area do circulo é um tema relevante para resolver questoes de

solidos geométricos envolvendo cilindros e cones.
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5 AREAS DOS SOLIDOS GEOMETRICOS

Solidos geométricos sao figuras geométricas que possuem trés dimensoes e, por isso,
s6 podem ser definidas no espaco tridimensional.
Os soélidos geométricos podem ser classificados em poliedros, corpos redondos

e outros.

5.1 Poliedros

A palavra poliedro vem do grego poli que significa "varias" e da palavra edro que
significa "face". Deste modo, conceituam-se poliedros como sélidos geométricos formados
pela reunido de um namero finito de poligonos planos (triangulos, quadrilateros, penté-
gonos, etc) e a regiao do espago limitada por eles, cujos angulos poliédricos sdo todos
congruentes (DANTE, 2016).

Os elementos que compoem os poliedros sao: faces, vértices e arestas. Faces sao
poligonos que formam a superficie do solido e as arestas, por sua vez, sao 0os segmentos
de reta que formam os lados dos poligonos que constituem as faces dos poliedros, sendo
aqueles determinados pela intersecao de duas faces. J& os vértices sao o ponto comum a

trés ou mais arestas.

Figura 15: Elementos do Poliedro
——vértice

. aresla
face

Fonte: Elaborada pelo autor

Os poliedros podem se dividir em convexo e nao convexo (concavo). Um poliedro
é convexo quando o segmento de reta que liga dois de seus pontos estd sempre contido
nele, ou seja, nao apresentam reentrancias em sua superficie. No entanto, o poliedro nao

convexo é aquele que possui reentrancias.

Figura 16: Poliedros convexos e nao convexos (concavos)

Poliedros convexos Poliedros nao convexos

N

Fonte: DANTE, 2016, p.168.
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A representacao dos poliedros pode ser de diferentes maneiras, por exemplo, em
perspectiva ou pela planificacao de sua superficie. A perspectiva sera explanada através
do ensino de suas areas através do GeoGebra, ja a planificacao sera essencial para o calculo
de areas através dos materiais manipulaveis.

A quantidade de tipos e formas existentes desses solidos é enorme, mas este trabalho

abordara apenas os poliedros mais relevantes.

5.1.1 Area do prisma

Prisma ¢ o s6lido geométrico formado por poligonos, sendo dois poligonos congru-
entes e paralelos (bases) e os demais (faces laterais) sdo os paralelogramos formados pela
uniao de todos 0s segmentos de reta congruentes e paralelos a um segmento dado, com
extremidades nos pontos do poligono fixo e nao paralelo a esse.

Considerando dois planos paralelos distintos « e 5, uma regiao poligonal convexa

ABCDE contida em « e uma reta r que intersecta os planos a e 3.

Figura 17: Prisma

A EI
a3 ! A )
F & Bdse P o
1

| ]
|
! |
! |
1
1 : «—— Aresta |ateral
! |
h
1 | 1 Face lateral
|
! |
1
N
¥ 1 j— “E =THETA
A Base P D
Gl | > <— Aresta da base
| B c

Fonte: Elaborada pelo autor

Baseado na figura acima, o prisma é a regiao do espago limitada por todos os
segmentos de reta paralelos a r tais que uma de suas extremidades no poligono P e a
outra extremidade é um ponto no plano j.

O prisma possui os seguintes elementos: bases, altura, arestas da base, arestas la-
terais e as faces laterais. As bases sdao os poligonos congruentes e estao situados em planos
paralelos (ABCDE e A’B’C’D’E’). A altura ¢ a distancia entre os planos das bases (h). As
arestas da base sao os lados dos poligonos das bases (AB, BC,CD,DE,EA, A’B', B'C",

C'D',D'E'" e E'A’). As arestas laterais sdo os segmentos de reta paralelos a r (44,

BB’, CC’, DD’ e EE’). As faces laterais sdo os paralelogramos formados pela unido dos
segmentos de retas (AA'B'B, BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E e EE'A’A).
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A nomenclatura desses solidos geométricos é de acordo com o nimero de lados
dos poligonos das bases: triangular (tridngulo), quadrangular (quadrilatero), pentagonal
(pentagono), etc.

Esses poliedros sao classificados de acordo com a inclinacao da reta r em relacao
aos planos que contém as bases. O prisma reto é aquele em que as arestas laterais sao
perpendiculares aos planos da base e o prima obliquo é quando nao sao. Ja o prisma é

considerado regular quando é um prisma reto em que as bases sao poligonos regulares.

Figura 18: Classificacao dos prismas

|
I .
1 1
1 |
1
' :
- 'h. 1
-y - ’J"-u
i - S
prisma reto prisma obliquo prisma regular

Fonte: Elaborada pelo autor

Ja para o calculo da érea, observa-se a planificacao do prisma.

Figura 19: Planificacao do prisma

il

Fonte: Elaborada pelo autor

A area da superficie de um prisma é calculada da seguinte forma.

[Ap =2 Ap+ Ar (9)

Area da base (Ap) corresponde & area do poligono da base.
Area lateral (A7) é a soma das areas das faces laterais.
Area total (A7) é a soma da area lateral com as areas das bases.

Portanto, a area total de um prisma é duas vezes a area da base adicionada ao
somatorio das areas laterais. Vale ressaltar que a area de cada poligono ja foi mencionada

anteriormente.
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5.1.2 Area da piramide

A pirdmide é um poliedro formado por um conjunto de segmentos de reta formando
faces laterais triangulares, cujas extremidades sao um tnico poligono (base) e um ponto
fora do plano onde se encontra essa base.

Considerando um plano «, uma regiao poligonal convexa ABCDE contida em « e

um ponto V fora do plano.

Figura 20: Piramide

\/

‘1 A 2]
Fonte: DANTE, 2016, p.188.

De acordo com a figura acima, a piramide é a regiao do espaco limitada pelos
segmentos com uma extremidade em V (V ¢ «) e outra nos pontos do poligono situado
em a.

Os elementos da piramide sao: base, vértice, altura, arestas da base, arestas laterais
e as faces laterais. A base é um poligono (ABCDE). O vértice é o ponto fora do plano
onde esta a base (V). A altura ¢ a distancia entre o ponto e o plano da base (h). As arestas
da base sdo os lados do poligono da base (AB, BC, CD, DE, EA). As arestas laterais
sao os segmentos de reta com uma extremidade no vértice e a outra em um dos vértices
do poligono da base (VA, VB, VC, VD e VE). As faces laterais de uma piramide sao
triangulares (AVB, BVC, CVD, DVE e EVA).

A nomenclatura desse solido geométrico é de acordo com o nimero de arestas

da base: piramide triangular (3 arestas), piramide quadrangular (4 arestas), piramide
pentagonal (5 arestas) e piramide hexagonal (6 arestas), etc.

Esses poliedros podem ser classificados de acordo com a coincidéncia da projecao
do seu vértice com o centro geométrico da base. A piramide é reta quando a projecao de
seu vértice coincide com o ponto que tem a mesma distancia dos vértices do poligono da
base. Ela sera obliqua quando a projecao do vértice nao coincide com o centro da base.
Contudo, para a piramide ser regular é necessaria que seja reta, sua superficie poligonal

seja um poligono regular e suas faces laterais sejam triangulos isésceles e congruentes.
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Figura 21: Classificacao das piramides

pirdmide reta piramide obliqua pirdmide regular

Fonte: Elaborada pelo autor

Vale destacar que em toda piramide regular possui quatro importantes triangulos
retangulos, nos quais aparece a aresta de base (1), a aresta lateral (I;), o raio da circun-
feréncia circunscrita & base (r), o apotema da piramide (a), o apotema da base (a;) e
altura da piramide (h).

Tomando como demonstragao uma piramide regular pentagonal, aplica-se a relacao

de Pitagoras nestes triangulos.

Figura 22: Relagoes Métricas do triangulo retangulo na piramide
v

AVOA AVOM

O=h+r a=h+a

Fonte: DANTE, 2016, p.189.

Ja para o calculo da area, observa-se a planificacao da piramide.

Figura 23: Planificagao da piramide

Fonte: Elaborada pelo autor
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A area da superficie de uma piramide é calculada assim:

AT - AB + AL (10)

Area da base (Ap) é a area do poligono da base.
Area lateral (Ay) é a soma das areas das faces laterais.
Area total (Ar) é a soma da area lateral com a area da base.

Portanto, a area de uma piramide é a area da base adicionada ao somatoério das

areas das faces laterais.

5.2 Poliedros de Platao

Um poliedro convexo e regular é chamado sélido de Platao se, e somente se, satis-

fazer as seguintes condicgoes:

e Todas as faces tém o mesmo numero n de arestas.

e Todos os vértices sao pontos em que concorre 0 mesmo NUumero
m de arestas.

e O poliedro satisfaz a relacdo de Euler (V- A + F = 2). (IEZZI
et.al., 2016, p. 187)

O matemético sui¢o Leonhard Euler (1707-1783) descobriu uma importante relacdo
entre o numero de vértice (V), o namero de arestas (A) e o numero de faces (F) de um
poliedro convexo. De acordo com o matematico, V' — A + F = 2 é caracteristica a todos
os poliedros convexos.

Contudo, existem somente cinco solidos platonicos: tetraedro, hexaedro ou cubo,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. Usando a féormula de Euler, tal fato sera demonstrado.

Demonstracdo

Considere um poligono regular em que n (n > 3)[?] ¢ o nimero de lado de cada face
(F) e p (p>3)]¢ o niimero de arestas (A) que concorrem em cada vértice (V). Como cada
aresta do poligono é definida pela intersecao dos lados de dois poligonos adjacentes, entao
se contar todos os lados dos poligonos, cada aresta do poliedro serda contada duas vezes.
Assim, a aresta esta contida em 2 faces (2A = nF). Do mesmo modo, como cada aresta
do poliedro que concorrem em um mesmo vértice se conecta a dois vértices, conclui-se
que quando conta-se o niimero de arestas em cada face, conta-se duas vezes o nimero de
arestas do poliedro. Portanto, cada aresta contém 2 vértices (2A = pV).

Assim:

2A=n.F=pV = A% e V%

Utilizando a relacao de Euler V — A + F' = 2 e substituindo os valores, tem-se:

450 menor ntimero possivel de lados em cada face ¢ 3 (face triangular).
46 menor nimero possivel de arestas que concorrem para o mesmo vértice é 3.
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4
- r (11)
2n 4+ 2p —np

Para que essa formula tenha validade e o nimero de faces seja positivo, o denomi-
nador deve ter valor maior que zero.

2n
n—2

2n+2p—mp>0 = 2n>np—2p = 2n>p(n—2) = >p
Como p > 3, tem-se que:

2
—n2>p23 = 2n>3n-6 = 2n-3n>-6 = -n>-6 = n<6
n_

Partindo disso, tem as seguintes possibilidades: n =3, n =4 e n = 5.

e Para n =3 (3 lados - faces triangulares):

Sendo F um niimero positivo, segue que 3 < p <6 . Entao: p=3,p=4oup=>5.

p=3 — F=4 (tetraedro)
p=4 — F=8 (octaedro)
p=5 — F =20 (icosaedro)

e Para n =4 (4 lados - faces quadrangulares):

4
Substituindo em (11)), temos: F = 4_]9

-P
Sendo F um ntmero positivo, segue p < 4. Logo, a tnica possibilidade é p = 3.
p=3 — F =6 (cubo)

e Paran =5 (5 lados - faces pentagonais):

4
Substituindo em (11)), temos: F = 1 p3
—9p

Sendo F um namero positivo, segue p < 10/3. Logo, a tnica possibilidade é p = 3.
p=3 — F=12 (dodecaedro)

Os cinco poliedros platonicos ou corpos cosmicos receberam este nome porque
foram estudados pela escola de Platao e este estudioso os associou aos elementos da
natureza. O tetraedro ao fogo, o hexaedro a terra, o octaedro ao ar, o icosaedro a agua e

o dodecaedro ao universo.
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Figura 24: Poliedros de Platao

Tetraedro Heraedro Octaedro Dodecaedro Ir_'c:saedro
Fogo Terra Ar Universo Agua

Fonte: Elaborada pelo autor

A tabela abaixo resume as principais caracteristicas dos poliedros regulares que, a

posterior, serd detalhada suas areas.

Tabela 2: Caracteristicas dos poliedros regulares

Poliedros regulares | Formas das faces | N2 de faces | N2 de vértices | N2 de arestas
Tetraedro Triangular 04 04 06
Hexaedro Quadrangular 06 08 12
Octaedro Triangular 08 06 12

Dodecaedro Pentagonal 12 20 30
Icosaedro Triangular 20 12 30

Fonte: Elaborada pelo autor

5.2.1 Area do tetraedro

Tetraedro regular ¢ uma piramide regular de base triangular em que todas as arestas
sao congruentes e, portanto, todas as faces sao triangulos equilateros. Esse poliedro é
composto por 4 faces triangulares, 4 vértices e 6 arestas.

Através da planificacao desse solido geométrico, torna-se mais compreensivel o

calculo da sua area.

Figura 25: Planificacao do tetraedro

Fonte: Elaborada pelo autor
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Pode-se perceber que a area do tetraedro é quatro vezes a area do triangulo equi-
latero por ele formado.

Assim,

Area do tetraedro = 4. Area do triangulo equilatero
1?3
4

ATetTaedro = l2 : \/g (12)

— 4.

5.2.2 Area do hexaedro

Hexaedro regular ¢ um prisma regular em que todas as faces sao quadrados. Ele
também é conhecido como cubo, sendo um caso particular de paralelepipedo regular e
composto por 6 faces quadrangulares, 8 vértices e 12 arestas.

O célculo da area desse poliedro é mais perceptivel por intermédio de sua planifi-

€agao.

Figura 26: Planificacao do hexaedro

Fonte: Elaborada pelo autor

Conclui-se, portanto, que a area do hexaedro ¢ seis vezes a area do quadrado por
ele formado.

Assim,

Area do hexaedro = 6. Area do quadrado

AHe:caedro =6- l2 (13)

5.2.3 Area do octaedro

Octaedro regular é o solido de 8 faces, cujas faces laterais sao triangulos equilateros.
Ele também é chamado de bipiramide quadrada, pois é resultante de duas piramides de
base quadrada, as quais foram colocadas base a base. Esse poliedro é composto por 8

faces triangulares, 6 vértices e 12 arestas.
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A planificacao desse solido geométrico facilita o calculo da sua area.

Figura 27: Planificagao do octaedro

Fonte: Elaborada pelo autor

Percebe-se, entao, que a area do octaedro é oito vezes a area do triangulo equilatero
por ele formado. Assim,

Assim,

Area do octaedro

8 . Area do triangulo equilatero
9 2.3
4

AOctaedro =2 l2 : \/g (14)

5.2.4 Area do dodecaedro

Dodecaedro regular é o poliedro que possui 12 faces. Ele é composto por 12 faces

pentagonais, 20 vértices e 30 arestas. Para compreender o célculo de sua area, faz-se
necessario realizar sua planificacao.

Figura 28: Planificacao do dodecaedro

Fonte: Elaborada pelo autor

E notoério observar que a area do dodecaedro é doze vezes a area do poligono regular
com n = 5 (pentagono) por ele formado. Assim:

Area do dodecaedro 12 . Area do poligono regular

— 19 n.l'_a
l-2a
= 12.5.- —
2
ADodecaedro:30'l'a (15)
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Quando se trabalha com soélidos geométricos de base pentagonal, utiliza-se a for-
mula do poligono regular quando a questao fornecer o valor da aresta/lado e do apotema.

Caso contrario, ¢ melhor utilizar a férmula da tangente que é demonstrada logo abaixo.

Figura 29: Pentagono e seus angulos

Fonte: Elaborada pelo autor

Segundo a tabela trigonométrica a tan54° = 1,376382. Utilizando a tangente, tem-
se uma relacao entre a aresta e a apétema da base do dodecaedro. Tomando como base
o triangulo ABC da Figura 29] temos:

t 2 2
tan — —catetooposto o isa— % o tansd = 2% = 1376382 = 22
cateto adjascente £ [ [
2
|a—0,68819 . I (16)

Substituindo em ([15)), tem-se:

ADodecaedro =30-1-1- O, 68819

ADodecaedro = 207 68 - l2 (17)

5.2.5 Area do icosaedro

Icosaedro regular é o poliedro convexo formado por faces congruentes, no formato
de triangulos equilateros. Esse poliedro é composto por 20 faces triangulares, 12 vértices
e 30 arestas. A planificacao desse sélido é a melhor forma de entender como calcular sua

area.
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Figura 30: Planificacao do icosaedro

Fonte: Elaborada pelo autor

Desse modo, infere-se que a area do icosaedro é vinte vezes a area do triangulo
equilatero por ele formado. Assim:

Area do icosaedro = 20 . Area do triangulo equilatero

2
B 20.1.;/§

AIcosaedro - 512\/§ (18)

5.3 Corpos Redondos

Os corpos redondos sao os s6lidos geométricos tridimensionais que possuem linhas
arredondadas e superficies curvas (nao planas), logo nao possuem faces laterais, alem de
suas bases terem a forma de circulo.

Os principais exemplos de corpos redondos sao o cilindro, o cone e a esfera. Eles
também sao chamados de solidos de revolucao, haja vista que sao formados pela rotagao

de uma figura plana (figura geradora) ao redor do eixo.

5.3.1 Area do cilindro

O cilindro é um soélido geométrico que possui uma estrutura curva, chamada de
superficie lateral, e duas bases circulares paralelas. A figura geradora do cilindro é um

paralelogramo, o qual gira em torno de seu eixo, conforme figura abaixo.

Figura 31: Figura geradora do cilindro

—+Eixo

Base superior

[

Superficie Cilindrica«— > Figura Geradora

f — ——
\_'_jl—) Base inferior

Fonte: Elaborada pelo autor
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Considere dois planos paralelos distintos 8 e a, um circulo C de raio r contido em

[ e uma reta s secante aos planos.

Figura 32: Formacao do cilindro

o G
L

Fonte: SOUZA, 2016, p.235.

Tomando por referéncia a figura acima, o cilindro é a regiao do espaco limitada

pelos segmentos de reta paralelos a reta s, com uma extremidade no circulo C' e a outra

no plano a.

Figura 33: Elementos do cilindro

base /ff””E;““Fﬂa\

[

geratriz
altura h

eixo

~geratriz

base
Fonte: IEZZI et.al., 2016, p.192

Os elementos do cilindro sao: bases, eixo, altura e geratriz. As bases sao os circulos
paralelos e congruentes C e C’ de centro O e O’ eraiosr e r’ (r = r’). O eixo ¢ a reta que
contém os centros dos circulos (OO’). Altura é a distancia entre os planos paralelos que
contém as bases (h). Ja as geratrizes sao os segmentos de reta paralelos a dire¢ao da reta
s, cujos extremos estdo em pontos das circunferéncias das bases (g).

Esses solidos geométricos sao classificados de acordo com a inclinacao da geratriz
em relacao aos planos de sua base. Assim, eles podem ser obliquos ou retos. O cilindro
é obliquo quando a geratriz é obliqua aos planos das bases. Mas ele serd reto quando
a geratriz ¢ perpendicular aos planos das bases. Neste caso, a geratriz é a altura do

cilindro. Existe também o cilindro equilatero que é todo cilindro reto cuja altura é igual

ao didAmetro da base.
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Figura 34: Classificacao dos cilindros
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i
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r
cilindro reto cilindro obliquo

Fonte: IEZZI et.al., 2016, p.193.

-

Contudo, para o célculo da area desse solido, faz-se necessario observar sua plani-

ficacao.

Figura 35: Planificacao do cilindro

- bl r -

Fonte: DANTE, 2016, p.72.

Apos observar a figura, conclui-se que a area da superficie de um cilindro reto é
calculada assim:
Ar =2.Agp+ AL
Ap =2.mr? + 2.wr.h

Ar =27 (r+h) (19)

- Area da base (Ap) ¢ a area do circulo de raio r dada por .72

- Area lateral (A7) é a 4rea do retangulo de lados 27R e h, dada por (A;) = 2.7.R.h
- Area total (A7) é a soma da area lateral com a area das bases.
Portanto, a 4rea do cilindro é o somatoério da area lateral com o dobro da area de

uma das bases.
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5.3.2 Area do cone

Cone é um solido geométrico que possui uma superficie arredondada, que é sua
lateral, e uma superficie plana, que é uma base em formato de circulo. Em um cone reto,
sua formacao é dada pela rotagdo de um triangulo retangulo (figura geradora) em torno
do eixo.

Figura 36: Figura geradora do cone

— Eixo

Figura Geradora

Base

Fonte: Elaborada pelo autor

Considere um circulo C, de centro O e raio r, em um plano a e um ponto V nao

pertencente ao plano.

Figura 37: Cone e seus elementos
/eixo

vértice ;

| geratriz./ v/ \ altura (h)

base

Fonte: LEONARDO, 2016, p.142.

No tocante a figura acima, o cone corresponde a reuniao de todos os segmentos de
reta com uma extremidade em V e outra no circulo C.

Os elementos que compoem um cone sao: base, vértice, eixo, geratrizes e altura.
A base ¢ o circulo C de raio r e o Centro O. O vértice é o ponto externo ao plano (V).
O eixo é o segmento de reta que liga o vértice ao centro da base (VO). As geratrizes sao
segmentos de retas com extremidades em V e na circunferéncia de base do cone. J& a
altura do cone é o segmento de reta perpendicular tracado do vértice ao plano que contém
a base (h), sendo que no cone reto, a medida do eixo coincide com a da altura.

O solido geométrico em estudo é classificado de acordo com a inclinagao do eixo em
relagao ao plano que contém a base. Ele pode ser cone reto quando o eixo é perpendicular
a0 plano que contém a base, mas serd cone obliquo quando nao o for. Além disso, ele
também pode ser cone equilatero, quando este for cone reto e a medida da mediatriz for

igual ao dobro do raio da base (g = 2r).
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Figura 38: Classificacao dos cones

§ cone reto » cone obliguo

Fonte: IEZZI et.al., 2016, p.201.

Em relacao ao calculo da area de um cone, é mais perceptivel quando se observa a

planificacao desse soélido.

Figura 39: Planificacao do cone

T,
~
superficie ~0Q
lateral
r:-raio de base
—_2ar h:altura
Planificado g: geratriz

Fonte: DANTE, 2016, p.78.

Apoés analisar a figura acima, a conclusao é que o calculo da area da superficie de

um cilindro reto é assim representada:

Ar=Ap+ AL

Ar=mri+nrg

Ar =mor(r+g) (20)

- Area da base (Ap) ¢ a 4rea do circulo de raio r dada por 7.r%

- Area lateral (A7) é a area do setor circular tal que o raio é o comprimento g da geratriz

e 0 arco tem comprimento igual da circunferéncia da base do cone (27r).
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Como a area desse setor é diretamente proporcional ao comprimento do arco que

o define, tem-se:

comprimento do arco do setor _ darea do setor
comprimento da circun feréncia de raio g Grea do circulo
2m.r _ ALateral
27.q T.g2

(2n.r)(7.g°)

ALateral - a_
21.g

ALateral = W-T-g‘ (21)

- Area total (A7) é a soma da area lateral com a area da base.

5.3.3 Area da esfera

Esfera é um s6lido geométrico formado por todos os pontos do espago e com uma
superficie curva continua, cujos pontos estao equidistantes do centro, podendo ser igual
ou menor que o raio. A esfera pode ser obtida através do movimento de rotacao de um
semicirculo (figura geradora) em torno de seu diametro, formando uma superficie esférica.

E importante diferenciar esfera de superficie esférica. Esta é gerada pela "rotacio
de uma semicircunferéncia em torno de um eixo que contém seu diametro", ou seja, a
casca, e a aquela é o "s6lido de revolucao gerado pela rotagao de um semicirculo em torno

de um eixo que contém o didmetro", ou seja, todo o contetdo. (IEZZI, 2016, p. 213)

Figura 40: Figura geradora da esfera

Figura geradora

Fonte: Elaborada pelo autor
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Considere um ponto C do espago e um segmento de reta de medida r.

Figura 41: Esfera e seus elementos
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Fonte: Elaborada pelo autor

Analisando a figura acima, conclui-se que esfera é "conjunto de todos os pontos no
espaco cuja distancia do ponto O é menor ou igual a r"(BALESTRI, 2016, v. 3, p. 107).

Nesse contexto, a esfera possui os seguintes elementos: polos, equador, paralelo,
meridiano, eixo e raio. Os polos sao os pontos de intersecao da superficie esférica com o
eixo (P1 e P2). O equador ¢ a circunferéncia do circulo (secao) obtido ao se intersectar
a esfera por um plano perpendicular ao eixo, pelo centro da esfera, o qual a divide em
hemisférios ou semiesferas. O paralelo é qualquer circunferéncia do circulo obtida ao
se intersectar a esfera por um plano perpendicular ao eixo. J& o meridiano é qualquer
circunferéncia do circulo obtida ao se intersectar a esfera por um plano que contém seu
eixo. Este, por sua vez, é a reta que passa pelo centro da esfera.

Diferentemente do cilindro e do cone, alguns autores consideram sua planificacao

impossivel, contudo outros afirmam ser dificil, mas possivel.

Figura 42: Planificacao da esfera

Fonte: HARTUNG, 2010
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Apos verificar sua planificacao, é importante entender o calculo da area da super-
ficie esférica. Considerando uma esfera de centro O, raio de medida R e area da superficie
correspondente a A e outra esfera também de centro O e raio de medida R + x, sendo x
um nimero real positivo, conclui-se que as duas esferas sao concéntricas, conforme figura

abaixo.

Figura 43: Area da superficie esférica

Fonte: Elaborada pelo autor

O solido limitado por essas duas esferas parece com uma placa solida de espessura
pequena, ou seja, parece uma "casca", formada por segmentos de reta cujo comprimento é
x, o qual tende a zero. O volume V desse solido limitado pelas duas esferas é aproximado a
A.x (4rea da superficie vezes espessura da superficie), cujo raio € R. O volume V' também

pode ser expresso pela diferenca entre os volumes das duas esferas. Portanto,

4
Az = l(Rg + 3R?z + 3Rx? + x°® — R?)

3
A.x 9 9
47 9 9
A= ?(3R + 3Rx + x?)

Se z tende a 0, as parcelas 3Rx e 22 também tendem a zero.

4
A= §(3RQ)

AEsfera = 4.7T.R2 (22)

Conclui-se, portanto, que (22)) ¢ a area de uma superficie esférica de raio medida R.
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6 MATERIAIS MANIPULAVEIS

Apoés abordar os contetdos de Geometria que foram utilizados em sala de aula,
faz-se necessario explanar os métodos e instrumentos de seu ensino. Como essa area
da Matemaética ¢ importante e exige muito da imaginagao e criatividade dos alunos, o
professor necessita de novos recursos para incentivar a participacao do aluno no processo
de ensino e aprendizagem, devendo levar em conta os aspectos recreativos e ladicos das
motivacoes pessoais e o desejo de realizar atividades em grupo.

Tais praticas pedagogicas também devem favorecer a exploracao e a resolucao de
situacoes problemas através da construcao e organizacao de ideias dos alunos. Assim, a
criacao, fabricacao e utilizagao dos materiais manipulaveis em sala de aula torna-os um
recurso pedagdgico util no aprendizado.

Nesse sentido, a adocao de métodos de aprendizado ativo e interativo esta prevista
nos Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio (PCNEM)]

Se hd uma unanimidade, pelo menos no plano dos conceitos entre edu-
cadores para as Ciéncias e a Matemaética, é quanto & necessidade de se
adotarem métodos de aprendizado ativo e interativo. Os alunos alcan-
cam o aprendizado em um processo complexo, de elaboragao pessoal,
para o qual o professor e a escola contribuem permitindo ao aluno se
comunicar, situar-se em seu grupo, debater sua compreensao, aprender
a respeitar e a fazer-se respeitar; dando ao aluno oportunidade de cons-
truir modelos explicativos, linhas de argumentagao e instrumentos de
verificacdo de contradigoes; criando situagdes em que o aluno é insti-
gado ou desafiado a participar e questionar; valorizando as atividades
coletivas que propiciem a discussao e a elaboracao conjunta de ideias e
de praticas; desenvolvendo atividades ladicas, nos quais o aluno deve se
sentir desafiado pelo jogo do conhecimento e nao somente pelos outros
participantes (BRASIL, 2000, p.52).

Outro ponto a ser destacado é que a Geometria estd relacionada ao mundo em
que vivemos, porém existe a dificuldade dos alunos na passagem do concreto para o
abstrato. Esse bloqueio na habilidade de visualizacao ("ver"no espaco) esta presente
principalmente na Geometria Espacial, pois nao ¢ tarefa facil imaginar um sélido através
de sua planificacdo ou compreender figuras geométricas espaciais expostas no quadro
(MORAES, 2014).

De acordo com Kaleff (2003, p.16), "especificamente no contexto geométrico, a
habilidade da visualizacdo assume importancia fundamental. Ao visualizar objetos geo-
métricos, o individuo tem possibilitado o controle sobre o conjunto das operacoes mentais
basicas exigidas no trato da Geometria".

A mesma autora também ressalta que existe diferenca entre percepcao visual e

percepcgao espacial. A primeira se refere & representacao concreta do que esta se vendo,

470s Parametros Curriculares Nacionais (PCN) sdo um conjunto de propostas que trazem sugestdes,
objetivos e fundamentacao tedrica dentro de cada area, com a intengdo de subsidiar o trabalho docente
nas escolas (SILVA; VICTER, 2017, p. 19).
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isto é, a apreciacao do objeto através da visao. Enquanto, a segunda trata da imagem

mental construida a partir do contato e da manipulacao do mesmo.

Criancas pequenas percebem o espago & sua volta por meio do conjunto
de seus sentidos, isto é, o conhecimento dos objetos resulta de um con-
tato direto com os mesmos. E a partir deste contato com as formas do
objeto, a textura e as cores do material de que ele é composto, bem
como da possibilidade de sua manipulacao, que tem origem a constru-
¢ao de uma imagem mental, a qual permitird evocar o objeto na sua
auséncia. Assim é que a crianca vai formando um conjunto de imagens
mentais que representam o objeto, as quais sao envolvidas no raciocinio.
A partir deste ponto, ela podera vir a representar com sucesso o objeto
observado, através da elaboragdo de um esbogo grafico ou de um modelo
concreto. (KALLEF, 2003, p.16). Grifo nosso.

Assim, a habilidade de visualizacao mental é melhor desenvolvida & medida que
se d& estimulos visuais para que ocorra a construgao das imagens mentais. Assim, o
uso de materiais concretos ou manipulaveis, como estratégias pedagobgicas, ird auxiliar

positivamente nessa transicao do concreto para o abstrato.

(...) os materiais manipulaveis sdo fundamentais se pensarmos em ajudar
as criancas na passagem do concreto para o abstrato, na medida em que
eles apelam a varios sentidos e sao usados pelas criancas como uma
espécie de suporte fisico numa situacao de aprendizagem. Assim sendo,
parece relevante equipar as aulas de Matematica com todo um conjunto
de materiais manipulaveis (cubos, geoplanos, tangrans, réguas, papel
ponteado, &dbaco, e tantos outros) feitos pelo professor, pelo aluno ou
produzidos comercialmente, em adequagao com os problemas a resolver,
as ideias a explorar ou estruturados de acordo com determinado conceito
matematico. (SILVA; MARTINS, 2000, p.4). Grifo nosso.

Para auxiliar o desenvolvimento da capacidade de visualizagao, Moraes (2014) su-
gere que o professor pode utilizar embalagens que se assemelham com as figuras espaciais
para desenvolver imagens mentais, usar modelos que representem os soélidos que estao
sendo estudados para formarem uma imagem dos mesmos ou trabalhar com as planifica-
coes dos solidos, facilitando a conexao entre os elementos do plano e espaco.

Neste sentido, Kaleff (2003, p. 17) afirma que:

Apesar das muitas controvérsias sobre a forma pela qual a visualizacdo
se processa em nossa mente, é importante que ocupe seu lugar no ensino
da Geometria, pois a habilidade da visualizacdo pode ser desenvolvida
até certo ponto, se for disponibilizado ao individuo um apoio didatico
baseado em materiais concretos representativos do objeto geométrico
em estudo. O material concreto permite ao individuo efetivamente ver
o objeto de seu estudo.

Diante dessas consideracoes, faz-se necessario um breve estudo sobre materiais

manipulaveis.
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6.1 Origem, Definigao e Vantagens dos Materiais Manipulaveis

A historia dos recursos didéatico-pedagogicos se confunde com a historia da mate-
matica e de seu ensino. Acredita-se que nas civilizacoes mais antigas utilizavam diversos
objetos que estavam ao seu redor para contar, medir e registrar essas informacgoes, cujo
objetivo era facilitar e organizar suas rotinas diarias.

No comeco da histéria da humanidade, por nao usarem a escrita, a contagem era
registrada com materiais disponiveis no dia a dia. O homem primitivo usava como simbolo
para sua marcacao em ossos, pedacos de madeira ou nas paredes, os quais fazia um traco
para cada animal. Também utilizaram as pedras para saber a quantidade do rebanho ou
alimento, e mais tarde adotaram os noés em cordas.

No tocante & medigdo, os povos antigos (egipcios, babilonicos, assirios, chineses,
persas e gregos) tinham padroes diferentes para medir. As medidas eram baseadas em
partes do corpo, como o cumprimento do pé (passada e jarda), a largura da mao (palmo),
a grossura do dedo (polegada), a braca ou o cubito (distancia do cotovelo & ponta do
dedo médio). Eles também usaram seixos, vara ou bastdao como unidade de medida do
comprimento.

Portanto, provavelmente, esses foram os primeiros materiais manipulaveis utiliza-

dos pelo homem.

Foi através da contagem e da manipulacdo de objetos, que se come-
cou a criar regras, padroes e teorias, ampliando o conceito dos nimeros
e surgindo diversos materiais que auxiliam todo o estudo subjacente &
Matematica. Desde entao, muitos materiais sao desenvolvidos em torno
desta ciéncia e, como tal, na educacao sao considerados recursos funda-
mentais para a compreensao e construcao do conhecimento mateméatico
(CAMACHO, 2012, p. 24).

Neste sentido, faz-se necessario compreender o conceito de Materiais Manipuléaveis.
No entanto, percebe-se que existem concepcoes de diversos autores acerca do assunto,
dentre eles Zabala, Ribeiro e Camacho. Eles, por sua vez, utilizam nomenclaturas dife-
rentes, como material curricular, recurso educativo, recurso didatico, material didatico
ou instrucional, material estruturado, material manipulativo, material concreto, mate-
rial manipulavel, instrumentos de aprendizagem, objetos de aprendizagem ou artefatos
didéticos.

Segundo Zabala (1998), a nocao de material curricular é ampla, pois inclui todos
os materiais usados pelo professor e cujas finalidades sao orientar, guiar, exemplificar,
ilustrar, propor e divulgar. Para o autor, os materiais curriculares sao "meios que ajudam
a responder aos problemas concretos que as diferentes fases do processo de planejamento,
execugao e avaliagao lhes apresentam"(ZABALA, 1998, p.168).

Para Graells (2000 apud CAMACHO, 2012, p. 24), os recursos educativos sdo
"todos os materiais que sao usados de modo a facilitar os processos de ensino e de apren-

dizagem", desde que utilizado num contexto de formacao especifica. Mas esse autor
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também distingue os recursos educativos de materiais didaticos, sendo que estes sao cria-
dos "especificamente" para facilitar a aprendizagem, nos quais os materiais manipuléveis
estao inclusos.

Ja Chamorro (2003 apud CAMACHO, 2012, p. 26) conceitua recursos didaticos
como "todos os recursos que sejam criados, produzidos e aplicados na acao educativa e
que promovam o desenvolvimento do processo cognitivo", os quais servem de apoio ao
professor enquanto leciona. A autora também diferencia recursos didaticos de materiais
didaticos, sendo que estes sao todos os materiais manipulaveis usados em sala de aula que
permitem aos alunos obterem resultados finais em suas atividades.

Para Mansutti (1993, p. 17), o conceito de material didatico ou material instru-
cional, criado a partir do significado das palavras "material" e "instruir", ¢ "um recurso
utilizado durante a acdo do professor em que se conjuga a aprendizagem e a formacao".

Sobre o mesmo tema, dois autores se complementam Hole e Ribeiro. Segundo
Hole (1977), os materiais podem ser didaticos ou estruturados. Os materiais didaticos
sao todos os meios de aprendizagem e ensino, enquanto os estruturados sao "uma colecao
de objetos, configurados de maneira & corporizarem, de forma apropriada, uma ou mais
estruturas matematicas" (HOLE, 1977, p. 150), ou seja, apresentam ideias matematicas
definidas.

Analisando essa classificagdo, Ribeiro (1995) concluiu que o material estruturado
é o mesmo material manipuldvel e acrescentou a essa classificacao o material nao estru-
turado. Segundo o autor, o material estruturado ou manipulavel é qualquer objeto con-
creto/instrumento que, através dos sentidos e da sua manipulagio, incorpora conceitos
matematicos, relacionando as partes com o todo, e cujo objetivo é promover a apren-
dizagem. Ja o material nao estruturado consiste naquele que, ao ser concebido, "nao
corporizou estruturas matematicas, nao foi idealizado para transparecer um conceito ma-
tematico, nao apresentando por isso uma determinada funcao, dependendo seu uso da
criatividade do professor"(RIBEIRO, 1995, apud CAMACHO, 2012, p. 27).

Ja o material manipulativo, segundo Caldeira (2009, p. 223),

constitui um instrumento para o desenvolvimento da matematica, que
permite ao individuo realizar aprendizagens diversas. O principio bé-
sico referente ao uso dos materiais consiste em manipular objectos e
"extrair" principios matemaéticos. Os materiais manipulativos devem re-

presentar explicitamente e concretamente ideias matemaéticas que sao
abstractas.

No tocante ao material concreto, Brito e Bellemain (2008) restringe-o aos objetos
que o aluno pode manipular com suas proprias maos, sem necessariamente apreender
os contetidos mateméaticos em questdo. E Lorenzato (2006, p. 18) conceitua-o como
"qualquer instrumento 1til ao processo de ensino e aprendizagem". Portanto, material
concreto pode ser qualquer objeto concreto que, quando manipulados pelo aluno e pelo

professor, fornecam uma oportunidade para atingir certos objetivos.
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O material manipulavel foi conceituado por Reys (1982, p. 5) como "os objetos ou
coisas que o aluno é capaz de sentir, tocar, manipular e movimentar. Podem ser objetos
reais que tém aplicacao no dia a dia ou podem ser objetos que sao usados para representar
uma ideia". J4 para Serrazina (1991, p. 37) os materiais manipulaveis sdo "objetos,
instrumentos ou outros meios que podem ajudar os alunos a descobrir, a entender ou
consolidar conceitos fundamentais nas diversas fases da aprendizagem".

Também sobre materiais manipulaveis, Vale (1999, p. 112) conceitua como "o
material concreto, de uso comum ou educacional, que permita, durante uma situacao de
aprendizagem, apelar para os varios sentidos dos alunos devendo ser manipulados e que se
caracterizam pelo envolvimento ativo dos alunos, por exemplo, o dbaco, geoplano, folhas
de papel, etc".

Apos refletir acerca das concepcoes de diversos autores, Camacho conclui que

os materiais manipuldveis sao materiais lidicos, pedagogicamente estru-
turados para a aprendizagem dos diversos conteidos mateméticos, uma
vez que, através da sua utilizacao, estes propiciam uma melhor intera-
¢ao e socializacao entre os alunos, contribuindo para uma maior troca e
partilha de ideias entre os mesmos. (CAMACHO, 2012, p. 27).

Neste sentido, os materiais manipulaveis possuem diversas e distintas explicacoes
ou nomenclaturas na literatura, mas, por vezes, elas se confundem ou sao considerados
como sinonimos. Assim, dentre as nomenclaturas acima expostas, o pesquisador optou
por usar a termologia materiais manipulaveis.

Portanto, conclui-se que materiais manipulaveis sao os objetos, recursos ou ins-
trumentos fisicos, concretos, didaticos, ladicos, dindmicos e intuitivos que, através dos
sentidos e da sua manipulacao, proporciona a construgao, estruturacao, compreensao e
concretizacao dos conceitos matematicos, além de propiciar uma melhor interagao, socia-
lizacao e partilha de ideias entre os alunos e promover a aprendizagem.

Hodiernamente, existem varios materiais manipulaveis, como geoplanos, torres de
Hanoi, abaco, blocos l6gicos, barra de cuisenaire, pentaminés, material multibésico, cal-
culador multibasico, polydron, variados jogos para diversos contetidos matematicos, pasta
com letras de musica envolvendo matemaética, tangram, solidos geométricos e calculadoras.

Eles também podem ser construidos de variados elementos, como madeira, papel-
cartao, palitos e massa de modelar, varetas e canudos, linha, quebra-cabeca e outros
materiais que sirvam de representacao para gerar a imagem mental. Com isso, o professor
pode exercitar a producao pelos alunos ou utilizar a forma industrializada. Assim, este
estudo explorou os materiais manipulaveis de papel-cartao, produzidos pelos alunos com
uso de régua e compasso, cujo molde veio da planificacao dos s6lidos geométricos, os quais
foram utilizados para o céalculo de suas areas.

O uso desses recursos didaticos na metodologia de ensino da Matematica é tao

importante que se encontra exposto nos Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio
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(PCNEM):

Aulas e livros, contudo, em nenhuma hipotese resumem a enorme diver-
sidade de recursos didaticos, meios e estratégias que podem ser utilizados
no ensino das Ciéncias e da Mateméatica. O uso dessa diversidade é
de fundamental importancia para o aprendizado porque tabe-
las, graficos, desenhos, fotos, videos, cameras, computadores
e outros equipamentos nao sao s6 meios. Dominar seu manuseio
é também um dos objetivos do préprio ensino das Ciéncias, Matemé-
tica e suas Tecnologias. Determinados aspectos exigem imagens e, mais
vantajosamente, imagens dindmicas; outros necessitam de calculos ou de
tabelas de grafico; outros podem demandar expressoes analiticas, sendo
sempre vantajosa a redundancia de meios para garantir confiabilidade
de registro e/ou reforco no aprendizado (BRASIL, 2000, p. 53). Grifo

110S80.

Além disso, as Orientacoes Educacionais Complementares aos Parametros Curri-
culares Nacionais (PCNEM+), no item de unidades tematicas da Matematica, reforca o

uso de instrumentos para auxiliar na compreensao da Geometria Espacial.

2. Geometria espacial: elementos dos poliedros, sua classificacao e repre-
sentacao; sélidos redondos; propriedades relativas & posicao: interseccao,
paralelismo e perpendicularismo; inscri¢ao e circunscricao de sélidos. -
Usar formas geométricas espaciais para representar ou visuali-
zar partes do mundo real, como pegas mecanicas, embalagens
e construgoes. - Interpretar e associar objetos sdlidos a suas
diferentes representagoes bidimensionais, como projegoes, pla-
nificagoes, cortes e desenhos (...) (BRASIL, 2006, p. 125). grifo
nosso

Devido sua importancia no ensino dos diferentes contetidos da Matemética, faz-se
necessario destacar as vantagens da utilizagao dos materiais manipulaveis para a apren-

dizagem. Segundo Sarmento (2010, p.4), as principais vantagens sao:

a) Propicia um ambiente favoravel & aprendizagem, pois desperta a cu-
riosidade das criangas e aproveita seu potencial ladico; b) Possibilita o
desenvolvimento da percepc¢ao dos alunos por meio das interagoes reali-
zadas com os colegas e com o professor; ¢) Contribui com a descoberta
(redescoberta) das relagdoes matematicas subjacente em cada material;
d) E motivador, pois d4 um sentido para o ensino da Matematica. O
contetdo passa a ter um significado especial; e) Facilita a internalizacao
das relagoes percebidas.

Serrazina (1991) defende que a utiliza¢do de materiais manipulativos devidamente

selecionados permitem os seguintes beneficios:

a) Diversificar as atividades de ensino; b) Realizar experiéncias em torno
de situagbes problemaéticas; ¢) Representar concretamente ideias abstrac-
tas; d) Analisar sensorialmente dados necessarios a formacgao de concei-
tos; e) Dar oportunidade aos alunos de descobrir relagbes e formular
generalizagoes; f) Envolver activamente os alunos na aprendizagem; g)
Respeitar as diferencas individuais; h) Aumentar a motivagdo (SERRA-
ZINA, 1991 apud CALDEIRA, 2009, p. 230).
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J& o uso de materiais manipuléveis, como estratégica pedagdgica no ensino da Geo-
metria, tem os seguintes objetivos: a) utilizar um suporte da materialidade, sem perder os
valores educativos, aproximando o abstrato da realidade; b) reavivar o papel de destaque
dessa disciplina, envolvendo atividades lidicas e dinamicas que possam prender a atencao
dos alunos; e c) reverter significativamente esse terrivel quadro de negac¢ao & matematica,
visando o reconhecimento merecido e aprendizagem dos discentes de forma inovadora e
estimulante. E perceptivel a relevancia da utilizacdo dos materiais manipulaveis em sala
de aula, contudo é importante destacar que o professor deve conhecé-los, té-los e saiba
como aplica-los pedagogicamente antes de inseri-lo em sala de aula. Assim, o docente é o
responsavel por decidir como, quando e porqué da utilizagao apropriada desse material,
adequando-o ao conteudo a ser explorado e utilizando-o de forma moderada e prudente
para que nao se torne apenas um brinquedo para o aluno.

Neste sentido, o professor é o orientador nesse processo, em que propoe novos de-
safios e estimula os alunos a desempenharem um papel mais ativo na sua propria apren-
dizagem. Ja para Passos (2006, p.78), "os materiais didaticos servem como mediadores
para facilitar a relacdo professor/ aluno/ conhecimento no momento em que um saber
estd sendo construido".

Corroborando com isso, os PCNEM dispoem.

Sem pretender estabelecer qualquer hierarquia de prioridades, rapida-
mente descreveremos alguns aspectos, conceitos ou instrumentos didé-
ticos partilhados no ensino de todas as ciéncias e no da Matematica,
comecando por consideracdes sobre o papel do professor, que, conhe-
cendo os contetdos de sua disciplina e estando convicto da importancia
e da possibilidade de seu aprendizado por todos os seus alunos, é quem
seleciona conteudos instrucionais compativeis com os objetivos definidos
no projeto pedagdgico; problematiza tais contetdos, promove e media o
didlogo educativo; favorece o surgimento de condi¢es para que os alu-
nos assumam o centro da atividade educativa, tornando-se agentes do
aprendizado; articula abstrato e concreto, assim como teoria e préatica;
cuida da continua adequagao da linguagem, com a crescente capacidade
do aluno, evitando a fala e os simbolos incompreensiveis, assim como as
repeticoes desnecessarias e desmotivantes. (BRASIL, 2000, p. 51)

Portanto, verifica-se que a utilizacao dos materiais manipuléveis na sala de aula
como recursos mediadores favorecem a aprendizagem dos alunos, desde que os professores
saibam utilizd-los em sua totalidade. Neste sentido, o estudo abordou a influéncia do
uso de solidos geométricos feitos de papel cartao pelos proprios alunos no estudo de area

desses solidos.

6.2 Atividades com Materiais Manipulaveis

Neste Capitulo sao apresentadas as atividades propostas para o estudo das areas

dos solidos geométricos com o uso de materiais manipulaveis. Elas foram aplicadas nas

72



turmas do 3° Ano do Ensino Médio da rede publica estadual na cidade de Carolina/MA
do Centro Educa Mais Sertao Maranhense (CEMSM).

As atividades praticas aplicadas em sala de aula do segundo ciclo de oficinas ocu-
param um total de 4 (quatro) aulas, com duracdo de 2 (duas) horas cada uma. Como os
contetidos de figuras planas e solidos geométricos ja haviam sido ministrados, de forma
tradicional, no ciclo de aulas anterior para a amostra total (3 grupos de 7 alunos), foram
escolhidos apenas 14 alunos, os grupos A e C com 7 alunos cada, dos 21 (vinte e um)

alunos da amostra da pesquisa, para participar das aulas com materiais manipulaveis.

Figura 44: Alunos com materiais manipulaveis

EU  MATEMATICA

Na primeira aula, o pesquisador apresentou modelos de materiais manipulaveis
e entregou alguns moldes das planificacoes dos sélidos geométricos para que os alunos
previamente os produzissem. Entretanto, exigiu que fossem de tamanhos variados e que

o material deveria ser papel cartao, por ser mais resistente.

O

]

e T

Fonte: Registro fotografico realizado pelo autor

Na segunda aula, o professor reuniu todos os solidos geométricos fabricados pe-
los alunos e realizou a planificacao de alguns. Além disso, aproveitou tal recurso para

relembrar elementos como face, aresta e vértice.
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Figura 46: Prisma e Piramide planificados

B

Fonte: Elaborada pelo autor

A terceira e quarta aula foram usadas para os célculos das areas dos solidos geo-
métricos, os quais vém do processo de decomposicao, ou seja, o todo é a soma das partes.
Para facilitar o entendimento, apés planificagdo com os materiais manipuléveis, os alunos
foram capazes de reconhecer as figuras planas que os compdem, calcular suas areas e, ao

final, realizar o somatorio delas para encontrar a area do sélido estudado.

’f

Fonte: Registro fotografico realizado pelo autor

Para concluir esse ciclo de aulas com materiais manipuléveis, foi realizada outra
prova diagnostica com apenas um dos grupos da amostra (7 alunos), ja que a primeira ava-
liacao foi realizada no primeiro ciclo de aulas, sem os recursos mediadores. Vale ressaltar

que a anélise dos rendimentos obtidos pelos alunos sera realizada em capitulo posterior.
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7 GEOGEBRA

Além dos materiais manipulaveis, o professor também pode usar a tecnologia a

seu favor no ensino da matemética. Sabe-se que os avancos tecnoldgicos proporcionam

computadores e softwares cada vez mais avangados e dispositivos de multimidia e celulares

mais sofisticados. Tal situacao gera a insercao de criancas e jovens nesse mundo digital

cada vez mais cedo. Essas tecnologias digitais ja sao os principais meios de interacao social

e transformaram a forma de produzir, consumir, interagir, exercer a cidadania, aprender

e ensinar nessa sociedade contemporanea.

Diante deste cenario, o ambiente escolar nao poderia ficar de fora desse processo

de insercao tecnolodgica, em que é necessario realizar uma reforma educacional no sentido

de repensar os contetidos curriculares e os métodos utilizados pelos docentes. Na visao de

Gesser (2012):

As tecnologias estao trazendo progresso para a area da educagdo ge-
rando, deste modo, impacto no ensino. O perfil das novas geracoes tem
se modificado ao longo dos tempos e, neste segmento, também as es-
tratégias de conhecimento e acesso as informagodes mudaram, passando
a sociedade a promover novos métodos de acessibilidade disponiveis a
qualquer hora e em qualquer lugar. O processo de introducao das TICs
na Educacao é uma reforma que, como qualquer outra, sugere tempo,
meios e desempenho em vérios fatores.

Os Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio para a area de Matemética

também corroboram com tal pensamento.

Com o advento do que se denomina sociedade poés-industrial, a disse-
minagdo das tecnologias da informagdo nos produtos e nos servicos, a
crescente complexidade dos equipamentos individuais e coletivos e a ne-
cessidade de conhecimentos cada vez mais elaborados para a vida social
e produtiva, as tecnologias precisam encontrar espaco préprio no apren-
dizado escolar regular, de forma semelhante ao que aconteceu com as
ciéncias, muitas décadas antes, devendo ser vistas também como pro-
cesso, e nao simplesmente como produto. A tecnologia no aprendizado
escolar deve constituir-se também em instrumento da cidadania, para
a vida social e para o trabalho. No Ensino Médio, a familiarizacao
com as modernas técnicas de edi¢ao, de uso democratizado pelos com-
putadores pessoais, é s6 um exemplo das vivéncias reais que é preciso
garantir, ultrapassando-se assim o "discurso sobre as tecnologias" de uti-
lidade questionavel. E preciso identificar na Matematica, nas Ciéncias
Naturais, Ciéncias Humanas, Comunicacoes e nas Artes, os elementos de
tecnologia que lhes sao essenciais e desenvolvé-los como contetudos vivos,
como objetivos da educacao e, a0 mesmo tempo, como meios para tanto.
(BRASIL, 2000, p. 50)

Diante das iniimeras e rapidas mudancas tecnologicas, essas inovacoes devem ser

utiliz rm nscien i recisam ser ion vali mpi
tilizadas de forma consciente, pois "precisam ser selecionadas, avaliadas, compiladas e

processadas para que se transformem em conhecimento valido, relevante e necessario para
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o crescimento do homem como ser humano em um mundo alto sustentavel"(GADOTTI,
2002). Neste contexto, é importante a procura por metodologias inovadoras que propor-
cionem melhorias da qualidade do ensino e que se adequem ao novo tipo de aluno da
sociedade contemporanea.

Deste modo, os professores precisam se familiarizar com essas novas ferramentas
de ensino, planejar e escolher metodologias que direcionem os estudantes e favorecam o
processo ensino e aprendizagem. Nesse processo, o aluno torna um ser ativo na apropriacao
do conhecimento buscando um aprendizado significativo, os recursos didaticos sao usados
como instrumentos mediadores no ensino e o professor passa a ter o papel de orientador,
facilitador e motivador.

Dessa forma, o presente estudo apresenta a utilizacao do software GeoGebra como
outro instrumento mediador no ensino da Geometria Espacial. Tal recurso favorece a
construcao das figuras planas e dos solidos geomeétricos, que antes eram de forma estatica
e agora, com o recurso tecnolégico, apresenta-se de forma dinamica. Além disso, com a
visualizacao dessas figuras, proporciona o calculo de areas desses solidos de forma didatica,

que é o objeto desse estudo. Portanto, é a tecnologia a servico da educacao.

7.1 Definigao, Origem e Caracteristicas do GeoGebra.

A definicao de GeoGebra dada pelo proprio aplicativo em sua pagina "é um software
de matematica dinamica para todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra,
Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbolicos em um
tinico pacote facil de usar" (GEOGEBRA, 2019). O nome desse programa resultou das
contracdes dos termos Geometria (Geo) e Algebra (Gebra), mas suas aplica¢des nao se
limitam somente a esses dois campos da matematica, como ja observado.

O GeoGebra é um software educativo, gratuito e multiplataforma. Educativo, pois
¢ um software de matematica cujo principal objetivo é auxiliar, de forma dinamica, no
ensino da Matematica nas escolas, combinando funcionalidades que envolvem o uso de
geometria, algebra, calculos, estatisticas, tabelas e graficos em 3D, em um tnico sistema.

E um programa obtido gratuitamente pela internet, em que pode ser baixado
pelo sitio eletronico: <http://www.geogebra.org>, apos seguir instrucoes de instalagao
indicadas na pagina, cuja interface é simples, de facil utilizagao por todas as faixas etarias
e ja tem a versao em portugués. No site também possui um manual oficial, na versao 4.0,
no qual traz basicamente todas as instrugoes fundamentais de utilizacao do software em
portugueés.

Ele também é multiplataforma porque pode ser instalado em computadores com
sistemas operacionais Windows, Linux ou Mac OS, Chrome OS, além das versoes online
disponivel para o navegador Google Chrome e as versoes mobile para smartphones e
tablets como Android, iPad e Windows (HOHENWARTER, 2013) .
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O GeoGebra foi criado pelo austriaco Markus Hohenwarter, entre 2001 e 2002,
durante o seu projeto de mestrado, em Salzburg, Austria. Seu objetivo inicial era criar
um programa que integrasse caracteristicas de softwares de geometria dinamica e softwares
que utilizam um sistema algébrico computacional (SILVA, 2018).

Apos publicacao da dissertacao do mestrado na internet, muitos professores pro-
curaram o programa para usd-lo em sala de aula. Devido a enorme sucesso, Hohenwarter
aprimorou os estudos no desenvolvimento do software na sua tese de doutorado. Em
2006, o seu trabalho foi usado em um projeto de formagao de professores financiado pela
National Science Foundation’s (NSF) em parcerias com Universidade Atlantic e Escolas
do Condado de Broward, na Florida, cujo objetivo era melhorar a formacao do professor
em termos de tecnologia e realizar um feedback aos professores em relacao as aplicagoes
do GeoGebra em sala de aula (ARRUDA, 2014).

Em decorréncia do aumento da popularidade do software e a procura por cursos,
palestras e oficinas sobre o software, foram criadas solugoes virtuais para atender essas
demandas. Existem foruns, tutoriais, o GeoGebraWiki[ﬂ , GeogebraTube{ﬂ , além de
traducoes do GeoGebra, por voluntarios, para mais de 63 idiomas, incluindo o portugués
no Brasil. Atualmente, Hohenwarter continua liderando o projeto Geogebra no Centro de
Pesquisa em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Educa¢ao Matematica (FCR-STEM) na
Universidade Estadual da Florida em Tallahassee, nos EUA.

Mas para atender aos professores que necessitam de apoio e assegurar o desenvolvi-
mento técnico do Geogebra, desde 2007, criou-se o Instituto Internacional Geogebra (IGI),
"com o proposito de promover a aprendizagem o ensino da Matematica"(ARRUDA, 2014,
p. 52). No Brasil, os principais Institutos Geogebra sao em Sao Paulo, no Rio de Janeiro,
em Uberlandia-MG, no Parané, no Rio Grande do Norte e em Fortaleza.

As primeiras versoes utilizavam apenas a visualizacao bidimensional, mas em 2014
o software recebeu uma nova versao, o GeoGebra 3D, Beta, versao 5.0. Essa versao
trabalha com a geometria tridimensional, permitindo a criagao e interacao de objetos em
coordenadas (x,y,z), tais como pontos, linhas, poligonos, esferas e poliedros.

O software possui intimeras caracteristicas e vantagens em relacao aos outros pro-
gramas. Primeiro, retine geometria, algebra, cilculo e todas as ferramentas tradicionais de

um software de geometria dinamica, proporcionando construcoes dinamicas e interativas.

48Comunidade de usudrios que compartilham materiais didaticos interativos gratuitos, divulgam estu-
dos e novidades do GeoGebra. Seu enderego eletronico é http://tube.geogebra.org/?lang—en.

“Local na web em que os usuérios do software compartilham suas experiéncias e também divulgam
estudos e novidades do GeoGebra. Seu endereco eletronico é http://wiki.geogebra.org/en/Main Page.
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De acordo com Pinheiro (2017, p. 38), o Geogebra

é um software livre de matematica dinaAmica que permite, dentre outras
coisas, realizar construcoes de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos
e circunferéncias, tal como inserir algebricamente func¢oes e alterar. Ele
também é capaz de lidar com valores variaveis para pontos, vetores, retas
e de encontrar raizes e pontos extremos de fun¢ées. Além de dispor de
ferramentas para trabalhar com outras dreas da matematica tais como
estatistica, probabilidade e célculo diferencial e integral. Na sua versao
5 foi implementada a Janela de Visualiza¢ao 3D, que expandiu seu poder
nativo de atuagao para construcoes tridimensionais.

Segundo, o programa pode ser usado em diversos sistemas operacionais nos com-
putadores, tablets e smartphones, além de existir uma versao online do programa no
portal, que funciona diretamente no navegador da internet, e estd todo em Portugués.
Terceiro, a interface do programa é simples e de facil utilizacao, por ser uma ferramenta
intuitiva. Ele também permite que usuarios com conhecimentos de programacao criem
novas ferramentas e icones (SILVA, 2015).

Quarto, o programa possui varias funcionalidades e uma deles é o controle desli-
zante, o qual permite o movimento ou animacao dos objetos, haja vista a possibilidade de
compatibilizar um desenho geométrico e a algebra a ele relacionada (GOODWIN, 2017).
Quinto, o software pode exportar seus arquivos na extensao "html" e publicar em paginas
da internet para a socializagao do conhecimento cientifico.

A proposta deste trabalho de pesquisa é explorar o software educativo GeoGebra
como ferramenta pedagogica no processo de ensino e aprendizagem da geometria espacial,
o qual facilitard a construcao, visualizacao e compreensao das propriedades dos solidos
geométricos, permitindo a movimentacao sob diversas vistas, a planificacao de alguns dos

so6lidos estudados no ensino médio e o calculo de suas areas.

7.2 Principais Ferramentas do GeoGebra

O GeoGebra pode ser baixado do site ou usado online. A instalagdo do software
pode ser feita em computadores ou dispositivos mdveis através do site oficial e iniciar seu
uso com um clique no icone GeoGebra 5.0 visualizado na area de trabalho do aparelho ou
méaquina onde foi baixado o programa. Caso nao queira baixar, pode-se também utilizar
a interface do programa que fica disponivel site oficial.

Para entender melhor o programa, faz-se necesséaria a anélise da janela inicial do
GeoGebra. Ela é composta por uma barra de menus, barra de ferramentas, janela de
visualizacao, janela de algebra, campo para entrada de féormulas, conforme se visualiza na
Figura [48|
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Os dados sao inseridos no GeoGebra de duas formas, uma através do uso de ferra-
mentas que ficam disponiveis na "Barra de Ferramentas" e a outra através de comandos

escritos no "Campo de Entrada de Férmulas".

Figura 48: Interface do GeoGebra 5.0
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S — Campo de Entrada de formulas
Fonte: Elaborada pela autor

No Campo de Entrada permite operar o GeoGebra com a insercao de comandos
por escrito. A maioria das funcoes presentes na Barra de Ferramentas pode ser acessada
através de comandos no Campo de Entrada, contudo algumas funcoes do GeoGebra sé
podem ser ativadas por meio de comandos, ou seja, nao estao na Barra de Ferramentas.
A Janela de Algebra mostra a representacao algébrica dos objetos criados.

A Janela de Visualizagao, como o proprio nome diz, permite a visualizacao
bidimensional da representacao grafica dos objetos criados. Vale ressaltar que possui a
Janela de Visualizacao 3D, em que o objeto é representado tridimensionalmente. Assim,
a vantagem didatica do GeoGebra é que apresentam, em um tnico ambiente virtual, as
caracteristicas algébricas e geométricas do mesmo objeto (FREITAS, 2017).

A Janela de Disposigoes possui os atalhos para Gréfico, Janela CAS, Geometria,
Janela 3D, Planilha de Célculos e Probabilidade. Ja a Barra de Menu possui comandos
que tem fungbes coerentes com o proprio nome (Arquivo, Editar, Exibir, Op¢oes, Ferra-
mentas, Janela ou Ajuda) e estas possuem subcomandos que podem ser selecionados.

A Barra de Ferramentas contém as ferramentas necessarias para a utilizacao do
GeoGebra. No GeoGebra versao 5.0, os icones dessa barra sao: manipulagao, pontos, re-
tas, posicoes relativas, poligonos, curvas ou formas circulares, conicas, angulos e medidas,

translacao ou transformacao, visualizacao ou controles e exibicao.
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Figura 49: Barra de Ferramentas do GeoGebra
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Fonte: Software GeoGebra

Este icone @ representa as Ferramentas de Movimento, selecao ou manipulagao,
o qual agrupa trés opcoes: "Mover", "Rotagao em Torno de um Ponto", "Funcao & Mao
Livre" e "Caneta'.

A Ferramenta de Pontos B3 tem oito funcionalidades: "Ponto", "Ponto em Ob-
jeto", "Vincular/Desvincular Ponto", "Interse¢gao de Dois Objetos", "Ponto Médio ou
Centro", "Numero Complexo", "Otimizacao" e "Raizes".

A Ferramenta de Retas B possui sete alternativas: "Reta", "Segmento", "Seg-
mento com Comprimento Fixo", "Semirreta", "Caminho Poligonal", "Vetor" e "Vetor a
partir de um Ponto".

A Ferramenta de Retas Especificas ou posicoes relativas B exibe oito ramificacoes:
"Reta Perpendicular", "Reta Paralela", "Mediatriz", "Bissetriz", "Reta Tangente", "Reta

Polar ou Diametral", "Reta de Regressao Linear" e "Lugar Geométrico".

A Ferramenta de Poligonos 2 mostra quatro icones: "Poligono", "Poligono Re-
gular", "Poligono rigido" e "Poligono semideformavel”.

A Ferramenta de Circulos e Arcos, Curvas ou Formas Circulares D se subdividem
em sete opcoes: "Circulo dados Centro e Um de seus Pontos", "Circulo dados Centro e
Raio", "Compasso", "Circulo definido por Trés Pontos", "Semicirculo", "Arco Circular”,
"Arco Circuncircular", "Setor Circular" e "Setor Circuncircular".

A Ferramenta de Cénicas @ apresenta quatro funcionalidades: "Elipse"”, "Hipér-
bole", "Parabola" e "Conica definida por Cinco Pontos".

A Ferramenta de Angulos e Medidas [ ¢ dividida em seis itens: "Angulo", "An-
gulo com Amplitude Fixa", "Distancia, Comprimento ou Perimetro", "Area", "Inclina-
cao", "Lista" e "Inspetor de Funcoes".

A Ferramenta de Translacao ou Transformacao BT consiste seis possibilidades de
utilizacao: "Reflexdao em Relacao a uma Reta", "Reflexdo em Relagao a um Ponto",
"Reflexdo em Relagdo a um Circulo (Inversdo)", "Rotagdo em Torno de um Ponto por
um Angulo”, "Translacio por um Vetor" e "Homotetia dados Centro e Razao".

A Ferramenta de Visualizacao ou Controles = tem sete opcoes: "Controle des-
lizante", "Texto", "Inserir Imagem", "Botao", "Caixa para obter/ esconder objetos" e
"Campo de Entrada". Vale destacar que a ferramenta controle deslizante foi um dos
acréscimos a esta versao, a qual permite a manipulacao dos graficos e modificacoes numa
funcao, possibilitando a visualizacao dos entes matematicos.

A Ferramenta de Exibicao [z possui sete icones de funcionalidades: "Mover Janela
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de Visualiza¢ao", "Ampliar", "Reduzir", "Exibir/Esconder Objeto", "Exibir/Esconder
Rotulo", "Copiar Estilo Visual" e "Apagar Objeto".

Vale ressaltar que, a versao utilizada neste trabalho, possui a janela de visualizacao
tridimensional (3D), a qual permite a construgio de solidos geométricos. Destaca-se que
o calculo da area destes é o objeto desse estudo e para construi-los foi muito utilizado
esta tela 3D.

Para conseguir trabalhar com a visualizagao 3D, deve-se clicar no menu "Exibir" e
na opcao "Janela de Visualizacao 3D" ou teclar conjuntamente as teclas Ctrl, Shift e 3
ou até mesmo na Janela de Disposicoes no canto direito da tela inicial, o que modifica a

janela.

Figura 50: Interface de Visualizacao 3D

Fonte: GeoGebra 5.0

E notorio observar que a Barra de Ferramentas na visualizagao em 3D também

sofre algumas alteracoes, conforme Figura [51}

Figura 51: Barra de Ferramentas na visualizacao em 3D
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Fonte: GeoGebra 5.0

Alguns itens mantiveram os recursos de manipulacao com pequenas alteracoes em
relacao as Ferramentas 2D, mas foram acrescentadas outras ferramentas que permitem a
exibicao tridimensional: "Intersecao de duas superficies", "Planos", "So6lidos Geométri-
cos" e "Esfera".

A Ferramenta "Intersecio de duas superficies" ® nao possui subitens. Ja a fer-
ramenta "Planos" *. possui 4 subdivisoes: "Plano por trés pontos", "Planos", "Planos
Perpendicular" e "Plano Paralelo".

A Ferramenta "Soélidos Geométricos" *"‘-’"@*, a que sera mais utilizada neste trabalho,

divide-se em: "Piramide", Prisma", "Fazer extrusao para Piramide ou Cone", "Extrusao
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para Prisma ou Cilindro", "Cone", "Cilindro", "Tetraedro", "Cubo" e, principalmente
para esta pesquisa, "Planificacao".

A Ferramenta "Esfera" @ divide-se em "Esfera dados Centro e Um de Seus Pon-
tos" e "Esfera dados Centro e Raio". Vale destacar que a Barra de icones da Janela de
Visualizagao 3D oferece um conjunto de ferramentas titeis para construir objetos, realizar
movimentos e modificar propriedades de objetos.

Apo6s uma breve abordagem sobre as principais ferramentas do Software GeoGebra,
o estudo abordou a influéncia do GeoGebra no ensino de areas dos solidos geométricos na

sala de aula.

7.2.1 Atividades com o GeoGebra

Neste capitulo é apresentado um recurso mediador que auxilia no processo de ensino
aprendizagem do estudo de areas dos solidos geométricos: o GeoGebra. A pesquisa foi
realizada com 21 (vinte e um) alunos, divididas em 3 (trés) grupos (A, B e C) de 7 (sete)
alunos. Contudo apenas 14 (quatorze) alunos (grupo B e C) participaram das oficinas
com o software, cujo objetivo é realizar, a posteriore, um quadro comparativo entre os
trés grupos pesquisados.

Apo6s o primeiro ciclo de aulas tradicionais e o segundo com o auxilio dos materiais
manipulaveis, as atividades préaticas do terceiro ciclo de oficinas utilizaram GeoGebra
como recurso mediador no processo de ensino e aprendizagem. Esse ciclo foi realizado com
o 3° Ano do Ensino Médio no laboratoério de informatica do Centro Educa Mais Sertao
Maranhense (CEMSM) da cidade de Carolina/MA no turno vespertino e foi composto de
5 (cinco) aulas com duracao de 2 (duas) horas cada, as quais sao descritas na proxima

secao.

Figura 52: Alunos na sala de informatica

— et
Fonte: Registro fotografico realizado pelo autor
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7.2.2 12 aula - apresentacao das principais ferramentas do GeoGebra e cria-

c¢ao das figuras planas.

Nesta primeira aula o professor relatou a breve historia da criacao do software Ge-
oGebra e sua utilidade. Em seguida, pediu que os alunos abrissem o programa GeoGebra
5.0 que ja havia instalado na area de trabalho de cada computador. Depois, foi projetada
no quadro, através do data show, a tela do software GeoGebra, em que ele designava os
comandos e os alunos os reproduziam no GeoGebra instalados nos computadores. Nessa
tela, o pesquisador também apresentou os icones, as ferramentas, os comandos e as jane-
las indicativas de visualizacao geométricas e algébrica do programa para que os discentes
percebessem que o Geogebra pode ser utilizado em varios assuntos da Matematica.

Inicialmente, os alunos visualizaram graficamente as no¢oes de ponto, reta e plano
anteriormente abordados, o que facilitou bastante o entendimento. Para a familiarizacao
com as ferramentas e comando, dentro da janela de visualizacao, o professor pediu que
criassem varios pontos utilizando o segundo icone da Barra de Ferramentas: o "Ponto".
Em seguida, utilizando o icone "Reta" da Barra de Ferramentas, o subitem "Segmento" e
tocando em dois pontos distintos, os alunos construiram segmentos de retas com os pontos
criados. Assim, o professor mostrou graficamente o postulado da determinacao de uma
reta (dois pontos distintos determinam uma reta) e o postulado da Inclusdo (se uma reta
tem dois pontos distintos num plano, ela esta contida nesse plano).

Depois, os alunos puderam criar poligonos de tamanhos e formatos variados, atra-
vés do icone e ferramenta "Poligono", a qual unindo pontos formava um poligono qualquer.
Posteriormente foi solicitado que criassem poligonos regulares (triangulos, quadrilateros,
pentagonos e hexagonos), clicando no icone "Poligono", depois na Ferramenta "Poligono
Regular" e escrevendo o ntimero de vértices desse poligono na Caixa de Texto.

Para criarem o circulo, os alunos foram orientados a clicar no icone "Formas Cir-
culares" da Barra de Ferramentas, depois na Ferramenta "Circulo dado Centro e Raio",
em seguida, na Janela de Visualizacao, escolhessem o local do centro do circulo e, poste-
riormente, escrevessem o valor do raio na Caixa de texto.

Foi destacado aos alunos que os poligonos regulares sao indispensaveis para a cri-
acao dos solidos geométricos como prisma, piramide e poliedros de Platao. Ja o circulo é
importante para a construcao dos sblidos como cilindro, cone e esfera.

Para finalizar a 1? aula, foi mostrado que, através do software, também é possivel
saber a area das figuras planas que foram criadas. Para isso, os alunos foram orientados a
clicar no icone "Angulos e Medidas" da Barra de Ferramentas, depois ativar a ferramenta
"Area" e, em seguida, clicar dentro da figura geométrica. Assim, o GeoGebra calculava o
valor da area correspondente & figura. Assunto este que foi objeto da aula seguinte, cujo

contetdo foi aprofundado.
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A Figura representa um pouco do que foi explorado na 1% aula da oficina de
GeoGebra.

Figura 53: Primeira aula
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Fonte: Elaborada pelo autor

7.2.3 22 aula - calculo de areas das figuras planas no GeoGebra

A segunda aula do GeoGebra foi voltada para mostrar o célculo das areas das
figuras planas através do GeoGebra. Essa aula foi necessaria devido as dificuldades de
compreender tal assunto, que é primordial para o ensino das areas dos solidos geométricos.
Para facilitar a compreensao dos alunos sobre o assunto, o pesquisador colocou na area
de trabalho dos computadores uma pasta com todos os arquivos que seriam utilizados na
sala de aula.

Os dois primeiros arquivos tratavam sobre a area do retangulo. No primeiro deles,
Figura , possuia a figura de um retangulo, em que o professor criou dois controles
deslizantes: "Base" e "Altura". Em seguida, o pesquisador acrescentou um incremento
de 0,5 no controle deslizante para os alunos observassem e entendessem como a figura se
comportava. Depois, foi pedido aos alunos que movimentassem os comandos dinamicos e
analisassem o que ocorreriam com a figura e a area.

Logo, os alunos perceberam que fixada uma das varidveis, a area é proporcional
ao comprimento da outra variavel. Deste modo, ¢ durante o momento dessa animacao,
entre o formato do poligono e sua area relacionada, que a aula de matemética se torna

din&dmica e interativa.
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Figura 54: Area do Retangulo e os controles deslizantes do GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor

No segundo arquivo, com a Figura os alunos perceberam que o valor da area

correspondia a quantidade de quadrados unitérios que tinha na figura.

Figura 55: Area de Retangulo através dos quadrados unitarios
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Fonte: Elaborada pelo autor

Destarte, o ensino da area do retangulo serviu de base para demonstrar a area do
quadrado e de outras figuras planas.
No terceiro arquivo, a Figura[50], o professor criou um paralelogramo e deixou dois

comandos dinamicos: "base" e "altura".

Figura 56: Area do Paralelogramo pelo GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor
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O professor também apresentou o controle deslizante de conversao ou translagao,
Figura[57 em que a parte triangular do paralelogramo é deslocada para se transformar em
um retangulo de mesma base e altura. Enfim, a representagao de figuras em movimento
permitiu aos alunos a visualizacao e a compreensao da explicacao do professor que a
area do paralelogramo ¢ igual a do retangulo de mesma base e altura, nao importando a

inclinacao do paralelogramo.

Figura 57: Conversao do Paralelogramo em Retangulo
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Fonte: Elaborada pelo autor

No quarto arquivo, o professor trouxe o poligono trapézio. A Figura [58 mostra
os elementos que compoem essa figura geométrica, "B" a base maior, "b" a base menor
e "h" a altura. Para a explicacao do calculo da sua area, foi realizada uma seccao na

metade da altura do trapézio, conforme figura abaixo.

Figura 58: Area do Trapézio pelo GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Em seguida, com o uso do controle deslizante de conversao, o novo trapézio da

parte superior foi girado para se transformar em um paralelogramo.

Figura 59: Conversao do Trapézio em Paralelogramo
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Fonte: Elaborada pelo autor

Como a figura plana que os alunos mais sentiram facilidade foi o retangulo, o pro-

fessor resolveu transformar o paralelogramo da figura acima para um retangulo, conforme

Figura [60]

Figura 60: Conversao do Trapézio em Retangulo
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Fonte: Elaborada pelo autor

Logo, os alunos perceberam que a area do trapézio de altura "h" possuia a mesma
area do retangulo de base "B + b" e altura "%".

Para finalizar a segunda aula, o quinto arquivo demonstrou a 4rea do triangulo.
Com base na Figura [61] o pesquisador orientou os alunos quanto & movimentacao do tri-
angulo e o valor de sua area. Inicialmente, os alunos poderiam mover o ponto C para
qualquer lugar da linha onde estava. Logo, eles perceberam que o triangulo vai se modifi-
cando, contudo o valor de sua area permanece fixo. Por intermédio dessa demonstracao,
pode-se chamar a atencao dos alunos de que triangulos com a mesma base e mesma altura

terao a mesma area.
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Outra demonstracao foi solicitar que, na mesma figura, modificassem a posicao dos
pontos B e C. Imediatamente, eles perceberam que a alteracao na medida do lado era

diretamente proporcional ao valor da area.

Figura 61: Area do triangulo pelo GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor

A dltima demonstragao da aula foi a explicagao da formula da area do triangulo,
ou seja, o motivo dela ser a metade da &rea de um retangulo. Para isso, o professor fez a
duplicacao do triangulo e, por meio do controle deslizante «, realizou uma rotagao de 180°
em torno de um ponto fixo E, que é o ponto médio de um dos lados. A figura formada
pela uniao dos dois triangulos é um paralelogramo. Com a movimentacao do poligono, os
alunos facilmente perceberam a relacao entre a area do triangulo e do paralelogramo que
tenham a mesma base e altura, nao importando a inclinagao, ou seja, a area do triangulo

é a metade do produto entre base e altura.

Figura 62: Conversao do Tridngulo no Paralelogramo
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Fonte: Elaborada pelo autor
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7.2.4 32 aula - calculo das areas dos prismas no GeoGebra

A terceira aula foi voltada para o ensino dos solidos geométricos no GeoGebra dos
diversos prismas. O pesquisador novamente apresentou os arquivos prontos com as figuras
e suas planificacoes que seriam usadas em sala de aula.

O primeiro sélido estudado foi o Prisma triangular, cuja base ¢ um triangulo re-
tangulo. O primeiro arquivo desta aula, Figura , mostra o prisma e sua planificacao.
Nela possuia trés comandos dindmicos (comprimento, largura e altura), em que o aluno
modificava-os e observava as alteragoes nas figuras planas e no sélido geométrico.

Para calcular a area do prisma triangular, o orientador pediu que os alunos obser-
vassem as figuras planas que o compoe. Eles facilmente perceberam, através da planifica-
¢ao, que o solido era constituido de dois triangulos e trés retangulos, sendo que sua area

seria a soma de todas as areas dos poligonos por ele composta.

Figura 63: Prisma triangular de base triangulo retangulo
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Fonte: Elaborada pelo autor

O segundo arquivo trabalhado, Figura[64], foi o do prisma triangular cuja base era
um triangulo equiladtero. Na figura da base possuia dois controles deslizantes, o compri-
mento e a altura. Na manipulacao do comprimento obtinha a medida do lado do triangulo
equilatero, enquanto no controle da "altura" obtinha a altura do prisma.

Através da planificacao, os alunos observaram que o solido geométrico se transfor-
mava em dois tridngulos e trés retangulos. Sendo que rapidamente concluiram que a area

total do solido ¢ a soma das areas das figuras planas.
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Figura 64: Prisma triangular com base de triangulo equilatero
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Fonte: Elaborada pelo autor

O terceiro prisma estudado, Figural[65], foi o "prisma quadrangular". Vale destacar
que, dentre os solidos estudados no dia, esse consistiu no que os alunos sentiram menos
dificuldade, pois ele é constituido de seis retangulos e sua area total é a soma dessas
figuras planas.

Esse solido possuia a manipulac¢do de trés comandos dinamicos (comprimento, lar-
gura e altura). Apos as modificagdes, os alunos também obtiveram as seguintes conclu-
soes: pelo menos de duas a duas figuras tinham a mesma area e, quando os trés controles

apresentaram a mesma medida, os seis retangulos possuiam o mesmo valor.

Figura 65: Prisma quadrangular planificado
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O quinto solido estudado no dia, Figura , foi o prisma pentagonal regular.
Dentre os prismas abordados, este foi o que os alunos sentiram mais dificuldade, devido
sua base ser um pentagono. Ressalta-se que o ensino dos calculos dessa base foi ministrado
nas aulas teodricas do primeiro ciclo, a qual foi recapitulada nesta aula com a imagem do

solido no GeoGebra.

Figura 66: Prisma pentagonal regular planificado
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A figura possuia dois controles deslizantes (aresta e altura). Neste sentido, observou-
se que, quando se movimentava o controle da altura, a area da base nao se alterava. Di-
ferentemente do controle da aresta, em que sua manipulacao modificava simultaneamente
as areas dos pentagonos e dos retangulos. Apods a planificacao, os discentes concluiram
que a area total desse solido geométrico é a soma das areas de 2 (dois) pentagonos e 5
(cinco) retangulos.

Para encerrar os exemplos com prisma, o sexto arquivo, Figura , demonstrou
o prisma hexagonal regular. Destaca-se que o calculo da area da base desse sé6lido tam-
bém foi ensinado nas aulas tedricas do primeiro ciclo, no entanto, com a visualizacao da
planificacao do sélido os alunos entenderam melhor.

A figura possuia dois comandos dinamicos (aresta e altura). Neste sentido, observou-
se que, analogicamente ao que acontece com o prisma pentagonal, a movimentacao da
altura nao modifica a area da base e a aresta altera a area de todas as figuras. Ao
planifica-lo, os discentes concluiram que sua area total era a soma de 2 (dois) hexagonos

mais 6 (seis) retangulos.
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Figura 67: Prisma hexagonal regular planificado
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Fonte: Elaborada pelo autor

7.2.5 42 aula - calculo das areas das piramides no GeoGebra

A quarta aula foi voltada para o ensino das areas das diversas piramides. O
pesquisador tambhém apresentou os arquivos com as figuras e suas planificagoes que seriam
usadas em sala de aula

Dentre os contetidos de solidos geométricos estudados neste ciclo, as piramides
foram as mais dificeis para compreensao dos alunos. Assim, o primeiro arquivo estudado,
Figura |68] , foi a piramide cuja base é um triangulo equilatero. Ela foi criada com apoio

de dois controles deslizantes (aresta da base e altura).

Figura 68: Piramide de base triangulo equilatero
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Para calcular a area desse solido, o orientador pediu que os alunos observassem as
figuras planas que o compoe. Eles perceberam, através da planificacao, que era constituido
de 4 (quatro) triangulos, sendo o da base equilatero e os outros trés congruentes entre si.
Assim, a area da piramide triangular seria a soma de todas as areas dessas figuras planas
por ele composta.

Ao movimentar os comandos dinamicos da aresta da base ou altura, o software ja
atribuia o valor de cada face lateral triangular. Através de um exemplo, o pesquisador
ensinou que quando a questao nao disponibilizasse o valor do apotema ou da aresta
lateral para o calculo da area do s6lido, os alunos utilizariam o Teorema de Pitagoras pra

encontrar o apotema da Piramide, e assim calcular a area da face lateral do so6lido.

Figura 69: Amplificacao da piramide para calculo da face lateral triangular
b

Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida, os alunos acessaram o segundo arquivo, Figura [70|: a piramide qua-
drangular planificada. Nessa imagem foram utilizados trés comandos dinamicos (compri-

mento, largura e altura).

Figura 70: Piramide quadrangular planificada
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Ao movimentar o controle deslizante comprimento, altera-se a drea da base e de dois
triangulos opostos, dentre os quatro que compoe o solido, a qual a base desses triangulos é
o comprimento do retangulo. Movimentando o controle da largura, altera também a area
da base e dos outros dois triangulos opostos, a qual a base desses triangulos é a largura
do retangulo. E modificando a altura, nao altera a area da base, no entanto, transforma
as areas dos triangulos.

Portanto, concluiu-se que a area total desse solido é a soma das areas da base
quadrangular mais 4 (quatro) tridngulos, sendo que de dois a dois sdo congruentes. Nesta
aula também foi demonstrado que as faces laterais serao iguais somente se a base for um
quadrado.

No arquivo seguinte, Figura [71], a piramide pentagonal regular, possuia dois con-
troles deslizantes (aresta e altura da piramide). Ao movimentar a altura, somente a area
da superficie lateral é alterada. Contudo, modificando a aresta altera-se toda a area do
solido geométrico.

Os alunos também observaram, pela planificacao, que a area total desse solido

corresponde & soma da area do pentidgono mais cinco triangulos congruentes.

Figura 71: Piramide pentagonal planificada
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para finalizar a aula, foi aberto o arquivo da piramide hexagonal regular plani-
ficada, Figura [72] em que possuia os comandos dindmicos altura e aresta. O primeiro
interfere na 4rea das faces laterais e ndo mexe na base e o segundo modifica a area de
toda a piramide. Verificou-se que a area total desse solido geométrico corresponde & soma

da area do hexagono mais 6 (seis) triangulos congruentes.
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Arquivo

Figura 72: Piramide hexagonal planificada
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Fonte: Elaborada pelo autor

areas dos circulos e do retangulo.

representa a superficie lateral.

Figura 73: Cilindro reto planificado
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7.2.6 52 aula - célculo das areas dos corpos redondos e poliedros de Platao

A quinta aula foi voltada para o ensino dos corpos redondos e dos poliedros de
Platao. O primeiro corpo redondo mostrado no dia foi o cilindro reto planificado. Como
o GeoGebra nao faz a planificagao do cilindro e nem do cone, foi necessaria a criacao da
planificacao na janela de visualizacao 2D. Foi colocado um comando que, & medida que

alterasse o comprimento do raio e da altura na Janela 3D, modificavam-se também as

Quando se faz a planificacdo do cilindro, o corpo redondo se transforma em 2

(dois) circulos congruentes mais 1 (um) retangulo. Os circulos sdo as bases e o retangulo




O software ajudou os alunos a entenderem melhor o célculo da area total do cilin-
dro. Isso porque os alunos sao levados, no primeiro momento, a pensarem que superficie
lateral seja um retangulo de base 2r e altura h. Enquanto, na verdade, a superficie lateral
é um retangulo de altura h e cuja base é o comprimento da circunferéncia, ou seja, 27r .

O solido, Figura[73], possuia os controles deslizantes raios e altura. A movimenta-
cao do controle dos raios alterava a area de todo o sélido, ja o controle da altura modificava
a area apenas da superficie lateral e nao mexia na base.

Assim como no cilindro, o GeoGebra nao disponibiliza a planificacao do cone.
Assim, é necesséaria a criacao de figuras planas atreladas aos comandos dinamicos raio e
altura, conforme Figura [74]. Para calcular a area lateral, os alunos deveriam encontrar o
valor da geratriz "¢", ou seja, a hipotenusa, além da altura (h) e o raio (r) dos catetos,
através do Teorema de Pitagoras.

Portanto, concluiu-se que a area total do cone é a soma das areas do circulo e do

setor circular.

Figura 74: Cone planificado
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Fonte: Elaborada pelo autor

Logo apo6s o ensino dos corpos redondos, seguiu-se para a parte final do estudo da
oficina: os Poliedros de Platao. O pesquisador destacou que esses poliedros, por serem
figuras regulares, necessitavam encontrar apenas o valor da area de uma face e a area total
do so6lido geométrico seria o valor de uma face multiplicada pela quantidade de faces.

O primeiro arquivo sobre os poliedros de Platao estudado foi o que continha o
tetraedro, Figura A figura plana que o constitui é um tridngulo. Quando ele foi
planificado surgiram as figuras de 4 (quatro) triangulos congruentes. Logo, a area total

dele é quatro vezes o valor da area de um triangulo equilatero.
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Figura 75: Tetraedro planificado

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

R [ oAl e B DB e A @) £ N e Gira Janea =

¥ Janela de Visualizacio ~ Janela de Visualizagdo 3D X

fCv ACY DY v wv G~

=

ApatemadalBaseS 722 Areq do Triangulo

hase.altura

Phidermna = 21 65

(=]

_ 25 (21.65)

N 2

= 270.63 em?
Aresta=25 .
) Area Total

=4. Area do Triangulo

Inclinagéo — 108253 {,mz
@

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor

O solido seguinte, Figura[76], foi o hexaedro, cuja figura plana que o compde é um
quadrado. Na janela de visualizacao foi colocado um comando para que, a medida que
se alterasse o valor da aresta, alterava-se o valor da area total do hexaedro. Através da
planificacao, verificou-se que ele era composto de seis quadrados congruentes, ou seja, sua

area total ¢ seis vezes o valor de um quadrado.

Figura 76: Hexaedro planificado
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Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida foi o octaedro, Figura [77], em que a figura plana que o compde é um
triangulo. Na janela de visualizacao foi colocado o controle deslizante da aresta, a qual
sua alteragao modificava a 4rea do triangulo e, consequentemente, a area do octaedro.

Logo, apoés sua planificacao, verificou-se que sua area é igual a oito vezes a area de um

triangulo.
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Figura 77: Octaedro planificado
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Fonte: Elaborada pelo autor

Depois foi estudado o dodecaedro, Figura[7§], cuja figura plana que o compde é um
pentagono. O comando dindmico da aresta colocado nessa figura ocasionou as mesmas

mudancas vistas no solido anterior. Logo, verificou-se também, apds a planificacao, que

a area do dodecaedro é igual a 12 (doze) pentagonos.

Figura 78: Dodecaedro planificado
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Fonte: Elaborada pelo autor

Por fim, o ultimo sdlido estudado foi o icosaedro, Figuras [79] e , 0 qual é
formado por triangulos. O controle deslizante aresta também altera a area do tridngulo
e, consequentemente, a area total do solido geométrico. Por possuir 20 (vinte) faces

triangulares, sua area total é vinte vezes o valor da area de um triangulo.
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Figura 79: Icosaedro regular

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 80: Planificacao do Icosaedro regular
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Assim, os alunos puderam compreender melhor o conteido ministrado no ciclo
inicial e, através dos comandos dinamicos, puderam perceber suas interferéncias no calculo
da area. Portanto, o programa GeoGebra trouxe dinamicidade nas construcoes dos sélidos
geométricos.

Apbs a ministragao das aulas, num horario posterior, foi realizado um ultimo teste
com os dois ultimos grupos (B e C) para avaliar o desempenho desses alunos ap6s o uso
dos recursos mediadores e fazer uma posterior analise dos resultados obtidos.

Vale ressaltar que a esfera nao pode ser estudada nem nos materiais manipulaveis
e nem no Geogebra devido a indisponibilidade de material e tempo, pois tal assunto

demandava um prazo maior, o que nao aconteceu.
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8 ANALISE DE DADOS

Neste capitulo sera realizada uma anélise e reflexao sobre os dados recolhidos ao
longo das aulas, das avaliacoes e dos questionérios, com finalidade de obter informacoes
acerca da utilizacao dos recursos mediadores na sala de aula e sua importancia na apren-
dizagem da Matematica.

O objetivo deste trabalho foi analisar o GeoGebra e os materiais manipulaveis como
recursos mediadores na organizacao do ensino de areas dos so6lidos geométricos no Ensino
Médio. Através desta pesquisa, o resultado a ser alcancado é a introducao de novas meto-
dologias em sala de aula que sejam capazes de atrair a atencao e interesse dos alunos nos
contetidos de matematica, por meio de experiéncias visuais, tateis e imaginérias, trans-
formando as aulas mais dinamicas, interativas, desafiantes, construtivistas, motivadoras e
divertidas. Logo, a aprendizagem, quando prazerosa, contribui para a reducao nos indices
de faltas, recuperacao, reprovacao nessa matéria e até mesmo no abandono da escola.

Antes de utilizar os recursos mediadores, o pesquisador ministrou o contetido das
areas dos solidos geométricos de forma tradicional aos 21 (vinte e um) alunos da amostra
da pesquisa, utilizando apenas quadro e pincel. No término do contetido, aplicou-se uma
prova diagnostica para fazer um panorama do rendimento escolar dos alunos antes da
utilizacao dos recursos. A maioria dos alunos que compunham a amostra da pesquisa

(grupos A, B e C) obtiveram resultados insatisfatorios.

Figura 81: Rendimento dos alunos sem os recursos mediadores
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Fonte: Elaborada pelo autor

A anélise dos resultados mostrou que 61,9% dos alunos tiveram notas entre 0 a 6,
o que ¢é considerado um resultado negativo, sendo que apenas 33,3% dos alunos ficaram
com notas medianas entre 6 a 8 pontos e apenas 1 (um) aluno teve resultado favoravel,
o que correspondeu a 4,8%. Logo, a média aritmética das notas dos alunos foi de 4,76 e
que servird para a comparacao entre a utilizacao ou nao de recursos.

Conclui-se, portanto, que as aulas ministradas de forma tradicional resultaram em
um ntimero elevado de notas baixas e que tal forma de ensinar nao estimulou a aprendi-
zagem dos alunos. Esse quadro é perceptivel no dia a dia dos professores de matematica,

o que corrobora com as afirmacoes dos alunos de uma disciplina chata e dificil. Con-
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tudo, esta pesquisa quis mostrar que as aulas podem ser mais atrativas e que os recursos

mediadores podem facilitar o processo ensino e aprendizagem.

8.1 A anilise do uso dos Materiais Manipulaveis nas aulas

No segundo ciclo de aulas, o professor trabalhou com os 14 (quatorze) alunos dos
grupos A e C. Antes de iniciar suas aulas, o professor realizou um pré-questionario com
os dois grupos contendo duas perguntas.

A primeira questionava ao aluno se em algum momento da sua vida estudantil o
professor de Matematica ja havia utilizado algum material manipulavel como ferramenta
dindmica de ensino na qual o aluno havia construido. Dos alunos pesquisados, 12 (doze)
ou 85,72% responderam que sim e outros 2 (dois) ou 14,28% responderam que nao. Segue
abaixo alguns comentarios deixados pelos alunos, mas por motivo de privacidade nao sao

identificadas.

Melhora a forma como vocé enxerga a Matemadtica, tornando o en-
sino prazeroso e vocé derruba o "pesadelo" que é estudar Matemética.
(ALUNO A)

Construimos as figuras planas e depois desenvolvemos os calculos.
(ALUNO B)

Foi bom porque aprendemos coisas novas. (ALUNO C)

E muito melhor construir os sélidos geométricos e planifica-los, pois vocé
aprende mais rapido sobre como os solidos sdo formados.(ALUNO D)
Os materiais nos ajudam a ter dimensdo sobre as imagens.(ALUNO E)
Aprendemos na pratica e vemos como sio e funcionam.(ALUNO F)

As formas geométricas que ele utilizou ajudaram a compreender melhor
a matéria. (ALUNO G)

A segunda pergunta questionava se o aluno acreditava que o uso de material ma-
nipulavel poderia ajuda-lo a aprender Matemética no ensino de areas dos sélidos geo-
métricos. A resposta afirmativa foi unanime, ou seja, todos concordam que o uso desse
recurso auxilia na aprendizagem dos conteidos da Matematica. No campo designado aos

comentarios, os participantes deixaram algumas anotacoes:

Vocé conhece as formas por extenso, de forma mais incisiva. E melhor
porque tem contato direto com os sélidos. (ALUNO A)

E uma maneira pratica de se aprender, tanto construir quanto desenvol-
ver. (ALUNO B)

E muito mais facil, pois ja podemos ver as medidas certas. (ALUNO C)
Ao ver os sélidos de forma concreta fica melhor para entender sobre o
assunto. (ALUNO D)

Ter esses materiais a nossa disposi¢ao nos ajuda a entender o contetudo,
desde que o professor se desempenhe melhor para chamar a atencao dos
alunos para esse tipo de aula. (ALUNO E)

Porque no papel ou no quadro nao temos a nocao exata da dimensao
do objeto. J4 o Material Manipulavel ajuda a diminuir o tempo que te-
mos que ficar decifrando ou entendendo a area dos solidos geométricos.
(ALUNO F)

Os materiais manipulédveis irao ajudar muito, pois tém métodos novos
para aprender Matematica na resolucao de uma determinada atividade.

(ALUNO G)
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Assim, percebeu-se que parte dos alunos ja teve contato com os materiais mani-
pulaveis em outros contetidos matemaéaticos e estavam com boa expectativa para o ciclo
de aulas com a utilizacao desses recursos no conteido de areas dos solidos geométricos.
Apos o término desse ciclo, foi realizado um segundo teste avaliativo apenas com o grupo
A, ja que esse grupo servird para analisar a influéncia do uso de materiais manipuléveis

em sala de aula.

Figura 82: Rendimento dos alunos do Grupo A ap6s as aulas com Materiais Manipuléveis
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Fonte: Elaborada pelo autor

Analisando os resultados, percebeu-se que o aproveitamento dos alunos melhorou
em relagao as aulas tradicionais. Com a utilizacdo dos materiais manipulaveis, dos 7 (sete)
alunos pesquisados, 6 (seis) conseguiram notas entre 6 a 8, que correspondeu a 85,7% da
amostra. Contudo, continuou sendo apenas 1(um) aluno que teve nota satisfatoria entre
8 a 10, que correspondeu a 14,3%. Logo, a média aritmética das notas dos alunos ficou
em 6,47, o que servird para a comparacao entre a nao utilizagao de recursos e o uso desse
material.

Apbs aplicacao da prova diagnoéstica, os alunos responderam outro questionério
com duas perguntas sobre a utilizacao de materiais manipulaveis em sala de aula. Vale
ressaltar que essas mesmas questoes foram apresentadas ao grupo A e C, sendo que o
primeiro grupo respondeu ap6s o fim deste ciclo e o segundo grupo ap6s o término do
terceiro ciclo.

A primeira pergunta questionava como o aluno classificaria a oficina envolvendo
os materiais manipulaveis na qual ele participou: 6tima, boa, regular ou ruim. Dos 14
(quatorze) alunos pesquisados, 8 (oito) ou 57,14% responderam que as aulas foram 6timas
e 5 (cinco) ou 35,72% marcaram que foram boas e 1 (um) ou 7,14% afirmaram que foi
regular , sendo que nenhum marcou como ruim. Os comentérios deixados pelos alunos

foram os seguintes:
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O aluno, além de "bater cabe¢a" na construcdo, também aprende a cal-
cular. (ALUNO A)

Facilitou para compreender as formas das figuras e ajudou mais ainda
no conhecimento. (ALUNO B)

Muito boa. Foi uma aula bem participativa, atraente e muito divertida.
Eu gosto de aula assim. Além do mais a gente aprendeu bastante mesmo.
Aula nota 10. (ALUNO C)

Muito boa, porque temos que montar os desenhos e acabamos intera-
gindo com os colegas de classe. (ALUNO D)

Boa, porque envolve seu empenho, facilitando o estudo. (ALUNO E)
Boa, pois ¢ uma aula pratica onde vocé tem que entender mais do con-
tetado. (ALUNO F)

Regular, porque os desenhos, muitas vezes, sdo dificeis. (ALUNO G)

O segundo questionamento foi se a utilizagdo de materiais manipuléveis como re-
curso complementar nas aulas tradicionais de matemaética pode tornar o conteiido mais
atrativo/compreensivel e a resposta afirmativa foi unanime. Dentre os comentarios dei-

xados, destacaram-se os seguintes:

Colar, desenhar e cortar sempre foi algo que os alunos gostam, desde o
prezinho. Entao, nada mais justo juntar isso tudo & matematica e deixar
a aula mais divertida. (ALUNO A)

Com isso as aulas se tornam mais compreensiveis e faz com que o aluno
tenha facilidade para entender as ideias mostradas. (ALUNO B)

Com os materiais manipulaveis a aula se torna mais divertida e interes-
sante, sendo uma nova maneira de se aprender. (ALUNO C)

E algo que ndo se torna rotineiro e, se tivesse esse método desde o inicio,
teria melhorado muito em relagdo ao aprendizado. (ALUNO D)

Uma aula diferente os alunos tém mais interesse (ALUNO E)

Os alunos criando seus proprios materiais, eles vao ter interesse em sa-
ber de todos os detalhes e fazer os célculos corretos para ter a dimensao
exata das figuras. (ALUNO F)

Os materiais manipulaveis faz com que os alunos participem mais das
aulas. (ALUNO G)

Portanto, ao analisar o resultado da avaliacao e as respostas nos questionarios, o
pesquisador concluiu que o uso dos materiais manipulaveis no ensino das areas dos sélidos
geométricos influenciou no aprendizado desse contetudo, facilitando sua compreensao e
aumentando o aproveitamento dos alunos.

Assim, essa experiéncia com materiais manipulaveis proporcionou aos alunos a
criacao de imagens de algo que lhes é familiar no seu cotidiano, ampliou a capacidade de
representacao mentalmente desses objetos, aproximou o abstrato da realidade através da
materialidade, possibilitou uma maior interacao dos alunos com o contetido através da
participacao, prendeu a atencao dos alunos na aula, proporcionou uma aprendizagem dos
discentes de forma dinamica, divertida, interessante e estimulante, facilitou a compreensao

e mudou significativamente a imagem negativa em relacao a Matemética.
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8.2 A anAlise do uso do GeoGebra nas aulas

Inicialmente, é importante fazer algumas colocagoes sobre os fatos observados. Pri-
meiro, nas aulas iniciais com a utilizacao do recurso GeoGebra foi perceptivel a demora na
manipulacao do software, pois os alunos estavam se adaptando, mas no decorrer das aulas
observou-se uma melhor desenvoltura e intimidade desses com o programa. J& nas aulas
finais se percebeu que as duvidas diminuiram e teve pouca dificuldade na compreensao
da matéria.

Segundo, na realizacao dos exercicios de fixacao realizados apds as ministracoes
das aulas, ocorreu um certo atraso nas aulas iniciais, mas o pesquisador incentivou aos
alunos a um ajudar o outro que estava necessitando de apoio. No decorrer das aulas com
o software observou-se que os alunos passaram a demonstrar mais interesse e ansiedade
pelas aulas de Matemética, resultando em maior interatividade e fluidez.

Nesse terceiro ciclo de aulas, o professor trabalhou com 14 (quatorze) alunos dos
grupos B e C. Assim como ocorreu no ciclo anterior, antes de iniciar as aulas, o pesquisador
realizou um pré-questionario de seis perguntas com os dois grupos. O objetivo deste
foi investigar se durante a vida estudantil os estudantes tiveram contato com recursos
computacionais na escola e sua influéncia no seu aprendizado.

Ao serem questionados sobre ter dificuldade na aprendizagem de contetidos da
Matematica, 57,14% dos estudantes marcaram que sim, 28,57% responderam que parcial-
mente e 14,29% afirmaram que nao. Portanto, a maioria dos alunos pesquisados possuia
algum grau de deficiéncia no estudo desta disciplina. No tocante a pergunta sobre a
existéncia de laboratorio de informatica na escola, todos responderam positivamente.

Mas quando foram perguntados sobre a frequéncia da utilizacao desse laboratorio
de informatica pelos professores de qualquer disciplina, 57,14% respondeu que os profes-
sores nao usavam o local e 42,86% afirmou que sim. Segue alguma das respostas dadas
pelos alunos no local destinado aos comentarios sobre a importancia da utilizacao desse

espaco da escola, mas por motivo de privacidade nao serao identificadas.

Poderiam utilizar com mais frequéncia. Além de sair da rotina de ensino,
acredito que auxiliaria mais no aprendizado. (ALUNO 1)

Usado de forma eficiente podera resolver os problemas dos alunos com
dificuldades em Matematica. (ALUNO 2)

Sua utilizagao pode complementar ainda mais na aprendizagem do aluno.
(ALUNO 3)

O uso dos computadores nos ajuda a abrir mais nossas mentes e, tam-
bém, ndo ficarmos na "mesmice" da sala de aula. (ALUNO 4)

Ajuda os alunos a absorver melhor e entender de forma detalhada o con-
teado. (ALUNO 5)

E importante, pois diversifica a forma de aprendizagem e melhora o en-
tendimento do conteido na pratica. (ALUNO 6)

O laboratério é importante para pesquisas e uso de imagens mais ela-
boradas, fazendo com que os alunos e os professores prossigam com o
conteido. (ALUNO 7)
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Assim, conclui-se que os alunos consideram o uso do laboratério de informética
importante para o ensino, mas percebe-se que ele é pouco ou nada utilizado pelos docentes.
Vale ressaltar que os recursos computacionais disponiveis nesta escola s6 sao possiveis
devido a uma parceria com o Instituto Federal do Maranhao que usa temporariamente
o prédio da escola, em decorréncia da reforma na sua sede. Os computadores foram
disponibilizados aos docentes e discentes, mas esses sao utilizados para outras finalidades.
Destaca-se também que os computadores proprios da escola estao sucateados, pois nao
possuem suporte técnico para sua manutencao.

Ao serem questionados sobre a utilizacao do laboratério de informatica pelo pro-
fessor de Matemética como ferramenta dinamica de ensino em que o aluno operou o com-
putador, 85,71% respondeu que ele nao utilizava tal recurso e apenas 14,29% respondeu
positivamente.

No tocante a opiniao dos alunos se o uso do computador pode ajudé-los a aprender
Matematica, 85,71% marcaram que sim e os 14,29% responderam negativamente. No local

destinado aos comentarios, os alunos deram as seguintes respostas.

Ter disponibilidade de informagao sempre ajuda no ensino, é dindmico.
(ALUNO 1)

Usando as mais novas e eficientes tecnologias podem ajudar no aprendi-
zado. (ALUNO 2)

De modo geral, sim, pois o uso do computador é uma maneira diferente
de aprender. (ALUNO 3)

Nao adianta ficar apenas na escrita, temos que entender como acontece
todo o procedimento. (ALUNO 4)

Proporciona novos olhares para com a disciplina, buscando assim mais
conhecimento. O uso do computador é imprescindivel na vida do estu-
dante. (ALUNO 5)

Temos acesso a outros tipos de ferramentas que auxiliam na aprendiza-
gem (ALUNO 6)

Nao. Depende de cada pessoa. Para mim, o melhor seria aprender a
matematica em sala de aula. (ALUNO 7)

A dltima pergunta questionava se os alunos ja conheciam ou ja tinham utilizado o
software GeoGebra. 92,86% dos alunos responderam negativamente e somente 7,14%, o
que corresponde a um estudante, afirmaram positivamente. Em seguida, caso a resposta
anterior fosse positiva, foram questionados se aprenderam algo novo e se recomendaria
o programa. A resposta desse estudante foi que o GeoGebra é "um excelente programa,
pois visualiza e demonstra as areas das figuras espaciais" (ALUNO 2). Assim, conclui-se
que esse software é pouco conhecido pelos alunos e nao utilizado pelos professores em sala
de aula.

Apbs o término desse tdltimo ciclo, foi realizado um teste avaliativo com os dois
grupos que participaram, sendo que um grupo serviu para analisar a influéncia do uso
somente do GeoGebra no ensino da matematica e ou outro para avaliar a utilizacao dos

dois recursos mediadores em sala de aula.
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Avaliando os resultados, percebeu-se o aumento do rendimento dos alunos. Com a
utilizagao do software GeoGebra, dos 7 (sete) alunos pesquisados do grupo B, 4 (quatro)
conseguiram notas entre 6 a 8, que correspondeu a 57,1% da amostra, mas foi perceptivel
o aumento do nimero de alunos que tiraram notas entre 8 a 10, ou seja, de 1 (um) passou
para 3 (trés), que em percentual significa 42,9%. Logo, a média aritmética das notas dos
alunos foi de 7,42, e esta servird para a comparacao entre a nao utilizacao de recursos e

0 uso desse material.

Figura 83: Rendimento dos alunos do Grupo B apos as aulas com Geogebra
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Apoés o término do terceiro ciclo, os alunos responderam outro questionario, cujo
proposito foi averiguar a receptividade que as atividades propostas tiveram e verificar a
influéncia do uso do GeoGebra no processo de ensino e aprendizagem dos alunos. Essas
perguntas foram respondidas pelo grupo B e C. Sendo que o primeiro o grupo assistiu as
aulas tradicionais e as com auxilio do GeoGebra e o segundo grupo participou de todos
os ciclos.

A primeira pergunta abordou a opiniao dos alunos sobre a utilizacao do GeoGebra
nas aulas de Matemaética, classificando-a como 6tima, boa, regular ou ruim. Metade dos
alunos pesquisados marcou que a oficina do GeoGebra foi 6tima e os outros 50% disseram
que foi boa, sendo que nenhum aluno marcou como regular ou ruim. Isso mostra que a
proposta foi bem aceita. Dentre os comentarios realizados, destacaram-se os seguintes:

O GeoGebra ajuda o aluno em célculos, planificagoes e as areas das fi-
guras. (ALUNO A)

Ajudou a identificar as figuras em diferentes dngulos e facilitou o enten-
dimento. (ALUNO B)

Um programa Otimo para trabalhar com os alunos. Ajuda muito no
aprendizado. (ALUNO C)

Uma aula onde os alunos podem se aprofundar muito mais no con-
teido, entendendo melhor como sao as formas das figuras geométricas.
(ALUNO D)

Facilitou na aprendizagem e tornou as aulas mais atrativas, divertidas e
animadas (ALUNO E)

Me ajudou a entender melhor as questoes e nas resolucoes das atividades
(ALUNO F)

Porque faz com que os alunos interajam mais nas aulas. (ALUNO G)
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O segundo questionamento foi para saber se a utilizagao do GeoGebra como re-
curso complementar nas aulas tradicionais de Matematica pode tornar o conteiido mais
atrativo/compreensivel. A resposta sim foi unénime entre os alunos, ou seja, todos con-
cordaram que esse recurso didatico influencia na aprendizagem dos alunos. Dentre os

comentarios, destacaram-se:

O aluno ao ver como constroi a figura tem interesse em criar a sua e

compreende melhor sobre elas. (ALUNA A)

Torna a aula mais dinamica e melhora a compreensdao (ALUNO B)

A tecnologia chama a atenc¢do dos jovens, ajuda a testar o conhecimento

e ensinar o contetdo. (ALUNO C)

Acredito que todos puderam ampliar suas visdes e enxergar a matematica

de uma forma mais facil. (ALUNO D)

E mais compreensivel por ter exemplos na pratica (ALUNO E)

O GeoGebra desperta a curiosidade do aluno e nao fica uma aula chata.

A aula é diferente e vocé realmente aprende o que o professor quer passar

(ALUNO F)

Traz maneiras diferentes para os alunos aprenderem. (ALUNO G)

Neste sentido, conclui-se que o uso e a valorizagao das tecnologias de informacao

e comunicacao, em suas diferentes formas e usos, trazem significativas contribuicoes para
se repensar sobre o processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Assim, essa nova
forma de comunicar e conhecer transforma o estudante em um ser ativo na apropriagao
do conhecimento, sendo que o professor deve estar apto para o seu papel de orientador,

facilitador e motivador na construcao desse conhecimento.

8.3 A anilise do uso dos Materiais Manipulaveis e do GeoGebra

Outro ponto a ser observado foi o resultado obtido pelo grupo C da amostra (7
alunos que participaram de todas as oficinas). Apo6s andlise dos resultados, observou-se
mais um aumento do aproveitamento dos alunos comparado as outras aplicagoes. Com
a utilizagao dos dois recursos, dos 7 (sete) alunos pesquisados, apenas 1 (um) ficou com
a nota entre 6 a 8, o que em percentual significa 14,3%. Os outros 6 (seis) conseguiram
notas entre 8 a 10, que correspondeu a 85,7% da amostra. Logo, a média aritmética das
notas dos alunos foi de 8,58, que servira para a comparacao entre a utilizagao ou nao de

recursos mediadores.

Figura 84: Rendimento dos alunos do Grupo C apoés as aulas
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Outra anélise que se pode fazer é em relagao as médias aritméticas das notas dos
alunos apos os testes avaliativos, conforme Figura 85 A avaliacio diagnostica realizada
apo6s o primeiro ciclo de aulas, que foram ministradas de forma tradicional e sem o uso
de recursos mediadores, demonstrou o alto indice de notas reprovativas. Logo, a média

aritmética das notas foi 4,76, valor este menor que o indice aprovativo que é 6,00.

Figura 85: Média aritmética das notas dos alunos
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Apo6s o segundo ciclo de aula com o uso dos materiais manipulaveis, a média
das notas dos alunos no teste avaliativo teve melhora comparada a prova diagnostica
anterior. Logo, os alunos sairam de 4,76 para a média de 6,57. Mesmo conseguindo uma
média aprovativa, o professor percebeu que os alunos ainda precisavam crescer no seu
aprendizado.

Ja no fim do terceiro ciclo de aulas com o uso do GeoGebra, a média das notas
dos estudantes na avaliacao cresceu ainda mais, passando de 4,76 para 7,42. Assim, o
professor concluiu que a interacao dos alunos com o software proporcionou maior empenho
dos alunos com o contetdo, o que favoreceu a melhora no desempenho das atividades.

Diante dos resultados obtidos, o desempenho do grupo C foi o que obteve melhor
resultado. A média das notas saiu de 4,76, sem os recursos mediadores, para 8,58 com o
uso dos dois recursos estudados. E importante destacar que esse grupo abordou o mesmo
contetido de formas diferentes: aulas tradicionais, aulas com materiais manipuléveis e au-
las com GeoGebra. Por consequéncia, era esperado um melhor desempenho desses alunos.
Contudo, o pesquisador percebeu que os dois recursos mediadores se complementavam, ja
que um facilitava o aprendizado por ser palpavel (concreto) e o outro por ser dinamico.

Assim, observou-se que o desempenho dos alunos, com o uso dos recursos media-
dores em conjunto, cresceu consideravelmente. Portanto, quanto mais tempo e estimulo

o professor proporcionar ao aluno no ensino dos conteiidos matemaéticos, mais produtivas
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serao as aulas, além da melhora no rendimento dos discentes.

Dessa forma, conclui-se que o ensino de areas dos so6lidos geométricos com o uso
concomitante do material manipulavel e aplicacao do software GeoGebra tornam as aulas
mais atrativas. Assim, com os materiais manipulaveis, os alunos puderam interagir na
elaboracao e fabricacao dessas figuras tridimensionais de forma real, através do uso do
papel cartao na sua planificacdo. Ja com o apoio da tecnologia, os alunos puderam

construir e modificar os s6lidos virtualmente na tela de um computador de forma dinamica.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

No Brasil, a partir da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB - 9.394/96),
a Educagao Bésica é constituida pela Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino
Médio. O ensino da Matemética na Educagao Bésica apresenta forte resisténcia por
parte dos alunos, dentre as causas dessa dificuldade de aprendizagem estao na abstracao,
generalizacao, complexidade e hierarquizagao dos conceitos matematicos. Isso implica
que, para entender conteiidos mais avancados, os alunos ja deveriam ter os conceitos
matematicos basicos solidificados.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), instaurados em 1997, destacaram
a importancia do estudo da Matematica e orientaram que esta deveria ser transmitida de
forma ladica e prazerosa pelos docentes para que os alunos alcancem o desenvolvimento
do conhecimento matematico necessario para resolver problemas do dia a dia.

A Geometria, que é um dos blocos de contetidos da Matemética, estd no cotidiano
de todos. Segundo os PCN’s (1997), os conceitos geométricos permitem ao aluno compre-
ender, descrever e representar o mundo em que vive de forma organizada. Assim, o seu
ensino nao pode ser transmitido com metodologias que focam na memorizagao de concei-
tos e formulas através da oralidade ou apenas na manipulacao de coédigos e simbolos, sem
associar os significados atribuidos a eles.

Tais préaticas tem produzido um grande fracasso escolar nessa disciplina, com baixos
indices na apropriacao de conhecimentos e competéncias matematicas. Para verificar a
aprendizagem da Educacao Basica, principalmente a Matematica, um dos instrumentos
governamentais criados foi o PISA - Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes.
Mas vale ressaltar que nos ultimos resultados dessa avaliacao, o Brasil estd numa méa
colocacao, ocupando a 702 posicao de um total de 80 paises participantes.

Nesse contexto escolar, torna-se indispensavel alterar os papéis dos atuantes (aluno,
professor e recursos) no processo de ensino e aprendizagem. E necessario envolver os
alunos na sua propria aprendizagem, transformando-os em protagonista na construcao do
seu proprio conhecimento, buscando um aprendizado significativo. Essa significacao esté
relacionada com a funcionalidade, ou seja, os conhecimentos adquiridos devem ser tteis
aos alunos para que os utilizem quando as situagoes os exigem.

Nesse sentido, o aluno para ser ativo nesse processo e ter motivos de acao ¢ indis-
pensavel o interesse. Essa motivagao estd intimamente ligada as relacoes de troca com
o meio, principalmente seus colegas e professores. Assim, o professor deve identificar e
aproveitar aquilo que atrai cada aluno para proporcionar o autoconhecimento dos mes-
mos, auxiliando-os na concretizacao e na construcao do seu préprio saber. Portanto, o
aluno motivado relaciona o que aprende com o que ji sabe e o utiliza quando necessério.

Por sua vez, os recursos didaticos devem ser usados como instrumentos mediado-

res no ensino, os quais facilitam a relagao professor/aluno/conhecimento no processo de

110



construcao do saber. Eles também podem ser uma ponte entre o concreto e o abstrato,
0s quais proporcionam a construcao mental das representacoes abstratas dos conceitos
matematicos correspondentes aos objetos.

Ja o professor passa a ter o papel de orientador, facilitador e motivador. Nesse
processo, o professor deixaria de ser o detentor e transmissor do conhecimento e o aluno
nao seria mais um mero expectador ou memorizador. O papel do docente é criar um
ambiente adequado, promover a interagao e comunicacao entre alunos, utilizar estratégias
criativas que incentivem o raciocinio mateméatico e proporcionar diferentes formas de
avaliacao.

Tendo em vista essa realidade, o professor de matemética deve buscar novas es-
tratégias metodologicas de ensino que proporcionem um aprendizado ativo/participativo.
E notério que os alunos se interessam por abordagens novas, entdo o uso de materiais
concretos e da tecnologia em sala de aula sao recursos didaticos que podem ser usados pe-
los professores como instrumentos mediadores para a aprendizagem. O presente trabalho
apresentou dois recursos mediadores, o software GeoGebra e os materiais manipulaveis,
para o ensino das areas dos so6lidos geométricos.

Com o objetivo de diminuir esse insucesso escolar e elevar o indice de aproveita-
mento dos alunos nos contetidos matematicos, o professor de matematica tem os materiais
manipulaveis como uma das opc¢oes de instrumentos mediadores. Nesse sentido, conclui-
se que materiais manipulaveis sao os objetos, recursos ou instrumentos fisicos, concretos,
didaticos, ladicos, dinamicos e intuitivos que, através dos sentidos e da sua manipulacao,
proporciona a construcao, estruturacao, compreensao e concretizacao dos conceitos ma-
tematicos, além de propiciar uma melhor interacgao, socializacao, partilha de ideias entre
os alunos e promover a aprendizagem.

Esses recursos podem desempenhar diversas funcoes em sala de aula, sendo que
nao existe um material individualizado para atender um determinado conceito e nem um
problema pode ser solucionado apenas por um tipo de material. Assim, cada contetdo
pode ser trabalhado por meio de diversos materiais e um recurso pode ser usado para
estudar diversos conceitos.

Mas para que o uso desses recursos seja eficiente, o professor deve conhecer as
potencialidades e possibilidades do material a ser utilizado, saber usa-lo com confianca e
adequa-lo ao objetivo que quer chegar. Vale destacar que o objetivo nao estd no material
em si, mas no modo que serd explorado, sendo esse apenas um apoio na construcao do
pensamento matematico do aluno.

Outro ponto a ser destacado é que o professor deve privilegiar os materiais que
sejam manipulados pelos alunos e em segundo os recursos que o aluno saiba qual a fina-
lidade do seu uso, ja os materiais em que o aluno apenas ver ou mexe sem objetivo sao
ineficazes. Além disso, trabalhar com materiais manipuléveis requer disponibilidade de

um maior tempo para a interacao, exploracao e conhecimento do material e a sua relacao
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com o0s conceitos trabalhados.

De modo geral, as propostas utilizadas neste estudo ajudaram a visualizar a im-
portancia da utilizacao dos materiais manipulaveis. Considerando os dados coletados e as
andlises efetuadas nesta pesquisa, foi possivel concluir que os alunos que utilizam este tipo
de recurso apresentaram melhor rendimento comparado as aulas expositivas e trouxeram
beneficios ao processo de ensino e aprendizagem.

Os resultados obtidos sugerem que a utilizacao dos materiais manipulaveis motivam
os alunos a participarem mais das aulas, porque as tornam mais atraentes, interativas e
dindmicas, além de despertarem e estimularem a curiosidade, a espontaneidade, a concen-
tracao e o interesse nos alunos. A manipulacao, a visualizacao e a exploracao do objeto,
através de experiéncias visuais, tateis e imagindarias, auxiliam nas dificuldades de abstra-
¢cao matematica, pois os alunos criam imagens familiares do seu dia a dia, e facilitam
a compreensao das regras, propriedades e teorias. Além disso, proporciona uma maior
interacao entre os alunos e um aumento na troca de ideias.

Desta forma, os materiais manipulaveis sao ferramentas que auxiliam os alunos
na construcao dos seus conhecimentos, através de experiéncias ludicas, dinamicas, signi-
ficativas e diversificadas, e contribuem com os docentes como mediadores do processo de
ensino e aprendizagem, proporcionando aulas agradaveis e motivadoras.

Outro instrumento que também foi abordado nesta pesquisa e que auxiliou no
ensino da geometria foi o GeoGebra. Ele é um software de matematica dinamica educativo,
gratuito e multiplataforma.

Esse programa com interface pedagogica proporciona uma aprendizagem constru-
tivista, em que o conhecimento se constréi a partir das percepcoes e acoes do sujeito
que lhes sao significativas. Nessa perspectiva, os alunos podem construir, visualizar e
manipular objetos geométricos; analisar, fazer simulacoes ou experimentos; conjecturar,
interpretar, induzir, abstrair e generalizar os conceitos matematicos importantes. Por-
tanto, os ambientes informatizados favorecem a compreensao de conceitos matematicos e
propiciam animacao e criatividade durante a aprendizagem.

Outra vantagem dessa ferramenta é a interacdo e dinamicidade. Através desse
software os alunos realizam grande variedade de experimentos e construgoes em pouco
tempo, diferentemente da manipulacao concreta, as quais suas propriedades e relacoes sao
preservadas. Tal recurso também proporciona aulas mais atrativas, divertidas e dinamicas,
estimulando a curiosidade e a busca pelo conhecimento.

Apesar de saber as vantagens e contribuicées do uso do software em sala de aula,
este nao simboliza a solucao dos problemas educacionais. Essa ferramenta nao substitui
o método tradicional, apenas complementa e dinamiza as aulas. Contudo, para que esse
recurso tenha éxito, é necessario que as aulas sejam planejadas, com objetivos e regras bem
definidas, para poder conciliar essa combinacao de metodologias, e o professor também

conheca o programa e saiba utiliza-lo com confianca.
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Nesse contexto, o educador deve desempenhar seu papel fundamental de facilitador
da construgao do conhecimento. Como nem todos os alunos aprendem da mesma forma
e pelas mesmas atividades, é evidente que os professores devem encontrar alternativas
e estratégias adequadas que atinjam a maior variedade de estudantes. Nao existe uma
unica forma correta de ensinar, por isso, o docente deve estar atualizado em relacao as
novas tendéncias e tecnologias para poder selecionar e utilizar recursos mais adequados.

Este trabalho abordou o estudo do GeoGebra e dos Materiais Manipulaveis como
recursos mediadores no ensino de areas dos s6lidos geométricos no Ensino Médio. A partir
da intervencao, foi possivel avaliar a eficacia dessas ferramentas como mediadoras no pro-
cesso de ensino e aprendizagem. De fato, os objetivos propostos foram alcancados, pois se
constatou que tais recursos pedagogicos facilitaram a compreensao dos contetidos propor-
cionando um aprendizado significativo e as aulas se tornaram mais dinamicas, interativas
e motivadoras.

Contudo, na questao dos métodos, perceberam-se pontos que poderiam ser me-
lhorados. O primeiro ponto é quanto ao uso do software. Devido & indisponibilidade de
tempo, os alunos nao puderam utilizar todas as ferramentas do software e construir seus
solidos geométricos, apenas manipulé-los. Para trabalhos futuros, fica a sugestao de que
primeiro haja uma capacitagao quanto ao uso das ferramentas, para depois utilizd-lo no
conteudo especifico.

O segundo ponto é tocante & distribuicao dos encontros. Devido a dificuldade
dos alunos nos contetidos de prismas e piramides, nao teve a possibilidade de adicionar
encontros para abordar o contetido da esfera com os recursos mediadores. Sugere-se,
portanto, como proposta para um novo trabalho, que seja reorganizada a distribuicao
das aulas e dedique-se mais tempo ao ensino de area da esfera, utilizando os materiais
manipulaveis e o Geogebra.

Por fim, espera-se que o presente estudo sirva de referéncia para todos os docentes,
principalmente os de matemaética, e que esses acreditem que, através do uso de recursos
pedagogicos dinamicos, o processo de ensino e aprendizagem torna-se mais atrativo e
agradavel, aumenta o interesse dos alunos pelas aulas e proporciona o desenvolvimento

intelectual, profissional e social dos envolvidos no processo.
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A QUESTIONARIO INICIAL

CENTRO EDUCA MAIS SERTAO MARANHENSE - CEMSM
Componente Curricular: Matematica
EM§M Professor: Misael Soares Série: 3° Ano Turma: "A”
QUESTIONARIO 1
Abordagem sobre 0 Geogebra

Prezado(a) estudante:
Tendo em vista a realizacdo de uma pesquisa de término de conclusao de mestrado, solicito sua
contribuicao ao responder este questionario sobre o tema:
Geogebra e materiais manipulaveis: Recursos mediadores na organizacao do ensino de
areas dos solidos geométricos no ensino médio;

1.

Vocé sente dificuldade na aprendizagem de contelidos da Matematica?
() Sim

() Nao

() Parcialmente

. Na escola onde vocé estuda possui laboratério de informatica?
( )Sim
() Nao

. Olaboratério da sua escola ¢ utilizado pelos professores de qualquer disciplina, com frequéncia?
( )Sim
( )Nao

Deseja comentar sobre a importancia da utilizagao:

. Em algum momento da sua vida estudantil o seu professor de Matematica ja utilizou o com-
putador ou laboratério de informatica como uma ferramenta dindmica de ensino, onde vocé
operou o computador?

( )Sim
() Nao

. Vocé acredita que o uso do computador pode ajuda-lo a aprender Matematica?
( )Sim
() Nao

Deixe seu comentario:

. Vocé conhece ou ja utilizou o software GeoGebra?
() Sim
() Nao

Caso resposta positiva, responda:
O que vocé acha do Geogebra? Aprendeu algo novo? Recomendaria?




QUESTIONARIO 2
Abordagem sobre Materiais Manipulaveis

1. Em algum momento da sua vida estudantil o seu professor de Matematica ja utilizou material
manipulavel como uma ferramenta dinamica de ensino, na qual vocé fez construgoes?
( )Sim
() Nao

Deixe seu comentario:

2. Vocé acredita que o uso de material manipulavel pode ajuda-lo a aprender Matematica no
ensino de areas de soélidos geométricos?
( )Sim
() Nao

Deixe seu comentario:




B TESTE INICIAL

CENTRO EDUCA MAIS SERTAO MARANHENSE - CEMSM NOTA
Componente Curricular: Matematica
gEMSM Professor: Misael Soares Série: 3% Ano
""""""""""" Aluno: Data / /

PRIMEIRO QUESTIONARIO - AREA DOS SOLIDOS GEOMETRICOS
Cada questao vale 1 ponto - Sera preciso o uso dos calculos

1. Calcule a medida da area total do par- 3. Calcule a area total do prisma reto retangu-

alelepipedo retangulo (Prisma) represen- lar cuja medida é indicada abaixo.
tado abaixo:
T~
) T 3,5cm
E 2,5cm
5 >
17 #m 3am
- 2,0cm
20cm a) 72 cm?
2
a) 28 cm? b) 60 c:m2
9 c) 54 cm
b) 24 cm d 2
2 )48 cm
C) 22 cm e) 36 cm?
d) 16 cm?
e) 10 cm?

4. Calcule a éarea lateral e a area total do
prisma reto hexagonal retangular, respec-

2. Calcule a medida da éarea total do prisma tivamente, cuja medida é indicada abaixo.
representado abaixo: Dados:
Area de um hexagono é 2,6 cm?.

tg 54=1,3763

w
(=]
I
3

25¢cm
a) 30 cm? AN
b) 27 cm?
c) 20 cm? —
d) 15 cm? Tem
e) 09 cm?

a) 10 cm?; 11,72 cm?;
b) 10 cm?; 13,44 cm?;
c) 15 cm?; 16,72 cm?;
d) 15 cm?; 20,20 cm?;
e) 20 cm?; 12,65 cm?;




5. Calcule os valores aproximados da area lat-
eral e da area total do cilindro reto, respec-
tivamente, cuja figura é indicada abaixo .
Suponha 7 = 3,14

2 cm

Hcm)

a) 6,28 cm?; 12,56 cm?;
b) 6,28 cm?; 18,84 cm?;
c) 8,45 cm?; 15,70 cm?;
d) 12,56 cm?; 15,70 cm?;
e) 12,56 cm?; 18,84 cm?;

6. Calcule os valores aproximados da area da
base, da area lateral e da area total do cone
reto, respectivamente, da figura abaixo.
Suponha 7 = 3,14

20cm

a) 314 cm?; 1143 cm?; 1457 cm?;
b) 314 cm?; 1099 cm?; 1413 cm?;
c) 400 cm?; 1143 cm?; 1499 cm?;
d) 1256 cm?; 1099 cm?; 2399 cm?;
e) 1256 cm?; 2198 cm?; 3454 cm?;

7. Calcule os valores aproximados da area de
um tridangulo e da area total do octaedro de
aresta igual a 25cm, respectivamente.

a) 270,63 cm?; 1082,52 cm?;
b) 270,63 cm?; 2165,04 cm?;
c) 349,38 cm?; 2795,04 cm?;
d) 541,26 cm?; 4002,04 cm?;
e) 541,26 cm?; 4330,08 cm?;

8. Calcule o valor aproximado da area de um
triangulo e da area total do tetraedro de
aresta igual a 25 cm e apétema igual 21,65
cm, respectivamente.

Altura = 20.41

Aresta = 25

==
e ey
-

Aresta= 25

tema da Base=7.22

a) 349,38 cm?; 2795,04 cm?;
b) 270,63 cm?; 2165,04 cm?;
c) 270,63 cm?; 1082,52 cm?;
d) 541,26 cm?; 4002,04 cm?;
e) 541,26 cm?; 4330,08 cm?;



9. Calcule os valores aproximados da areade | 10. Calcule a area total do s6lido geométrico

um pentagono e da area total do dodecae- abaixo.
dro de aresta igual a 15 cm, respectiva-
mente.

Sabe-se que tg 54=1,3763

a) 200 cm?; 1200 cm? a) 1570 cm?
b) 225 cm?; 2700 cm? b) 1750 cm?
c¢) 225 cm?; 1350 cm? c) 2850 cm?
d) 387,11 cm?; 4645,32 cm? d) 3150 cm?
e) 387,11 cm?; 2322,66 cm? e) 3270 cm?

Provérbios 14.16 - "O sabio teme e desvia-se do mal, mas o tolo é arrogante e da-se por seguro.”



C TESTE FINAL

CENTRO EDUCA MAIS SERTAO MARANHENSE - CEMSM NOTA
Componente Curricular: Matematica
gEMSM Professor: Misael Soares Série: 3% Ano
""""""""""" Aluno: Data / /

POS TESTE - AREA DE SOLIDOS GEOMETRICOS
Sera necessario o uso dos calculos

1. Calcule a medida da area total do par- 3. Calcule a area total do prisma reto retangu-
alelepipedo retangulo (Prisma) represen- lar cuja medida é indicada abaixo.
tado abaixo:
S~
. 5 9,0 cm
E 3,5 cm
: A
”J_- Sz E,Dl:m
s 3,0 cm
2,0 em a) 168 cm?
b) 192 cm?
a) 27 cm? c) 264 cm?
b) 28 cm? d) 276 cm?
c) 32 cm? e) 288 cm?
d) 42 cm?
e) 47 cm?
4. Calcule a area lateral e a éarea total do
prisma reto hexagonal retangular, respec-
2. Calcule a medida da éarea total do prisma tivamente, cuja medida é indicada abaixo.
representado abaixo: Dados:
Area de um hexagono é 10,39 cm?.
‘. tg 54=1,3763
1 1 |
4,0 cm i i 5,0 cm
a) 37 cm? .
b) 42 cm?
c) 46 cm? —
d) 59 cm? 2,0 em
e) 66 cm?
a) 60 cm?; 68,78 cm?;
b) 60 cm?; 80,78 cm?;
c¢) 55 cm?; 56,78 cm?;
d) 50 cm?; 91,77 cm?;
e) 50 cm?; 82,77 cm?;




5. Calcule os valores aproximados da area lat-

eral e da area total do cilindro reto, respec-
tivamente, cuja figura é indicada abaixo .
Suponha 7 = 3,14

4cm

—

2cm

a) 50,24 cm?; 75,36 cm?;
b) 50,24 cm?; 18,84 cm?;
c) 26,46 cm?; 75,36 cm?;
d) 12,56 cm?; 31,40 cm?;
e) 12,56 cm?; 18,84 cm?;

. Calcule os valores aproximados da area da
base, da area lateral e da area total do cone
reto, respectivamente, da figura abaixo.
Suponha 7 = 3,14

10 cm

a) 153,9 cm?; 323,9 cm?; 477,8 cm?;
b) 113,1 cm?; 248,3 cm?; 361,4 cm?;
c) 113,1 cm?; 204,1 cm?; 317,2 cm?;
d) 78,5 cm?; 248,3 cm?; 326,8cm?;
e) 78,5 cm?; 204,1 cm?; 282,6 cm?;

7. Calcule os valores aproximados da area de

um tridangulo e da area total do octaedro de
aresta igual a 30 cm e apétema igual 25,98
cm, respectivamente.

a) 270,63 cm?; 1082,52 cm?;
b) 270,63 cm?; 2165,04 cm?;
c) 389,70 cm?; 2795,04 cm?;
d) 389,70 cm?; 3117,60 cm?;
e) 541,26 cm?; 4330,08 cm?;

. Calcule o valor aproximado da area de um

triangulo e da area total do tetraedro de
aresta igual a 30 cm e apétema igual 25,98
cm, respectivamente.

“Altura = 24.49

=
-
------
==
-~

.....

a) 270,63 cm?; 1558,80 cm?;
b) 270,63 cm?; 2165,04 cm?;
c) 389,70 cm?; 1558,80 cm?;
d) 389,70 cm?; 2165,04 cm?;
e) 541,26 cm?; 4330,08 cm?;



9. Calcule os valores aproximados da area de
um pentagono e da area total do dodecae-
dro de aresta igual a 20 cm, respectiva-
mente.

Sabe-se que tg 54=1,3763

a) 172,05 cm?; 2064,56 cm?
b) 688,19 cm?; 8258,28 cm?
c) 688,19 cm?; 2064,56 cm?
d) 387,11 cm?; 4645,32 cm?
e) 387,11 cm?; 8258,28 cm?

10. Calcule a area total do sélido geométrico
abaixo.

a) 4280 cm?
b) 3775 cm?
c) 3472 cm?
d) 3371 cm?
e) 3270 cm?

11. Calcule o valor aproximado da area total do
semicilindro reto da figura abaixo.
Suponha 7 = 3,14

15 mm

a) 697,76 mm?;
b) 817,76 mm?;
c) 898,72 mm?;
d) 1074,56 mm?;
e) 1395,52 mm?;

12. Calcule o valor aproximado da area total do
semicone reto da figura abaixo.
Suponha 7 = 3, 14

a) 49,68 cm?;
b) 73,23 cm?;
c) 85,23 cm?;
d) 87,36 cm?;
e) 98,47 cm?;



D QUESTIONARIO FINAL

QUESTIONARIO 3
Abordagem sobre as Oficinas

1. Como vocé classifica a oficina envolvendo GeoGebra na qual participou?

() Muito Boa
( )Boa

() Regular
() Ruim

Deixe seu comentario:

2. Vocé acredita que a utilizacdo do GeoGebra como recurso complementar nas aulas tradi-
cionais de matematica pode tornar o conteddo mais atrativo/compreensivel?
( )Sim
() Nao

Deixe seu comentario:

3. Como vocé classifica a oficina envolvendo Materiais Manipulaveis na qual participou?
() Muito Boa

( )Boa
() Regular
() Ruim

Deixe seu comentario:

4. Vocé acredita que a utilizagdo de Materiais Manipulaveis como recurso complementar nas
aulas tradicionais de matematica pode tornar o conteido mais atrativo/compreensivel?
( )Sim
() Nao

Deixe seu comentario:




E TERMO DE CONSENTIMENTO

UNIVERSIDADE ESTADUAL DO PIAUI - UESPI
CAMPUS POETA TORQUATO NETO - CPTN
CURSO MESTRADO EM MATEMATICA
TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA OS
RESPONSAVEIS DOS MENORES DE IDADE

Caro Responsavel/Representante Legal,

Gostaria de obter o seu consentimento para o menor

___ participar como voluntério da pesquisa intitulada GEOGEBRA E MA-
TERIAIS MANIPULAVEIS: RECURSOS MEDIADORES NA ORGANIZACAO DO
ENSINO DE AREAS DOS SOLIDOS GEOMETRICOS NO ENSINO MEDIO, que se
refere a um Trabalho de Conclusao de Curso para o Mestrado Profissional em Matematica
realizado na Universidade Estadual do Piaui (UESPI).

Os objetivos deste estudo consistem em analisar as possibilidades do geogebra e ma-
teriais manipulaveis como recursos mediadores na organizagao do ensino de dreas dos
solidos geométricos no ensino médio. Os resultados contribuirao para o desenvolvimento
de situagoes problemas sobre areas de sélidos geométricos com a mediacao do programa
geogebra e materiais manipuldveis.

Vale destacar que a participagdo dele(a) ndo é obrigatéria e, a qualquer momento,
podera desistir da contribuigdo na pesquisa. Além disso, tal recusa nao trard prejuizos
em sua relagao com o pesquisador ou com a instituicao em que ele estuda e nao acarretara
em nenhuma penalidade.

Destaca-se também que o nome dele(a) nao serd utilizado em qualquer fase da pesquisa,
o0 que garante o anonimato, e a divulgacdo dos resultados serd feita de forma a nao
identificar os voluntarios.

Por ser uma participagao voluntéria, o(a) senhor(a) e o menor de idade pelo qual é
responsavel nao receberao remuneragao pela participagao e nao serda cobrado nada, pois
nao havera gastos decorrentes de sua participagao.

Caso vocé autorize, a forma de participagao do seu filho serd participar de aulas ex-
positivas dos contetidos de dreas de figuras geométricas (matemética), depois a utilizagao
de materiais manipuldveis e o programa geogebra para aprimorar o conhecimento e, por
fim, realizar um teste avaliativo.

Tudo foi planejado para minimizar os riscos da participagdo dele(a), porém se ele(a)
se sentir desconfortavel com as perguntas, dificuldade ou desinteresse na pesquisa, podera
interromper a participagao e, se houver interesse, conversar com o pesquisador sobre o
assunto.

Desde ja, agradego a atengao e a participacao e coloco-me a disposi¢ao para maiores

informagodes, podendo tirar dividas agora ou a qualquer momento.



CONSENTIMENTO

Eu, declaro que entendi os objetivos,

riscos e beneficios da participagdo do aluno menor de idade pelo qual sou responsavel,

sendo que:

() aceito que ele(a) participe () nao aceito que ele(a) participe

Carolina, MA, 14 de Janeiro de 2020

Assinatura do responséavel pelo menor de idade
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