UNIVERSIDADE ESTADUAL DO PIAUI - UESPI
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO - PROP ‘l‘
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM A A
MATEMATICA
EM REDE NACIONAL - PROFMAT. PROFMAT

Sérgio Ferreira dos Santos

Analise comparativa dos sistemas de
amortizacoes: SAC e Price

Teresina
2020



Esta Pagina é a do “Termo de Ciéncia e de Autorizacao para publicacédo eletronica
do TCC pela Biblioteca da UESPI”, a qual deve ser encadernada no VERSO da pagina
anterior. O Formulario desse Termo de Ciéncia estd em anexo.



Sérgio Ferreira dos Santos

Analise comparativa dos sistemas de
amortizacoes: SAC e Price

Dissertacdo de mestrado apresentada ao
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional da Univer-
sidade Estadual do Piaui, como parte dos
requisitos para obtencédo do grau de Mes-
tre em Matematica.

Area de Concentragao: Ensino de Matema-

tica.
Orientador: Prof. Dr. Pitagoras Pinheiro de
Carvalho.

Teresina
2020



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducao total ou parcial deste trabalho sem
a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Sérgio Ferreira dos Santos graduou-se em Licenciatura Plena em Matematica pela Uni-
versidade Federal do Piaui (UFPI) no ano de 1989. Concluiu Especializagdo em Educa-
cao Matematica no ano de 2000 pela Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais.
E professor efetivo da rede publica municipal de Teresina; além de ser professor celetista
da Associacao de Ensino do Piaui - AESPI.



DEDICATORIA

Dedico este trabalho:

Aos meus pais: Benedito Catarino dos Santos (/n me-
moriam) Joana Ferreira dos Santos, pessoas muito
especiais que sempre contribuiram para o meu cres-
cimento profissional, social e intelectual.

Aos meus netos, Guilherme, Maria Luisa e Bento, pre-
sentes de Deus na nossa vida!



AGRADECIMENTOS

A Deus que fez em mim maravilhas! Grandioso és Tu, Senhor! A Ti, toda honra e toda
glorial

A Margareth, minha namorada, pelo companheirismo e apoio incondicional.

As minhas filhas, Sanmya Danielle e Renata Lais, pelo incentivo, apoio, colaboracao, e
por se fazerem o melhor presente em minha vida, preenchendo-a de tamanho felicidade.
Amo-as incondicionalmente!

Aos meus irmaos, sobrinhos, tios, genros, pelo apoio e colaboracédo constantes.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Pitagoras Pinheiro de Carvalho, pelas iluminacées no
percurso, orientando com tolerancia, rigor cientifico e sensibilidade humana.

Aos professores Dr. Laurent Marcos Prouvée e Dr. Afonso Norberto da Silva, pela
acolhida ao convite e contribuigdes na avaliagao deste trabalho.

Aos professores do Programa do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-
cional - PROFMAT, por contribuirem com sabedoria e competéncia na media¢do da cons-
trucdo do conhecimento.

Aos colegas do curso, pela amizade e rico compartilhamento de experiéncias.

Aos muitos amigos e amigas que de diferentes formas contribuiram para realizacao
deste projeto.



RESUMO
Neste trabalho apresentamos um estudo da analise comparativa entre os sistemas de
amortizagcdo SAC e Price. Mais especificamente, temos o objetivo de analisar numérica,
analitica e graficamente os sistemas e apresentar comparacdées de um empréstimo nas
mesmas condi¢des financeiras (valor, taxa e prazo), enfatizando os efeitos do prazo na
primeira prestacdo no SAC e na primeira amortiza¢do no sistema Price. Destacamos se
ha uma melhor op¢éo para o consumidor na escolha entre os dois.

Palavras-chave: Analise, SAC, Price.



ABSTRACT
In this work we present a study of the comparative analysis between the SAC and
Price amortization systems. More specifically, we aim to analyze the systems numerically,
analytically and graphically and present comparisons of a loan under the same financial
conditions (amount, rate and term), emphasizing the effects of the term on the first install-
ment in the SAC and the first amortization in the Price system. We highlight whether there
is a better option for the consumer when choosing between the two.

Keywords: Analysis, SAC, Price.
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1 INTRODUCAO

No estudo da Matematica Financeira, além dos calculos lineares, utilizamos também
os calculos exponenciais, por meio de ferramentas como potenciacao, radiciacéao e o lo-
garitmo, principalmente na resolugéo de problemas de juros compostos, séries uniformes
e sistemas de amortizacdo. Os conhecimentos desta area facilitam, por exemplo, o en-
tendimento sobre a cobranca de juros sobre determinada compra, permitindo a decisao
de comprar ou ndo a vista, mediante a obtencao de desconto oferecido pelo vendedor na
aquisicdo de um produto. Como exemplo de aplicabilidade, nos financiamentos de veicu-
los e principalmente da casa proépria, podem ser oferecidas duas maneiras de amortizar
a divida. A primeira: prestacdes iguais; a segunda: amortizagdes constantes, ou seja, as
prestacdes possuem valores diferentes.

Vamos analisar um financiamento com o mesmo valor de financiamento, nimero de
parcelas e a mesma taxa € o mutuario tiver condi¢cdes de optar pela amortizacdo de
prestacdes constantes ou de valores diferentes, e tentar identificar qual o mais vantajoso
para o consumidor, se existem beneficios principalmente em relagdo aos juros a serem
pagos.

Esta dissertacédo esta organizada como segue:

No primeiro capitulo, apresenta-se os conceitos basicos de Matematica Financeira,
gue serdao necessarios para a compreensao devida sobre sistema de amortizacdo e a
importancia da matematica financeira para o Ensino Médio, enfatizando principalmente o
tema a ser discutido. No segundo capitulo faz-se uma exposicao sobre sistema de amor-
tizacdo e em seguida comenta-se as cinco caracteristicas comuns existentes nos siste-
mas de amortizagédo. O capitulo 3 sera reservado para abordar o sistema de amortizacao
constante - SAC. Mostra-se através de exemplos e graficos, as principais caracteristicas
deste sistema. No quarto capitulo aborda-se o sistema de amortizacdo de prestacao
constante ou sistema francés através de exemplos e graficos as suas principais caracte-
risticas deste sistema. O quinto capitulo mostra que aplicacao do regime de juros simples
nos calculos de juros nestes sistema traz prejuizo para o devedor ou o credor. O sexto
capitulo apresenta a analise comparativa numérica, analitica e grafica entre os sistemas
SAC e Price, mostrando a equivaléncia dos sistemas quando empregado nas mesmas
condicdes; os efeitos do prazo na primeira prestacdo (SAC) e na primeira amortizacao
(Price) e ponto de reversao das prestacoes.

Por fim, no dltimo capitulo relatamos as principais conclusées obtidas apds o estudo
da analise entre os dois sistemas estudados.



1.1 Importancia da Matematica Financeira no Ensino Médio

Temos sido desafiados a aperfeicoar a pratica docente, reconhecendo os estudantes
como sujeitos do processo e que as experiéncias de mediagdo da aprendizagem favore-
cam nao somente ao conhecimento, mas também a sua aplicagao.

Se nos reportarmos aos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PC-
NEM) [3], podemos ilustrar o registro sobre 0s objetivos do Ensino Médio, quando explicita
que:

“Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver,
de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextua-
lizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e o desenvol-
vimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visdo de mundo."(PCNEM - Brasil, 1999).”.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio(DCNEM) [4], quando trata
da organizacao curricular, dentre outros pressupostos no seu artigo 7°, paragrafo 3°
afirma que:

“As aprendizagens essenciais sao as que desenvolvem competéncias e habilida-
des entendidas como conhecimentos em agéo, com significado para a vida, ex-
pressas em praticas cognitivas, profissionais e socioemocionais, atitudes e valo-
res continuamente mobilizados, articulados e integrados, para resolver demandas
complexas da vida cotidiana, do exercicio da cidadania e da atuagdo no mundo
do trabalho.”.

Assim, percebe-se a importancia de que o conhecimento adquirido tenha sentido para
aplicacao na vida cotidiana, e um tema relevante e com grande aplicabilidade pratica den-
tro da Matematica é a Matematica Financeira. Os conhecimentos desta disciplina facili-
tam, por exemplo, o entendimento sobre a cobranca de juros sobre determinada com-
pra, permitindo a decisdo de comprar ou ndo a vista, mediante a obtencdo de desconto
oferecido pelo vendedor na aquisicdo de um produto. Desse modo, as ferramentas da
Matematica Financeira ajudardo a indicar a decisdo mais apropriada a ser tomada para
cada caso.

George [2] et al. (p. 17, 2012) definem Matematica Financeira:

“A matematica financeira trata, essencialmente, do estudo do valor do dinheiro
(caixa) no decorrer do tempo. Ou seja, ela parte do principio de que determinada
quantia, avaliada em qualquer moeda existente e em determinada data, tem um
valor financeiro diferente se estiver em qualquer outra data. Assim, o objetivo da
matematica financeira é analisar operagdes de carater financeiro que envolvam
entradas e saidas de dinheiro ocorridas em momentos distintos”.
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Ou seja, a Matematica Financeira estuda, em esséncia, o valor do dinheiro ao longo
do tempo, isto é, o comportamento do dinheiro no tempo.

No estudo da Matematica Financeira, além dos calculos lineares, utilizamos também
os calculos exponenciais, por meio de ferramentas como potenciacao, radiciacédo e o lo-
garitmo, principalmente na resolugcédo de problemas de juros compostos, séries uniformes
e sistemas de amortizagdo. Sabemos que o ensino médio tem como uma das suas fi-
nalidades aprofundar e ampliar os conhecimentos do ensino fundamental e prepara-los
para ampliagdo no ensino superior. O estudo dos sistemas de amortizacdo € um apro-
fundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental e de alguns do ensino
médio. Configura-se um assunto importante pois trata-se de um tema do dia-a-dia de
guase todos os seres humanos, pois, de modo geral, sempre havera a necessidade de
se solicitar um empréstimo imobiliario ou uma operacao de Crédito Direto ao Consumidor,
logo os discentes necessitam deste conteudo para que possam tomar decisdes embasa-
das e conscientes em relacao as operacoes de crédito.

Os Parametros Curriculares do Ensino Médio (PCNEM) também destacam as neces-
sidades de abordar este tema.

“Por exemplo, o trabalho com esse bloco de conteldos deve tornar o aluno, ao
final do ensino médio, capaz de decidir sobre as vantagens/desvantagens de uma
compra a vista ou a prazo; avaliar o custo de um produto em funcao da quanti-
dade; conferir se estao corretas informagdes em embalagens de produtos quanto
ao volume; calcular impostos e contribuigdes previdenciarias; avaliar modalidades
de juros bancarios. (p. 71)”.

Ou seja, é fundamental que as praticas pedagdgicas e os conteldos ministrados este-
jam em sintonia com as exigéncias dos Parametros Curriculares, tornando a sala de aula
um ambiente agradavel e que aquilo ensinado nao seja empecilho para os alunos, isto
€, eles sejam experiéncias que venham enriquecer mais as curiosidades e a critica dos
discentes. A discussao do sistema de amortizagcado se enquadra tranquilamente dentro
desta perspectiva dos Parametros Curriculares.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [5] define o tema mencionado como com-
peténcia especifica de Matematica e suas tecnologias para o ensino médio, reafirmando
a sua relevancia, pois no estudo resolve-se problemas concretos e interpreta-se os seus
resultados para verificar a adequacao das solugdes:

“ Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, anali-
sando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢des propostas, de
modo a construir argumentacao consistente. (p. 531)”.
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Neste estudo comentaremos apenas o0s sistemas de amortizacao constante e de pres-
tacdo constante, por serem os mais aplicados no Brasil, principalmente nos financiamen-
tos imobiliarios e operacdes de Crédito Direto ao Consumidor. Por isso € imprescindivel o
conhecimento sobre taxa de juros, prazo e valor da prestacao, e se estes sao compativeis
com a capacidade financeira do tomador do empréstimo. A busca e conhecimento destas
informagdes evitam varios problemas, principalmente a inadimpléncia.

Além disso, como ilustracao do dominio desse conhecimento, registra-se que nos ulti-
mos anos, o0 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) - que visa avaliar as competéncias
adquiridas no Ensino Médio, possibilitando 0 acesso ao Ensino Superior - tem abordado
qguestdes que envolve conhecimento de matematica financeira, por exemplo, como vemos
nas seguintes questées que abordam o tema:

QUESTAOD 144

Urn empréstimo fol feito 4 taxa mensal de /% , usando
juros compostos, am oito parcelas fias e iguais a P.

O devedor tem a possibilidade de quitar a divida
antecipadamente a qualquer momento, pagando
para isso o valor alual das parcelas ainda a pagar.
Apbs pagar a 5° parcela, resolve quitar a divida no ato
de pagar a 6° parcela.

A exprass3o qua coresponde ao valor total pago pala
guitacao do empréastimo éa

1 1

:
m‘ “*m] |

o P14
i

1 1

ﬁ? “’ﬁll

QUESTAO 156 000000 P

+

Um casal realiza um financiamento imobiliario de
RS 180 000,00, a ser pago em 360 prestagbes mensais,
com taxa de juros efetiva de 1% ao més. A primeira 1 1
prestagdo & paga um més apos a liberago dos recursos @ P14 + |
e o valor da prestagdo mensal ¢ de R$ 500,00 mais juro i1 _32 1+ _32
de 1% sobre o saldo devedor (valor devido antes do 100 100
pagamento). Observe que, a cada pagamento, o saldo
devedor se reduz em RS 500,00 e considere que ndo ha
prestagdo em atraso. p 1 1 1

: + — -

Efetuando o pagamento dessa forma, o valor, em reais, a @ {14 --{-n‘,l {1+ _%"“] i r-%-J-)
ser pago ao banco na décima prestacio é de L 100 100 100

2 075,00.
2 093,00.

: 1 1 1
2 138,00. o P +

i - |

il g el J 3 |

2 255,00. [1 + 100) (1+ 100) (1+ 1CICI] |
2 300,00.

PeeROS

(a) ano 2015 (b) ano 2017
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Destaca-se que no PROFMAD ( que tem como objetivo proporcionar formacao mate-
matica aprofundada e relevante ao exercicio da docéncia na Educagéo Basica, visando
dar ao egresso a qualificagdo certificada para o exercicio da profissdo de professor de
Matematica) é ministrado a disciplina Matematica Discreta que tem um capitulo sobre
Matematica Financeira, que aborda o tema sobre Sistema de Amortizacao, além de ou-
tros temas importantes escolhidos devido a sua importancia no dia-a-dia para todos os
cidadaos.

Assim, percebe-se a necessidade de abordar assuntos de Matematica Financeira nos
Ensinos Fundamental e Médio, com objetivo de preparar os alunos para cidadania, ou
seja, a pensar, raciocinar, interpretar, analisar, avaliar e refletir as situacdes da vida finan-
ceira, ajudando-os a tornarem-se seres mais criticos nas suas decisdes éticas e social-
mente responsaveis e além de justas.

1.2 Conceitos fundamentais

Inicialmente, abordaremos alguns dos principais conceitos teéricos que servem como
ferramentas para um bom entendimento sobre os dois sistemas de amortizagdo a serem
desenvolvidos.

1.3 Progressoes Aritméticas

Definicao 1. Uma progressao aritmética é uma sequéncia de numeros ( ay, as, as, ..., a,,
...) na qual a diferenga entre cada termo a, 1 € 0 Seu antecedente a,, é constante . Essa
diferenga constante é chamada de razao e sera representada por r.

Assim, uma progressao aritmética de razgo r é uma sequéncia a,, na qual

L .. Ant1 = A =T, (1)
para todo n inteiro e positivo.

Exemplo 1.1 \A sequéncia (3, 8, 13, 18, 23,...) € uma progressao aritmética, pois 8 - 3 =
13-8=18-13=23-18 = ... = 5. Observe-se que a diferenca entre cada termo e o seu
anterior é a constante 5.

Teorema 1. (Termo geral de uma P.A.) Se a,, € uma sequéncia que representa o termo
deral de uma progresséo aritmética de razéo r, entao a,, = a; + (n — 1) - r; para todo n
inteiro e positivo.

'Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.
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Demonstracdo. Pela definicdo de progressao aritmética, temos:
g — Q1 =T,

asz —ag =T,

p—1 —Ap—2 =T
Ay — Ap_1 = T.
Somando essas n — 1 igualdades, verifica-se que

an=a;+(n—1)-r

n

\Exemplo 1.2. \ Na progressdo aritmética (3, 8,13, 18,23, ...), temos a, = a, + (n — 1) - r
3+ (n—1)-5=5n—2,em particular, aso = 5- 50 — 2 = 248.

Teorema 2. (Soma dos n primeiros termos de uma P.A.) A soma dos n primeiros
termos da progresséo aritmética (a,,) = (a1, as , as, ..., a,), € dada por:

(a1 +a,) - n

S, = o 2)

Demonstragédo. Considere as somas
S,=a1+a+az+..+a,_1+a, €

Sy = Gp + Qp1 + Qo+ ... +as + ay.
Dai,
2-8,=(a1+ay) + (ag +an_1) + (ag+ an_2) + ... + (an + aq).

Temos que:
Ap — Qp—1 =7 = Gp—1 = p — T,

Ap1—Qp 9o =7 =>0p 0 =0p 1 — T =0p —T — T = Ay — 27,

Ap—3 —QApo =T = Qp_3 =0p_o—T =0y — 2r — T = @, — 37
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Logo, com raciocinio similar garantimos que:

2-Sy=(a1+a,)+ (a1 +r+a, —7+ (a1 +2r+a, —2r) + ...+ (a, +a1) =

2-5,=(a1+a,) + (a1 +a,) + (a1 +a,) + ... + (ap + a1) =

2-5,=(a1+a,) n=

(Cll +(ln) n

Sp = 5

]

‘ Exemplo 1.3. ‘ Determine a soma dos cinquenta primeiros termos da progressao aritmeé-
tica (3, 8, 13, 18, 23, ...).
Solucao: Temos que a; = 3, a5 = 248 e n = 50

(B84248)-50 _ ¢ o7g.

1.4 Progressoes Geométricas

Definicao 2. Uma progressdo geométrica é uma sequéncia a,, as, ..., a,, ... onde cada
termo, a partir do segundo, é dado por
p+1 = ap g,

isto é, o produto do termo anterior por uma constante q, (¢ € chamada de razdo da pro-
gresséo).

'Exemplo 1.4.| A sequéncia (3, 6, 12, 24, 48,...) é uma progresséo geométrica, pois
6 12 24

5 T Rt 2, ou seja, a divisdo entre cada termo posterior e termo anterior é
uma constante no valor de 2.

Teorema 3. Termo geral de uma progressao geométrica - P.G.
Em toda progressao geomeétrica (a,,) de razao q, tem-se para todo natural n que:

an =ay-q"""
~ (05} as Qp, T .
Demonstracdo. Temos — =¢q, — =g¢q,... = = ¢. Multiplicando essas n — 1 igual-
ai a2 Ap—1

a
dades, obtemos: — = ¢" ..
aq
Dai,

n—
ap =4ay - q .
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Exemplo 1.5. Na sequéncia (3, 6, 12, 24, 48,...), temos uma progressao geométrica. De
fato, temos a,, = 3 - 2"~!. Em particular, a,q = 3.2°.

Teorema 4. Soma dos n primeiros termos de uma P.G. A soma dos n primeiros termos
de uma progressao geomeétrica (a,,) de razdo q # 1 € dado por:

n

I—gq
1—gq°

Sn:al.

(3)

Demonstragcdo. Considerando a soma

Sp=ay+ay+as+ ...+ a,_1 + a, e, multiplicando por ¢, obtemos
q-Sp=a1-q+taz-q+az-q+ ..+ a1 -q+a, q=
qg-S,=ays+az+as+..+a,+a,-q.

Subtraindo essas igualdades, obtemos:
Sp—q-Sp=(a1+ay+az+..+a,1+a,) —(as+az+as+...+a,+a, q) =
S,—q-S,=a1—a,-q=a1 —a-q" =
Sp—q-Sp=a1-(1-q") =

Sl—q)=a1-(1—-¢") =

Dai, ja que ¢ # 1, tem-se:

1.5 Logaritmo -

Definicao 3. Dado um numero real a > 0, o logaritmo de um nimero x > 0 na base a é 0
expoente y a que se deve elevar a de tal modo que a¥ = x.

Escreve-se y = log, = e |1é-se y € o logaritmo de z na base a.
Podemos escrever entao:
log,z =y & ad¥ = .

Em outras palavras, dizer que y = log,z € 0 mesmo que afirmar que a¥ = x.
Em particular, se base a = 10, dizemos que y é o logaritmo decimal x e neste caso,
escrevemos

y = log,,z = log x.
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Propriedade 1. Se0<a+# 1,b> 0ec> 0, entdolog,(b - c) = log, b+ log, c.

Demonstracdo. Para provar isto, basta escrever log,b = x e log,c = y. Isto quer dizer
que a®* = b e a¥ = c. Segue-se entdo que a¥ - a® = b - ¢, ou seja, que a*tY = b - c. Esta
ultima igualdade significa que = + y = log,(bc), isto &, que

loga(b - c) = log,b + log,c.
O

Observa-se que esta propriedade estende-se para o produto de um numero qualquer
de fatores. Por exemplo, com d > 0,

loga(b-c-d) =1loga(b- (c-d)) =logeb+ log,(c- d) = log,b + log,c + log,d.
E assim por diante, com z1, 2o, - - - z,, > 0, temos indutivamente que
loga(xy - o -+ - - ) = logaxy + logaws + « -+ + l0ga .
Em particular, se n € N entéo,
logex™ = loga(x -z -+ - x) = log,x + logex + - - - + log,x = n - log,x. (4)
1.6 Funcao Continua

Definicao 4. Uma fungdo f : X — R € continua em um ponto z, € X se a seguinte
condigc&o for satisfeita: dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

r e X, |lxr—xo| <d=|f(x) — fx)] < e.
A funcéao f é dita continua se o for em todo z, € X.
1.7 Limite de funcoes

Definicao 5. Fixado =, € R, uma vizinhanca de x, € um intervalo | da forma I = (zo —
r,xog + 1), onde r é um real positivo. Nesse caso, diremos que ré oraio de [ equel é a
r-vizinhanga de x.

Definicao 6. Sejam X C R um intervalo, xo € X e f : X \ {zo} — R uma fungéo dada.
Dizemos que f tem limite L quando x tende a x,, e denotamos

lim f(z) =L,

Tr—xQ

se, para cada vizinhanga J de L, existir uma vizinhanga I do x tal que

re XN \{x}) = f(z) € J
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Teorema 5. | Sejam X C R uma unido de intervalos e f : X — R uma fungdo dada.
Para xy € X, temos f continua em x,, se, e sO se,

lim f(z) = f(zo).

Teorema 6. | Sejamz, € X e f,g: X\{zo} — R duas fungbes dadas. Selim, ., f(z) =
L e lim g(z) = M, entgo:

8) lim (f +g)(x) = L+ M;

b) lim (fg)(x) = L+ M;

c) lim (i) (x) = %, caso M # 0.

T— X0 g

Definicao 7. Dada uma fungdo f : X \ {x¢} — R, escrevemos lim f(z) = +oo, Se,

Tr—xQ

dado M > 0 arbitrario, se existir § > 0 tal que

reXel<|r—x<d= flzx)>M.
1.8 Derivada

Definicao 8. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma fung&o dada. Fixado
xo € I, dizemos que [ é derivavel em x se existir o limite

lim f(zo+h) — f(l’o)_

h—0 h

Neste caso, tal limite sera denominado a derivada de f em z, podendo ser denotado
por f'(xg).

Propriedade 2. ﬁ]Se ne€Nef:R— R éuma fungdo dada por f(x) = x", entdo f é
derivavel em R e f'(x) = nxy ", para todo z, € R.

Propriedade 3. P|Sen € Z é negativo e f : R\{0} — R é a fungdo dada, paraz € R\{0},
por f(x) = a", entdo f & derivavel emR \ {0} e f'(x0) = nzjy ", para todo z, € R\ {0}.

2Demonstracéo encontra-se no livro [18].
3Demonstragéo encontra-se no livro [20].
“Demonstragéo encontra-se no livro [18].
SDemonstragéo encontra-se no livro [18].
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1.9 Limites indeterminados e Regra de L'Hopital

s . - ) . 0
Definicao 9. Diremos que o limite lim <i> (x) tem a forma indeterminada 0’ se o quo-

T—T0 g
ciente de fungées reais (f) (x) esta definido em um conjunto da forma I \ {a} (sendo I
g

um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de I), f(x) e g(x) sdo continuas e
derivaveis para x # a, e lim f(z) = lim g(x) = 0.
Tr—a Tr—a

Definicao 10. Diremos que o limite lim <i>(x) tem a forma indeterminada E, se o
z—zo \ g (0. ¢]

quociente de fungbes reais g(a:) esta definido em um conjunto da forma I \ {a} (sendo

I um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de 1), f(x) e g(x) sdo continuas e
derivaveis para x # a, e lim f(z) = +oo e lim g(z) = fo0.
r—a Tr—a

Teorema 7. (Regra de L’Ho‘pita/ﬁ Suponha que f e g sejam derivaveis e ¢'(x) # 0 em um
intervalo aberto I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que:
lim f(z) =0e limg(x) =0
r—a Tr—a
ou que
lim f(z) = £o00 € lim g(z) = o0

r—a

. : .0 .
(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo 0 ou % ). Entao

f (=)

@) f@
o)~ g)

se o limite do lado direito existir( ou for oo ou -00).

1.10 Diagrama do fluxo de caixa

Definicdo 11. Diagrama do fluxo de caixa[], ou simplesmente fluxo de caixa de uma
operacdo financeira é a maneira de representar visualmente as entradas e saidas de
dinheiro efetivadas no decorrer do tempo de operacdo. A maneira de representar depende
da visdo do credor ou devedor.

Pode-se representar o digrama de fluxo de caixa tanto na visdo do credor ou devedor,
contudo neste estudo, a representacao grafica sera feita do ponto de vista do mutuario.

6Demonstragéo encontra-se no livro [22)].
’Os diagramas, figuras, gréaficos e tabelas todos de autoria do autor
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Temos o diagrama de fluxo de caixa de uma operacao de n pagamentos representado
graficamente no Fluxo de caixa[1.1]

Fluxo de caixa 1.1: Fluxo de caixa genérico.

(+)Entrada ou recebimento

0 1 2 3 4 .- n-2 n-1 n

R

(-) Saida ou aplicagdes

No eixo horizontal, esta registrada a escala do tempo, que chamamos de periodo e
pode ser expresso em dias, meses, anos ou outra unidade de tempo qualquer. O ponto
zero (0) indica 0 momento inicial, enquanto a data (n) representa o prazo da operagao.

No eixo vertical, encontram-se as entradas (ou recebimento), representadas por setas
para cima (1) da linha do tempo, e as saidas, por setas para baixo (}) da linha. Caso
haja recebimento e pagamento numa mesma data, poder-se-a representar graficamente
a diferenca entre os dois.

Exemplo 1.6.\ Um empréstimo de R$ 240.000,00, a uma taxa de juros de 1% a.m. que
sera pago em 5 prestagdes iguais de R$ 49.449,55, sendo a primeira paga 30 dias apds
a liberacao do empréstimo. Represente graficamente o fluxo de caixa.

A representagdo grafica do empréstimos é dada pelo Fluxo de caixa[1.2]

R$ 240.000,00
t=1%am
0 1 2 3 4 5
P P P P P
P = R$ 49.449,55

Fluxo de caixa 1.2: Fluxo de caixa de empréstimo.
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Neste exemplo, temos uma entrada de R$ 240.000,00 e saida de 5 pagamentos iguais
e sucessivos de R$ 49.449,55, sendo o primeiro pago um més apés a liberacdo do em-
préstimo.

1.11 Juro, montante e taxa de Juros

Definicao 12. Juro é a remuneragcdo J que alguém recebe por emprestar um capital C a
outrem por certo periodo de tempo n.
Montante M é a soma do capital C e juro J, ou seja, M = C + J.

. . - : S | . :
Taxa de juros i é a razdo entre o juro e capital, isto é, i = Yol sera sempre referida ao
periodo da operacao.

1.12 Regimes de capitalizacao de juros: simples e compostos
1.12.1 Juros simples

Definicao 13. Chamamos de juros simples a remuneraco recebida pela aplicagcdo de
um capital (C') a uma taxa de juros (i) e ao final do prazo de tempo (n).

No regime de juros simples, os juros periddicos (.J) sdo calculados apenas sobre o
capital, assim os juros formados ao final de cada periodo séo calculados aplicando-se a
taxa (i) sobre capital, isto é,

J=C-i.

Desse modo, tem-se:
h=Lh=J=..=J,=C-1i.

O célculo dos juros de n periodos de tempo é dado pela expresséo:

5)

Essa expressdao mostra que os juros simples (J) sdo diretamente proporcionais ao
capital (C), ao tempo (n) a taxa de juros (i), sendo i referida na mesma unidade de n.

Definicao 14. Ao valor resgatado ao final da capitalizacao do Capital (C) damos o nome
de montante (C,,).

Ou seja, o montante € a soma do capital mais o juro.

Chn=C+J=C+C-i-n=C-(1+1i-n). (6)

26



1.12.2 Juros compostos

Definicao 15. Chamamos de juros compostos a remuneracdo que o capital (C) recebe
apos um periodo de aplicagcao (n), quando a cada periodo, a partir do segundo, os juros
sdo calculados sobre montante do capital C' no periodo anterior.

Teorema 8. °| No regime de juros compostos de taxa (i), um capital (Cy), transforma-se,
em (n) periodos de tempo, em um montante (C,,) igual a:

Cn=0Co- (1+1)™ (7)

Outro modo de ler o Teorema , C, = Cp- (1+14)", € que uma quantia, hoje igual a Cy,
transformar-se-4, apés n periodos de tempo, em Cj - (1 + ¢)". Isto €, uma quantia, cujo
valor atual € A, equivalera no futuro, depois de n periodos de tempo, a F' = A - (1 +4)".
Essa é a formula fundamental da equivaléncia de capitais:

e Para obter o valor futuro, basta multiplicar o atual por (1 +)".

e Para obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1 + i)™.

1.12.3 Convencao linear e exponencial para periodo nao inteiros

Definicao 16. Definimos convencgao linear, como aquela que admite a formac&o de juros
compostos para a parte inteira do prazo e de juros simples para a parte ndo inteira.

e Nesta convencgdo, usaremos juros compostos para a parte inteira e juros simples
para a parte fracionaria.

Definicao 17. Convencdo exponencial adota o mesmo regime de capitalizacdo para o
periodo.

e Nesta convencao, aplicaremos o juros compostos tanto para a parte inteira como
fracionaria.

8Demonstragéo encontra-se no livro [17].
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Exemplo 1.7.\ (PROFMAT ) Em 5 de janeiro de 1996 foi feito um investimento de 300
reais, a juros de 15% ao més. Determine o montante em 12 de abril de 1996, usando a
convencgao linear e exponencial.
Solucao:
D, = R$300,00
n = inicio = 05/01/1996, fim = 12/04/1996, 98 dias = 3 meses e 8 dias
t=15%a.m=0,15a.m.

a) Convencao linear
1° passo: Utilizando a equacao (/) para determinar o juro composto para n = 3 meses;

Cs =300 (14 0,15)> =300 - (1,15)* = 300 - 1, 52088 = 456,26.

. ~ : . . 8
2° passo: Utilizando a equacao H para calcular o juro simples para n = 8 dias = 30 =
0,26667 meses, logo

Co,26667 = 456,26 - 0,15 - 0,26667 = 18,25.

Assim,
Cs.96667 = 456,26 + 18,25 = 474,51.

b) Convencao exponencial

Utilizando a relagéo (7), tem-se:
C306667 = 300 - (1 + 0, 15)*20%67 = 300 . (1, 15)*20567 =
Cs.96667 =300 - 1,57863 = 473,59.

1.12.4 Taxas equivalentes

Definicao 18. Dadas duas taxas i; e iy, respectivamente aos periodos n, € ns E] Elas
sergo ditas equivalentes se, para um mesmo prazo de aplicacdo, for indiferente colocar
um capital C a render juros a taxai, ou a taxa i,.

Assim, em regime de juros compostos, devemos ter:

C(1+i)" =C(1 +1iy)™,
ou

(14 4)™ = (1 +ig)™. (8)

90s periodos n; e ny tém diferentes unidades de medida de tempo, mesmo sendo iguais.
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' Exemplo 1.8.| (PROFMAT) Determine as taxas mensais equivalentes a 100% ao ano e
a 39% ao trimestre.

Solucao

a) { 11 = 100% ao ano e n; = 1 ano

19 = ? % aomés e ny, =1 ano = 12 meses
Aplicando a equagéo (8), tem-se:

I+ =(1+i)? = (1+i)?=2= (1+i) = V2=
(1+1iy) =1,05946 = i, = 5,946% a0 més.

b 11 = 39% ao trimestre e n; = 1 trimestre
19 = ? % ao més e ny, = 1 trimestre = 3 meses

Aplicando a equagéo (8), tem-se:
(140,39 =(1+14)° = (1+142)° = 1,39 = (1+4) = /1,39 =
(1+1i9) = 1,11602 = iy = 11,602 % ao més.

1.13 Equivaléncia de capitais

Definicao 19. Dois ou mais capitais de valores C,, Cs, Cs, ..., C,,, com vencimentos nas
datas nq, ns, ns, ..., n,, contados a partir da data de referéncia n, e considerada a taxa de
juros i, sdo equivalentes se os seus valores atuais forem iguais.

A equivaléncia de capitais pode ser calculada no regime de capitalizacado simples e
composta.

1.13.1 Considerando pagamentos individuais
1.13.1.1 Regime de capitalizacédo simples Aplicando a equagao (), tem-se que:

4 Cy Cs Ch

(14+ny-9)  (14ny-9) (14+ns-4) (14+n,-i)

1.13.1.2 Regime de capitalizacdo composta Aplicando o Teorema |8} tem-se que

4 Cy Cs C,

A+ (I4dm= (L4 (L4i)m

29



1.13.2 Considerando-se séries de pagamentos iguais ou diferentes

Definicao 20. Diz-se que duas séries de pagamentos A (A, As, As,--- A,,) € B (By,
Bs, Bs, -+ B,) sdo equivalentes quando o valor atual dos termos da série A, na data
de referéncia t, for igual ao valor dos termos da série B, na mesma data, considerada
determinada taxa de juros i.

Isso também é verdade para trés ou mais séries de planos de pagamentos.

1.13.2.1 Regime de capitalizacao simples

A A BB B )
(14+1-4)  (1+2-4) (I+m-i) (Q+1-7) (1+2-9) (14+n-1)
1.13.2.2 Regime de capitalizacao composta
Al AQ Am Bl BQ Bn

R L G P G AN il s B L SR R G BV R L

A equivaléncia de capitais no regime de capitalizacdo composta depende, necessari-
amente, da taxa de juros aplicada para descontar os capitais, a fim de obter seus valores
atuais. Ou seja, se for alterada a taxa, a equivaléncia deixara de existir.

Se duas ou mais séries de valores tiverem o mesmo valor atual, a uma determinada
taxa de juros, entdo, seus valores futuros (VF) ap6s n periodos, obtidos com a mesma
taxa, sdo necessariamente iguais. Assim, a equivaléncia de capitais pode ser verificada
no final de qualquer periodo n, desde que o periodo escolhido seja 0 mesmo para todos
os termos.

Teorema 9. No regime de juros compostos, a equivaléncia financeira de conjuntos de
capitais independe da data tomada como a data comparagao (data focal).

Demonstracdo. Sejam dois conjuntos de capitais. O primeiro € composto de m capi-
tais, A;; A, ..., Am, respectivamente pagaveis nas datas ¢4, t, ..., t,,, contadas a partir da
origem (data 0) e expressas em numero de periodos da taxa i de juros compostos con-
siderada. O segundo formado por n capitais, que pode ser maior, menor ou igual a m,
Bi, Bs, ... B, respectivamente pagaveis nas datas t'4,t,, ..., t',,, também contadas a partir
da mesma origem e expressa na mesma unidade de tempo que relativa aos capitais do
primeiro conjunto.
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As

|
l ,
0 t to t t3 t,, periodos dataxai

Bl Bn

Bs
B’y

Sendo t, medida a partir data da origem e também em numero de periodos da data i,
uma data arbitraria tomada como a da comparagao, os conjuntos serdo equivalentes se:

m

S A (L) = E:B (1+0)

ou

A - (1+10)t Az'(1+i)t+ Ay -(14+14)"  By-(1+14)" By-(1+1) B, - (1414)
(1+4)h (T+d)2 7 (L+d)tm  (L+4)" (1+d)t2 77 (1+4)tn

A Ay Am

+ TR By By B
1+t (140 7 (1+4d)tn

T O T R S

(1414)"- = (1414)"

Como i >0, logo 1 + i > 0, podemos dividir a igualdade por (1 + i)*. Obtemos:

Al + AQ + + Am o Bl + B2 + + Bn
(T+d)hn  (L+a) 7 A+t (T40)"  (T+4)" 7 (L+4)

Ou segja,

n
!/

iAk (L) =) B (140

j=1

igualdade que independe da data ¢.
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'Exemplo 1.9.| (PROFMAT) Suponha que o dinheiro valha 10% ao més para um comer-
ciante que vende determinado produto por R$ 4.200,00 a vista.
a) Se o comerciante deseja oferecer o produto para compra em duas prestacdes iguais,
a primeira no ato da compra, qual deve ser o valor dessas prestacoes?
b) Suponha que ele deseja oferecer o produto em 10 prestagdes iguais, a primeira no ato
da compra, qual o valor das prestagcbes?
Solucao

Dy = 4.200,00
a) ¢ n = 2 prestagdes iguais, a primeira no ato da venda

t=10% a.m =0,10 a.m.

Seja C' o valor da prestacdo e usando a relagéao tem-se:
C C

—42
40,100 " (o100 r20=
C
2,10C — 4620 =

C =2200.

Dy = 4.200,00
b) ¢ n = 10 prestagdes iguais, a primeira no ato da venda
1=10% a.m=0,10 a.m.
Seja C' o valor da prestacdo e usando a relagéo novamente, temos

¢« ¢ ., ¢ L.
(140,100 " (1+40,10)' " (1+0,102 " (1+0,10)

1 1 1
1
¢ < 110 T e T o)

Temos que a expressao:

= 4200 =

1
3 + ...+ W) = 4200.

L+ ! + ! +..+ ! é uma PG com 1e b
e —_— a — — .
1,10 (1,10)2 (1,10)9 1 q 1,10
Logo,
X 1
9 - -
1 (1,10 1-0,38554 0,61446
= : = = — 6,75899.
; (1,10) T 7 1-0,90909  0,09091
1,10
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Assim, tem-se:

C -6,75899 =4200 =
4200

- = 621,39.
6, 75809

1.14 Séries uniformes

Definicao 21. Série uniforme é um conjunto de quantias (chamadas usualmente de pa-
gamentos ou termos, todos iguais e igualmente espacados no tempo) referidas a épocas
diversas, é chamada de série, ou de anuidade(apesar do nome, nada a ver com ano) ou,
ainda, renda. Se esses pagamentos forem iguais e igualmente espacados no tempo, a
série é dita uniforme.

Teorema 10. m O valor de uma série uniforme (A) de n pagamentos iguais a P, um tempo
antes do primeiro pagamento, €, sendo i a taxa de juros, dada por

AP, 1—(1.+z)_ .

4

"°Demonstragao encontra-se item 4.2.1 na pagina 73|
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2 Sistemas ou métodos de amortizacao

2.1 Introducao

Definiremos amortizacao e sistemas (planos) de amortizacdo, em seguida abordare-
mos principalmente as caracteristicas basicas de um plano genérico de financiamento e
demonstraremos, através de exemplos, a importancia destas caracteristicas comuns que
todos os sistemas de amortizagdo possuem, que ndo sao compativeis com a utilizacao
do regime de juros simples, pois sempre trazem uma inconsisténcia no seu emprego,
porque os juros calculados sao diferentes dos juros devidos ou o saldo devedor no final
do periodo nao é zerado.

Com relagédo a amortizacao, Camargos [6] (2019, p. 295) aduz que:

“E o processo financeiro pelo qual uma divida ou obrigacdo é paga progressi-
vamente por meio de parcelas, de modo que, ao término do prazo estipulado, o
débito seja totalmente liquidado. Ou seja, é a forma de pagamento dos juros e de
devolucéo do principal contratado”.

A amortizagédo € a devolugéo parcial do valor financiado, somada com 0s juros - re-
presentam a remuneracao do financiamento - que esta soma equivale a prestacgao.
Camargos [6], sobre aos sistemas de amortizacéao, (p. 295, 2019), acrescenta:

“Sistemas de amortizagao séo as diferengas formas existentes para pagar um em-
préstimo. Na maioria dos sistemas, a divida ou saldo devedor remanescente so-
frera incidéncia dos juros, sendo este Ultimo progressivamente reduzido e quitado
com o pagamento da amortizacdo. Geralmente sao apresentados demonstrati-
vos sobre o estado/estdgio da divida, do qual constam: quantidade de parcelas,
valor de cada pagamento, dividido em juros e amortizagao, e saldo devedor”.

No tocante a quantidade de prestacdes e sobre a periodicidade das mesmas, Dutra,
[23] (2018, p.127), assevera:

“O plano pode ser formado por apenas um pagamento ou por uma série de parce-
las iguais ou diferentes, com periodicidade diaria, quinzenal, mensal, trimestral,
anual ou em periodos variaveis”.

Sistemas de amortizagédo estabelecem o ritmo em que se fara a amortizagdo e como
as partes (credor e devedor) de um empréstimo sao livres para estipular alguns tipos
de acordos, inumeros sdo os métodos de amortizacdo empregados para a liquidacao de
uma divida.
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2.2 Tipos de sistemas ou métodos de amortizacao

Faro [11] (2012, p. 230,) enumera os diversos tipos de sistemas existentes no ambi-
ente financeiro:

“Os métodos mais utilizados para o resgate de empréstimos a longo prazo, cha-
mados método de amortizacao, séo:

a) método francés ou de prestagdes periddicas e constantes;

b) método americano ou do sinking fund;

c) método alemao ou de juros antecipados;

d) método das quotas constantes de amortizagao;

e) método misto de amortizagao”.

Dos diversos sistemas de amortizagao existentes, apresentamos aqui o sistema fran-
cés (sistema Price) e o Sistema de Amortizacdo Constante (SAC). Estes sistemas sao
habitualmente utilizados nos financiamentos imobiliarios.

Morgado [16](2015, p.100) comunga com a ideia, mesmo, existindo diversos métodos
de amortizagao, ha apenas dois que sdo mais utilizados no ambiente financeiro:

“Os sistemas usuais de amortizagdo sdo o sistema de amortizagdo constante
(SAC) e o sistema francés de amortizagao, também chamada de Tabela Price
(Ricard Price foi um economista inglés). O sistema francés é caracterizado por
prestacdes constantes”.

Nascimento [19](2011, p. 109) tenta justificar sobre a utilizagdo do sistema Price:

“E um dos sistemas de amortizagdo mais utilizados ultimamente, talvez por sua
praticidade ao proporcionar prestacdes periddicas nominalmente iguais, facili-
tando o controle orgamentario”.

Por essa razao, nosso estudo ird abordar os sistemas de amortizacdo: SAC e Price,
por serem 0S mais usuais, com objetivo de compara-los analitica, numérica e grafica-
mente, procurando identificar, se existe, qual a melhor opcéo para consumidor.

Os exemplos nao terdo prazo de caréncia |'s| e nem parcelas intermediarias, serao
também desconsiderados os efeitos inflacionarios e da correcdo monetaria pois essa
nao faz parte do sistema de amortizacao, visa apenas proteger o capital dos efeitos da
inflagédo, fazendo parte apenas do custo efetivo do financiamento.

""Para mais detalhes, veja livro [23].
12Corresponde ao periodo compreendido entre a data da liberacdo do empréstimo e o pagamento da
primeira amortizag&o.
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Elencaremos as caracteristicas comuns de um sistema de amortizacao genérico, que
s&o cinco, as quais tém uma grande importancia para identificar se um sistema de amor-
tizacdo é ou ndo € um sistema consistente, ou seja, qualquer sistema que ndo cumpre as
cinco regras basicas sera considerado um sistema inconsistente, pois traz prejuizo ou ao
devedor, cobrando mais juros que sao devidos, ou ao credor, 0 empréstimo nao é liqui-
dado totalmente no final de contrato. Analisaremos que um sistema que adota o regime
de juros simples € inconsistente.

2.3 Carateristicas basicas de um sistema de amortizacao

De modo geral, os sistemas de amortizacdes apresentam algumas caracteristicas
comuns e Castano [7] (2014, p.163) enuncia as cinco:

“Para definir las caracteristicas de un sistema de amortizacion se considera
un acuerdo crediticio donde un capital V,, es pagado en n cuotas A;, A, As,
--+ A, no necesariamente iguales, pagadas en periodos equidistantes. La unidad
de tiempo es el lapso entre dos cuotas consecutivas (t); el momento en que se
concreta el préstamo o inicio de la operacion se supone en ¢t = 0; y la k-ésima
cuota ent =k ; ademas, es la tasa de interés efectiva en el periodo unitario.

Bajo las anteriores condiciones cada pago o renta A, se compone de dos
partes:

Ay, =V, + I,

Vi es la parte de la cuota que corresponde a la amortizacion de capital e I,
la parte de la cuota que corresponde al pago del interés. La suma de las n cuotas
de amortizacién de capital corresponde al valor del préstamo; es decir:

Vp:V1+‘/2+V3+...+Vn

El interés del k periodo se calcula como el interés sobre las cuotas de amor-
tizacion de capital, aun no pagadas; es decir

=i Vi + Vi1 + ...+ V4)

De otro lado, al momento de haber pagado la k-ésima cuota, el saldo del
préstamo es:

Vo= (Vi+Va+...+ Vi) = (Vigr + Viga + ... + Vo); parak < n

Lo cual debe coincidir con el valor en de las cuotas que restan pagar:

LR I —
(1+4)3 77" 1+ —k)

Vie=Agy1- (

1
L A 4 Apys -
1 ’L) k+2 ( 2 k+3

(1+1i)?

La renta finaliza al momento del pago de la dltima cuota de amortizacién de
capital, ya que se completa el pago del préstamo V,, y por tanto no hay intereses
por cobrar ”.

Apoés as definicbes essenciais para este estudo, detalharemos as caracteristicas co-
muns dos sistemas de amortizagao.
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2.4 Fluxo de caixa de financiamento genérico

Sejam D, a quantia emprestada, ¢ a taxa de juros compostos, por periodo, conside-
rada, que a divida seja amortizada por uma sucessao de n pagamentos periodicos iguais
abP,P PP, ...,P, 5, P,_1 € P,, respectivamente, com valores iguais ou ndo, com ven-
cimento da primeira prestacdo se dé um periodo apdés a data em que se contratou a
divida, que representamos, esquematicamente, atraves desde fluxo de caixa.

D 1 =%
0 1 2 3 4 n2 n-1 n
l Py l
Pl P’I’L*Q
Pnfl
Py
P4 Y
P,

Fluxo de caixa 2.1: Fluxo de caixa de financiamento genérico.

2.5 Nomenclatura adotada

Vamos analisar os valores das amortizac¢oes, juros, prestacdes e saldos devedores
durante todo o periodo ou um periodo especifico do contrato, por isso € essencial adotar
as defini¢cdes, denotando por £ = 0 a data de concessao do empreéstimo.

Adotaremos as seguintes defini¢coes:

e n - nUmero de parcelas de prestacdes a serem efetuadas durante o contrato;

i - 0 valor da taxa de juros compostos efetiva acordada;

e A, - o valor da parcela de amortizacédo na época k parak=1,2, ..., n;
e J,. - 0 valor da parcela de juro na época k, para fins contdbeis, parak=1,2, ..., n;
e P, - o valor da parcela da prestacao na época k parak=1,2, ..., n;

D, - saldo devedor ou estado da divida, logo apds o0 pagamento da k-ésima presta-
cao,parak=1,2,...,n.
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Assim, o valor da parcela de amortizacao referente a primeira prestacao sera repre-
sentada por A;, da segunda por A,, da décima por A;,, € assim sucessivamente; idem
para as parcelas de juros. Quanto ao saldo devedor, o saldo inicial sera representado por
D,; o saldo devedor no final do primeiro periodo, apds a deducao da primeira amortiza-
cao A,, sera representado por D;; o saldo devedor no final do segundo periodo apos a
deducao da segunda amortizagao A, por D,; e assim por diante.

Em seguida, enunciaremos as cinco caracteristicas comuns de varios sistemas de
amortizagoes, utilizando a nomenclatura adotada.

2.5.1 Caracteristica basicas de um sistema de amortizacao

Utilizando a nossa terminologia adotada, podemos reescrever as caracteristicas cita-
das por Castario, [7] da seguinte maneira:

12 Caracteristicai™¥| O valor de cada prestagéo no periodo k (P;) é igual a soma da
guota de amortizacédo (ou da restituicao do financiamento) e da parcela de juros (ou de
remuneragao do financiamento), neste mesmo periodo.

| P = Ji + A (11)

Temos, esquematicamente, o fluxo de caixa das prestacdes:

Dy
1=% ...
0 1 g § 4 n;2 n-1 n
Py=As+J4
P =A+J
Pnfl :Anfl—f—Jnfl
P,=A,+ Jyparak=1,2,3,...,n

Fluxo de caixa 2.2: Fluxo de caixa das prestacgoes.

22 Caracteristica: O valor do financiamento é igual a soma das amortizagoes.

Do=A1+ A+ A3+ ...+ 4, =) A (12)
k=1

13Desde que nao tenhamos prestagdes intermediarias.
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Temos, esquematicamente, o fluxo de caixa da soma das amortizagoes:

D
i=%....
0 1 2 3 4 n-2 n-1 n
! l l
2 Ay A
Ay As Anq
n A’I’L
DU:A1+A2+A3+...+An:ZAk
k=1

Fluxo de caixa 2.3: Fluxo de caixa da soma das amortizagdes.

3?2 Carateristica O valor da parcela dos juros na época k (J;) € igual ao produto da taxa
pelo soma das parcelas amortizagbes ainda nao pagas,

Jp=1i - (A +App1+...+A,) | parak=1,2,...,n. (13)

Também o valor da parcela dos juros na época k é o produto da taxa pelo saldo
devedor na época k — 1.
’Jk:z'-Dk_l‘parak=1,2,...,n. (14)

Sobre a determinacao do total de juros pagos durante certo periodo, € importante
reforcar o comentario de Faro [13] (2012, p. 250):

“Para fins contabeis, principalmente devido ao fato de que os juros pagos por
empréstimos sdo considerados como dedutiveis da renda bruta de acordo com
a legislacéo do Imposto de RendaE] € interessante que saibamos determinar o
total de juros incluido nas prestacdes pagas em certo periodo”.

42 Caracteristica: o saldo devedor na época k (D;) é igual a diferenca entre o valor do
financiamento e das amortizagdes pagas até a época k E] ou a soma das amortizacdes

n&o pagas |

Dy=Dog— (A1 +As+ ...+ Ap) = A1 + Aka + ...+ A, | parak < n. (15)

4 Atualmente, somente para pessoas juridicas cujo resultado do exercicio seja tributado pelo lucro real.
1SChamada de método retrospectivo pelo professor Faro [12].
6Chamada de método prospectivo pelo professor Faro [12].
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Temos, esquematicamente, o fluxo de caixa do saldo devedor em fungao das amorti-

zacgOes pagas:

n-1

n

Dy

0 1 2
A l
Ak A2

An—l An

Dk:DO—<A1+A2++Ak,1+Ak>

Fluxo de caixa 2.4: Fluxo de caixa do saldo devedor.

Temos, esquematicamente, o fluxo de caixa saldo devedor em fungcdo das amortiza-

¢Oes nao pagas:

Dy
1=%.
0 1 2 3 K n-1 n
' l ; l
A
1 1 As A,
2 Anfl
Ay
Dk - Ak;+1 + Ak+2 + e + An—l + An

Fluxo de caixa 2.5: Fluxo de caixa do saldo devedor.

52 Caracteristica: o saldo devedor, também, na época k é igual a soma dos valores
atuais das prestacdes ndo pagas na época k E]

Pk—l—l Pn—l

Dy,

b,

(1+1) Attt

(1 +d)Fk

-3

J=k+1

P

7Desde que nao haja prestacdo em atraso.
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Temos, esquematicamente, o fluxo de caixa dos valores atuais das prestacdées nao
pagas:

Dy
i=% a.m
0 1 2 3 k n-1 n
P B P P. .. P, P,
Pk+1 Pnfl Pn
Dy =
CT ) iyt iy

Fluxo de caixa 2.6: Fluxo de caixa dos valores atuais.

A partir dessas cinco regras concluimos:
a) o valor de cada prestacao do plano de financiamento devera ser maior que a parcela de
juro devido nesse periodo @ caso contrario geraria o aumento do saldo devedor, porque
implicaria na incorporagéo dos juros ndo pagos no saldo devedor;
b) o juro de cada prestacao é sempre calculado sobre o saldo devedor do financiamento
no inicio do periodo a que se refere a prestacao, por exemplo, o juro da primeira prestacao
€ calculado sobre o valor financiado na data £ = 0. O juro da segunda prestagédo €
calculado sobre o estado da divida no inicio do segundo periodo, cujo valor € o resultado
da diferenca do valor financiado menos do valor da parcela de amortizagéo na primeira
prestacdo. E assim sucessivamente até a ultima prestacao ou calculado sobre soma das
quotas de amortizacdo nao pagas;
c) o saldo devedor de um periodo é a diferenca entre o saldo devedor do periodo anterior
menos o valor da parcela de amortizagéo deste periodo;
d) o valor financiado € igual a soma das amortiza¢ées;
e) o valor financiado é a soma dos valores atuais das prestacoes, calculados a taxa i de
juros compostos;
f) qualquer plano de financiamento que atender as cinco regras, ao mesmo tempo, sera
considerado um plano consistente;
g) as regras acima serao fundamentais para construcao de um plano de financiamento,
sem caréncia e prestacdes(s) intermediaria(s), nem atrasada(s).

8 Amortizagao negativa quando a prestagdo nao é suficiente sequer para pagar os juros devidos.
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Apresentaremos a seguir, um demonstrativo ou planilha de amortizacao que mostra a
evolucdo da divida, mostrando valor(s) da(s) amortizagéo(ées), valor dos juros, valor da
parcela da prestacao ou valores das prestacdes e saldo devedor no final de cada periodo
do sistema utilizado.

2.6 Planilha de amortizacao

Uma planilha de amortizacao é uma tabela composta por 5 colunas: a primeira indica o
periodo (k), a segunda, valor da parcela de amortizagéo (A;), a terceira, valor da parcela
de juro (Jx), a quarta, quantia da parcela da prestagéo (P;) e a quinta, estado da divida
no periodo (Dy).

Com base nas caracteristicas elencadas acima, podemos construir a planilha de amor-
tizacdo de plano genérico, onde estdo descritos as formulas de como obter a amortizagéo,
juros, prestacéo e saldo devedor de cada periodo, desde que seja informado o valor do
financiamento, a taxa de juros ou tipo de sistema de amortizacdo adotado.

De maneira genérica, a planilha de amortizacao tera apresentacédo de acordo com a
Tabela 211

[Av=P.—Jn || Jn=Dyp1-i|| P,=A4y+Jn || Dn=Dny1 — A, =0,00

o}

- S D, |
(0] H H u Dy |
1] A=P -4 || i=Dy-i | Pi=A1+J ] D, =Dy — 4 |
(2] Aa=P - | Lh=Dii | BP=4A+J ] Dy =Dy — Ay |
[ ] [ [ [ |
(k[ A=P—Ji | h=Dp1-i || Po=Ap+Ji | Dy, = Dy_1 — Ay, |
| |
| |

Tabela 2.1: Planilha das amortiza¢6es de financiamento.
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Os exemplos a seguir explicitardo o entendimento das caracteristicas acima, onde ve-
rificaremos se eles atendem as cinco caracteristicas comentadas acima.

Exemplo 2.1. AMORTIZACOES EM PROGRESSAO ARITMETICA - P.A. |- Construa a
planilha de amortizagdo para um empréstimo de R$ 200.000,00 que se amortiza em 5
guotas mensais de valores R$ 20.000,00; R$ 30.000,00; R$ 40.000,00, R$ 50.000,00 e
R$ 60.000,00, respectivamente, com juros compostos de 10 % ao més, sendo a primeira
paga 30 dias apds a liberacdo do empréstimo.

Solucao

Dy = R$ 200.000,00

n = 5 amortizacbes mensais de:

A; =20.000,00, A,=30.000,00, As=40.000,00, A,=50.000,00, As= 60.000,00

t=10% a.m=0,10 a.m.
Periodo k = 1:

O valor da primeira parcela de juros (J;) corresponde a 10% sobre o valor do emprés-
timo, isto é,
Ji =1i-Dy=0,10- 200.000,00 = 20.000,00.

A primeira parcela da prestagao (P;) € constituida da primeira parcela de amortizacao
e da parcela de juros, isto &,
Py =A; + J; = 20.000,00 + 20.000,00 = 40.000,00.

O saldo devedor do primeiro periodo (D,) é a diferenga entre o valor do financiamento
e a quota de amortizacao, que sera:
Dy = Dy — A; =200.000,00 - 20.000,00 = 180.000,00.
Periodo k = 2:
Apds o pagamento da primeira prestacao, o saldo devedor passa a ser R$ 180.000,00;
logo o valor do juros do segundo periodo (.J;) sera:

Jy=1i-Dy;=0,10- 180.000,00 = 18.000,00.
A segunda parcela da prestagao (/) sera a soma segunda parcela de amortizacéo e
da parcelas de juros:

P, = Ay + J, = 30.000,00 + 18.000,00 = 48.000,00.

O saldo devedor do segundo periodo (D) € a diferenca entre o saldo devedor do
primeiro periodo e a quota de amortizagao.

Dy, = D, — A, = 180.000,00 - 30.000,00 = 150.000,00.
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Seguindo o mesmo procedimento, obtemos:

Periodo k = 3:

Js=1i-Dy=0,10- 150.000,00 = 15.000,00.

Py = A; + J3 = 40.000,00 + 15.000,00 = 55.000,00.

Ds; = Dy — A; = 150.000,00 - 40.000,00 = 110.000,00.
Periodo k = 4:

Jy=1i-D3=0,10- 110.000,00 = 11.000,00.

P, =A,+ J,=50.000,00 + 11.000,00 = 61.000,00.

D,=Ds;— A, = 110.000,00 - 50.000,00 = 60.000,00.
Periodo k = 5:

Js =14-Dy=0,10- 60.000,00 = 6.000,00.
P; = As + J; = 60.000,00 + 6.000,00 = 66.000,00.
D5 = Dy — As = 60.000,00 - 60.000,00 = 0,00.

Assim, montamos a Tabela referente as amortizagdes em PA com os valores

acima.

P, De |

K A
oy 200.000,00 |
[1.]] 20.000,00 || 20.000,00 || 40.000,00 || 180.000,00 |

L I
o
| 2] 30.000,00 || 18.000,00 || 48.000,00 || 150.000,00 |
| | |
H H H
H H H

I3 40.000,00 || 15.000,00 || 55.000,00 | 110.000,00 |
14 50.000,00 || 11.000,00 [ 61.000,00 | 60.000,00 |
5 60.000,00 | 6.000,00 || 66.000,00 0,00 |

Tabela 2.2: Planilha das amortizagdes em PA.

Averiguando os dados da Tabela [2.2]tem-se:
1° - A soma das amortiza¢des € igual ao valor do financiamento, ou seja,

Dy :A1+A2++An$
D, =20.000,00 + 30.000,00 + 40.000,00 + 50.000,00 + 60.000,00 =

D, = 200.000,00.
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2° - O valor do juro num determinado periodo € igual ao produto da taxa pelo saldo
devedor do periodo anterior, por exemplo, o valor do juro no periodo 3 equivale:

J3=1i-Dy=0,10- 150.000,00 = 15.000,00.
Também podemos calcular o valor do juro no periodo 3 como o produto da taxa pela
soma das amortizagdes ainda n&o pagas.
J3=1i-(As+ A4+ A5) =
J3 = 0,01 - (40.000,00 + 50.000,00 + 60.000,00) =
J3 = 0,10 - 150.000,00 = 15.000,00.

3° - O valor de cada prestagéo é igual ao valor da amortizac¢do e do juro daquele periodo,
por exemplo, o valor da prestacdo no periodo 4 vale:

P, =A,+ J,= 50.000,00 + 11.000,00 = 61.000,00.

4° - O saldo devedor no determinado periodo € a diferenga entre o valor da divida e a
soma das amortizacées pagas, por exemplo, o valor do saldo devedor no periodo 2 é
igual a:

Dy =Dy — (A + Ag) =

D, = 200.000,00 - ( 20.000,00 + 30.000,00) =

D, = 200.000,00 - 50.000,00 = 150.000,00.

Ou, o saldo devedor no determinado periodo € soma das amortizagbes ndo pagas.
DQ :A3+A4+A5:>
D, = 40.000,00 + 50.000,00 + 60.000,00 = 150.000,00.

Assim, este sistema de amortizacdo atende as cinco caracteristicas, logo é um sis-
tema de amortizagao consistente.

Exemplo 2.2. AMORTIZACOES TODAS IGUAIS| - Construa para um empréstimo de
R$ 200.000,00 uma planilha de amortizacdo que se amortiza em 5 quotas mensais de
valores de R$ 40.000,00, com juros de 10 % ao més, sendo a primeira prestacdo paga
dias 30 apos a liberagdo do empréstimo.

Solucao
D, = 200.000,00
Ay = A= As= A4= A5=40.000,00, cinco amortizagdes igauis.
t=10% a.m=0,10 a.m.
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Adotando o mesmo raciocinio do Exemplo 2.1 da pagina [43] tem-se:

Periodo k =1:

Ji =1-Dy=0,10- 200.000,00 = 20.000,00.

P, = A, + J, =40.000,00 + 20.000,00 = 60.000,00.

D, = Dy — A, = 200.000,00 - 40.000,00 = 160.000,00.
Periodo k = 2:

Jy=1-Dy=0,10- 160.000,00 = 16.000,00.

P, = A, + J, =40.000,00 + 16.000,00 = 56.000,00.

D, = D; — A; = 160.000,00 - 40.000,00 = 120.000,00.
Periodo k = 3:

Js=1-Dy=0,10- 120.000,00 = 12.000,00.
P; = As + J; = 40.000,00 + 12.000,00 = 52.000,00.
D3 = D, — A3 =120.000,00 - 40.000,00 = 80.000,00.

Continuando esse procedimento de célculo para os periodos 4° e 5°, geramos a Ta-
bela[2.3|das amortizagdes todas iguais a R$ 40.000,00.

okl A 5w A [ Dy |
o I I || 200.000,00 |
[47] 40.000,00 || 20.000,00 || 60.000,00 | 160.000,00 |
2] 40.000,00 || 16.000,00 || 56.000,00 | 120.000,00 |
I3[ 40.000,00 [ 12.000,00 || 52.000,00 || 80.000,00 |
4 40.000,00 | 8.000,00 || 48.000,00 | 40.000,00 |
5] 40.000,00 | 4.000,00 | 44.000,00 | 0,00 |

Tabela 2.3: Planilha das amortiza¢des iguais.
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Analisando a Tabela[2.3] tem-se:
1° - A soma das amortizacdes € igual ao valor do financiamento, ou seja,

5
Z A, =40.000,00 + 40.000,00 + 40.000,00 + 40.000,00 + 40.000,00 = 200.000,00.
n=1

2° - O valor do juro num determinado periodo é igual ao produto da taxa de juros pelo
saldo devedor do periodo anterior, por exemplo, o valor do juro no periodo 4 é:

Jy=1i-D3s=0,10- 80.000,00 = 8.000,00.
Também podemos calcular o juro no periodo 4 como o produto da taxa de juros pela
soma das amortizagdes ainda n&o pagas.
Jy=1i- (A4 + As) = 0,01 - (40.000,00 + 40.000,00 ) =
Jy =0,10 - 80.000,00 = 8.000,00.

3° - O valor de cada prestagéo é igual ao valor da amortizac¢do e do juro daquele periodo,
por exemplo, o valor da prestacao no periodo 2 é:

P, = A, + J, = 40.000,00 + 16.000,00 = 56.000,00.

4° - O saldo devedor no determinado periodo é a diferenga entre o valor do empréstimo e
a soma das amortiza¢des pagas, por exemplo, o valor do saldo devedor no periodo 2 é:
D2 :DU — (Al +A2) =

D, =200.000,00 - ( 40.000,00 + 40.000,00) =
D, =200.000,00 - 80.000,00 = 120.000,00.
Alternativamente, o saldo devedor no determinado periodo € a soma das amortizacoes
nao pagas:
Dy =As+ Ay + A5 =
Dy, = 40.000,00 + 40.000,00 + 40.000,00 = 120.000,00.

5° - A soma dos valores atuais das prestacoes € igual ao valor do financiamento.

_ 60000  56.000  52.000 , 48.000 44000
7 1,10 1,102 1,108 ' 1,104 1,100

D, = 54.545,45 + 46.280,99 + 39.068,37 + 32.784,65 + 27.320,54 = 200.000,00

Assim, este sistema atende as cinco caracteristicas, ou seja € um sistema de amorti-
zacao consistente.
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Exemplo 2.3. PRESTACOES TODAS IGUAIS | - Construa uma planilha de amortizagdo
para um empréstimo de R$ 200.000,00 que se amortiza em 5 prestagbes mensais e
consecutivas, com juros de 10 % ao més, sendo que a primeira prestacdo € paga um
més apds a liberacao do empréstimo.

Solucao
Dy = 200.000,00
n = 5 prestacdes mensais e iguais
t=10% a.m=0,10 a.m.

As cinco prestacoes sao iguais a R$ 52.759, 50, resultado obtido aplicando a equagéo

(27).
Agora adotando o mesmo raciocinio Exemplo 2.1 da pagina [43|tem-se:
Periodo k = 1:
Jiy =1i-Dy=0,10- 200.000,00 = 20.000,00.

Ay =P, — J; =52.759,50 - 20.000,00 = 32.759,50.

Dy, = Dy — A, =200.000,00 - 32.759,50 = 167.240,50.

Periodo k = 2:

Jy=1i-D;=0,10- 167.240,50 = 16.724,05.

Ay = P, — Jo, =52.759,50 - 16.724,05 = 36.035,45.

Dy = Dy — Ay = 167.240,50 - 36.035,45 =131.205,06 .
Periodo k = 3:

J3=1i-Dy=0,10-131.205,06 = 13.120,51.

A3 = P; — J3 =52.759,50 - 13.120,51 = 39.638,99.

D3 = Dy — A3 = 131.205,15 - 39.638,99 = 91.566,07.
Periodo k = 4:

Jy=1-D3=0,10-91.566,07 = 9.156,61.
Ay =P, — Jy =52.759,50 - 9.156,61 = 43.602,89.

D, = Ds— A, =91.566,07 - 43.602,89 = 47.963,18.
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Procedendo o calculo da mesma maneira, obtemos os valores do 5° periodo, com-
pondo a seguinte Tabela[2.4]

kL A | 5 [ B [ De |
0] u u | 200.000,00 |
11 32.759,50 || 20.000,00 || 52.759,50 || 167.240,50 |
21 36.035,45 || 16.724,05 || 52.759,50 || 131.205,06 |
17811 39.638,99 || 13.120,51 || 52.759,50 || 91.566,07 |
741 43.602,89 || 9.156,61 || 52.759,50 || 47.963,18 |
[ 51 47.963,18 || 4.796,32" [ 52.759,50 | 0,00 |

Tabela 2.4: Planilha das prestagdes iguais.

O saldo devedor da ultima prestacdo devera ser igual a zero, entretanto, pequenas
diferengas sao aceitaveis desde que sejam provenientes de arredondamentos realizados
durante os célculos, por isso fizemos alteragdo no valor dos juros da ultima parcela.

Comentando a Tabela 2.4]tem-se que:
1° - A soma das amortizacdes € igual ao valor do financiamento, ou seja,

5
Z Ay, =32.759,45 + 36.035,40 + 39.638,94 + 43.602,83 + 47.963,39 = 200.000,00.

k=1
2° - O valor de cada amortizacao € igual ao valor da prestacao subtraido do juro daquele
periodo, por exemplo, o valor da amortizagao no periodo 2 é:
Ay = P, — Jo = 52.759,45 - 16.724,05 = 36.035,40.
3° - O valor do juro num determinado periodo é igual ao produto da taxa pelo saldo
devedor do periodo anterior, por exemplo, o valor do juros no periodo 4 é:
Jy=1i-D3=0,10-91.566,22 = 9.156,22.
Também podemos calcular o juro no periodo 4 como o produto da taxa pela soma das
amortizagdes ainda nao pagas.
Jy=i-(As+ As) =0,10- (43.602,83 + 47.963,38) =
Jy =0,10- 91.566,22 = 9.156,22.

'Feito acerto para zerar o saldo devedor.
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4° - O saldo devedor no determinado periodo é a diferenca entre o valor do empréstimo
e a soma das amortizagdes pagas, por exemplo, o saldo devedor no periodo 2:

Dg :DO — (A1 + AQ) =
D, = 200.000,00 - ( 32.759,45 + 36.035,40) =
D, =200.000,00 - 68.794.85 = 131.205,15.

Ou, a soma das amortiza¢des nao pagas dos periodos 3 a 5:
Dy =A3+ A4+ A5 =
D, = 39.638,94 + 43.602,83 + 47.963,38 = 131.205,15.

Este sistema de amortizagdo também é um sistema consistente, pois atende as cinco
caracteristicas acima referidas.
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3 Sistema de Amortizacoes Constantes - SAC

Discutiremos com mais detalhes os sistemas que sdo objeto desde estudo. Iniciare-
mos com o sistema de amortizacdes constantes ou sistema SAC.
Para definir o sistema SAC[¥, tomaremos as palavras de Assaf [1] (2009, p. 200):

“O Sistema de Amortizacdo Constante (SAC), como o préprio nome indica, tem
como caracteristica basica serem as amortizagdes sempre iguais (ou constan-
tes) em todo o prazo da operagao. O valor da amortizagao é facilmente obtido
mediante a divisdo do capital emprestado pelo nimero de prestagdes.”

Neste sistema todas as prestagdes sédo variaveis, em decorréncia de que as amorti-
zacoes sao constantes e 0s juros, nao fixos.

Sendo D, quantia emprestada, i taxa de juros compostos, por periodo, considerada,
gue a divida seja amortizada por uma sucessao de n amortizagdes periddicas iguais a
A, com vencimento da primeira prestagdo ocorra um periodo ap6s a data em que se
contratou a divida, que representamos, esquematicamente, através Grafico [3.1]

Prestacao

[ | Juros

] Amortizagao

12 22 32 n-1 n Periodo

Gréfico 3.1: Gréfico das prestacdes no sistema SAC.

Neste sistema, o valor das amortizacdes permanece o mesmo até o final do contrato,
ou seja,

9Veja quando foi introduzido no Brasil [13].
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Para um melhor entendimento do sistema, veja o exemplo abaixo.
Exemplo 3.1.| Uma divida de R$ 300.000,00 é paga em 10 meses, com um juros com-
postos de 10% ao més, sendo a primeira prestacdo paga 30 dias apds a assinatura do
contrato. Elabore a planilha de amortizagao, utilizando o sistema SAC. ]

D, = 300.000,00
Solucédo: ¢ n = 10 prestagdes mensais
1 =10% a.m=0,10 a.m.

Calculemos o valor da amortizagéo em face de formula P’ (17), assim:

Al == AQ == Ag = ... = AlO =A= & = w = 30000,00
n 10
Desse modo, todas as amortizagdes correspondem a R$ 30.000.00.

Graficamente, a evolugdo da amortizagéo € ilustrada no Grafico 3.2

Ay, (R9)
50.000 -

T

40.000 -

T

30.000

20.000 -

T

10.000 -

T

| | | | |
T T T T

0 2 4 6 8 10 Periodo

Gréfico 3.2: Grafico do comportamento da amortizagéo - SAC.

Seguindo o0 mesmo raciocinio do Exemplo 2.1 da pagina |43|, calculamos os valores
dos juros, prestacoes e saldos devedores de alguns periodos.

Periodo k =1:
Ji=1-Dy=0,10- 300.000,00 = 30.000,00.

P, = A, + J;, =30.000,00 + 30.000,00 = 60.000,00.

D, =D, — A, =200.000,00 - 30.000,00 = 270.000,00.

20Visando comparar os dois sistemas estudados, os dados deste exemplo serdo utilizados no sistema
Price.
2'Demonstragéo encontra-se no item 3.2.1 na pagina 56|
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Periodo k = 2:

Periodo k = 3:

Operando da mesma forma para os demais periodos, obtemos os valores da Tabela

Jy=1-D;=0,10- 270.000,00 = 27.000,00.

P, = Ay + J, = 30.000,00 + 27.000,00 = 57.000,00.

D, =D, — A, = 270.000,00 - 30.000,00 = 240.000,00.

Js =1-Dy=0,10- 240.000,00 = 24.000,00.

Py = A3 + J; = 30.000,00 + 24.000,00 = 54.000,00.

D3 = Dy, — A3 = 240.000,00 - 30.000,00 = 210.000,00.

8.1l

Ok A 4 A ] D |
Lo | | | 300.000,00 |
1 [ 30.000,00 || 30.000,00 | 60.000,00 || 270.000,00 |
2 | 30.000,00 || 27.000,00 | 57.000,00 || 240.000,00 |
8 | 30.000,00 || 24.000,00 | 54.000,00 || 210.000,00 |
4 | 30.000,00 | 21.000,00 | 51.000,00 || 180.000,00 |
5 | 30.000,00 | 18.000,00 | 48.000,00 || 150.000,00 |
6 | 30.000,00 | 15.000,00 | 45.000,00 || 120.000,00 |
7 [ 30.000,00 ] 12.000,00 | 42.000,00 | 90.000,00 |
[ 8 [ 30.000,00] 9.000,00] 39.000,00] 60.000,00
9 [ 30.000,00] 6.000,00] 36.000,00] 30.000,00 ]
107 30.000,00 | 3.000,00 | 33.000,00 | 0,00 |
|

Total || 300.000,00 || 165.000,00 || 465.000,00 ||

Tabela 3.1: Planilha de amortizagéo - sistema SAC.

3.1

Apresentaremos as andlises da Tabela [3.1] as conclusées do comportamento dos

Analise da Tabela 3.1

juros, prestacdes e saldos devedores, através de graficos.

3.1.1

Em relacao aos juros

Examinando o Gréfico (que representa a evolugdo dos juros) e a Tabela [3.1],
verifica-se que eles decrescem linearmente durante todo o periodo, formando uma pro-
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gressao aritmética decrescente de razao negativa igual ao produto do valor da amortiza-
¢éo pela taxa de juros. 3

Ji. (R$)
30.000 -

T

24.000 +

T

T

18.000 H

12.000 H

T

6.000 +

] ] ] ] ]
T T T T

0o 2 4 6 8 10 Periodo

Grafico 3.3: Grafico do comportamento dos juros - SAC.
3.1.2 Em relacao as prestacoes

Examinando os dados da Tabela[3.1] e do Gréafico [3.4] (que representa a evolugdo das
prestacdes) constata-se que os valores das prestacdes decrescem a razdo negativa de
R$ 3.000,00, pois 57.000,00 - 60.000,00 = ... = 33.000,00 - 36.000,00 = - 3.000,00.

Py

(R$)
60.000 -

T

48.000 -

T

36.000 -

T

24.000 -

T

T

12.000

| | | |
T T T T

O 2 4 6 8 10 k

Grafico 3.4: Grafico do comportamento das prestacoes - SAC.

22Demonstragdo encontra-se secdo(3.2.2.2/da pégina
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Elas formam uma progressao aritmética decrescente de razao igual a amortizacao
multiplicada pela taxa |

Comparando o valor da parcela de amortizacdo com a primeira prestacao, percebe-
30.000, 00

m ! ival 7 | 60.000, 00
os que aquela equivale a 50% (60.0007 00

(30.000, 00

= 0,5) dessa, ja em relacao a ultima, 91%

= 0,91>, isto €, na ultima prestagdo quase a sua totalidade é para o paga-

33.000, 00
mento do capital emprestado.
10 10
A soma do total das amortizagdes ( » ~ Ax) com o total dos juros ( ) J) devera ser
k=1 k=1

10
igual & soma das prestacoes ( Z Py). Assim:

k=1
10 10 10
> Pi=) A.+> J,=1300.000,00 + 165.000,00 = 465.000,00.
k=1 k=1 k=1

3.1.3 Em relacao aos saldos devedores

Com base na Tabela e no Gréfico (que representa a evolucdo dos saldos
devedores), nota-se que eles decrescem linearmente ao longo do prazo do financiamento
na razdo negativa de R$ 30.000,00, pois 270.000,00 - 300.000,00 = ... = 30.000,00 -
60.000,00 = - 30.000,00, que corresponde ao valor negativo da amortizacéo.

Dy, (R9)
300.000 -

T

240.000 -

T

T

180.000 +

120.000 +

T

60.000 -

T

] ] ] ] |
T T T T

0o 2 4 6 8 10 Periodo

Grafico 3.5: Grafico do comportamento dos saldos devedores - SAC.

Eles também formam uma progressao aritmética decrescente cuja razdo é igual ao
valor da parcela da amortizagéo ]

23Demonstragdo encontra-se na se¢do [3.2.3.1/da pagina
24Demonstragao encontra-se na se¢éo [3.2.4.1/da pagina
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No ato de pagar a primeira prestacdo R$ 60.000,00, o saldo devedor salda integral-
mente o juro do periodo, R$ 30.000,00, e amortiza R$ 30.000,00. Neste momento, o
saldo devedor passa a ser R$ 270.000,00. Da mesma forma, essa andlise se repete com
as demais prestacoes.

A primeira prestacao (R$ 60.000,00) corresponde a 20% do valor do financiamento e
a ultima (R$ 33.000,00), 11%.

Deduziremos em seguida relagcdes sobre o valor da amortizacéo, juro, saldo devedor
num determinado periodo e total de juros pagos.

3.2 Expressoes do sistema numa época qualquer

Comumente interessa-nos saber o valor da amortizacgéao, juros, prestacao e saldo de-
vedor em uma determinada época k (0 < k < n).

Existindo a planilha de amortizacdo nao ha dificuldade alguma, mas, caso contrario,
principalmente quando o niumero de prestacdes é grande, a construcao da planilha torna-
se extremamente trabalhosa. Por isso, vamos deduzir varias relagées com base na defi-
nicao do sistema e nas caracteristicas de qualquer sistema de amortizacdo, conhecidos
valor do empréstimo D, taxa de juros i € numero de prestacdes n.

3.2.1 Valor da amortizacao

Para o calculo do valor da amortizagcdo uma época k, utilizaremos a equagéo (12), ou
seja, a soma das amortizagdes é igual ao valor do financiamento, para k = n, tem-se:

D
Do=A +As+As+ ..+ A=A+ A+ .. +A=n-A < A== (17)

n

Assim, o valor da amortizacao é obtido mediante da divisdo do valor do financiamento
pelo nimero de prestacdes. Percebe-se que o valor da amortizacdo depende somente
do valor do financiamento e do nimero de prestagdes.

3.2.2 Valor do juro
Deduziremos a equagéo para determinar o valor do juro na época k e em seguida a

equacao para calcular o total de juros pagos durante o contrato do financiamento.

3.2.2.1 Calculo do juro na época k De acordo coma a equagéo (14), o valor do juro
para o periodo k (J) é igual ao produto da taxa de juro pelo saldo devedor do periodo
anterior, ou seja,
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lei’D():}

D —1
J2:i.D1:@'.(DO_A):Z‘.[DO__O}:@‘.DO'{N ]:
n

n
D -2
Js=i-Dy=1- (D0—2) OZZD0|:n :|:>
n n
D _
J4:ZD3:Z (DO—B) OZZD0|:n 3:|:>
n n
. . Dy
Jy=i-Dy1=i-—-(n—k+1)|parak=1,2,...,n. (18)
n

3.2.2.2 Calculo do total de juros pagos (Z Jk) .

Usando a equagéo (18), podemos escrever qu_e

D
Jop1=1-Dyp=1i- 70 (n—k) (19)

Subtraindo membro a membro as equagdes9 e[19, obtemos

Do

D
Jii1 — Jp =i — (n—k)—[z' 0

(n—k+1)] i

-0
n n

: - : ~ , . D
Dessa forma, os juros diminuem linearmente a uma raz&o negativa no valor de -i- — =
n
—i- A.

Temos que:
. Dyq
Je=1-—-(n—k+1),
n
logo
D
n
D D
Jo=i-— - (n—n+1)=i —.
n n

Como os valores das parcelas de juros é uma progressao aritmética, calculamos a

soma das parcelas de juros, utilizando a relagéo (2).
i- Dy

i+ Do+
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3

k=1

Isto é, o total de juros pagos € numericamente igual a metade dos juros simples, a
taxa i, que seria devido pela aplicacdo do capital emprestado durante n + 1 periodos.

3.2.3 Valor da prestacao

Além de determinar a equacao da prestacao no periodo &, analisaremos os efeitos do
prazo sobre o valor da primeira prestacao.

3.2.3.1 Calculo do valor da prestacao na época &

Em consonancia com a equagao (11), o valor da parcela da prestagédo é igual a soma
da amortizagao e da parcela dos juros, do mesmo periodo, ou seja, o valor da prestacao
para o periodo k é igual a:

D —k+1
Pk:A+Jk:_0+u.DO.Z':>
n n

Po=2 14 (n—k+1).i)| parak=1,2,...n. (21)
n

Assim, podemos escrever que:

Pen =22 [t (n— k) ). (22)

Subtraindo membro a membro as relagdes 22] e [21], obtemos:

D D
PkH—Pk:70-[1+(n—k)-z‘]—70~[1+(n—k+1)-z']:>
D
Por—Po=—i- 2 =—A-i.
n

Conclui-se que as prestacdes formam uma progressao aritmética cuja razdo negativa
€ numericamente igual ao produto da parcela da amortizacao pela taxa.

3.2.3.2 Efeitos do prazo do financiamento sobre o valor da primeira prestacao
Demonstra-se a seguir que, nos financiamentos de muitas prestacdes neste sistema,
a primeira prestacao P, tende a ser reduzida.
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De acordo com a equagéo tem-se:

D
Pk:f~[1+(n—k+1)-z’].

1
n

(23)

Infere-se que o valor da primeira prestagédo (P;) € diretamente proporcional ao valor
do financiamento (D) e inversamente proporcional ao prazo de pagamento (n). Dessa
forma, quanto maior o prazo do empréstimo, menor sera o valor da primeira amortizagao.

Veja duas situacées com o mesmo valor do empréstimo, a primeira com a taxa de
juros de 1%, a segunda com taxa de juros de 5%, e em ambas o numero de prestagcdes

é variavel.

Exemplo 3.2. Calcule o valor da amortizagao, do juro, da prestacao e saldo devedor no
primeiro periodo, quando D, = 240.000,00, ¢ = 1% a.m para diversos prazos de financia-

mento.
Solucao:
a) Para n = 10 parcelas.
Pela equagéo (17), tem-se:

Dy 240.000,00

A= P 24.000,00.
Logo,

J1 =0.01 - 240.000, 00 = 2.400,00.

P, =A+ J; =24.000,00 + 2.400,00 = 26.400,00.
Alternativamente,

P, =D, - [% + z} = 240.000,00 - {1—10 +0, 01} = 26.400,00.

D, =Dy, — A; = 240.000,00 - 24.000,00 = 216.000,00.

b) Para n = 50 parcelas. Tem-se:

_ & _ 240.000, 00 — 4.800,00.
n 50

A

Logo,
J1 = 0.01 - 240.000, 00 = 2.400,00.

P = A+ J, =4.800,00 + 2.400,00 = 7.200,00.
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Alternativamente,
1 1
P, =Dy- {— + z] = 240.000,00 - [% +0, 01} = 7.200,00.
n

D, =Dy, — A, =240.000,00 - 4.800,00 = 235.200,00.

E assim para os demais nimeros de prestagdes, completamos a Tabela [3.2) onde
temos organizados os valores das amortizacdes, juros, prestagdes e saldos devedores
relativos a primeira parcela considerando os diversos prazos de financiamentos.

IR 4 [ & [ A [ D |
[ 10 24.000,00 [ 2.400,00 || 26.400,00 || 216.000,00 |
[ 50 4.800,00 ][ 2.400,00 | 7.200,00 |[ 235.200,00 |
[ 200 1.200,00 [ 2.400,00 | 3.600,00 ][ 238.800,00 |
| 860 666,67 || 2.400,00 | 3.066,67 [ 239.333,33 |
| 600 400,00 ][ 2.400,00 | 2.800,00 || 239.600,00 |
| 1400 | 171,43 || 2.400,00 || 2.571,43 || 239.828,57 |

Tabela 3.2: Planilha dos efeitos do prazo a taxa i = 1%.

Percebe-se que aumentando o numero de prestacdes o valor da primeira prestacao
esta aproximando-se do valor da primeira parcela de juros, consequentemente o saldo
devedor se aproxima do valor do financiamento.

Exemplo 3.3. Calcule o valor da amortizagéo, do juro, da prestacéo e saldo devedor no
primeiro periodo, quando Dy= 240.000,00, : = 5% a.m para diversos prazos de financia-
mento.

Solucao
a) Para n = 10 parcelas.
Pela equagéo (17), tem-se:

A = Do 240.000,00 _ 5, 100.00.
n 10

Logo,

J; = 0.05 - 240.000, 00 = 12.000,00.
P =A+J, =24.000,00 + 12.000,00 = 36.000,00.
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Alternativamente,
P, =D, - [% + 2} = 240.000,00 - [1—10 +0, 051 = 36.000,00.

D, =D, — A, = 240.000,00 - 24.000,00 = 216.000,00.

b) Para n = 50 parcelas.
Tem-se:
Dy 240.000,00

A=—

=4. :
- =0 800,00

Logo,
J1 = 0.05 - 240.000,00 = 12.000,00.

P = A+ J, =4.800,00 + 12.000,00 = 16.800,00.

E assim para os demais nimeros de prestagdes, completamos a Tabela[3.3|

e 4 | A | A [ D]
10']| 24.000,00 || 12.000,00 || 36.000,00 || 216.000,00
50 | 4.800,00 || 12.000,00 || 16.800,00 | 235.200,00
200 1.200,00 ]| 12.000,00 || 13.200,00 | 238.800,00 |
92007 200,00 || 12.000,00 || 12.200,00 | 239.800,00 |

Tabela 3.3: Planilha dos efeitos do prazo a taxa i = 5%.

Percebemos que embora o valor da prestagdo decresca quando se aumenta o prazo,
0s decréscimos, a0 menos para prazo elevados, tendem a ser pouco relevantes, por
exemplo, aumentando o prazo de 200 para 1.200 prestacdes, o valor da prestacao diminui
apenas R$ 1.000,00, dado que o valor da prestagao aproxima-se cada vez mais do valor

dos juros.

Constamos que o aumento da taxa de juros (1% para 5%) aumenta o valor da pri-
meira prestacdo (R$ 26.400,00 para R$ 36.000,00, respectivamente ), consequéncia do
aumento do valor dos juros, pois o valor da quota de amortizagdo € a mesma, e também

faz com que a diminui¢cdo da parcela da prestagéo seja menos acentuada.
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3.2.3.3 Calculo da soma das prestacoes. Tem-se:

ipk:iz‘lk—FiJk:Do—FDo‘i.;n—f_l) =
k=1 k=1 k=1

N D2+ (n+1)-1]
;Pk_ 5 . (24)

3.2.4 Valor do saldo devedor
O valor do saldo devedor no periodo k (D) pode ser calculado através das parcelas
das amortizacdes pagas e também das nao pagas.

3.2.4.1 Método retrospectivo - método que envolve as amortizacées pagas. Da
equacéo (15), temos que o estado divida, ap6s k amortizagcdes, ¢ igual a:

Dk:Dg—(A1+AQ—|——|—Ak):DO—kA:>

D k
Dk—DO—k-—O—DO-(l——>:>
n n

Dy = Dy - <n;k) parak=0,1,2,..., n. (25)

Obviamente, apds ter-se pago a ultima prestacéo, o financiamento estara quitado.
Entao, D, = 0.
Partindo-se da relagao (25), temos:
k+1
Dk+1:DO'(1_ >,

n

logo, subtraindo membro a membro as duas relagdes acima, temos que:

Dyi1— Dy =Dy - (1 —
n

)= |pea-H] =24

n
Assim, o saldo devedor é uma PA, cuja razao (r) vale - A.

3.2.4.2 Método prospectivo - método que envolve as amortizacées nao pagas.
Conforme a equagao (15), temos

Dy =Api1+Ap2+... + A, =(n—k)-Alparak=1,2,---,n. (26)
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3.3 Planilha de amortizacao

Apos as deducgdes efetuadas, permitem-nos apresentar a Tabela do sistema de
amortiza¢do constante.

R A [ & P I D |
O | | | Dy |
1 A:% lei'DO P1:A+J1 DlzDg—A
T2 A [ R=iD | PR=A+Jkh [ Dy=Di-A |
D8 A [ B=iDy | P=A+Js [ Ds=Dy—-A |
L | | | |
Il A | kh=i-Dyy | P.=A+J, | D.=D,.1—A=0,00|

Total| D, | 22 2(“ +D [ Do 2+ én +1) 1]

Tabela 3.4: Planilha de amortizag&o - sistema SAC genérico.

3.4 Aplicacoes das expressoes genéricas

Em sequéncia, resolve-se alguns exemplos, com dados do Exemplo 3.3, utilizando
das relacdes deduzidas e, apds, verificamos se os resultados conferem com os valores
especificados na Tabela [3.1]

‘ Exemplo 3.4. ‘ Determine o saldo devedor apés o pagamento da 72 prestagéo.
a) Usando a equacéo - método retrospectivo:

10
D7 =300.000 - 0,3 = 90.000,00.

D~ =300.000 - (1 — 1) =

b) Usando a equacao - método prospectivo:
Dy = (10 — 7) - 30.000, 00 = 90.000,00.

Valor esse que confere com o transcrito na tabela[3.1]
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\ Exemplo 3.5.\ Determine o valor da parcela de juros correspondente a 82 prestacao (
juros de ordem k = 8).
a) Empregando a equagao (18), obtemos:

~300.000

Js 10

- (10 =8 +1) - 0,10 = 9.000,00.
b) Alternativamente, langando a méo da equagéo (13), tem-se:

Js =0,10- (3.000,00 + 3.000,00 + 3.000,00) = 9.000,00.

Valor esse que confere com o transcrito na Tabela[3.1]

Exemplo 3.6. | Determine o valor total de juros pagos.

Empregando a equagéo (20), obtemos:
i ;. _ 300.0000-0,10 - (10 + 1)
k pr—

5 = 165.000,00.

k=1

Resultado equivalente ao especificado na Tabela [3.1]

Exemplo 3.7. | Determine o valor da 52 prestacao (prestacéo na época k = 5).

Empregando a equagao (21), obtemos:

~300.000
10

5 -[14+(10-5+1)-0,10] = 48.000,00.

Também este valor da prestacéo equivale ao valor especificado na Tabela [3.1]

Exemplo 3.8 | Determine o valor total das prestacdes.

Empregando a equagao (24), temos que:

ipkzD0~[2+(n+1)'z']:>

2
- 300.000,00 - [2 4 (10 + 1) - 0, 10]

k=1
10
> Py =150.000,00 - 3,1 = 465.000,00.

k=1

Também este valor da prestagéo equivale ao valor especificado na Tabela [3.1]
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\ Exemplo 3.9| - (PROFMAT) Considere a amortizagdo de uma divida de $ 35.000,00,
em 180 meses, com juros de 1 % ao més, pelo SAC. Determine:
a) do valor da centésima prestacéo.
b) o estado da divida nessa época.
c) o valor do juros nessa época ( acrescentado pelo autor).
d) a soma total dos juros pagos ( acrescentado pelo autor).
Solucao
Dy = 35.000,00
n = 180 prestacdes mensais e iguais
1=1% a.m=0,01 a.m.

a) Usando a equagéo , temos:

35.000, 00
Py = TO, -1+ (180 — 100+ 1) -0,01) = 351,94.

b) Usando a equagéo (25), temos:

180 —1
Dy = % - 35.000,00 = 15.555,56.

c) Usando a equagao (18), temos:

35.000, 00
180

d) Empregando a equagéo (20), obtemos:

- (180 — 100 + 1) - 0,01 = 157,50.

100 —

180
. -0,01- (1 1
ij _ 35.000,00- 0,01 - (180 + 1) _ 31.675,00.

2
k=1

e) Empregando a equagao (24), temos:

180

Sr 35.000, 00 - [2 4 (180 + 1) - 0,01]
k p—
k=1

5 = 66.675,00.
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Exemplo 3.10

- (PROFMAT) Considere a amortizacdo de uma divida de 150 meses,

com juros de 1 % ao més, pelo SAC. De quantos se reduzird a prestacao inicial, dobrando-
se 0 prazo?

Solucao
Empregando a equagéo (23), tem-se

i) paran = 150, P, = Dy - H + 2} =Dy - {% + 0,01} = 0,0166667 - D,.

1 1
i) paran = 300, P, = Dy - {— + z} =D, - [ﬁ +0, 01] = 0,013333 - D,.
n

Comparando as duas prestagdes temos:

P 0,013333- Dy
Pl 0,016666 - Dy

0,8.

Assim dobrando o prazo, mantendo a mesma taxa de juros, a primeira prestacao
reduzira em 20%.
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4 Sistema de prestacoes constantes ou método francés
ou sistema Price

Analisaremos o sistema de prestacdo constante ou sistema Price, ou seja, de paga-
mento em prestacoes iguais e periddicas ao longo do prazo do empréstimo.
Faro et at. [13](2012, p.241) esclarecem que:

“Pelo método francés de amortizacédo, o devedor obriga-se a saldar seu débito
por meio de uma sequéncia de pagamentos iguais e que devem ser efetuados
periodicamente: ou seja, a divida é amortizada por meio de anuidades uniformes
ou constantes, que incluem uma parte de amortizagédo e outra de juros, cada uma
delas variavel a cada periodo”.

A prestagéo, que corresponde a soma da amortiza¢ao e do juro, é fixa durante todo o
contrato, isto &,

PP=FP=P=..=F,=PF.

Representamos, esquematicamente, através do Grafico [4.1]

Prestagéo [ ] Juros
] Amortizagao
—
— = |
—
R _——
12 22 32 n-2 n-1 n  Periodo

Gréfico 4.1: Grafico da prestagao no sistema Price.

Assim, todas as prestacdes sao fixas, enquanto os juros vao diminuindo de maneira
lenta, as amortiza¢des crescem de forma exponencial.
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Para uma melhor compreensao do sistema, ilustraremos na resolucdao do exemplo a

sequir.

Exemplo 4.1.| Construa uma planilha de amortizagao para um empréstimo de R$ 300.000,00
que se amortiza em 10 prestacbes mensais, a uma taxa de juros compostos de 10 % ao
més, sendo a primeira prestagao trinta dias apos a liberacdo do empréstimo, usando o
sistema Price.

Solucao

Temos:
Dy = 300.000,00

n = 10 prestacées mensais
t=10% a.m =0,10 a.m.

Calcule-se do valor da prestagéo, aplicando a relagéo abaixo: 7]

Dy B 300.000, 00
1—(1+i)™] [1—-(14+0,10)71°
' 0,10

A evolucéo das prestagdes é representada graficamente pelo Grafico [4.2]

= 48.823,62,

pP=

1

Py, (R$)
100.000+

T

80.000 -

T

60.000 + R$ 48.823,62
40.000 -

T

20.000 -

T

| | | | |
T T T T

0 2 4 6 8 10 Periodo

Grafico 4.2: Grafico do comportamento da prestacao - Price.

Com base no Gréfico 4.2 percebe-se que o valor da prestagdo mensal é de R$
48.823,62, um valor constante. E constituido de uma parcela correspondente aos juros
de 10% sobre o valor de empréstimo e a diferenga corresponde a quota de amortizagao.

2Demonstrago da equagao[27)encontra-se na paginal73|
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Assim, usando o mesmo raciocinio do Exemplo 2.1 da pagina [43] calculamos juros,
amortizagdes e saldos devedores de alguns periodos.

Periodo k = 1:

Ji =i- Dy = 0,10 - 300.000,00 = 30.000,00.

Ay =P, — J; = 48.828,62 - 30.000,00 = 18.823,62.

Dy =D, — A; = 300.000,00 - 18.823,62 = 281.176,38.
Periodo k = 2:

Jy=1-D; =0,10 - 281.176,38 = 28.117,64.

Ay, =P, — J, = 48.823,62 - 28.117,64 = 20.705,58.

Dy =D; — A, = 281.176,38 - 20.705,58= 260.470,40.
Periodo k = 3:

J3 =i-Dy=0,10 - 260.470,40 = 26.047,04.
As =P; — J; = 48.823,62 - 26.047,04 = 22.776,58.
Ds =D, — A3 = 260.470,40 - 22.776,58 = 237.693,82.

Apés os calculos dos periodos 4° a 102, pode-se obter o resultado da Tabela [4.1]

[ A [ % [ & [ D |
H [ [ 300.000,00
| 18.823,62 || 30.000,00 || 48.823,62 | 281.176,38 |
[ 20.705,98 || 28.117,64 | 48.823,62 || 260.470,40 |
| 22.776,58 || 26.047,04 | 48.823,62 | 237.693,82 |
| 25.054,24 || 23.769,38 || 48.823,62 || 212.639,59 |
| 27.550,66 | 21.263,96 | 48.823,62 | 185.079,93 |
| 30.315,63 || 18.507,99 || 48.823,62 || 154.764,30 |
| 33.347,19 || 15.476,43 || 48.823,62 || 121.417,11 |
| 36.681,91 || 12.141,71 | 48.823,62 || 84.735,21 |
9 [ 40.350,10 | 8.47352 | 48.823,62 | 44.385,11
10 || 44.385,11 | 443851 | 48.823,62 | 0,00 |
Total || 300.000,00 || 188.236,18 || 488.236,18 ||

o|| || o) ol ]| ]| D] =] ol <

Tabela 4.1: Planilha de amortizag&o - sistema Price.
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4.1 Analise da Tabelal4d.1]

Na andlise da Tabela [4.1] apresentaremos a evolugdo das amortizagdes, juros, pres-
tacbes e saldos devedores e comentaremos as principais caracteristicas de cada item
que compde a tabala.

4.1.1 Em relacao as amortizacoes

A partir da Tabela[4.1], as amortizagdes crescem de R$ 18.823,62 a R$ 44.385,11,que
representamos graficamente a evolugao através do Gréafico[4.3]

Ar, (R$)

45.000 R$ 44.385,11

T

36.000 -

T

T

27.000 -

18.000 T R¢ 18.823,62
9.000 +

| | | | |
T T T T

0 2 4 6 8 10 Periodo

Gréfico 4.3: Grafico do comportamento das amortizagdes - Price.

As amortizacdes crescem exponencialmente a razado 1,10, ou seja, 1 a mais que o
valor da taxa na forma decimal ¥

20.705.98  22.776,58  44.385,11 L 10
18.823,62  20.705,98 ' 40.350,10 '

18.823, 62

A primeira val n % | 8823 62
primeira vale apenas 39% (48_823,62

44.385,11

ase N1% | ———
au ° <48.823,62
da quota de amortizacao.

A soma de todas as amortizacdes é igual ao valor do financiamento e sao todas equi-
valentes a uma mesma data focal, por exemplo, o valor atual de cada uma na data zero
equivale a:

= 0.39) do valor da prestacéo e ultima,

=0.91 ,) isto é, a ultima é quase totalmente para o pagamento

26Demonstragéo da equagao [28]encontra-se na paginal74}
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18.823, 62

ooy 1711238
20.705, 58 _
40.350, 10 _
44.385,11

Por isso, que este sistema € também denominado de sistema das amortizagbes equi-
valentes.

4.1.2 Em relacao aos juros

Os juros decrescem, pois incidem sobre o saldo devedor, que por sua vez diminui a
medida do pagamento das prestacoes. Eles também decrescem de maneira mais lenta-
mente do que os juros no sistema SAC E] pois enquanto nesse no quinto periodo paga
50% do valor inicial de juros, naquele 50% serdo quase no oitavo periodo.

Representamos graficamente a evolugédo do juros pelo Grafico [4.4]

Ji (R9)
30.000 1

T

24.000 -

T

T

18.000

12.000 -

T

6.000 +

] ] ] ] ]
T T T T

0o 2 4 6 8 10 Periodo

Gréfico 4.4: Grafico do comportamento dos juros - Price.

27\/gja Tabela
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4.1.3 Em relacao aos saldos devedores

Com base nas Tabelas[3.1]e[4.1], o saldo devedor do sistema SAC tem um decréscimo
mais rapido do que do sistema Price, pois o saldo devedor no 5° periodo no sistema SAC
é igual R$ 270.000,00 e no sistema Price, R$ 281.176,38.

Representamos graficamente a evolugdo do saldo devedor pelo Grafico 4.5

Dy, (R$)
300.000 -

T

240.000 -

180.000 -

T

120.000 -

T

T

60.000 -

] ] ] ] |
T T T T

0 2 4 6 8 10 Periodo

Graéfico 4.5: Grafico do comportamento dos saldos devedores - Price.

4.2 Expressoes genéricas do sistema huma época qualquer

Vamos agora deduzir algumas féormulas importantes referente a este sistema para
o célculo da prestacao, amortizagéo, juro e saldo devedor num periodo qualquer, que
serdo empregadas quando n&o existir uma planilha de amortizagdo pronta ou quando a
construgao dela for inconveniente quando o numero de prestagdes for enorme.

4.2.1 Valor da prestacao

Demonstraremos que a prestacao depende do valor do financiamento, da taxa e do
prazo. Como todas as prestacdes sao iguais e usando a relacao , tem-se:

n

DO_ZW_Z(l—F@')]@ =P Z(l—i—z’)’f parak =1, 2,..,n.

k=1 k=1 k=1

A expressao € uma PG, a; e quanto a razdo (q) sao iguais

1
(1+4)* (141)
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Aplicando a equagéo (3), tem-se:

n

Z( 1 1 1_(112‘)”:1—(1.”)"_

ot L+4a)k  (144) 1_ 1‘ i
1+
Desse modo,
"1 1—(144)™
Dy=P- =P.
0 ;(14—2')’“ i
Logo,
DO 28
= . 27
F [1—(1+i)"] (27)
1

4.2.2 Valor da amortizagcao no periodo k (A;)

Apresentamos como calcular valor da amortizagao, num periodo qualquer, em funcéao
da primeira amortizacdo e o do valor financiamento e, em seguida, os efeitos do prazo
sobre o valor da primeira amortizagao.

4.2.2.1 Em funcao da primeira amortizacao (4;) Como o valor de cada prestacgéao,
na época k, é igual ao valor dos juros mais o valor da amortizagdo nesta mesma época,
isto é,

P, = A, + Ji,
ou melhor,

assim, podemos escrever que:
P=Ap+ Jip1 = A +1- Dy,

Igualando as duas equagdes acima, obtemos:

Ak"‘i'Dk—l :Ak+1—|—ZDk
Com

A]H_l:Ak+i'Dk_1—i-Dk:Ak—FZ"(Dk_l—Dk).

28Veja Teorema [10}
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Como A, = Dy, — Dy, conclui-se que:

Desse modo, tem-se:

Ou seja, as quotas de amortizagdo formam uma PG de razado igual a (1 + 7).
Logo

— \k—1 _
k — - 3 ’ st
A=A (1+14) parak=1,2,---,n (28)

4.2.2.2 Em funcao do valor do financiamento (D,) A expressao (1+i)*~! é uma PG,
tanto o primeiro termo e quanto a razao séo iguais (1 + 7).

Aplicando a equagéo (3 , tem-se:
n _ \n—1 AN

=1 1—(1+i) 7
Desse modo,
(14" —1
A A - (1 A Ayt
r= A1 +Z :>Z k= Ay ;
Mas pela segunda caracteristica ZA = Dy, entao A —L
p g - r = Do, 1_(1+i)”—1'
Assim,
A= 2L (4ipi= D At )"0} o rak=1,2, 1 (29)
S G T SR @ PR AN

4.2.3 Efeitos do prazo do financiamento sobre o valor da primeira amortizacao

Demonstra-se a seguir que, nos financiamentos de prazos longos, a primeira amor-
tizacdo (A;) tende a ser reduzida, tornando-se quase nula, isto é, ela é inversamente
proporcional ao prazo.
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Dy - i 1—(144)™

Vimos que A; = m eDy=P e substituindo o valor de D, na
7)™ — /)
primeira igualdade, temos:
1—(1+2)™"
P. & i p
A = L = A = —.
! (I+i)"—1 ST

Dessa maneira, mostra-se que o valor da primeira amortizacao (A;) € diretamente
proporcional a prestacao (P) e inversamente proporcional a exponencial do prazo de
pagamento (n). Dessa forma, quanto maior o prazo do empréstimo, menor sera o valor
da primeira amortizagao.

Vejamos alguns exemplos que abordam os efeitos da taxa de juros de prazo no valor
da primeira amortizacao.

Exemplo 4.2 Calcule o valor da amortizacéao, juro, prestacédo e saldo devedor no pri-
meiro periodo, quando Dy= 240.000,00, i = 1% a.m para diversos prazos de financia-
mento.

Solucao:
a) Para n = 10 parcelas.
Pela equagéo (27), tem-se:

Dy 240.000, 00 B
P=ric (I+4)™]  [1—(1+0,01)7107 25.339.70.
i 0,01

Calculamos o valor da parcela de juros, amortizacdo e saldo devedor do primeiro
periodo.
J1 =0.01 - 240.000, 00 = 2.400,00.
Ay =P — J; = 25.339,70 - 2.400,00 = 22.939,70.
Dy =Dy — A; = 240.000,00 - 22.939,70 = 217.060,30.

Alternativamente,

P 25.339, 70
A = = ' — 22.939,70.
YT+ (140,01)0

Dy, =Dy, — A, = 240.000,00 - 22.939,70 = 217.060,30.

75



b) Para n = 50 parcelas. Tem-se:

Dy 240.000, 00
P = = ’ = 6.123,06.
I—(1+i)™" 1—(1+0,01) 6.123,06
i 0,01

Calculamos a parcela de juros, amortizacao e saldo devedor do primeiro periodo.
J1 =i- Dy = 0,01 -240.000,00 = 2.400,00.
Ay =P — J;, =6.123,06 - 2.400,00 = 3.723,06.
D, =Dy — A; = 240.000,00 - 3.723,06 = 236.276,94.

c) Para n = 200 parcelas.

Tem-se: B Dy _ 240.000, 00 _
i 0,01

Calculamos a parcela de juros, amortizacao e saldo devedor do primeiro periodo.
Ji =1i-Dy= 0,01-240.000,00 = 2.400,00.
Ay =P —J, =2.779,99 - 2.400,00 = 379,99.
Dy = Dy — A; = 240.000,00 - 379,99 = 239.620,01.

Usando o mesmo raciocinio dos célculos para n = 10 e 50, compomos a Tabela [4.2]

Okl A [ n [ P ] D
10| 22.939,70 || 2.400,00 || 25.339,70 | 217.060,30 |
77501 3.723,06 || 2.400,00 | 6.123,06 | 236.276,94 |
[ 200] 379,99 || 2.400,00 | 2.779,99 | 239.620,01 |
[ 360] 6867 [ 2.400,00 | 2.468,67 | 239.931,33 |
600 | 6,14 | 2.400,00 | 2.406,14 | 239.993,86 |
1400 | 0,00 | 2.400,00 | 2.400,00 || 240.000,00 |

Tabela 4.2: Planilha dos efeitos do prazo a taxa i = 1%.

Na Tabela [4.2] temos organizados os valores das amortizagoes, juros, prestagdes e
saldos devedores relativo a primeira parcela considerando os diversos prazos de finan-
ciamentos, que mostra que aumentando o numero de prestagdes o valor da primeira
prestacdo equivale ao valor da primeira parcelas de juros, consequentemente o saldo
devedor permanece 0 mesmo.
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Exemplo 4.3 Calcule o valor da amortizacao, juro, prestacédo e saldo devedor no pri-
meiro periodo, quando D, = 240.000,00, i = 5% a.m para diversos prazos de financia-
mento,

Solucao:
a) Para n = 10 parcelas.
Pela equagéo (27), tem-se:

Dy 240.000, 00
= = = 31.081,00.
P 1— (149" 1— (140,05~ 31.081,00
i 0,05

Calculamos o valor da parcela de juros, amortizacdo e saldo devedor da primeiro
periodo.
J1 =0.05 - 240.000, 00 = 12.000,00.
Ay =P —J; =31.081,00 - 12.000,00 = 19.081,00.
D, =D, — A, = 240.000,00 - 19.081,00 = 220.918,90.

Alternativamente,

P 31.081,00
— — —_ — 19.081,00.
A= T wro.0s0 1908100

D, =D, — A, =240.000,00 - 19.081,00 = 220.918,90.

b) Para n = 50 parcelas.

Tem-se:
Dy 240.000, 00
p— — ! = 13.146,42.
1—(144)™ 1—(1+40,05)~%
7 0,05

Calculamos o valor da parcela de juros, amortizacdo e saldo devedor do primeiro
periodo.

J; =0.05 - 240.000, 00 = 12.000,00.
Ay =P —J; =13.146,42 - 12.000,00 = 1.146,42.
D, =D, — A, =240.000,00 - 1.146,42 = 238.853,58.
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Alternativamente,

N__ P 1314642
YT+ (140,05)0
Dy, =Dy — A; = 240.000,00 - 1.146,42 = 238.853,58.

=1.146,42

Usando o mesmo raciocinio dos calculos para n = 10 e 50, construimos a Tabela: 4.3]

Rl A4 [ & [ P [ D |
| 10 ]| 19.081,00 || 12.000,00 [ 31.081,00 | 220.918,90 |
| 50| 1.146,42 | 12.000,00 || 13.146,42 | 238.853,58 |
1 200 | 0,69 [| 12.000,00 || 12.000,69 | 239.999,31 |
1302 | 0,00 [[ 12.000,00 ]| 12.000,00 [| 240.000,00 |

Tabela 4.3: Planilha dos efeitos do prazo a taxa i = 5%.

Observando a Tabela [4.3] nota-se que aumentando o prazo em determinado periodo
nao ha mais amortizacao, tornando uma divida perpétua, pois o valor da prestacao cor-
responde apenas ao valor dos juros. Esse efeito também depende da taxa de juros
adotada, pois quanto maior for a taxa menor serd o prazo em que inexistira amortizacao.

Também percebemos que embora o valor da prestacao decresca quando se aumenta
0 prazo, os decréscimos, a0 menos para prazo elevados, tendem a ser pouco relevante,
dado que o valor da prestagédo aproxima-se do valor dos juros. O efeito da taxa de juros
€ bastante significativo, quanto maior a taxa de juros, mais acentuada é a diminuicdo do
nuamero de prestagdes para que a amortizacao seja nula.

4.2.4 \Valor do juro

4.2.4.1 Calculo de juros na época k Sabemos que as equagdes (T1), e
sdo, respectivamente,

Dy
— P-4, P=

]

e A — Dy [(1+i)k—1-i]_

(1+i)y"—1

Assim substituindo o valor de P e A, na primeira equacéo, chega-se a seguinte con-

clusao:

e = {1(&@1 _DO'[

]

(1+a)kt .4
(1+@')"—1} ~
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o Nk—1
Jk—Do-i{(lJr(ll)Jri)S}jf) } parak=1,2,--n. (30)

4.2.4.2 Total de juros pagos. Tem-se:

> Jk=> P—) A,=n-P- D (31)
k=1 k=1 k=1

4.2.5 Valor do saldo devedor

O saldo devedor no periodo k (Dy) é a diferenga entre o valor financiado e a soma das
amortizagdes pagas até o periodo k.

k
= DO - ZAJ
j=1

(14+4)" z}
(14 —1

a partir dessa equacao, pode-se deduzir-se que:

Sabemos que
Ak - DO . |:

AlzDo' (1+Z)0,

=]

Ay =Dy - (1 44kt

o
(I+4d)n—1
Assim, podemos afirmar que a expressao é uma P.G., como:

(llzDo' :|eq:<].+l)<ra2é0)

Portanto, utilizando o Teorema (3] a soma das amortizag()es é igual a:

k

1
ZAj = ay - 1
7j=1

n

—q" i 1—(1+4)* +d)k —1
—q = Do {(1“)”—1} (1+1) ZA ( +i)r—1

Desse modo, tem-se:

k
1+
mzm—Z@zm—m”

— assim
p (14 —1
B (1+9)" — (1 +4)k _
D, = D, { At -1 parak=1, 2, N. (32)
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4.3 Planilha de amortizacao

De maneira genérica, a planilha de amortizagdo sera apresentada na Tabela 4.4, mos-
trando os valores de: amortizacéo (Ay), juro (J), prestacao (P.) e saldo devedor (Dy) ao
final de cada periodo.

B A [ & [ B Dy |
o H [ | Dy |
DT JA=P-4L] AL=iD] P ]| Dy =Dy — A |
T2 Aa=P— L] JL=i-D | P | Dy =D; — Ay |
e e s
| n HAnzP Jo | Jn=i-Dpr || P || Du=Dpy—A,=0,00]
| Total | Dy | n-P—Dy |n-P|

Tabela 4.4: Planilha de amortizagéo - sistema Price genérico.

4.4 Aplicacoes das expressoes genéricas

Comentam-se a seguir alguns exemplos, utilizando os dados do Exemplo 4.1, que
seréo resolvidos com base nas expressdes deduzidas e em seguida faz-se o confronto
com os resultados da Tabela[4.1l

Exemplo 4.4. ‘ Calcule o valor da amortizagao correspondente a época k = 6.

Utilizando a equagao (29), tem-se:

(140,10)51-0,10
Ag = 300. .
8 = 900000 { (1+0,10)10 —1
(1,10)% - 0,10

Este resultado é o mesmo especificado na Tabela [4.1]

Exemplo 4.5.| Calcule o valor da parcela do juro corresponde a 92 prestacao.
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a) Utilizando a equagéo (30), tem-se:

140,10)1° — (1 4+ 0,10)°!
Jo =300.000 - 0, 10 [( +0,10) (1+0,10) ]

(1+0,10)10 —1
(1,10)1° — (1,10)8
(1,10)0 — 1

Jg =30.000 [ 1 = 8.473,52.

b) Alternativa, utilizando a equagéo (13), tem-se:

Jo =0,10 - (40.350,10 + 44.385,11) =
Jo =0,10 - 84.735,21 = 8.473,52.

Este resultado é o mesmo especificado na Tabela 4.1]

Exemplo 4.6. \ Calcule o total de juros pagos.

Utilizando a equagéo (31), tem-se:

10 10 10
> =) P—) Ay=n-P-Dy=
k=1 k=1 k=1

10

Z Jr =10 - 48.236, 18 — 300.000, 00 = 188.236,18.

k=1

Este resultado também é o mesmo especificado na Tabela [4.1]

Exemplo 4.7.| Calcule o valor do saldo devedor existente no final do 7° més (apo6s o
pagamento da 62 prestacao).
Empregando a relacéo (32), tem-se:

10 _ .
D~ =300.000 - {(1,10) (1,10 }:

(1+0,10)10 — 1
(1,10) — (1,10)7
(1,10)0 —1

D~ =300.000 - { } =121.417,11.

Resultado igual ao valor especificado na Tabela [4.1]
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' Exemplo 4.8.| ( PROFMAT) Considere a amortizagao de uma divida de $ 35.000,00, em
180 meses, com juros de 1 % ao més, pelo sistema Price. Determine:

a) Valor da centésima prestacao.

b) o estado da divida nessa época.

c) o valor de juro nessa época - acrescentado pelo autor.

d) o valor dos juros pagos - acrescentado pelo autor.

Solucao: Temos:

D, = 35.000,00
n = 180 prestacdes mensais
1=1%a.m=0,01 a.m.

a) Usando a relagéo (27), tem-se:
35.000

1 — (1 + O, 01)7180
0,01

Py = = 420,06.

b) Usando a relagéo (32), tem-se:

(1 + 0701)180 _ (1 + 0’01)100
(1 + 0,01)180 -1

D1gp =35.000 - [ } = 23.056,28.

c) Usando a relagéo (30), tem-se:

(1+0,01)! — (1 +0,01)'0!
(140,01)18 — 1

J100 =35.000 - 0,01 [ } = 187,62.

d) Utilizando a equagéo (31), temos:

180 180 180
ZJk :Zpk_ZAk:nP_DOj
k=1 k=1 k=1

180

Z Jr =180 - 420,06 — 35.000, 00 = 40.610,59.

k=1
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5 Sistemas de amortizacao: SAC e Price a juros simples

Discorremos sobre as distor¢des decorrentes da adog¢ao do regime de capitalizacao
de juros simples nos sistemas de amortizagbes analisados, provocando, por exemplo, a
nao quitacdo do empréstimo no final do contrato.

Faro [12] (p. 438, 2006) corrobora com isso:

“... Ora, sendo a amortizagdo de um financiamento nada mais do que um pro-
blema de equivaléncia financeira segue-se, como veremos, que adocao do re-
gime de juros simples implicara uma série de inconvenientes”.

Para um melhor entendimento dessas inconsisténcias da aplicagdo dos juros simples
na amortizacao de divida, usaremos 0 mesmo exemplo utilizado como modelo no estudo
dos mesmos sistemas a juros compostos.

5.1 Sistema SAC

O sistema SAC tem como caracteristica basica: as amortiza¢gdes sao iguais, durante
todo o contrato do financiamento.

Veremos através do mesmo Exemplo 2.2 da pagina {45 como desenrola este sistema
com uso do regime de juros simples.

Exemplo 5.1.| Uma divida de R$ 200.000,00 é paga, em 5 amortizagdes constantes,
mensais e consecutivas de R$ 40.000,00, com um juros simples de 10% ao més, monte
a planilha de amortizacao.
Solucao:

Dy = 200.000,00

n = 5 amortizacbes mensais e iguais de:

Ay = Ay = A3 = Ay= A5 = 40.000,00

i=10% a.m=0,10 a.m.

Calculamos a parcela de juros, a prestacao e o saldo de devedor de cada periodo.

Periodo k = 1:

Ji=1-Dy=0,10- 200.000,00 = 20.000,00.
P =A+J, = 40.000,00 + 20.000,00 = 60.000.00.
D, =D, — A= 200.000,00 - 40.000,00 = 160.000,00.
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Periodo k = 2:
Jy=1i-D;=0,10- 160.000,00 = 16.000,00.
P, =A+ J, =40.000,00 + 16.000,00 = 56.000,00.
Dy =D; — A =160.000,00 - 40.000,00 = 120.000,00.

Continuando como esse procedimento de calculo para os demais periodos, comple-
mentando a seguinte planilha de amortizag&o iguais a juros simples.

ek A [ % [ B [ D |
O | | | 200.000,00 |
[ 1 [ 40.000,00 [ 20.000,00 | 60.000,00 || 160.000,00 |
[ 2 [ 40.000,00 [ 16.000,00 | 56.000,00 || 120.000,00 |
[ 8 [ 40.000,00 [ 12.000,00 [ 52.000,00 | 80.000,00 |
[ 4 [ 40.000,00 ] 8.000,00 ] 48.000,00] 40.000,00
75| 40.000,00 | 4.000,00 [ 44.000,00 || 0,00 |
[ Total || 200.000,00 [[ 60.000,00 || 260.000,00 ||

Tabela 5.1: Planilha de amortizagéo - SAC a juros simples.

Constamos que a Tabela[5.1]é idéntica a Tabela [2.3] essa utilizando juros compostos,
sendo considerado um sistema de amortizacao consistente.

Todavia, se calcularmos os valores atuais das prestacées percebemos que a soma
deles é maior que o valor do financiamento, ou seja, o devedor paga mais juros o que €
devido.

Para calcular os valores atuais (VAP), devemos aplicar a equagéo (9).

P, P, P,
D, = .
T LI
Ou seja,
VAP — 60.000, 00 56.000,00  52.000, 00 . 48.000, 00 . 44.000, 00 N
T 141-0,10 1+42-0,01 1+43-0,10 1+4-0,01 1+5-0,10
60.000,00  56.000,00 52.000,00  48.000,00  44.000,00
VAP = ’ ’ ’ ’ ’

110 T 120 130 tTT1a T i
VAP = 54.545.45 + 46.666,67 + 40.000,00 + 34.285,71 + 29.333,33 = 204.831,17

VAP £ D,

Desse modo, n&o podemos usar o regime de juros simples na amortizacéo pelo sis-
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tema SAC, pois fere a quinta propriedade, ou seja, a soma dos valores atuais das presta-
cOes é diferente do valor financiado, causando um prejuizo ao devedor pois desembolsa
mais valores de juros o que é devido.

5.2 Sistema Price

Este sistema possui como caracteristica basica: todas as prestagdes iguais.

Suponhamos que temos uma divida D,, financiada em n parcelas de prestacoes pe-
ribdicas, postecipadas (primeira prestacdo € paga um apos a compra) e todas iguais a P,
a uma taxa periddica i, estabelecida a juros simples.

Usando a equagao (9) novamente, tem-se:

Dy = P + P + ...+ PN P
U4 142 T 14ni St kD
Finalmente:
D
p=—2 (33)
1
kzll—l—lm

Exemplo 5.2.| Uma divida de R$ 200.000,00 é paga, em 5 prestacdes constantes, men-
sais e consecutivas, com um juros simples de 10 % ao més, monte a planilha de amorti-
zacgao.

Solucao:
Dy, =200.000,00
n = 5 prestacées mensais e iguais
i=10% a.m=0,10 a.m.

Recorrendo a equacéo (33), calculamos o valor das prestacdes constantes:

200.000, 00

i 1 T 1 1
1501 14201 14301 "14+4-01 1+45-0.1

pP—=

=

200.000, 00
1 1 1 1 1

112 13 A 1s
Na sequéncia, calculamos a parcela de juros, quota da amortizacéo e saldo devedor
de cada periodo.

P = = 51.379,44.
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Periodo k = 1:
Ji=1-Dy=0,1-200.000,00 = 20.000,00.
A =P —J; =51.379,44 - 20.000,00 = 31.379,44.
D, =Dy, — A; = 200.000,00 - 31.379,44 = 168.620,56.

Periodo k = 2:
Jy=1i-D;=0,1- 168.620,56 = 16.862,06.
Ay =P — J, = 51.379,44 - 16.862,06 = 34.517,38.
Dy, =D; — A, = 168.620,56 - 34.517,38 = 134.103,18.

Periodo k = 3:
J3=i-Dy=0,1-134.103,18 = 13.410,32.
A3 =P — J3;=51.379,44 - 13.410,32 = 37.969,12.
D3 =Dy, — A3 =134.103,18 - 37.969,12 = 96.134,06.

E assim, sucessivamente até o periodo k = 5.
Agora, montamos a Tabela[5.2] das prestagdes constantes a juros simples.

kKl A ] A [ B [ De |
0 [ [ [ 200.000,00 |
[ 31.379,44 [ 20.000,00 | 51.379,44 || 168.620,56 |
[ 2] 34517,38] 16.862,06 | 51.379,44 || 134.103,18 |
[ 3] 37.969,12 [ 13.410,32 | 51.379,44 | 96.134,06 |
[ 4] 41.766,04 | 9.613,40 | 51.379,44 | 54.368,02 |
[ 5] 4594264 543680 51.379,44] 8.42538
["Total || 191.574,64 || 65.322,58 || 256.897,22 ||

Tabela 5.2: Planilha de amortizacao - Price a juros simples

Constata-se que a Tabela[5.2/ndo ¢ idéntica a Tabela[2.4] Mostra que saldo devedor do

ultimo periodo nao € nulo, ou seja, no final do periodo ainda restaria um saldo residual de
R$ 8.425,38, quase 5 % do valor do financiamento, isso contraria a regra basica de todos
os contratos que o saldo final deve ser nulo, logo este sistema de amortizacdo aplicado
ao regime de juros simples é inconsistente, pois as cinco prestacoes de R$ 51.379,44
séo insuficientes para liquidar o empréstimo no prazo contratado, trazendo um prejuizo

para o credor.
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Logo, no calculo de juros nos sistemas de amortizagcdes SAC e Price devemos utilizar
o regime de juros compostos, pois a utilizacdo de juros simples traz prejuizo ao devedor
ou credor do financiamento, ou seja, ou 0 devedor paga mais juros ou as suas prestacoes
nao liquidam o empréstimo no prazo estipulado.
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6 Comparacao numeérica, grafica e analitica entre os sis-
temas: SAC e Price

Analisaremos, numérica, grafica e analiticamente, as diferencas entre os sistemas de
amortizacdo: SAC e Price. Para tanto elaboremos um plano de pagamento para cada
sistema com o mesmo valor financiado, taxa de juros e prazo de amortizagao.

O objetivo desta simulagdo de empréstimo visa demonstrar as variacdes monetarias,
que ocorrem durante o contrato, com as amortizagdes, juros, prestacoes e saldos de-
vedores, em relacdo aos dois sistemas estudados, para que o devedor possa analisar,
dentre das suas condigdes principalmente financeiras, qual o sistema mais adequado e
vantajoso para sua realidade econdémica.

Vamos a simulagao:

Exemplo 6.1.| Um empréstimo de R$ 240.000,00, financiado a uma taxa de juros com-
postos de 1% ao més, durante 25 anos, sendo a primeira prestagcdo paga um més apoés
a liberacao do financiamento.

Solucao:
D, = 240.000,00
n = 25 anos = 300 prestagdes mensais
t=1%a.m=0,01 a.m.

a) Sistema SAC
Calculamos o valor da amortizagao, usando a equagao (17), tem-se:

~240.000, 00
N 300

A = 800,00.

b) Sistema Price
Calculamos o valor da prestagédo, usando a equagéo (27), tem-se:

240.000, 00
1— (1 + 0’01)7300
0,01

P = = 2.527,74.

Usando o mesmo raciocinio do Exemplo 2.1 da péagina 43, calculamos os demais
valores com ajuda do aplicativo Excel.

Por razdes de ordem pratica, transcrevemos somente alguns valores necessarios para
evidenciar o que estamos querendo mostrar, os quais estao especificados na Tabela[6.1]
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Para melhor compreensao das comparagdes que seréo efetuadas com base na Tabela
6.1 construiremos os gréaficos da evolugdo das amortizagdes, juros, prestagdes saldos
devedores, com os devidos comentarios das diferengas entre os dois sistemas compara-
dos.

Iniciaremos comparando as amortizagdes, onde analisaremos os valores da Tabela

e do gréfico.
6.1 Comparacao entre as amortizacoes

A evolucédo das amortizacdes dos sistemas SAC e Price esta representada grafica-
mente no Gréafico [6.1]

Evolucao das amortizagées: SAC e Price
3000 +
2500 +
2000 +

1500 +

1000 SAC

500 T

0 50 100 150 200 250 300
Numeros de prestacoes

] ] ]

Gréfico 6.1: Gréafico de comparagao das amortizacoes - SAC e Price.

As parcelas de amortizagdes do sistema SAC séo todas fixas no valor R$ 800,00,
contudo as do sistema Price crescem exponencialmente de R$ 127,74 até R$ 2.502,71,

ou seja, a parcela no inicio € pequena, tornando-se expressiva no final.
129,02 130,31  2.502,71

127,74 129,02 2.477,93
que representa os juros cobrados na operagao.

Pelo gréafico acima, constata-se que os valores da amortizagdo tornam-se iguais entre
0 150° e 200° més, que mostraremos em seguida que este ponto é k = 185,3.

Veja agora o exemplo sobre o ponto onde os valores da amortizagdes sao iguais
utilizando os dados da simulacéo.

Esse crescimento é de 1% ( =1, 01) por més, taxa
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Exemplo 6.2.| Em que ponto os valores das amortiza¢des sao iguais?
Solucao:
D, = 240.000,00
n = 300 prestacdes mensais
i=1%a.m=0,01 a.m.

Conforme a equacéo (29), o valor da amortizacdo na época k no Price € igual a:

1+ i)t .
Ap = Dy - {%)f] e o valor da amortizacdo no SAC (Asac) € igual a R$ 800,00.
)" —
Igualando-se as expressoes:
(1+0,01)*1.0,01
240.000,00 - { 10,001 = 800,00 =
(1,01)**.37
{u,m)m —1) ==

(1,01)*' = 6,262822.
Aplicando o logaritmo decimal em ambos lados da equagéo (1,01)*! = 6,262822,

obtemos: log(1,01)" ! = log 6,262822.

Aplicando a relagéo (4) em ambos os termos na equagao log(1,01)*~! = log 6,262822,
obtemos:
(k-1)-log 1,01 = l0g6,262822 =
log 6,262822
log 1,01
k= 184,3 + 1 = 185,3.

k-1=

As amortizac¢des igualam-se na prestacao k = 185,3, a partir deste ponto, as do sis-
tema SAC tornam-se menores, conforme a Tabela[6.2]

| Valores das amortizagbes

|
Tk SAC | Price |
185 | 800,00 I 796,99 |
186 | 800,00 I 804,96 |
187 | 800,00 [ 813,01 |

Tabela 6.2: Planilha de comparacao entre amortizacdes.
Apuramos que o valor da amortizagdo do sistema SAC serd menor faltando menos

de 40% do total da quantidade das prestacdes estipuladas, ou seja, faltam 114(cento e
quatorze) prestacdes para liquidar o empreéstimo.

91



6.2 Comparacao entre os juros

Analisaremos a comparagao entre os juros, apresentando a evolugao dos juros dos
sistemas, que esta representada graficamente no Gréfico[6.2]

Evolucao dos juros: SAC e Price

2000 -
1600 -
1200
800 -

400 -

T T

0 50 100 150 200 250 300
Numeros de prestacoes

Gréfico 6.2: Grafico de comparacao entre juros - SAC e Price.

O primeiro valor da parcela de juros, dos dois sistemas, sao iguais, porém vao dimi-
nuindo. Os valores do sistema SAC formam uma PA decrescente ( 2.392,00 - 2.400,00
=.-- =24,00 - 32,00 = 16,00 - 24,00 = 8,00 - 16,00 = - 8,00), cuja razao vale R$ -8,00,
ou seja - 10% de 800,00 ( dez por cento do valor da amortizagéo), enquanto do sistema
Price decrescem de maneira mais lenta.

| Valores dos juros |

kK SAC | Price |
001 | 2.400,00 | 2.400,00 |
151 | 1.200,00 | 1.959,51 |
236 | 520,00 | 1.203,86 |
7300 | 8,00 || 25,03 |
Total | 361.299,00 | 518.321,38 |

Tabela 6.3: Planilha de comparagéo entre juros.

92



Esse decréscimo mais lentamente € devido ao pagamento das amortizagdes, no inicio
do contrato, serem menores do que no outro sistema. Essa diminuicdo podemos consta-
tar por alguns dados da Tabela[6.3] Por exemplo, na 1512 parcela da prestagdo no SAC,
paga-se a metade do juros inicial, isso sé acontece na 2362 no sistema Price, contudo na
ultima, no sistema Price, o valor de juros é o triplo do valor no outro.

Durante todo o contrato do financiamento o valor de cada parcela de juros no sistema
SAC é sempre menor do que a parcela do sistema Price, com excegao da primeira.

O total de juros do sistema SAC é igual a R$ 361.299,00 e no sistema Price, R$
518.821,38, isso ndo quer dizer que o primeiro sistema seja melhor que o segundo, pois
veremos mais adiante que o exemplo proposto para os sistemas sao equivalentes.

6.3 Comparacao entre as prestacoes

Discorremos sobre a comparacao entre as prestagdes, apresentando a evolugao de-
las, a qual esta representada graficamente no Grafico 6.3

Evolucao das prestacoes: SAC e Price

3300 | R$ 3.200,00 Ponto de reversao
2850 1 R$ 2.527,74_Price
2200
1650
1100 +
550 + R$ 808,00

0 50 100 150 200 250 300
Numeros de prestacoes

Gréfico 6.3: Grafico de comparacao entre prestacoes - SAC e Price.

No gréfico, percebemos que o valor das prestacdes correspondentes ao SAC decres-
cem linearmente de R$ 3.200,00 até R$ 808,00, entretanto o valor das prestagcdes do
sistema Price é constante, igual a R$ 2.527,74. Isto é, enquanto no sistema SAC a pres-
tacao inicial € maior do que a do sistema Price, a sua final € menor.

A primeira prestagdo do sistema SAC (R$ 3.200,00) é 21% superior que a primeira
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prestacao do sistema Price ( R$ 2.527,74). Em contrapartida, a tltima (R$ 808.00) repre-
senta apenas 32% do valor da correspondente prestacao constante.
O valor da primeira parcela dos juros no sistema Price corresponde quase 95% da

restacao 2.400,00
prestacao | 557,73

clusivamente para o pagamento de juros. Ja nas ultimas, ocorre o inverso, pagando de

, , 25,03
juros na faixa de 1% (m = 0,01) :

Isto €, as primeiras prestacdes sdo quase que totalmente para o pagamentos dos
juros, ou seja, quase nao ha amortizagdo. Tal peculiaridade é a razdo por que mesmo ja
tendo sido pago as 58 primeiras prestagoes, a divida diminui apenas R$ 10.000,00.

Constamos que entre as prestacées de numero de 50° e 100° ha uma reversao. No
estudo do ponto de reversado, determinaremos o numero da prestacdo em que as duas

prestacdes sao iguais.

=0, 949) ou seja, 0 pagamento da primeira prestacdo é quase ex-

6.4 Comparacao entre os estados de dividas

A evolucao dos estados de dividas dos sistemas SAC e Price esta representada gra-
ficamente no Grafico [6.4]

Evolucao dos saldos devedores: SAC e Price
2.400

2.000
1.600+

1.200+

R$ 100

800 -

400 -

0 50 100 150 200 250 300
Numeros de prestacoes

Gréfico 6.4: Grafico de comparacgao entre saldos devedores - SAC e Price.

O grafico ilustra o comportamento dos saldos devedores e podemos verificar que no
SAC a diminuigdo € mais acentuado do que no sistema Price. Por exemplo, quando do

2%Veja Exemplo 6.4 da pagina 97}
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pagamento da 1502 (a metade) prestacao no SAC, o saldo devedor corresponde a 50%
da divida (R$ 240.000,00), ja no sistema Price, ao se liquidar a metade das operacgdes, o
saldo devedor totaliza ainda 81,41% da divida (R$ 195.950,56).

Na liquidagdo do empréstimo antes do prazo, o valor do saldo devedor no sistema
SAC é menor quase na totalidade do periodo contrato.

Determinaremos em que ponto (k), os valores dos saldos devedores correspondem a
50% da divida.

\ Exemplo 6.3. \ Calcule o numero da prestacéo (k) em que o valor do saldo devedor no
sistema Price e SAC corresponde a 50% da divida ( D, = R$ 120.000,00).

a) Sistema Price:
Pela equagéo (32), tem-se:

Dy =Dy - {UH)”— (1+¢)k}

(1+i)—1
(1+0,01)3 — (1 40,01)*
(1+0,01)300 — 1

{_o. [(1,01)300 — (1,01)?

120.000,00 = 240.000,00 - {

(1,01)300 — 1
4 [19,788466 — (1,01)"
N 9,394233

9,394233 = 19,788466 — (1,01)F =
(1,01)* =19,788466 - 9,394233 = 10,394233.

Aplicando o logaritmo decimal em ambos os membros na equagao (1,01)* = 10,394233,

obtemos:
log(1,01)* = log 10,394233.

Aplicando a relagéo (4) em ambos os termos na equacgao log(1,01)* = log 10,394233,
obtemos:
_ log 10,394233

= 235,2.
log 1,01 35,
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b) Sistema SAC
Pela relagéo (25), tem-se:

Dk:D0<1—E):>

n

k
120.000 = 240.000 - (1 — ﬁ) =

!
M
50

k =150.

Assim, o saldo devedor no Price corresponde a 50% da divida para k = 235,2, en-
guanto no SAC, para k= 150, ou seja, o saldo devedor do Price diminui mais lentamente.

6.5 Caracteristicas dos sistemas de amortizacao: SAC e Price.

Apresentamos na Tabela [6.4] as caracteristicas dos sistemas de amortizagdes.

[ SAC ﬂ PRICE |
| Amortizagéo | Constante | Crescente |
| Montante dos juros || Menor ao final do prazo || Maior ao final do prazo |
| Prestagdo | Decrescente | Constante |
| Primeira Prestagdo || Mais alta | Mais baixa |
 Ultima Prestagdo || Mais baixa | Mais alta |
| Saldo devedor | Decréscimo linear | Decréscimo mais lentamente |

Tabela 6.4: Planilha das caracteristicas dos sistemas: SAC e Price.

No SAC, o valor da amortizacao permanece inalterado ao longo do contrato, enquanto
0s juros, as prestagdes com os saldos devedores decrescem linearmente; no Price, as
prestacdes sdo constantes durante todo o financiamento, as amortizacdes crescem ex-
ponencialmente e os saldos devedores tém decrescimento lento.

6.6 Ponto de reversao da prestacao

Analisaremos o ponto de reversao da prestacao nos dois sistemas estudados, princi-
palmente demonstrando em que ponto as duas prestagdes sdo iguais e que ele depende
da taxa de juros e do prazo. [

Ponto de reversao € o momento em que a prestacdo do SAC é igual a do sistema
Price.

30Veja equacdo [34]da pagina
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Exemplo 6.4. | Calcule o ponto de intersecao ou de reversao entre os valores das pres-
tacdes do SAC e Price.

Dy = 240.000,00

n = 300 prestacdes mensais

i=1%a.m=0,01 a.m.

Pprice = 2.527,74

Pela relagéo (21), o valor da prestagdo no sistema SAC na época k corresponde a:
P, =211+ (n—k+1)-i e o valor da prestacdo no sistema Price ¢ igual a Pp,c. =
2.527,7n4 em todo periodo.

Como queremos determinar o valor de k, para que as duas prestagdes sejam iguais,

devemos ter: P,.;.. = P, logo:

050774 — 240.000, 00

300
2.527,74 =800 - [1 +3 — 0,01k + 0,01] =

2.527,84 = 3208 - 8k =
3208 — 2.527,74 680,29
8 8

1+ (300—k+1)-0,01] =

k= = 85,04.

Esse resultado pode ser confrontado pelos dados da Tabela[6.5] No 85° més, a presta-
cao pelo SAC de R$ 2.528,00 é superior ao valor constante de R$ 2.527,74 determinado
pelo sistema Price. Logo, a intersecao se verifica exatamente 85,04° més, a partir desta
época, as prestacdes do sistema SAC sdo menores do que as do sistema Price, segundo
Tabela [6.5]

Valores das prestacoes

H |
K SAC | Price |
185 2.528,00 | 2.527,74 |
186 | 2.520,00 [ 2.527,74 |
1871 2.512,00 [ 2.527,74 |

Tabela 6.5: Planilha de comparagéao entre prestagoes.

6.6.1 Ponto de reversao da prestacao na época k

Nosso objetivo € determinar em que momento (k) o valor da prestacédo do SAC (Psac)
€ igual o valor da prestagédo do Price (Ppricr), considerando o mesmo saldo devedor
(Dy), periodo (n) e taxa (i) de juros compostos.
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De acordo com as equagdes e (27), temos, respectivamente,

. — . P = .
Psac " 1+ (n—k+1)-i e Prrick {1 a z)”]

4

Dessa forma, precisamos determinar o valor de k£ na equagédo, igualando as duas
equagoes:

Dy . Dy
— . —k+1)-i] = .
PR IRl S ey s R
1
Como D, e n sao positivos, podemos multiplicar ambos os membros da equagéo por

i > 0. Assim obtemos:

Dy
. n
1+ (n—k+1)-i= AT
)
Ou melhor:
. L n-1
1+n'l—k'l+l—m,
multiplicando a igualdade por -1, obtemos:
. . —n -1
—1—n'l+k'l—l—m7
logo '
k= , v (34)
1

Desta maneira, a época de reversao, numa época qualquer, depende apenas do prazo
n e da taxa i. Analisaremos primeiramente o0 que acontece com o ponto de reversao
quando fixamos n ou ¢ e variamos o outro valor, através de exemplos numéricos.
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6.6.2 Ponto de reversao com prazo fixo e taxa variavel

Discutiremos como se comporta a época da reversao fixando-se o prazo e variando a
taxa.
\ Exemplo 6.5. Calcule o valor de ponto de reversao (k), para o prazo fixode n =120 e a
taxa de juros igual a:
a) i =20%

Utilizando a equagéo (34), tem-se:

ni 120 - 0, 20
1 ) 4—— 14+ (120+1)-0,20 — ’
. +(n+1)-4 Ao +(120+1) - 0, T (150,20) 1 N
B i B 0,20
k= 6.
b) i = 0,001% 120 - 0,00001
’ 1+ (120 + 1) -0,00001 —
P +(120+1)-0, 1—(1+0,oooo1)7120$
B 0, 00001
k = 60,5.

Usando o mesmo raciocinio para as demais taxas de juros, obtemos os valores da
Tabela 6.6l

| Taxa (i) | Ponto de reversdo(k) |
| 20 ] 6 |
| 10 ] K |
| 2 H 3,7 |
| 0,5 I 54,6 |
| 0,1 I 59,3 |
| 0,001 [ 60,5 |

Tabela 6.6: Planilha dos pontos de reversdo para n = 120.
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Exemplo 6.6. \ Calcule o valor do ponto de reversao (k), para o prazo fixo de n = 240 e
as mesmas taxas utilizadas no Exemplo 6.5.
Aplicando o mesmo raciocinio do exercicio acima, construimos a Tabela[6.7]

| Taxa (i) | Ponto de reversdo (k) |
| 20 [ 6 |
’ 10 H 11 ‘
| 2 [ 48,9 |
| 0,5 | 97,1 |
‘ 0,1 H 115,7 ‘
\ 0,001 H 120,5 ‘

Tabela 6.7: Planilha dos pontos de reversdo para n = 240.

Observa-se que o ponto de reversao cresce a medida que decrescem as taxas de
juros e que a medida que cresce 0 prazo das prestagdes, 0 ponto de reversdo cresce
tendendo a um limite.

6.6.3 Limite do ponto de reversao quando a taxa tende a zero

Calculemos o limite da equagao quando a taxa tende a zero.

14+ (n+1)-i i

lim & — lim B el )
i— 0 i—0 7
que podemos escrever
. 1 n
L

Ou melhor:

R S § W) bl T A
L R A

- oo , L .0 )
Onde o 1° limite da direita € uma indeterminacao do tipo 3 e outro termo é uma
constante em relacdo a variavel "i".
Para o 1° limite aplicaremos o Teoremal(7]

: n-(1+4) ™ —n 0 _ _ . o
lim . : : = — ou seja, mais uma vez uma indeterminag&o.
A=+ )T+ -0+ 0
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Aplicaremos novamente Teorema(7|

fim n-(—n—1)(1+1)"7? _n- (—n —1)
i»0n- 14+ +n- 14+ +[i-n-(—n—1)-(1+1i) "2 n+n
ilg%k:%+n+1=”;1. (35)

Assim, o ponto de reversao (k) tende para o prazo médio a medida que i tende a zero,

. ~ n+1
ou seja, o ponto de reversao tende para

Exemplo 6.7.| Calcule o limite do ponto de reverséo (k) para o prazo n = 120.

Utilizando a equagéo [35] tem-se:

i n+1 120+ 1
lim k = =
i— 0 2 2

valor que equivale ao valor da Tabela[6.6] que corresponde o prazo médio.

= 60,5,

Exemplo 6.8. \ Calcule o limite de ponto de reverséo (k) para o prazo n = 240.

Utilizando a equagéo [35} tem - se:
: n+1 240+1
lim k = =
i— 0 2 2

valor que coincide com o valor da Tabela[6.7, que também corresponde o prazo médio.

= 120,5,

6.6.4 Ponto de reversao com taxa fixa e prazo variavel

Vejamos agora como se comporta a época da reversao fixando-se a taxa e variando
0 prazo.

\ Exemplo 6.9. Calcule o valor do ponto de reversao (k) para uma taxa de i = 1%.

a)n=50

50 - 0,01
1—(140,01)-%
=

1+ (5041)-0,01 —
k=

0,01
k= 23,4

101



Utilizando a equagéo (34), para i =1 % e variando o prazo n, obtemos a Tabela[6.8]

| Prazo (n) | Pontodereversdo (k) |
| 50 H 23,4 |
| 200 H 69,3 |
| 300 I 85,0 |
| 500 [ 97,5 |
| 1000 H 101,0 |
| 4000 H 101,0 |

Tabela 6.8: Planilha dos pontos de reversao para i = 1%.

Analisando a Tabela [6.8, percebemos que a medida que o prazo cresce, o ponto de
reversdo tende a 101.

Exemplo 6.10. \ Calcule o valor do ponto de reversao (k) para a taxa fixa : = 10%.

Aplicando o mesmo raciocinio do exercicio acima, construiremos a tabela[6.9

| Prazo (n) | Ponto dereversdo (k) |
| 50 [ 10,5 |
| 200 | 11,0 |
| 300 | 11,0 |
| 500 | 11,0 |
| 1000 H 11,0 |
| 4000 [ 11,0 |

Tabela 6.9: Planilha dos pontos de reverséo para i = 10%.

Ja neste caso, observa-se que a medida que o prazo cresce, 0 ponto de reversao
tende a 11.

6.6.5 Limite do ponto de reversao (k) quando » tende infinito

Determinaremos o limite da equacao quando o prazo tende infinito.

ni
1 g —
+(n+1)-i e

lim £ = lim - ,
n— 0o n— oo 12

que podemos escrever:

1
lim k= lim - +1+ Ii - =
e Ly e e ey vl




onde o primeiro limite € um constante em relagdo a variavel "n" e o segundo limite € uma
. . ~ . o
indeterminacao do tipo —.
w . "
Aplicaremos o Teorema [/ para o segundo limite

1

li =0
nimoo - - (1 + i)nfl =
1 1+
i, 5= = i) = =10, (36)
n— 0o 7 7

, ~ . 1+ .
Assim, o ponto de reversao (k) tende para a expressao % a medida que o prazo
tende para infinito. Apresentaremos dois exemplos para constar os valores encontrados
nas Tabela[6.8 e Tabela[6.9

Exemplo 6.11. \ Calcule o limite do ponto reversao (k) para uma taxa de 1%.

Empregando a equagéo [36] tem-se:
1+i 140,01

lim k — _ —101.
am k== 0,01 0

Assim, para taxa de 1% ao més, esse limite € de 101, valor equivalente encontrado na
Tabela 6.8

\ Exemplo 6.12. \ Calcule o limite do ponto de reversao (k), para uma taxa de 10%.

Empregando a equagéo [36] tem-se:

TR S e L Y

n— oo 7 0,1

Para taxa de 10% ao més, o limite é 11, o mesmo valor encontrado na Tabela[6.9]

6.7 Escolha entre os sistemas de amortizacao

Na sequéncia discorre-se sobre a escolha entre os sistemas de amortizagédo a partir
da pergunta que segue: Qual a melhor opgao entre os sistemas de amortizacao: SAC
ou Price, por exemplo para um financiamento imobiliario, nas mesmas condicdes, isto &,
aquela que traz mais vantagens para o consumidor?

Vimos que no sistema SAC as prestagdes iniciam altas e vao diminuindo, enquanto no
sistema Price sdo todas constantes e analisando a Tabela constatamos que o valor
total de juros do sistema SAC é bem menor do que do sistema Price, consequentemente
o total das prestacdes do sistema SAC € menor do que o do sistema Price. Com isso
podemos afirmar que o sistema SAC é melhor para o tomador de empréstimo?
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Em referéncia sobre a analise de planos de financiamento com base somente pelo

total de juros pagos, Camargos [6] (2013, p. 310) nos adverte que ao:
“..., analisar os planos de financiamentos somente pelo total pago, ou seja, sim-
plesmente somando as prestacdes pagas € equivocado, uma vez que se estaria

desconsiderando o principio bésico da matematica financeira do valor do dinheiro
no tempo (VDT).

A comparagao correta entre os [...] planos de financiamentos deve ser feita
com os valores de cada um em um mesmo momento focal, ou seja, deve-se
calcular o valor presente (VP) ou o valor futuro (VF) de cada um.”

Desse modo, precisamos determinar os valores atuais das prestacoes em determi-
nado periodo e ai fazemos a comparacao das soma dos valores de cada plano de finan-
ciamento para verificar se sdo equivalentes ou néo.

Por isso, determinaremos:

a) o valor presente das prestacdes do SAC (VV PPsa¢) e do Price (V P Pp,;..), utilizando
a equagao e os dados da Tabela[6.1]

I T T 1

o 1 2 3 100 101 102 103 104 296 297 298 299 300

a.1) o valor presente das prestacdes do SAC (V PPsc), tem-se:

3.200,00 319200 81600 808,00
(1+0,01) ' (1+0,01)2 (1+0,01)2% " (1+0,01)300

VPPsyc = 3.168,32 + 3.129,10 + - - - + 41,65 + 40,83 =
V PPssc = 240.000,00.
a.2) o valor presente das prestagdes do sistema Price (V P Pp,..), tem-se:

2527,74 | 252174 252174 250174
(1+0,01) ' (1+0,01) (1+0,01)2%° " (1+0,01)30

VPPPRICE =
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VPPpricrp = 2.502,71 + 2.477,93 + --- + 129,02 + 127,74 =

VPPpricr = 240.000,00.

O Teorema [9] nos garante que a equivaléncia independe da data focal escolhida, por
isso vamos comparar dos sistemas, por exemplo, apds o pagamento da 1002 prestacao.

b) o valor futuro das prestacdées do SAC (V F Psac) € do Price (V F Pp,;..) apds 0 paga-
mento da 1002 prestacao.

I
r T T 1

0o 1 2 3 100 101 102 103 104 296 297 298 299 300

b.1) o valor futuro das prestacdes do SAC (V F Psac).

816,00 808,00
(1+0,01)19 " (1+0,01)20

V FPsac = 3.200,00-(140,01)%?+3.192,00- (1+0, 01)* ...+

V F Psac = 8.560, 71 + 8.463,65 + ... + 112,65 + 110, 44 =>

V FPsac = 649.155, 32.

b.2) o valor futuro das prestacées do PRICE (V F Pprick.)

2.572, 74 2.572, 74

VFP =2.572.74-(1 1)?4+2.572.74-(1 1%+ .
PRICE 572,74-(1+0,01)™42.572, 74-(140,01)™°+ +(1+0701)199+(1+0701>2oo =

VFPprrep = 6.769,37 4 6.702, 34 + ... + 348,96 + 345,51 =

VFPpricp = 649.155, 32.

Ou seja, os dois planos de financiamentos sao equivalentes, tanto na data focal zero
ou na data focal 100.
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Como os planos equivalentes, a escolha do sistema de amortizacao que mais convém
ao mutuario esta nas suas responsabilidades, pois a opg¢ao depende de varios fatores,
como esclarecem Claudia e Paiva [9] (2010, p.44).

“Se tanto o SAC quanto o Price estabelecem uma relagdo absolutamente justa
entre os juros pagos pelo principal retido - ou seja, em ambos 0s casos 0 mutudrio
paga juros pela parcela de capital ( do credor) que permaneceu usando, nem
mais, nem menos -,entdo, o que € melhor: amortizar mais rapidamente ( via
SAC) ou amortizar de forma mais alongada (via Price)? Como decidir por qual
sistema de amortizacédo optar? A resposta é: depende!”

Eles acrescentam:

“A escolha entre os dois sistemas de amortizacdo deve se levar em conta também
outras variaveis. Isso pode ser percebido, por exemplo, no caso em que a familia
tem condigbes de assumir tanto o financiamento via Price como via SAC e, ao
mesmo tempo, se depara com a necessidade de outras despesas imediatas, sem
disponibilidade presente de recursos.”

A escolha passa pela condi¢des financeiras do consumidor, porém a escolha também
depende da renda do consumidor, que nos alerta a especialista em finangas Isabel [10]:

“Vocé pode estar se perguntando porque alguém faria a opgao pela Tabela Price
para um crédito imobiliario, se no final a pessoa vai pagar mais juros. A explicagao
€ que nem sempre a escolha estd nas maos do consumidor. Nao basta s6 se
esforcar e apertar as contas do més para arcar com as prestacdes mais altas no
inicio do financiamento por SAC e economizar nos juros. E preciso ter uma renda
mensal que abarque o valor das parcelas.

A maioria dos bancos ndo aprova financiamento em que as prestagcées men-
sais sejam maiores que 30% da renda familiar. Isso porque, com parcelas muito
altas, ha mais chances de calote. As vezes, a prestagdo da Tabela Price, que
no comego é mais barata, cabem dentro desses 30%, mas a prestagao inicial do
SAC supera esse percentual. E ai é a realidade que decide pelo cliente".

Isto é, o sistema Price acaba se tornando a Unica alternativa para alguns, contudo o
saldo devedor do PRICE é sempre maior que o do SAC para qualquer escolha do tempo
do financiamento. Assim, apdés um mesmo numero de prestagdes, se desejamos liquidar
a divida antes do prazo, o saldo devedor do SAC sera sempre menor que o do PRICE.

Ou seja, a escolha entre Tabela Price e SAC sempre parte do principio da capacidade
de pagamento que o consumidor possui quando for solicitar o empréstimo.
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7 Consideracoes finais

Ha varias formas de liquidar um empréstimo, porém atualmente ha duas maneiras
mais utilizadas no Brasil sdo: sistema de amortizacao constante - SAC - e sistema Price,
nosso trabalho buscou sintetizar de maneira objetiva as principais diferengas neste es-
tudo sobre a analise comparativas dos dois sistemas, com o objetivo de identificar qual o
melhor sistema para o consumidor, quando este tem a opgao de escolher entre os dois
nume empréstimo de igualdade condigdes.

De modo geral, cada sistema de amortizacao possui 5 caracteristicas comuns, numa
época k: o valor de cada prestacado é a soma da quota da amortizacdo e da parcela de
juro; a soma das amortizagdes é igual ao valor do financiamento; o valor da parcela de
juro é o produto da taxa pela soma das parcelas das amortizacdes nao pagas ou produto
da taxa pelo saldo devedor do periodo anterior; o saldo devedor é a diferenga entre valor
do financiamento e soma das amortizacdes pagas ou igual soma das amortizagdes nao
pagas; o saldo devedor também é igual a soma dos valores atuais das presta¢cdes nao
pagas na época k e que saldo devedor final deve ser igual a zero. Essas regras sao
essenciais no estudo para identificar se um sistema é consistente ou nao.

O sistema de amortizagédo constante — SAC — tem como caracteristica essencial que
todas as suas amortizacdes sejam iguais e para a sua determinacéo basta dividir o valor
do financiamento pelo o numero de prestacdes. Temos que a prestacdo em qualquer
periodo € a soma da parcela da amortizagdo com a do juro daquele periodo, este vai
diminuindo em consequéncia do pagamento das amortizacdes, contudo o valor de cada
prestacao também vai diminuindo. O decréscimo do juro, prestacdo e saldo devedor é
linear, isto é, forma uma progresséao aritmética negativa. O valor da primeira prestacao é
diretamente proporcional ao valor do financiamento e inversamente proporcional ao prazo
de pagamento.

No tocante ao sistema Price, tem como caracteristica o valor da prestacdo constante
e as amortizagdes crescem exponencialmente, enquanto os juros e saldos devedores
diminuem mais lentamente que os valores do sistema SAC. O valor da primeira amorti-
zacao € diretamente proporcional a prestacao e inversamente proporcional a exponencial
do prazo de pagamento.

Nos célculos dos juros nos sistemas de amortizacdo estudados devemos empregar
0 regime de juros compostos, pois se usarmos o regime de juros simples observa-se as
prestacdes ndo liquidardo o empréstimo ou os juros cobrados sdao maiores do que 0s
devidos, tornando um sistema inconsistente, pois ndo atende uma ou mais das carac-
teristicas comuns dos sistema de amortizagdo. Além das diferencas comentadas acima
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entre os dois sistemas, é fundamental registrar o ponto de reversao da prestacao, ou seja,
o ponto onde o valor da prestacao do sistema SAC passa a ser menor que a do sistema
Price, que depende exclusivamente do prazo e a taxa, pois, quando esta tende a zero, o
ponto de reversao tende ao prazo médio. Ja quando o prazo de financiamento tende para
o infinito, o ponto de reversao tende para ﬂ

Para concluir, qual seria a resposta parza 0 nosso questionamento: qual € o melhor
sistema? Constata-se que ndo ha melhor sistema, ambos sdo equivalentes em termos
de matematica financeira, aplicando valor atual do dinheiro no tempo ou valor do dinheiro
em outro momento. Portanto, escolher entre um método ou outro depende da capacidade

de pagamento que o mutudrio tem na hora que for assinar o contrato.
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