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RESUMO

MENDES,D.D.S. Triangulos aritméticos. 2021. 141 p. Disserta¢do (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Esta dissertacdo apresenta um estudo sobre os nimeros binomiais e os tridngulos artméticos como
o tridngulo de Pascal, tridngulo harmdnico de Leibniz, tridngulo euleriano e outros. E um estudo
das propriedades e curiosidades desses tridngulos, que geralmente nio sao estudados no ensino
médio. Sendo assim pode ser utilizado pelos docentes para aprofundar seus conhecimentos nesse

assunto, bem como incentivar os alunos a busca de conhecimentos que vao além da sala de aula.

Palavras-chave: Nimeros binomiais, tridngulo de Pascal, Leibniz, Euler, Bernoulli.






ABSTRACT

MENDES,D.D.S. Arithmetic triangles. 2021. 141 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

This dissertation presents a study on binomial numbers and arithmetic triangles such as Pascal’s
triangle, Leibniz’s harmonic triangle, the Eulerian triangle and others. It is a study of the
properties and curiosities of these triangles, which are not usually studied in high school.
Therefore, it can be used by teachers to deepen their knowledge on this subject, as well as

encourage students to seek knowledge that goes beyond the classroom.

Keywords: binomial number, Pascal’s triangle, Leibniz, Euler, Bernoulli.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Este trabalho apresenta um estudo sobre os nimeros binomiais, o tridngulo de Pascal
e outros tridngulos aritméticos, que sao alguns dos itens inseridos no conteido Anélise com-
binatéria do Ensino Médio. O texto apresenta as propriedades dos niimeros binomiais com as

demonstragcdes matematicas correspondentes.

O capitulo 2 introduz os nimeros binomiais e as suas propriedades fundamentais. E além

disso apresenta a relagdo dos numeros binomiais com as progressoes aritméticas.

O capitulo 3, apresenta o tridngulo de Pascal o qual é construido pelos nimeros binomiais
e sdo estudadas algumas figuras geométricas contidas no triangulo de Pascal como a flor de Pascal,
a estrela de Davi e o moinho de vento. A relagdo entre o tridngulo de Pascal e a trigonometria

também & abordada no capitulo.

O capitulo 4 € um breve estudo do tridngulo aritmético harmdnico bem como a sua

relacdo com o tridngulo de Pascal.

O capitulo 5 introduz os nimeros de Euler os quais aparecem como pesos em somas
ponderadas de nimeros binomiais cujos resultados sdo quadrados perfeitos ou cubos perfeitos

de numeros naturais.

O capitulo 6 traz o estudo dos nimeros de Stirling de primeira e segunda espécies e os

respectivos tridngulos aritméticos de Stirling.

O capitulo 7 apresenta os nimeros de Bernoulli e a soma das poténcias dos primeiros

nameros naturais.
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CAPITULO

NUMEROS BINOMIAIS

2.1 Definicao

. . . n . .. - .
O niimero binomial Pk para cada nimero inteiro ndo negativo n € {0,1,2,3,...} e

para cada ndmero inteiro k € Z = {...,—2,—1,0,1,2,3, ...}, é definido se n €« N = {1,2,3,...}
e k=0,1,2,3,..., como o nimero de todas as sequéncias bindrias de n termos dos quais k

termos séo iguais ao digito 1 e (n — k) termos sdo iguais ao digito 0 e é definido igual a zero se

0
n=0,1,2,3,... e k=—1,—2,-3,...; o nimero binomial ( 0 ) € definido igual aum e o

nimero binomial . € definido igual a zero para cada nimero inteiro k diferente de zero.

Exemplos:

1 1
Calculo de ( ) = ( ) = 1: as duas sequéncias bindrias de 1 termo sdo (0) e (1).

0 1
. 2 2 2 . .
Calculo de 0 =1, | =2, ) = 1: as quatro sequéncias bindrias de 2

termos sao (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

3 3 3 3
Calculo de 0 =1, | =3, 5 =3, 3 = 1: as oito sequéncias bindrias

de 3 termos sao (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).

4 4 4 4 4
Calculo de =1, =4, =6, =4, = 1: € desneces-
0 1 2 3 4

sario listar todas as sequéncias de 4 termos. E preferivel indicar as posicdes dos digitos 1 ou dos
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digitos 0 nas sequéncias.

As sequéncias de 4 termos com um Unico termo igual ao digito 1 tem o digito 1 nas
posicdes 1, 2, 3 e 4 enquanto que as sequéncias bindrias de 4 termos com 2 termos iguais ao
digito 1 tem o digito 1 nas posi¢des (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4) e (3,4); e as sequéncias de 4
termos com 3 termos iguais ao digito 1 tem o 0 nas posicdes 1, 2, 3 e 4.

ANASARARARAR

As sequéncias bindrias de 5 termos com um unico termo igual ao digito 1 tem o digito 1
nas posicoes 1, 2, 3, 4, e 5 enquanto que as sequéncias bindrias de 5 termos com 4 termos iguais

ao digito 1 tem o digito O nas posi¢des 1,2, 3,4 e 5.

As sequéncias de 5 termos com dois termos iguais ao digito 1 tem os digitos 1 nas
posicdes (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5) e (4,5) enquanto que as sequéncias
bindrias de 5 termos com 3 termos iguais ao digito 1 tem os dois digitos 0 nas posi¢des (1,2),
(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5) e (4,5).

Os nimeros binomiais ndo nulos sdo apresentados no formato triangular conhecido como

triangulo de Pascal-Tartaglia:
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2.2 Propriedades

1-SeneN={1,2,3,..},

(o )=(m )= () =me

devido a impossibilidade de uma sequéncia bindria de n termos exibir um nimero de termos

iguais ao digito 1 superior ao niimero de termos da sequéncia.

2-SeneN={1,2,3,..},

()-(2)

pelo fato de existir uma tnica sequéncia bindria de n termos com todos os termos iguais ao digito

0 ou com todos os termos iguais ao digito 1.

3-SeneN={1,2,3,..},

()2

pois existem n sequéncias bindrias de n termos com um unico termo igual ao digito 1 a sa-
ber (100...00), (010...00), (001...00), ...(000....10), (000....0 1) e existem n
sequéncias bindrias de n termos com um tnico termo igual ao digito zero, a saber (0 1 1....1 1),
101..11), (110....11), ..., (111...01), (111....10).

4-SeneN={1,2,3,..]},

.. . . . n . , - .
porque por defini¢io o nimero binomial ) € o ndmero de todas as sequéncias bina-

rias de n termos com dois termos iguais ao digito 1 e (n — 2) termos iguais ao digito 0 enquanto
que 5 € o nimero de todas as sequéncias bindrias de n termos com dois termos iguais
n —
ao digito0e (n—2) termos iguais ao digito 1 o que implica que as posi¢des possiveis dos
dois termos iguais ao digito 1 ou iguais ao digito O sdo: 12, 13,... 1n, 23,..,2n,.., (n-1)n;
(1] significa que os dois digitos 1 ou os dois digitos 0 sdo os termos i e j da sequéncia bindria).
n(n—1)
7

n
Portanto o niimero binomial ( ) éigualasoma (n—1)+(n—2)+...+1=
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Teorema 1 (Lei de simetria). Sen=0,1,2,... e sek€Z={...,—2,—1,0,1,2,...}, entdo

Demonstracdo. Cason € N={1,2,3,...} ek €{0,1,2,3,...,n}, aigualdade é vdlida devido a
correspondéncia que associa, a cada sequéncia bindria de n termos x1x;...x, a sequéncia binaria

de n termos y1y;...y, definida para cada j = 1,2,...,n por
yi=0 se xj=1 e yj=1 se x;=0

que € uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das sequéncias bindrias de n termos dos
quais k termos sao iguais ao digito 1 e (n — k) termos s@o iguais ao digito 0 e o conjunto das
sequéncias bindrias de n termos dos quais (n — k) termos sdo iguais ao digito 1 e k termos séo
iguais ao digito 0.

Os dois membros da lei de simetria sionulossen € N={1,2,3,...} ek {n+1,n+2,n+3,...},
ousene N={1,23 ...} eke {—1,-2,-3,...} ouse n =0 e k é um niimero inteiro ndo nulo;

e os dois membros da lei de simetria sdo iguais a 1 se n =k = 0. ]

Teorema 2 (Teorema das linhas). Sen =0,1,2,3,... entdo,

n n n n n
+ + +...+ =2
0 1 2 n

Demonstragdo. Cason € N={1,2,3,...}, o nimero de todas as sequéncias bindrias de n termos

formadas pelos digitos O e 1 € igual a 2" e € igual a soma do niimero binomial que
0

€ o nimero de sequéncias bindrias de n termos com todos os termos iguais ao digito 0; do

. . n . , s C . L.
namero binomial | que € o nimero de sequéncias bindrias de n termos com um Unico

. P 7 . . n 7z 7 A . oz
termo igual ao digito 1; do nimero binomial 5 que € o nimero de sequéncias bindrias de n

termos com exatos dois termos iguais ao digito 1 e assim sucessivamente do nimero binomial
n

que € o numero de sequéncias bindrias de n termos com todos os termos iguais ao digito 1.
n

0
Se n =0, o teorema das linhas € de verificacdo imediata: 0 =1=29 L]
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Teorema 3 (STIFEL 1). A igualdade

()08 ) ()0 () ()

¢ vdlida para cada numero natural n = 0,1,2,3,... e para cada ndmero inteiro k €
{..,=3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Demonstracdo. Cason=0,1,2,3,...e k=0,1,2,3,...,

. L n+l) . ) T
O ntimero binomial a1 ¢ igual ao numero de todas as sequéncias bindrias de
+

(n+ 1) termos com (k+ 1) termos iguais ao digito 1 e (n — k) termos iguais ao digito 0 e é igual
a soma do nimero de tais sequéncias cujo ultimo termo € 0 com o nimero de tais sequéncias
cujo dltimo termo € 1.

O numero binomial " ¢ o ndmero de todas as sequéncias bindrias de (n+ 1) termos

k+1
com (k+ 1) termos iguais ao digito 1 e (n — k) termos iguais ao digito 0 cujo dltimo termo € o

digito 0, porque a sequéncia constituida pelos n primeiros termos apresenta (k -+ 1) termos iguais

z

. . . , . . . . n
ao digito 1 e (n—k — 1) termos iguais ao digito 0; enquanto que o nimero binomial ) €o

nimero de sequéncias bindrias , de (n+ 1) termos com (k+ 1) termos iguais ao digito 1 e (n —k)
termos iguais ao digito 0, cujo ultimo termo € o digito 1 porque a sequéncia constituida pelos n

primeiros termos apresenta k termos iguais ao digito 1 e (n — k) termos iguais ao digito 0.

1
Cason=1273... ¢ k=-2-3—4 (""" )= " J=("]=o0
k+1 k+1 k
n+1 n n
cason=1,2,3,... e k=-1, =1= + =1+4+0;
0 0 —1
1
cason=0 e K=-2,-3,—4,.., 0+ = 0 + 0 =0-+0;
k+1 k+1 k
1 0 0
ecason=0 e k=-1, =1= + =1+0. O]
0 0 -1
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Teorema 4 (STIFEL 2). A igualdade
(1) () =)+ (0)
= +2 +
k+2 k+2 k+1 k
(o) () () (e )+ (2) ()
= + +
0 k+2 1 k+1 2 k

é validaparan=0,1,2,3,... ¢ keZ={.,-2,—1,0,1,2,...}.

Demonstragdo. Utilizando a relagdo de Stifel 1,

() ) (e
() ) () ()
(L)) (0)

Teorema 5 (STIFEL 3). . A igualdade

()0 )20 ) =0+ ()
()0 )0 G ()G )G

é validaparan=0,1,2,3,... ¢ keZ={.,-2,—1,0,1,2,...}.

Demonstragcdo. Aplicando Stifel 1 e Stifel 2,
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Teorema 6 (STIFEL 4). A igualdade

()= ()l ol ) () ()
()0 )08+ () )+ () )
()

é vilidaparan=0,1,2,3,... ¢ keZ={...,-2,—1,0,1,2,...}.

A demonstracdo € andloga a do teorema anterior.

Em geral, se n,k,r e N=1{1,2,3,...}

()= (o) G ) () G )=+ (0) ()
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Fixado um sistema de eixos cartesianos ortogonais em um plano, o nimero de caminhos
cujo ponto inicial € a origem (0,0) do sistema e o ponto final é o ponto com coordenadas inteiras
ndo negativas (m,n) nio simultineamente nulas em que m,n € N = {1,2,3,...}, com a hipétese
de que cada caminho € formado por segmentos horizontais e segmentos verticais de comprimento
unitario e com a hipétese de que o caminho € formado com um niimero minimo de segmentos

horizontais e verticais € igual ao nimero binomial

m—+n m-+n

m n

devido a correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os caminhos com ponto inicial
(0,0) e ponto final (m,n) e o conjunto de todas as sequéncias bindrias com (m + n) termos dos
quais m termos iguais ao digito 1 e n termos iguais ao digito O (se o primeiro segmento do
caminho € horizontal, o primeiro termo da sequéncia bindria associada € igual ao digito 1 e se o
primeiro segmento do caminho € vertical o primeiro termo da sequéncia bindria associada é o

digito O e assim sucessivamente).

Figura 1 — Sistema de eixos cartesianos

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O nimero de caminhos que passam por (r,s) e cujos pontos inicial e final sdo respectiva-

() )

Figura 2 — Sistema de eixos cartesianos

mente (0,0) e (m,n) € igual a

y
(mn+1) (m+1,n+1)
(0,74 1)=meeemcccensannnnnnnnn *----e
(102 R A S N deeend (m+1,nm)
R

Fonte: Elaborada pelo autor.
O nimero de caminhos cujos pontos inicial e final sdo respectivamente (0,0) e (m+1,n+1) éa

m+n—+1

, com 0 ndmero
n+1

soma do nimero de caminhos que passam por (m,n+ 1) a saber (

n

m+1l+n+1 B m+n—+1 n m+n+1
n+1 B n+1 n

que € a relacdo de Stifel.

. m—+n+1 .
de caminhos que passam por (m+ 1,n) a saber ( > , isto &,
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Teorema 7. Para cada ndmero natural n € N = {1,2,3,...} e para cada nimero inteiro k €
. . n .. , . .
{0,1,2,...,n}, o nimero binomial ( . ) ¢ igual ao nimero de subconjuntos do conjunto

{1,2,3,...,n} que contém k elementos.

Demonstragdo. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto constituido por todos
os subconjuntos com k elementos do conjunto {1,2,3,...,n} e o conjunto de todas as sequéncias
com n termos dos quais k termos sdo iguais a 1 e (n — k) termos so iguais a zero.

Dado um subconjunto com k elementos do conjunto {1,2,3,...,n}, a sequéncia com n termos
correspondente ao subconjunto dado € definida tendo o primeiro termo igual a 1 ou zero, caso
1 pertenca ou ndo pertenca ao subconjunto dado; o segundo elemento serd 1 ou zero caso o
elemento 2 pertenca ou nao pertenca ao subconjunto dado e assim sucessivamente até o n-€simo

termo. L]

o 5 :
Exemplo: O nimero binomial 3 tem 10 sequéncias de 5 termos com 3 termos

iguais ao digito 1 e 2 termos iguais ao digito 0.

Os subconjuntos de {1,2,3,4,5} sdo: {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5},
{2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5} e as respectivas sequéncias bindrias de 5 termos com 3
termos iguais ao digito 1 e 2 termos iguais ao digito 0:

{1,2,3} — (1,1,1,0,0
{1,2,4} — (1,1,0,1,0
{1,2,5} — (1,1,0,0,1

{1,3,4} — (1,0,1,1,0

( )
( )
( )
( )
{1,3,5} — (1,0,1,0,1)
{1,4,5} — (1,0,0,1,1)
{2,3,4} — (0,1,1,1,0)
{2,3,5} — (0,1,1,0,1)
{2,4,5} — (0,1,0,1,1)

( )

{3,4,5} — (0,0, 1,1,1

Por exemplo, estd associado ao subconjunto {1,2,5} a sequéncia bindria (1,1,0,0,1) com o
primeiro, segundo e quinto termos iguais ao digito 1 devido a 1, 2 e 5 serem elementos do
subconjunto {1,2,5}.
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. . n ,
Teorema 8. O nimero binomial Pt para cada niimero natural n € N = {1,2,3,...} e para
cada nimero inteiro k € {0, 1,2,...,n}, é o nimero de todas as sequéncias estritamente crescentes

(estritamente decrescentes) de k termos cujos termos sdo elementos do conjunto {1,2,3,...,n}.

Demonstragdo. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todas as sequéncias
estritamente crescentes (estritamente decrescentes) de k termos cujos termos sao elementos
do conjunto {1,2,3,...,n} e o conjunto de todos os subconjuntos de k elementos contidos no
conjunto {1,2,3,...,n}. ]

k—1 k—1
Teorema 9. O nimero binomial nt . — (" + | para cada ndmero natural
n —

neN={1,2,3,...} e para cada nimero natural k € {0, 1,2,...,n}, é igual ao nimero de todas

as sequéncias crescentes (decrescentes) de k termos cujos termos sao elementos do conjunto

{1,2,3,...,n}.

Demonstracdo. O nimero de sequéncias crescentes de k termos (x1,x2,...,x¢), x| <xp <
... < xy cujos termos sdo elementos do conjunto {1,2,3,...,n} é igual ao nimero de sequéncias
estritamente crescentes de k termos (y1,y2,--,Vk), Y1 < y2 < ... < ¥ cujos termos sdo ele-
mentos do conjunto {1,2,...,(n+k — 1)} devido a seguinte correspondéncia biunivoca entre o
conjunto de todas as sequéncias crescentes de k termos cujos termos sao elementos do conjunto
{1,2,...,n} e o conjunto de todas as sequéncias estritamente decrescentes de k termos cujos
termos séo elementos do conjunto {1,2,...,(n+k—1)}:se (x1,x2,...,x;) étal que 1 <x; <xp <
. <xx <nentdo (y1,y2,...,yx) definidopory; =x1, v =x+1,..., yr=x+(k—1)¢tal
que 1 <y; <yy <..<yr<n+k—1ereciprocamente se (yi,y2,...,yx) € tal que 1 <y; <y, <
e <Yk <n+k—1entio (x1,x,...,x;) definidoporx; =y, xx=y,—1,...,xx=y—(k—1)
étalque | <x; < <..<x <n.

O
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Teorema 10 (Teorema das colunas). Se n, ke N=1{1,2,3,...},

() (),

Demonstracdo. A relagdo de Stifel para n,k € N={1,2,3,...} implica que
k+1Y) [k
k+1 )\ k

e a soma das igualdades

()= () ()

completa a demonstracdo do teorema das colunas.

Teorema 11 (Teorema das diagonais). Se n, ke N=1{1,2,3,...},

()72 () ()

Demonstragdo. A lei de simetria dos nimeros binomiais mostra que
n n+1 n+2 n+k
+ + +...+ =
0 1 2 k
(n) (n-l—l) <n+2) (n—f—k) (n-l—k-i—l)
+ + +...t =
n n n n n+1

pelo teorema das colunas. ]
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Exemplo 1. Se n € N = {1,2,3,...}, o ndmero triangular 7, é definido como a soma dos n

primeiros nimeros naturais, isto &,

T,=142+..4+n

pelo teorema das colunas.

Exemplo 2. Sen e N={1,2,3,...}

porque

pelo teorema das colunas.

Exemplo 3. Sen e N={1,2,3,...}

! _ (n+Dn(n—1)(n—-2)
k;)k(kJrl)(kJrZ)_ 1
porque
ék(kﬂ)(ku)=3!I§Ok(k+1;!(k+2)=3zkzi;0<k?)
A AT R e
3 3 3 ' 3

pelo teorema das colunas.
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2.3 0O Binomio de Newton

Teorema 12 (Bindmio de Newton). Para cada nimero real (ou complexo) x e para cada nimero
natural n € N = {1,2,3,...},

(1+x)":1—|—< . >x+<2>x2+...+<n_l )x”1+x”:k§0< k)xk.

Demonstragdo. 1)Por argumento combinatorio.

Para cada ndmero natural k € {1,2,3,...,n}, o coeficiente de x* no produto de n fatores

iguais a (1 +x) é o nimero de sequéncias de n termos
aj az as...ay

com k termos iguais a 1 e (n — k) termos iguais a 0, porque a; € igual a 1 ou 0 caso o nimero
escolhido no primeiro fator (1 +x) de (1+x)" é x ou 1; ay é igual a 1 ou 0 caso o niimero
escolhido no segundo fator (1 +x) de (1+x)" é x ou 1 e assim sucessivamente até a escolha de

k parcelas iguais a x.

i1) Por indugdo

Passo 1- P(n): (1+x)" =1+ ( " )x—I— ( Z >x2—|—...+ ( " . )xnl +x" é valida para
n_
n=1.

1
(1+x)]:1+( : )x:1+x.

Passo 2: Supondo que para um determinado n natural,n > 1 P(n) é vdlida ou seja:

P(n):(l—I—x)”:l-i—(n >x—|— ( " >x2+...+< " >x”_1—|—x” 2.1
1 2 n—1

O objetivo é demonstrar a validade de P(n+1) .
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Multiplicando ambos os lados da equagéo (2.1) por (1 +x),

et ()oY een (1 e (1)
()i L) )
(o)l C) (o)1) () )
() e () e (2)
(g)m(fﬁl)x1+(";1)xz+(";1>xs+

Portanto P(n+ 1) é vdlida. Logo, pelo Principio da Indug¢do Matematica, a propriedade P(n)

x1+

o

+

vale para qualquer n € {1,2,3,...}.
O

Uma das consequéncias do teorema binomial é o célculo das primeiras poténcias do
numero natural 11 pelo tridangulo de Pascal:

2 2 2
112:(1+10)2:<0)+< : >1o+<2)102:121

1,2, 1 € a segunda linha do triangulo de Pascal.

3 3 3 3
113 = (14+10)° = + 10+ 102+ 103 = 1331
0 1 2 3

1, 3, 3, 1 é a terceira linha do tridngulo de Pascal.

4 4 4 4 4
114 = (1+10)* = - 10+ 10% + 103 + 10* = 14641
0 1 2 3 4

1,4, 6,4, 1 ¢ aquarta linha do triangulo de Pascal.

115:(1+10)5:((5)>+(f>1o+<;>102+<§)103+<i)104+<:)105:

161051.
A poténcia de 117 ¢ diferente da quinta linha do tridngulo de Pascal, sendo que os elementos da

quinta linha: 1, 5, 10, 10, 5, sdo os coeficientes das poténcias de 10 no sistema decimal de 11°.
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Corolario 1. Sen e N={1,2,3,...}

<g>+(j)+(;)+...+(nfl)+(Z):<1+1>"=z"-

Para provar basta considerar x = 1 no desenvolvimento do bindmio de Newton (1 +x)".

Corolario 2. Sen e N=1{1,2,3,...}
2n 2n 2n 2n 2n 2n
+ ot = + ot :
2n—1 2n—1 2n—1
+ = + + ...+

Para provar basta considerar x = —1 no desenvolvimento de (1 +x)?" e no desenvolvimento de
(1 4 x) 2n—1

Corolario 3 (Generaliza¢do do teorema binomial). Para cada nimero naturaln € N={1,2,3,...}

e para nimeros reais (complexos) x e y,

(x+y)" = z": ( Z )xn_kyk.
k=0

Demonstragdo.

(x+y)":x"<1+i)—c>n
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Teorema 13 (Multinomial).

n!
(x1+x2+ .ot xp)" = Z—.x’f‘xgz...x;’nm, ondeny; +ny+..n, =n.

Demonstragdo. Por indugdo completa sobre m.

Se m = 2, é verdadeiro pois essa € a férmula do bindmio de Newton.
Suponha que a férmula seja valida para todos os nimeros naturais menores ou iguais a m, ou
seja:
" n! nom o on
(X1 422+ X)) =) ————— XX
ni'nyl...ny!
O objetivo é demonstrar a férmula para m+ 1.

Pelo teorema binomial,
n _
(X1 F 22+ oo+ X X)) =) ) (o1 Fx2 o 2) L

Mas pela hipétese de inducado,

!
(x1+x24 ... +xp)" = Zn— XX

Entao,

(x1+x0 4 oo X + X 1) = Z

B n! (n=k)! o ok
_Zk!(n—k)!nllnzl...n P K

ny np
= K02 ik
an|n2 k! 172 m+1*
Logo pelo principio da indu¢do matemética,
n n! n o on
(x1+x2+...+x,)" = E ——— XXX

¢ vdlida para todo nimero natural m.



38

Capitulo 2. Niimeros binomiais

2.4 A identidade de Vandermonde

Teorema 14. Se m,n,k e N={1,2,3,...}

()= () =)

n

0

) |

Demonstragdo.

(1—|-x)m+n:n§n< m+n >xk

k=0

— (142" (142"

E(1)e(n)

Igualando os coeficientes de x* em ambos os membros

()= ()08 ) (0L

n

0

) |

Corolario 1. Se mn e N={1,2,3,...}

()= )0 ) ()

n

0

) |

Corolario 2. Sen e N={1,2,3,..}

(-G

pela lei da simetria dos nimeros binomiais.
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Teorema 15 (Generalizagdo da identidade de Vandermonde). Se n € N = {1,2,3,...} e se
x,y € R entdo

()= E) )G ) =) 6)

emquesexcEReneN={1,2,3,..}

( x ) :x(x—l)...(x—n—i—l)‘

A identidade de Vandermonde valida para m,n,k € N={1,2,3,...}

()00 () 0)

é generalizada parax,y e Reke N={1,2,3,...} :

(7)-G)E)) G0 ) =) 6)

e em particular se x,y € Ren e N={1,2,3,...}

()= GG 6)

lembrando que sex €« Re ke N={1,2,3,...}

x ) x(x—1)..(x—k+1)
k) k!

¢ a generaliza¢do do ndmero binomial paran,k € N={1,2,3,...}

n\ nn—1).(n—k+1)
k| k! '
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2.5 Arranjos simples, permutacoes simples e nimeros bi-

nomiais

2.5.1 Arranjos simples

O arranjo simples A(n, k) para nimeros naturais n,k € N = {1,2,3,...} é definido como
o nimero de sequéncias de k termos em que todos os termos da sequéncia sdao elementos do
conjunto {1,2,3,...,n} com a condi¢do de que os termos da sequéncia dois a dois sdo diferentes

entre si, isto €, ndo ha repeticao de elementos em cada sequéncia.

Propriedade:

Sene N={1,2,3,...} e ke {1,2,3,...,n},

Ank)=nn—1)(n—-2)....n—k+1).

pois ha n possibilidades para o primeiro termo da sequéncia, ha (n — 1) possibilidades para o
segundo termo da sequéncia e assim sucessivamente (n —k + 1) possibilidades para o dltimo

termo da sequéncia. Em particular,

A(n,1) =n;

A(n,2) =n(n—1), em particular, A(1,2) = 0;

A(n,3) =n(n—1)(n—2), em particular, A(1,3) = A(2,3) = 0.

2.5.2 Permutacoes simples

Para cada ndmero natural n € N = {1,2,3,...} a permutagdo simples P(n) é definida
como o nimero de sequéncias de n termos em que todos os termos da sequéncia sdo elementos
do conjunto {1,2,3,...,n} com a condi¢do de que dois a dois termos da sequéncia sdo diferen-
tes entre si ou com a condicdo equivalente a anterior de que todos os elementos do conjunto

{1,2,3,...,n} aparecam na sequéncia.

Para cada nimero natural n € N = {1,2,3,...},

P(n)=A(n,n)=n(n—1)(n—2)..2.1
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e o fatorial de n indicado por n! é definido como o produto n(n—1)(n—2)...2.1 e, além disso, o

fatorial do nimero zero indicado por 0! € definido igual a 1.

Sejane N={1,2,3,...} esejak € {1,2,..n}. Para cada subconjunto {1, j2, ..., jx} do
conjunto {1,2,3,...,n} em que j; < j, < ... < jx, O nimero de sequéncias de k termos cujos
termos sdo elementos do conjunto {ji, j2,..., jx } € k!, ou seja, cada subconjunto de k elementos
do conjunto {1,2,3,...,n} origina k! sequéncias de k termos dois a dois diferentes entre si. O
nimero de sequéncias de k termos cujos termos sdo elementos do conjunto {1,2,3,...,n} e dois

a dois diferentes entre si é por defini¢do o arranjo simples A(n,k) enquanto que o nimero de
. . . - . . . n

subconjuntos de k elementos do conjunto {1,2,3,...n} é igual ao niimero binomial . ) .
Portanto,

Mmm:(Z)m

0 que permite calcular o nimero binomial paran € N={1,2,3,...} e k€ {0,1,2,...,n}

n\  A(nk)
k) k!

nn—1)..(n—k+1)

k!
n!
CkN(n—k)!
!
Se k = 0, o fatorial de O € definido igual a 1 e ( g ) = % =1 e além disso se
In!

k=n+1,n+2,... aféormula abaixo continua valida.

n nn—1)...(n—k+1)
1)
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2.6 Nuameros binomiais generalizados

. . . n , .
O nimero binomial generalizado v ) para todo numero inteiro

neZ=4..,-2,—1,0,1,2,...} e para todo nimero inteiro k € Z, é definido como o coefi-
ciente de x* no desenvolvimento de (1 -+x)" em poténcias de x € R. Em outros termos, se
neN={1,2,3,...}

—1)..(n—k+1

. n n n
em particular, = = =..=0
n+1 n+2 n+3

—n ) (—n)(=n—1)..(—n—k+1) k=123 ..

0 0 0
= e = =0 para k=1,2,3,....
0 k —k

De fato, se n € N=1{1,2,3,...} e se x € R pelo teorema do bindbmio de Newton

nn—1)....(n—k+1) ,

n(n—1) 5 XX

X +...+

n__
(I+x)"=1+nx+ o) T

os nimeros binomiais generalizados coeficientesde  x"t!,  x"™2, x3 _ede x7!, x72

. . , . . . n
x73,... sdo todos iguais a zero; para k = 0,1,2,..,n o nimero binomial generalizado ( . )

!

definido como o coeficiente de x* é o nimero binomial ( Z ) = m (lembrando que
\n— .

0l=1).



2.6. Niumeros binomiais generalizados 43

A identidade paran e N={1,2,3,..} ex€ Rcom |x| < 1 de

- (=n)(=n—-1) , (=n)(=n—-1)(-n-2)
(I+x) " =14 (—n)x+ 51 X+ T P

. . . . —n —n —n .
mostra que os nimeros binomiais generalizados ( | > , ( ) ) ) ( 3 >,coeﬁ01entes

de x', x72, x73,. respectivamente sao todos iguais a zero e para k = 1,2,3, ... 0 nimero

binomial generalizado ( Z ) definido como coeficiente de x* é igual a

( n ) C(=n)(—n—1).(—n—k+1)
k k!

—n
e ( 0 ) = 1 como coeficiente de x°.

0
A igualdade (1+x)" = 1 para x € R mostra o coeficiente binomial generalizado 0 =

0

0
1 como coeficiente de x° e que para k = 1,2,3, ... ( ) = ( .

. ) = ( por serem coefici-

entes de x* e de x ¥,

. . . . .. n L
A extensdo da definicdo de nimeros binomiais ( : ) para todos os valores inteiros de

n e k com o objetivo de preservar a lei de simetria

1= " nkeZ=1{.,-2,-1,0,1,2,.},
k n—k

e a relacdo de Stifel

1
A" "), mkez={(.,—2,-1,0,1,2,..}
k+1 k k+1

. .~ . . .. , . . n
€ dada na seguinte definicdo de nimeros binomiais: 0 nimero binomial Pk para cada

nimero natural n € N = {1,2,3,...} e para cada nimero inteirok € Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}

é definido como o coeficiente de x* no desenvolvimento de (1 +x)" em poténcias de x € R; o
. . —n . .
nimero binomial ( . ) para cada nimero natural n € N = {1,2,3,...} e para cada nimero

inteiro ndo negativo k =0, 1,2, 3, ... é definido como o coeficiente de x* na expansio de (I4+x)™"

em poténcias de x € R vélida para os valores reais de x cujo médulo |x| € menor do que 1

. . n .
enquanto que o nimero binomial < ) , para cada niimero natural n € N = {1,2,3,...} e para
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cada nimero inteiro k € N = {1,2,3,...} é definido como o coeficiente de x* na expansio de

1 —n
(I4+x)"=x"" (1 + —) em poténcias de x € R vdlida para os valores reais de x cujo médulo
X

x| € maior do que 1. Em resumo, sen € N={1,2,3,...} e k€ N={1,2,3,...}, entdo:

x~ O o o = 3

(eI
Il
N~
|
< S
~_
[l

—n _—n(—n—])...(—n—k+l)_(_l)k n+k—1
ko) k! B k
=0 se k=1,2,...,(n—1).

—k

) = - se k=nn+1,n+2,...

—k k—n

De fato,sen € N={1,2,3,...}

(1 +x)" = f n(n—l)...(n—k—i-l)xk

eR.
k=0 k! *

(1+x)""=x"(1+xH=x"Y xk x| > 1.

Em particular,
(1+x)°=1
A+x) T=1—x+x2 - +x* =+ ... x| <1

e por defini¢ao
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—1 —1 —1

0 1 2
(I+x) T =x1—x24x3 —x 4422+ |x|
e por defini¢ao

—1 —1 —1
(14+x)2=1-2432 -4 +5x* +... |x[ <1

e por defini¢dao

(14+x)2=x2 -2 3434 x> 4. |1 >1
e por defini¢do

-2 -2 -2

—1 -2 -3
(14+x)3=1-3x+6x> - 103 +15x* +... |x| <1
e por defini¢ao

-3 -3 -3

0 1 2
(14+x) 3 =x3=3x*4+6x° —10x O+ 15x7 +...

e por defini¢dao

) )
=3..;
—4

-3
) =—10...;
3

x| >1
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k=-5k=-4k=-3k=-2k=-1k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

n=—4 -4 1 0 0 0 1 -4 10 -20 35
n=-3 6 -3 1 0 0 1 -3 6 -10 15
n=-2 -4 3 -2 1 0 1 -2 3 -4 5
n=-—1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
n=0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
n=1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
n=2 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0
n=23 0 0 0 0 0 1 3 3 1 0

O quadro acima mostra algumas linhas de niimeros binomiais para valores inteiros com

a anomalia inevitdavel da relacdo de Stifel

—1 —1 0
n —2 ~ 1.
Em outros termos se n € N={1,2,3,...}

(1+x)*":i ( _k” )xk x| < 1.

(l—f—x)”:i(Z)xk xeR.

A validade da relacao de Stifel dos nimeros binomiais para valores inteiros segue do
fatoquesex e Re |x| < 1
(14+x)1+x)"" T =04x)™"

a igualdade dos coeficientes de x* para k € N = {1,2,3,...}

() )0
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resulta na relacdo de Stifel e que se |x| > 1
(14x)(1+x)"" = (14x)""

a igualdade dos coeficientes de x * parak € N={1,2,3,...}

resulta na relacao de Stifel.

A anomalia na relacdo de Stifel ocorre porque para x € R, |x| > 1
(I+x)(1+x0) " =40 —x24x 3 —x 4]

o coeficiente de x¥ é zero enquanto que para x € R em (1 —|—x)0 =1 o coeficiente de x* = 1.
A lei de simetria para valores inteiros dos nimeros binomiais
ny\ n
k n—k
é vélidaporque sen € N={1,2,3,...} e ke N={1,2,3,...}

( _kn ) é o coeficiente de x* em (1 4+x)™" para |x| <1,

—n — " é o coeficiente de x ¥ em (1 +x)™" para |x| > 1,
n+k—n

( - ) é o coeficiente de x % em (14x)™", para |x| > 1

—n+

e N = N éigual azeroquandok=1,2,....,(n—1) e éigual a -
—n—(—k) —n+k —n+k

quando k = n,n+ 1,n-+2,... como coeficiente de x* " em (1 +x)™" |x| < 1.

que éigual azeroquandok=1,2,...,(n—1) eéigual a ( ) quando k=n,n+1,n+2,...
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O hexdgono de Pascal, ou moinho de vento de Pascal, € a configuracdo em que ocorrem

. . .. n .. . n
todos os ndmeros binomiais ( . ) para valores inteiros de n e k, ou seja, . para cada

nimero natural n € N = {1,2,3,...} e para cada inteiro k € Z é o coeficiente de x* na expansio

de (1 +x)" em poténcias de x € R; ' para niimeros naturais 7 e k é o coeficiente de x*

na expansdo de (14 x)~" em poténcias de x € R vélida para x, |x| < 1 enquanto que ( _Z )

para niimeros naturais n e k é o coeficiente de x ¥

x| > 1.

na expansdo de (1+x)™" em poténcias de

x € R valida para x,

Figura 3 — Moinho de vento

15 10 10 5 1 s=-2
\ \ \ \ \ \ s=-1
s=5 s=4 s=3 s=2 s=1 s=0
Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)
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Teorema 16 (Bindmio de Newton). Se x,y € Resene N={1,2,3,...}

Emqueparaxe Reke N={1,2,3,...}

E=x(x—1)(x—2)..(x—k+1).

K =x(x+1)(x+2)..(x+k—1) = (—1)*(—x)x.

Demonstragdo. a) A identidade

¢é equivalente a

n xk n—
yi
—(x+y)t=) —
! ];) '(n—k)!
que é vdlida pela identidade generalizada de Vandermonde ( rry ) =Yi—0 ( z ) < g k
n =
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2.7 Numeros figurados

Enquanto que os nimeros binomiais ( . ) para qualquer valor inteiro de n e k =

0,1,2,3,... sdo calculados por

kfatores

n\ _ nn—1)n-2)..(n—k+1)

k) k!
os nimeros figurados de ordem k, P(n,k), para valores inteiros de n e k = 0,1,2,3... sdo
definidos por

kfatores
1 2)... k—1 k—1
P(n’k):n(rH— )(n+k‘) (n+ ):<n+k )

(o termo da lingua inglesa "figurate number"indica os nimeros naturais que sdo iguais a0 nimero
de pontos dispostos em uma figura geométrica: por exemplo os nimeros triangulares sao nimeros

figurados de ordem 2 como mostrado a seguir).

A lei de formagao dos nimeros figurados
P(n,k) =P(n—1,k)+P(n,k—1)

vdlida para todos os valores inteiros de n e k, é consequéncia da relagdo de Stifel que € valida

para todos os inteiros de n e k pois

(1)
(n+k—2> <n+k—2>
= +
k k—1

= P(n—1,k)+P(n,k—1).

. . .. n - . ..
(os nimeros binomiais . tem a sua definicdo estendida para todos os valores inteiros de n
e k de modo a preservar a relagao de Stifel e a lei de simetria).

Os nuimeros figurados P(n,0) de ordem zero sdo iguais a um, isto é, P(n,0) =1 para
n=1,2,3... enquanto que os nimeros figurados de ordem 1, P(n,1) =n paran=1,2,3,... sdo

0s numeros naturais.
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Os niimeros figurados de ordem 2, P(n,2) = n(nz—i'— D paran = 1,2,3, ... sdo conheci-
dos como niimeros triangulares e os nimeros figurados de ordem 3, P(n,3) = il 13)'(11 =2
paran = 1,2,3,... sdo conhecidos como nimeros tetraédricos . .

Figura 4 — Niimeros binomiais e nimeros figurados
1 (o)
11 W Q)
12 1 o O @
13 3 1 o O @ 6
14 6 4 1 o O @ 6 @
15 10 10 5 1 o O 6 60 6@ 6
I 6 15 20 15 6 1 © O 6@ 6 @ 6 @
1 7\ 20035 35 217 1 (g ()@ G @ 6 6 6
P(1,0) P(1,1) P(1,2)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A tabela horizontal exibe os primeiros nimeros figurados de ordens zero, um, dois, trés,

quatro e cinco.

Pmo) 1 1 1 1 1

Pn,1) 0 1 2 3 4 5 6
Pm2 0 1 3 6 10 15 21
Pn3) 0 1 4 10 20 35 56
P4 0 1 5 15 35 70 126
PS5 0 1 6 21 56 126 252

e evidencia que
P(1,k)+P(2,k)+P(3,k)+...+P(n,k) = P(n,k+1)

¢ valida pelo teorema das colunas dos nimeros binomiais.

Os niimeros triangulares 7, paran = 1,2, 3, ... que por defini¢do sdo os nimeros figurados
de ordem 2
T,=Pn,2)=142+43+...+n, para n=1,2,3,...

que é o nimero de pontos em formagio triangular (1+2+ 3+ ... 4+ n) pontos.

° ° ° ° Th=1424+344=10

Os nimeros quadrangulares Q,, para n= 1,2,3,... ¢ o nimero de pontos em uma formacgao

quadrada de n? pontos.

e o o o (,=4=16

Sdo os nimeros naturais quadrados perfeitos.
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Enquanto que o nimero quadrangular Q,, = n? para n=1,2,3,... ¢ a soma dos n primeiros

termos de uma progressao aritmética de razdo 2 e primeiro termo 1,

1 3 5 7 9 11 13
O, 1 4 9 16 25 36 49

0 n-ésimo nimero pentagonal P, e o n-ésimo nimero hexagonal H,, para n=1,2,3,... sdo as somas
dos n primeiros termos de duas progressoes aritméticas de razdo 3 e 4 e primeiros termos iguais
a 1 respectivamente.

H, 1 6 15 28 45 66 91
A férmula
p(r,s)z%[Z—f—(r—l)(s—Z)]] para r,s=1,2,3,..

calcula o n-ésimo nimero triangular (s = 3), com r =n

n(n+1)

Ti=p(n3) =32+ @n-1]= =5,

para n=1,2,3, ...
calcula o n-ésimo nimero quadrangular (s = 4), com r =n

Qn:p(n,4):g[2+(n—1)2]: n? para n=1,273 ..
enquanto que o n-ésimo numero pentagonal s = 5 € o n-ésimo niimero hexagonal s = 6 com

r =n, sao respectivamente

n(3n—1)
2

2

p(n,5) = > 24+ (n—1)3] = =T,+2T,,

p(n,6) = g R2+(n—1)4= n2n—1).
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2.8 Progressoes aritméticas

O termo geral a, de uma progressao aritmética de razdo r e primeiro termo a; € expresso
em termos de nimeros binomiais:
sen=1,2,3,...

an=a1+n—1)r

:<";1>m+<”;1)n

Sea,=An+B, com ABER e n=1,23,..entdo a, é o termo geral de pro-

gressdo aritmética de razdo A e primeiro termo A + B, isto &,

(n—l) (n—l)
an = (A+B)+ A= An+B.
0 1

O termo geral de uma progressao de segunda ordem definida por
a, = An*+Bn+C

comA,B,CcRsendoA#0en=1,2,3,...
€ expresso em termos de numeros binomiais porque o termo geral b,, com n =1,2,3,... da

progressao aritmética dado por
bn = apy1 —ay
=A(n+1)*4+B(n+1)+C—An*—Bn—C

=2An+B

(n—l) (n—l)
= (2A+B) + 2A
0 1

e entao,
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n—2 n—72

a,—day—1 = by, = ( 0 > (2A+B)—|— ( 1 ) 2A
-3 -3

ap—1 —an-2 = ban = (no >(2A+B)+(n1 )214

= b = ! 2A ! 2A
az—a, = h = 0 ( —I—B)—|— :

0
am—a, = b = < 0 ) (2A—|—B)

que somando vem

an = a + (2A+B) +

anz(”gl )aﬁ(”;l )m(”;l )

em que ¢, = b,+1 — b, =2A.

O termo geral a,, de uma progressao aritmética de terceira ordem definida por

a, =An’ +Bn*+Cn+D

comA,B,C,DeR, A#0eparan=1,2,3,...

€ expresso em termos de nimeros binomiais porque b, € o termo geral de uma progressao

aritmética de segunda ordem
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by=ani1—an=An+17>+B(n+1)>+C(n+1)+D— (An* + Bn*> + Cn+D)

—=3An* + (3A+2B)n+ (A+B+C)

em que
Cn=bpy1 —b, =6An+(6A+2B), n=1,2,3,..
dy=cpp1—cp  =0A, n=1,2,3,...

€

n—2 n—2 n—2
ap—ap—1 = b= 0 by + | c1+ 5 dy
n—3 n—3 n—3
A1 —Qp—y = an:( 0 >b1+< | >Cl+( 5 )dl
b ! b
a—ar = =
3—ap 2 0 |

0
a—a = b= b
2 1 1 0) 1
somando,

a, =a+
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Por exemplo, paran =1,2,3,...

Si(n)=142+3++...+n

_ n(n+1)
2
ou
Si(n) — 3 6 10 15
by=81(n+1)—-S81(n) — 3 4 5
chn=bpy1 —by —— 1 1

Por exemplo, paran =1,2,3, ...

22— 4 9 16 25

(n+1)?—n> — 5 7 9

(%))l
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n— 8 27 64 125

(n+1)3—n? — 19 37 61

Sr(n) —— 5 14 30 55

So(n) =12 422+ ... +n?

_n(n+1)(2n+1)
N 6
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S3(n) ——

100

61

No tridngulo dos ndmeros naturais quadrados perfeitos

12
22
42
72
112
162

222

a n-ésima linha tem n ndmeros naturais quadrados perfeitos cujo tltimo nimero da linha é

32

52

122
172

232

62

132
182

242

(14+243+...+n)?= [ 5

102

142

252

152
20% 212
262 272 282

n(n—l—l)r
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e cujo primeiro ndmero é

I+(I424 .+ m—1)P=14+2042+ .+ (n— 1)+ (1+2+ ...+ (n—1))?

:1+2n(n2—1)+(n(n—1)>2

dn(n—1)+n*(n—1)>?

=4
+ 4

[24n(n—1)]?
——

_ [2+n(2n—1)]2‘

O segundo elemento da linha n é

(1424 .+ m—1)P=4+4042+...+(n—1)+(1+2+ ...+ (n—1))?

(n—1) n*(n—1)>
> T4

— 444"

8n(n—1)+n*(n—1)>

=16+

e 0 k-ésimo elemento da linha n €

k+(142+. .+ n—D))P =+ 2%k(1+2+..+(n— 1)+ (1+2+...+(n—1))?

—1) n?(n—1)?
2o
F U

dkn(n—1)+n*(n—1)?

— 4k>
+ 4

_ [2k+n§n—l)]2
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e a soma dos elementos da linha n €

{2+n(n—l)r+ {2.2+n2(n—1)r

2n+n(n—1)r

o [

=)

) [2k+n(n—l)]2

2

>~

&=

2n(n—1)n(n+1) 1 4
4

= (124224 .. 4 n?
(17 +27+...+n") + 1 5

Cn(n+1)(2n+1) n*(n*—1) n*(n—1)?
B 6 L R R

Analogamente, no tridngulo do nimeros naturais

11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

a soma dos elementos da n-ésima linha é

[H n(n2— 1)} _ n(n2+ 1) N n2(n2— 1)

3

k=1
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enquanto que no tridangulo dos nimeros naturais cubos perfeitos

13
23 33
43 53 63

738 93 103

113 123 133 143 153

223 233 243 253 263 273 283

a soma dos elementos da n-ésima linha é

n

n 3
y {k+ n(n 1)] - % Y [2k+n(n— 1))

k=1

O | M=

[8 Z kK +6n*(n—1)? ZIH— 12n(n—1) Z K+nd(n—1)>3
k=1 k=1 k=1

2n—1)2(2n+1) +%n3(n— 1)3.

2
_ [n(n-i—l)} —|—§l’l3(l’l—1)2(l’l—|—l)—|—l3—2n



63

CAPITULO

TRIANGULO DE PASCAL

3.1 Conceitos iniciais

O triangulo aritmético de Tartaglia-Pascal mais conhecido como tridngulo de Pascal € o

triangulo formado por todos os nimeros binomiais diferentes de zero.

Figura 5 — Tridngulo de Pascal dos nimeros binomiais

(i)
o O

© @ 6

© O 60 6 @ 6
© O 60 6 @ 6

W O 60 6 @ 6 @

G G
G @

(&)
(?)

— — — —~ — — — —
(=] (=N (=R (=2 [«=8) (=) (=N (=R
SN— SN— SN— SN— SN— N— SN— SN—
—~ — — — —~ —~ —

—_ —_ O\ —_ N —_— —_ —_ N —

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

o Yy ~ /N ~

W [SS o) [SSRV) [SSEEN [SSEoS)

SN~— N~— N~— N~— SN—

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os niimeros binomiais s&o os coeficientes de x* na expansio binomial de (1 +x)", por
isso é geralmente chamado de coeficiente binomial. A figura 6 destaca as primeiras linhas do

tridangulo de Pascal com as respectivas expansdes binomiais.

Figura 6 — Tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton

1 (1+x)0=1

11 (1+x)! =14x

1 2 1 (14x)? =1+ 2x+x?

1 3 3 1 (1+x)3=1+3x+3x%+x°

1 4 6 4 1 (14x)* = 14 dx + 6x2 + 423 4+ x*

1 5 10 10 5 1 (14x)° = 14 5x+ 10x% + 10x° + 5x* +x°

1 6 15 20 15 6 1 (14x)8 = 1+ 6x+ 15x> +20x> + 15x* +6x° + x5

Fonte: Elaborada pelo autor.

A figura 7 mostra a relacdo do triangulo de Pascal e as poténcias do nimero 11.

Figura 7 — Visualizacdo das poténcias de 11 no tridngulo de Pascal

1 11°=1

11 11t =11

1 2 1 112 =121

1 3 3 1 113 =1.331

1 4 6 4 1 11* = 14.641

1 5 10 10 5 1 11° = 161.051
1 6 15 20 15 6 1 116 =1.771.561

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 \Visualizacao das propriedades dos nimeros binomiais

no triangulo de Pascal

Visualizacao da relacao de Stifel 1

() ()= ()

Essa propriedade afirma que a soma de dois nimeros binomiais consecutivos na linha do

no triangulo de Pascal.

tridngulo de Pascal € igual ao nimero binomial da linha seguinte situado na mesma coluna do

segundo.
Figura 8 — Visualizagdo da relagdo de Stifel 1 no tridngulo de Pascal
1 1
1 1 1 1
1 2 1 1 2 1

15 10 100 5 1 15 10 10 5 1
16 15 20 (15—~6) 1 16 (5120 15 6 1
17 21 35 35 (2D 7 1 17 21 (35 35 21 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos tridngulos acima estao representados os seguintes exemplos:

3 3 4
+

1 2 2

4 4 5
_|_

2 3 3

6 6 7
_|_

4 5 5
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Visualizacao da relaciao de Stifel 2
n+2 n n n
= +2 +
k42 k+2 k+1 k
2 n 2 n 2 n
= + +

Figura 9 — Visualizagdo da relagdo de Stifel 2 no tridngulo de Pascal

no tridangulo de Pascal.

1 1
11 1 1

1 2 1 1 2 1

1 3 3 1 1 3 3 1

1 4 6 4 1 1 1

1 1 1 1

1 6 1 1 6 6 1
1 21 7 1 1 7 21 35 35 21 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

A soma de trés ndmeros binomiais da mesma linha multiplicados respectivamente pelos fatores
1, 2, e 1 € o numero binomial situado a duas linhas abaixo na mesma coluna do terceiro nimero.

Nos tridngulos acima estao representados os seguintes exemplos:

()0 ()G)6)
(3)-C)- (GG
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Visualizacao da relacao de Stifel 3
3
n—+ _ n 43 n 43 n n n
k+3 k+3 k+2 k+1 k
3 n 3 n 3 n 3 n
= + + +
0 k+3 1 k+2 2 k+1 3 k

no triangulo de Pascal.

Figura 10 — Visualizacao da relagdo de Stifel 3 no tridngulo de Pascal

1 1

1 1 1 1

1 2 1 1 2 1

1 3 3 1 1 3 3 1

1

1 5 10 10 5 1 1

1 6 15 20 15 6 1 1 1

1 7 21 35 @’ 21 7 1 1 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por exemplo:
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Visualizacao do teorema das linhas

(o) () (3) ()2

no tridngulo de Pascal.

Essa propriedade afirma que a soma de todos os nimeros binomiais da linha n € igual a

2",
Figura 11 — Visualizagdo do teorema das linhas no tringulo de Pascal
1 20
o1 2'= (o) + (1)
o2 2= +H+0)
13 3 1 2=+ +06)+6)
1 4 6 4 1 2= )+ () + G +6)+ ()
15 10 10 5 1 2=+ +Q+G)+@+Q)
1 6 15 20 15 6 1 =) +D+E+E+@+E+E)
17 20035 35 2007 1 2= +O+Q)+E+@+E+E)+6)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Visualizacio do teorema das colunas no tridngulo de Pascal

(1) 00 )0 )= ()

Essa propriedade afirma que somando os elementos de uma coluna, desde o primeiro
elemento da mesma, a soma serd o elemento da préxima linha, localizado na préxima coluna.

Observe a figura a seguir.

Figura 12 — Visualizacio do teorema das colunas no triangulo de Pascal

1 1

1 1

1 2

1 3 1

1 4 1 1 1

1 5 5 1 1 5 1

1 6 15 6 1 1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1 1 7 21 35 35 21 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por exemplo:

() ) () ()
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Lei de simetria no tridngulo de Pascal

()05

Essa propriedade afirma que os elementos equidistantes dos extremos no tridngulo de

Pascal sdo iguais.

Figura 13 — Visualizacdo da lei de simetria no tridngulo de Pascal

1 9 (3) 84 126 126 84 (36) 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

6 6
Observe na linha 6, os nimeros binomiais ( ) ) e ( s > e na linha 9, os nimeros

) .. 9 9
binomiais e .
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Visualizacao do teorema das diagonais no triangulo de Pascal

()-(7) () ()

A soma dos nimeros binomiais de uma diagonal do tridngulo de Pascal a partir da coluna
zero até uma dada coluna é o nimero binomial situado na linha seguinte e na mesma coluna da

ultima parcela da somatoria.

Figura 14 — Visualizac¢do do teorema das diagonais no tridngulo de Pascal

1
1 1 1
5 1 1 5 1
1 6 15 20 15 6 1 1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1 1 7 21 35 35 21 7 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por exemplo:

(o) (2)+(:

202
() (3)(2)-(2)-()
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3.3 Teorema binomial e o triangulo de Pascal

Observe agora os coeficientes binomiais da expansdo binomial, segundo o Teorema

binomial, no tridngulo de Pascal.

(a+b)"=a"+ ( Y )a”_lb-i- < Z >a"_2b2+...+ ( Z >a”_kbk+...—l—b".

Nesta expansao, s significa os expoentes de a. Note que s = n —k.

Observe também que a identidade de simetria € satisfeita nos coeficientes binomiais,

Observe a identidade de simetria na figura 15.

Figura 15 — Identidade de simetria

k=0

5 10 10 5 1
s=5 s=4 s=3 s=2 s=1 s=0
Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)
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3.4 Figuras geométricas no triangulo de Pascal

Nesta secdo, serdo apresentados alguns padrdes geométricos interessantes que ocorrem

no triangulo de Pascal.

3.4.1 Identidade do Hexagono

()G ) G )

O significado geométrico dessa propriedade € que o produto dos vértices de cada triangulo

que compde a estrela de Davi, dentro do hexdgono formado pelos pontos do tridngulo de Pascal

. . n . - .
nas imediagdes de ( ' > sdo iguais.

Figura 16 — Identidade do hexdgono

1 3 3 1
1 4 6 4 1
A D
1 10 5 1
F B
1 ) 15 6 1
1 7 2 5 35 21 7 1
C E
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

O produto dos vértices do tridngulo ABC € igual ao produto dos vértices do triangulo
DEF, ou seja, 5x20x21=10x35x6.
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3.4.2 Paralelogramos no triangulo de Pascal

Considere um paralelogramo P;cujos vértices estdo localizados no tridngulo de Pascal,

(0) () () (23)

onde & e [ sdo valores arbitrarios.

assim indicado:

Observe que este paralelogramo tem lados paralelos as direcdes em que k en sdo cons-
tantes. Deslizando o paralelogramo u unidades na direcao em qus € constante, os vértices dos

"novos"paralelogramos (0s que estdo tracejado na figura 17) serdo da seguinte forma:

n—+u n—+u n—I+u n—I+u
k+u k+h+u k+u k+h+u |

Seja w a razao entre o produto dos coeficientes binomiais dos vértices opostos do pri-

meiro paralelogramo, isto é:

Da mesma forma, seja w

n—+u n—Il+u
)

n—Il+u n+u
)

Calculando essas razdes, obtem-se w = w’, ou seja, o valor das razdes permanece quando

os paralelogramos sdo deslizados na direcao em que seus lados ndo sdo paralelos.
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Figura 17 — Paralelogramos no triangulo de Pascal

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7----21---35---35---31 7 1
/ /
/ Ps /
/ /
1 /8 28 56 70 56 28 8 1
/ //
/ /
/ /
1 ¢ ---36---84---426--126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462- - -462- - 330 - - 465 - - 55 11 1
/ /
)/ P /
/
1 12 66 220 495 7/9/2 924 792 495 2/20 66 12 1
// //
/ /
1 13 78 286 715 1287- - +H6 - - F/16 - -1287- - -H5 286 78 13 1
(n—l) (nfl)
k k+h
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3( ¢ 91 14 1
Py
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 5005 3003 1365 105 15 1
1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 128 560 120 16

() (etn)
Fonte: Elaborada pelo autor.

O paralelogramo P, foi construido deslizando 3 unidades dos vértices de Py na direcdo de s,
enquanto que P; foi construido deslizando 7 unidades a partir dos vértices de P; na diregao s.



76 Capitulo 3. Tridngulo de Pascal

3.4.3 A flor de Pascal

Outra curiosidade € quando trocam-se os valores de / e &, no paralelogramo P;. Neste

caso obtem-se um paralelogramo que € a reflexdo de Pj, na linha que divide o angulo formado

o n . .- ~
pelos lados que saem do vértice L) cujos vértices sio:

Observe também que o valor das razdes w e w' ndo se alteram na reflexao.

A figura 18, é denominada Flor de Pascal. Nesta figura existem trés paralelogramos e

. ~ . n
sua respectivas reflexdes. Cada um deles tem um vértice em (

Em particular:
Py tem lados paralelos as dire¢des r e s (isto €, nas dire¢cdes em que r € s s20 constantes).
P, tem lados paralelos as direcdes s e n.
Pz tem lados paralelos as dire¢des n e r.
P| é areflexdo de P,
P} é areflexdode P e

P5” é areflexdo de Ps.
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Figura 18 — Flor de Pascal
([
([ ([
o ([ ([
[ o o o
[ o ([ o o
([ [ o o o o
([ [ o o o o [
[ [ [ o o o o [
[ J [ J [ J [ [ [ [ [ J
[
[ [
[
n—h
(1)
®------0 o
o [
(nfl
k+h
o L
Ps
([ o [
o o [
n n n n n
PV R V) () W) G

Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)
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3.4.4 Teorema generalizado da estrela de David

o)) -G e )

Cada lado da equacao deste teorema € o produto dos vértices anexados a um dos dois

triangulos que compdem a Estrela de Davi ao redor de Sj.

Prova-se facilmente desenvolvendo os célculos binomiais em cada membro da igualdade.
Basta ver que os binomiais de cada membro da igualdade tem os termos iguais, diferenciando-se
apenas na composi¢ao dos binomiais.
Figura 19 — Estrela de Davi-1

) () ()

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] (kzh) [ ] o [ ]

Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)
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3.4. Figuras geométricas no tridngulo de Pascal

Figura 20 — Estrela de Davi-2

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 5 70 6 28 8 1
1 9 84 84 36 1
1 1 45 210 252 210 45 0 1
1 11 330 330 11 1
1 1 66 220 495 924 495 220 66 2 1

1 13 78 1287 1716 1716 1287 78 13
1 14 91 3 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 4 91 14

15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 455 105
16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesta figura os nimeros binomiais foram calculados para tornar mais facil a verificagao

da propriedade da estrela de Davi no tridngulo de Pascal.
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3.5 O triangulo de Pascal e trigonometria

Observando que parax € R
cos(2x) = cos*x — sen’x,
sen(2x) = 2senx.cosx.
Lembrando que para x,y € R

cos(x+y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y)

sen(x+y) = sen(x)cos(y) + sen(y)cos(x),

vem que parax € R

cos(3x) = cos(2x +x)

= cos> (x) — 3cos(x)sen®(x)

sen(3x) = sen(2x + x)

— 3s5enx.cos*x — sen-x

cos(4x) = cos* (x) — 6cos? (x)sen® (x) + sen® (x)

sen(4x) = 4cos> (x)sen(x) — 4cos(x)sen’ (x).

O cdlculo de cos(nx) e de sen(nx), paran = 1,2,3,... e x € R é consequéncia do teorema

binomial pois

cos(nx) +isen(nx) = [cos(x) + isen(x)]"

k=0

e cos(nx) € a parte real da formula acima ou seja, a soma dos dois primeiros termos da expres-
n

5 ) cos"~2(x)sen®(x) enquanto que sen(nx) por ser a parte

sdo para cos(nx) sdo cos”(x) — (

. - . . . n _
imagindria da férmula tem como soma dos dois primeiros termos ( : ) cos" 1 (x)sen(x) —

( ; >cos”_3 (x)sen(x).
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Pelo triangulo de Pascal
cos(6x) = cos%(x) — 15cos* (x)sen®(x) 4 15cos* (x)sen*(x) — sen*(x),
sen(6x) = 6¢os° (x)sen(x) — 20cos> (x)sen’ (x) + 6¢os(x)sen’ (x)
porque os nimeros binomiais da sexta linha do tridngulo de Pascal sdo

(0)=+(5)o (8)= (5) = ()= (2)-+ ()

e a férmula de cos(6x) tem como primeira parcela 0 cos%(x), como segunda parcela
6 4 2 : 6 2 4 i
-1, cos*(x)sen*(x), como terceira parcela — A cos”(x)sen* e como quinta parcela
6 6 o . o L . .
sen®(x) (os sinais dos nimeros binomiais sdo alternados iniciando com o sinal positivo)

enquanto que a formula de sen(6x) tem como primeira parcela | cos>(x)sen(x), como

6 3 3 . 6 5 . .
segunda parcela — 5 |eos (x)sen’(x), e como terceira parcela s cos(x)sen> (os sinais

dos numeros binomiais sao alternados iniciando com o sinal positivo).

Como a linha nimero 7 do tridngulo de Pascal € constituida pelos nimeros binomiais 1,
7,21,35,35,21,7e1,

cos(7x) = cos’ (x) — 21cos> (x)sen®(x) + 35cos> (x)sen*(x) — Tcos(x)sen® (x)
sen(7x) = Tcos®(x)sen(x) — 35cos*(x)sen’ (x) +21cos? (x)sen’ (x) — sen’ (x)
e de quebra para x € R

(14x)7 =14+ Tx+21x2 +35x3 4+ 35x* + 210° + 70 +x7.



82 Capitulo 3. Tridngulo de Pascal

3.6 Triangulo de Pascal e nimeros primos

Teorema 17. Se p € um ndmero natural primo entdo os numeros binomiais

p p p o
, yeees , sdo multiplos de p.

Demonstracdo. De fato, se k=1,2,....,(p—1),

( p ) _plp=1)..(p—k+1)

k k!

¢ um nimero natural e como k! divide p(p —1)...(p —k+ 1) e é relativamente primo com p, pois
p nao divide k!, k! divide (p —1)...(p — k+ 1). Portanto, p divide o nimero binomial IIZ )

comk=12 .. (p—1).
O

Teorema 18. Se p € um nimero natural primo entdo o nimero binomial

<”p+p> n=0,1,2,3,..
np+1

¢ divisivel por p.

Demonstragdo. De fato

( np+p ) _ ( np+p ) _pnt)(nptp—1)..(np+2)

np+1 p—1 (p—1)!
¢ um nimero natural e, como p ndo divide (p—1)! (isto é, p e (p — 1)! sé@o relativamente primos),
(p—1)!divide (n+1)(np+p—1)...(np+2).
. . ) : ) L np+p
Portanto o nimero primo p € um dos fatores primos do nimero binomial .

np—+1
[
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Figura 21 — Os nimeros primos no tridngulo de Pascal

15 20 15 @ 1

1

1 21 35 35 21 7 1

1 28 56 70 56 28 1

1 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que a linha em que o imero binomial da segunda coluna (a coluna dos nimeros

naturais) € primo, € constituida pelos multiplos deste nimero binomial, conforme o enunciado

do teorema 17.

Observe que os nimeros circulados s@o nimeros binomiais pares, divsiveis pelo nimero

primo 2, que os ndmeros dentro dos quadrados s@o divisiveis pelo ndmero primo 3 (os nlimeros

3
estdo na diagonal a partir de | marcados a cada trés posicdes) e que a partir de ( | )

os ndmeros da diagonal destacados dentro dos tridngulos e espagados de cinco posi¢des sao

divisiveis pelo nimero primo 5.
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3.7 A sequéncia de Fibonacci no triangulo de Pascal

O numero de Fibonacci F, aparece no tridngulo de Pascal como a soma dos elementos
da n-ésima diagonal inversa do triangulo de Pascal.

Figura 22 — A sequéncia de Fibonacci no tridngulo de Pascal

=
Il
(O8]
N
[S—
O

36 84 126 126 84 36 9 1

/

Flzl/l/ 7
F2:1/1/2/ 7
F3:2/1/3/3/ 7
F4:3/1/4/6/4/ 7
F55/1/5§\O/?2/1
F68/1/6/\/ 15 6 1
F7:13/1/7 35 35 21 7 1
Fg:21/1/8 28 56 70 56 28 8 1

v

/

s>
o

|
W
S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os ntimeros de Fibonacci Fy, F>, F3, ... sdo definidos pela relacio de recorréncia
Foyo =Fyp1+Fy

e pelas condi¢des iniciais F; = F, = 1 (Fp € definido de modo que F>, = Fj + Fp, isto é, Fo = 0).

Paran=1,2,3,...
n n
po L (14 V5 1 [1-v5
A\ 2 N A
1 5 1-+5
com V5 e V5 sendo as raizes da equacio caracteristica A> = A + 1 associada a relacio

2
de recorréncia.
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Observando os ndmeros de Fibonacci no tridngulo de Pascal, tem-se:

2n—1+41 . [ 2n—2
que apresenta —5 )= n parcelas e o primeiro termo é 0 .

Em somatorio:

n—1 .
2n—2—
Fo1 = Z ( " . / ), para n=1,2.3, ..

Jj=0 J

e ainda,
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Por outro lado,

1 2
B = ( 0 ) que apresenta (5) parcelas,

e assim sucessivamente, segue a férmula
2n—1 2n—2 2n—3 n—+2 n+1 n
Fp = + + +...+ + +
0 1 2 n—1 n—2 n—1
2n L [ 2n—1
que apresenta 5= n parcelas e o primeiro termo é )

Em somatorio:

n—1 :
2n—1—
Foy = Z < " , / ), para n=1,2.3, ...

e ainda,
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CAPITULO

A

O TRIANGULO HARMONICO DE PASCAL

4.1 Conceitos iniciais

Leibniz

O tridngulo aritmético harmonico de Pascal € constituido pelos niimeros harmonicos de

Z ] definidos paran =0,1,2,3,...e k=0,1,2,...,n por

em que ( . ) € o coeficiente binomial .

Cdlculo dos primeiros niimeros harmonicos:

1
(\)
1
I
—
I
[OSI
1
\]
1
I
—_
I
AN—
1
NS I )
| |
|
—_
I
W=

I
L
w
/
S N
~—
T
L
w
ol \S)
~
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Figura 23 — Tridngulo harmonico de Pascal

1 [ 0]
_0_
1 1 [ 1] 1
2 2 0
1 1 1 2 (2] 2]
36 3 0 1 2 |
1 1 1 1 3 (3] [3]
4 12 12 4 0 1 20 [ 3]
1 1 1 1 1 4 47 [4] 4
5 20 30 20 S 0 1 2] 3] 4

AN =
W

o|_
o

<3|H
o

o|*‘
W

o|H
Q\| =—
| — |
S W
| I
| — |
—_ N
| I
| — |
O W
_
| —
W W
| I
| — |
A WD
| I
1
W D
_

Fonte: Elaborada pelo autor.

A construgdo do tridngulo aritmético harmonico de Pascal tem como base a relacdo: se
neN={1,2,3,..} ek€{0,1,2,....,n}

n+1
k+1

_n+1
k

I
| —
S
L ]

k

cuja verificacdo € imediata ou equivalentemente que

-

0 que mostra que os nimeros harmonicos da segunda coluna do tridngulo sdo resultados da

n—l—l_
k+1

n+1
k

diferenga dos nimeros harmonicos consecutivos da primeira coluna, que os niimeros harmonicos
da terceira coluna sdo resultados da diferenca dos nimeros harmonicos consecutivos da segunda

coluna e assim por diante.

Os nimeros da primeira coluna do tridngulo aritmético harmonico s@o os inversos dos

ndmeros naturais.



&9

4.1. Conceitos iniciais

Os ndmeros da segunda coluna do tridngulo aritmético harmonico sdo as diferencas entre

os nimeros da primeira coluna

1 1
l—=—==
2 2
1 1
2 3 6
11 1
34 12
em geral, paran =1,2,3,...
1 I 1 B 1
n (n+1)_n(n+1)_2n(n+1)
2!

e os nimeros da terceira coluna do tridngulo aritmético harmodnico sdo as diferencas entre os

nimeros da segunda coluna

1 1
2 6 3
1 1 1
6 12 12
1 1
1230 20
em geral, paran =1,2,3,...
o 1 _ (n+2)—-n 1
nn+1) (m+D)(n+2) nn+)(n+2) 3n(n—|—1)(n—|—2)
3!
e em geral para os nimeros da quarta colunase n =1,2,3, ...
2 2 B 2(n+3)—2n B 1
nn+1(n+2) (+1)m+2)(n+3 nn+1)n+2)(n+3) 4dn(n+1)(n+2)(n+3)
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4.2 Propriedades

Teorema 19 (Teorema das linhas do tridingulo harmonico ). Sen € N=1{0,1,2,...}, a soma S,

dos ndmeros harmonicos da linha n

S—n—l- —I——I—n—12+22+23++n
"o R 34 T T
Demonstracdo. Sen € N={0,1,2,...}
S —1S-I- !
AR R )
porque
n+1 n+1 n+1
28p+1=2 +2 +...+2
n+1
B n+1 n+1
B 0 n+1
_n+1_ _n—i—l_
+ +
0 1
_n-l—l_ _n—I—l_
+ +
1 2
+ ...
_n—l—l_ _n+1_
+ +
n n+1
2 _n n
= + +...+
n+1 0 1
2
= S,
n—|—1+n

pela relacdo de recorréncia dos nimeros harmonincos, ou seja, se n = 1,2,3, ...

1 1
Spi1==S+—
+1 ) n+n+2

2n+1

2n+]Sn+1 _ 2nSn = n_|_—2
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22
paran=1 225,28, = 3
23
paran=2 2383 —22S, = T
....... 1 i
2"S, —2"1s, | =
Sn Sn 1 n+1
o que implica que
2 3 n
2 2
218, =28 ==+ =+ ...
n 1 3 + 4 + +I’l—|—1
1 22 23 2"
= — 28+ +=+.. =1,2,3,... O
S o S1+3+4+ +n+1 se n ,2,3,
Assim
1 1 1
Si==281=1 =-+-=1
=2 )
1 22 1 41 5 1 1 1
Sr== 281+ | == 24| ==-4+—-+=
2 22[1+3] 22[ 3} 6 36 3
S—-12S+22+§ i 4 82 1t 1
TR I T 8734l 3 412124

Teorema 20 (Teorema das colunas do tridngulo harmoénico ). Sen = 1,2, 3,

ek=1,23,...

n| n+1 n+2 n+3 n+4 N
k| | k+1 k—+1 k+1 k+1 |
Demonstragdo. De fato,
n+1 n—+2 n+3 n+4
k+1 k+1 k+1 k+1
B _n_ n+1 n+1 n—+2 n+ n+3
|k k k k k k
p— _n ]
k
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CAPITULO

5

NUMEROS DE EULER

5.1 Somas ponderadas no triangulo de Pascal

Somando os elementos dentro de cada elipse, na figura 24, tem-se:

2 3
143 =4 que éequivalente a <2>—|—<2>:22.
L. 3 4 )
3+6=9 que é equivalente a 5 + ) = 3“.

Figura 24 — Somas ponderadas-1

1 coluna k=2

1 7 21 35 35 21 7 1
Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)
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Veja agora, que tomando 3 elementos dentro da elipse, figura 25, tem-se:

5 3
10—1=9 que é equivalente a (3)—(3)232.
L 6 4 )
20—4 =16 que é equivalente a N =4-.

Figura 25 — Somas ponderadas-2

coluna k=3

1 8 28 56 70 56 28 8 1
Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)

51.1 Lema

Para cada nimero natural n € N = {1,2,3,...},

T
(7))

Demonstragdo. Prova do item a):

n n+1\ nn-1) (n+l)n 2n*
() {7) e 2
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De maneira andloga prova-se o item b).
O

O lema sugere que os nimeros naturais §(2,0) =1 e S(2,1) =1 tem a propriedade que para

cada ndmero natural n € N = {1,2,3, ...},

azm<g>+azn<”;l):#

e que os nimeros inteiros §(3,0) = —1, S(3,1) =0 e 5(3,2) =1 sdo tais que para cada

nimero naturaln € N={1,2,3, ...},

S(3,0) ( '; > +5(3,1) ( ";rl ) +5(3,2) ( ”;rz > _—

A conjectura a fazer é saber se para cada ndmero natural k € N={2,3,...} existem

nameros inteiros

S(k,0),8(k,1),...,S(k,k— 1)

com a propriedade

S(k,0) ( Z ) +S(k,1) ( ”Jkrl >+...+S(k,k—1) ( ”+i_l ) —

para cada nimero natural n € N = {1,2,3,...}.

Para k = 4, a tentativa de determinar nimeros inteiros
S(4,0), S(4,1), S(4,2) e S(4,3)

com a propriedade de que para cada nimero natural n € N = {1,2,...},

n? = 5(4,0) ( Z ) +S(4,1) < ”:1 ) +5(4,2) ( ”:2 ) +5(4,3) ( ”:3 )

€ equivalente a encontrar nimeros inteiros a,b,c,d tais que

1 2 3
p n b n—+ Y n-+ d n-+ 2
4 4 4 4
0 que resulta em

(a+b+c+d)n’ +(—6a—2b+2c+6d)n*+ (11a—b—c+11d)n+ (—6a+2b—2c+6d) = 4!n.

Usando o conceito de igualdade de polindmios, chega-se ao sistema linear de quatro equacoes a

quatro incégnitas:
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a+b+c+d=0
—6a—2b+2c+6d=0
lla—b—c+11d =4!
—6a+2b—2c+6d=0

cujainicasolu¢ioé a=1 b=c=—-1 d=1.

A conclusdo € que os ndmeros inteiros
S(4,0)=1,854,1)=-1,54,2)=-1,e54,3)=1

sd0 tais que para cada nimero natural n € = {1,2,3,...},

n? = §(4,0) ( Z ) +8(4,1) ( ”:1 ) +5(4,2) ( ”:2 ) +5(4,3) ( ”:3 ) .

5.1.2 Teorema

Teorema 21. Definindo:
$2(2,0) =5,(2,1)=1
Sa(k,j)=0 sej<0 ouj>k

e para cada niimero natural k > 3 a defini¢o por recorréncia de S, (k, j) com

segue que para ndmero natural n € N = {1,2,3,...}

n? = $5(k,0) < Z > 830k, 1) ( ”Jkrl >+...+52(k,k—1) ( "+i_1 ) .

Demonstragdo. Seja k um nimero natural maior ou igual a 3. Entdo
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k=1 : 1 -
Y. Sa(k, ) ( n:; ) =Y [Sa(k—1,j—1)=Sa(k—1, )] ( ‘]:J )
Jj=0 j=0
= [S2(k—1,—1) = 82(k—1,0)] ( Z )
+[S2(k—1,0) = Sp(k—1,1)] ( ”Jkrl )
+[S2(k—1,1) = Sa(k—1,2)] ( anrz ) i
+[S2(k—1,k—2) —S2(k—1,k)] ( ”+i_1 )
n+j—|—1 B n—}—j
k k

k=2 n+j
=0 k—1

k—2
=0

pela identidade de Pascal.

E pela hipétese de indugdo para nimero natural n € N = {1,2,3,...}

=2 L n+j
HZZZSg(k—l,])< .
= k—1
O

Utilizando a defini¢do por recorréncia de S, (k, j) descrita no teorema 21, é possivel

deteminar os coeficientes nas proximas linhas e assim por diante. Veja na proxima figura.
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Figura 26 — Tridngulo de Pascal com os coeficientes das somas ponderadas

1
1 1
1 2 (D1
1 3 (3 D1
1 4 6 (04 (D1
1 5 10 (Mo ¢H5 DI
1 6 15 20 (D15 @26 (D1
1 7 21 35 (D35 O21 (37 (D1
1 8 28 56 70 (-2)56 (228  (4)8 (D1
1 9 36 84 126 (126 (284 (536 (-39 (-1
1 10 45 120 210 252 (-3210 (120 D45 (©G)10 (D1

Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)

A pergunta que se faz é: para cada ndmero natural n € N e para cada nimero natural

fixado [ > k, é possivel a existéncia de nimeros inteiros
Si(1,0),8:1,1),8(1,2),...,Sk(1,1 — 1)

com a propriedade de que

=S (1,0) ( 7 >+Sk(l,1) ( nlel >+Sk(l,2) ( "72 )+...+Sk(l,l—1) ( ”+§_1 >?

Para dar resposta a esta pergunta € preciso definir os nimeos de Euler, assunto da préxima se¢ao.

5.2 Numeros de Euler - conceitos iniciais

O ntimero de Euler de primeira ordem E(n,k), para cada nimero natural n € N =
{1,2,...} e para cada nimero inteiro k € Z = {...—2,—1,0,1,2,...}, é definido como o niimero
de sequéncias de n termos distintos dois a dois cujos termos pertencem ao conjunto {1,2,...,n},
que apresentam k ascendentes (um ascendente no indice j para j = 1,2,...,n — 1 em uma sequén-
cia de n termos dois a dois distintos entre si pertencentes ao conjunto {1,2,3,...,n} ocorre

quando o j-ésimo termo da sequéncia € menor do que o proximo termo).
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As sequéncias com 2 termos distintos dois a dois pertencentes ao conjunto {1,2} so:
(1,2) com 1 ascendente no indice 1
(2,1) com zero ascendente

e portanto os nimeros de Euler sdo: E(2,0) =1 e E(2,1)=1.

As sequéncias de 3 termos distintos dois a dois pertencentes ao conjunto {1,2,3} sdo:
(1,2,3) com dois ascendentes nos indices 1 e 2
(1,3,2) com um ascendente no indice 1
(2,1,3) com um ascendente no indice 2
(2,3,1) com um ascendente no indice 1
(3,1,2) com um ascendente no indice 2
(3,2,1) com zero ascendente
e portanto os nimeros de Euler sdo: E(3,0) =1, E(3,1)=4 e E(3,2)=1.

Os nimeros de Euler E(4,0) =1, E(4,1)=E(4,2)=11 e E(4,3)=1 tomam
estes valores porque a Unica sequéncia de quatro termos dois a dois distintos entre si pertencentes
ao conjunto{ 1,2,3,4}, com zero ascendente é a sequéncia (4,3,2,1) e a dnica sequéncia de quatro
termos dois a dois diferentes entre si pertencentes ao conjunto {1,2,3,4} com trés ascendentes

nos indices 1, 2 e 3 é a sequéncia (1,2,3,4).

As 11 sequéncias de quatro termos com um tnico ascendente sio:
(1’4’3’2)’ (2’1?473)’ (2’4’3’]‘)’ (3?174’2)’ (3’2’1’4)’ (3’ 2’4’1)7 (3’4’2’1)’ (4’1’3?2)’ (4’2’1’3)’
(4.2,3,1), (43,12).

E as 11 sequéncias com 4 termos distintos dois a dois pertencentes ao conjunto {1,2,3,4},
apresentam dois ascendentes:
(1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,4,2,3), (1,34,2), (2,3,1,4), (2,4,1,3), (2,1,3,4), (3,4,1,2), (3,1,2,4),
(4,1,2,3).

Por definic¢ao,

E(0,0) = 1.

E(n,k)=0 para n=0,1,2,3,... e k=-1,-2,-3,....
E(0,k)=0, se k#0.

E(n,0)=E(n,n—1)=1.

E(n,0)+E(n,1)+n,2)+...+E(n,n—1) = n!




100 Capitulo 5. Niimeros de Euler

5.3 Lei da simetria

Teorema 22. Paran = 1,2,3,... e para cada nimero inteiro k € Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}

E(nk)=E(n,n—1—k).

Demonstragdo. A sequéncia a; aj ... a,, cujos termos sdo diferentes entre si dois a dois e
pertencem a {1,2,...,n} tem k ascendentes, parak =0, 1,2, ..., (n— 1), quando e somente quando

a sequéncia invertida a, a,—1 a» a; tem (n — 1 — k) ascendentes. O

5.4 Relacao de recorréncia para os numeros de Euler

Parane N=1{1,2,3,...} e k€{0,1,2,...,(n—1)},

E(n+1,k) = (k+1)E(n,k)+ (n+1—k)E(n,k—1).

Demonstragdo. Fixada uma sequéncia de n termos dois a dois distintos entre si pertencentes ao
conjunto {1,2,...,n}

ay ay ...ay

a sequéncia de (n+ 1) termos obtida a partir da sequéncia fixada com a colocagdo de (n+ 1)

cOmo O primeiro termo

(n+1)aja..ay

ou com a colocagio do termo (n+ 1) entre os termos a; e ajyi
ajazaj(n+1)aji...a,

tem o mesmo numero de ascendentes da sequéncia fixada a; a3 ...a,, enquanto que a sequéncia
de (n+ 1) termos obtida a partir da sequéncia fixada com a colocac@o do termo (n+ 1) como

dltimo termo

ayay ...a, (n+1)

ou com a colocagdo do termo (n+ 1) entre os termos a; e ajy1, tem o nimero de ascendentes

da sequéncia fixada a; a; ...a, acrescida de 1.

Portanto, se a; a> ...a, tem k ascendentes, o numero de ascendentes da sequéncia obtida
com a colocagdo do termo (n+ 1) no primeiro indice de ascendéncia, no segundo , ..., no k-ésimo
ou primeiro termo gera (k+ 1) sequéncias de (n+ 1) termos com k ascendentes, enquanto que
se aj ap ...a, tem (k— 1) ascendentes, a inser¢do do termo (n+ 1) nos [n — 1 — (k— 1)] indices

de ndo-ascendéncia ou como tltimo termo gera (n —k + 1) sequéncias com k ascendentes: como



5.5. O triangulo aritmético dos niimeros de Euler 101

E(n,k) é o nimero de sequéncia den termos com k ascendentes e como E(n,k — 1) é o nimero

de sequéncias de n termos com (k — 1) ascendentes,

E(n+1,k) = (k+1)E(n,k) + (n+1—k)E(n,k—1).

Exemplos:
E(2,0)=E(1,0)+2E(1,—1)=E(1,0) = 1.
E(1,0) =E(0,0)+E(0,—1) =E(0,0) = 1.
E(2,1)=2E(1,1)+E(1,0) =E(1,0) = 1.

5.5 O triangulo aritmético dos nimeros de Euler

Conforme a definicdo por recorréncia e a lei de simetria, tem-se abaixo as primeiras

linhas do triangulo Euleriano.

n=1 1 0
n=2 1 1 0
n=3 1 4 1 0
n=4 1 11 11 1 0
n=5 1 26 66 26 1 0
n=6 1 57 302 302 57 1 0
E(2,0)=1
E(2,1)=1E(1,0)+2.E(1,1)=1
E(3,0)=1
E(3,1)=2.E(2,0)+2.E(2,1)=2+2=4
E(3,2)=1
E(4,0)=1
E(4,1)=3.E(3,0)+2.E(3,1) =3+8=11
E(4,2)=2.E(3,1)+3.E(3,2) =8+3=11
E(4,3)=1
E(5,0)=1
E(5,1)=4.E(4,0)+2.E(4,1) =4+22=26
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E(5,2) =3.E(4,1)3.E(4.2) =33+33 =66
E(5,3)=E(5,1) =26

E(5,4)=1

E(6,0)=1

E(6,1)=5.E(5,0)+2.E(5,1) =5+52=57
E(6,2) =4.E(5,1)+3.E(5,2) = 104+ 198 = 302
E(6,3) =3.E(5,2) +4.E(5,3) = 198+ 104 = 302
E(6,4) =2.E(5,3)+5.E(54) =52+5=57
E(6,5) =1

Figura 27 — Triangulo euleriano

k=0

R
n=2 —— 1 1/
/1'/ \2\ /,2'/ \\1\ Y, =2
=3 — 1 4 1
/1’/ 3 /2// \\2\ 3 \‘1\ /k:3
n=4 —— 1 11 1 1
U /2'/ \\3\ /3/ \‘2\ i Y, =4
n=s —— 1 3% 66 : 6 I

n=6 — 1 57 302 302 57 1
Fonte — Adaptada de (Hilton; Holton; Pedersen, 1997, cap.6)

Nessa figura , mudando a disposicao das entradas como no tridngulo de Pascal, foram

acrescentados os coeficientes da relagdo de recorréncia (k+ 1) e (n — k), ao longo das diagonais.
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5.6 A identidade de Worpitzky

Os polindmios binomiais na varidvel real x sdo definidos como generalizacdes dos niime-

ros binomiais:

41

e assim sucessivamente paran = 1,2,3...

n n!

( x ) x(x—1)(x—2).(x—n+1)

) ¢ um numero binomial.
n

X
Quando x é um nimero natural, <

Com a observacdo de que se x € R

x0:<;>: = E(0,0)
) el
SBeEs

2 2
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A identidade de Worpitzky

é vialidaparaxeR e n=0,1,2,...

Demonstragdo. A prova da identidade de Worpitzky utiliza o principio de indu¢do matematica.
Para a compreensdo da passagem da hipdtese de inducao para a tese, € melhor observar o

seguinte:

B =E(5,0) ( ;f ) FE(5,1)) ( XJSFI > YE(5,2) < strz ) Y E(5,3) < x:3 >
LE(5,4) ( x?‘)
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=[L.E(4,0)+5.E(4,~1)] ( )56 ) +[2.E(4,1) +4.E(4,0)] ( le >
+B3E@4,2)+3E(41)] ( xiz ) +[4.E(4,3) +2.E(4,2)] < x? )

+[S.E(4,4)+ 1.E(4,3)] ( XJSF4 )

— E(4,0) [( * ) 14, ( rH ) LE(4,1) [2. ( o )+3. ( ”2)
5 5 5 5
Y E(4,2) [3. ( x—;—Z ) +2. ( x? ) +E(4,3) [4. ( “;3 )+1. ( x?‘ )

Admitindo que paraxc R e neN={1,2,3...}

X' = E(n,0) ( z ) YE(n,1) ( le ) ot E(nn—1) ( Hz_l ) .
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Entao,

1 2

X+n
+...+E(n+1,n)< )
n+1

:[E(n,0)+(n—|—1)E(n,—1)]< * )

n+1

+[2E(n, 1) +nE(n,0)] ( z:i >

+[3E(n,2)+ (n—1)E(n,1)] ( zi? > +

+[nE(n,n—1)+2E(n.n—2)] < )Hn_j—zl )

+[(n+1)E(n,n)+ 1E(n,n—1)] < z:t )

— x+1 x+2 |
+E(n,1) _2< a1 )—i—(n—l) ( . )_
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= E(n,0)

x!(n—n) n(x+1)x! }
(n+1nl(x—n)!  (n+1)n!(n—n)!

[ (x+D)!(x+1—n)
+E(m1) _2 (n+Dn!(x+1—n!

PR o) }

(n+Dn!(x+1—n)!

[ (x+2)!(x+2—n)
+E(m2) _3 (n+1)n!(x+2—n)!

+(n—2)

(x+3)(x+2)! ]
(n+1)n!(x+2—n)!

+E(n,n—l)[ (ctn—Dix—1)  (atn)l +n—1>!]

i+ D=1 Tt Dala—1)!

x—n+nx+1) [ x

CE(m1) 2(x+1—n)n++(rll—l)(x—|—2) <x+1 >

= E(n,0)

n

CE(, 2) 3x+2—n)+(n—2)(x+3) <x+2 >

n+1 n

s [ ()
[( ) B [ (x:l) +E<n,z>[x(xjf>
o0 ()]
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5.7 A féormula explicita para os nimeros eulerianos

Teorema 23. Para cada nimero natural n € N = {1,2,3,...} e para cada niimero inteiro k > 0,

k n
E(nk)=Y (~1) ( 1 ) (k41— j)".

j=0 J

Demonstragdo. 1) Sen =1,

Parak =0
°<—1)f<1T1)<0+1—j>1:<—1>°(2):1 — E(1,0).
j=0 J 0
Parak=1
1 ( lJfl )(1+1—j)1=(—1)0< 2 )21+(—1)1 < 2 ) 1'=0 =E(1,1).
=0 J 0 1
Parak=2,3,4,...,

= (k+1)—2k+(k—1)=0 =E(1,k).
ii)Sen=2,3,4,... e k=0,1,2,..n—1,

k n
E(n,k) = Z(—l)j< Jfl )(k+1—j)”

j=0 J

E(nk—1) :If(—nf ( ntl ) (k—1+1—j)"

j=0 J



5.7. A formula explicita para os niimeros eulerianos 109

entao

E(n+1,k) = (k+ DEn,k)+ (n+1—k)E(n,k—1)

J

— (k+1) zk: (”TI)(kH—j)"
j=0
+(n+1—k)z(—1)f< )(k—1+1—j)"

k 1
=(k+1)""+(k+1) Y (- ("j )(k+1—j)"
j=1

+(n+1-— k)i( 1)1 < 7+1 )(k+1—j)”
j=1 ]_1

J/

trocandojporj+1

e (e ()
=(k+1) ,_Zl ; + (k 1) i

(k+1—j)"

= (k+1) ”“+Zl I (k+1) ( "j;l >+[(k+1)—(n+2)] ( ';i > (k+1—j)"
J= L
k I n+2 n+1
:(k-l—l)”“-l-Z(—l)/ (k-l—l)( . >—(n+2)( . ) (k+1—j)"
=1 I J Jj—1
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5.8 Os nimeros pseudo-eulerianos

Os niimeros pseudo-eulerianos

Ci(L, J)
sdo definidos k € N={1,2,3,...}, [ > ke para j € Z pela relacdo de recorréncia
C(l+1,j) =G, j—1) = C(l, )
com a condi¢do inicial

Ci(k,j)=E(k,j), (numero de Euler)

Ci(l,j)=0 para j>1>k ou j=-1,-2,-3,..

5.8.1 Teorema

Teorema 24. Para cada natural k € N = {1,2,3,...} e para cada ndmero natural n € N =
{1,2,3,...},

Demonstragdo. Prova por indu¢do matematica em /.

A igualdade € verdadeira para [ = k. De fato,

Se
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entao

I i ! D

E)Ck(l'f’l 2 J) ( > ]ZE)Ck (1,j—1) Ck(ﬁ])]( lj—-lj>
= [Ce(,~1) — Ci(1.0) ( " )

+[C(1L.0) = (1. 1) ( o ) +

+[Cr(1,1) — C(1,2)] ( 71_12 ) +

(Gl k—2) — Cull,k—1)] ( ntk—1 )

J

Gl k— 1)~ Gu(1,D)] ( o )
n+1 n |
1+1 ) \i+1 )]
n+2 n+1 ]
1+1 ) \i+1 ) o
n+k n+k—1 n+k

<1+1>_< I+1 >]_C"(”><z 1)

— C,(1,0) ( ’; ) LG, 1) < ”Jlrl >+...+Ck(l,k—1) ( ”H;_l )

= C(1,0)

+C(1,1)

+C(lk—1)
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5.8.2 A formula explicita para os niumeros pseudo-eulerianos

Teorema 25.

S

C(l, ) = (—1)171‘2]‘,(—1)3' ( o ) (j+1-9)"
s=0

Demonstragdo. Prova por indugdo em [:

J | k+1
Para [ = k, Ck(ku.]):E(k7]>: Z(_I)J + )(]+1_S)k
s=0 ]
cuja férmula € vdlida para os nimeros de Euler.

Admitindo a hipétese de indugdo de que

Gull. ) = (—1y gl -y [

S

(+1—s)fk

Pela hipdtese de indugdo:

J
— (_1)l+17k Z (_l)s
s=1
Finalmente,

Ce(l+1,)) = <—1>l+1kﬁ<—1>S< 2 ) (j+1—s)*
s=0 S

completando a demonstracdo por indugdo.

Consequéncias
C(l,i-=1)=1 e GCil,j)=0 paraj>1 e 1>k
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5.9 Nuameros de Euler de segunda ordem

As sequéncias préprias do tipo n paran = 1,2,3, ... sdo sequéncias de (2n) termos com
dois 1, dois 2,..., dois n, com a propriedade de que para j = 1,2,...,n os termos da sequéncia
compreendidos entre os dois termos da sequéncia iguais ao j sdo maiores do que j, o que implica

que os termos da sequéncia iguais a n sao termos consecutivos.

A sequéncia propria do tipo n para n = 1,2,... tem um ascendente no indice j com
Jj=1,2,...,(2n—1) caso o j-ésimo termo da sequéncia ¢ menor do que o termo de indice j+ 1.

O ntimero de Euler de segunda ordem
e(n,k) para n=1,2,3,... e k=0,1,2,..

€ definido como o nimero de sequéncias proprias do tipo n com k ascendentes.
Por exemplo para n = 3, as sequéncias sdo:
(332211) com 0 ascendente

(221133) com 1 ascendente

(221331) com 1 ascendente

(223311) com 1 ascendente

(233211) com 1 ascendente

(113322) com 1 ascendente

(133221) com 1 ascendente

(331122) com 1 ascendente

(331221) com 1 ascendente

(112233) com 2 ascendentes

(122133) com 2 ascendentes

(112332) com 2 ascendentes

(123321) com 2 ascendentes

(133122) com 2 ascendentes

(122331) com 2 ascendentes

€ portanto,

e(3,0)=1,¢(3,1) =38, ¢(3,2) =6.

5.9.1 Propriedades

Sen=1,2,3,..., entdo:

i) e(n,0) = 1.
ii) e(n,n) = e(n,n+1)= e(n,n+2)= ... =0.
iii) e(n,0) +e(n,1) +e(n,2)+...+e(n,n) = (2n—1)(2n—3)...3.1.
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5.10 A relacao de recorréncia para os numeros de Euler

de segunda ordem

Teorema 26. Sen=1,2,...¢ k=0,1,2,... entdo

e(n+1,k+1)=(k+2)e(nk+1)+ (2n—k)e(n,k).

Demonstra¢do. Uma sequéncia propria de tipo n paran = 1,2,3,... com (k+ 1) ascendentes
origina (k+2) sequéncias préprias de tipo (n+ 1) com (k+ 1) ascendentes: a primeira sequéncia
propria de tipo (n+ 1) é obtida com a inser¢do dos dois valores de (n+ 1) imediatamente antes
do primeiro termo da sequéncia prépria de tipo n e as demais (k+ 1) sequéncias préprias do tipo
(n+ 1) sdo obtidas com a inser¢do dos dois valores de (n+ 1) imediatamente antes dos termos
onde ocorrem ascendentes.
Uma sequéncia propria de tipo n com k ascendentes origina (2n — k) sequéncias proprias de tipo
(n+ 1) com a inser¢do dos dois valores de (n+ 1) imediatamente apds os termos da sequéncia
propria de tipo n onde ndo ocorrem ascendentes.
o teorema estd demonstrado!

[]

Conforme a defini¢ao de recorréncia, segue as seis primeiras linhas do tridngulo aritmé-

tico dos nimeros de Euler de segunda ordem.

n=1 1 0

n=2 1 2 0

n=3 1 8 6 0

n=4 1 22 58 24 0

n=5 1 52 328 444 120 0

n=6 1 114 1452 4400 3708 720 0
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CAPITULO

NUMEROS DE STIRLING

Sejan € N=1{1,2,3,...} um nimero natural. Uma func¢do f, cujo dominio de defini¢do
D(f) e cujo conjunto de valores R(f) sdo iguais ao conjunto {1,2,3,...,n}, é definida pela

sequéncia de n termos pertencentes ao conjunto {1,2,3,...,n}

em que f(1) é o primeiro termo da sequéncia, f(2) é o segundo termo da sequéncia e suces-
sivamente f(n) é o dltimo termo da sequéncia. E é definida pela sua representacdo candnica
em ciclos disjuntos: se f(1) =1 entdo (1) é o primeiro ciclo da representa¢do candnica e se
f(1) # 1 entdo f[f(1)] é o segundo termo do primeiro ciclo; se f[(f(1)] = 1, entdo (1 f(1)) é o
primeiro ciclo da representacdo candnica e se f[f(1)] # 1 entdo f[f[f(1)]] € o terceiro termo do
primeiro ciclo e assim por diante. Se houver, o segundo ciclo € iniciado com o menor numero
ausente no primeiro ciclo e a representacdo estd completa quando todos os elementos do conjunto

{1,2,...,n} estdo presentes na representagao.

Por exemplo, se f é uma fungdo cujo dominio de defini¢do D(f) e cujo conjunto de
valores R(f) sdo iguais ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} definida por f(1) =3, f(2) =8,
f3)=5,f4)=17,f5) =1, f(6)=2, f(7) =4, f(8) =9 e f(9) =6, entdo f é definida pela
sequéncia de nove termos

(385712496)

e a representacdo candnica de f em ciclos disjuntos €

(135) (2896) (47)

o que significa que f(1) =3, f(3) =35, f(5)=1; f(2) =8, f(8) =9, f(9) =6, f(6)=2e
f(7) =4, f(4) ="7. E reciprocamente a representa¢do candnica em ciclos disjuntos

(134) (2) (59) (68) (7)
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define uma fung@o g, cujo dominio de defini¢do D(g) e cujo conjunto de valores R(g) sdo iguais

ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} definida pela sequéncia de nove temos

(324198765).

O ndmero de Stirling de primeira espécie S(n,k) paran=0,1,2,... k=0,1,2,...,n
¢ definido como o nimero de fungdes f cujo dominio de defini¢do D(f) e cujo conjunto de
valores R(f) s@o iguais ao conjunto {1,2,...,n}, cuja representagdo candnica em ciclos disjun-
tos apresenta k ciclos se n =1,2,3,... e k =1,2,...,n; € definido igual a O se n = 1,2,3,... e
k=0,n+1,n+2,...eédefinidoiguala l sen =k =0.

O numero de Stirling de primeira espécie S(1,1) = 1 porque 1 é a tnica sequéncia de
um termo para uma fun¢do f com dominio de definicdo D(f) e conjunto de valores R(f) iguais

ao conjunto unitdrio {1} e (1) é a sua representac@o candnica em ciclos disjuntos.

Os nimeros de Stirling S(2,1) = 5(2,2) = 1 porque (1 2) e (2 1) sdo as duas sequéncias
de dois termos e (1) (2) e (1 2) sdo respectivamente as representacdes canonicas das duas funcgoes

com dominio de defini¢do e conjunto de valores iguais ao conjunto {1,2}.

Os nimeros de Stirling de primeira espécie S(3,1) =2, §(3,2) =3 e 5(3,3) = 1 porque

as seis sequéncias de trés termos

123 1—1, 22, 33
132 I1—-1, 3—2, 23
213 1—2, 21, 3—3
231 1—+2,2—=3 31
312 1—3, 21, 3—2
321 1—3, 2—=2, 3—1

correspondem respectivamente a fungdes cujas representacdes candnicas em ciclos disjuntos sdo

(1)(2)(3), (1)(23), (12)(3), (123), (132), (13)(2).
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6.1 A recorréncia para os numeros de Stirling de primeira

espécie

Sen=0,1,2,3,... e se k=0,1,2,....,nentdo

S(n+1,k+1)=S(nk)+n.S(nk+1)

Demonstragcdo. Sejan=1,2,3,...ek=1,2,..,n

O nimero de Stirling de primeira espécie S(n+ 1,k+ 1) é o nimero de todas as fun¢des com
dominio de defini¢do e conjunto de valores iguais ao conjunto {1,2,...,n,n+ 1} com (k+ 1)
ciclos na representagdo candnica em ciclos disjuntos: o nimero de tais fungdes em que (n+1) é
um ciclo unitdrio na representagdo candnica em ciclos disjuntos € o nimero S(n,k) de todas as
fun¢des com dominio de defini¢do e conjunto de valores iguais ao conjunto {1,2,...,n} com k
ciclos na representa¢do candnica em ciclos disjuntos e o nimero de tais fungdes em que (n+ 1)
nao é um ciclo unitdrio na representagdo candnica em ciclos disjuntos é nS(n,k + 1) porque
toda fungdo com dominio de defini¢do e conjunto de valores iguais ao conjunto {1,2,...,n} com
(k+ 1) ciclos na representacdo candnica em ciclos disjuntos origina n fungdes com dominio
de defini¢@o e conjunto de valores iguais ao conjunto {1,2,...,n,n+ 1} com (k+ 1) ciclos na
representacdo candnica em ciclos disjuntos: a primeira funcao é determinada pela insercao do
valor (n+ 1) imediatamente apds o nimero 1 do primeiro ciclo, a segunda fungdo é determinada
pela inser¢do do valor (n+ 1) imediatamente apds o segundo niimero do primeiro ciclo se houver
dois nimeros no primeiro ciclo ou imediatamente apds o primeiro termo do ciclo seguinte e assim
sucessivamente a n-ésima fung@o é determinada pela inser¢@o do valor (n+ 1) imediatamente

apos o ultimo termo do dltimo ciclo. [

6.2 Triangulo aritmético dos nameros de Stirling de pri-

meira espécie

O tridngulo aritmético dos nimeros de Stirling de primeira espécie € construido a partir

da recorréncia valida paran =0,1,2,...e k=0,1,2,....n
Sn+1,k+1)=S8(n,k)+nSnk+1)

e dos valores iniciais, paran = 1,2,3, ...

S0,00=1, S(n,0)=0, S(0,n)=0.
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O complemento nominal de primeira espécie ao nimero de Stirling provem do fato de
que na segunda parcela do segundo membro da relacdo de recorréncia aparece o fator n da linha
da tabela.

Figura 28 — Triangulo aritmético dos nimeros de Stirling de primeira espécie

0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

N
(e)
(@)
IS
>
—

5 0 24 50 (35 10 1
6 0 120 274 225 (3515

7 0 720 1764 1624

735

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.3 Os nameros de Stirling de segunda espécie

Os nimeros de Stirling de segunda espécie s(n, k), paran=0,1,2,...e parak=0,1,2,....,né
definido como o nimero de parti¢des do conjunto {1,2,...,n} constituida por k subconjuntos ndo
vazios do conjunto {1,2,...,n} dois a dois distintos entre si cuja unidio € o conjunto {1,2,...,n}
sen=1,2,3,...e k=1,2,3,....n. E definido como zerose n = 1,2,3,...e k=0,n+1,n+2, ...

e € definido comoum se n =k = 0.

O ndmero de Stirling de segunda espécie s(1,1) = 1 porque hd uma dnica particdo do
conjunto unitédrio {1}.

Os ndmeros de Stirling de segunda espécie s(2,1) = s(2,2) = 1 porque as duas tnicas
parti¢des do conjunto {1,2} sdo {1,2} e {1} U{2}.

Os niimeros de Stirling de segunda espécie s(3,1) = 1, s(3,2) =3 e s(3,3) = 1 porque
as particdes do conjunto{1,2,3} sdo {1,2,3}, {1} U{2,3}, {2} U{1,3}, {3} u{1,2} e {1} U
{2yu{3}.
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6.4 Propriedades

Sen=2,3,4,...
a) s(n,n) =1porque {1,2,....n} ={1}U{2}U...U{n}.
b) s(n,1)=1porque {1,2,...,n} ={1,2,..,n}.

¢) s(n,2) =2""1—1porque se XUY = {1,2,....n} e XNY =T esen €Y entdo x é

um dos (2"~! — 1) subconjuntos nio vazios do conjunto {1,2,....n —1}.

6.5 A recorréncia para os numeros de Stirling de segunda

espécie

Sen=0,1,2,3,... e se k=0,1,2,....nentdo

s(n+1,k+1)=s(nk)+ (k+1).s(n,k+1)

Demonstragdo. Sejan=1,2,...ek=1,2,...,n.

O ndmero de Stirling de segunda espécie s(n+ 1,k+ 1) é o nimero de todas as parti¢des do
conjunto {1,2,...,n+ 1} constituidas por (k+ 1) subconjuntos nao vazios e dois a dois distintos
entre si cuja unido € o conjunto {1,2,....,n+ 1}: o nimero de tais particdes em que o conjunto
unitdrio {n+ 1} é um dos subconjuntos presentes na parti¢do é o nimero s(n,k) de todas parti-
¢des do conjunto {1,2,...,n} constituida por k subconjuntos ndo vazios distintos dois a dois e o
nimero de tais particdes em que o conjunto unitario {n+ 1} estd ausente na parti¢do é o nimero
s(n,k+ 1) de todas as parti¢des do conjunto {1,2,...,n} constituida por (k+ 1) subconjuntos ndo
vazios distintos dois a dois porque a partir de uma particao do conjunto {1,2,...,n} com (k+1)
subconjuntos sdo originados (k+ 1) parti¢des diferentes do conjunto {1,2,...,n+ 1}: a primeira
parti¢do originada é obtida com a inser¢do do elemento (n+ 1) no primeiro subconjunto da
particdo, a segunda parti¢do originada é obtida com a inser¢do do elemento (n+ 1) no segundo
subconjunto da particdo e assim sucessivamente, a Gltima particao € originada com a inser¢do do

elemento (n+ 1) no dltimo subconjunto da parti¢ao.
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6.6 O triangulo aritmético dos nimeros de Stirling de
segunda espécie

O triangulo aritmético dos nimeros de Stirling de segunda espécie é construido a partir

da relacdo de recorréncia
s(n+ L k+1)=s(nk)+ (k+1).s(n,k+1)
e dos valores iniciais s(n,1) = 1, paran =0,1,2,... e s(n,0) =0 paran=1,2,3,...¢ 5(0,0) = 1

paran=0,1,2,3,...

O complemento nominal de segunda espécie do numero de Stirling provém do fato que
na relacdo de recorréncia, a segunda parcela do segundo membro tem como fator multiplicativo
(k+1) que é a segunda coordenada de s(n+ 1,k+1).

Figura 29 — Triangulo aritmético dos niimeros de Stirling de segunda espécie

n s(n,0) s(n,1) s(n,2) s(n,3) s(n,4) snS) s(n6) s(n7)
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

40 NG ==""C) B

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 1

7 0 | 67 301 21 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observando que se x € R,
x(x+1) =x4+x> = 8(s, 1)x+5(2,2)x

x(x+1)+ (x4+2) =22 +3x+x> = 5(3,1)x +5(3,2)x> +5(3,3)x°

x(x+1)(x+2)(x+3) =6x+ 11x% 4613 +x* = S(4, 1)X+S(4,2)X2 —|—S(4,3)x3 +S(4,4)x4

a questdo natural € saber se a igualdade

x(x+1)..(x+n—1)=8(n,1)x+8(n,2)x* + ...+ S(n,n)x"

évélidaparane N={1,2,...} exeR.

De fato, assumindo que parax e Ren € N={1,2,3,...}
x(x+1)..(x+n—1)=8(n,1)x+8(n,2)x* + ...+ S(n,n)x"
entao,

x(x+1)..(x+n—1D(x+n) =[S, Dx+S(1n,2)x> + ...+ S(n,n)x"] (x+n)
= nS(n, 1)x+[S(n, 1) +S(n,2)]x> + [S(n,2) + S(n,3)x°] + ...
+[S(n,n—2)+nS(n,n— D"+ [S(n,n— 1) +nS(n,n)|x
+S(n,n)x" !
=S(n+1,D)x+S(n+1,2)x* +S(n+1,3)x> + ...

+S(n+1,n+1)x"!

pela relacdo de recorréncia para nimeros de Stirlinhg de primeira espécie.
Definindo paran e N={1,2,3,..} exe€ R

K =x(x+1)(x+2)...(x+n—1)
pelo principio de indu¢do matemadtica estd demonstrado que a igualdade

X =8(n,1)x+8(n,2)x* + ...+ S(n,n)x"

é vilidaparan e N={1,2,3,...} ex € R.
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Definindo paran e N={1,2,3,...} exe R
H=x(x—1)(x—=2)...(x—n+1)

a relacdio entre x" e X é

M=x(x+1)...(x+n—1)

=(=1)"[S(n,1)(—x) +S(n,2)(—x)2 +...4+8(n,n)(—x)"]
= (=)™ S (n, D)x+ (=1)""28(n,2)x* + ... + (=1)""S(n,n)x"

= (=1)"18(n, D)x+ (=1)"28(n,2)x* + ...+ (—1)""S(n,n)x".

Observando que

X2 =x2 4l =5(2,2)% +5(2, )b
=432 4 xl = 5(3,3)82 +5(3,2)x2 +5(3, 1)L

xr=xt e 7R al =54, 4)xt 4 5(4,3)x3 +5(4,2)x% 4 5(4,1)xt

é vdlido perguntar se paran € N=1{1,2,3,...} ex e R.

X = s(n, Dl +s(n,2)x2 + ...+ s(n,n)x"
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De fato, assumindo que
X' =s(n, Dt +5(n,2)x2 + ...+ s(n,n)x"
X = x[s(n, x4+ s(n,2)x2 + ...+ s(n,n)x"
e utilizando que parak =1,2,....neparax € R
L — x(x—1)..(x—k+ 1D (x—k) =xk(x—k)
ou
ok = XKL 4 gk
vem
X = s(n, 1) [x2 4 x4 5(n,2) [¥2 4 2063 4 s(n, 3) 6t + 323 + ...
+s(n,n— 1[4 (n— D=1 + s(n,n) 2 + nx?]
= s(n, 1)xt+ [s(n, 1) + 25(n,2)]x% + [s(n,2) 4+ 3s(n,3)]x> + ..
+[s(n,n— 1)+ s(n,n)]x%+ s(n,n)x"L
=s(n+1,Dxt+5(n+1,2)x2+ ...+ s(n+1,n+ 1)L
Pelo principio da inducdo matemadtica a igualdade
X = s(n, )xt+s(n,2)x2 4 ...+ s(n,n)x"
é validaparan € N={1,2,3,...} e x € R, e além disso, sabendo que parak=1,2,....nex € R

entao,

(—x)" = s(n, 1)(—x)l—i—s(n,2)(—x);+ e+ s(n,n)(—x)*

= (=) = (—=D's(n, Daxt 4+ (= 1)2s(n,2)x2 + ...+ (—1)"s(n,n)x"

=x" = (=1)" Ls(n, Dxl + (= 1)"2s(n,2)x% + ... + (—1)" "s(n,n)x™
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E ficil recordar as férmulas anteriores lembrando que
K> x> A

sempre que n € N={1,2,3,...} ex€ Rex >n > 1 e que os nimeros de Stirling de primeira e
segunda espécie sdo nimeros naturais: os sinais de subtracio sdo utilizados nas expressoes de x”"

em termos das poténcias maiores x e nas expressdes de x’* em termos de x”.

Portanto, paran € N={1,2,3,...} ex€ R

K= f(-gn-ks(n,k)x?

1 se j=n

n k nk
;; nk)S(k])xf {0 sej;én'

A figura seguinte foi construida através da relacao de recorréncia para os nimeros de

Stirling de segunda espécie a qual foi estendida para valores negativos, arbitrando que

5(0,—1) =5(0,—2) = 5(0,—3) = ... =0

e que
s(=1,—1)=s(-2,-2)=s(-3,-3)=...= 1.

O que se constata € que

s(—1,-2) =1=S8(2,1) s(—2,-3) =3=25(3,2)
s(—1,-3) =2=25(3,2) s(=2,—4) =11 =S5(4,2)
s(—1,—4) =6 = S(4,1) s(=2,-5) =50 = §(5,2)

s(—1,-5) =24 =5(5,1)

e provada a férmula

S(n,k) =s(—k,—n) para n,k€Z={...—2,—-1,0,1,2,...}.
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Figura 30 — Triangulo aritmético estendido dos nimeros de Stirling de segunda espécie

n  s(n,—5)s(n,—4) s(n,—3) s(n,—2) s(n,—1) s(n,0) s(n,1) s(n,2) s(n,3)

-5 1

-4 10 1

-3 35 6 1

-2 50 11 3 1

-1 24 6 2 1 1

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 0 0 0 1 3 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

O tridngulo aritmético dos ndmeros de Stirling de primeira espécie emerge do tridngulo

aritmético dos numeros de Stirling de segunda espécie e vice-versa.
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CAPITULO

NUMEROS DE BERNOQULLI

7.1 A soma das poténcias dos primeiros nimeros naturais

O objetivo € o célculo da soma dos primeiros nimeros naturais, da soma dos quadra-

dos dos primeiros naturais, da soma dos cubos dos primeiros nimeros naturais e assim por diante.

Célculo de So(n) = 194+2°4-30+ ... 400 =n, para n=1,273,....

Célculode S1(n) =1+2+3+...+n, para n=1,273,....

Cilculo de Sy(n) = 12 +22 432 +... +n? para n=1,23,...

Cilculo de S3(n) = 13 +234+3% + ... +n? para n=1,273,....

i) Célculode S1(n) =1+2+3+...+n, para n=1,23,...
a) Método de Gauss

2S1(n)=(14+n)+24+n—-1)+...+(n+1)

=n(n+1)

Si(n) = %n(n—{— 1).
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b) Método das colunas dos nimeros binomiais

c¢) Método da perturbagdo

422+ +nP+(n+1)" = Y (14+k)?

i 1+2k+ k%)

(n+1)? Z 1+2Zk
(n+1)2=(n+1)+25,(n)

$1(n) = (1412~ (n 1)

l(n—l— 1)n.

s1(n) = 3
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d) Método algébrico

SexeR, - (x—1)P2=2—1

entao

a soma das linhas implica que

n?=28(n)—n

Si(n) = %n(n—k 1).

Conclusdo, a partir da identidade

¥—(x—1)?=2x—1 para

vem que

n? =28 (n) —So(n) para

ii) Célculo de Sy(n) = 12 +22+3°4...+n*>  para n=1,2,3,...

n=1,2,3,..
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a) Método da perturbacdo

n
P42+ 4+ =n+1)7° =Y (1+3)°
k=0

n
=Y (143k+3K°+k)
k=0

n n n
(n+1°=Y 1+ 3Y k+ 3) K

k=0 k=0 k=0

= (n+ 1) + 35 (l’l) +3S2(n)

3s5(n) = (n+1)> = (n+1)—38(n)

(n+1)? (m+1) 1
_1 1)(2n+1
_EMn+)(n+).

b) Método algébrico

SexeR, X —(x—1)3=3x>-3x+1
entao

x=1) 1’=0'=3.12-3.1+1
(x=2) 23-13=322-32+1
(x=3) 33-23=332-33+1

(x=n) n—(n—17>=3n*-3n+1

somando membro a membro,
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n® =38,(n) — 381 (n) + So(n)

_n(n+1)(2n+1)
a 6

Conclusao, a partir da identidade
X —(x—1)3 =32 -3x+1 para x€R

vem que
n3 =38,(n) — 381 (n) + So(n) para n=1,23 ...

iii) Calculo de S3(n) = 13 +2°+33+ .. +n®  para n=1,2,3,...

a) Método da perturbagdo

n
42t ot (1) = Y (14K
k=0

1+ 4k + 6k> + 4k + k*

n

k=0
(n+1)4:i1 +4ik +6ik2 +4ik3
k=0 k=0 k=0 k=0

(n+1)* = (n+1)+4S(n) + 682(n) +453(n)

Ss(n)%1 (n+1)4—(n+1)_4”<”2“>_6”<"+1>6<2n+1>
B n*(n+1)?
=—

b) Método algébrico
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Sex e R, (=D =43 —6x? F4x— 1

entao

(x=1) 1*=0*=417-6.12+41-1
(x=2) 2*—19=42"-6224+42-1

(x=3) 3*—-24=43"_6324+43-1

(x=n) nt—(n—1D)*=4n’ —6n* +4n—1
a soma das linhas implica em
n* = 483(n) — 65,(n) + 481 (n) — So(n) para n=1,2,3 ...

Conclusdo: A partir da identidade

A= =4 — 6 +4x—1 para x€R

vem que,

n* = 483(n) — 65,(n) + 481 (n) — So(n) para n=1,23, ..

Generalizando,

comox* — (x—1)° =5x* — 106 +10x> = 5x+1  para x€R

vem que

n> = 584(n) — 1083(n) + 1085 (n) — 58 (n) + So(n) para n=1,23 ..

€ assim sucessivamente.
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Em resumo, se n =1,2,3, ...

n 1 0 0 00 So(n)
n? -1 2 00 Si(n)
| = 1 -3 3 00 S>(n)
n* -1 4 -6 40 S3(n)
n 1 -5 10 —-10 5 S4(n)

Com a observacao de que as linhas da matriz sdo constituidas pelos nimeros binomiais
do tridngulo de Pascal com sinais alternados mais € menos.

Por exemplo,

n® = —18y(n) + 681 (n) — 1585 (n) 4+ 2083 (n) — 1584(n) + 6S5(n) para n=1,2,3 ...

Esen=1,2,3...
So(n) 1 0 0 007 ' [n
Sy(n) -1 2 00 n?
So(n) |=] 1 -3 3 00 n’
S3(n) -1 4 -6 40 n*
sa(n) | 1 =5 10 —10 5 | n
So(n) 10000 n
Si(n) I ooo n’
Sa(n) | = % % % 0 0 n’
S3(n) 0310 n
s4(n) —% 0 % % % n

Em consequéncia, a soma dos primeiros nimeros pares, paran = 1,2,3, ...

Ei(n)=24+446+..+2n
=2(1+2+3+...+n)
=n(n+1)

e a soma dos primeiros ndmeros impares, paran = 1,2,3, ...
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O1(n)=14+3+5+...+(2n—1)
=(142+...4(2n—1)+2n)—E(n)
= S1(2n) —E(n)
= %2n(2n+1)—n(n+l)

= I’l2.

A soma dos quadrados do primeiros niimeros pares, paran = 1,2,3, ...

Es(n) =22 442+ ...+ (2n)?
=412 422+ ...+ 0
=48,(n)

2
= gn(n—I— 1)(2n+1)

e a soma dos quadrados dos primeiros nimeros impares, paran = 1,2,3, ...

Ox(n) =17 4+3>+ ...+ (2n—1)?
= 12422432+ . +(2n—1)2+(2n)* —Ex(n)
= 52(21’1) —Ez(n)

1 2

= 82n(2n+ 1)(4n+1) — gn(n+ (2n+1)
1

= gn(2n+ )[dn+1—2n—2]

:%n(Zn—i—l)(Zn—l).

A soma dos cubos dos primeiros nimeros pares, paran = 1,2,3, ...

Es(n) =2 +43+ ... +(2n)°
=813 +23 + ... 40
=8S3(n)
= §nz(n+ 1)?

4
=2n*(n+1)?



7.1. A soma das poténcias dos primeiros niimeros naturais 135

e a soma dos cubos dos primeiros nimeros impares, paran = 1,2,3, ...

O;=1+3+..+02n-1)°
=142+ +@2n—1)P+2n) - E3(n)
= S3 (Zn) —E3 (I’l)

= %(2n)2(2n+ 1)2—2n%(n+1)?

= n*[dn* +4n+1—2n* —4n—2]
=n*(2n*—1).

Generalizando para k =1,2,3,...eparan=1,2.3, ...

Ep =25+4F 4 (2n)
= 2kSk(I’l).

Op = 1543 4+ (2n—1)F
= Si(2n) — O (n).

O triangulo seguinte facilita a memorizacao das férmulas de Sy(n), S;(n), S2(n), ... ex-

pressas em poténcias decrescentes de n.

1 1),
1 o |0
1 2\, 2\,
2 o) % \ 1)
3\ 3\ B
3 0011 2
1 4\, 4\, 4\, 4\,
4 00 12233
Jo (3

jos)
o
W
5
VR
W
>
(3]
VR
w W
~
oy
(98]
VR
A WD
N~ —
es]
i

| =
S W
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7.2 Os numeros de Bernoulli

Os nimeros de Bernoulli By, Bj, Bj,...,paran=1,2,3,... sao:

1
S()(I’L):(O )Bon:n:>B0:1

2 12

:n(n+ ) :>B3:0

4
| 5
S4(n):§[< )Bons—l—( >Bln4+<2>an3+< >B3n2—|—( >B4n

Lo 1, 1, 1 |

S — P —pn=By= ——
R R LT e T

As férmulas seguintes

So(n) =19420+ .. 4+n0=n

nin+1 1 1
Si(n)=142+...4n= (2 >:§n2+§n
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+1)(2n+1) n* n* n
Sa(n) = 124224 2 = _r,r.n
2(n) +2°+...+n 2 st 7 te
2 2 4 3 2
+1)* n* n n
Ss(n) = B4 4 app o EOED)T o
3(n) +2°+...+n ) 1 + > + 1
5 4 3
n nt n n
Ry T
s =5+5+53 73
6 5 4 2
n® n’ Sn n
Sty =2+ 2420 -2
6 2 12 12
7 6 5 3
n° n n n
Se(n) = — 4+ — 4 — = 7
M=Z 3t % T
S()_n8+n7+7n6 7114_’_n2
A T A T I YR )
9 8 7 5 3
n n 2n n 2n n
Ssm)=—+—+——-——"—">+——=—
9 2 3 15 9 30
So(n) n'o n9+3n8 e n* 3n?
n P — JR— S — e —
? 1024 10 2 20
ntt  plo n 3 5n
S N A Mt 5 i
to(n) =y + 5t g T e
mostram que:
1
Parak=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, o coeficiente de nft! ¢ P
. [
Parak=12,3,4,5,6,7,8,9,10, o coeficiente de n“ ¢é 7
. -1 4 K
Parak =2,3,4,5,6,7,8,9,10, o coeficiente de de n é T
Para k = 3,4,5,6,7,8,9, 10, o coeficiente de n*~2 & 0.
Para k =4,5,6,7,8,9,10, o coeficiente de n*~* é 0.
k(k—1)(k—2)

Para k =5,6,7,8,9, 10, o coeficiente de n* =3 é —

5 k(k—1)(k—2)

Pela observagio de que o coeficiente de nk=3 &

para k =5,6,7,8,9,10,
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Bernoulli propds a conjectura de o coeficiente de ¥~/ parak = j+2,j+3,..., ¢ um nimero
multiplicado por k(k —1)(k—2)...(k — j+ 1) e a férmula empirica de Bernoulli é que para
k=0,1,2,3,...en=12,3, ...

k+1 k+1 k+1
Bo< —(')— >nk+1—|—B|< —: )nk+...+Bk< —il; )n]

em que By, B1, B>, ... € a sequéncia dos nimeros de Bernoulli.

Sk(n) = —

Ou
k+1
:—Z ( + ) nkH1=i para n=1,23, ...
Os primeiros nimeros de Bernoulli sdo representados na tabela

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12
I | | I 5 691

B 1 —= | = 0 —— 0 — 10 —— 0 — |0 -

" 216 30 42 30 66 2730

691
2730

e o valor de Bjp = — indica a inexisténcia de uma férmula simples para os nimeros de

Bernoulli.

Os niimeros de Bernoulli satisfazem a relacao
ko k41
Z( )szo para k=1,23,... e By=1.

Por exemplo
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentou-se o conceito de nimeros binomiais em termos de sequéncias
bindrias, proporcionando ao docente do ensino médio uma nova abordagem no estudo dos nime-
ros binomiais. Além disso priorizou-se o argumento combinatdrio na maioria das demonstragdes

das propriedades do nimero binomial.

Este trabalho atingiu seu objetivo de apresentar as propriedades e curiosidades do
triangulo de Pascal, mais conhecido no ensino médio e também de outros tridngulos aritméticos

como o triangulo harmonico, o tridngulo aritmético dos nimeros de Euler e o tridngulo artimético
dos nimeros de Stirling.
O estudo dos numeros de Euler, dos numeros de Stirling, dos niimeros de Bernoulli sendo

um assunto mais avancado em relag¢do ao nivel de conhecimento dos alunos do ensino médio,

podem ser trabalhados como pesquisa ou iniciagdo cientifica com os alunos mais curiosos.
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