&

Universidade Federal do ABC

ALLYSSON RIBEIRO

Jogos Combinatorios, Nim e Hex

“O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES)”

Santo André, 2022






&

Universidade Federal do ABC

Universidade Federal do ABC

Centro de Matematica, Computacao e Cognicao
Allysson Ribeiro

Jogos Combinatérios, Nim e Hex

Orientador: Prof. Dr. Rodrigo Roque Dias

Dissertagdo de mestrado apresentada ao Centro de
Matematica, Computagado e Cognicdo para

obtencdo do titulo de Mestre em Matematica

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DISSERTA(;AO
DEFENDIDA PELO ALUNO ALLYSSON RIBEIRO,

E ORIENTADA PELO PROF. DR. RoDRIGO ROQUE Dias.

Santo André, 2022



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do ABC
Elaborada pelo Sistema de Geragdo de Ficha Catalografica da UFABC
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

ALLYSSON, RIBEIRO
“Jogos combinatérios, Nim e Hex” / RIBEIRO ALLY SSON. — 2022.

126 fls.
Orientador: DIAS RODRIGO ROQUE
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do ABC, Mestrado

Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT, Sao
Bernardo do Campo, 2022.

1. JOGOS COMBINATORIOS. 2. NIM. 3. HEX. 4. CNJM. 5.
CEJTA. |. RODRIGO ROQUE, DIAS. Il. Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional - PROFMAT, 2022. IIl. Titulo.




Este exemplar foi revisado e alterado em relacdo a versao original, de acordo com as
observacoes levantadas pela banca examinadora no dia da defesa, sob responsabilidade inica
do autor e com a anuéncia do orientador.






MINISTERIO DA EDUCACAO
Fundacao Universidade Federal do ABC

E’ rf Avenida dos Estados, 5001 — Bairro Santa Terezinha — Santo André — SP
z f CEP 09210-580 - Fone: (11) 4996-0017

Y Ot
Qs T TS
% o S Feoman S
'o!,"’ FEDERnIve B2

B RIS L

FOLHA DE ASSINATURAS

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertacdo
de Mestrado do candidato, ALT YSSON RTREIRO realizada em (8 de Julho de 2022:

Documento assinado digitalmente

Data: 13/07/2022 10:14:54-0300

g ub MARCUS ANTONIO MENDONCA MARROCOS
Verifique em https://verificador.iti.br

Prof.(a) MARCUS ANTONIO MENDONCA MARROCOS
UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS

Documento assinado digitalmente
ub SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI
g Data: 13/07/2022 10:19:13-0300
Verifique em https://verificador.iti.br

Prof.(a) SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Prof.(a) EDUARDO GUERON
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Prof.(a) LEANDRO FIORINI AURICHI
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Documento assinado digitalmente

ub RODRIGO ROQUE DIAS
g Data: 09/07/2022 18:04:42-0300
Verifique em https://verificador.iti.br

Prof.(a) RODRIGO ROQUE DIAS
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC - Presidente

* Por auséncia do membro titular, foi substituido pelo membro suplente descrito acima: nome completo, institui¢do e assinatura

&) Universidade Federal do ABC






O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codigo de Financiamento 001.






DEDICATORIA

Dedico esse trabalho

Aos meus queridos pais, Euclides Ribeiro (in memorian) e Regina Célia Ribeiro, por
todo amor e carinho que me deram.

Aos meus tios, Silvia (in memorian) e meu Tio Goes (in memorian), que tanto me

incentivaram.

iii






AGRADECIMENTOS

Agradeco

A minha querida noiva e companheira Cristiane Pivato, por todo amor e dedicagéo.
Sem vocé nada disso seria possivel.

Aos meus sogros, Eliana e Jair pela estrutura e apoio.

A minhas cobaias, Jodo Pedro e Arthur pela paciéncia.

Aos meus irmaos pela compreensao.

Aos meus tios, Cesar e Rosa pelo apoio.

Aos meus amigos Valter Pequeno e Kleber Pecegueiro, pela ajuda e carinho em um
momento tdo desgastante.

Aos meus colaboradores e mestres Eduardo, Leonardo e Odilon.

Um agradecimento especial a minha tia Sueli e meu sobrinho Giovanni, por sempre
acreditarem e lutar comigo, pelo meus sonhos.

Um mais que especial para o meu orientador, Rodrigo Dias, pela paciencia, esforgo e

luta.






Quero ser hoje, melhor do que fui ontem, e amanha, melhor do que sou hoje.

— Renan Fehrer

vii






RESUMO

Esse trabalho foi concebido com o objetivo de dar dois passos acerca do tema de
jogos combinatérios. O primeiro passo seria um aprofundamento do tema utilizando
dois jogos como base: o Hex e o Nim. Como se jogam, particularidades, curiosidade,
variagOes, classificacdo, estratégias vencedoras, estrutura, os conceitos e habilidades
matemadticas envolvidas. O segundo passo é mostrar tipos de jogos matematicos que

entram nesta classificacdo, porque se tornam interessantes em um exemplo de aplicacdo

de sucesso ja existente, que é o Campeonato Nacional de Jogo Matematicos de Portugal.

Palavras-chave:
Hex, Nim, Jogos Combinatoérios, Estratégias, CNJM.
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ABSTRACT

This work was conceived with the objective of taking simultaneous steps on the subject
of combinatorial games. The first step would be to deepen our know age in to the
theme by using two games as a basis, Hex and Nim. How they are played, partic-
ularities, curiosities, variations, classification, winning strategies, structure, concepts
and mathematical skills involved. The second step is to show of mathematical games
that fall into this classification, because they become interesting as an example of a
successful application that already exists, which is the National Mathematical Game

Championship in Portugal.

Keywords: Hex, Nim, CNJM, Combinatorial Games, Strategies.
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INTRODUCAO

E de conhecimento de todos os educadores envolvidos com a 4rea que os jogos Matemé4-
ticos sdo uma ferramenta fantéstica para o desenvolvimento dos alunos, tema frequente
em vdrias teses. Mas s6 o fato de conhecer um jogo e aplicé-lo sera certeza de sucesso?
Que seja algo significativo? De que traga alguma evolucdo perseptiva? Os trabalhos que
tive oportunidade de acompanhar, trabalhos que colegas de disciplina me relataram,
ou ainda em escolas que trabalhei! Que gastaram fortunas com materiais e jogos que
apenas coletam p6 e ocupam espago. A perspectiva de sucesso é estritamente ocasional,
momentaneo, e em grande parte ndo permanente, mas a pergunta fica, como podemos
mudar esta situacdo? Como podemos buscar resultados mais robustos, que seriam
extremamente importantes para o ensino de Matemadtica, e de maneira permanente e
crescente. Criemos uma situagdo hipotética onde uma escola organiza um campeonato

de “Jogo da Velha”, e tentemos responder algumas perguntas:

Foi relevante para todos os alunos?

Trouxe algum conhecimento matemético?

E algo que pode ser repetido?

Vai despertar algum interesse?

Acredito que quase em totalidade as respostas serdo negativas para a empreitada. Mas
sabemos do poder dos “jogos” e do seu apelo, para o aluno é mais interessante vencer de
um adversdrio, e que ainda trabalhado de forma correta é possivel ter diversos ganhos
que queremos enfatizar e a necessidade de se aprofundar no tema. E se aprofundar
significa conhecer melhor e mais jogos, definir aqueles que sdo mais atrativos, que
desenvolvam mais habilidades, que tragam mais conhecimentos, os que possam trazer
possibilidades de novas préticas, que despertem o interesse pela disciplina. Para casar
com a proposta, escolhi dois jogos para esmiugar. O jogo do Hex que é idolatrado e

fez despertar fascinio em varios matematicos famosos, com muito contetido implicito,
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forma simples de jogar e de dificil dominio de estratégia vitoriosa. E por outro lado
o jogo do Nim que é extremamente atraente, com diversas varia¢des, mas de dominio
palpével e de facil compreensédo. E por fim mostrarei uma iniciativa de extremo sucesso,

o “Campeonato Nacional de Jogos Matematicos(CNJM) de Portugal”.



JOGOS COMBINATORIOS

2.1 HISTORIA DOS JOGOS COMBINATORIOS

Em 1902, a andlise do jogo Nim pelo matemaético americano Charles Leonard Bouton
[3] foi o ponto de partida para o nascimento de uma drea da Matematica, a teoria de
jogos combinatdrios imparciais, que foi seguida por outros matematicos. Ernst Zermelo
publicou o primeiro teorema matematico da teoria dos jogos [23], e este teorema
afirmava que no o jogo de xadrez era um jogo determinado, isto é um dos jogadores
tem uma estratégia vencedora ou o jogo se encaminha para um empate. Emile Borel
[17] foi outro matemético que se interessou por jogos combinatdrios e publicou quatro
artigos sobre o mesmo, ele achava que a guerra e a economia podiam ser estudadas de

maneiras similares.

2.2 TEORIA DOS JOGOS

A teoria dos jogos é uma teoria matematica utilizada para modelar situagdes que se
manifestam quando duas ou mais pessoas, na iminéncia de uma decisao interagem entre
si. Ao utilizar esses modelos, podemos formular uma linguagem comum a diferentes
tipos de jogos, haja visto que muitos deles representam situagdes do cotidiano, o
que facilita o estudo e andlise dos resultados dessas interagdes. Estes estudos estdo
intimamente ligados a Matematica, e o alvo das dreas onde se aplica a teoria dos jogos
é tdo extenso quanto diversificado. Fizemos uma breve citacdo desta teoria para que

possamos deixar clara a diferenca entre os temas.
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2.3 O QUE SAO JOGOS COMBINATORIOS?

Definicdo 2.1 (Jogos Combinatérios). Um jogo combinatério é um jogo que satisfaz as

seguintes condigdes:

e [ jogado por dois jogadores, aqui denominados por]y eJa;
» Existe um conjunto, geralmente finito, de posicdes do jogo;

* Para cada jogador e para cada posigio, estdo definidos que movimentos sio permitidos para

outras posigoes;
* Os jogadores fazem jogadas alternadamente, sendo J1 o jogador que inicia a partida;

* O jogo termina quando a posigdo atual é uma posicdo em que nio existem mais movimentos

possiveis. Sendo esta posi¢ido chamada posigio terminal;

* O jogo sempre termina em uma quantidade finita de movimentos.

2.4 POSICOES DE UM JOGO COMBINATORIO

O conceito de posicdo descreve o estado do jogo, o conceito de jogada ou lance, seria o

movimento de transi¢do entre as posicdes.
Classificagdo de uma posicao
Cada posigio de um jogo combinatério pode ser classificada como, inicial, terminal,

vencedora ou perdedora, de acordo com as seguintes definic¢oes:

Definicdo 2.2 (Posic¢do inicial-P;). A posicdo inicial seria a posi¢do onde ainda ndo ocorreu

nenhum lance.

Definicao 2.3 (Posi¢do terminal-P;). Uma posicdo terminal é onde termina a partida, ndo

existindo um proximo lance, nestes tipos de posicoes é onde se declara o vencedor.



2.5 ARVORES

Definicao 2.4 (Posicdo vencedora-w). Uma posi¢do vencedora é aquela que possui ao menos
um movimento que leva a uma posigdo perdedora para o seu adversdrio ou a uma posigdo terminal

que determine sua vitdria.

Definicgao 2.5 (Posi¢do perdedora-l). Uma posigdo perdedora é aquela que todos os lances
levam a uma posigdo vencedora do adversdrio ou a uma posigdo terminal que decreta a vitéria do

seu adversdrio.

2.5 ARVORES

Definigao 2.6 (Arvore de possibilidades). Em um jogo combinatério, dizemos que arvore
de possiblidades é a representagio de uma partida, onde os nds sio as possiveis posigoes e as

arestas os possiveis lances.

P1
>, P3 P2 P2 -
e P3 P2 DG
P5 2)  (=K) P3
Pt
& @ ® D & Pt
P4 P4
P6 P5
- DO @ P5
Pt
Pt Pt
Pt i Pt . Pt

Figura 1: Arvore de possibilidades

Exemplo 2.7 (Arvore de possibilidades).



6

JOGOS COMBINATORIOS

2.6 DISTRIBUICAO NA ARVORE

Associando um jogo combinatério a uma drvore de possibilidades:

O jogo comega de uma posigdo inicial que chamamos de P;, o jogador que faz o
primeiro lance de Ji, e seu adversario de J», tendo que de cada posicdo, os jogadores
possuem uma certa quantidade de possibilidades para executar o seu lance, a partir do
momento que ele executa este lance, se cria uma nova posigdo, que chamaremos de P,
desta posigdo o segundo Jogador], faz o seu primeiro lance, e entrega uma outra nova
posicdo para Jj, para que possa realizar o seu segundo lance, e assim o jogo continua,
nesta ordem, {P;, P5, Ps,..., P;} onde o jogo acaba e é possivel decretar um vencedor.
Para efeito de organizacdo podemos verificar que, de uma posi¢do impar para uma
posicdo par, ocorre a jogada de [;, e de uma posicdo par para uma posigdo impar, ocorre
a jogada de J,. Esta associagdo é feita, com cada né da arvore representando uma
posicdo do jogo e cada ramo da arvore como uma parti¢do da partida, ou seja, uma
partida completa . Podemos ainda definir a profundidade de um jogo combinatério,
verificando a quantidade de lances dos seus ramos, ou seja, se a posi¢do terminal
coincide com Pj, este ramo possui profundidade 1, se a P; coincide com a P, este ramo
tem uma profundidade 2, e assim por diante, 0 ramo com a maior quantidade de
lances e quem define a profundidade da arvore. Para fins de melhor vizualizagdo, a
préxima ilustracdo tera os nds coloridos com verde as posigdes pares, e amarela as
posic¢des impares, o primeiro jogador J; com a cor azul, e o segundo jogador J, com
a cor vermelha, e a cor das arestas indica o jogador que realizou a jogada, e ainda as

posi¢des terminais circulamos com a cor do jogador que vence a partida.
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Figura 2: Arvore Completa

E agora, numeramos cada posicdo, para melhor identificar a profundidade dos ramos,

e por consequéncia a profundidade da partida.
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Figura 3: Arvore posicional

2.7 SOLUCOES DE UM JOGO COMBINATORIO

Definicdo 2.8 (Solugdes). Uma solugdo (S) de um jogo é uma prescrigio ou previsio sobre o
resultado de um jogo, neste trabalho definiremos que em um Jogo Combinatério, a solugdo (S) é

conjunto de lances que levam um dos jogadores a vencer o jogo.

2.8 O QUE E UMA ESTRATEGIA VENCEDORA?

Definigao 2.9 (Estratégia vencedora). Uma estratégia para determinado jogador é uma
fungdo que associa a cada posicio do jogo que esse jogador pode encontrar na partida, uma posigio
a qual ele pode chegar efetuando um lance. Uma estratégia é vencedora se, em toda partida na

qual o jogador faz seus lances de acordo com essa estratéqia, ele é o vencedor da partida.



2.0 TEOREMA DE ZERMELO

2.9 TEOREMA DE ZERMELO

Teorema 2.1 (Zermelo [23]). Também conhecido como o Teorema Fundamental dos Jogos
Finitos [10], em qualquer jogo finito, entre duas pessoas, em que os jogadores movem alternada-
mente e onde o acaso ndo afeta o processo de decisio, se o jogo ndo pode terminar em um empate,

entdo deve ocorre uma das sequintes possibilidades:
* |, tem estratégia vencedora;
* |, tem a estratégia vencedora.

Demonstragio. Faremos a demonstracdo por indugdo reversa, em uma arvore de possibili-
dades.

Py Py Pt
Py () @ (v (Py) (Py) (P (PY) (PY Py
PUPY Py Py P (P @ (P

(Po) (PY OIG

D

Figura 4: Partida Modelo

Iremos analisar a situagdo do jogo com todas as suas possibilidades de uma maneira
inversa ao que se realiza a partida, ou seja, partindo das posi¢des terminais, passando
pelas posicdes anteriores, indo pelos maiores ramos até chegar na posicdo inicial. Esta

andlise tomaremos como uma classificacdo das posi¢des que se dard da seguinte forma:
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1. Seja N a profundidade do jogo, classificamos as posi¢des de profundidade N,
como J1(Azul) ou Jo(Vermelho), J; se quem venceu a partida foi o primeiro jogador

ou como |, se quem venceu a partida foi o segundo jogador;

Py Py
Py () @ (P (Py) (PO (P (PY (P (Pt

GOIGD Py PU PO (PO @@ PV
Py (PY DG

P
D

Figura 5: 1° Classificacdo

2. Vamos classificar todas posi¢des N — 1, com W (posi¢do vencedora) ou L (posi¢do
perdedora), W se ao menos algum ramo desta posi¢do se conectou a uma P; que
determina sua vitéria, L se todos os ramos se conectam a uma P; que determina
a vitéria do seu adversario, lembrando que estamos classificando pela 6tica do
jogador que ira fazer o lance. Caso as posi¢cdes N — 1 sejam P;, as classificamos
como, J1(Azul) ou Jo(Vermelho), J; se quem venceu a partida foi o primeiro jogador
ou como J, se quem venceu a partida foi o segundo jogador, completando assim

todos os nés dos ramos de profundidade N — 1 ;
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Py Py Py
(Py (Pr) @ (P) (Py) (P (PY) (PY (P Py
GG - (P} 3 Prd (P @ Py

GG (P13 (PY

&

Figura 6: 2° Classificacdo

3. Para as posi¢des de profundidade N —2,N — 3,. .., sucessivamente, as classifica-

mos com 0s seguintes critérios:

e Posicoes terminais ainda ndo classificadas, as classificaremos como J;(Azul)
ou Jo(Vermelho), J; se quem venceu a partida foi o primeiro jogador ou J, se

quem venceu a partida foi o segundo jogador;

¢ Posi¢des que se conectem com posi¢des terminais, a classificaremos, como W
(posigdo vencedora) ou L (posi¢do perdedora): W se ao menos algum ramo
desta posicdo se conectou a uma posi¢do terminal que determina sua vitdria,
L se todos os ramos se conectam a uma posicdo terminal que determina a

vitéria do seu adversario;

¢ Posi¢des que ndo sdo se conectam a uma posi¢do terminal, e sim a posi¢des
que foram classificadas como W ou L; estas posigdes classificaremos como W
(posi¢do vencedora) ou L (posi¢do perdedora), W se ao menos um dos ramos
se conecta a uma posigdo L, L se todos os ramos se conectam a uma posicao
W;
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¢ Posi¢des em que exista a possibilidade de conexdo com uma posi¢do terminal
e com uma posicdo ja classificada, e as classificamos com W ou L: W se
houver a possibilidade de conexdo a uma P; que determine sua vitéria, ou
ao menos algum ramo se conecte a uma posi¢do L, L se nenhum dos ramos
se conecta a uma posi¢do L ou a uma posi¢do terminal que determine a sua

vitoria.

D P
GG IGHCHGHGNGHGY [ JC 1
GG D E5 e O . G
GG G

PV

Pt

Figura 7: 3° Classificacdo

4. O processo de classificagdo se mantém, até que se chegue a posicao inicial.
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$900-.00-.00¢
GG IGHCHGHGHNGHGY [ J& 1
GG ik da

w

GG G

P Py

G

Figura 8: 4° Classificacdo
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90009000 4Q
GG IGHCHGHGNGHGY [ I 1

GG D E5 e O . G2
(g PY GG

&

Pt

Figura 9: 5° Classificagdo
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) Py

\J

e
CRCEGREY ¥ Xt Y
St &
oy P Py

ot ©
Uy

Py

Figura 10: 6" Classificacdo

Chegando nesta posicdo Py, podemos determinar o jogador que possui a estratégia

vencedora:

* Se esta posicdo for W, quem possui a estratégia vencedora é J;, pois sempre
serd possivel ele se conectar a uma posi¢do L, e seu adversario, a partir desta

posicdo, sempre se conecta a uma posigao W.

* Se esta posicdo for L quem possui a estratégia vencedora € J,, pois todas as
suas jogadas se conectam a uma posi¢do W, e destas posi¢des seu adversario

consegue se conectar a uma posigao L.

15
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& 1 & L IGE
GG IGHCHGHGHNGHGY [ JC 1
GG k) da

GG DG

Py

Figura 11: Classificagdo Final

Demonstragio: Teorema de Zermelo-Indugdo Finita. Caso basico

Iremos fazer a indugdo na profundidade N da &rvore.

¢ Se a profundidade do jogo for zero, ele ndo sai da posicdo inicial e o jogo acabou,
ou J; ganhou, ou J; venceu. Assim sendo, o vencedor possui uma estratégia

vencedora trivial. Provada assim para N = 0.

* Sendo N a profundidade da drvore de possibilidades, portanto para N = 1, apds o
primeiro lance, estaremos em uma posigdo terminal. Partindo da posicdo inicial,
neste instante existe uma certa quantidade de escolhas, que podem ser realizadas
por quem realiza o primeiro lance (J;), porém elas sdo reduzidas para dois tipos

de situacgoes:

1. Ao menos uma conexdo leva a uma vitéria do primeiro jogador;

2. Nenhuma conexdo leva a uma vitéria do primeiro jogador.
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oW oW oW P L
S S S S

Ph—pPW P—PL P—PW B—P|

\PtW \P‘L \P‘ L \R L

Figura 12: Profundidade 01

Na tentativa de facilitar o entendimento do passo indutivo, mostraremos que vale

para N=1.

A primeira situagdo ocorrem quando o jogador que executou o primeiro lance
J1, tem a possibilidade de fazer uma conexdo com uma posi¢do terminal que
determine a sua vitoria, e é ele quem possui a estratégia vencedora. E a segunda
situagdo acontece, quando todas as conexdes determinam a vitéria do seu ad-
versdrio, e quem vai possuir a estratégia vencedora e o seu adversdrio J,. Estas

situacdes estdao abaixo:
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o
-~ -
Rt
= — -~
o
= —
PN
=

Figura 13: Profundidade o1 com Estratégia Vencedora

* Hipétese de Indugdo:

Suponhamos que para N > 1, com N € N, que o resultado seja verdade para

todas os jogos cuja arvore tem profundidade menor que N.
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Figura 14: Representacdo de uma partida

Em uma partida de um jogo combinatério, representada por uma arvore, temos
que a partir de uma posi¢do, independente de qual jogador seja a vez, ele possui
algumas possibilidades para realizar o seu lance, e estas possibilidades também estao
representadas na drvore, ocorrendo o que chamamos de conexdes entre as posicoes
de profundidades sucessivas, e em cada uma dessas conexdes representadas na drvore
podemos chamar de subjogos (galhos), e todas elas vdo ter uma profundidade menor
que N.

Consideraremos os subjogos iniciados a partir de cada posigdo P que pode ser obtida
ap0s o lance inicial; note que todos estes subjogos tém profundidade menor que N.

E por hipétese de indugdo, em cada subjogo, o jogador que inicia esse subjogo tem
uma estratégia vencedora, ou o outro jogador tem uma estratégia vencedora.

Se o jogador que inicia este subjogo possuir a estratégia vencedora, podemos classificar
esta posicdo como vencedora (W); porém, se o jogador que inicia este subjogo nado
possui a estratégia vencedora, classificamos esta posi¢do como perdedora (L).

E isto nos permite classificar a posic¢do inicial, como vencedor (W), se existir a conexado
com uma posigao perdedora (L); como perdedora (L), se todos os caminhos se conectam
com uma posi¢do vencedora (W).

Portanto o resultado vale para todos os jogos de comprimento finito. O

Exemplo 2.10. Subjogos
Temos a ilustragio de um jogo combinatdrio em uma drvore de possibilidades, destacando dois

galhos desta drvore, que no caso chamaremos de subjogos, com isso temos:

19
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O subjogo 01 tem uma solugdo W, sendo que ]| é quem possui a estratégia vencedora.

O subjogo 02 tem uma solugdo L , sendo que ], é quem possui a estratégia vencedora.

W

Figura 15: Subjogos com Estratégia vencedora

Para o subjogo 01 a profundidade é 3 e na partida é 4.
Para o subjogo 02 a profundidade é 2 e na partida é 3.

Portanto possui solugdo para todas as profundidades:
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Subjogo 01

W

Figura 16: Partida com Subjogos






NIM

3.1 HISTORIA DO NIM

O nome Nim é derivado da palavra alema nimm, que significa retirada, e provavelmente
tem origem em um jogo de aposta chinés chamado Fan Tan. O primeiro estudo sobre
o Nim foi feito pelo matemético americano Charles Leonard Bouton, da Universidade
de Harvard hd mais de um século, que indicou a origem chinesa do jogo. A teoria de
estratégia de vitéria de Bouton estd ligada a aritmética dos nlimeros naturais no sistema
bindrio de numeracao, tendo sido demonstrada no artigo [3].

Segundo o matematico Martin Gardner, existem mais de dois milhdes de possiblidades

de sequéncia de jogo, conforme detalhado em seu livro [8].

3.2 COMO JOGAR? O NIM E SUAS VARIACOES.

Um dos sucessos atribuidos ao Nim ¢ a facilidade de fazer pequenas modifica¢cdes nas
regras do jogo, e isso mudar as posicdes e as possibilidades do jogos; estas modifica¢des
criam novos jogos, que neste trabalho chamaremos de variagdes. Estas variagdes sdo tdo
interessantes quanto a forma tradicional de jogar, porém vamos trabalhar apenas com o
Nim tradicional, que chamaremos de Nim das pilhas, e o Nim da subtrac¢do, juntamente

com as suas respectivas versdes misere.

3.2.1 Nim Tradicional: Nim das Pilhas

As regras do jogo:

¢ Jogam dois jogadores, |; (quem inicia a partida) e ], (o seu adversario);

23
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Uma jogada (lance) consiste em retirar pelo menos uma peca de uma das pilhas,

deixando as outras pilhas inalteradas;

As jogadas se alternam entre os jogadores;

O jogador que retirar o dltimo objeto é o vencedor;

Existe a variagdo Misere, onde quem retira o tltimo objeto é o perdedor.

3.2.2 Posicdo do Jogo-Nim

Definic¢ao 3.1 (Posicdo Nim). Definimos por posicdo de um jogo de Nim com n pilhas ao

n-upla (x1,...,xy), em que x; é a quantidade de objetos da pilha i.

Exemplo 3.2 (Nim das Pilhas). Vamos mostrar uma partida de Nim por completo, sem

qualquer tipo de andlise.

Sendo dois jogadores, |1 e ]2, jogam um partida de Nim, com a posigdo inicial de (2,5,7), ou

seja, existem trés grupos de sapos, com 2, 5 e 7 sapos respectivamente.

28 AL
2% A48 2888

Figura 17: Posicdo inicial



3.2 COMO JOGAR? O NIM E SUAS VARIAGOES.

J1 - Lance 01
Retira 02 sapos do grupo 02, jogando para a posigio (2,3,7).

o )
28 489 2888

Figura 18: Posi¢ado 02

J>» - Lance 02
Retira 03 sapos do grupo 03, jogando para a posigio (2,3, 4).

28 4448 2899

Figura 19: Posicao 03
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J1 - Lance 03
Retira 01 sapos do grupo 01, jogando para a posicio (1,3, 4).

& 2248 2889

Figura 20: Posicao 04

J> - Lance o4

Retira 04 sapos do grupo 03, jogando para a posigio (1,3, 0).

& L)

Figura 21: Posigao 05



3.2 COMO JOGAR? O NIM E SUAS VARIAGOES.

J1 - Lance05
Retira 02 sapos do grupo 02, jogando para a posigio (1,1, 0).

& &

Figura 22: Posigdo 07

J>» - Lance 06
Retira 01 sapo do grupo 01, jogando para a posigio (0,1, 0).

&

Figura 23: Posicao final

J1 Retira o iiltimo sapo e vence a partida.
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3.2.3 Nim da Subtragio

Nesta variagdo, o Nim é jogado com apenas uma pilha de pecas, porém existe um
limite na quantidade de pecas que pode ser retirada por vez. Trabalharemos com
uma generalizacdo com uma quantidade N de pecas, em uma tnica pilha, onde dois
jogadores, J; (0 jogador que inicia a partida) e J» (o seu adversario), alternadamente
retiram da mesa de 1 até K pecas, formando assim o conjunto de jogadas possiveis que
chamaremos de G = {1,2,..K}, com N € N, para K < N. Para definir o vencedor,
temos duas versdes para esta variagdo do Nim: a primeira ganha onde quem retirar a

ultima pega da mesa, e a versao misere, onde quem retirar a tltima peca perde.

3.3 ESTRATEGIAS VENCEDORAS

Nesta secdo, iremos mostrar quem possui a estratégia vencedora e quando, generali-
zando para todas as possiveis partidas do Nim das pilhas, do Nim da subtrac¢do e suas

respectivas variagdes misere.

3.3.1 Estratégia vencedora-Nim da Subtracio

Consideremos uma partida do Nim da subtragdo com N pecas, em que cada jogador
retira de 1 a K pegas. Para determinarmos uma estratégia vencedora, inicialmente

devemos definir quem, possui a estratégia vencedora, quando se inicia a partida.
Proposic¢do 3.1. Se (K+1) | N, ], tem a posse da estratégia vencedora.

Demonstragio. Vamos provar que [, possui a estratégia vencedora se o niimero inicial
de pecas é N = M - (K + 1), sendo M um inteiro positivo.

Procederemos por indugdo em M.
* Caso base:

Para M =1, temos N =1-(K+1).

Como J; é quem inicia a partida e sua jogada se limita em G = {1,...,K}, ndo
ocorrendo uma retirada maior que K, portanto ndo atingindo a posigdo (K + 1),

pois este lance ndo pertence ao conjunto G. Se J; retira X pecas em seu lance,
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restam pelo menos uma peca (ja que X < N) e no maximo N pecas (ja que

X > 1); logo ], consegue retirar todas as pegas que estdo na mesa em sua jogada.

Concluimos entdo que para qualquer jogada X de J;, ], pode fazer um lance Y
€ Gonde X+Y =K+1.

¢ Caso geral:

Hipétese de Indugido: N = M - (K+1), para um certo M > 1, é uma posigado vencedora

para J>.

Tese: N = (M +1) - (K+1) também é uma posi¢do vencedora para J,.

Dada um jogada X € G ={1,2,...,K} realizada por J;, temos que a quantidade de
pecas sobre a mesa seré:

M+1)-(K+1)—X=M-(K+1)+K+1—-X.

Como1l <X <K, temos —K < -X < —1,logo1 <(K+1)—-X <K.

Concluimos que uma jogada Y = (K+1) — X de J, pertencea G = {1, 2,...,K}.

Para

N=M-(K+1)+K+1

Com o lance de J; teremos

M- (K+1)+K+1— X pecas sobre a mesa.

Com o lance de ], teremos:

M- (K+1)+K+1— X —Y que sdo equivalentes a:

M- (K+1)+K+1—-X—-((K+1)—X)

M- (K+1)+K+1-X—-(K+1)+X

Portanto

N=M-(K+1)

Com isso o proximo lance de J; é realizado em uma posi¢do onde o ntimero de pecas
sobre a mesa é igual a M - (K +1). Logo, pela hipétese de indugdo, J, é quem possui a
estratégia vencedora para o Nim da subtracéo.

Portanto a afirmacao é vélida para todo inteiro positivo M. O
Proposi¢do 3.2. Se (K+1) [N, J; tem a posse da estratégia vencedora.

Demonstragio. Pelo algoritmo de Euclides, podemos escrever N na forma:
N=¢g-(K+1)+R,onde R € {0,1,...,K} é o resto da divisdo de N por (K+1) e
g > 0.
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Para que (K + 1) ndo divida N temos que R #0,logoR € {1...,K} =G.

Com isso basta J; retirar R pegas na sua jogada (o que é um lance valido), e entdo a
quantidade de pecas na mesa serd um mdultiplo de (K + 1). Assim, pela proposi¢do 3.1, a

segunda pessoa a jogar a partir deste momento tem estratégia vencedora, neste caso
J1- O

Usaremos um exemplo similar do jogo do Nim da Subtragado, nas suas duas versdes,
aplicando a estratégia vencedora, para quem a possuir, no jogo apresentado no desenho
“Cyberchase” no episddio “Resolvendo problemas em Shangri-la” que no Brasil passa

no canal Cultura. [16]

Figura 24: Cyberchase

Exemplo 3.3 (Nim Subtracdo-Cyberchase). Estdo sobre uma mesa 15 dragoes, 14 dragoes
verdes e um vermelho, alternadamente dois jogadores retiram 1 (um), 2 (dois) ou 3 (trés) dragoes,

quem levar o dragdo vermelho na iiltima jogada, ganha a partida.
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Figura 25: Cyberchase-Posicao Inicial

A partir desta posicio inicial, temos N = 15, K = 3 e G = {1,2,3}. O primeiro passo é
verificar quem possui a estratégia vencedora:

Como N ndo é miiltiplo de (K + 1), quem possui a estratégia vencedora é |y, agora iremos
aplica-ld:

Como

15=3-4+3

Jogador 01- Lance 01 |y deve retirar 3 dragoes, deixando 12 dragodes para J», para entregar

para |, uma posicio perdedora, onde a quantidade pde pecas na mesa vira um muiltiplo de K + 1.

Figura 26: Cyberchase-Posigdo 02

Jogador 02-Lance o2

J» tem as opgdes de retirar 1, 2, ou 3 dragoes, deixando 9,10 ou 11 dragdes para |1, e em
todos os casos |, devolve uma posicio vencedora para ], pois nem 9,10 ou 11 é muiltiplo de
(K+1).

Dado
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11=2-4+3
10=2-4+2
9=2-4+1

Divisdes que sempre possuem resto diferente de zero.
Jogador 01-Lance 03

J1 retira 1, 2 ou 3 dragoes, de acordo com a estratégia, deixando 8 dragdes para |,.

Figura 27: Cyberchase-Posicdao 03

Jogador 02-Lance 04

J2 pode retirar 1, 2, ou 3 dragoes, deixando 7, 6, ou 5 dragoes para |, somente posigdes

vencedoras.
Dado
7=1-4+3
6=1-4+2
5=1-4+1
Novamente posigdes onde ocorre resto nido nulo na divisdo de N por (K +1)
Jogador 01-Lance 05

J1 retira 1, 2 ou 3 dragoes, de acordo com a estratégia, deixando 4 dragdes para J,.
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Figura 28: Cyberchase-Posic¢do o5

Jogador 02- Lance 06

J2 pode retirar 1, 2, ou 3 dragoes, deixando 3, 2, ou 1 dragdo para J;.

Jogador O01-Lance 07

Figura 29: Cyberchase-Posicao final

J1 retira 1, 2,0u 3 dragoes, retirando todos os dragdes da mesa (incluindo o vermelho) e

vencendo a partida.
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Figura 30: Cyberchase-Posic¢do Inicial Misére

Exemplo 3.4 (Misére Nim da Subtracdo-Cyberchase). Ainda ndo definimos uma estratégia
vencedora, nesta versio porém ela elucidard o raciocinio.

Como nesta versio quem leva o iltimo dragdo (vermelho) perde, a ideia serd exclui-lo, tanto
para definir quem possui a estratégia vencedora, como para aplica-ld, pois nota-se que quem
consegue retirar todos os dragodes verdes consegue deixar o dragdo vermelho para o adversdrio.

Podemos entdo concluir que, se um jogador tem a estratégia vencedora para a versio tradicional
com N pegas, possui a estratégia vencedora para a versio misere com N + 1 pegas.

Agora devemos verificar qual jogador possui a estratégia vencedora:

Como N = 15 devemos verificar se (K + 1)|(N — 1)

14=3-4+2

Como esta divisdo possui resto maior que zero, quem possui a estratégia vencedora é ;.

Jogador 01-Lance 01M

Como |, deve ignorar o dragdo vermelho e dado que: 14 = 3 -4 + 2, |, deve retirar 02 dragoes,
deixando 12 (+1) dragoes para J»;

Figura 31: Cyberchase Posi¢do 02 Misere
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Jogador 02-Lance 02M

J2 pode retirar 1, 2 ou 3 dragoes, deixando 9 (+1),10 (+1), ou 11 (+1) dragdes para J;.
Como

11=2-4+3

10=2-4+2

9=2-4+1

Jogador 01-Lance 03M

Mantendo a estratégia || retira 1, 2 ou 3 dragoes, deixando 8 (+1) dragoes para J,.

Figura 32: Cyberchase Posigao 03 Misere

Jogador 02-Lance 04M

J2 pode retirar 1, 2 ou 3 dragoes , deixando 7 (+1), 6 (+1) ou 5 (+1) dragdes para J;.

Como

7=1-4+3
6=1-4+2
5=1-4+1

Jogador 01-Lance 05M

J1 retira 1, 2 ou 3 dragoes, de acordo com a estratégia, deixando 4 (+1) dragodes para ],
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Figura 33: Cyberchase posicdao o5 Misere

Jogador 02-Lance 06M
J2 pode retirar 1, 2, ou 3 dragoes, deixando 3 (+1),2 (+1), ou 1 (+1) dragdes para J;.

Jogador 01-Lance 07M

Figura 34: Cyberchase Posi¢do 07 Misere

J1 retira 1(+1), 2(+1) ou 3(+1) dragoes, retirando todos os dragdes da mesa e deixando

apenas o dragdo vermelho a disposi¢do para retirada.

Jogador 02-Lance 08M
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Figura 35: Cyberchase Posigdo 07 Misere

J2 retira o iltimo dragdo (vermelho) e perde a partida.

3.3.2 Estratégia vencedora - Misére Nim da Subtragao

Nesta versdo do Nim da subtragdo, quem leva a ttima pecga perde a partida. Entdo
vamos aplicar a mesma estratégia do Nim da subtragdo, porém imaginando que uma
das pecas ndo esta disponivel para retirada, ou seja, quem conseguir retirar todas as

pecas exceto uma é o jogador quem possui a estratégia vencedora.
Teorema 3.3. Temos os casos:

(a) J» possui estratégia vencedora no Misere Nim da subtragido com N pecas < ], possuir

estratégia vencedora para o Nim da subtragido com N — 1 pegas.

(b) J1 possui estratégia vencedora no Misere Nim da subtragido com N pecas < J1 possuir

estratégia vencedora para o Nim da subtracido com N — 1 pegas.

Demonstracdo. — (a)

Ao determinarmos que J, possui estratégia vencedora no Misere Nim da subtragdo
com N pecas, assumimos que ele possui estratégia vencedora para retirar todas as pecas
da mesa exceto uma, o que é equivalente a ele possuir estratégia vencedora para o Nim
da subtragdo com N — 1 pegas.

<(a)

Se ], possui estratégia vencedora para o Nim da subtragdo com (N — 1) pecas, isto

significa que ele tem estratégia vencedora para retirar todas as pecas da mesa, portanto
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se existir N pecas, ele consegue retirar todas e deixar uma para o seu adversario, o que
seria uma estratégia vencedora no Misere Nim da subtragdo.

E estas afirmagdes sdo andlogas para o item (b) do teorema. [
Fazendo uso das proposicdes 3.1 e 3.2 e do teorema 3.5 temos o coroldrio:

Corolario 3.4. Misére Nim da subtra¢do
(a) ], tem estratégia vencedora no Misere Nim da subtragdo com N pecas < (K +1)[(N — 1).

(b) J1 tem estratégia vencedora no Misére Nim da subtragido com N pegas < (K+1) f
(N-1).

3.3.3 Estratégia Vencedora - Nim (Pilhas)

Neste momento vamos definir a estratégia vencedora do jogo do Nim na sua variacdo
que denominamos acima como Nim das pilhas.

Cédigo-Nim

Esta definicdo representa um estado de uma posi¢do no jogo do Nim, e ela foi
apresentada por Bouton em [3] sem um nome definido, porém ela é parte fundamental
da teoria da estratégia vencedora no jogo do Nim e neste trabalho serd chamada de

c6digo-Nim.

Definicao 3.5 (Codigo-Nim[3]). A quantidade de pecas de cada uma das pilhas de uma partida
do Nim, representaremos por x;, sendo x; um natural representado pelos algarismos 0 e 1 (base
bindria), ou seja

xi=( Aim@; (m—1y - - - 4i0)2,

onde a;; € {0,1}, ¥j € {0,1,2,...,m}. Chamaremos de c6digo-Nim entre os niimeros
X0, X1, X2, ..., Xy, € representaremos por xo & x1 b ... D Xp:

Y = (by,by—1...bg)o, sendo

b; =0, se{i:aj=1} for par

bj =1, se{i:aj;=1} for impar

Dispositivo pratico
Para facilitar a organizagado para determinar o c6digo-Nim, criamos um dispositivo

pratico que nada mais é uma tabela onde nas linhas estd disposta a representacdo
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bindria da quantidade de pecas de cada pilha, alinhadas da direita para a esquerda, e

na dltima linha, temos a representacdo do cédigo-Nim.

Figura 36: Nim com 4 pilhas

Exemplo 3.6. Termos uma partida do Nim com 4 pilhas com 3,4, 6 e 7 pegas respectivamente, a

qual podemos representar na forma (3,4, 6,7). Agora vamos calcular seu cédigo-Nim.

Inicialmente precisamos definir suas representacoes bindrias:

3=0-240-22+1-21+1-20=(0011),
4=0-22+1-22+0-21+0-2° = (0100),
6=0-22+1-22+1-21+0-2° = (0110),
7=0-2241-22+1-21+1-29=(0111),

Agora podemos inserir as representagdes na tabela, e verificar a quantidade de algarismos 1 por

coluna, se for par resulta em 0 na mesma coluna, caso esta quantidade seja impar resulta em 1.

Pilhao1(3) |o|o |1 |1
Pilha 02(4) |o| 1|0 |0
Pilha 03(6) |o|1|1]|o0
Pilhao4(7) |o |1 |1 |1
codigo-Nim | o |1 |1 |0
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Com isso definimos o c6digo-Nim da posicéo.

Definicao 3.7 (Posicdo Segura [3]). Dizemos que uma posicio em uma partida de Nim é

segura quando seu cédigo-Nim for igual a zero.

Teorema 3.5 (Bouton [3]). De qualquer posicio insegura é possivel jogar para uma posigio

segura. De uma posigdo segura, todas as jogadas possiveis conduzem a posi¢es inseguras.

Demonstragido. Seja P o conjunto de estados onde o c6digo-Nim de seus componentes é
zero e N o conjunto de estados onde o c6digo-Nim de seus componentes é diferente de

zero. Vamos provar trés afirmagdes que implicam o resultado:

1. Todo estado terminal estd em P.
O tinico estado terminal do jogo de Nim é aquele em que todas as pilhas possuem
zero pegas. E facil de ver que a c6digo-Nim do estado terminal é zero e portanto

estd em P.

2. Para cada estado em N existe um movimento para um estado em P.
Vamos provar isso construindo um movimento generalizado de um estado com
c6digo-Nim diferente de zero para um com cédigo-Nim zero. Se um estado esté
em N entdo seu coédigo-Nim é diferente de zero. Se seu cédigo-Nim é diferente
de zero, ha pelo menos uma posicdo da representagao bindria de todos os valores
das pilhas que possui um ntimero impar de niimeros 1. Escolha a posi¢do mais a
esquerda com quantidade impar de 1 de todas as pilhas. Escolha uma das pilhas
que possui digito 1 na posi¢do em sua representacdo bindria e transforme esse
digito em 0. Com isso alcancamos duas coisas: a quantidade total de digitos
1 naquela posic¢do se torna par e podemos alterar qualquer digito de posi¢oes
menos significativas do valor da pilha que escolhemos, pois o nimero resultante
serd menor que o original. A partir disso, definimos um novo digito para cada
posicdo menos significativa da pilha que alteramos: se invertermos o digito atual
e a quantidade total de digitos 1 nessa posigdo se tornar par, inverte o digito, caso
contrdrio, permanece o mesmo. Dessa maneira, construimos uma jogada valida
que leva o jogo de uma posi¢do com c6digo-Nim diferente de zero para um com
c6digo-Nim igual a zero, pois todas as posi¢des possuem quantidades pares de

digitos 1.

3. Todo movimento de um estado em P é para um estado em N.
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Seja (x1,x2,...,x,) um estado em P.

Como estamos alterando algum x; = (a, a,,—1 ... ap)2 para x = (Cy Cy—1 - .- C0)2,
em pelo menos um j € {0,1,...,m} teremos que a; # c¢;. Como a alteragao se deu
em apenas uma pilha, a quantidade de algarismos 1 na j-ésima coluna se altera

em uma unidade, alterando a representacdo do c6édigo-Nim de 0 para 1.

[]

Proposicao 3.6. Dado uma posigio inicial, se o cédigo-Nim for diferente de zero, || possui

estratégia vencedora.

Demonstragio. A estratégia vencedora é sempre jogar para uma posicdo onde o coédigo-
Nim seja nulo. O Teorema de Bouton nos garante que é possivel manter esta estratégia
até o final da partida.

Como a partida se encerra numa posi¢do com c6digo-Nim igual a zero, o jogador que

conduziu a esta posigdo é o vencedor, neste caso, J;. ]

Proposicdo 3.7. Dado uma posigdo inicial, se o cédigo-Nim for igual a zero, |, possui estratégia

vencedora.

Demonstragio. Pelo Teorema de Bouton, independentemente do lance inicial feito por J;,
J> fard o seu lance a partir de uma posi¢do com cédigo-Nim diferente de zero, e entdo

podera aplicar a estratégia vencedora da proposicdo anterior. O

Exemplo 3.8. Vamos aplicar a estratégia vencedora, para quem tiver a sua posse, no jogo do

Nim da pilhas em uma partida com 3 pilhas com 3,6 e 8 pecas respectivamente.

ATATATATATA
VUUUUV
N\N\NNNNNN
JUUUUUUU

NN
VUV

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 37: Posigdo inicial
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Inicialmente vamos verificar qual dos jogadores estd em uma posicio vencedora:
3=0-22+0-22+1-21+1-29=(0011),
6=0-22+1-22+1-21+0-29=(0110),

8=1-2540-22+0-2'+0-2° = (1000),

Cddigo-Nim & =(0011); & (0110), & (1000),

Cédigo-Nim @ = (1101),

Como o cédigo-Nim é ndo nulo, J; é quem possui a estratégia vencedora.
Jogador 1- lance 01

Para manter a estratégia vencedora o |1 deve entregar para |, uma posicio onde o cédigo-Nim

seja zero. Como o codigo-Nim se define na seguinte forma:

Pilhao1(3) |o|o0 |1 |1
Pilha 02(6) | o |1 |1
Pilhao3(8) |10 |0

codigo-Nim |1 |1 |0 | 1

o | O

J1 deverd retirar pecas da pilha que tem o digito 1 na posigdo mais a esquerda na representagio
bindria; neste caso, a pilha 03. E ainda, combinado com as outras pilhas, deverd deixar uma

quantidade par de representagdes bindrias 1 nas colunas, ou seja, (0101)2 = (5)19

Pilha 01(3) | o

Pilha 02(6) | o

Pilhao3(5) (o |1 |0 |1
0

codigo-Nim

Portanto o lance de || para manter a estratégia vencedora é retirar 3 pecas da pilha 03,
resultando na posigio (3,6, 5).
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C D)
C D C D)
C DN G D
C D C D C D)
C D C D C D)
C DENE D C D)
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 38: Posi¢ao 02

Jogador 02- lance 02

Pelo Teorema de Bouton nio existe um lance para J, onde consiga manter o cédigo-Nim nulo,
com isso |, retira 4 pegas da pilha 02, deixando na posigio (3,2, 5)

C D

C D

C D) C D)

C D C D C D)

C D C D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 39: Posigao 02

3=0-22+0-22+1-21+1-20=(0011),
2=0-234+0-22+1-21+0-2° = (0010),
5=0-2+1-22+0-2'+1-2°=(0101),
Cddigo-Nim @ =(0011), @ (0010), & (0101),
Cddigo-Nim & = (0100),
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Pilha 01(3) | o0

Pilha 02(2) | o

Pilha o3(5) |o| 1|0 |1
0

codigo-Nim

Jogador o1-Lance 03
Para manter a estratégia vencedora |1 deve repetir o processo da jogada anterior, com isso vai

precisar retirar 04 pecas da pilha 03, passando o jogo para uma posigio (3,2, 1).

C D)

C o D

C DENE D C D)
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 40: Posicao 03

Analisando esta posicio 3=0-23+0-22+1-21 +1-2 = (0011),

2=0-2240-22+1-21+0-2° = (0010),
1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),
Cédigo-Nim @ =(0011), @ (0010), & (0101),
Cédigo-Nim & = (0000),

Pilhao1(3) |o|o |1 |1
Pilha 02(2) |o|o |1 |0
Pilha 03(1) |o|o |0 |1
codigo-Nim | o |o |0 | 0
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Jogador 02-Lance 04
Novamente [, estd em uma posi¢ido perdedora, sem possibilidade de reversido. Mas vamos

analisar todas as suas possibilidades:

1. Retirar 1,2 ou 3 pegas da pilha 01;
2. Retirar 1 ou 2 pegas da pilha 02;

3. Retirar 1 pega da pilha 03.

Em 1 temos as posigoes:

(2,2,1)

C DN D
- DENE D C D)

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 41: Possivel posicao 4A

Pilha o1(2) |o|o |1 |0
Pilha 02(2) |o|o|1]|o0
Pilha 03(1) |o|o0|o0 |1
codigo-Nim (o | o |0 | 1

(1,2,1)



NIM
C D]
C DENG D C D)
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03
Figura 42: Possivel posi¢do 4B
Pilha o1(1) |o |0 |0 | 1
Pilha o2(2) |olo| 1|0
Pilha o1(1) |o |0 |0 | 1
codigo-Nim | o |o |1 |0
(0,2,1)

C D)
C D C D

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 43: Possivel posi¢do 4C
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Pilha o1(0) |0 |0 |0 |0
Pilha 02(2) |o|o|1]|o0
Pilha o3(1) |o|o0|o0 |1
codigo-Nim (o |0 |1 |1

Em 2 temos as posigoes:

(3,1,1)

NN
JUV

C D C D,

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 44: Possivel posicao 4D

Pilhao1(3) |o|o |1 |1
Pilha o2(1) |o|o0|o0 |1
Pilha o3(1) |o|o0|o0 |1
codigo-Nim (o | o | 1|1

(3,0,1)
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NN
VUV

C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 45: Possivel posi¢do 4E

Pilhao1(3) |o|o |1 |1
Pilha 02(0) |o|o|o|o
Pilha o3(1) |o|o0|o0 |1
codigo-Nim | o |o |1 |0
Em 3 temos a posigdo:
(3,2,0)
C D)
C DENE D)
- DENE D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 46: Possivel posi¢ao 04F
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Pilhao1(3) |o|o |1 |1
Pilha 02(2) |o|o |10
Pilha 03(0) |o|o|o0|o0
codigo-Nim (o | o |0 | 1

Podemos notar que em nenhum dos casos ocorreu cédigo-Nim igual a zero.

Jogador 01-Lance 05

Agora para cada possivel jogada 04 de |, vamos definir o lance 05 de |, onde o0 mesmo mantém
a estratégia vencedora.

(2,2,1)

J1 Retira o1 pega da pilha 03, passando para uma posicdo (2,2, 0).

(1,2,1)

J1 Retira 02 pegas da pilha 02, passando para uma posigdo (1,0, 1).

0,2,1)

J1 Retira 01 peca da pilha 02, passando para uma posigdo (0,1, 1).

(3,1,1)

J1 Retira 03 pegas da pilha 03, passando para uma posigdo (0,1,1).

(3,0,1)

J1 Retira 02 pecas da pilha 01, passando para uma posigdo (1,0,1).

(3,2,0)

J1 Retira 01 pega da pilha 03, passando para uma posigdo (2,2, 0).

Podemos notar que em todos os casos, a quantidade de pecas nas pilhas sdo iguais, fazendo
com que todos os cédigos-Nim sejam zero.

Jogador 02-Lance 06

Temos agora apenas dois tipos de posigoes:
* Duas pegas distribuidas em 2 pilhas;
* Quatro pegas distribuidas em 2 pilhas.

No primeiro caso ], retira uma peca em uma das pilhas, deixando a iiltima para ], e perde a
partida.

No segundo caso ], retira uma ou duas pegas de uma das colunas, caso tire apenas uma pega,
J1 tira uma pega da outra pilha, voltando ao caso anterior onde | perde a partida, se tirar duas

pecas de uma das pilhas, 1 tira as duas iiltimas pecas vencendo a partida.
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Com isso mostramos o resultado de uma aplicagio da estratégia vencedora.

3.3.4 Estratégia Vencedora-Misére Nim das pilhas

Nesta versdo, o jogador que executar o ultimo lance perde. A teoria nesta versao é
muito parecida a do Nim das Pilhas tradicional.

A estratégia vencedora nesta versdo consiste em utilizar a estratégia do Nim das
Pilhas até que existam duas pilhas com mais de uma peca. Depois disso, quando
adversario fizer uma jogada para uma posi¢do que tenha apenas uma pilha com mais
que um bloco, serd suficiente reduzir esta pilha para 0 ou 1 peca, tendo como objetivo

deixar um ntimero impar de pilhas de tamanho 1.

Proposicao 3.8 (Misere Nim das pilhas). J; possui a estratégia vencedora se:

1. A quantidade de pilhas for par, e em cada uma destas pilhas existir apenas uma pega.
2. Existir apenas uma pilha, e esta pilha possuir mais de uma pega.
3. Existir mais de uma pilha, porém apenas uma destas possui mais de uma pega.

4. Existirem duas ou mais pilhas com mais do que uma pega e o cédigo Nim for ndo nulo.

Demonstragdo. Em 1 temos que os lances se alternam e com ], fazendo seu lance nas

posi¢des com quantidade de pilhas impares, ou seja, ele que faréd o tltimo lance.

- D D C D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03 Pilha 04

Figura 47: Pilhas unitdrias- par
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C D C ) C D C D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03 Pilha 04 Pilha 05

Figura 48: Pilhas unitérias- impar

Em 2, serd suficiente para J; retirar todas as pegas exceto uma.

aTaTaTaTaYaYaVaVaTae
VAVAVAVAVAVIVIViV.V.Y

Pilha 01

Figura 49: Pilha tinica



Em 3, J; pode reduzir para o caso 01, procedendo da seguinte forma:

OO

C ) ( ) ( ) ( )

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03 Pilha 04 Pilha 05

ﬁ

)

Figura 50: Misere Nim-pilhas impar

UL

C ) ( ) C ) C )

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03 Pilha 04

Figura 51: Misere Nim-pilhas par

Se a quantidade de pilhas for par, ele retira todas as pecas da pilhas com mais de
uma pega; se a quantidade de pilhas for impar, ele deixa apenas uma pega na pilha que
possui mais que uma peca. E em ambos o0s casos, ele entrega uma quantidade impar de
pilhas com uma peca para o seu adversario.

Em 4, como se estd aplicando a estratégia do Nim das pilhas tradicional, e a retirada
é em apenas uma pilha por lance, J; ndo entrega uma posicdo para [, com vdrias
pilhas com apenas uma delas com quantidade de pecas maior que 1 (situacdo 03), pois
o c6digo-Nim nunca é nulo nesta situagdo, e J, ndo pode realizar um lance de uma
posi¢do com duas pilhas com mais de uma pega para uma posi¢do em que ndo existam
pilhas com mais que 1 peca.

Com J;, mantendo a estratégia de sempre entregar uma posi¢do com cédigo-Nim nulo

para J, como a quantidade de pilhas vai diminuindo no decorrer da partida, existira
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um momento onde ], fard um lance que conduzird situagdes 2 e 3, determinando a

vitéria para Jj. O]

E se nenhum dos 4 casos ocorrer, quem possui a estratégia vencedora é J,, pelo
simples fato, de que ], pode aplicar a estratégia vencedora de entregar uma posicdo
com c6digo-Nim nulo para o adversdrio ou entregar uma quantidade impar de pilhas

com uma peca.

Exemplo 3.9 (Misere Nim das Pilhas). Aplicaremos a estratégia vencedora para quem a

possuir, em uma partida do Misere Nim com trés pilhas com 3,5 e 8 pegas respectivamente.

NN

WAVAVY,
aYaYaTaYe
JUUUU
aYaTaYaYaYaYaYe
JUUUUUUU

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 52: Posicdo inicial

Inicialmente vamos verificar qual dos jogadores estd em uma posicdo vencedora,

pela proposigdo temos que as condigdes 1,2 e 3 ndo estdo satisfeitas, agora vamos verificar a 4:
3=0-22+0-22+1-21+1-.20=(11),

5=0-23+1-22+0-21+1-29=(101),

8=1-234+0-22+0-21+0-2° = (1000),

Cédigo-Nim & =(0011); + (0101); + (1000),

Cédigo-Nim @ = (1000),

Como o cédigo-Nim é ndo nulo, |1 é quem possui a estratégia vencedora.

Para manter a estratégia, ele deve entregar uma posigido com cédigo Nim nulo para J,. Para

isso, J1 deve retirar 02 pegas da pilha 03, indo para uma posicio com a configuragio (3,5, 6).
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C D,

C D C D)

C D D

C D C D C D)

C D C D C D)

C D C D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 53: Posicao 02

3=0-234+0-22+1-21+1-20=(0011),

5=0-2+1-22+0-2'+1-2°=(0101),

6=0-22+1-224+0-21+0-2° = (0110),

Cédigo-Nim & =(0011); + (0101) + (0110),

Cédigo-Nim @ = (0000);

A partir desta posicdo, |, ndo possui nenhuma jogada que reverta a situagdo, pois nio consegue
realizar um lance que mantenha o cédigo-Nim igual a zero, retivando entdo 3 pecas da pilha 02,

mudando o jogo para uma posicio (3,2, 6).

C D

C D)

C D

C D) C D)

C D C D (C D)

C DENE D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 54: Posicao 03

Analizando esta posigio:
3=0-22+0-22+1-21+1-29=(0011),
2=0-23+.22+41-2140-2%=(0010),
6=0-22+41-22+0-21+0-2° = (0110),
Cédigo-Nim @® =(0011), + (0010) + (0110),



3.3 ESTRATEGIAS VENCEDORAS

Cédigo-Nim @ = (0111),

Para manter a estratégia desta posicio |1 deve retirar 5 pecas da pilha 03, passando para uma
posicdo (3,2,1)

C D)

C D C D

C DENE D C D
Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 55: Posicao 04

3=0-22+0-22+1-21+1-29=(0011),
2=0-22+0-22+1-21+0-2% = (0010),
1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),
Cédigo-Nim @ =(0011), + (0010); + (0001),
Cédigo-Nim & = (0000),

A partir desta posi¢do podemos fazer uma andlise de todas as possibilidades existentes, onde
pode ocorrer as seguintes situagoes:

1. Jp Retirar 1, 2 ou 3 pegas da pilha 01;

2. J» Retirar 1 ou 2 pegas da pilha 02;

3. Jo Retirar 1 pega da pilha 03.

Na situagdo 1 temos as sequintes posigdes com seus respectivos codigo-Nim:
(2,2,1)
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C D
C DENE D

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

C D
C D

Figura 56: Possivel posicao 05A

2=0-2340-22+1-21+0-2° = (0010),

2=0-2540-22+1-21+0-2° = (0010),

1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),

Cédigo-Nim & =(0010), + (0010); + (0001);

Cédigo-Nim @ = (0001);

Mantendo a estratégia vencedora, |1 retira uma peca da pilha 03 passando para a posigido
(2,2,0)

(1,2,1)

C D
C DENE D C D

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 57: Possivel posicao 05B

1=0-22+0-22+0-2'+1-2%=(0001),
2=0-2540-22+1-21+0-2° = (0010),
1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),
Cédigo-Nim @ =(0001), + (0010) + (0001),
Cédigo-Nim @ = (0010);
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Aplicando a estratégia vencedora no caso 3 na proposigio 4.10, |1 retira uma pega da pilha 02
passando para a posi¢do (1,1,1)
0,2,1)

D)
D C D

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

YA

Figura 58: Possivel posicao 05C

0=0-25+0-22+1-21+0-2° = (0000),

2=0-23+0-22+1-21+0-2° = (0010),

1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),

Cédigo-Nim @ =(0000), + (0010), + (0001),

Cédigo-Nim & = (0011),

Aplicando a estratégia vencedora no caso 3 na proposicio 4.10, [; retira duas pecas da pilha
02 passando para a posigio (0,0, 1)

(3,1,1)

atala
VAVAV

C DENE D)

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 59: Possivel posi¢do 05D

3=0-23+0-22+1-21+1-29=(0011),
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1=0-224+0-22+0-2'+1-2%=(0001),
1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),
Cédigo-Nim @ =(0011), + (0001); + (0001),
Cédigo-Nim @ = (0011),

Aplicando a estratégia vencedora no caso 3 na proposicio 4.10, J; retira duas pecas da pilha

01 passando para a posigio (1,1,1)

(3,0,1)

NN
J\U

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 60: Possivel posicao 05E

3=0-22+0-22+1-21+1-29=(0011),
0=0-23+0-22+0-21+0-2° = (0000),
1=0-2240-22+0-2'+1-2%=(0001),
Cédigo-Nim @ =(0011), + (0000); + (0001),
Cddigo-Nim @ = (0010),

Aplicando a estratégia vencedora no caso 3 na proposigio 4.10, |y retira trés pegas da pilha 01

passando para a posigio (0,0, 1)

(3,2,0)



3.3 ESTRATEGIAS VENCEDORAS

NN\
VUV

C D
C D

Pilha 01 Pilha 02 Pilha 03

Figura 61: Possivel posi¢do 05F

3=0-240-22+1-21+1-20=(0011),

2=0-2540-22+1-21+0-2° = (0010),

0=0-23+0-22+0-2!+0-2° = (0000),

Cddigo-Nim & =(0011); + (0010), + (0000)

Cédigo-Nim & = (0001),

Aplicando a estratégia vencedora no caso 3 na proposicio 4.10, | retira uma peca da pilha 01
passando para a posigio (2,2,0)

J2 ndo tem possibilidade de realizar um lance desta posicdo para uma pilha com uma iinica
peca, e para qualquer lance que realize, |1 consegue realizar uma jogada para uma posigdo onde
exista apenas uma pilha com uma vinica pega.

Com isso ilustramos a estratégia vencedora de ;.
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Figura 62: Tabuleiro Hex

Hex é um jogo de estratégia para dois jogadores que interessa os matematicos ha muito
tempo, sendo um dos mais amplamente jogados e cuidadosamente analisados. A sua
invengdo € atribuida a dois inventores, o primeiro foi em 1942 por Piet Hein no Instituto
de Fisica Teodrica de Niels Bohr em Copenhague, depois de dar uma palestra sobre ele
no Instituto de Fisica Tedrica da Dinamarca, o jornal Politiken [12] popularizou o jogo
publicando um artigo sobre ele com o nome de “Poligono”. E reinventado de forma
independente em 1948 por John Nash.[11]. John Nash reinventou o jogo enquanto
estudava na Universidade de Princeton. Sua primeira versdo do jogo usava quadrados,

onde uma célula é adjacente a outra célula se compartilha uma borda ou canto com ela.
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Figura 63: Tabuleiro quadrado

Depois de discutir o jogo com um de seus instrutores, os dois o revisaram para a
versdo que Hein havia inventado. O jogo passou a ser conhecido como “Nash” (do nome
de John Nash) ou “John” (porque era comumente jogado nos ladrilhos hexagonais do
banheiro da escola; “john” outro nome para banheiro) em Princeton, mas logo se tornou
amplamente conhecido como “Hex” quando comercializado pela Parker Brothers, Inc.

em 1952.[11]

4.1 REGRAS DO JOGO

O jogo de Hex é tradicionalmente jogado em um n X n tabuleiro em forma de parale-
logramo de hexdgonos. O tamanho mais comum do tabuleiro é 11 x 11, mas outros
tamanhos, como 17 x 17, também sdo populares; quanto maior o tamanho, maior a sua
complexidade. Os pares paralelos opostos das laterais do tabuleiro sdo de cor azul e
vermelha, que também sao chamados como margem “A” (Azul) ou “V” (vermelho).
Os jogadores alternanadamente colocam pecas de cores diferentes nas casas vazias do

tabuleiro.
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Figura 64: Exemplo de Vitéria

O vencedor do jogo é a primeira pessoa a conectar suas extremidades paralelas
correspondentes do tabuleiro em uma cadeia continua de pecas de mesma cor. As
células de canto (vértices do tabuleiro) sdo consideradas partes de ambos os lados e

podem ser usadas para completar uma cadeia para qualquer uma das cores.
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4.2 HEX- O JOGO QUE NUNCA EMPATA

Figura 65: Hex tabuleiro Cheio

No momento que dois adversarios estdo jogando o Hex, pode ocorrer que um dos
jogadores consiga fazer uma ligagdo continua de suas pecas entre os seus dois lados
paralelos do tabuleiro, dai podemos decretar o vencedor, mas o que seria um empate?
Consideremos que um empate possa acontecer; isto ocorreria se os jogadores esgotassem
suas jogadas, preenchendo todas as casas do tabuleiro, e nesta situacdo nenhum dos
jogadores conseguisse completar um caminho continuo conectando seus lados paralelos
do tabuleiro. E justamente o que queremos mostrar é que isso nunca acontece, ou seja,
sempre que o tabuleiro estiver cheio, um dos dois jogadores completou o caminho

continuo que lhe concede a vitéria.
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Figura 66: Hex ndo possui empate

4.2.1 Analise Intuitiva

Quando o tabuleiro estiver completamentamente cheio, e se pensarmos nas pecgas

vermelhas como terra e as pegas azuis como agua, entdo ocorre uma das situagoes :

* A agua corre entre as duas margens vermelhas, de modo que o jogador Azul

vence a partida;

* O canal de 4gua esta bloqueado por terra formando um caminho de terra entre

estas margens, definindo a vitéria do jogador de vermelho.

65



66

HEX

Figura 67: Rio e Terra

4.2.2 llustracdo - No tabuleiro de Papel

Agora iremos mostrar uma ilustracdo da situacdo, que foi sugerida pelo estudante
Daniel Zwillinger em uma correspondéncia para a revista Mathematics Magazine[24], a
sua demonstragdo ocorre em um tabuleiro do Hex de papel, e em todas as vezes que o
jogador de negras jogar, pinta-se a casa onde foi colocada a peca preta, a branca realiza
a sua jogada, e o processo se repete, e assim até ndo haver mais jogadas possiveis. Agora
cortamos todas as casas pintadas de preto, depois, em momento distintos, seguramos
os lados paralelos com as méaos, e a tentamos afasta-las. E em um deles vai ser possivel
este afastamento, e em outro ndo; se eu conseguir afastar as margens pretas, vitéria do

branco, se conseguir afastar as margens brancas a vitéria é do preto.
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Figura 68: Vitéria do branco
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Figura 69: Vitéria do Preto

4.2.3 Demonstracdo- David Gale

Teorema 4.1 (Gale[11] [6]). Se um tabuleiro estd completamente preenchido com pegas ver-
melhas e azuis, entdo para exatamente uma das cores existe um caminho que une os lados

opostos.

Figura 7o0: Hex-Vitéria
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Demonstragido. Consideraremos um tabuleiro completamente cheio com pegas azuis e
pecas vermelhas. Definiremos com face-A um hexdgono com uma pega azul, e face-V o

hexdgono que possuir uma peca vermelha.

oo
BORORORORO

776%0 %6 %0 % 20 %6 o2

CORORORORORORORERO
ORORORERORORORORERARO
OROROROROROROROROR!
JOROROROROROREROR!
CORORORERORAR0
O ROROR0
a QOOOOOC’ p

0 )

77 IS
Figura 71: Hex -Tabuleiro Cheio
Associando ao tabuleiro Hex um grafo, temos que os vértices do grafo sdo os vértices

dos hexdgonos do tabuleiro e ainda as arestas desse grafo sdo os lados internos comuns

a dois hexdgonos ou os externos que fazem margem com a borda do tabuleiro.

Figura 72: Caminho nos Hexdgonos
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Figura 73: Caminho nos Hexdgonos o2

Definiremos ainda como os "vértices do tabuleiro", os vértices dos hexdgonos nos
extremos do tabuleiro, que estdo localizados nos hexdgonos notados no exemplo abaixo

como: Al, A11, Kl/Kll-

Figura 74: Casa dos Cantos
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Notemos que os quatro hexdgonos dos cantos do tabuleiro podem pertencer a ca-
minhos completos de qualquer um dos jogadores, ou seja, pertencem as duas cores
simultaneamente. E nestes hexdgonos estdo os vértices considerados vértices do tabu-

leiro que sdo justamente aqueles de grau 01.

Figura 75: Vértices do tabuleiro

Agora iremos utilizar dois lemas, que serdo demonstrados na Segdo 2.3 do Apéndice:

.1 Um gréfico com n vértices, cada um com grau no maximo 2, terd no méximo n

arestas.

.2 Qualquer grafo finito onde cada vértice tem um grau no maximo 2 é uma uniao

de componentes disjuntos, e cada componente é:

1. Um vértice isolado
2. Um ciclo simples

3. Um caminho simples

Agora tragaremos um caminho entre as arestas dos hexdgonos, e este caminho s6 pode
ser percorrido pelas arestas compreendidas entre casas ocupadas por cores distintas, ou
seja, entre face-A e face-V, e sobre as arestas compreendidas entre a face-V e margem

azul e face-A e margem vermelha. Como ilustrado no exemplo abaixo:
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Figura 76: Jogadas Iniciais
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Figura 77: Possiveis caminhos

Dado um vértice, temos quatro situagdes possiveis para as casas ocupadas nos

hexdgonos ao seu redor:

1. Todas azuis;
2. Todas vermelhas;
3. Duas azuis e uma vermelha;

4. Duas vermelhas e uma azul.

Para 1 e 2 o vértice terd grau 0, para 3 e 4 o vértice terd grau 2, como a ilustragdo

abaixo:
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Figura 78: Possiveis caminhos

Vamos comecar o caminho pelo vértice A1 do tabuleiro. Para ilustrar estenderemos

as margens do tabuleiro apenas com pecas da mesma cor da sua respectiva margem.
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Figura 79: Margens estendidas

Agora mostraremos um exemplo de um caminho completo, tragado em um tabuleiro

cheio.
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Figura 8o: Tabuleiro cheio com o caminho

No caminho percorrido respeitamos as regras pré estabelecidas, iniciamos nos vértices
do tabuleiro e caminhamos entre as arestas compreendidas por casas ocupadas por
cores distintas, ou em margem de cor diferente. E podemos perceber que ocorrem trés

tipos de situagao:

e Vértice isolado;

¢ Caminho simples;

¢ Ciclos simples.
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Figura 81: Tabuleiro completo com o caminho

Conclusao:

Podemos comecar nossa conclusdo com alguns fatos:

* Como o nimero de arestas é finito, o processo sempre terminard em uma quanti-

dade finita de etapas;

A cada aresta que passamos, existird uma nova aresta pertencente ao caminho,
como todo vértice que ndo é um dos 4 vértices do tabuleiro, possui grau 0 ou 2, o
caminho nunca é interrompido num vértice que estd no interior ou na margem do

tabuleiro.

O caminho que comeca no vértice do tabuleiro em A; deve terminar em outros

vértices do tabuleiro;

Como os vértices do caminho possuem no maximo grau 02, 0 caminho ndo possui

bifurcacoes.

Se no inicio do caminho as casas do lado esquerdo sdo ocupadas por pegas
vermelhas, e as do lado direito por pegas azuis, isto ocorrera até o fim do caminho;
da mesma forma, se as casas do lado esquerdo forem azuis e as do lado direito

forem vermelhas, esta situagdo também permanecera até o final do caminho.
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Vamos ilustrar estes fatos com um Hex reduzido.

Figura 82: Hex reduzido vazio

As figuras abaixo ilustram tabuleiros de Hex 4 x 4, respeitando todas as regras do

jogo.

Figura 83: A1 ocupada com azul

A1 ocupada com uma pega azul.
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Figura 84: A1 ocupada com vermelho

Nestas figuras acrescentamos os caminhos criados nas arestas que estdo comprendidas
entre casas que estdo ocupadas com pecas de cor diferente, ou com borda de cor diferente

partindo de A;.
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Figura 86: Hex reduzido cheio com caminho A; vermelho



4.2 HEX- O JOGO QUE NUNCA EMPATA

Nestas figuras iremos mostrar os caminhos de forma isolada:
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Figura 87: Caminho isolado o1
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Figura 88: Caminho isolado o2

Agora vamos supor por absurdo que exista uma caminho que parte de A; e termina
em Dy. Sejam P o ultimo vértice desse caminho que ndo pertence a margem do tabuleiro

e Q o vértice seguinte a P nesse caminho. Temos dois casos possiveis:

1. Q esta na margem azul (superior direita). Como o caminho se iniciou com o lado
azul a direita do caminho, e, como j& vimos, isto ndo se altera, ao se chegar em Q
o caminho deve seguir para a esquerda, de modo a preservar esta condigao. Isso

contradiz o fato de que o caminho termina no vértice do tabuleiro em Dj.

2. Q estd na margem vermelha (inferior direita). Como o caminho se iniciou com o

lado azul a direita do caminho, e, como ja vimos, isto ndo se altera, ao se chegar

em Q o caminho deve seguir para a direita, de modo a preservar esta condigao.

Isso contradiz o fato de que o caminho termina no vértice do tabuleiro em Dj.
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Figura 89: Caminho Impossivel a;-dy

De maneira andloga podemos mostrar que o vértice D; ndo tem um caminho para
Ayg.
Nota-se que ndo é possivel distribuir as pegas ao lado do caminho que o torne valido.

Com isso temos apenas duas situagdes possiveis:

¢ O vértice da esquerda se conecta ao vértice de cima e o vértice da direita se conecta

ao vértice de baixo, e, nessa situacdo, a vitoria é do azul.

¢ O vértice da esquerda se conecta ao vértice de baixo e o vértice da direita se

conecta ao vértice de cima, e, nessa situacao, a vitéria é vermelho.

4.3 ESTRATEGIA VENCEDORA DO HEX

Uma maneira pratica de entender o jogo do Hex, é teorizando em tabuleiros menores.

Por exemplo quando o jogo é jogado em um tabuleiro 2 x 2 (quatro hexagonos):
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Figura go: Hex 2x2

o jogador que faz o primeiro movimento obviamente ganha. Em um tabuleiro 3 x 3:

Figura 91: Hex 3x3

Em um tabuleiro 3 x 3 o primeiro jogador ganha facilmente fazendo seu primeiro
movimento no centro do tabuleiro. Em um tabuleiro 4 x 4 a andlise comeca a ficar
mais detalhada. Existem estudos[11] que informam que o primeiro jogador certamente

ganhara se ocupar imediatamente qualquer uma das quatro células destacadas:
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Figura 92: Hex 4 x 4

Em alguns estudos mais aprofundados[19] [22] afirmam que se J; fizer sua primeira
jogada em outro lugar, ele sempre pode ser derrotado. Uma jogada de abertura nas
casas 2C ou 3B garante uma vitéria no quinto movimento; uma jogada de abertura
na cela 1 ou 4, uma vitéria no sexto movimento. Nos tabuleiros 5 x 5 até 8 x 8 sdo
conhecidas as estratégias vencedoras, porém as mesmas foram descobertas com o
auxilio de técnicas de programacédo derivadas de inteligéncia artificial[21]. A partir de
tabuleiros de dimensdes maiores que 8 X 8 ndo se conhece a estratégia vencedora,nem
com o auxilio de computadores, porém nosso objetivo nesta se¢do, ndo é mostrar qual é
a estratégia vencedora, mas apenas mostrar que ela existe.

Pietr Hein mencionou isso numa conversa, nas colunas Politiken[12], e d4 uma prova
em uma carta de 1957 para Martin Gardner.[7] "Vocé me diz que vocé tem uma prova
bastante longa, mas bastante elegante que o primeiro jogador tem uma vitéria certa.
Vocé pode estar interessado em um pouco curto também (apenas para ter um de cada
tipo):

"Considere o segundo jogador B como o primeiro, com a peculiaridade de que o
primeiro jogador A que agora é o segundo tem uma marca de antecedéncia — ja 14
no tabuleiro. Agora, se 0 segundo jogador tem certeza de (ser capaz de) vencer, essa
marca ndo o impedird de vencer (pois s6 pode conectar suas dreas e barrar a conexao
do adversario) de modo que a premissa que o segundo jogador ganha leva a conclusado
que o primeiro jogador ganha".

Cabe citar que John Nash fez esta mesma demonstragdo no mesmo ano.
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4.3.1 O primeiro Jogador possui a estratégia Vencedora

Vamos agora fazer uma versdo da demonstracdo de John Nash.

Inicialmente precisamos destacar alguns aspectos ja& demonstrados:

1. Teorema do Hex: o jogo ndo pode terminar em empate;

2. Teorema de Zermelo: o primeiro jogador (J1-Azul) ou o segundo jogador (J>-

Vermelho) possui estratégia vencedora.

4.3.2 Roubo da estratégia

Nesta versdo da demonstracdo afirmaremos que o jogador que inicia a partida (J;-Azul)
possui uma estratégia (RE) que evita a derrota. Assumimos por absurdo que este
resultado é falso, ou seja, que J1 ndo consegue evitar a derrota; sendo assim pelo
Teorema de Zermelo, quem possui a estratégia vencedora é o segundo jogador (Jz-
Vermelho). RE consiste em que na primeira jogada de [, ele execute um lance que
definiremos como falso: ele aconteceu em alguma casa qualquer, mas J; interpretard
que ele ndo existiu; com isso, temos que o vermelho se torna o primeiro jogador, aquele
que de fato realizou um lance efetivo. A partir deste momento, J; passa a ser o segundo
se ignorarmos o primeiro lance, porém com uma pega a mais no tabuleiro, e como era J,
quem possuia a estratégia vencedora, e J; passando a ser o segundo jogador, é ele quem
assume a estratégia vencedora. Caso no decorrer da partida faca parte da estratégia
efetuar um lance que passe por esta casa jd ocupada, basta J; fazer um outro lance em
qualquer outra casa vazia, como J; vence a partida onde o primeiro lance foi ignorado,
ele também vence na partida em que ele é considerado, pois em nenhum instante o fato
de ja possuir uma peca a mais no tabuleiro o atrapalhard. Portanto ao assumirmos que
J> possui uma estratégia vencedora, concluimos que J; tem uma estratégia vencedora,
criando assim uma contradi¢do, portanto a hipétese é falsa, e dai pelo Teorema de
Zermelo que J; e quem possui a estratégia vencedora.

Em alguns lugares, como quem possui a estratégia vencedora é o primeiro jogador,
adiciona-se ao jogo uma regra, cuja a intencdo é minimizar a vantagem de quem comega
a partida.

Regra do equilibrio
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Através de um sorteio aleatério um jogador é escolhido para iniciar a partida com
o tabuleiro vazio, podendo colocar a primeira peca em qualquer casa do tabuleiro. O
segundo jogador na sua primeira vez tem duas possibilidades: coloca a peca da sua cor
em qualquer outra casa vazia ou pode substituir a peca do adversario por uma peca

sua.

4.4 MISERE HEX

Como j4 vimos o Hex é um jogo combinatério onde dois jogadores alternadamente
colocam pecas de cores diferentes num tabuleiro com casas hexagonais, onde cada
peca ocupa no maximo uma casa, e o objetivo do jogo é ligar as respectivas margens
paralelas, um a parte superior com a inferior, o outro, o lado direito com o esquerdo, de
uma forma onde as pecas tenham um caminho ininterrupto, quem atingir este objetivo
primeiro é o vencedor. Jd4 no Misére Hex, é o contrario: o primeiro jogador a completar
este caminho perde.

Mas aparecem as perguntas:

¢ Quem vence o Misere Hex?

A estratégia vencedora é a mesma?

A dimensdao do tabuleiro tem alguma influéncia?

O jogo ainda ndo possui empate?

4.4.1 Estratégia Vencedora-Misére Hex

A primeira pergunta que podemos responder é que no Misere Hex o jogo também nao
possui empate, pois a partir do momento que todas as casas estdo preenchidas, pela
mesma demonstracdo do Hex (David Gale), vai ter que existir um caminho que ligue

um dos pares de lados paralelos.

Teorema 4.2 (Lagarias—Sleator [13]). O primeiro jogador tem uma estratégia vencedora para o

Misere Hex em um tabuleiro de dimensdes N x N quando N é par e o sequndo jogador tem uma
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estratégia vencedora quando N é impar. E ainda, o perdedor tem uma estratégia que garante que

cada casa do tabuleiro deve ser jogada antes que o jogo termine.

Demonstragdo. Inicialmente vamos definir algumas notagdes:

¢ Temos que I' ¢ um caminho que conecta dois lados paralelos;

Chamaremos de casa vazia, o hexdgono que ndo foi ocupado por nenhuma peca;

Chamararemos de L uma estratégia vencedora;

Identificaremos como LR a estratégia “roubada”.

Uma das etapas desta demonstra¢do é mostrar que, em uma partida de Misére Hex,
existe a possibilidade da vitéria de um dos jogadores ocorrer apenas no ultimo lance
possivel, instante este onde a titima casa é ocupada.

Para isso faremos as seguintes consideragdes:

1. Suponha uma posigdo terminal de um jogo que é uma vitéria de um dos jogadores;

2. Como o jogo do Hex ndo possui empate, por definicdo tal posicdo possui um

caminho I' que liga um par de lados paralelos;

3. Suponha a que a distribui¢do de pecas seja modificada, como se preenchéssemos
as casas que estivessem vazias de maneiras validas, e depois permutdssemos as
pecas de cores diferentes de lugar sem mexer nas pegas que formaram o caminho

vencedor; temos que o vencedor continuaria inalterado.

Com estas consideragdes estabelecidas podemos iniciar a prova do teorema.

Seja P o jogador que tem uma estratégia vencedora L, e seja Q o seu adversario.

Lema 4.3. Existe uma partida em que P joga de acordo com a estratégia L e ao final da partida,

todas as casas estdo preenchidas.

Suponhamos por absurdo, que todas as partidas em que P joga de acordo com a
estratégia L terminam com pelo menos uma casa vazia no tabuleiro.

Dividiremos a prova em duas partes, em relacdo a quem inicia a partida.

Caso o1

Assumindo que Q seja o primeiro jogador, ele pode aplicar a seguinte estratégia (LR):
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Figura 93: Partida real

Ele executa seu primeiro lance de maneira aleatéria, e circula este lance, e considera
que este lance ndo existiu, e considera um novo tabuleiro onde este lance ndo ocorreu;
este procedimento chamaremos de jogo imagindrio (I). Teremos entdo dois tabuleiros,
como se fossem duas partidas, um que chamamos de real, onde o seu primeiro lance
existe e o outro como imagindrio, onde seu primeiro lance nao existe, e onde Q utiliza a
estratégia L. As posi¢des das partidas serdo exatamente iguais exceto pelo fato que em

uma delas a casa circulada esta vazia.

Figura 94: Partida imagindaria
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Esta estratégia serd mantida por Q até o final da partida, e quando a estratégia L
aplicada no jogo imaginario (I) exigir que Q jogue nesta casa que estd circulada, Q
repete o processo, joga em uma casa vazia arbitraria e circula esta nova casa, e no jogo

imagindrio ela estard vazia.
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Figura g5: Partida real com um lance imagindrio
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Figura 96: Partida real apds segundo lance imaginario
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Figura 97: Partida imagindria ap6s segundo lance imagindrio

Como assumimos que existird a0 menos uma casa vazia, temos que quando for a
vez de P fazer o seu lance, terd que existir ao menos duas casas no jogo imagindrio, e
quando chegar nesta situa¢do exista a0 menos uma casa vazia no Jogo Real, sendo pelo
menos uma casa vazia para que Q execute um lance.

Temos até este momento que a partida ndo terminou, nenhum dos jogadores comple-
tou um caminho ligando duas margens paralelas, porém em algum momento eventual-
mente P fard esta conexdo na partida imagindria.

Com isso Q ird vencer o jogo imagindrio, porque como quem possuia a estratégia
vencedora era P, Q aplicou o roubo de estratégia (LR), e quando isso acontece ele
também ganhou o jogo real, pelo fato de que quando um caminho estd conectado,
lances diferentes do que estdo neste caminho ndo alteram o resultado da partida, e isso
contradiz nossa suposicdo de que P tem a estratégia vencedora.

Caso o2

Agora vamos supor que Q é o segundo jogador, e que pg seja o primeiro lance de P.
O jogador Q comecga circulando py, e a partir deste momento ele recorre a uma partida
imagindria, criando um tabuleiro ficticio que chamaremos de tabuleiro imagindrio,
e o tabuleiro onde efetivamente acontece a partida chamamos de real. No tabuleiro
imagindrio Q circula a mesma, neste tabuleiro esta vazia.Aplicando a estratégia L, Q
realiza um lance no tabuleiro imaginario, se tornando o primeiro jogador deste tabuleiro,
e repete este lance no tabuleiro real. Q continua com esta estratégia: os lances de P

no tabuleiro real ele sdo repetidos no tabuleiro imagindrio; aplicando a estratégia L,



4.4 MISERE HEX

Q realiza seu lance no tabuleiro imagindrio, e o repete no tabuleiro real (lembrando
que esta casa vazia destacada no tabuleiro imagindrio nunca é ocupada por P, pois no
tabuleiro real ela ja estd ocupada). Q mantém esta estratégia (LR), porém se a estratégia
L aplicada no tabuleiro imagindrio, exigir que a casa vazia circulada seja ocupada por Q,
ele ocupa esta casa com a sua pega, circula uma outra casa vazia do tabuleiro imaginério
e na mesma posicdo ele faz o seu lance no tabuleiro real. Por hipétese, o jogo sempre
terd ao menos uma casa vazia, e isto garante que ambos os jogadores continuam se
movendo. Mas, como L é uma estratégia vencedora para o primeiro jogador, em algum
momento P completard um caminho que conecta as suas margens paralelas no tabuleiro
imagindrio. Como todas as pecas de P que estdo no tabuleiro imagindrio correspondem
a pecas de P no tabuleiro real, Q também venceu no tabuleiro real. E isso contradiz
nossa suposicdo que P tem uma estratégia vencedora.

Por contradi¢cdo provamos nosso lema.

Para finalizarmos a demonstragdo iremos provar a primeira afirmacao:
Como conseguimos mostrar que Q consegue jogar de modo a garantir que sua tltima

jogada preenche o tabuleiro, podemos afirmar:

* Quando o tabuleiro tem uma quantidade par de casas, Q é |,

* Quando o tabuleiro tem uma quantidade impar de casas, Q é J;
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Como este trabalho visa contribuir para a evolugdo do ensino de matematica através
dos jogos, ressaltamos em se¢des anteriores a importancia de conhecermos os jogos,
suas propriedades, suas particularidades, suas definicdes para que se possa escolher
o jogo apropriado, para o publico apropriado e se fazer a devida explora¢do para
o rompimento com o simples trabalho de entretenimento, e sim um casamento com
crescimento efetivo desta contribui¢do. Para tanto, iremos explorar uma iniciativa de
exceléncia, que possui um sucesso significativo, duradouro e de expansdo, que é o

Campeonato Nacional dos Jogos Matematicos de Portugal.

5.0.1 Histéria e Organizagdo

A CNJM é organizada pela Associa¢do Ludus, criada em 2006 sem fins lucrativos com
o tinico objetivo de promover e divulgar a matematica em seus diferentes aspectos.
A competicdo é organizada para todos os alunos dos ensinos bésicos e secundério,
o que corresponde ao ensino fundamental e médio do Brasil, distribuida em quatro
categorias, trés correspondentes ao ciclo bésico e a tltima ao ensino secundério, onde
em todas as categorias ha uma final nacional. E criada uma comissio organizadora
responsével por diversas atividades, que cuida para que os professores e alunos recebam
treinamentos, tais como préticas, oficinas e torneios. A competicdo é constituida por
seis jogos distribuidos nos quatro niveis existentes e cada escola inscreve um aluno por
jogo desenvolvido no sistema suigo de competicdo, onde os jogadores se enfrentam em
pares, com uma quantidade pré determinada de rodadas, normalmente a raiz quadrada
do nimero de participantes, onde os vencedores a cada etapa vao se enfrentando na

préxima até a dltima rodada, onde quem tiver mais pontos é declarado vencedor.
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5.0.2 Invente o seu jogo

Uma das etapas mais interessantes do CNJM é o concurso “Inventa o teu jogo” onde os
alunos das escolas participantes inventam seus préprios jogos, onde posteriormente sdo
julgados por uma comissao. O que faz esse concurso ser tao interessante é que, além
de trabalhar a imaginacdo, a ideia de desenvolvimento, a forca da criagdo, o poder de
testar algo de passivel evolugdo, e 0 mais interessante, tanto que as regras do concurso,
quanto as caractéristicas dos jogos, coincidem com as dos “jogos combinatérios” o que

mostra a sua relevancia.

5.0.3 Beneficios

Para alguns alunos é mais atraente vencer um adversario em um jogo, do que para
resolver um exercicio de matemética. Como foi mencionado na introdugdo sdo intimeros
os trabalhos que provam os beneficios dos “Jogos Combinatérios”, porém queremos
discutir os beneficios de um evento como o CNJM, que além de despertar o interesse
pela disciplina de matematica, e desenvolver um ntimero alto de habilidades como o
raciocinio e a concentragdo similar ao xadrez em aspectos competitivos.

Nos dias atuais sdo mencionadas diversas possibilidades a cerca de um evento como
esse, que trariam progressos para o ensino da matematica, tal como notoriedades de

evolucao, tipificagdo de interesses, caracteristicas e semelhangas nos campedes.

5.0.4 Sucesso

A CNJM estd indo para sua 17" edigdo. Evento realizado desde 2006 com uma crescente
participacdo desde entdo, hoje conta com centenas de escolas e dezenas de milhares de
alunos, com uma efetiva mobiliza¢do nas escolas durante o ano, apenas com o intuito

de pensar matemaética.

5.0.5 Jogos

A motivacdo inicial deste trabalho foram o Hex e o Nim, e a escolha desses jogos foi

devida a suas caracteristicas marcantes, que criavam um bom objeto de estudo, no
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momento em que pesquisava exemplos de sucesso na aplicagdo desses jogos, descobri
o CNJM, e percebi que parte do sucesso desse evento se dava pela escolha dos jogos
praticados, e estes que possuiam caracteristicas proprias, relevantes, marcantes e de alto
valor educativo, caracteristicas que casam com 0s nossos objetivos, e ainda entram na
classificacdo de “Jogos Combinatérios”. Valendo a iniciativa de citarmos alguns destes
jogos em que achei interessante, e que o leitor desta, que se interessar, pode obter mais

informagoes.:

¢ Rastros;

e Go;

e Produto;

e Plainim;

e Atari Go;

¢ Caes e gatos;

e Seméforo.

1 Todas as informagdes, regras, materiais e imagens podem ser retiradas do site http://ludicum.org/cnjm
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/1,

O principal objetivo deste trabalho foi aprofundar o estudo acerca do tema “jogos
combinatérios” com a intengdo de ser uma referéncia para outros educadores, e com isso
contribuir para a evolugdo das préticas de ensino de matemdtica nos segmentos escolares
fundamental e médio. O tema “jogos combinatérios” demonstrou a potencialidade
dessa prética em sala de aula [18] e a possibilidade de ampliacdo dos saberes dos alunos
que sdo expostos a ela. No entanto, este trabalho aponta que a simples aplica¢do de
jogos como ferramenta pedagodgica contribui de maneira menos efetiva, do que, quando
aplicada com um estudo aprofundado. Sendo condi¢do primordial que o professor
reconheca as caracteristicas, as regras, o formato, o objetivo e o contetido matematico
para que a condugdo da aplicacdo desses jogos seja efetiva e eficaz, e para que os jogos

sejam uma prdtica de sucesso na aprendizagem matematica.

O Hex é um caso em que nao falta referéncia, haja visto a quantidade de estudos acerca
dele, e isto mostra o quanto ele é atraente. A simplicidade em suas regras contrasta com
a dificuldade em se obter a estratégia vencedora, e a prova da auséncia de empate, se
relaciona como uma das caracteristicas importantes citadas na introdugéo. Ja no caso do
Nim, as suas regras também sao simples, porém a estratégia vencedora é de aparente
facilidade, e que apenas o seu estudo o torna acessivel, algo que o torna intrigante, e
mesmo se tomarmos posse dessa estratégia, o jogo do Nim apresenta diversas variacdes,
todas trazendo um novo desafio, riquissimos em contetido matematico com a divivisdo
euclidiana e a representagdo bindria de ntimeros naturais. Por dltimo trouxemos a
menc¢do a um evento de exceléncia que é o CNJM [15], evento desconhecido por mim
até entdo, e que a cada ano apresentou evolugdes e crescimento, tanto na qualidade
quanto no niimero de participantes, e acredito que esta evolugdo se passa pelo fato
dos organizadores frequentemente fornecerem formacdes, pertinentes ao assunto, aos
educadores de matematica envolvidos, produzirem diversos artigos académicos [18]

sobre o0s jogos e seus beneficios. Gostaria que a CNJM fosse conhecida pelo maior
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namero possivel de educadores, para que possa inspirar iniciativas semelhantes no

Brasil.



APENDICE

1 PRE REQUISITOS DE MATEMATICA

1.1 Sistemas de Numeracio

Podemos dizer que um sistema de numeragdo é uma forma de representar quantidades
através de simbolos. No nosso sistema de numeracdo chamamos estes simbolos de
algarismos e totalizam em 10,

0;1;2;3;4;5;6,7;8;9.

E ainda dissemos que é um sistema posicional, pois em diferentes posi¢des os
algarismos assumem valores diferentes. Este sistema chamamos de numeragdo decimal,
pois definimos os valores de cada posi¢gdo em potencias de base 10 como os exemplos:

785 =700 + 80 +5 = 7.10* +8.10" +5.10°

9346 = 9.10° +3.10% + 4.10' +6.10°

Cada sistema tem suas caracteristicas de acordo com a cultura dos povos. A ma-
temadtica desenvolveu-se de acordo com a necessidade da humanidade, assim povos
diferentes inventaram sistemas de numeragdo tinicos. Ainda que os simbolos fossem
diferentes, a idéia de niimero e de sistema de numeragdo esteve presente em quase

todas as civilizac¢des.

1.2 Base Binaria

Os ntiimeros bindrios formam um sistema matematico usado por computadores para
criar informacgdes. Esse sistema é composto por uma base de apenas dois algarismos: o
e1.

A primeira versdo desse sistema binario surgiu no século III a. C. O matematico
indiano Pingala [1] apresentou uma sequéncia numérica usando 8 algarismos, sendo 1
e o simbolos modernos. Entdo, a aplicacdo foi feita desse modo: oo1, 010, 011, 100, 101,

110, 111 e 1000. Posteriormente, outros matematicos tentaram atualizar o método [14].
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Base 10 | Base 2
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001
10 1010
Transformagoes:

Base 10 para Base 2 :

Para calcular é simples. Pegamos um nimero de base 10 (decimal) e decompomos
por 2 até ndo ser possivel mais dividir. Com os resultados formamos um novo nidmero
de base 2. Agrupamos o tltimo resultado seguido dos restos das divisdes anteriores, do

ultimo para o primeiro.

Exemplo .1 (Transformacdo-Base 10 = Base 2). 56|2 = 28 = Resto o
28|12 =14 = Resto 0
14]2 =7 = Resto o
7|2 =3 = Resto 1
3|2 =1 = Resto 1
(56)10 = (11100)2

Base 2 para Base 10:

Mas para transformar ntimeros bindrios em decimais separamos os digitos por casa.
Depois transformamos essas casas em expoente para o nimero 2, sendo o primeiro
expoente da esquerda para a direita o ntimero zero. Entdo, multiplicamos as poténcias

pelos seus respectivos algarismos bindrias. Por fim, somamos todos os resultados.

Exemplo .2 (Transformacao-Base 2 = Base 10).
11100=1-2°+1-24+1-23+0-22+0-21+0- 2"
11100=1-32+1-16+1-8+0:-4+0-2+0-1
11100 =32+16+8
(11100); = (56)1¢
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Dispositivo Pratico
Como todos os niimeros podemos representar através de potencias de base 2, podemos
definir um processo pratico para a transformacao.

Dada as poténcias:

20 =1
21 =2
22 =4
23=8
24 =16
2° =32
26 = 64
27 =128

Quando a poténcia de base 2 estiver presente na composi¢do do referido ntiimero,

atribuimos o algarismo 1, quando néo estiver presente atribuimos o.

Exemplo .3 (Dispositivo prético). Sejam os niimeros:

9=1-64+1-32+0-16+0-8+0-4+1-2+1-1=1100011
75=1-64+0-32+0-16+1-8+0-4+1-2+1-1=1001011
36=1-32+0-16+0-8+1-4+0-2+0-1=100100
27=1-16+1-8+0-4+1-2+1-1=11011

Niimero | 2° 25 24 23 22 21 20
99 1-26001-2510-2410-22|0-22 |1-21/1.20

1 1 0 0 0 1 1

75 1-2610-25|0-24{1-23{0-22|1-21|1.20
1 0 0 1 0 1 1

36 0-2611-25/0-2¢410-23|1.272|0-21| 0-20
0 1 0 0 1 0 0

27 0-2010-2°|1-24|1-22| 022 |1-21|1-20
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1.3 Grafos

Definicao .4 (Grafos). Utilizamos a Teoria de grafos como uma ferramenta de modelagem para
o tabuleiro do Hex, fizemos uso de suas definigdes para nos auxiliar na prova do Teorema do Hex.

Um grafo é um conjunto de vértices interconectados dois a dois por arestas.

A Teoria dos Grafos é uma das drea importante da Matemadtica Discreta, e muito
utilizada em jogos e recreacdes matematicas. Atribui-se a sua criacdo a Euler ao resolver
o problema das pontes de Konigsberg em 1736, mas foram os problemas acerca de
férmulas de estrutura de compostos quimicos que Arthur Cayley resolveu na segunda
metade do século XIX que a comecaram a desenvolver[s].

Usamos como referéncias nesta secao:[2] [9][20][4]

Definicao .5 (Grafo Simples). Um grafo simples G= (X(G), F(G)) consiste num conjunto
finito e ndo vazio X(G) de elementos chamados vértices e num conjunto finito F(G) de pares nio

ordenados de elementos distintos de X(G) chamados arestas.

Definicao .6 (Adjacéncia). Dois vértices a e b do grafo G dizem-se adjacentes se o par
{a,b} pertence a F(G). Habitualmente representa-se um grafo simples G = (X(G), F(G)),
abreviadamente G = (X, F), por um diagrama no qual os vértices sio representados por pontos e

as arestas por linhas unindo vértices adjacentes.

Definicdo .7 (Grau de um vértice). Dissemos que um grau de um vértice de um grafo G, é

o niimero de arestas que sio incidentes a este vértice.

Definigdo .8 (Subgrafo). Um grafo G’ = (V', E') diz-se subgrafo de G = (V,E)se V! C V,

E' C E e E’ contém todas as arestas de G que ligam os vértices de V'.

Defini¢ao .9 (Caminho). Um caminho num grafo G entre os vértices x1 e x, é um subgrafo,
P, tal que

V(P)={x1,x3,... ,xp}

e

E(P)={[x1,x2],...[xp—1, xpl}

Definicao .10 (Ciclo). Um ciclo é um caminho de comprimento nio nulo cujos tinicos vértices

que coincidem sio os vértices extremos.

Definicao .11 (Grafo conexo). Um grafo G diz-se conexo se existe sempre um caminho a unir

quaisquer dois dos seus vértices.
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Lema .1 (Grau méximo). Um grifico com N vértices, cada um com grau no maximo 2, terd

no mdximo N arestas.

Lema .2 (Componentes). Qualquer grafo finito onde um vértice tem um grau de no mdximo 2

é uma unido de componentes disjuntos, e cada componente é:
e (A) um vértice isolado;
* (B) um ciclo simples;
* (C) um caminho simples.

Demonstragio. Por indugdo sobre o namero de arestas do grafo.

Caso basico

Considere-se um grafo G com n vértices.

Cada vértice pode ter no méximo grau dois, entdo G pode ter no maximo 7 arestas.

Denota-se um grafo com k arestas por Gy.

No caso de Gy, todos os vértices sdo isolados.

Caso Geral

Tese: No caso G,+1, escolhe-se aleatoriamente uma aresta para ser retirada e designe-
se essa aresta por (u,v). Os vértices u e v passam a ter no maximo grau 1, uma vez que
se retirou a aresta porque os ligava e no maximo tinham grau dois. Como os vértices u
e v tem no maximo grau 1 entdo ndo podem pertencer a um ciclo.

Hipotese de indugdo: G, é a unido de vértices isolados, ciclos e caminhos, se se
adicionar novamente a aresta (1, v) ao grafo, os subgrafos que se tinham obtido pela
exclusdo da aresta continuam inalterados e ao adicionar novamente a aresta a tnica
coisa que se altera é que os vértices u e v passardo a fazer parte de um mesmo ciclo ou
caminho.

Portanto, pode-se concluir que G;+1 também ¢é a unido de vértices isolados, ciclos e
caminhos. Onde concluimos que o Lema se verifica para todos os grafos G, com 0 < k
> n.

O
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