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RESUMO

Este trabalho apresenta conceitos basicos de Algebra Linear, como espacos vetoriais,
transformacoes lineares, seus autovalores e suas representacoes diagonais. Também sdo
abordadas nocdes elementares sobre grafos, que nos permitem apresentar o objetivo

principal da dissertacio: a demonstracio do Teorema da Matriz-Arvore de Kirchhoff
para grafos.

Palavras-chave: transformacoes lineares; grafos; matriz Laplaciana; matriz-arvore;
Kirchhoff
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ABSTRACT

This text presents fundamental concepts of Linear Algebra, such as linear spaces,
linear maps, its eigenvalues and diagonal representations. We also approach some ele-
mentary theory on graphs, which allow us to present the main topic of this dissertation:

the proof of Kirchhoff’s Matrix Tree Theorem on graphs.

Keywords: linear transformations; graphs; Laplacian matrix; tree matrix; Kirchhoff
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INTRODUCAO

Esse trabalho foi motivado pela curiosidade de compreender um ramo da Matema-
tica denominado de Teoria dos Grafos, o que me conduziu ao estudo do Teorema da
Matriz-Arvore de Kirchhoff.

Como a Teoria dos Grafos ndo se mostrou familiar a minha rotina profissional me depa-
rei com a necessidade de resgatar conhecimentos prévios de algebra linear, essenciais
para compreensdo desse tema como autovalor, autovetor, diagonalizacdo de matrizes e
nocoes sobre grafos.

Dessa forma, para alcancar o principal objetivo da dissertacdo em apresentar a de-
monstracio do Teorema da Matriz-Arvore de Kirchhoff para grafos na tentativa de
atrelar esses assuntos ao cotidiano profissional em que estou inserida, foi elaborada
uma escalada de aprendizagem focada em galgar desde os conceitos bésicos, ou seja, o
embasamento conceitual mais simples até a compreensao da demonstracao.
Primeiramente, serdo definidos conceitos basicos de espaco vetorial, assim como seus
axiomas e propriedades. Ainda neste capitulo aprofundaremos os conhecimentos sobre
as dependéncias lineares envolvidas.

Num segundo momento, trabalharemos com matrizes, suas operagoes, determinantes
além de discorrer sobre a formula de Binet-Cauchy.

Na terceira parte aprofundaremos os conhecimentos sobre transformacoes lineares,
autovalores e autovetores.

No quarto capitulo, apresentaremos as nocoes basicas sobre grafos, suas representagoes,
teoremas e corolarios.

No quinto capitulo, abordaremos a matriz Laplaciana, que se mostra extremamente
necessaria para realizacdo da demonstracgéo foco desta dissertacgao.

Préximo a conclusdo da escalada sera realizado o estudo do Teorema do Posto, parte
constituinte da demonstracdo objeto deste trabalho.

Finalmente, concluiremos o trabalho desenvolvendo a demonstracdo do Teorema da
Matriz-Arvore de Kirchhoff e por fim sera realizado o fechamento do trabalho abordando

todo o desenrolar dessa dissertacao.






ESPACO VETORIAL, SUBESPACO, BASES E
DEPENDENCIA LINEAR

Na éalgebra linear sdo utilizados com frequéncia autovalores e autovetores. Como
a dissertaco foca na demonstraciio do Teorema da Matriz-Arvore de Kirchhoff, serdo
necessarios alguns conceitos basicos de algebra linear. As referéncias utilizadas nesse
capitulo foram: [7], [1], [10] e [2].

1.1 ESPACO VETORIAL

Um espaco vetorial, também chamado de espaco linear, € um conjunto de vetores
onde estdo definidas as operacgoes de adicao e multiplicacdo. Essas operacoes devem
satisfazer os axiomas de espaco vetorial. Da mesma forma que, em geometria analitica,
somamos pares de vetores (do plano ou do espaco) e multiplicamos tais vetores por
escalares, o conjunto de todas as matrizes reais admite estrutura de espaco vetorial pois

somamos matrizes e multiplicamos por escalares sendo respeitados os axiomas.

Definicdo 1.1. Um espaco vetorial E é um conjunto ndo vazio de elementos, chamados
vetores, em que estdo definidas duas operacdes: a adicdo em que, sendo u,v € E um
par de vetores pertencentes a E, corresponde um novo vetor # + v € E , denominado
soma de u e v; a multiplicagdo por um nuimero real, sendo um nimero « € R e um
vetor v € E corresponde um vetor « - v ou av , sendo que para quaisquer o, f € R e u,v

e w € E as operagdes devem satisfazer os axiomas a seguir.
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1.1.1 Axiomas do espago vetorial

e comutatividade : u+v =0+ u;
 associatividade : (u+v)+w =u+(v+w) e (af)v = a(Bv);

* vetor nulo : existe um vetor 0 € E, denominado vetor nulo, talque v+0=0+v =

v para todo v € E;

* inverso aditivo : para cada v € E existe um vetor —v € E, denominado inverso

aditivo tal que —v+v =v+ (—v) =0;
¢ distributividade :(« + f)v = av + v e a(u + V) = au + av;

* multiplicacdo por 1: 1-v = .

1.2 SUBESPAGOS

Considerando E um espaco vetorial e F C E um subconjunto. E dito que F é
um subespaco vetorial de E se, além de ser um subconjunto, F munido das mesmas
operacoes de E € por si sé um espaco vetorial. De fato, para decidir se um subconjunto
F é subespaco de E, ndo é necessario verificar todas as propriedades da definicédo de

espaco vetorial, basta atender as propriedades abaixo.

1.2.1 Propriedades do Subespago

* 0eF;
* Seu,v € Fentiou +v € F,

* Sev € F entdo, paratodo « € R, av € F.

Para alcancar o conceito de base é necessaria abordagem de alguns conhecimentos

basicos estudados a seguir.
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1.3 COMBINAGOES LINEARES

Definicdo 1.2. Seja E um espaco vetorial real. Um vetor x em E é uma combinagdo
linear dos vetores v, vy, - - -, v, em E se existirem escalares aq, ay, - - -, &y, tais que x

pode ser expresso na forma

m
X =001+ ...+ &0y = Zaﬂ]i
i=1

Os escalares aq, a3, - - -, &y, sdo denominados coeficientes da combinagéao linear.

No caso em que m = 1, a expressdo da definicdo acima se torna x = a1v;. Desse
modo, dizer que x é uma combinacdo linear de v; é o mesmo que dizer que x é um

multiplo escalar de v; .

Definicao 1.3. Dizemos que os vetores vy, ..., U, geram um espaco (subespaco) vetorial

E se todo vetor de E puder ser escrito como combinacdo linear dos vetores vy, ..., Uy,.

1.4 DEPENDENCIA E INDEPENDENGIA LINEAR

Os espagos vetoriais possuem uma estrutura algébrica em que, fixada uma base
num espaco vetorial de dimensdo m, tem como elementos combinacdes lineares dos m
vetores com coeficientes univocamente determinados. Torna-se muito importante, em
algebra linear, saber se um dado vetor v de um espacgo vetorial E é combinacdo linear

de outros vetores desse espaco.

1.4.1 Conjunto linearmente independente

Um conjunto X C E é linearmente independente quando nenhum vetor v € X é combi-
nacdo linear de outros elementos de X, sendo E um espaco vetorial. Quando o conjunto
X é L.I (abreviacdo de linearmente independente) seus elementos sdo todos # 0, dado

que o vetor nulo é combinacdo linear de quaisquer outros: 0 =0-v1 +... +0 - vy.

Teorema 1.4. A combinagdo linear de vetores L.I. dando o vetor nulo € tnica.

Seja X um conjunto L.I, no espago vetorial E. Se a101 + ... + &0y = 0 cOm v1, ..., 0y € X
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entdo oy = ... = ay = 0.
Reciprocamente , se a unica combinagdo linear nula de vetores de X é aquela cujos

coeficientes sdo todos iguais a zero, entdo X € um conjunto L.I.
Pode-se concluir facilmente que todo subconjunto de um conjunto L.I. é ainda L.I.

Corolério 1.5. Se v = a101 + ... + Xy Uy = P10U1 + - - - + By U € 0S Vetores vy, - - -, Uy, SAO

L.I entdo oy = By, , &m = PBm-

Neste caso terfamos (x; — B1)v1 + ... + (& — Bm)vm = 0 portanto, pelo Teorema 1.4,

(a1 — B1) = ... = (@m — Bm) = 0.

Teorema 1.6. Sejam vy, ..., v, vetores ndo-nulos do espago vetorial E. Se nenhum deles é

combinagdo linear dos anteriores entdo o conjunto X = {vy, ...,y } € L.L

1.4.2 Conjunto linearmente dependente

Definicdo 1.7. Um conjunto X C E é dito linearmente dependente (abreviacao L.D.)

se X ndo é L.I.

Do Teorema 1.4 percebemos que a defini¢do acima é equivalente a afirmar que X C E
é linearmente dependente se e somente se equacao w1v1 + ... + &, Uy = 0 (com incognitas

a;, 1 € {1,...,m}) admite solugdo com algum «a; # 0 (solucdo néo-trivial).

Teorema 1.8. Se os vetores vy, ..., vy, geram espago vetorial E entdo qualquer conjunto

com mais de m vetores em E é L.D.

1.5 BASES

Definicdo 1.9. Um conjunto B C E é uma base para E se é L.I. e se B gera E, ou seja,

todo vetor de E pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de B.
Chamamos o numero dim E de elementos (ou a cardinalidade) de B de dimensao do

espaco E.

Notamos que a dimensdo de E ndo depende da escolha da base B, ou seja, todas as

bases de E tém mesma cardinalidade. Além disso, os conceitos de base e dimensio se
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estendem naturalmente a subespacgos F C E, uma vez que esses sdo também espacos

vetoriais.






MATRIZES

Neste capitulo abordaremos conceitos basicos de matrizes presentes no curriculo do

ensino médio. Como referéncias utilizadas nesse capitulo temos: [7], [5], [10] e [6].

2.1 MATRIZES

Denomina-se matriz m por n, M = [4;;], uma lista de nimeros reais 4;;, onde
1 <i<me1l <j< n, onde M é formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n

colunas.

Definicdo 2.1. Seja M uma matriz qualquer em que cada elemento é indicado por
a;j. Tem-se que o indice i indica a linha e o indice j indica a coluna a que o elemento

pertence. Uma matriz m X n é representada por:

a1 an A1n

a1 ax an
M =

Am1l  Am2 Amn

A matriz M pode ser representada por: M = (a;) sendo i € {1,2,3,..,m} e j €
{1,2,3,...,n}; ouainda M = (aij)mxn- Note que 0 conjunto M, ) de todas as matrizes
m X n sera um espaco vetorial se definidos a soma de matrizes e o produto de uma

matriz por um numero real, realizando as operacoes coordenada a coordenada.
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2.1.1 Matrizes especiais

Existem matrizes que recebem nomes especiais por suas caracteristicas que serao

mencionadas a seguir.

Matriz linha

E denominada matriz linha toda matriz do tipo 1 x n que é composta por uma tinica

linha.

(Clu app ... a1n>

Matriz coluna

E denominada matriz coluna toda matriz do tipo m x 1 que é composta por uma

Unica coluna.

Matriz nula

E denominada matriz nula toda matriz que é composta somente por elementos

iguais a zero. Exemplos:

o
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Matriz quadrada de ordem n

E denominada matriz quadrada de ordem n toda matriz do tipo 1 x n composta

por quantidade idéntica de linhas e colunas.

a1 a4 a1n
azy 4 a2n
anl  an2 Ann

E necessario esclarecer que chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada
M de ordem n a matriz linha formada pelos elementos de M que tém os indices i e j

iguais:

(ﬂu axp asz ... ann)

E necessario comentar também que chama-se diagonal secundaria de uma matriz
quadrada M de ordem n a matriz linha formada pelos elementos de M que tém a soma

dos indices i e jigual a n +1.

<ﬂ1n Am-1) 43(m-2) --- ﬂn1>
Exemplo 2.1.
8§ 9 -7
6 4 -5
-1 2 3

A matriz acima é quadrada de ordem 3, tendo como diagonal principal (8 4 3) e

sua diagonal secundaria é (—7 4 —1).

Exemplo 2.2.
o 1 2 3

4 5 6 7
8§ 9 -1 =2
-3 -4 -5 -6

11
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A matriz acima é quadrada de ordem 4, tendo como diagonal principal (0 5 —1 —6)

e sua diagonal secundaria é (3 6 9 —3).

Matriz diagonal

E denominada matriz diagonal toda matriz quadrada cujos elementos que nio

pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero.

a 0 0

0 ano 0

0 0 Aun
Note que nada impede que a1 = ax = ... = a,, = 0.

Matriz identidade de ordem n

E denominada matriz identidade, I, a matriz diagonal cujos elementos que perten-

cem a diagonal principal sdo iguais a 1.

o ... 0
0 1 0

I, =
0 0 1

Matriz transposta

Definic¢édo 2.2. Dada uma matriz A = (4;j)mxn, € denominada transposta de A a matriz

Al = (@;)nxm tal que a;j = a}; para todo i e todo j.

Exemplo 2.3. Determine a matriz transposta de A.

a b a c
A= = Al =
c d b d
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Exemplo 2.4. Encontre a matriz transposta de B.
a d

a b ¢
B = =Bl=1p ¢
(d e f)

¢ f

Exemplo 2.5. Determine a matriz transposta de C.
a

C=(a b oc d):>Ct=

2.1.2 Operagoes com Matrizes

Adig¢do de Matrizes

Definicao 2.3. Dadas duas matrizes, A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn, € chamada soma de
A+ B, a matriz. C = (¢;j)mxn tal que ¢;j = a;j + bjj, para todo i e j. Note que a soma
de duas matrizes A e B do tipo m x n é uma matriz C do mesmo tipo em que cada

elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.

Exemplo 2.6. Dadas as matrizes a seguir foram realizadas as adicoes.

@ 1 2 3 N 4 -1 1 1+4 2—1 3+1 51 4
a = =
4 5 6 —4 0 -6 4—-4 5+0 6-—6 050

13
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MATRIZES

7 8 01 7+0 8+1 7 9
(b) + = =

9 9 2 3 9+2 9+3 11 12

© (5 11 3/4)+ (1 —2 3)=(5+1 11-2 3/4+3)=(6 9 15/4)

Propriedades da Adi¢do de Matrizes

associativa: (A+B)+C = A+ (B+C) sendo A, B e C quaisquer do tipo m x n;

Demonstragdo. Tome (A+B)+C=XeA+(B+C) =Y. Se A= (a;)mxn, B = (bij)mxn,
C = (cij)mxn> X = (Xij)mxn € Y = (Yij)mxn teremos que: x;; = (a;; + bjj) + ¢;j = a;; + (b;j +

cij) =y paratodosic {1,... mjejec {1,..., n} O
comutativa: A+ B = B+ A sendo A e B quaisquer do tipo m X n;

Demonstracdo. Tome A+ B = X e B+ A =Y. Usando a mesma notagdo adotada na
demonstragéo da propriedade associativa, teremos que: x;; = a;j + b;j = b;j + a;; = y;;
paratodosi € {1,...,m}eje{l,...,n}. O

elemento neutro: Qualquer que seja A do tipo m X n, existe M, elemento neutro da

soma, talque A+ M= A ;

Demonstragdo. Basta tomar M a matriz m X n com todas as entradas iguais a 0 e somar

coordenada a coordenada. O
Note que, se A+ M = A sucede: a;; +m;j —a;; = m;; = 0 = M = 0 Portanto o
elemento neutro é tnico, ou seja, é necessariamente a matriz nula do tipo m x n.

E usual denotar o elemento neutro da soma por 0.

elemento simétrico (oposto): Para todo A do tipo m x n existe A’, denominada

matriz oposta de A, tal que A+ A’ = 0.

Demonstragdo. Basta tomar A’ = (agj) com afj = —ajj, onde a;; denotam os elementos

da matriz A. O
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Analogamente ao que ocorre com a matriz nula, fixada A a matriz oposta € tnica.

Impondo A+ A’ = M = 0, resulta em: a;; +a§]- =0 = agj = —a;; Vi,Vj. Ou seja, a
simétrica da matriz A para a adi¢do é a matriz A’ de mesmo tipo que A, em que cada
elemento é simétrico do correspondente de A. E usual denotar a matriz oposta A’ por
—A.

Produto de matriz por um escalar

Definic¢éo 2.4. Dado um escalar k e uma matriz A = (4;;)mx, chama-se produto kA a
matriz B = (bjj)mxn tal que b;; = ka;; para todo i e todo j. Ou seja, multiplicar uma
matriz A por um escalar k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A

todos multiplicados por k.

Exemplo 2.7. Dadas as matrizes abaixo foi realizado o produto de uma matriz por um

escalar.
(1 7 2) (3.1 3.7 3.2) (3 21 6)
(a) 3. = =
5 -1 -2 35 3.(=1) 3.(=2) 15 -3 —6
0 2 4 01 2
®il8 6 4|=[43 2
10 12 —6 5 6 —3
-1 8 (=2).(=1) (-2).8 2 —16
@ (=2.]12 —-6|=| (-22 (2.(-6)|=]|-4 12
-3 5 (=2).(=3) (=2).5 6 —10

Propriedades do Produto de Matriz por um escalar

O produto de um escalar por uma matriz apresenta as seguintes propriedades que
podem ser deduzidas de maneira semelhante aquela que fizemos para as propriedades
associativa e comutativa da adicdo, ou seja, coordenada a coordenada. Se a,b € R (a,b

numeros reais) e A, B sdo matrizes com o mesmo numero de linhas e colunas temos:
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* associativa: a.(b.A) = (ab).A;

distributiva do escalar: a.(A+ B) =a.A +a.B;

distributiva da matriz: (a+b0).A=a.A+D.A;
* elemento neutro do produto: 1.A = A.

Decorre de todas essas propriedades o seguinte resultado:

Proposicao 2.5. O espaco M, das matrizes m por n munido das operagdes de adi¢do e

multiplicagdo por escalar aqui descritas é um espago vetorial.

Produtos de Matrizes

Definicédo 2.6. Dadas duas matrizes A = (ajj)mxn € B = (bjK)nxp, chama-se produto AB

a matriz C = (cjx)mxp tal que

n
Cik = a1 - bug+ Aip - by + i3 - by + - - - + g - b = Y ajbj
j=1

paratodoi € {1,2,---,m} etodok € {1,2,---,p}. Note que:

A definicdo acima garante a existéncia do produto AB somente se o nimero de colunas

de A for igual ao nimero de linhas de B, sendo A do tipo m x n e B do tipo n x p.

A definicdo acima também garante que o produto AB é uma matriz que tem o nimero

de linhas de A e o nimero de coluna de B, visto que C = AB é do tipo m X p.

Pela definicdo, um elemento c;, da matriz AB serd obtido pelo processo abaixo:

toma-se uma linha i da matriz A:

(111'1 app ... llin)

toma-se a coluna k da matriz B:
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coloca-se a linha i de A na "vertical"ao lado da coluna k de B:

(Elil aApp ... ain)

toma-se a coluna k da matriz B:

ai b1k
i bk
Ain bnk

calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado:

ai1 - bix

aip - by

Ain - bnk

somam-se esses n produtos , obtendo cj.

Exemplo 2.8. Dada as matrizes A e B, vamos calcular o produto AB.
7
1 2 3
A= e B= 8
4 5 6
9
Observe que sendo A do tipo 2 x 3 e B do tipo 3 x 1 existe AB e é do tipo 2 x 1, sendo

AB=C.
(17428439 (50
- \47+58+69/) \122

123
C= .
(456)

O 0

17
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Exemplo 2.9. Calcular AB dadas as matrizes:

(e

Note que A é do tipo 2 x 2 e B do tipo 2 x 2, assim teremos:

co 1 2 56\ (15+27 1.6+28\ (19 22
3 4) \7 8 35+47 3.6+4.8 43 50

Propriedades do Produto de Matrizes

associativa: (AB)C = A(BC), quaisquer que sejam as matrizes A = (4;j)uxn, B =

(bjk)nxp e C = (ck)pxrs

distributiva a direita em relacdo a adicao : (A + B)C = AC + BC, quaisquer que

sejam as matrizes A = (a;)mxn, B = (bij)mxn € C = (CiK)nxp;

distributiva a esquerda: C(A + B) = CA + CB, quaisquer que sejam as matrizes
A = ij)mxn,B = (bij))m=n € C = (Cki) pxm;

comutatividade do escalar: (kA)B = A(kB) = k(AB), quaisquer que sejam o nimero k

e as matrizes A = (@ij)mxn,B = (0j)nxp;

identidade: Se I, e I, sdo , respectivamente, as matrizes diagonais m X m e n X n com

os elementos da diagonal iguais a 1, entdo [,,A = Al, = A, qualquer que seja a matriz
A = (aij)mxn-

Note que a multiplicacdo de matrizes ndo é, em geral, comutativa, ou seja, para duas

matrizes quaisquer A e B € incorreto assumir que A.B = B.A.

Possiveis situacoes:
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* 1) Existem casos no qual existe AB e ndo existe BA. Isso sucede quando A é uma
matriz m x n, B é uma matriz n X p e m # p com base na definicdo de produto

de matrizes.

Exemplo 2.10. Determine o produto de A.B e B.A.
6

<0 1 2)
A= e B = 7
3 45

8

BA néo existe pois, pela defini¢do do produto de matrizes, o numero de colunas

de B ¢é diferente do numero de linhas de A.

2) Ha casos em que existe AB e BA, entretanto sdo matrizes de tipos diferentes e,

portanto, AB # BA.Isto ocorre quando A ém xn, Bén x mem # n.

Exemplo 2.11. Determine o produto de A.B e B.A.

01
54 3
= e = 2 3
210
4 5
20 32
AB =
2 5
2 1 0
BA=116 11 6
30 21 12

3) Nos casos em que AB e BA sdo do mesmo tipo, ou seja, A e B sdo matrizes

quadradas e de mesma ordem, temos quase sempre AB # BA.

19
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Exemplo 2.12. Determine o produto de A.B e B.A.
10 4 5
eB=
2 3 6 0
4 5
AB =
26 10

A

Observe que quando A e B sdo tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam. Note
que uma condi¢do necessdaria para A e B comutarem € que sejam matrizes quadradas e

de mesma ordem.

2.2 DETERMINANTE

Serd importante a abordagem de determinante para realizacdo dessa dissertacdo
devido a dependéncia desse conceito para utilizacdo da Féormula de Binet-Cauchy que

serd empregada na demonstraciio do Teorema da Matriz-Arvore de Kirchhoff.

2.2.1 Determinante de uma matriz de ordem n < 3

Definicdo 2.7. Considere o conjunto das matrizes quadradas de elementos reais. Seja
A uma matriz quadrada de ordem n, chamaremos de determinante da matriz A, com
notacdo det(A), o numero obtido indutivamente pela férmula que alguns livros de

ensino médio trazem como o Teorema de Laplace:

* base da inducao: No caso em que A é de ordem 1 (n=1), definimos o det(A)

como o unico elemento de A, ou seja, se A = [a11] entdo det(A) = ar;.

* passo de inducdo: Para n > 2 definimos:

det(A) = Z”:(—1)i+f.aij.det(zij)
i=1

ou
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det(A) = Y (—1)"".a;;.det(A;))
=1
ondei € {1,...,n} ouje {1,...,n} éfixado e A;; é a matriz (n —1) x (n — 1)

obtida de A apds serem removidas sua linha i e sua coluna j.

E comum denotarmos o determinante de uma matriz escrevendo seus elementos

entre barras verticais simples, por exemplo:

a1 a1 a1 a4
det =

az1 A4 a1 ax

Notamos que o somatério ndo depende da escolha de utilizacdo da linha ou coluna.
Observe que, assim, a escolha de uma linha ou coluna com a maior quantidade de zeros

se mostra como uma forma de reduzir os célculos.

Definicdo 2.8. Observamos que, para matrizes de ordem 2 e 3 o célculo do determi-

nante € simples:

1. No caso em que A é de ordem 2 (n=2), o produto dos elementos da diagonal

principal menos o produto dos elementos da diagonal secunddria.

A= fn — det(A) = 4a11.422 — A12.421
a1 a2
2. No caso em que A é de ordem 3 (n=3), teremos de repetir as duas primeiras
colunas ao lado da matriz, os termos antecedidos pelo sinal positivo serdo obtidos
multiplicando os elementos seguindo na mesma direcdo da diagonal principal
e os termos antecedidos pelo sinal negativo serdo obtidos multiplicando os ele-
mentos seguindo a mesma direcdo da diagonal secunddria. Esse procedimento é

denominado Regra e Sarrus.

a1 4 43 a1 412 413 | dil a1
A= ax 4axp axpa | — det(A) = | a1 dxp 43 az1 a
asz1 asz 4ass az1 dszx aszsz | asp 4asz

det(A) = a11.a22.033 + A12.023.031 + A13.021.032 — A13.022.03] — A11.023.03 — A12.021.033

21
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Exemplo 2.13. Calcule os determinantes das matrizes a seguir:

- 13 4
A:(Zl),B:( >ec: 52 -3
42

14 2

det(A) = 21

det(B)=3.2—4.1=2

13 4|1 3
detC)=|5 2 —3|5 2 =122+3.(-3).1+454—42.1—1.(-3)4—352
14 2|1 4

det(C) =4 —9+80 — 8+ 12 — 30 = 49.

2.2.2 Determinante de uma matriz de ordem n > 4

Exemplo 2.14. Calcule o determinante da matriz A.

_ W N -
o = N o

Como a matriz A é de ordem 4, serd escolhida a coluna 3, pois é a coluna que possui

a maior quantidade de zeros, temos

1

4 .
det(A) = Y (—=1)"*3.a;5.det(A_;_3)
=1
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2 0 3 1 -2 3
det(A) = (=1)'*%.0.[ 3 3 —1 [+(-1)*2.|3 3 -1 |+
11 2 1 1 2
1 -2 3 1 -2 3
+(=1%*31.02 0 3|+(=1D*0.]2 0 3
1 1 2 3 3 -1

det(A) =1.0.20 —1.2.21+1.1.5 — 1.0.(—~13) =0 — 42+ 5 — 0 = —37.

Aplicamos a Regra de Sarrus no célculo de cada um desses determinantes, obtendo
det(A) = —37.

2.3 FORMULA DE BINET-CAUCHY

A férmula de Binet-Cauchy é integrante dos resultados da Algebra Linear e sera

necesséaria na demonstracio do Teorema da Matriz-Arvore de Kirchhoff para grafos.

Portanto para conclusao desse trabalho mostra-se significativa sua abordagem.

Teorema 2.9. (Formula de Binet-Cauchy)

Sejam A e B matrizes de ordem m X n e n X m, respectivamente. Entdo det(A.B) = 0,

sem >n. Sem <mn,

det(A.B) = Y det(Ap)det(Bp)
P

no qual a somatéria serd sobre todos os subconjuntos P de S = {1,2,---,n} com m

elementos.

Para cada P, Ap é a matriz m x m alcangada a partir de A mantendo as colunas de A
cujos indices pertencem a P; Bp € a matriz m x m obtida de B mantendo as linhas de B

cujos indices pertencem a P.

23
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Exemplo 2.15. Utilizando a Férmula de Binet-Cauchy para obter det(A.B) quando

-2 3 1
1 2 5
A=| =2 e B=
0 4 -1
4
3 2 6

Com base no teorema 2.9 temos S = {1,2,3,4} e os subconjuntos de P sdo:
P ={1,2,3}, P, ={1,2,4}, P;={1,3,4} e P, = {2,3,4}. Obtendo:

1 2 3 -2 3 1 1 2 6 -2 31
Ap=|-2 0 ,Bp =1 1 5 |,Ap=|-2 0 5], Bp= 2 51,

4 5 1 0 -1 4 5 2 3 26

1 3 -2 3 1 2 36 12 5
Ap=|-2 1 ,Bp,=1 0 —-11|,Ap,=10 1 5|,Bp,=|0 4 —-1].

4 1 6 51 2 32 6

Assim det(A.B) = det(Ap,).(Bp,) + det(Ap,).(Bp,) + det(Ap,).(Bp,) + det(Ap,).(Bp,)
det(A.B) = (—23).51 + (—37).19 + 33.(—73) + 39.(—40)
det(A.B) = —1173 — 703 — 2409 — 1560 = —5845.

Note que no teorema 2.9, se m = n, entdo det(A.B) = det(A).det(B), resultado do

determinante do produto de duas matrizes quadradas e de mesma ordem.

2.4 COFATOR

Definicédo 2.10. Considere a matriz A de ordem n > 2, sendo a;; um elemento de A.
Definimos como D;; o determinante da matriz obtida suprimindo a i-ésima linha e a

j-ésima coluna de A e denominamos de Cofator A;; do elemento a;j, 0 nimero dado por
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Ajj = (=1)".D;;

Exemplo 2.16. Determine os cofatores da matriz A.

(A) =

W N
W o=k, W
N Ol

Eliminada a primeira linha e primeira coluna teremos:

15
Dy =
3 2
15
App = (=) ) | = (-1)%2.(12-35)=2-15=-13

Eliminada a primeira linha e segunda coluna teremos:

25
Dyp =
3 2
App = (—1)1*2 ; ' =(—-1)%.2.2—-35)=(-1)(4—15) =11

Eliminada a primeira linha e terceira coluna teremos:

21
Dy3 =
3 3
Aps = (1)1 ; '=(—1)4.(2.3—3.1)=(6—3)=3

Eliminada a segunda linha e primeira coluna teremos:

Dy =

3 2

25
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Ay = (-1)*!

;1 ' =(—12%.(32-34)=(-1)(6-12) =6

Eliminada a segunda linha e segunda coluna teremos:

4 4
Doy =
3 2
Agy = (—1)22 j ' = (—1)%.(42—34)=(8 - 12) = —4

Eliminada a segunda linha e terceira coluna teremos:

4 3
Do3 =
3 3
Ay = (<127 | (L1543 -33) = (~1)(12—9) = —3

Eliminada a terceira linha e primeira coluna teremos:

3 4
D3 =
15
4
Az = (—1)* 5 ' =(-1)*35—-14)=(15-4)=11

Eliminada a terceira linha e segunda coluna teremos:

4 4
Ds; =
2 5
Az = (—1)3*2 ;1 ' = (—1).(45—2.4) = (=1)20 — 8) = —12

Eliminada a terceira linha e terceira coluna teremos:

D33 =

21
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Asz = (—1)*%

? ' =(—1°.41-23)=(4—6)= -2

Usando a notacdo definida aqui para cofatores as férmulas de Laplace para o deter-

minante (Definicdo 2.7 ) podem ser simplificadas para:

det(A) = Zal]Al]
i=1

ou

n
det(A) = Zai]'.Ai]'.
j=1

2.5 MATRIZ ADJUNTA

Definic¢édo 2.11. Dada a matriz A = [4;], a matriz adjunta de A Adj(A) € definida por:
Adj(A) = (Cof(A))!

onde (Cof(A)) € a matriz na qual os elementos séo os cofatores A;; da matriz A,ou seja,

¢ a matriz onde cada elemento a;; € igual ao cofator A;; da matriz A.

Exemplo 2.17. Determine a matriz adjunta de A dada por:
4 3 4
A=12 1 5
332

Baseado nos resultados obtidos no exemplo 2.16 teremos:

Al A A -13 11 3
Cof(A)=|An Axw An|=| 6 —4 -3
Az Asp  As 11 —12 -2

—-13 6 11

Adj(A) = (Cof(A) = | 11 -4 —12
3 -3 -2

27
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2.6 MATRIZ INVERSA

Definicdo 2.12. Dada uma matriz quadrada A de ordem n dizemos que A é invertivel

com inversa A~! se existe a matriz A~ tal que:
AAT =ATTA=,

onde I, é a matriz identidade de ordem n.

Pode-se mostrar que A € invertivel se e somente se det(A) # 0. Nesse caso teremos:

1 .
A= det(A)Ad](A).



TRANSFORMAGOES LINEARES

As transformacoes lineares, também chamadas de aplicacdes ou operadores, sao

funcoes cujo dominio e contradominio sdo subconjuntos de espacos vetoriais.

Serdo introduzidos alguns conceitos e notagdes de transformacdes lineares e entdo
falaremos sobre a representacdo matricial de uma transformacéo linear, estabelecendo,

assim, um vinculo com o assunto discutido no capitulo anterior.

Explanaremos aqui alguns dos principais conceitos associados a transformacdes
lineares, como nucleo, imagem, autovalores e autovetores. Novamente nossas principais

referéncias para esse capitulo sdo: [7], [5], [10] e [6].

3.1 IMAGEM OU TRANSFORMADO DE v

Definicdo 3.1. Sejam E e F espacos vetoriais. Uma transformacéo linear é uma fungao
A : E — F éumarelacdo que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) = A-v=Av € F

de tal forma que valham, para quaisquer u,v € E e a € R, as relacoes:
A(u+v) = Au+ Av,
Alw-v)=wa- Av
O vetor A - v é denominado imagem ou transformado de v pela transformacéo A.

Teorema 3.2. Sejam E e F espagos vetoriais e B uma base de E. A cada vetor u € B,
facamos corresponder de maneira arbitrdria um vetor u’' € F. Assim existe uma tnica

transformagdo linear A : E — F tal que A.u = u’ para cada u € B.

29
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Demonstragdo. Todo vetor v € E se apresenta, de forma tinica, como uma combinacéo
linear v = aquqy + - - - + &, U, de elementos uq, - - -, u,;, da base B. Definimos A :E — F

pondo

Av=aqul +- -+,

Mostremos agora que A assim definida é, de fato, uma transformacao linear. Sejam

v, w € E. Temos:
O=0Ur+---+a,Uy

ZUZIB1M1+"'+leMm

Mesmo que a base B seja infinita, pode-se exprimir v e w como combinacoes lineares
dos mesmos elementos de B, completando com coeficientes zero os multiplos de u; que

aparecem apenas numa das duas expressoes.

Entao

m
vtw =Y (a;+ B
P

logo
Aw+w) =) (a;+Biuj =Y aui+Y Biuj=Av+Aw

De forma analoga percebe-se que A(axv) = a.Av, portanto A : E — F é uma
transformacéo linear, tal que A.u = 1’ para todo u € B. Em relagéo & unicidade, seja
B : E — F outra transformagdo linear tal que B.u = u’ para todo u € B. Entdo , para

cada v =} a;u; € E tem-se

B.v = B(Z(xiui) = thi.Bui = thi.u§ =A.v
Portanto B = A O
Sejam E e F espacos vetoriais de dimensao finita e A : E — F uma transformacao

linear. Fixadas bases v = {vy,---,v,} C Eew = {wy,---,w,} C F, para cada

j={1,---,n} ovetor Av; se exprime como combinacéo linear dos vetores de base w:
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m
A?J]' = tlewl + llszUz + -+ am]-wm = Zai]-wj
i=1

Dessa maneira, a transformacao linear A : E — F juntamente com as bases v C E
e w C F determinam uma matriz a4 = [4;;] € M(m x n), chamada representacéo

matricial (ou simplesmente a matriz) da transformacéo linear A relativa as bases v, w.

Por definicéo, a j-ésima coluna da matriz a € formada pelas coordenadas de Av; em

relacdo a base w.

E importante destacar que os vetores nas bases v e w sdo dispostos numa ordem fixa,

sem o que a matriz a ndo ficaria bem definida.

3.2 TRANSFORMAGOES LINEARES REPRESENTADAS POR MATRIZES DIAGONAIS

Para que uma transformacéo linear tenha uma representacdo matricial diagonal é

essencial definir uma condicdo necessdria e suficiente.

Teorema 3.3. Seja A : F — F uma transformacgdo linear; com dim F = n. Se A admite
uma representagdo matricial diagonal, entdo existe em F um conjunto independente de
elementos vy, - - -, v que constituem uma base para F e um correspondente conjunto de

escalares Ay, - -+, Ay tais que

A(vr) = Aok
parak=1,2,---,n.

Inversamente, se existe um conjunto independente vy, - - -, v, de elementos de F e um
correspondente conjunto de escalares A1, - - -, A, considerando o teorema acima teremos

entdo a matrig

M = diag(/\lr to //\71)
que € uma representagdo de A, relativa a base (v1, - - -, Uy).

Note que os elementos vy e os escalares A sdo chamados de autovetores e autovalores

de A respectivamente e serdo estudados numa préxima secao.
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3.3 NUCLEO

Nos capitulos posteriores serd necessario o conhecimento sobre os conceitos de nucleo

que mencionaremos a seguir.

Dada uma transformacao linear A : E — F, o nticleo é o conjunto dos vetores v € E
de tal forma que Av = 0. Serd utilizada a notacdo N(A) como representa¢do do nucleo

de A. Note que N(A) é um subespaco vetorial de E.

Teorema 3.4. Com o objetivo de que uma transformagdo linear A : E — F seja injetiva é

necessdrio e suficiente que seu nticleo N(A) contenha apenas o vetor nulo.

Demonstragdo. Uma transformacéo linear A : E — F serd injetiva quando v # v’ em
E = Av # Av' em F. De modo idéntico: Av = Av' = v ="7'.

Seja A injetiva temos v € N(A) = A.v=0= A.0 = v =0, portanto N(A) = {0}.

Seja N(A) = {0}, entdo Av = Av' = A(v—7v)=Av— AV =0=v—7 € NA) =

v—7' =0= v =0, portanto A é injetiva. O

Teorema 3.5. Uma transformagdo linear € injetiva se, e somente se, leva vetores L.I. em

vetores L.I.

Demonstracdo. Seja A : E — F uma transformacéo linear injetiva. Provaremos que se 0s
vetores vy, - - -, U, € E sdo linearmente independentes suas imagens Avy,---, Av, € F
sdo vetores linearmente independentes.

Se a1.Av1 + - - - + 4. Av, = 0 consequentemente A(xq1vq + - - - + &, 0,) = 0, logo w107 +
-+ +wa,v, =0 pois A é injetiva.

Como vy, -+, v, sdo LI, temos oy = - - - = &, =0, logo Avy, - - -, Av,, séo L.L
Reciprocamente, se a transformacao linear A : E — F leva vetores L.I. em vetores L.I.
entdiov #0em E = v LI. = Av LI = Av #0, portanto N(A) =0 e A é injetiva. [J

3.4 AUTOVALOR E AUTOVETOR
Considere F um espaco linear e E um subespaco de F, sendo que os mesmos ndo sao
necessariamente de dimensao finita.

Definicdo 3.6. Seja A : E — F uma transformacao linear de E em F. Um escalar A é

chamado autovalor de A se existe em E um elemento v nédo nulo tal que
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Av = Av

O elemento v é denominado autovetor de A associado a A, sendo o escalar A chamado

autovalor de A.

Note que pedimos v ndo nulo, pois para toda transformacao linear A e todo A € R
temos A0 =0 = AO.

3.4.1 Independéncia linear de autovetores correspondentes a autovalores distintos

Uma importante propriedade dos autovalores é relacionada no teorema a seguir,

sendo que E representa um subespa¢o de um espaco linear F.

Teorema 3.7. Se vy, - - -, v sdo autovetores de uma transformagdo linear A : E — E e os
autovalores correspondentes Ay, - - -, A, sdo distintos, entdo os autovetores vy, - - -, Uy SGO

linearmente independentes.

Demonstragdo. Sera realizada por indu¢do matemadtica.

Para k=1, v; é linearmente independente uma vez que v; # 0, pois v é autovetor de A.
Suponha que seja vélido para k autovalores distintos de A os autovetores associados
v1, - -+, U sdo L.I. Vamos mostrar que € valido para k+1 se A possui k+1 autovalores
distintos, entdo os k+1 autovetores associados sdo L.I. Considere a combinacao linear
nula:

N0+« + 0V + 0 10k41 = 0

Aplicando a transformacdo linear A nessa equacao e lembrando que Av; = A;v;, pois A;

sdo autovalores de A associados aos autovetores v; para i = {1,---,k+1}, obtendo:
a1 A01 + - -+ A AU + A1 Agg 10k = 0
Multiplicando a primeira equacdo por Ay,; e subtraindo da segunda equacédo, tem-se:
a1(A1 — Agg)or + - -+ oA — Agy1)op = 0

Pela hipétese de inducdo, temos vy, - - -, v, sdo linearmente independentes, assim

temos que D‘i()\i - /\k+1) =0 para i= {1; te ,k} Mas Dél'(}\l' — /\k+1) =0« o = 0 ou
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Ai — Aks1 = 0. Como os autovalores de A sdo distintos, ou seja, A; # Agq parai #k+1

obtemos w; = 0 parai = {1,---,k}. Substituindo na combinacéo linear nula temos:
X107+ + 0Ok + Qg 10ks1 = 0 = W10k =0 = a1 =0

visto que vy,; # 0, pois € um autovetor de A. Sendo assim, pode-se verificar que &; = 0,
parai = {1,---,k}, isto significa que vy, - - -, v, vx41 s@o linearmente independentes.
]

Note que o Teorema 3.7 ndo seria verdadeiro se o elemento zero fosse autovetor.

Além disso,por essa razdo o 0 é excluido como autovetor.

Corolario 3.8. Se dim E = n, toda transformagdo linear A : E — E admite no mdximo n
autovalores distintos. Se A tem precisamente n autovalores distintos, entdo os autovetores
correspondentes formam uma base para E e a matriz de A, em relacdo a esta base, é uma

matriz diagonal com os autovalores como elementos diagonais.

Demonstragdo. Se existisse n + 1 autovalores distintos entdo, pelo teorema 3.2 E com-
preenderia n + 1 elementos independentes. O que néo é possivel jd que dim E = n. A

segunda afirmacéo € resultado dos teoremas 3.2 e 3.3. O

3.5 MATRIZES SEMELHANTES

Teorema 3.9. Se duas matrizes n x n, A e D, representam a mesma transformagdo linear;

entdo existe uma matriz ndo singular P tal que

D=P AP

Além disso, se A é a matriz da transformacéo linear relativa a base G = [g1,---,gu] €
se D é a matriz da transformacao relativa a base U = [u, - - -, u,], entdo para P pode-
se considerar a matriz nao singular que relaciona as duas bases através da equacado

matricial U = GP.

Note que o inverso do teorema 3.9 também ¢é verdadeiro.

Demonstragdo. Considere o caso em que E = F, e admita que se considera a mesma
base ordenada (g1,---,gx) em E e F. Seja B = (b;;) a matriz de A relativa a esta base.

Isto significa que se tem

A(g) = Y birgi 3.1

i=1
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parak=1,2,---,m.
Escolhendo outra base ordenada (uy, - - -,u,) para E e F e seja D = dy; a matriz de A

relativa a essa nova base. Tém-se:
n
A(u]) = dejuk (3.2)
k=1

paraj=1,2,---,n.

Uma vez que cada u; pertence ao espago gerado por g1, - - -, &» pode-se escrever

uj = Z PkiSk 3.3)
k=1

paraj=1,2,---,n.

Para algum conjunto de escalares py;. Desse modo a matriz P = (py;), n x n, definida
por estes escalares é ndo singular pois representa uma transformacao linear que aplica
uma base E sobre outra base E. Aplicando A a ambos os membros de 3.3 resultam do

mesmo modo as equacoes:

Adug) =) prjAgr) (3.9
k=1

paraj=1,2,---,n.
Os sistemas de equacoes de 3.1 a 3.4 acima podem ser escritos de modo mais simples

na forma matricial inserindo matrizes cujos elementos sejam vetores. Sejam

G=[gll"'rg1’l] e u:[ull"'lun]

matrizes linha, 1 X n cujos elementos sdo os das bases que se consideram. Assim o

conjunto de equagdes em 3.3 pode ser escrito como uma equacio matricial

U=GP 3.5)

De forma andloga introduzindo

G'=[A(g1), -, AGn)] e U =[A(m), -, Alun)]
as equacgoes 3.1, 3.2 e 3.4 escrevem-se respectivamente:

G'=GA, U =UDb, U =GP (3.6)

de 3.5 resulta
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G=Uup!

Para encontrar a relagio entre A e D foi expresso U’ de duas formas diferentes em

funcdo de U. A partir de 3.5 resulta

u'=ub

U =GP=GAP=UP AP

Portanto UD = UP~'AP. Contudo cada elemento nessa equacfio matricial é uma

combinacao linear dos vetores uy, - - -, U, pois como os u; sdo independentes teremos

D=P AP
O

Teorema 3.10. Se A e D sdo duas matrizes n x n relacionadas pela equagdo da forma
D = P~'AP, com P uma matriz n X n ndo singular, entdo A e D representam a mesma

transformagdo linear.

Definicao 3.11. Duas matrizes n x n, A e D, sdo ditas semelhantes se existir uma matriz

néo singular P tal que D = P~1AP.
Observe que os teoremas 3.9 e 3.10 combinados dao origem a:

Teorema 3.12. Duas matrizes sdo semelhantes se e somente se representam a mesma

transformagdo linear.

Duas representantes matriciais distintas de uma transformacao linear tém o mesmo
polindmio caracteristico. Admitindo que A : E — F é uma aplicacdo de um espaco n
dimensional E num espago m dimensional F. Sejam (g1, - -, gn) € (w1, - - -, wy,) bases
ordenadas para E e F respectivamente. A representacdo matricial de A relativa a esta
escolha de bases € a matriz m X n cujas colunas sdo as componentes de A(g1), - - -, A(gn)
relativamente a base (w+, - - -, w,). Diferentes representacoes matriciais sdo devidas a

diferentes escolhas das bases.



3.5 MATRIZES SEMELHANTES

Teorema 3.13. Matrizes semelhantes tem o mesmo polindmio caracteristico e portanto os

mesmos autovalores.

Demonstragdo. Seja D = P~!AP com P nio singular.

Temos D — AI = P~'AP — AI. Mas como P~'IP = | segue:

D— Al =P YA — ADP.

Dai:

det(D — AI) = det(P~Y(A — AI)P) = (detP) 'det(A — AI)detP = det(A — AI),

onde usamos a Férmula de Binet-Cauchy. O

3.5.1 Polinémios Caracteristicos

Se dim E = n, o problema de determinacado de autovalores de uma transformacao
linear A : E — E pode ser resolvido via determinantes. Pretende-se determinar os
escalares A tais que a equacdo Av = Av tenha uma solucédo v # 0. A equacdo Av = Av

pode escrever-se na forma

Alv—Av =0

(M — A)o =0

Se (AI — A) tem seu determinante diferente de zero, existe inversa e o sistema acima

tem uma tnica solu¢édo v = 0, dado que

Al—=A)w=0
v=AI—A)0
v=0

Como pretende-se obter solucoes com v # 0, é necessdrio buscar valores de A para os

quais a matriz (Al — A) tenha determinante igual a zero.
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det(AI — A)=0
Essa equacdo é denominada equagdo caracteristica.
Definicdo 3.14. (Polindémio Caracteristico) Seja A uma matriz quadrada de ordem #,
tem-se que o polinémio caracteristico de A é
det(Al — A)

Proposicao 3.15. Sdo chamados de autovalores da transformagdo representada pela
matriz A as raizes do polinémio caracteristico de A. Note que o polinémio caracteristico
pode ser definido como (A — AI) ao invés de (Al — A) obtendo um polinémio caracteristico

com sinal trocado, entretanto as raizes adquiridas sGo as mesmas.

Notamos que as raizes do polindmio caracteristico podem ser numeros reais (R) ou
complexos (C).

Teorema 3.16. Seja

apxX" +a, 1x" V4 +ajx+ag

o polinémio caracteristico de uma matriz M. Entdo

Ap—1 = —(—1)nt1’M
ag = detM

onde trM é a soma das raizes do polinémio caracteristico.

Chamamos trM de trago de M. Tém-se que o trago de M € igual a soma dos elementos
da diagonal de A.

3.5.2 Traco de uma matriz

Demonstragdo. Seja f(A) o polindémio caracteristico de uma matriz M, nxn e represen-
tadas as n raizes de f(A) por Ay, - - -, Ay, com cada raiz escrita de acordo com o grau de

multiplicidade.
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FA) = A"+ g A" T4 A+ o

Na forma fatorada tem-se

fA)=A=A1)--- (A= Ay)

Baseado na comparacdo das duas formas conclui-se que o termo constante ¢y e 0

coeficiente A" ! sdo dados pelas férmulas

o= (~1)"Ar A,y

Cpo1=—(A1+---+Ay)

Dado que ¢y = (—1)"detM, tém-se que

Ay A =detM

sendo o produto das raizes do polinomio caracteristico de M é igual ao determinante
de M. Note que o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos

elementos da diagonal e assim se M é triangular:

det(M — Al) = (a11 — A)(aza — A) -+ - (nn — A)
Portanto os autovalores de uma matriz triangular sdo iguais aos elementos da diago-
nal.

O coeficiente de A"~! é dado por c,_; = —trM. Pode-se calcular esse coeficiente a

partir de f(A) na forma de determinante e obtemos
Cp—1= _(all +-o-t ann)/
onde M = (a;)). O

Corolario 3.17. Uma matriz é singular, ou seja, ndo invertivel se e somente se o seu

polinémio caracteristico ndo tem termo independente.
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Definicdo 3.18. (Multiplicidade algébrica de autovalor)

A multiplicidade algébrica do autovalor A é sua multiplicidade enquanto raiz do

polinémio caracteristico de A.
Proposicao 3.19. Se A ¢ autovalor de A : E — E entdo E(A) = {v € E; Av = Av} é

subespaco de E e dimE(A) < (multiplicidade algébrica de A).

3.5.3 Meétodo para determinar autovalores e autovetores

Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A, obtenha o polinomio
caracteristico de A, sendo as raizes deste polinémio os autovalores de A. Posteriormente

resolva Av = Av, para todos os autovalores A, obtém-se os autovetores de A.

Exemplo 3.1. Considere uma matriz com todos os autovalores distintos. A matriz

2 1 1
A=|2 3 4
-1 -1 -2

tem o polinémio caracteristico det(Al — A)
A

det | |0

0

det| =2 A—3 —4 [=A-1A+1)(A-3)
1 1 A+2

As raizes do polindémio caracteristico de uma matriz A sdo os autovalores distintos:
1,—1 e 3. Para determinar os autovetores correspondentes a A = 1, resolvemos o

sistema Av =v
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2 1 1 U1 (%}
2 3 4 U2 =1 02
-1 -1 -2 U3 U3

que resulta em

2?)1+02+U3 =01
27)1 + 30, + 47)3 =02

—0U1 — Uy — 203 = U3

pode-se escrever

U1 +0y+03=0
201 + 207 +4v3 =0

—01— 0y —303=0

Somando membro a membro a primeira e terceira equacao encontramos vz = 0 e as
trés equagdes sdo reduzidas a v1 + v = 0. Assim os autovetores correspondentes a A = 1
sdo multiplos de (1, —1, 0).

Analogamente encontramos os autovetores (0,1, —1) correspondente a A = —1 e
(2,3, —1) correspondente a A = 3. Uma vez que os autovalores sdo distintos os corres-
pondentes autovetores (1, —1,0), (0,1, —1) e (2,3, —1) sdo independentes. Os resultados

resumeme-se€ Como segue:

Autovalor A Autovetores dim
1 t(1,-1,0),t#0 1
-1 £0,1,-1),t#0 1
3 t2,3,-1),t#0 1
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Exemplo 3.2. Considere uma matriz com os autovalores repetidos. A matriz

A0 O -1 1
det||0 A O] — 3 -1
00 A 3
A=2 1 -1
det| 0 A-3 1 [=(A-=2)(A-2)(A—-4)
-2 -1 A-3

Os autovalores sdo: 2,2 e 4, mas note que o autovalor 2 é uma raiz dupla do polinémio
caracteristico e para determinar os autovetores correspondentes a A = 2, resolvemos o

sistema Av = 2v

-1 1 01 01
0o 3 -1 | =210
3 U3 U3

que resulta em

27]1 — Uy +03 = 27]1
3272 — 03 = 2’02

201 + 0y + 303 = 203
que se reduz a

—02+U3=O

02—7)3=0

200 +vp+0v3 =0
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Tém-se como solugdo v, = v3 = —v; em que autovetores correspondentes a A = 2 sao
t(—1,1,1), com t # 0. De forma analoga encontramos f(1, —1, 1) correspondendo ao
autovalor A = 4. Os resultados seguem a seguir:

Autovalor A Autovetores dim
2,2 tH(—1,1,1),t#0 1
4 t1,-1,1),t#0 1

Exemplo 3.3. Tomando uma matriz com autovalores repetidos. A matriz

N

1]
W NN
w W
= N =

tem o polindmio caracteristico det(Al — A)

A0 O 2 11
det [|0O A Of|—[2 3 2
0 0 A 3 3 4

det| =2 A—=3 =2 |[=A-1DA-1)A=-7),
-3 -3 A-4

As raizes do polindémio caracteristico de uma matriz A sdo os autovalores distintos:

1,1 e 4. Para determinar os autovetores correspondentes a A = 7, resolvemos o sistema
Av="7v

2 11 01 01
2 3 2 0| = 7. U
3 3 4 03 U3

que resulta em
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201+ 0+ 03 =701
2?)1 + 302 + 2?)3 = 7?)2

301 + 30y +4v3 = 73

pode-se escrever

=501+, +0v3=0
22)1 —4?]2 +203 =0
32)1 +302 —37)3 =0

Esta solucdo admite v, = 2.v1, v3 = 3v1; em que 0s autovetores correspondentes a

A =7sdo t(1,2,3), com t #0. Para o autovalor A = 1, o sistema Av = v teremos:

1 +0y+03=0
01 +0p+03 = 0
1 +0y+03=0
Para determinar a solucdo deste sistema pode-se considerar v = a, v; = b, comaeb

arbitrarios e tomar v3 = —a — b. Desse modo cada autovetor correspondente a A = 1

tem a forma

(a,b,—a—"b)=a(1,0,—-1)+b(0,1,-1)

onde a # 0 e b # 0.Portanto os vetores (1,0, —1) e (0,1, —1) formam uma base para

E(1). Assim sendo dimE(A) = 2 quando A = 1. Os resultados podem ser resumidos a

seguir.
Autovalor A Autovetores dim E(A)
7 t(1,2,3),t #0 1
1,1 a(1,0,—-1)+b(0,1,—1),a #0e b #0 2

Verifica-se no exemplo 3.3 que existem trés autovetores independentes, mas somente

dois autovalores distintos.
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3.6 DIAGONALIZAGAO DE MATRIZES

A diagonalizacdo de matrizes busca encontrar uma matriz diagonal semelhante a
uma dada matriz. Isso estd diretamente ligado a encontrar uma base para um dado
espaco vetorial que torne a representacao matricial de uma dada transformacao linear

o mais simples possivel.

Defini¢io 3.20. Uma matriz quadrada A é diagonalizdvel se existe P tal que P~ AP é

diagonal.

Proposicao 3.21. Uma matriz quadrada de ordem n é diagonalizdvel se e somente se tem

n autovetores linearmente independentes.

Método de Diagonalizacdo de matriz

Encontre n autovetores linearmente independentes de A denotados por v1,vy, - -+, Uy

Seja P = (v1, 0y, - - -, vy) tém-se que a matriz D = P~' AP é diagonal. Pode-se admitir
um conjunto qualquer de autovetores linearmente independentes para diagonalizar uma
matriz, note que cada conjunto resultard numa base diferente em que a transformacgao
pode ser redigida como matriz diagonal. Veja que a mudanca de base e a decorrente
mudanca das matrizes de mudanca de base néo altera a matriz diagonal que representa

a transformacao, sendo a sua diagonal composta pelos autovalores da transformacao.

Exemplo 3.4. Seja

primeiramente encontra-se o polindmio caracteristico det = (A — A)

det

o o >
o > O

det| 1 A—-1 -1 |[=A-DA-1DA+1)—11.A+1)=(A3—A%2-22).
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A matriz A tem autovalores 0, —1 e 2. Para determinar os autovetores corresponden-

tes a A = 0, resolvemos o sistema Av =0

que resulta em

v1—0vp+03=0
—v1+0+03=0
—T)3=0

Tendo assim os autovetores pertencentes a 0 na forma (x, x,0)”. De forma andloga
obtém-se os autovetores de —1 na forma (y,y, —y)" e os autovetores de 2 na forma
(z, —z,0)T.

Adota-se entdo os autovetores para as coluna da matriz de mudanca de base: (1,1,0)7,

1,1,-1)7, (1,—1,0)T. Assim

1 1 1 1/2 1/2 1 0 0 0
P=|1 1 —-1|, P'=]| o0 0 —-1| e P'AP=|0 -1 0
0 -1 0 1/2 -1/2 0 0 0 2

Escolhendo agora autovetores diferentes para as colunas da matriz de mudanca de
base:(—2, —2,0)7, (3,3, —3)7T, (1, —1,0)T.Tém-se dessa forma:

-2 3 -1 ~1/4 —-1/4 -1/2 0 0
Q=-2 3 1|, Qtl=] o0 0 -1/3| e Q1'AQ=]0 -1
0 -3 0 -1/2 1/2 0 0 0

Exemplo 3.5. Dada a matriz
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tem como polindmio caracteristico (2 — x)? e duas raizes iguais; o autovalor 2 tem

multiplicidade algébrica igual a 2. Este autovalor tem somente autovetores da forma

e ndo podemos obter, portanto dois autovetores linearmente independentes para cons-

truir uma matriz de mudanca de base. A matriz néo é diagonalizdvel.

Exemplo 3.6. Seja uma matriz qualquer na forma

0

k
0 0 k
00 --- 0 k

com a constante k na diagonal e uns acima da diagonal tera n autovalores iguais a k,
e o autoespaco de todos terd dimensdao um. Nenhuma dessas matrizes é diagonalizavel.
Portanto ndo podemos obter dois autovetores linearmente independentes para construir

uma matriz de mudanca de base. A matriz ndo é diagonalizavel.







NOGCOES SOBRE GRAFOS

A teoria de grafos tem origem no século XVIII e mostra-se como uma ferramenta
influente para a modelagem de varias situacGes reais como pesquisa operacional,
classificacdo de relevancia (pagerank), engenharia entre outros. Nesse capitulo serdo
apresentadas algumas definicOes e resultados da Teoria de Grafos fundamentais para
o entendimento das demonstra¢des que serdo apresentadas posteriormente. Foram

utilizadas como referéncias: [12], [9], [11].

4.1 DEFINIGOES BASICAS

Um grafo G = (N, A) é composto por um conjunto (finito e ndo-vazio) N de nés e
um conjunto A de arcos. Cada arco é um par nao-ordenado de nds distintos. Diz-se que i
e j sdo extremidades do arco se este arco corresponde ao par de nés {i, j}, dizemos que
i e j sdo as extremidades do arco. Serd adotado, por convencao, que cada n6 do grafo
serd representado por um circulo e os arcos do grafo serdo representados por linhas

ligando estes circulos, como mostra a Figura 1.

Definicao 4.1. Os multigrafos sdo os grafos em que dois ou mais arcos sdo associados a

um mesmo par de néds

Observe que os exemplos a seguir: na Figura 2, estdo associados dois arcos aos nés 1 e
3 e na Figura 3 o arco a estd associado a um tnico nd, enquanto o arco b estd associado
aos nos 1 e 2. Portanto, dois n6s do par ndo ordenado nédo sdo necessariamente distintos,

conforme exemplificado na Figura 3, em que o arco a associa o né 1 a ele mesmo.
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Figura 1: Grafo -N = {1,2,3,4,5} e A={a,b,c,d}

Figura 2: Multigrafos (a)

Definicdo 4.2. E definido como lago o arco que associa um nd a ele mesmo.
Observe o exemplo da Figura 3, cujo arco a liga o né 1 ao préprio né 1.
Definicdo 4.3. Um arco é dito incidente nos nés ao qual esta associado.

A descricdo realizada acima pode ser observada na Figura 2 onde os arcos b e c sdo

incidentes nos nés 1 e 3 e na Figura 1 o né 3 do grafo € incidente nos arcos {1,3} e

{2,3}.

Definicdo 4.4. E denominado né isolado, aquele né que nio estd ligado a nenhum

outro, ou seja, ndo existe nenhum arco incidente.

O nd isolado pode ser exemplificado na Figura 1 pelo n6 5.
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b
| 20

Figura 3: Multigrafos (b)

Definicdo 4.5. Sdo chamados arcos adjacentes dois arcos incidentes no mesmo nd.

Assim como dois nds incidentes num mesmo arco também sdo denominados adjacentes.

Como exemplo podemos citar a Figura 1, em que os nds 1 e 4 sdo adjacentes, além
dos arcos {1,2} e {1,3}.

Definicdo 4.6. O grau de um nd é definido pelo numero de arcos incidentes no no,

sendo que cada laco é computado como dois arcos.

Analisando a Figura 3, note que o né 1 possui grau 3, pois possui arco {1,2} e o laco
no né 1 que deve ser contado como dois arcos.Note que observando o n6 2 da mesma

figura tem grau 1, devido ao tnico arco {1,2}.

Definicdo 4.7. Um passeio entre dois nds i e j de um grafo ou multigrafo é determi-
nado como uma sequéncia alternante de nds e arcos iniciando em um dos nés i, j; e
finalizando no outro, de forma que cada arco € incidente aos ndés que o circundam na

sequéncia.

Como exemplo podemos citar da Figura 1, o passeio entre os nés 1 e 4 serd (1, {1,3},
3,{2,3},2,{1,2}, 1,{1,4}, 4). Note que nos casos de multigrafos que contém mais de
um arco entre o mesmo par de nds, a subsequéncia de nds pode gerar ambiguidade.
Analisando o caso da Figura 2 teremos os passeios (2, a, 1, b, 3) e (2, a, 1, ¢, 3)
que descreve a mesma sequéncia de nds. Ocasionalmente utiliza-se apenas uma das
subsequéncias para a definicdo de passeio, para descomplicar a notagdo. A subsequéncia

de nos sera utilizada somente se ndo houver ambiguidade.

Definicao 4.8. Um caminho é um passeio que ndo compreende nos repetidos.
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Exemplificando podemos verificar na Figura 1 entre os nés 2 e 4 os caminhos baseados
apenas nos nés: (2,1,4), (2,3,1,4).

Definicdo 4.9. Um circuito trata-se de um caminho fechado entre dois nés idénticos.

Definicdo 4.10. Um ciclo é um caminho fechado, isto é, um passeio que contém

precisamente dois nds iguais: o primeiro e o tltimo.

4.1.1 Ciclo hamiltoniano

Um ciclo é chamado hamiltoniano quando é possivel formar um ciclo que inclua
todos os nés, dado um grafo ou multigrafo. O ciclo recebe essa designac¢éo pois foi
o matematico irlandés William Rowan Hamilton que definiu esse conceito. Um grafo
que compreenda esse tipo de ciclo é chamado grafo hamiltoniano. A seguir temos o
exemplo de um grafo hamiltoniano a Figura 4, em que os arcos azuis constituem um

ciclo hamiltoniano.

Figura 4: Grafo dodecaedro

As Figuras 5 e 6 exemplificam um grafo ndo-hamiltoniano.Observe que o grafo de
Herschel ndo é hamiltoniano pois trata-se de um grafo bipartido com um ntimero impar

de nos.

Definicdo 4.11. Dois nds sdo chamados de conectados se existe caminho entre eles. Um

grafo ou multigrafo é conexo se qualquer par de nds estdo conectados.



4.1 DEFINICOES BASICAS

Figura 5: Grafo de Herschel

Figura 6: Grafo de Tutte

Podemos citar como exemplos de multigrafo conexo as Figuras 2 e 3. Note que o

grafo da Figura 1, é dito desconexo, ou seja, ndo é conexo.

Definicdo 4.12. O grafo H = (Ny, Ag) é um subgrafo de um grafo G = (N, A) se
Ny € N e Ag C A. Os componentes conexos de um grafo sdo os subgrafos conexos

deste grafo que nao estdo de forma rigorosa contidos em outros subgrafos conexos.

Observe a Figura 1, é um subgrafo conexo o subgrafo composto pelos nés 1 e 2 e
pelo arco (1,2); entretanto néo se trata de um componente conexo, porque esta contido
no subgrafo que contém os nds 1,2 e 3 e o arcos entre estes nds. Pode-se verificar que
no grafo da Figura 1 contém dois componentes conexos: um constituido peloné 5 e

outro composto pelos nds 1,2,3,4 e os arcos entre estes nos.
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4.2 REPRESENTAGOES DE GRAFOS OU MULTIGRAFOS

O desenho do grafo é bastante vantajoso, entretanto para resolver grafos maiores e

complexos torna-se fundamental outra forma de descricio para o grafo.

4.2.1 Listagem

A listagem dos elementos N e A é uma forma de descrever um grafo ou multigrafo.

Abaixo serdo exibidas as listagens das Figuras 1, 2 e 3.

Grafo/Multigrafo | Descricdo

Figura 1 N = {1,2,3,4,5} e A =
{{1,2},{1,3},{1,4},{2,3}}.

Figura 2 N ={1,2,3} e A = {a,b,c}, onde a
esta associado aos nés 1 e 2; b e c aos
nos 1 e 3.

Figura 3 N = {1,2} e A = {a,b}, onde a estd

associadoaoné lebaosnds1e?2.

4.2.2 Grafos expressos por Matrizes

Os grafos e multigrafos também podem ser expressos através de matrizes, o que
determina uma ligacdo com a dlgebra. A matriz de incidéncia em que as linhas estdo
associadas aos nos e as colunas aos arcos. Um elemento na linha i e coluna j é igual a 1
se o nd i é incidente no arco j e 0 em caso contrdrio. Para elucidar o que ¢ uma matriz

de incidéncia serd apresentado o exemplo da Figura 2.

[ T G
[ N
I e S

A matriz de adjacéncia tem suas linhas e colunas associadas aos nds. O elemento na

linha i e coluna j é o numero de arcos que possui i e j como extremidades.



4.3 TEOREMAS E COROLARIOS

Para esclarecer o que é uma matriz de adjacéncia sera apresentada a seguir a matriz

de adjacéncia da Figura 2.

N = O
[
S O N

4.3 TEOREMAS E COROLARIOS

Teorema 4.13. A soma dos graus dos nos de um grafo é igual ao dobro do numero de

arcos.

Demonstragcdo. Observe que ao acrescentar os graus conta-se cada arco duas vezes,

sendo uma vez de cada extremidade. O
Teorema 4.14. O ntimero de nés de grau impar de um grafo € par.

Demonstragdo. Considerando o grafo G = (N, A), sendo expresso por d; o grau do no i

temos:

2|A‘= Zdi: Z di+ Z di
ieN i€N|d;par i€N|d;impar
Note que o somatorio foi separado em duas parcelas, uma contendo os graus pares e
a outra os impares. Como a primeira parcela é par e a soma das parcelas também ¢é par
consequentemente a segunda parcela também sera par. Repare que para ter um soma
de parcelas impares teremos como resultado um ntimero par, para isso é necessdrio ter

um numero par de parcelas. O
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MATRIZ LAPLACIANA

A Matriz Laplaciana é de vital importancia para a apresentacdo do Teorema da
Matriz-arvore, que determina o niumero de drvores geradoras de um grafo baseado nos
autovalores dessa matriz. Dessa forma esse conceito serd explanado nesse capitulo e
retomado posteriormente para realizacdo da demonstracido do teorema. As referéncias
utilizadas foram [9] e [11].

5.1 CONCEITOS BASICOS

Definicdo 5.1. A matriz de incidéncia de um grafo G com n vértices e m arestas,
simbolizada por B(G), serd a matriz de ordem n X m com entradas:
b { 1, see; é uma aresta incidente no vértice v;;
ij =

0, nos outros casos.

Exemplo 5.1. Para o grafo G da Figura 7, a matriz de incidéncia sera:

1110000

0011100

0000111
B(G)=

100 00O0O0

0101010

0 00O0O0O0T1

57



58 MATRIZ LAPLACIANA

Figura 7: Grafo G

Defini¢édo 5.2. Denomina-se A como matriz de adjacéncia de G, tendo entradas a;; = k,
onde k € IN € o numero de arestas que conectam o vértice v; ao vértice v; de G. No
caso em que G é um grafo, temos k € {0,1}; no caso em que G é um multigrafo, k > 2

para pelo menos um par de vértices.

Exemplo 5.2. O grafo da Figura 8

Figura 8: Grafo G

tem como matriz de adjacéncia:

010110
101010
AZOlOOll
1 0000O0
111000
0010O0O0




5.1 CONCEITOS BASICOS

Exemplo 5.3. O grafo da Figura 9

Figura 9: Multigrafo G

tem como matriz de adjacéncia:

010100
101010
A=010002
100010
010101
002010

Definicdo 5.3. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G, em que o
grau do vértice v;, denotado por d(v;), é a quantidade de arestas que incide em v; e seja

A a matriz de adjacéncia de G. A matriz L é chamada Matriz Laplaciana

L=D—-A

Exemplo 5.4. Para o grafo G da Figura 8 , temos a matriz diagonal

o)

Il
© o o o o Ww
o o » o o o

o O O © W
o O O W O
S W o o O
- o O O O
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e matriz de adjacéncia obtida no Exemplo 5.2, conclui-se que

300000 010110 3 -1 0 -1 -1 O
030000 101010 -1 3 -1 0 -1

[= 003 000 ) 010011 _ o -1 3 0 -1 -1
000100 100 00O -1 0 0 1 0 O
000O03@O0 111000 -1 -1 -1 0 3 0
000O0O0OT1 001000 o 0o -1 0 0 1

Definicao 5.4. O espectro da matriz laplaciana L de um grafo G, expresso por ¢(G), é
a matriz linha na qual todos os elementos sdo autovalores de L. ordenados na forma
M1 > -+ > Uy €ntao

¢(G)=(u1 >+ > pn)

Proposicdo 5.5. Dado um Grafo G e sendo y; > --- > u, os autovalores da matriz

laplaciana (L), entdo
1. u, =0 com autovetor associado 1 = | [1 1 - 1] ]T,'

2. A multiplicidade algébrica do autovalor 0 € igual ao niimero de componentes conexas
de G.

Demonstrag¢do. 1. Pode-se notar que para cada linha da matriz laplaciana temos
uma entrada que corresponde ao grau do vértice representado por essa linha e
temos nessa mesma linha a mesma quantidade de entradas com valor -1. Portanto,
tendo um autovalor 1 = | [1 1 .- 1] ]T associado nota-se que a soma dos
elementos de uma linha qualquer de L é zero, portanto L.1 = 0 = 0.1. Assim, o
numero zero € autovalor e, todos os autovalores da matriz laplaciana sdo nao

negativos, ou seja, todos eles serdo maiores ou iguais a zero. Logo, u, = 0.

2. No caso do grafo G ser ndo conexo, aplica-se o resultado para cada uma das
componentes conexas de G, em que cada uma dessas componentes terd um
autovalor zero. Assim, o espectro de G possui tantos zeros quanto o numero de

componentes conexas.

O]

Pode-se concluir que a Matriz Laplaciana (L) possui todos os autovalores maiores ou

iguais a zero pela proposicdo 5.5.
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Quando considerado um grafo G orientado é utilizada a definicdo a seguir.

Definicdo 5.6. Considere um grafo G com arestas orientadas. A matriz B de incidéncia

considerando a orientagdo tera seus elementos na forma

+1, sev; € o vértice onde chega ¢;j;
Bij=1q —1, sewv; éo vértice de onde parte e;;
0, nos outros casos.

ondee; € Eev; € V.

Exemplo 5.5. Dado o grafo G orientado da figura 10

Figura 10: Grafo G Orientado

Obtemos como matriz § de incidéncia do grafo G orientado

1 -1 -1 0 0 0

0 0 1 -1 -1 0 0
o o 0o 0o 1 1 4
=11 0 0 0 o o

o 1 0 1 0 -1

0O 0 0 0 0 0

Nota-se que o numero de linhas de B é igual ao numero de vértices de G e o niimero

de colunas de B € igual ao numero de arestas de G. Portanto, a ordem da matriz  é
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dada pelos vértices e arestas do grafo G sendo |V|x|E|. Pode-se observar que a soma

dos elementos de cada coluna de 8 € igual a zero.

Proposicdo 5.7. Seja um grafo G com n vértices, sua matriz laplaciana (L) e sua matriz

de incidéncia B com respeito a uma orientagdo qualquer. Entdo, L = BBT.

Demonstragdo. Seja F = BBT, vamos demonstrar que F = D — A independente da
orientacdo de G. Sabe-se que o numero de linhas de 8 € igual ao nimero de vértices de
G e o numero de colunas de B ¢ igual ao ndmero de arestas de G que fornece a ordem
da matriz B como n x |E|. Como F é resultado do produto BB, que é de ordem |E|xn,
consequentemente F € uma matriz quadrada de ordem n. Pela Definicdo 5.6 atribuimos
valores —1,0 ou 1 as entradas da matriz de incidéncia  de acordo com a orientagdo da
aresta. Quando o vértice v; possui aresta e;; chegando nele € atribuido valor 1, quando o
vértice v; possui aresta ¢;; saindo dele € atribuido valor —1 e nos outros casos € atribuido
valor 0. Note que a linha i da matriz § terd elementos ndo nulos independente da
orientacdo adotada no grafo G. Ao multiplicarmos 8 pela sua transposta, os elementos
de F representam o produto interno das linha i e j de . Quando i = j, se v; possui
uma aresta e;; saindo dele temos f;; = —1 sendo adicionado o valor de (-1).(=1) =1,
ao valor do elemento de F no produto interno. Se v; possui uma aresta ¢;; chegando
nele temos B;; = 1 sendo adicionado o valor de 1.1 = 1, ao valor do elemento de F no
produto interno e se néo sair nem chegar arestas em v; entéo f;; = 0 sendo adicionado
0 ao valor do elemento de F no produto interno. Dessa forma a diagonal da matriz F
é igual a diagonal da matriz D. Como G ndo possui lacos a diagonal da matriz A é
composta por elementos iguais a zero. Portanto para i = j, as entradas de F sdo iguais
as entradas de D — A. Quando i # j, com 0 <[ < |E|, se a aresta ¢; sai de v; e chega
em v; temos que fB; = —1 e B;; = 1. Deste modo sendo adicionado o valor 1.(—1) = —1
ao valor do elemento de F no produto interno. Analogamente se a aresta ¢; saisse
de v; e chegasse em v; tem-se 0 mesmo resultado mencionado anteriormente. Logo,
independente da orientacdo do grafo G, ao produto interno entre as linha i e j de
sempre serd adicionado valor —1 quando houver uma aresta conectando os vértices v;
e v;. Diante disso temos que o elemento da matriz F, f;; = —k, sendo k o numero de
arestas ligando v; e v;. Com base na Defini¢éo 5.2, temos a;; = k em que as entradas fora
da diagonal da matriz D sdo nulas, para i # j as entradas de F sdo iguais as entradas de
D — A. Portanto F = D — A e assim temos L = BB".
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Exemplo 5.6. Aplicando a proposi¢do 5.7 ao Grafo da Figura 8, seguindo a orientagéo

da Figura 10 e utilizando o resultado do Exemplo 5.5 teremos

-1 01 0 0
-1 0 0 1 0
-1 0 0 0 O
p'=l 0 -1 0 0 1 0
0 -1 1 0 0 O
0 1 0 -1 0
0 -1 0 0 1
Assim, como L = BB teremos
-1 01 0 0
-1 -1 -1 0 0 O
-1 0 0 1 0
0o 0 1 -1 -1 0
-1 0 0 0 O
o o o o0 1 1 -1
L= 0 -1 0 0 1 O
1 0 0 0 0 0
0O -1 1 0 0 O
o 1 0 1 0 -1
0 1 0 -1 0
o 0 o o0 0 O
0 -1 0 0 1
Portanto
3 -1 0 -1 -1
-1 3 -1 0 -1
0 -1 0 -1 -1
L=
-1 0 0 1
-1 -1 -1 0
0 0 -1 0

Esse resultado pode ser corroborado através do resultado do Exemplo 5.4.
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5.2 TEOREMA DO POSTO PARA MATRIZES LAPLACIANAS

Para a demonstracdo do Teorema da Matriz-Arvore sdo necessdrios alguns conceitos
de Algebra Linear entre eles: teorema do posto, ntcleo, matriz adjunta, matriz singular,

entre outros. Para isso serdo desenvolvidos os assuntos mencionados. Foram utilizadas

como referéncias [9], [7], [8], [3] e [4].

Definicdo 5.8. Uma matriz E de ordem m X n estd na forma escada se:

* (i) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula deve ser igual a 1;

* (ii) A coluna que contém o primeiro elemento nédo nulo de alguma linha tem

todos os seus outros elementos da coluna iguais a zero;
* (iii) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nédo nulas;

* (iv) Se as linha 1,2, - --,n sdo linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao

nulo da linha 7 ocorre na coluna k; entdo k1 < kp < -+ - < ky,.

Exemplo 5.7. As matrizes a seguir estdo na forma escada, pois atendem aos itens

mencionados na definicdo 5.8.

00 10 1 2
0 0/°\o 1/7\o o

J

S O =
S = O
S N W
— o O

Ja as matrizes abaixo ndo estdo na forma escada, pois ndo atendem a algum dos itens

mencionados na definicdo 5.8.

2 3
00

A=

A matriz A ndo contempla o item (i).

11
01

B=



5.2 TEOREMA DO POSTO PARA MATRIZES LAPLACIANAS

A matriz B ndo contempla o item (ii).

(9

A matriz C ndo contempla o item (iii).

A matriz D ndo contempla o item (iv), pois k1 > k.

Intuitivamente a matriz na forma escada recebe essa denominacdo, claramente,

devido a imagem criada apds o escalonamento realizado conforme a figura 11

Figura 11: Matriz na forma escada

Isto é, o nimero de zeros antecedendo o primeiro elemento ndo nulo de uma linha

aumenta a cada linha, até restarem somente linhas nulas, quando houver.

Definicdo 5.9. Uma matriz é denominada singular se o seu determinante é nulo. Caso

contrario, dizemos que a matriz é ndo singular.

1
Exemplo 5.8. A matriz A= é uma matriz singular, pois

det(A) = [1.(—4)] — [2.(=2)] = —4 +4 = 0.

1
Ja amatriz A=| 0 ndo € uma matriz singular, pois
0

S = O
- o O
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det(B) = [1.1.1]+[0.0.0] +[0.0.0] — [0.1.0] — [1.0.0] = [0.0.1] =1+0+0—-0—-0—-0=1.

Definicdo 5.10. Dada uma matriz A de ordem m X n, o posto da matriz é dado pela
ordem da maior submatriz nao singular da matriz dada. Denota-se nesse trabalho por
r(A) o posto de A.

Exemplo 5.9. Encontre o posto da matriz

1 3 5
A=|0 -1 2
0 2 —4

Nesse caso pode-se encontrar as submatrizes:
Com submatrizes de ordem 1 x 1
a1 =1,a12=3,a13=5,a21 =0,an = —1,a03 =2,a31 =0,a3 = 2,a33 = —4.
Com submatrizes de ordem 2 x 2

1 3 3 5 -1 2 0 -1
A= , Ap = , Az = , Ay =

0 -1 -1 2 2 -4 0o 2
Teremos como determinantes: A1 = —1,A, =11, A3 =0, Ay =0.

Com a unica submatriz de ordem 3 x 3

1 3 5
A=|0 -1 2
0 2 —4

Teremos como determinante A = 0.
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Conclui-se que a maior ordem de submatriz néo singular € 2, portanto r=Posto(A) =2.

Definicdo 5.11. Dada uma matriz A de ordem m X n, a nulidade da matriz é dada pela

diferenca entre o nimero de colunas e o seu posto. Denota-se nul(A).

nul(A)=n—r

Exemplo 5.10. Encontre a nulidade da matriz

1 3 5
A=|0 -1 2
0 2 —4

Conforme resolucdo do Exemplo 5.9 temos que r = Posto(A) = 2 e a ordem da matriz

A é igual a 3, ou seja, n = 3. Portanto

nul(A)=n—r=3-2=1

Teorema 5.12. Se A € uma matriz de ordem m X n, o posto da matriz é determinado pelo
numero de linhas linearmente independentes da matriz, sendo as linhas ndo nulas obtidas

ao redugir uma matriz na sua forma escada sdo ditas linhas linearmente independentes.

E possivel concluir que se A é representacdo matricial de uma transformacéao linear
entdo o posto de A é exatamente a dimensdo da imagem da transformacao linear e a

nulidade a dimensao do nucleo dessa transformacao.

Exemplo 5.11. Encontre o posto da matriz A.
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Efetuando as seguintes operacoes com matrizes sera obtida a matriz escada:

3 5 1 3 5

-1 21 —]10 -1 2
2L2+L3

0 2 -4 0 0 O

Para obter a terceira linha com todos os elementos nulos, foi realizada a selegédo da
segunda linha da matriz A, seus elementos foram multiplicados por dois e somados
com os elementos da terceira linha obtendo:

2., =20 2.(-1) 22

L3=0 2 —4

2L +L3=20+0 2(-1)+2 22+(—4)
2I,+L3=0 0 O

Portanto teremos r(A)=2.

Exemplo 5.12. Encontre o posto da matriz B.

Efetuando as seguintes operacoes com matrizes sera obtida a matriz escada:

1 2 -2 0 -1 12 -2 0 -1 12 -2 0 -1

-11 0 -1 0 03 -2 -1 -1 03 -2 -1 -1
B= - R

0 0 1 1 1 L+l [0 0 1 1 1 Litlo=Ls |0 0 1 1 1

1 5 -4 -1 -2 15 -4 -1 -2 00 0 0 O

Para obter a matriz na forma escada serd necessdrio que o primeiro elemento da
segunda linha seja nulo, para isso foi selecionada a primeira linha da matriz B e somada
com a segunda linha.

Li+Ly=1+(—-1) 2+3 (-2)+0 0+(-1) (-1)+0

Li+L,=0 3 -2 -1 -1

Para obter a matriz na forma escada serd fundamental que o primeiro e o segundo
elemento da segunda linha sejam nulos, nesse caso nao foi preciso realizar nenhuma

operacdo, pois ja atende ao solicitado.
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Para obter a matriz na forma escada sera preciso que os trés primeiros elementos da
quarta linha sejam nulos, para isso foi selecionada a primeira linha, e somada com a
segunda linha e subtraida a quarta linha.

Li+Ly—Ly=1+0—-1 2+3—-5 (-2)+(=2)—(—4) 0+(-1)—(-1) (-D)+(-1)—(-2)
Ly+L;—Lsy=0 0 0 0 O

Assim,
r(By=3enul(B)=r—n=5—-3=2

Note que as linhas ndo nulas obtidas ao reduzir uma matriz na forma escada sdo

linhas linearmente independentes.

Observamos que a cada passo de simplificacdo de uma matriz estamos multiplicando
a mesma por uma matriz nao singular. No caso de matrizes quadradas o processo de

simplificacdo é andlogo aquele de encontrar uma matriz semelhante.

Teorema 5.13. Se A é uma matriz de ordem m X n, o posto da matriz é determinado

pelo nimero de linhas linearmente independentes da matriz.

Exemplo 5.13. Considere as matrizes na forma escada a seguir:

11 0 O
1 00

010 01 -1 0
A= , B= eC=(0 1 2

0 0O 00 0
001

00 0

Como as linhas ndo nulas sdo linearmente independentes teremos que seus postos
sdo r(A) = 1,7(B) =2 e r(C) = 3, pois as mesmas ja se encontram na forma de matriz

escada.

Propriedade

Se A é uma matriz de ordem m X n, entdo

r(A) < min{m,n}
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Lema 5.14. Seja G um grafo com n vértices e seja 5 a matriz de incidéncia de G com
uma orientagdo dada. Logo o posto r(B) de f é n — w, onde w € o nimero de componentes

conexas de G.

Demonstracdo. Cada componente conexa de G possui uma matriz de incidéncia, respei-

tando uma orientacdo atribuida. Dessa forma, escrevemos 5 como:

5(1) 0 0
0 @ o
p= : S :
0 0 p@b 0
0O --- 0 0 ,B(w)

Onde 8% corresponde & componente conexa G, sendo 1 < i < w.
Teremos r(B") < n; — 1 pois a soma dos elementos de cada coluna de 8% ¢ igual a zero,
ou seja, o posto dessa matriz sera no maximo n; — 1 e sendo n; o numero de vértices de
G,
Como o posto de uma matriz e o posto de sua matriz transposta sdo iguais temos que
r(BY) = r(,B(i)T), mostraremos que r(,B(i)T) =n; — 1.
Seja x € N(,B(i)T), sendo N o nucleo de [3(i)T. Considere duas coordenadas x; e xi
quaisquer e relacionadas aos vértices v; e v, de G®.
Como G é conexo, existe um caminho formado por g arestas ligando os dois vértices
relacionados a x; e x;. Para cada uma dessas g4 arestas, encontramos uma coluna cs
sendo que 1 < s < g. Como B possui uma entrada igual a 1, outra entrada igual a —1
e as entradas restantes iguais a zero, dessa maneira xTﬁ(i) =0exTc, =0.
Visto que esse resultado é valido para qualquer aresta, também valera para x; = x; e
assim x serd o produto entre 1 e qualquer escalar. Logo, 1 criard o subespaco N (ﬁ(i)T)
com dimensdo 1.
Pode-se concluir que 1 = | {1 1 1} |”, n; vezes, é a base do subespaco N(ﬁ(i)T).
Note que como 1T.,B(i) = 0, em que zero é a matriz nula, conclui-se que 1 pertence ao
subespaco.

Portanto, r(,B(i)T) =n; — 1, conclui-se 7(8%) = n; — 1 e logo r(B) = n — w.
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Proposicao 5.15. O posto r(L) da matriz Laplaciana L de um grafo G com n vértices,

onde w € o niimero de componentes conexas de G é dado por:
rl)y=n—w

Demonstragdo. Com base no lema 5.14 o posto da matriz laplaciana é igual ao posto
da matriz de incidéncia § respeitando uma orientacdo considerada sobre G, uma vez

que L = BBT conforme demostracfio da proposicio 5.7. O

Exemplo 5.14. Para o grafo da figura 8 temos ¢(G) = (V3 +3,4,v2+2,3— /3,2 —
v/2,0). Observe que a multiplicidade do autovalor 0 corresponde a quantidade de

componentes conexas do grafo G com base no lema 5.14 e proposicdo 5.15.







TEOREMA DA MATRIZ-ARVORE

O Teorema da Matriz-Arvore ou Teorema de Kirchhoff determina o niimero de arvores
geradoras de um grafo, problema consagrado da Teoria de Grafos que foi provado
por Kirchhoff. Observe que o Teorema da Matriz-Arvore é reconhecido como um dos
primeiros resultados da Teoria Espectral de Grafos. Neste capitulo serd apresentada a
demonstraciio desse teorema, em que foram utilizados conceitos basicos de Algebra

Linear, matrizes e grafos. Foram utilizados como referéncias [9], [8] e [11].

Definicdo 6.1. Uma drvore geradora de um grafo G é um subgrafo que possui os

mesmos vértices de G e é uma arvore.

Exemplo 6.1. Observe o grafo G e suas arvores geradoras na figura 12.

Lema 6.2. A matriz adjunta de L, denominada adj(L), é um miiltiplo de ]. Considerando

] a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sdo todas iguais a 1.

Demonstragdo. Baseado na proposicdo 5.15 e considerando G conexo tem-se que r(L) =
n — 1 e fundamentado no lema 5.14 sabe-se que o nucleo de L tem dimenséo 1 e é
gerado por 1 = [[1 1 - 1]]T, n vezes.

Note que por outro prisma teremos que L.adj(L) = det(L).I = 0.1 = 0, onde I € a matriz
identidade. Somando todas as linhas de L, obtém-se uma linha nula. Note que a soma
das linhas de uma matriz ndo altera seu determinante e portanto temos o det(L) = 0,
onde 0 € a matriz nula de ordem n. Conclui-se que as colunas da adj(L) pertencem

ao ntcleo de L e sdo multiplas de 17. Dessa forma como a matriz L é simétrica,
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)

Figura 12: Grafo G e suas arvores geradoras

consequentemente, a matriz adj(L) também é simétrica. Logo constatamos que todas as

entradas da adj(L) sdo iguais, entdo adj(L) é um multiplo de J. O
Lema 6.3. Qualquer submatriz quadrada de B tem determinantes 0, 1 ou —1.

Demonstragdo. Seja f' uma submatriz de f, sendo que B’ possui somente duas entradas
ndo nulas em cada coluna, entdo essas entradas serdo 1 e —1, por isso conclui-se que
cada coluna tem soma igual a zero. Consequentemente p’ é singular e det(g') = 0.
Agora supondo que no minimo uma coluna de ' tenha precisamente uma entrada
ndo nula. Nesse contexto se separarmos o determinante de ' em termos dessa coluna
obtemos det(B') = £det(p”), em que B” é a matriz com uma linha e uma coluna a menos
que pB’. Prosseguindo nesse processo chegaremos a ultima submatriz de ordem 1, assim
se a entrada dessa submatriz for igual a zero obtemos det(B’) = 0. Caso contrério essa

entrada serd igual a 1 ou —1 obtendo det(f’) =1 ou —1. O

Lema 6.4. Considere qualquer submatriz de 5 obtida tomando-se n — 1 de suas colunas.
Esta matriz de ordem n x (n — 1) corresponde a um subgrafo H de G contendo todos
os seus vértices. Assim, removida qualquer linha da submatriz, a matriz resultante ' é
quadrada de ordem n — 1 e tem |det(B')|= 1 ou 0, de acordo com o subgrafo H ser ou ndo

uma drvore (se for drvore, H serd uma drvore geradora de G).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, sera removida a n-ésima linha da submatriz
p originando a submatriz g’ de ordem n — 1.Aplicando o lema 6.3 temos que |det(p')|=1

ou 0.
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Supondo que H ndo é drvore geradora de G e composto por n vértices e n — 1 arestas
teremos que H é desconexo. Portanto existe uma componente que ndo possui o vértice
vy, a vista disso a soma das colunas de B’ correspondentes a essa componente decorrem
em uma coluna nula, as linhas de ' sdo linearmente independentes, dessa forma
det(B’) = 0.

Supondo agora que H é arvore geradora de G e renomeando os vértices e arestas,
chamaremos de u; # v, um vértice de grau 1 de H e de y; a aresta que incide em u;,
pois uma arvore tem no minimo dois vértices de grau 1.

Seja B’ = B — {u1,y1} a arvore H sem o vértice u; e sem a aresta y;. Selecionando um
vértice de B/, com excecdo de v,, que seja de grau 1 e chamando esse vértice de u; e
sendo y; a aresta exclusiva incidente em u,. Repetindo continuamente esse processo,
sempre excluindo o vértice renomeado e sua aresta incidente, pode-se notar que cada
aresta y; incide no vértice v; e vértice v; com j > i. Observe ainda que a renomeacéo
dos vértices de H fornece uma matriz p”, vista como resultado da permutacio das
linhas de B'. Dessa forma |det(B”)|= |det(p)|. Como B” é uma matriz triangular inferior
que possui como entradas na diagonal principal 1 ou —1 teremos que |det(f”)|= 1
e |det(p’)|= 1. Consequentemente teremos |det(f’)|= 1 somente se H é uma arvore

geradora de G; em caso contrario teremos |det(p')|= 0. O

Teorema 6.5. O Teorema da matriz-drvore garante que o nimero de drvores geradoras

de G ¢ igual a qualquer cofator de L, ou seja

adj(L) = ©(G).]
onde T(G) indica o ntimero de drvores geradoras.

Demonstracdo. Considere que G possui n vértices e e arestas; fundamentado no lema
6.2, temos que adj(L) € um multiplo de J. Assim basta provar que o nimero de arvores
geradoras de G é igual ao valor de qualquer cofator de L.

Seja By a matriz resultante da retirada da ultima linha da matriz 8. Note que removendo
a ultima linha e a dltima coluna de L é obtida uma submatriz igual a BB, sendo assim

o cofator do elemento I,,,, de L é o det(Bopl). Pela Férmula de Binet-Cauchy teremos:
det(Bopg) = )_ det(Bu)det(B,)
u

onde a somatoria é considerada sobre todos os subconjuntos U de {1,2,---,n} comn —

1 elementos. Logo B; expressa a submatriz quadrada de By cujas colunas correspondem
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precisamente aos elementos de U. Baseados nos lemas 6.3 e 6.4 teremos det(By;) # 0,
se e somente se, o subgrafo cujas arestas estdo em U e possui todos os vértices de G é
uma 4rvore geradora de G, assim det(fy;) =1 ou —1.

Note que como det(By) = det(Bt;) e que det(BoBh) = T(G). Portanto adj(L) = (G).].

Exemplo 6.2. Observe o grafo a seguir e seu determine o nimero de arvores geradoras.

Figura 13: Grafo G

Baseado no Teorema da Matriz-Arvore teremos que adj(L) = 7(G).] e no resultado

obtido no exemplo 5.4 teremos

3 -1 0 -1 -1 O

-1 3 -1 0 -1

0o -1 3 0 -1 -1
L=

-1 0 0 1 0 0

-1 -1 -1 0 3 O0

0 0o -1 0 0 1

Fundamentado na definicdo 2.11 em que Adj(L) = (Cof(L))! e aplicando as defini¢des
2.7 e 2.9 podemos obter
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8 8 8 8 8 8
8§ 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
Cof(L) =
f()888888
8§ 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8§ 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8§ 8 8 8 8 8
Adj(L) = Cof(L)! =
j(L) f(L) 888 8 8
8 8 8 8 8 8
8§ 8 8 8 8 8

Como adj(L) = t(G).] temos

8 8 8 8 8 8 111111
8 8 8 8 8 8 111111
8 8 8 8 8 8 _ 2(G). 111111
8§ 8 8 8 8 8 111111
8 8 8 8 8 8 111111
8 8 8 8 8 8 111111

Utilizando a definicdo 2.4 encontraremos que

7(G) = 8

Dessa forma conclui-se que o nimero de drvores geradoras do grafoG € 8. Note que

esse resultado corrobora com a resposta obtida no exemplo 6.1.







CONCLUSAO

Nesta dissertacgao, foi desenvolvido o conceito de espaco vetorial onde foram estuda-
dos seus axiomas, além da ideia de subespaco e suas propriedades. Foram abordados
também temas como base, combinacéo linear e dependéncia linear.

O desenvolvimento de matrizes; sua definicdo, seus tipos, operacdes, propriedades,
cofatores e determinantes; fundamentam o estudo desse trabalho ja que se mostram
presentes na explicacio da demonstraciio do Teorema da Matriz Arvore de Kirchhoff.
Dentro do topico de transformacoes lineares foram discutidos conceitos como autovalor
e autovetor; este tépico, diante dos contetido abordados na grade curricular da rede
estadual de ensino, ndo se mostrou presente ao meu contexto profissional o que tornou
necessdrio um maior empenho e dedicagéo para apropriacao desses conhecimentos.
Seguindo a sequéncia de assuntos também foram abordados polindémio caracteristico e
diagonalizacdo de matrizes, seus teoremas e definicoes. Reconheco que torna-se impor-
tante minha dedicacdo em relacdo as demonstracdes, pois foi um ponto de atencido e
dificuldade no desdobramento deste trabalho.

Os grafos mostraram-se como um assunto interessante, que nédo foi abordado durante
a minha graduacao, e surgiu durante as aulas de Recursos Computacionais no Ensino
da Matemdtica. Baseado no estudo desse conteudo compreendi a importancia e as
possiveis aplicacoes em tarefas e rotinas do cotidiano, sua composicdo, caracteristicas,
representacoes entre outros conhecimentos.

Como a matriz laplaciana € parte constituinte da demostracdo do teorema foco dessa
dissertacdo, foi dedicado um capitulo a esse conteudo relacionando a matriz laplaciana,
matriz diagonal e matriz de adjacéncia. Ainda foi estudado o teorema do posto que
aborda as componentes conexas de um grafo.

No Capitulo 6, foi apresentada a demonstracéio do Teorema da Matriz Arvore de Kir-

chhoff, embasada nos conhecimentos adquiridos em capitulos anteriores nos resultados
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da Algebra Linear. O teorema em questio afirma que o niimero de 4rvores geradoras
de grafos e multigrafos ndo orientados € igual ao valor de qualquer cofator da matriz
adjunta da matriz laplaciana do grafo ou multigrafo.

Acredito que torna-se interessante a continuidade desse trabalho, por meio do apro-
fundamento nos conceitos de grafos buscando desenvolver o estudo de conectividade
algébrica e sua aplicacdo na vulnerabilidade de redes, além do estudo das aplicacoes

do espectro de um grafo.
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