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R E S U M O

Dada uma ordem para os vértices de um heptágono regular inscrito numa circunfe-

rência, chamamos de triângulos heptagonais àqueles cujos vértices são o primeiro, o

segundo e o quarto vértices do heptágono regular. Neste trabalho, estudamos algumas

propriedades de tais triângulos, como, por exemplo, sua semelhança com seus trângulos

órticos e tangenciais. Também são obtidas relações trigonométricas envolvendo seus

ângulos internos, a saber, π/7, 2 · π/7 e 4 · π/7. Com a abordagem dos números

complexos, estudamos uma relação entre o primeiro ponto de Brocard e o centro da

circunferência de nove pontos de um triângulo heptagonal.

Palavras-chave: triângulo heptagonal, heptágono regular, geometria triangular
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A B S T R A C T

Given an order to the regular heptagon’s vertices inscribed on a circumference, we

call heptagonal triangles those whose vertices are the first, the second and the fourth

vertices of a regular heptagon. In this paper, we study some properties of such triangles,

for example, their similarity between their ortic and tangential triangles. Trigonometric

relations involving their internal angles are also obtained, namely, π/7, 2 · π/7 and

4 · π/7. By complex numbers approach, we study a relation between Brocard’s first

point and the center of the nine-point circle of a heptagonal triangle.

Keywords: heptagonal triangle, regular heptagon, triangular geometry
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I N T R O D U Ç Ã O

Historicamente, o heptágono regular não foi tão estudado quanto outros polígonos

regulares. Em [4, pp. 7–8], L. Bankoff e J. Garfunkel apontam possíveis motivos

para isso: o heptágono regular não é face de nenhum poliedro regular; ao contrário

do pentágono regular e do decágono regular, as propriedades do heptágono regular

não estão associadas à Proporção Divina; diferentemente do triângulo equilátero, do

quadrado e do hexágono regular, não é possível pavimentar um plano com heptágonos

regulares.

Um aspecto curioso sobre o heptágono regular é sua inconstrutibilidade com régua e

compasso. Em 1801, Gauss publicou o livro Disquisitiones arithmeticae, no qual provou

uma condição suficiente para a construtibilidade de polígonos regulares com régua

e compasso. Ele afirmava que tal condição era também necessária, mas uma prova

para isto foi obtida somente alguns anos mais tarde, em 1837, por Pierre Wantzel. Em

suma, uma polígono regular de N lados pode ser construído com régua e compasso se

e somente se N = 2m · p1 · p2 · . . . · ps, onde m, s ≥ 0 e, caso s > 0, p1, p2, . . . , ps são

primos distintos de Fermat, isto é, números primos que podem ser escritos como 22n
+ 1,

com n ∈N. Como 7 é um número primo, que não é um primo de Fermat, o heptágono

regular não pode ser construído com régua e compasso.

Graças aos trabalhos do matemático francês Victor Thébault, o estudo de propri-

edades do heptágono regular ganhou espaço no campo da pesquisa em geometria.

Mais especificamente, uma classe de triângulos escalenos, chamados de triângulos

heptagonais, formados por três dos vértices do heptágono regular. Os resultados obti-

dos por Thébault a respeito deste tema foram publicados na língua francesa, em sua

maioria, na revista Mathesis. Bankoff e Garfunkel publicaram então uma compilação

dos resultados de Thébault, em inglês, no artigo [4], que foi a referência básica para o

desenvolvimento desta dissertação de mestrado. A seguir, apresentamos a organização

do nosso trabalho.

No Capítulo 1, abordamos resultados que serão importantes para o entendimento

dos temas trabalhados nos capítulos seguintes. Em sua maioria, estão relacionadas à

Geometria plana, mas há também uma Seção sobre números complexos.
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2 I N T R O D U Ç Ã O

No Capítulo 2, são obtidas algumas propriedades métricas dos triângulos heptagonais,

nas quais são utilizadas fortemente relações trigonométricas para os ângulos internos

de um triângulo heptagonal.

No Capítulo 3, propriedades geométricas dos triângulos heptagonais são apresentadas,

como a semelhança entre um triângulo heptagonal e seu triângulo órtico, simetria entre

os circuncentros de um triângulo heptagonal e de seu triângulo tangencial.

O Capítulo 4 traz uma abordagem a respeito dos triângulos heptagonais no plano

complexo, com base no trabalho [9].

A escolha pelo estudo da geometria triangular, mais especificamente, dos triângulos

heptagonais, no âmbito de um mestrado profissional em Matemática, justifica-se pela

potencialidade do tema como objeto de pesquisa e por sua relevância no campo da

geometria plana trabalhada na educação básica.

Além de conhecerem os triângulos heptagonais e algumas de suas propriedades, os

professores de Matemática da educação básica que se interessarem pela leitura desta

dissertação de mestrado estarão em contato com muitos outros importantes objetos

geométricos, os quais raramente são introduzidos nos livros didáticos, como o triângulo

tangencial, os pontos de Brocard, a circunferência de nove pontos ou a reta de Euler.

Procuramos didatizar as formulações dos resultados apresentados neste trabalho, de

modo a tornar possível sua utilização, como atividades exploratórias, em aulas de

geometria da educação básica.



1
P R E L I M I N A R E S

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados básicos que serão utilizados no desen-

volvimento da dissertação. Começaremos abordando algumas Definições e Teoremas

relacionados à Geometria Plana. Em seguida, damos uma introdução aos Números

Complexos, da maneira como este tema é trabalhado na Educação Básica. Em seguida,

finalizamos com a adaptação da fórmula do binômio de Newton para os números

complexos. A maior parte das demonstrações relacionadas à Geometria Plana foram ba-

seadas na referência [8]. A referência para as demonstrações relacionadas aos números

complexos é a [3].

1.1 T R I Â N G U L O M E D I A L

Nesta Seção, apresentamos uma propriedade do triângulo medial de um triângulo

qualquer. De modo especial, provamos o Teorema da base média, ou seja, que a base

média de um triângulo qualquer é paralela à respectiva base e é igual à sua metade.

Utilizaremos o resultado da base média nas Proposições 1.19, 1.21 e 2.12. Com relação

ao triângulo medial, seus resultados serão utilizados na Proposição 3.1.

Definição 1.1. Base média de um triângulo é um segmento que possui como extremos

os pontos médios de dois dos lados do triângulo.

Proposição 1.2 (Teorema da base média). Dado um triângulo4ABC qualquer, conside-

remos a base média MN, em que M e N são os pontos médios de AB e AC, respectivamente.

Então, MN ‖ BC e MN =
1
2
· BC.

3



4 P R E L I M I N A R E S

Demonstração. Tomemos M′ sobre
−−→
MN de forma que M − N − M′ e MN = NM′.

Assim, como N é o ponto médio de AC e AN̂M = CN̂M′, pois são opostos pelo vértice,

os triângulos 4AMN e 4CM′N são congruentes pelo caso LAL. Essa construção

está ilustrada na Figura 1. Logo, M′C = MA e M′ĈN = MÂN, o que implica que
←→
M′C ‖ ←→AM. Então:

BM = AM = M′C

e

←→
BM =

←→
AM ‖

←→
M′C.

Figura 1: Triângulo 4ABC e sua base média MN.

Como o quadrilátero MBCM′ possui um par de lados opostos congruentes e paralelos,

podemos afirmar que ele é um paralelogramo. Assim,

←→
BC ‖

←−→
MM′ =

←→
MN e BC = MM′ = 2 ·MN.

Definição 1.3. Dado um triângulo 4ABC, sejam M o ponto médio de AB, N o ponto

médio de AC e P o ponto médio de BC. O triângulo 4MNP é denominado triângulo

medial do triângulo 4ABC.
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Figura 2: Triângulo 4ABC e o triângulo medial 4MNP.

Na Figura 2 estão ilustrados um triângulo 4ABC e seu triângulo medial 4MNP.

Proposição 1.4. Dado um triângulo 4ABC e seu triângulo medial 4MNP, o perímetro

do triângulo 4MNP é igual à metade do perímetro do triângulo ABC.

Demonstração. Como o triângulo medial 4MNP é formado pelas bases médias do

triângulo 4ABC, decorre da Proposição 1.2 que o comprimento de cada base média é

igual à metade do comprimento do respectivo lado do triângulo 4ABC. Deste modo,

AB + BC + CA = 2 · (MN + NP + PM).

1.2 T E O R E M A S D A S B I S S E T R I Z E S

Nesta Seção, apresentamos dois resultados importantes na geometria triangular, a

saber, os Teoremas das bissetrizes interna e externa. Eles serão utilizados na prova da

Proposição 3.3. O Teorema da bissetriz interna também será utilizado na Proposição

2.15. Começamos definindo a bissetriz de um ângulo.

Definição 1.5. Dado um ângulo 6 ABC, a semirreta
−→
BD, com D ∈ int( 6 ABC), e tal que

6 ABD ∼= 6 CBD, é chamada de bissetriz do ângulo 6 ABC.

Dado um triângulo qualquer, as bissetrizes de seus ângulos internos são chamadas de

bissetrizes internas, enquanto que as bissetrizes de seus ângulos externos são chamadas

de bissetrizes externas.

Proposição 1.6. (Teorema da bissetriz interna) Dado um triângulo 4ABC qualquer,

seja
−→
BF a bissetriz interna do ângulo 6 ABC, com A− F− C. Então

AB
AF

=
BC
CF

. (1.1)
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Figura 3: Triângulo 4ABC e a bissetriz interna
−→
BF do ângulo 6 ABC.

Demonstração. Sejam α = AB̂F = CB̂F e Q ∈ −→CB tal que AQ ‖ BF, como está ilustrado

na Figura 3. Pelo Teorema de Tales, temos que

QB
BC

=
AF
CF

(1.2)

Como AQ ‖ BF, BQ̂A = CB̂F = α e BÂQ = AB̂F = α (alternos internos). Assim, o

triângulo 4ABQ é isósceles, com QB = AB. Consequentemente, em (1.2),

AB
BC

=
AF
CF
⇒ AB

AF
=

BC
CF
·

Proposição 1.7. (Teorema da bissetriz externa) Sejam 4ABC um triângulo e
−→
AL a

bissetriz externa do ângulo 6 BAC, com B− C− L. Então

AB
BL

=
AC
CL

. (1.3)

Figura 4: Triângulo 4ABC e a bissetriz externa
−→
AL do ângulo 6 BAC.
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Demonstração. Sejam P ∈ AB tal que PC ‖ AL e Q tal que B− A−Q. Supomos que

CÂL = LÂQ = β. Pelo Teorema de Tales, temos

BL
CL

=
AB
AP

(1.4)

Como PC ‖ AL, então AP̂C = LÂQ = β e PĈA = CÂL = β (alternos internos),

conforme ilustra a Figura 4. Portanto, o triângulo 4PAC é isósceles e AP = AC.

Consequentemente, em (1.4),

BL
CL

=
AB
AC
⇒ AB

BL
=

AC
CL
·

1.3 T E O R E M A D O Â N G U L O E X T E R N O E T E O R E M A D O Â N G U L O I N S C R I T O

Nesta Seção, vamos apresentar o Teorema do ângulo externo, o qual será utilizado

nas Proposições 1.9 e 1.23. Também se fazem necessárias as demonstrações do Teorema

do ângulo inscrito e do seu caso limite, o ângulo de segmento. O Teorema do ângulo

inscrito será utilizado nas demonstrações das Proposições 1.13, 1.15 e 1.19. Esse

Teorema, junto com o Teorema do ângulo de segmento, aparecerão nas Proposições

1.22, 1.34 e 1.35 e no Lema 3.5.

Proposição 1.8 (Teorema do ângulo externo). Em qualquer triângulo, a medida do

ângulo externo é igual à soma das medidas dos dois ângulos internos não adjacentes a ele.

Figura 5: Triângulo 4ABC e o ângulo externo 6 ACX.

Demonstração. Consideremos um triângulo4ABC qualquer. Seja X tal que B− C− X.

Assim, o ângulo 6 ACX é externo ao triângulo 4ABC, como está ilustrado na Figura 5.
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Temos que 6 ACX e 6 ACB são suplementares, de modo que AĈX = π − AĈB. Como

BÂC + AB̂C + AĈB = π, então AĈX = BÂC + AB̂C.

Proposição 1.9 (Teorema do ângulo inscrito). Sejam AB e AC cordas de um circun-

ferência com centro em O. A medida do ângulo 6 BAC é igual à metade da medida do

ângulo central 6 BOC.

Demonstração. Daremos a prova de acordo com a posição de O em relação ao ângulo
6 BAC: no primeiro caso, O pertence ao interior do ângulo 6 BAC (Figura 6), no

segundo, O pertence ao exterior do ângulo 6 BAC (Figura 7) e, finalmente, no terceiro

caso, O pertence ao ângulo 6 BAC (Figura 8).

a) quando temos o centro O contido no ângulo 6 BAC, os triângulos 4OAC e 4OAB

serão isósceles, de bases AC e AB, respectivamente. Podemos dizer que OÂC =

OĈA = α e OÂB = OB̂A = β. Temos que BÂC = α + β e, sendo A′ o ponto simétrico

a A em relação ao centro O, pelo Teorema do ângulo externo (Proposição 1.8) vale

que CÔA′ = 2 · α e BÔA′ = 2 · β. Então

BÔC = BÔA′ + CÔA′ = 2 · (α + β) = 2 · BÂC.

Figura 6: O centro O pertence ao interior do ângulo 6 BAC.

b) neste caso, o centro O pertence ao exterior do ângulo 6 BAC. Novamente, os

triângulos 4OAC e 4OAB são isósceles de bases AC e AB, respectivamente.

Sendo A′ o ponto simétrico a A em relação ao centro O, sem perda de generalidade,

supomos que C pertence ao interior do ângulo 6 A′AB. Deste modo, sendo α =
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OÂC = OĈA e β = OÂB = OB̂A, segue que BÂC = β − α e, pelo Teorema do

ângulo externo (Proposição 1.8), CÔA′ = 2 · α e BÔA′ = 2 · β. Logo,

BÔC = BÔA′ − CÔA′ = 2 · (α− β) = 2 · BÂC.

Figura 7: O centro O pertence ao exterior do ângulo 6 BAC.

c) neste caso, o centro O pertence ao ângulo 6 BAC. Temos que os triângulos 4ABO

e 4ACO são isósceles com α = AB̂O = BÂO e β = AĈO = CÂO. Sem perda de

generalidade, supomos que B −O − C, de modo que O pertence ao interior do

ângulo 6 BAC. Logo, BÂC = α + β. Pelo Teorema do ângulo externo, AÔC = 2 · α e

AÔB = 2 · β. Assim,

BÔC = BÔA + AÔC = 2 · (α + β) = 2 · BÂC.

Figura 8: O centro O pertence ao ângulo 6 BAC.

Observação 1.10. No caso em que o centro O pertence ao lado do ângulo 6 BAC, temos

que 6 BAC é um ângulo reto, pois BÔC = BÔA + AÔC = π.
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Em uma nova proposição, vamos abordar o caso limite, no qual um dos lados do

ângulo inscrito é tangente à circunferência, como está ilustrado na Figura 9. Este

ângulo é chamado de ângulo de segmento.

Proposição 1.11 (Ângulo de segmento). Sejam C uma circunferência de centro O, A e

B dois pontos distintos sobre C, t a reta tangente a C no ponto A e C um ponto sobre t de

modo que B e C estejam do mesmo lado em relação à reta
←→
AO. A medida do ângulo de

segmento 6 BAC é igual à metade da medida do ângulo central 6 AOB.

Demonstração. Sendo α = BÂC, temos que AB̂O = BÂO =
π

2
− α, pois o triângulo

4AOB é isósceles de base AB e
←→
AC ⊥ ←→AO. Sendo A′ o simétrico a A em relação ao

centro O, então A′ÔB = 2 ·
(π

2
− α
)

= π − 2 · α. Portanto,

BÔA = π − (π − 2 · α) = 2 · α = 2 · BÂC.

 

Figura 9: Ângulo de segmento 6 BAC.

1.4 A R C O C A PA Z

Um arco capaz de um dado segmento é um importante lugar geométrico, que será

utilizado nas demonstrações das Proposições 1.15 e 2.6. A rigor, temos

Definição 1.12. Consideremos um dado segmento AB e α um número real tal que

0 < α < π. Um arco capaz de AB de ângulo de medida α é o lugar geométrico dos

pontos P do plano tais que AP̂B = α.
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Para cada α, existe um par de arcos capazes, sendo um simétrico ao outro em relação

à reta
←→
AB, como na Figura 10. Deste modo, basta construir um deles e refleti-lo em

relação à reta suporte do segmento dado.

 

 

 

 

Figura 10: Arcos capazes de AB de medida α.

A seguir, apresentamos uma construção para determinação de um arco capaz de

um dado segmento. Ela será dada em função da natureza da medida do ângulo: reto,

agudo ou obtuso.

Proposição 1.13. Sejam AB um dado segmento e α um número real com 0 < α < π.

a) se α =
π

2
, o par de arcos capazes de AB de medida α é a circunferência de diâmetro

AB, com exceção dos pontos A e B, como na Figura 11.

 

Figura 11: Arco capaz de AB com α =
π

2
.

b) se 0 < α <
π

2
então um arco capaz de AB de medida α é o arco da circunferência de

centro O cujos pontos estão do mesmo lado de O em relação à reta AB, sendo O o
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ponto de intersecção da mediatriz m do segmento AB com a reta t que passa por A e é

perpendicular à reta s que forma com
−→
AB um ângulo de medida α, como na Figura 12.

 

Figura 12: Arco capaz de AB com 0 < α <
π

2
.

c) se
π

2
< α < π então um arco capaz de AB de medida α é o arco da circunferência

de centro O cujos pontos estão do lado oposto a O em relação à reta AB, sendo O o

ponto de intersecção da mediatriz m do segmento AB com a reta t que passa por A e é

perpendicular à reta s que forma com
−→
AB um ângulo de medida α, como na Figura 13.

 

Figura 13: Arco capaz de AB com
π

2
< α < π.

Demonstração. a) Sendo Γ a circunferência de diâmetro AB e P um ponto qualquer

de Γ, P /∈ {A, B}, temos pelo Teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9) que

AP̂B =
180

2
= 90 = α. Deste modo, Γ\{A, B} está contida no par de arcos capazes,

de acordo com a Definição 1.12. Reciprocamente, seja Q um ponto qualquer tal que

AQ̂B =
π

2
. Suponhamos, por absurdo, que Q /∈ Γ. Seja {Q′} =

←→
AQ ∩ Γ, Q′ 6= A.

Pelo Teorema do ângulo inscrito, temos que AQ̂′B =
π

2
e, consequentemente,
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BQ̂′Q =
π

2
. Como BQ̂Q′ =

π

2
, temos que o triângulo 4BQQ′ tem dois ângulos

retos, o que é absurdo. Portanto, Γ\{A, B} é o par de arcos capazes desejado.

b) Sejam M o ponto médio do segmento AB, Γ a circunferência de centro O que

passa por A (e, consequentemente, por B), β o conjunto dos pontos de Γ que ficam

do mesmo lado que O em relação à reta
←→
AB e ϕ o conjunto dos pontos de Γ que

ficam do lado oposto a O em relação à reta
←→
AB. Por construção de t. temos que

MÂO =
π

2
− α, donde segue que MÔA = α. Mas, pelo Postulado lado-ângulo-lado

de congruência de triângulos, são congruentes os triângulos 4AOM e 4BOM,

donde temos que BÔM = α. Assim, AÔB = 2 · α, de modo que a medida do arco ÂB

determinado em ϕ é igual a 2 · α. Sendo P um ponto qualquer de β, pelo Teorema

do ângulo inscrito, AP̂B =
2 · α

2
= α. Então, β está contida num arco capaz de AB,

de acordo com a Definição 1.12. Reciprocamente, seja Q um ponto qualquer tal

que AQ̂B = α. Suponhamos, por absurdo, que Q /∈ β. Seja {Q′} =
←→
AQ ∩ β, Q′ 6= A.

Pelo Teorema do ângulo inscrito, temos que AQ̂′B =
2 · α

2
= α e, consequentemente,

BQ̂′Q = π − α. Como BQ̂Q′ = α, temos que o triângulo 4BQQ′ tem dois ângulos

cuja soma é π, o que é absurdo. Portanto, β é um dos arcos capazes de AB desejado.

O outro arco procurado é o simétrico de β em relação à reta
←→
AB, pois a reflexão

em relação a uma reta é uma isometria do plano e isometrias preservam medida

angular.

c) Sejam M o ponto médio do segmento AB, Γ a circunferência de centro O que

passa por A (e, consequentemente, por B), β o conjunto dos pontos de Γ que ficam

do mesmo lado que O em relação à reta
←→
AB e ϕ o conjunto dos pontos de Γ que

ficam do lado oposto a O em relação à reta
←→
AB. Por construção de t. temos que

MÂO = α− π

2
, donde segue que MÔA = π − α. Mas, pelo Postulado lado-ângulo-

lado de congruência de triângulos, são congruentes os triângulos4AOM e4BOM,

donde temos que BÔM = π − α. Assim, AÔB = 2 · (π − α), de modo que a medida

do arco ÂB determinado em ϕ é igual a 2 · (π − α). Consequentemente, a medida

do arco ÂB determinado em β é igual a 2 ·π− 2 · (π− α) = 2 · α. Sendo P um ponto

qualquer de β, pelo Teorema do ângulo inscrito, AP̂B =
2 · α

2
= α. Então, β está

contida num arco capaz de AB, de acordo com a Definição 1.12. Reciprocamente,

seja Q um ponto qualquer tal que AQ̂B = α. Suponhamos, por absurdo, que

Q /∈ β. Seja {Q′} =
←→
AQ ∩ β, Q′ 6= A. Pelo Teorema do ângulo inscrito, temos que

AQ̂′B =
2 · α

2
= α e, consequentemente, BQ̂′Q = π− α. Como BQ̂Q′ = α, temos que

o triângulo 4BQQ′ tem dois ângulos cuja soma é π, o que é absurdo. Portanto, β

é um dos arcos capazes de AB desejado. O outro arco procurado é o simétrico de
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β em relação à reta
←→
AB, pois a reflexão em relação a uma reta é uma isometria do

plano e isometrias preservam medida angular.

Observação 1.14. Na prova do item b) da Proposição 1.13, observamos que quando

α =
π

4
, o ponto Q não pode ser tomado sobre a reta s, a qual, neste caso, é a reta

tangente a Γ no ponto A; caso contrário, teríamos o triângulo 4AQB com AQ̂B =
π

4
e

BÂQ =
3 · π

4
, cuja soma é π. Do mesmo modo, na prova do item c) da Proposição 1.13,

observamos que quando α =
3 · π

4
, o ponto Q não pode ser tomado sobre a reta s, a qual,

neste caso, é a reta tangente a Γ no ponto A; caso contrário, teríamos o triângulo 4AQB

com AQ̂B =
3 · π

4
e BÂQ =

π

4
.

1.5 Q UA D R I L ÁT E R O I N S C R I T Í V E L

Dizemos que um quadrilátero é inscritível quando existe uma circunferência passando

por seus quatro vértices. Esse quadrilátero carrega consigo certas propriedades, que

serão demonstradas a seguir e utilizadas na Proposição 3.1.

Proposição 1.15. Um quadrilátero convexo ABCD é inscritível se, e somente se, DÂB +

BĈD = π.

Figura 14: Quadrilátero inscritível ABCD.

Demonstração. Sendo ABCD um quadrilátero inscritível, como na Figura 14, temos,

pelo Teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9), que DÂB =
med(B̂CD)

2
e BĈD =

med(D̂AB)
2

. Então
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DÂB + BĈD =
med(B̂AD)

2
+

med(B̂CD)
2

=
2 · π

2
= π.

Reciprocamente, suponhamos que DÂB + BĈD = π. Suponhamos, por absurdo, que

o quadrilátero ABCD não seja inscritível. Assim, se Γ é a (única) circunferência que

passa pelos pontos A, B e D, então C /∈ Γ. Seja {C′} =
−→
AC ∩ Γ. Deste modo, o quadrilá-

tero ABC′D é inscritível. De acordo com o que acabamos de provar, DÂB + BĈ′D = π.

Como, por hipótese, DÂB + BĈD = π, então BĈD = BĈ′D. Consequentemente, os ân-

gulos 6 BCD e 6 BC′D estão inscritos no mesmo arco, que, neste caso, é o arco B̂C′D de

Γ. Ou seja, C ∈ Γ, obtendo assim uma contradição. Portanto, ABCD é um quadrilátero

inscritível.

Observação 1.16. Se ABCD é um quadrilátero inscritível então BÂC = BD̂C. De fato,

os ângulos 6 BAC e 6 BDC estão inscritos no mesmo arco B̂C da circunferência circusncrita

ao quadrilátero ABCD, como está ilustrado na Figura 14.

1.6 R E TA D E E U L E R

A seguir, mostramos que estão alinhados o baricentro, o circuncentro e o ortocentro

de um triângulo não isósceles qualquer, sendo que o baricentro sempre está entre os

outros dois. Observamos que este resultado é válido para os triângulos isósceles não

equiláteros. No entanto, como estamos interessados nos triângulos heptagonais, que

são triângulos escalenos, daremos a prova do resultado somente para este caso.

Proposição 1.17. Sendo 4ABC um triângulo escaleno qualquer e O, G e H seus circun-

centro, baricentro e ortocentro, respectivamente, então

a) AH = 2 ·OM, onde M é o ponto médio de BC;

b) H, G e O são colineares, com G ∈ OH e HG = 2 · GO.

Demonstração. a) Sendo N o ponto médio de AC, segue do Teorema da base média

que MN ‖ AB e MN =
1
2
· AB. Como H pertence às retas suportes das alturas

do triângulo 4ABC e O é intersecção das mediatrizes de seus lados, temos que
←→
AH e

←→
OM são perpendiculares à reta

←→
BC, de modo que

←→
AH ‖ ←→OM. Consequente-

mente, as medidas dos ângulos 6 OMN e 6 HAB são iguais, assim como as medidas
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dos ângulos 6 ONM e 6 HBA (
←→
HB ‖ ←→ON de maneira análoga ao paralelismo entre

←→
AH e

←→
OM). Portanto, os triângulos 4OMN e 4HAB são semelhantes o que nos

leva a

OM
AH

=
MN
AB

=
1
2

.

b) Consideramos um ponto H′ tal que O− G − H′ e GH′ = 2 · GO. Em relação aos

triângulos 4OGM e 4H′GA, temos que GH′ = 2 · GO, H′ĜA = OĜM e GA =

2 · GM, pois G é baricentro do triângulo 4ABC. Pelo caso L.A.L. de semelhança de

triângulos, temos que 4OGM ∼ 4H′GA, donde obtemos que 6 OMG ∼= 6 H′AG,

que correspondem a ângulos alternos internos formados entre a transversal
←→
AM

e as retas
←→
H′A e

←→
OM. Consequentemente, OM ‖ H′A. Como OM ‖ HA então

←→
AH′ passa pelo ortocentro H do triângulo 4ABC. De modo análogo, considerando

também o ponto médio P de BC, obtemos que
←→
BH′ e

←→
CH′ passam por H, de modo

que H′ = H, donde temos O− G− H e GH = 2 ·OG.

Definição 1.18. Sendo 4ABC um triângulo escaleno qualquer, O, G e H seus cir-

cuncentro, baricentro e ortocentro, respectivamente, a reta que passa por O, G e H é

chamada de Reta de Euler do triângulo e o segmento OH é chamado de segmento de

Euler.

Figura 15: Reta de Euler do triângulo 4ABC.

A reta de Euler está ilustrada na Figura 15 e será mencionada nas Proposições 1.30,

1.36, 1.37, 2.16 e 3.7.
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1.7 C I R C U N F E R Ê N C I A D E N O V E P O N T O S

Nesta Seção, apresentamos uma importante propriedade da circunferência de nove

pontos, que será utilizada no decorrer do trabalho. Esta circunferência será mencionada

nas Proposições 1.30, 3.1, 3.2, 3.7, 4.5 e 4.6. As demonstrações vão de encontro com a

referência [6].

Proposição 1.19. Dado um triângulo escaleno qualquer 4ABC, sejam M1, M2, M3 os

pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente, H1, H2, H3 os pés das alturas

relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, C1, C2, C3 os pontos médios dos segmentos

HA, HB e HC, onde H é o ortocentro do triângulo 4ABC. Existe uma circunferência

que passa por M1, M2, M3, H1, H2, H3, C1, C2, C3, cujo centro F é o ponto médio entre o

circuncentro O e o ortocentro H, como está ilustrado na Figura 16.

 

Figura 16: Circunferência de nove pontos do triângulo 4ABC.

Demonstração. Pelo Teorema da base média (Proposição 1.2), temos que BC ‖ M2M3 e

C2C3 ‖ BC. Assim, C2C3 ‖ M2M3. Segue do Teorema da base média que M3C2 ‖ AH1,

assim como M2C3 ‖ AH1, donde temos que M3C2 ‖ M2C3. Deste modo, o quadrilátero

M2M3C2C3 é um paralelogramo. Mas, como AH1 ⊥ BC, então M3C2 ⊥ C2C3. Logo,

o paralelogramo M2M3C2C3 é um retângulo. De maneira análoga, mostramos que os

quadriláteros M1M2C1C2 e M1M3C1C3 são retângulos.
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Sendo F o ponto de intersecção entre as diagonais M2C2 e M3C3 do retângulo

M2M3C2C3, temos que F é o ponto médio das diagonais M2C2 e M3C3, que são

congruentes, de modo que FM2 = FC2 = FM3 = FC3, isto é, F é o centro da circun-

ferência Γ que passa pelos pontos M2, M3, C2 e C3. Do mesmo modo, considerando

o retângulo M1M2C1C2, temos que F é também o ponto médio da diagonal M1C1 e

FM1 = FC1 = FM2. Assim, a circunferência Γ de centro F e raio FM2 passa pelos pontos

M1, M2, M3, C1, C2 e C3.

Como M1C1 passa pelo centro F e o ângulo 6 C1H1M1 é reto, o ponto H1 pertence a Γ

(Teorema do ângulo inscrito, Proposição 1.9); de maneira análoga, H2, H3 ∈ Γ. Concluí-

mos que existe uma circunferência Γ que passa pelos pontos M1, M2, M3, H1, H2, H3, C1, C2, C3.

Pelo Teorema da base média, temos que AB ‖ M1M2 e M1M2 =
1
2
· AB. Além disso,

AH1 ‖ OM1, pois ambos são perpendiculares ao segmento BC. Da mesma forma,

OM2 ‖ BH2. Consequentemente, os triângulos 4AHB e 4M1OM2 são semelhantes,

pois HÂB = OM̂1M2 e AB̂H = M1M̂2O. Como M1M2 =
1
2
· AB então OM1 =

1
2
· AH.

Agora, como C1 é ponto médio de AH então C1H = OM1. Logo, o quadrilátero

C1HM1O é um paralelogramo. Uma vez que F é o ponto médio da diagonal C1M1,

temos que F é também o ponto médio da diagonal OH, isto é, OF = OH.

Definição 1.20. Dado um triângulo escaleno qualquer 4ABC, sendo M1, M2, M3 os

pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente, H1, H2, H3 os pés das alturas

relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, C1, C2, C3 os pontos médios dos

segmentos HA, HB e HC, onde H é o ortocentro do triângulo 4ABC, a circunferência

que passa por M1, M2, M3, H1, H2, H3, C1, C2, C3 é chamada de circunferência de nove

pontos do triângulo 4ABC.

Proposição 1.21. O raio da circunferência de nove pontos de um triângulo escaleno

4ABC é igual à metade do raio da circunferência circunscrita ao mesmo triângulo.

Demonstração. Pelo Teorema da base média aplicado ao triângulo 4AHO, temos que

C1F =
1
2
· AO. Mas, C1F é o raio da circunferência de nove pontos e AO é o raio da

circunferência circunscrita ao triângulo 4ABC.
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1.8 P O N T O S D E B R O C A R D

Nesta Seção, apresentamos os ângulos de Brocard de um triângulo. Além disso,

exploramos uma propriedade importante que relaciona a cotangente do ângulo de

Brocard com as medidas dos ângulos internos do triângulo. Esta relação será utilizada

nas Proposições 2.23 e 4.6.

Proposição 1.22. Dado um triângulo 4ABC qualquer, existem somente dois pontos Ω e

Ω′ tais que

ΩÂB = ΩB̂C = ΩĈA = ω

e

Ω′B̂A = Ω′ĈB = Ω′ ÂC = ω′.

Os pontos Ω, Ω′ e os ângulos ω, ω′ são chamados, respectivamente, de primeiro ponto de

Brocard, segundo ponto de Brocard e ângulos de Brocard do triângulo 4ABC.

Na Figura 17 estão ilustrados o primeiro e o segundo pontos de Brocard de um

triângulo 4ABC.

Figura 17: Pontos de Brocard do triângulo 4ABC.

Demonstração. Supondo que o ponto Ω existe, consideremos C1 a circunferência que

passa pelos pontos A, C e Ω. Como a medida do ângulo 6 ΩCA é igual à do ângulo
6 ΩAB, segue da Proposição 1.9 e Proposição 1.11 que AB é tangente à circunferência

C1 no ponto A. Ou seja, C1 é a circunferência que tangencia AB no ponto A e que passa

por C. Sendo C2 a circunferência que tangencia BC no ponto B e que passa por A, C3 a

circunferência que tangencia AC no ponto C e que passa por B, então o primeiro ponto

de Brocard Ω é obtido por {Ω} = C1 ∩ C2 ∩ C3. A existência e unicidade de tal ponto Ω é

uma consequência do Teorema de Miquel, com o qual garante-se que Ω e Ω′ pertencem

ao interior do triângulo 4ABC. Os detalhes podem ser vistos na referência [6].



20 P R E L I M I N A R E S

De maneira análoga, o segundo ponto de Brocard Ω′ é determinado por {Ω′} =

C ′1 ∩ C ′2 ∩ C ′3, onde C ′1 é a circunferência que tangencia AC no ponto A e que passa

por B, C ′2 é a circunferência que tangencia AB no ponto B e que passa por C, C ′3 é a

circunferência que tangencia BC no ponto C e que passa por A.

Nas condições da Proposição 1.22, temos o seguinte resultado:

Proposição 1.23. Sendo Ω o primeiro ponto de Brocard de um triângulo4ABC qualquer,

ϕ1, ϕ2 e ϕ3 as medidas dos ângulos 6 BAC, 6 ABC e 6 ACB, respectivamente, então

cot(ω) = cot(ϕ1) + cot(ϕ2) + cot(ϕ3).

Figura 18: Triângulo 4ABC e o ponto de Brocard Ω.

Demonstração. Como Ω pertence ao interior do triângulo 4ABC, então
−→
AΩ ∩ BC =

{F}, com B− F−C, como está ilustrado na Figura 18. Pelo Teorema do ângulo externo

(Proposição 1.8), temos que CΩ̂F = ϕ1 e BΩ̂F = ϕ2. Aplicando a lei dos senos ao

triângulo 4ACΩ, temos:

CΩ
sen (ϕ1 −ω)

=
AC

sen (π − ϕ1)
⇒ CΩ

sen (ϕ1 −ω)
=

AC
sen (ϕ1)

. (1.5)

Aplicando-se a lei dos senos aos triângulos 4BCΩ e 4ABC, obtemos

CΩ
sen (ω)

=
BC

sen (ϕ1 + ϕ2)
=

BC
sen (π − ϕ1 − ϕ2)

=
BC

sen (ϕ3)
. (1.6)

e

BC
sen (ϕ1)

=
AC

sen (ϕ2)
⇒ AC

BC
=

sen (ϕ2)
sen (ϕ1)

. (1.7)
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Por (1.5) e (1.6), podemos dizer que

AC · sen (ϕ1 −ω)
sen (ϕ1)

=
BC · sen (ω)

sen (ϕ3)
⇒ AC

BC
=

sen (ϕ1) · sen (ω)
sen (ϕ1 −ω) · sen (ϕ3)

. (1.8)

Por (1.7) e (1.8),

sen (ϕ2)
sen (ϕ1)

=
sen (ϕ1) · sen (ω)

sen (ϕ1 −ω) · sen (ϕ3)
⇒ sen (ϕ1 −ω) · sen (ϕ2) · sen (ϕ3)

sen (ϕ1) · sen (ω)
= sen (ϕ1).

(1.9)

Mas, ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = π. Daí,

sen (ϕ1) = sen (π − ϕ2 − ϕ3)⇒ sen (ϕ1) = sen (ϕ2 + ϕ3). (1.10)

Substituindo (1.10) em (1.9), temos

sen (ϕ1 −ω) · sen (ϕ2) · sen (ϕ3)
sen (ϕ1) · sen (ω)

= sen (ϕ2 + ϕ3). (1.11)

Mas, sen (ϕ1 −ω) = sen (ϕ1) · cos(ω)− sen (ω) · cos(ϕ1). Deste modo,

sen (ϕ1 −ω)
sen (ϕ1) · sen (ω)

=
sen (ϕ1) · cos(ω)− sen (ω) · cos(ϕ1)

sen (ϕ1) · sen (ω)
=

cos(ω)
sen (ω)

− cos(ϕ1)
sen (ϕ1)

= cot(ω)− cot(ϕ1).

(1.12)

Substituindo (1.12) em (1.11), concluímos que

( cot(ω)− cot(ϕ1)) · sen (ϕ2) · sen (ϕ3) = sen (ϕ2 + ϕ3)

( cot(ω)− cot(ϕ1)) · sen (ϕ2) · sen (ϕ3) = sen (ϕ2) · cos(ϕ3) + sen (ϕ3) · cos(ϕ2)

cot(ω)− cot(ϕ1) =
sen (ϕ2) · cos(ϕ3) + sen (ϕ3) · cos(ϕ2)

sen (ϕ2) · sen (ϕ3)

cot(ω)− cot(ϕ1) =
cos(ϕ3)
sen (ϕ3)

+
cos(ϕ2)
sen (ϕ2)

cot(ω)− cot(ϕ1) = cot(ϕ3) + cot(ϕ2)

cot(ω) = cot(ϕ1) + cot(ϕ2) + cot(ϕ3)
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1.9 H O M O T E T I A

Nesta Seção, apresentamos o conceito de homotetia, enfatizando o caso dos triângu-

los. Por exemplo, na Proposição 1.35 será obtida uma relação de homotetia entre dois

triângulos. Para este tema, tomamos por base a referência [1].

Definição 1.24. Dados um ponto S e λ um número real positivo quaisquer, a homotetia

de centro S e razão λ, denotada por HS,λ, é a transformação no plano que fixa S e

que associa a cada ponto P 6= S o ponto P′ ∈ −→SP tal que SP′ = λ · SP. O ponto S e a

constante λ são chamados de centro e razão da homotetia, respectivamente.

Na Figura 19 estão ilustrados o quadrilátero ABCD e o quadrilátero A′B′C′D′ obtido

pela homotetia de centro S. Dizemos que ABCD e A′B′C′D′ são homotéticos, conforme

a Definição a seguir.

Figura 19: Quadriláteros homotéticos ABCD e A′B′C′D′.

Definição 1.25. Sendo F uma figura no plano (isto é, um conjunto de pontos) e F ′ a

figura obtida pela homotetia HS,λ aplicada sobre F , para algum ponto S e para algum

número real λ > 0, dizemos que F e F ′ são homotéticas.

Segue da Definição 1.24 e Definição 1.25 que as retas que passam pelos vértices

correspondentes de duas figuras homotéticas são concorrentes no centro S da homotetia.

A seguir, estudamos a posição relativa entre os lados de dois triângulos homotéticos.

Teorema 1.26. Sejam4ABC e4A′B′C′ dois triângulos homotéticos, com A′ = HS,λ(A),

B′ = HS,λ(B) e C′ = HS,λ(C), para algum S /∈ {A, B, C} fixado e λ = SA′
SA . Então

A′B′ ‖ AB, B′C′ ‖ BC e A′C′ ‖ AC.
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Demonstração. Como SA′
SA = SB′

SB = λ e 6 ASB ∼= 6 A′SB′, então pelo caso lado-ângulo-

lado de semelhança de triângulos, os triângulos 4ASB e 4A′SB′ são semelhantes.

Assim, 6 SAB ∼= 6 SA′B′. Consequentemente, A′B′ ‖ AB. De modo análogo, mostramos

que B′C′ ‖ BC e A′C′ ‖ AC.

Reciprocamente, temos o seguinte resultado sobre homotetia de triângulos. Nele,

quando escrevemos que dois segmentos são paralelos, estamos considerando uma

orientação para as extremidades dos segmentos. Isto é, dizer que A′B′ ‖ AB significa

que o quadrilátero ABB′A′, ordenado pelos vértices, tem um par de lados opostos

paralelos.

Teorema 1.27. Sejam4ABC e4A′B′C′ dois triângulos tais que A′B′ ‖ AB, B′C′ ‖ BC,

A′C′ ‖ AC, AB 6= A′B′, BC 6= B′C′ e AC 6= A′C′. Então, 4ABC e 4A′B′C′ são

triângulos homotéticos.

Demonstração. Como AB 6= A′B′ então o quadrilátero ABB′A′ não é um paralelogramo,

de onde temos que
←→
AA′ ∩

←→
BB′ 6= ∅. Sejam {S} =

←→
AA′ ∩

←→
BB′ e λ =

A′B′

AB
. Como

←→
A′B′ ‖ ←→AB então 4SA′B′ ∼ 4SAB. Logo,

SA′

SA
=

SB′

SB
=

A′B′

AB
= λ.

Isto significa queHS,λ(A) = A′ eHS,λ(B) = B′. Além disso, para todo ponto P ∈ AB \
{A, B}, seja {P′} =

←→
SP ∩ A′B′. Assim, A′P′ ‖ AP, de onde temos, pelo caso ângulo-

ângulo de semelhança de triângulos, que 4SAP ∼ 4SA′P′. Consequentemente,

HS,λ(P) = P′ e como P é arbitrário, obtemos que HS,λ(AB) = A′B′.

A seguir, mostramos que esta homotetia de centro S e razão λ leva C em C′. De fato,

seja C′′ = HS,λ(C). Assim, SC′′ = λ · SC. Mas,

SC′′

SC
= λ =

SB′

SB
,

e 6 ASB = 6 A′SB′. Pelo caso lado-ângulo-lado de semelhança de triângulos, temos que

4SC′′B′ ∼ 4SCB, de onde segue que B′C′′ ‖ BC. Como, por hipótese, B′C′ ‖ BC,

temos que C′ ∈
←−→
B′C′′. Analogamente, mostra-se que C′ ∈

←−→
A′C′′. Então C′′ = C′, de

modo que HS,λ(C) = C′.

Procedendo-se como no caso do segmento AB, concluímos que HS,λ(AC) = A′C′ e

HS,λ(BC) = B′C′. Portanto, são homotéticos os triângulos 4ABC e 4A′B′C′ .
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Agora, estendemos o conceito de centro de homotetia para o caso de circunferências

não-concêntricas e de raios distintos.

Teorema 1.28. Sejam c e c′ duas circunferências com centros O e O′ distintos, respectiva-

mente, e com raios distintos, R, Q e R′ três pontos quaisquer tais que R, Q ∈ c, R′ ∈ c′,

R−O−Q, R /∈
←→
OO′, O′R′ ‖ OR e de modo que R, R′ estejam do mesmo lado em relação

à reta
←→
OO′, como está ilustrado na Figura 20. Se {S} =

←→
OO′ ∩

←→
RR′ e {S′} =

←→
OO′ ∩

←→
QR′

então c′ = HS,λ(c) e c′ = HS,λ(c′′), onde c′′ é a imagem pela reflexão em relação a S′ de c,

com λ =
O′R′

OR
. Nestas condições, S e S′ são chamados de centro de homotetia externo e

interno das circunferências c e c′, respectivamente.

Figura 20: Circunferências homotéticas c e c′.

Demonstração. Como O′R′ ‖ OR temos que SR̂O = SR̂′O′ e SÔR = SÔ′R′. Pelo

caso ângulo-ângulo de semelhança de triângulos, os triângulos 4SRO e 4SR′O′ são

semelhantes. Deste modo,

SR′

SR
=

SO′

SO
=

O′R′

OR
= λ. (1.13)
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Ou seja, para todo R ∈ c \
←→
OO′, por (1.13), obtemos que SR′ = λ · SR. Além disso, por

construção, R′ ∈ −→SR. Sejam {A, B, C, D} = (c ∪ c′)∩
←→
OO′. Sem perda de generalidades,

suponhamos que S− A− B− C− D. Temos que

SC = SO′ − CO′ = λ · SO−O′R′ = λ · SO− λ ·OR (1.14)

= λ · (SO−OR) = λ · (SO− AO) = λ · SA (1.15)

e, analogamente, SD = λ · SB. Com isto, mostramos que c′ = HS,λ(c).

Por outro lado, como OQ ‖ O′R′, temos que QÔS′ = R′Ô′S′. Além disso, OŜ′Q =

O′Ŝ′R′, pois são ângulos opostos pelo vértice. Pelo caso ângulo-ângulo de semelhança

de triângulos, os triângulos 4OQS′ e 4O′R′S′ são semelhantes. Deste modo,

S′R′

S′Q
=

O′S′

OS′
=

O′R′

OQ
= λ, (1.16)

uma vez que OQ = OR. Como a reflexão em relação a um ponto é uma isometria, então

c′′ é a circunferência de centro O′′ = RS′(O) e raio OQ = OR. Sendo Q′ = RS′(Q), temos

que Q′ ∈ c′′, Q− S′ −Q′ e S′Q = S′Q′. Consequentemente, R′ ∈
−→
S′Q e, por (1.16),

S′R′ = λ · S′Q = λ · S′Q′.

Mostramos que R′ = HS′ ,λ(Q′), para todo Q ∈ c \
←→
OO′. De modo análogo ao caso

anterior, em que S é o centro da homotetia, concluímos, por (1.16), que c′ = HS′ ,λ(c′′).

1.10 T R I Â N G U L O Ó RT I C O E T R I Â N G U L O TA N G E N C I A L

Nesta seção, definimos os triângulos órtico e tangencial de um dado triângulo, e

demonstramos algumas de suas propriedades, como nas Proposições 3.1 e 3.2, no Lema

3.5 e nas Proposições 3.6 e 3.7. Para este tema, tomamos por base a referência [6].

Definição 1.29. Dado um triângulo 4ABC não-retângulo, dizemos que o triângulo

formado pelos pés das suas alturas é seu triângulo órtico.

A seguir, obtemos algumas propriedades dos triângulos órticos, as quais envolvem

seus circuncentro e incentro. Para que faça sentido considerar o triângulo órtico de

um triângulo e sua circunferência de nove pontos, admitimos que o dado triângulo é

escaleno e não-retângulo.



26 P R E L I M I N A R E S

Proposição 1.30. Dado um triângulo (escaleno, não-retângulo) 4ABC qualquer, o

circuncentro de seu triângulo órtico é o centro da circunferência de nove pontos do triângulo

4ABC e pertence à reta de Euler do triângulo 4ABC.

Demonstração. Na Proposição 1.19, mostramos que a circunferência de nove pontos

de um triângulo (escaleno) passa pelos pés de suas alturas. Deste modo, temos que

a circunferência de nove pontos Γ de um triângulo é a circunferência circunscrita ao

triângulo órtico do triângulo 4ABC. Assim, o circuncentro do triângulo órtico do

triângulo 4ABC coincide com o centro de Γ. Ainda de acordo com a Proposição 1.19,

o centro de Γ é o ponto médio de OH, onde O e H são o circuncentro e o ortocentro

do triângulo 4ABC, respectivamente. Ou seja, o circuncentro do triângulo órtico do

triângulo 4ABC pertence à reta determinada por O e H, que é a reta de Euler do

triângulo 4ABC.

Proposição 1.31. Dado um triângulo 4ABC qualquer, seja 4H1H2H3 seu triângulo

órtico, onde H1, H2, H3 são os pés das alturas relativas aos vértices A, B, C do triângulo

4ABC. Se o triângulo 4ABC for acutângulo então seu ortocentro H coincide com o

incentro de seu triângulo órtico 4H1H2H3, como está ilustrado na Figura 21, enquanto

que se o triângulo 4ABC for obtusângulo, seu ortocentro H coincide com o ex-incentro de

seu triângulo órtico 4H1H2H3, como está ilustrado na Figura 22.

Demonstração. Primeiramente, consideramos o caso em que o triângulo 4ABC é

acutângulo. Mostremos que
−−→
H1A,

−−→
H2B e

−−→
H3C são as bissetrizes internas dos ângulos

6 H2H1H3, 6 H1H2H3 e 6 H2H3H1, respectivamente.

Figura 21: Triângulo acutângulo 4ABC e o seu triângulo órtico 4H1H2H3.
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O quadrilátero AH2HH3 é inscritível, já que os ângulos 6 AH2H e 6 AH3H são retos.

Logo, H2Ĥ3H = H2ÂH. Mas,

H2ÂH = CÂH1 =
π

2
− AĈB.

Assim,

H2Ĥ3H =
π

2
− AĈB. (1.17)

Também, o quadrilátero H3HH1B é inscritível, pois os ângulos 6 HH1B e 6 BH3H são

retos. Logo, H1Ĥ3H = H1B̂H. Mas,

H1B̂H = CB̂H2 =
π

2
− AĈB.

Assim,

H1Ĥ3H =
π

2
− AĈB. (1.18)

Por (1.17) e (1.18), concluímos qs ângulos 6 H2H3H e 6 H1H3H são congruentes.

Como o triângulo 4ABC é acutângulo, então seu ortocentro H pertence ao interior

de seu triângulo órtico 4H1H2H3. Assim,
−−→
H3H =

−−→
H3C é a bissetriz interna do ângulo

6 H1H3H2. De maneira análoga, mostra-se que
−−→
H1A e

−−→
H2B são as bissetrizes internas

dos ângulos 6 H2H1H3 e 6 H1H2H3. Portanto, H é o incentro do triângulo órtico

4H1H2H3.

Agora, consideramos o caso em que o triângulo 4ABC é obtusângulo. Sem perda de

generalidade, suponha que o ângulo obtuso é o ângulo 6 BAC.

Figura 22: Triângulo obtusângulo 4ABC e o seu triângulo órtico 4H1H2H3.
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Como o ângulo 6 BAC é obtuso, temos que H2 /∈ AC; caso contrário, como BĤ2A =
π

2
, a soma das medidas dos ângulos internos do triângulo 4ABH2 excederia π. Analo-

gamente, H3 /∈ AB.

O quadrilátero HH2AH3 é inscritível, já que os ângulos 6 HH2A e 6 HH3A são retos.

Logo, H2Ĥ3A = H2ĤA. Mas,

H2ĤA = BĤH1 =
π

2
− H1B̂H.

Assim,

H2Ĥ3A =
π

2
− H1B̂H. (1.19)

Também, o quadrilátero AH1CH3 é inscritível, pois são retos os ângulos 6 AH1C e
6 CH3 A. Logo, AĤ3H1 = AĈH1. Mas,

AĈH1 = H2ĈB =
π

2
− CB̂H2 =

π

2
− H1B̂H.

Assim,

AĤ3H1 =
π

2
− H1B̂H. (1.20)

Por (1.19) e (1.20), concluímos que os ângulos 6 H2H3A e 6 AH3H1 são congruentes.

Como o triângulo 4ABC é obtusângulo com ângulo 6 BAC obtuso, temos que A

pertence ao interior do triângulo órtico 4H1H2H3. Deste modo,
−−→
H3A =

−−→
H3B é a

bissetriz interna do ângulo 6 H1H3H2. Como HC ⊥ BH3,
←→
HC é a reta suporte da

bissetriz externa do ângulo 6 H1H3H2. De maneira análoga,
←→
HB é a reta suporte da

bissetriz externa do ângulo 6 H1H2H3. Portanto, H é o ex-incentro do triângulo órtico

4H1H2H3.

Passemos a discutir algumas propriedades dos triângulos tangenciais.

Definição 1.32. Dado um triângulo (não-retângulo) 4ABC qualquer, sejam Γ sua

circunferência circunscrita, r, s e t as retas tangentes a Γ nos pontos A, B e C, respecti-

vamente. Sejam ainda {T1} = s ∩ t, {T2} = r ∩ t e {T3} = r ∩ s. O triângulo 4T1T2T3 é

chamado de triângulo tangencial do triângulo 4ABC.

Observação 1.33. A condição de que 4ABC é um triângulo não retângulo garante que

as tangentes r, s e t sejam não paralelas e, consequentemente, que existem os pontos T1, T2

e T3. De fato, sem perda de generalidades, supondo por absurdo que s e t sejam paralelas

então BC seria um diâmetro de Γ. Neste caso, o ângulo 6 BAC seria um ângulo reto,

contrariando a hipótese de que 4ABC é um triângulo não retângulo.
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Nas condições da Definição 1.32, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.34. Dado um triângulo acutângulo, seu circuncentro é o incentro de seu

triângulo tangencial, como está ilustrado na Figura 22, enquanto que se o triângulo

4ABC for obtusângulo, seu circuncentro O coincide com o ex-incentro de seu triângulo

tangencial 4T1T2T3, como está ilustrado na Figura 24.

Demonstração. Primeiramente, consideramos o caso em que o triângulo 4ABC é

acutângulo. Mostremos que O (centro da circunferência circunscrita ao triângulo

4ABC) equidista dos lados do ângulo 6 T2T1T3, assim como dos lados do ângulo
6 T1T2T3. Neste caso, O deve pertencer às bissetrizes internas dos ângulos 6 T2T1T3 e
6 T2T1T3. Consequentemente, O é a intersecção destas bissetrizes e, portanto, o incentro

do triângulo 4T1T2T3.

De fato, como o triângulo4ABC é acutângulo, então seu circuncentro O pertence ao

seu interior. Por construção do triângulo tangencial, temos que OB ⊥ −−→T1T3 e OC ⊥ −−→T1T2.

Além disso, OB = OC, pois são raios de Γ. Logo, O pertence à bissetriz interna do

ângulo 6 T2T1T3. De modo análogo, OA ⊥ −−→T2T3, OC ⊥ −−→T2T1 e OA = OC, de onde

obtemos que O pertence à bissetriz interna do ângulo 6 T1T2T3.

Figura 23: Triângulo acutângulo 4ABC e seu triângulo tangencial 4T1T2T3.

Agora, consideramos o caso em que o triângulo 4ABC é obtusângulo. Sem perda de

generalidade, suponha que o ângulo obtuso é o ângulo 6 BAC. Segue do teorema do

ângulo inscrito que A e O estão em lados opostos em relação à reta
←→
BC, uma vez que a

medida do arco
_
BC que subentende o ângulo 6 BAC é maior que 180.
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Figura 24: Triângulo obtusângulo 4ABC e seu triângulo tangencial 4T1T2T3.

Como T3 é determinado pela intersecção das retas tangentes à circunferência Γ

nos pontos A e B, temos que 6 ABT3 e 6 BAT3 são ângulos de segmento. Além disso,
6 ABT3

∼= 6 BAT3, sendo sua medida igual à metade da medida do ângulo central
6 AOB, de modo que o triângulo 4ABT3 é isósceles, com T3A = T3B. Logo, T3

pertence à mediatriz do segmento AB. Sendo M o ponto médio de AB então, pelo

caso cateto-hipotenusa de congruência de triângulos, temos que 4T3AM ∼= 4T3BM.

Consequentemente,
−−→
T3M é a bissetriz (interna) do ângulo 6 AT3B, que é externo ao

triângulo 4T1T2T3 no vértice T3. Ou seja,
−−→
T3M é a bissetriz externa do ângulo 6 T1T3T2.

Logo,
←→
T3O é a reta suporte da bissetriz externa do ângulo 6 T1T3T2. De modo análogo,

mostra-se que
←→
T2O é a reta suporte da bissetriz externa do ângulo 6 T3T2T1. Portanto, O

é o ex-incentro do triângulo tangencial 4T1T2T3.

Nas condições da Definição 1.29 e da Definição 1.32, temos o seguinte resultado que

os relaciona.

Proposição 1.35. Dado um triângulo (não-retângulo) 4ABC qualquer, são homotéticos

seus triângulos órtico 4H1H2H3 e tangencial 4T1T2T3, como está ilustrado na Figura 25.
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Figura 25: Triângulos 4H1H2H3 e 4T1T2T3 têm seus lados paralelos.

Demonstração. Os pontos H2 e H3 pertencem à circunferência de diâmetro AH, já que

os ângulos 6 AH2H e 6 AH3H são retos. Então os pontos A, H2, H3 e H pertencem a

mesma circunferência.

Pelo Teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9), temos que AĤ2H3 = AĤH3. Os

ângulos 6 AHH3 e 6 H1HC são congruentes, pois são opostos pelo vértice. Assim, em

relação ao triângulo 4HH1C,

AĤ2H3 = H1ĤC =
π

2
− HĈH1 =

π

2
− H3ĈB. (1.21)

Mas, H3B̂C =
π

2
− H3B̂C. Assim, em (1.21),

AĤ2H3 =
π

2
−
(π

2
− H3B̂C

)
= H3B̂C = AB̂C.

Pelo teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9) e do ângulo de segmento (Pro-

posição 1.11), o ângulo 6 ABC tem medida igual à do ângulo 6 T3AC. Dessa forma,

temos que os ângulos (alternos internos) 6 AH2H3 e 6 T3AC são congruentes. Assim,

T1T3 ‖ H3H2.

De maneira análoga, mostra-se que T1T2 ‖ H3H1 e T2T3 ‖ H1H2.

Pela Proposição 1.27, concluímos que são homotéticos os triângulos órtico e tangen-

cial do triângulo 4ABC.

Proposição 1.36. O centro de homotetia dos triângulos órtico 4H1H2H3 e tangencial

T1T2T3 de um triângulo (não-retângulo) 4ABC qualquer pertence à reta de Euler do

triângulo 4ABC.
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Demonstração. De acordo com as Proposições 1.31 e 1.34, se o triângulo 4ABC for

acutângulo então o ortocentro H e o circuncentro O do triângulo 4ABC são, respecti-

vamente, o incentro de seu triângulo órtico 4H1H2H3 e o incentro de seu triângulo

tangencial 4T1T2T3. Como 4H1H2H3 e 4T1T2T3 são triângulos homotéticos, seus

incentros se correspondem, de modo que O e H são colineares ao centro da homotetia

que leva um triângulo no outro. Como O e H determinam a reta de Euler do triângulo

4ABC, então o centro da homotetia pertence à reta de Euler.

De maneira análoga, mostra-se que a tese é válida para o caso em que o triângulo

4ABC é obtusângulo, mas agora H e O são ex-incentros de seus triângulos órtico

4H1H2H3 e tangencial 4T1T2T3.

Proposição 1.37. Os circuncentros dos triângulos órtico4H1H2H3 e tangencial4T1T2T3

de um triângulo (não-retângulo) 4ABC qualquer pertencem à reta de Euler do triângulo

4ABC.

Demonstração. Pela Proposição 1.30, o circuncentro do triângulo órtico 4H1H2H3

pertence à reta de Euler do triângulo 4ABC. Pelas Proposições 1.35 e 1.36, os

triângulos órtico 4H1H2H3 e tangencial 4T1T2T3 são homotéticos e o centro da

homotetia pertence à reta de Euler do triângulo 4ABC.

Como o circuncentro do triângulo órtico e o centro de homotetia pertencem à reta de

Euler do triângulo 4ABC, o circuncentro do triângulo tangencial deve pertencer à reta

de Euler do triângulo 4ABC, pois os circuncentros dos triângulos tangencial e órtico

são pontos correspondentes pela homotetia.

1.11 N Ú M E R O S C O M P L E X O S

Vamos considerar algumas definições e propriedades básicas dos números complexos.

Entendemos ser necessária a compreensão de tais conceitos pelo fato de que usaremos

a abordagem dos números complexos para estudar os triângulos heptagonais, na

Proposição 2.20 e nas proposições do Capítulo 4.

Definição 1.38. Um número complexo é um número da forma z = x + y · i (ou, equiva-

lentemente, da forma z = x + i · y), com x, y ∈ R e i2 = −1. Os números reais x e y são

chamados de, respectivamente, parte real e parte imaginária do número complexo z.

Quando x = 0, dizemos que o número complexo z é um imaginário puro.
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Notação: Sendo z = x + y · i, denotamos x = Re(z) e y = Im(z). Denotamos por C o

conjunto dos números complexos.

1.11.1 O plano complexo

Podemos associar a cada número complexo z = x + y · i o par ordenado (x, y). Geome-

tricamente, isto nos dá uma representação dos números complexos como pontos no

plano cartesiano, ora denominado plano complexo.

A representação de um número complexo z = x + y · i por um ponto P dá-se do

seguinte modo: a parte real Re(z) é a abscissa do ponto P, enquanto que a parte

imaginária Im(z) é a ordenada de P. Assim, P = (x, y) representa o número complexo

z = x + y · i.

Por exemplo, na Figura 26, representamos os números z1 = 2 + 3 · i, z2 = 1− 2 · i,
z3 = −2 + 3 · i, z4 = −2− 2 · i e z5 = i no plano complexo.

Figura 26: Números complexos representados no plano complexo.

1.11.2 Operações em C

Nesta subseção, definimos as operações básicas entre números complexos.

Definição 1.39. (Soma e multiplicação em C) Sendo z1 = x1 + y1 · i, z2 = x2 + y2 · i,
definimos a soma de z1 e z2, denotada por z1 + z2, como sendo o número complexo

z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2) · i
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e a multiplicação de z1 e z2, denotada por z1 · z2, por

z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2) + (x1 · y2 + x2 · y1) · i.

Definição 1.40. (Oposto de um número complexo) Dado um número complexo z =

x + y · i, definimos o seu oposto por

−z = −x− y · i.

Definição 1.41. (Elemento neutro em C) Define-se o elemento neutro em C o número

complexo 0 = 0 + 0 · i.

Definição 1.42. (Igualdade de números complexos) Sendo z1, z2 ∈ C, dizemos que

z1 = z2 se Re(z1) = Re(z2) e Im(z1) = Im(z2).

Definição 1.43. (Subtração em C) Dados z1, z2 ∈ C, definimos a subtração de z1 por

z2 como

z1 − z2 = z1 + (−z2).

Definição 1.44. (Inverso em C) Dado um número complexo z ∈ C∗, isto é, z 6= 0,

definimos seu inverso, denotado por
1
z

ou z−1, como sendo o número complexo tal que

z · 1
z

= 1.

Se considerarmos z = x + y · i e
1
z

= a + b · i, deve valer que

(x + y · i) · (a + b · i) = 1

(x · a− y · b) + (x · b + a · y) · i = 1 = 1 + 0 · i.

Pela igualdade de números complexos,{
x · a− y · b = 1

x · b + a · y = 0.

Se y 6= 0, segue da segunda equação do sistema que

a =
−x · b

y
.

Substituindo a na primeira equação do sistema, obtemos:
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b ·
(
−x2 − y2

y

)
= 1.

Como z = x + y · i 6= 0 então x2 + y2 6= 0. Assim,

b =
−y

x2 + y2 .

Voltando em a =
−x · b

y
, temos:

a =
x

x2 + y2 .

Desse modo, se y 6= 0 então

1
z

=
x

x2 + y2 +
−y

x2 + y2 i.

Se y = 0 então x 6= 0 e o sistema fica

{
x · a = 1

x · b = 0.

Desse modo, a =
1
x

e b = 0. Logo, se y = 0 então

1
z

=
1
x

=
1
x

+ 0 · i.

Em geral,

1
z

=
x

x2 + y2 +
−y

x2 + y2 · i. (1.22)

Definição 1.45. (Divisão em C) Dados z1, z2 ∈ C, z2 6= 0, definimos a divisão de z1 por

z2 como
z1

z2
= z1 ·

1
z2

.

1.11.3 Módulo e conjugado de um número complexo

Definição 1.46. Dado um número complexo z = x + y · i, o módulo de z, denotado por

|z|, é o número real |z|=
√

x2 + y2.
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Figura 27: Representação geométrica do módulo de um número complexo.

Geometricamente, o módulo de um número complexo z é a distância à origem do

ponto P que representa z no plano complexo, como está ilustrado na Figura 27.

Definição 1.47. Dado um número complexo z = x + y · i, o conjugado de z, denotado

por z, é o número complexo z = x− y · i.

Geometricamente, no plano complexo, se o ponto P representa o número complexo

z, o conjugado de z é representado pelo ponto P′ obtido pela reflexão de P em relação

ao eixo das abscissas, ora chamado de eixo real, conforme está ilustrado na Figura 28.

Figura 28: Representação geométrica do conjugado de um número complexo.

Uma propriedade interessante envolvendo módulo e conjugado de um número

complexo é dada na seguinte proposição.

Proposição 1.48. Dado um número complexo z, vale que z · z = |z|2.
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Demonstração. Em coordenadas, sendo z = x + y · i, temos que

z · z = (x + y · i) · (x− y · i) = x2 + y2 = |z|2.

Observação 1.49. Se z ∈ C∗, observamos que

1
z

=
z
|z|2 ,

que está de acordo com a equação (1.22).

Vamos elencar algumas propriedades que envolvem o módulo dos números comple-

xos.

Proposição 1.50. Sendo z = x + i · y, z1 e z2 números complexos quaisquer, valem as

seguintes propriedades:

a) |z|≥ 0;

b) |z|= 0⇔ z = 0;

c) |z|= |−z|;

d) |Re (z)|≤ |z|; |Im (z)|≤ |z|;

e) z + z = 2 · Re (z);

f) |z1 · z2|= |z1|·|z2|;

g) (Desigualdade triangular) |z1 + z2|≤ |z1|+|z2|;

h) |z1 − z2|≤ |z1|+|z2| ;

i) |z1|−|z2|≤ |z1 + z2| ;

j) ||z1|−|z2||≤ |z1 + z2| .

Demonstração. a) |z|=
√

x2 + y2 ≥ 0;

b) |z|=
√

x2 + y2 = 0⇔ x = y = 0⇔ z = 0;

c) |z|=
√

x2 + y2 =
√

(−x)2 + (−y)2 = |−z| ;

d) |Re (z)|= |x|≤
√

x2 + y2 = |z| e |Im (z)|= |y|≤
√

x2 + y2 = |z|;

e) z + z = x + i · y + x− i · y = 2 · x = 2 · Re (z);
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f)

|z1 · z2|2= (z1 · z2) · (z1 · z2) = (z1 · z1) · (z2 · z2) = |z1|2·|z2|2

Como |z1 · z2|≥ 0, |z1|≥ 0 e |z2|≥ 0, segue que |z1 · z2|= |z1|·|z2|;

g)

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) · (z1 + z2)

= z1 · z1 + z2 · z2 + (z1 · z2 + z1 · z2)

= |z1|2+|z2|2+z1 · z2 + z1 · z2

= |z1|2+|z2|2+2 · Re (z1 · z2)

Por sua vez,

|z1|2+|z2|2+2 · Re (z1 · z2) ≤ |z1|2+|z2|2+2 · |Re (z1 · z2)|

≤ |z1|2+|z2|2+2 · |z1 · z2| = |z1|2+|z2|2+2 · |z1|·|z2|= (|z1|+|z2|)2

Como |z1 + z2|≥ 0 e |z1|+|z2|≥ 0, concluímos que

|z1 + z2|≤ |z1|+|z2|;

h)

|z1 − z2|= |z1 + (−z2)|≤ |z1|+|−z2|= |z1|+|z2|;

i)

|z1|= |(z1 + z2)− z2|≤ |z1 + z2|+|z2|.

Subtraindo |z2| em ambos os membros da desigualdade, temos que

|z1|−|z2|≤ |z1 + z2|;

j) Pelo item anterior, temos que |z1|−|z2|≤ |z1 + z2|. Trocando z1 por z2 e vice-versa

neste expressão, obtemos |z2|−|z1|≤ |z1 + z2|, isto é, |z1|−|z2|≥ −|z1 + z2|. Deste

modo,

−|z1 + z2|≤ |z1|−|z2|≤ |z1 + z2|.

Portanto, ||z1|−|z2||≤ |z1 + z2|.
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1.11.4 Representação polar de um número complexo

Os números complexos podem ser representados na forma polar, onde o argumento

de z é o ângulo θ formado pelo eixo Ox e o vetor Oz, conforme a Figura 29. Os ângulos

são orientados no sentido anti-horário.

Figura 29: Representação polar de um número complexo.

Observando a Figura 29, podemos deduzir os valores de x e y em coordenadas

polares, usando as razões trigonométricas no triângulo retângulo:

cos(θ) =
x
|z| ⇒ x = |z|· cos(θ)

e

sen (θ) =
y
|z| ⇒ y = |z|·sen (θ).

Substituindo os valores de x e y na expressão z = x + y · i, temos

z = |z|· cos(θ) + |z|·sen (θ) · i = |z|·( cos(θ) + i · sen (θ)).

Esta é a expressão polar ou expressão trigonométrica de z, na qual comumente usamos

r para representar |z|:
z = r · ( cos(θ) + i · sen (θ)).

Consideramos r e θ as coordenadas polares de z, onde r = |z|=
√

x2 + y2 e θ é o

número real pertencente ao intervalo ]− π, π] tal que x = r · cos(θ) e y = r · sen (θ).

A partir de (1.22), obtemos a representação polar de z−1, para z ∈ C∗:

z−1 =
r · cos(θ)

r2 +
−r · sen (θ)

r2 · i = r−1 · ( cos(−θ) + sen (−θ) · i). (1.23)



40 P R E L I M I N A R E S

1.11.5 Produto e quociente de complexos na forma polar

Nesta subseção, obtemos a forma polar da multiplicação e divisão de números

complexos. Sejam

z1 = r1 · ( cos(θ1) + i · sen (θ1)) e z2 = r2 · ( cos(θ2) + i · sen (θ2)).

Efetuando z1 · z2, obtemos

z1 · z2 = r1 · r2 · ( cos(θ1) + i · sen (θ1)) · ( cos(θ2) + i · sen (θ2))

= r1 · r2 · ( cos(θ1) · cos(θ2)− sen (θ1) · sen (θ2) + i · ( cos(θ1) · sen (θ2) + sen (θ1) · cos(θ2))

= r1 · r2 · ( cos(θ1 + θ2) + i · sen (θ1 + θ2)).

Analogamente,

z1

z2
=

r1 · ( cos(θ1) + i · sen (θ1))
r2 · ( cos(θ2) + i · sen (θ2))

· ( cos(θ2)− i · sen (θ2))
( cos(θ2)− i · sen (θ2))

=
r1

r2
· cos(θ1) · cos(θ2) + sen (θ1) · sen (θ2) + i · (sen (θ1) · cos(θ2)− cos(θ1) · sen (θ2))

cos2(θ2) + sen 2(θ2)
·

=
r1

r2
· ( cos(θ1 − θ2) + i · sen (θ1 − θ2)).

1.11.6 Fórmula de De Moivre

A expressão que obteremos a seguir, conhecida como primeira fórmula de De Moivre,

permite-nos calcular a potência inteira de um número complexo.

Proposição 1.51. (Fórmula de De Moivre) Sendo r · ( cos(θ) + i · sen (θ)) a representação

polar de um número complexo z e n ∈ Z, então

zn = rn · ( cos(θ) + i · sen (θ))n = rn · ( cos(n · θ) + i · sen (n · θ)).

Demonstração. Daremos a prova por indução finita em n. Primeiramente, consideramos

n ∈N.

• (Passo inicial)

Para n = 1, a afirmação é verdadeira, pois

z1 = r1( cos(θ) + i · sen (θ))1 = r1 · ( cos(1 · θ) + i · sen (1 · θ)).
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• (Hipótese de indução)

Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para algum n = k, onde k ≥ 1. Ou

seja,

zk = rk · ( cos(k · θ) + i · sen (k · θ)).

• (Passo de indução)

Mostremos que a afirmação é então verdadeira para n = k + 1, isto é, que

zk+1 = rk+1 · ( cos((k + 1) · θ) + i · sen ((k + 1) · θ)).

De fato, segue da hipótese de indução que

zk+1 = (r · (cos(θ) + i · sen (θ)))k+1 = (r · (cos(θ) + i · sen (θ)))k · (r · (cos(θ) + i · sen (θ)))

= rk · ( cos(k · θ) + i · sen (k · θ)) · r · ( cos(θ) + i · sen (θ))

= rk+1 · ( cos(k · θ) · cos(θ)− sen (k · θ) · sen (θ) + i · ( cos(k · θ) · sen (θ) + sen (k · θ) · cos(θ)))

= rk+1 · ( cos(k · θ + θ) + i · sen (k · θ + θ))

= rk+1 · ( cos ((k + 1) · θ) + i · sen ((k + 1) · θ)).

Portanto, pelo princípio da indução finita, a afirmação é verdadeira para n ∈N.

Provemos agora a validade da afirmação para os inteiros negativos.

Sendo m ∈ Z, m < 0, temos que m = −n, para algum n ∈N. Segue de (1.23) e

do que acabamos de provar que

zm = z−n = (r · ( cos(θ) + i · sen (θ)))−n =
(
(r · ( cos(θ) + i · sen (θ)))−1

)n

= (r−1 · ( cos(−θ) + i · sen (−θ)))n = r−n · ( cos(−n · θ) + i · sen (−n · θ))

= rm · ( cos(m · θ) + i · sen (m · θ)).

1.11.7 Raízes n-ésimas de números complexos

Nesta subseção, abordamos a radiciação em C. Tomamos por base a referência [2].

Definição 1.52. Sendo n ∈N, n ≥ 2, a ∈ C∗ quaisquer, definimos a raiz n-ésima de a

como sendo um número complexo z tal que zn = a.
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Escrevendo a e z em suas formas polares, temos a = r · ( cos(θ) + i · sen (θ)) e z =

ρ · ( cos(ϕ) + i · sen (ϕ)). Utilizando a fórmula de De Moivre, a equação zn = a torna-se

ρn · ( cos(n · ϕ) + i · sen (n · ϕ)) = r · ( cos(θ) + i · sen (θ))

Disto obtemos que ρn · cos(n · ϕ) = r · cos(θ) e ρn · sen (n · ϕ) = r · sen (θ). Assim,

ρn = r

e

n · ϕ = θ + 2 · k · π, k ∈ Z.

Portanto, as raízes n-ésimas de a são dadas por

zk = n
√

r ·
(

cos
(

θ + 2 · k · π
n

)
+ i · sen

(
θ + 2 · k · π

n

))
, k ∈ Z. (1.24)

Observamos que (1.24) admite n valores distintos quando k percorre o conjunto

{0, 1, 2, . . . , n− 1}. Tomando-se k fora deste conjunto, o valor de z coincide com aquele

da divisão de k por n. Portanto, o número complexo a 6= 0 possui n raízes distintas,

z0, z1, z2, · · · , zn−1, dadas por (1.24), todas com o mesmo módulo ρ = n
√
|a| e com os

argumentos ϕk = θ+2·k·π
n , k = 0, 1, 2, · · · , n− 1. Geometricamente, as raízes n-ésimas

de a são os vértices de um polígono regular de n lados inscrito numa circunferência de

raio n
√
|a| e centro na origem do plano complexo, como está ilustrado na Figura 30.

Figura 30: Representação geométrica das n raízes de a.
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Quando, em particular, a = 1, dizemos que os números complexos z0, z1, z2, · · · , zn−1,

dados por (1.24), são as raízes n-ésimas da unidade.

Para a = r · ( cos(θ) + i · sen (θ)) = 1, obtemos r = 1 e θ = 0. Então, as raízes zk de

(1.24) reduzem-se a

zk = cos
(

2 · k · π
n

)
+ i · sen

(
2 · k · π

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (1.25)

Tomando

ω = cos
(

2 · π
n

)
+ i · sen

(
2 · π

n

)
, (1.26)

observamos, pela fórmula de De Moivre, que as raízes n-ésimas da unidade são exata-

mente

1, ω, ω2, . . . , ωn−1. (1.27)

Representadas no plano complexo, estas raízes são os vértices de um polígono regular

de n lados com centro na origem. De fato, sejam M0, M1, M2, . . . , Mn−1 os pontos no

plano complexo que representam, respectivamente, as n raízes n-ésimas da unidade

z0, z1, z2, . . . , zn−1 dadas por (1.25). Como OMk = |zk|= 1, para k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1},
os pontos Mk estão sobre a circunferência C de centro (0, 0) e raio 1. A medida de cada

arco M̂k Mk+1 é igual a

θzk+1 − θzk =
2 · (k + 1) · π − 2 · k · π

n
=

2 · π
n

,

para todo k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 2}. Para o arco remanescente M̂n−1M0 temos

2 · π − (n− 1) · 2 · π
n

=
2 · π

n
.

Como todos os arcos M̂0M1, M̂1M2, ..., M̂n−1M0 têm a mesma medida 2 · π/n, o

polígono M0M1...Mn−1 é regular.

Exemplo 1.53. Calculemos as raízes sextas da unidade a = 1 em C.

z0 = 1

z1 = ω = cos
(

2 · π
6

)
+ i · sen

(
2 · π

6

)
= cos

(
π

3

)
+ i · sen

(
π

3

)
=

1
2

+ i ·
√

3
2

;

z2 = ω2 = cos
(

2 · π
3

)
+ i · sen

(
2 · π

3

)
=
−1
2

+ i ·
√

3
2

= −ω;

z3 = ω3 = cos(π) + i · sen (π) = −1 + i · 0 = −1;

z4 = ω4 = cos
(

4 · π
3

)
+ i · sen

(
4 · π

3

)
=
−1
2
− i ·

√
3

2
= −ω;
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z5 = ω5 = cos
(

5 · π
3

)
+ i · sen

(
5 · π

3

)
=

1
2
− i ·

√
3

2
= ω.

Geometricamente, os números complexos 1, ω, ω2, . . . , ω5 representam os vértices

de um hexágono regular, como está ilustrado na Figura 31.

Figura 31: Raízes da unidade para n = 6.

1.11.8 Exponencial complexa

Nesta subseção, definimos a função exponencial tomada sobre os números complexos.

Definição 1.54. Sendo z = x + i · y um complexo qualquer, definimos a exponencial de

z, denotada por ez, como

ez = ex+y·i = ex ·
(

cos(y) + i · sen (y)
)

.

Em outras palavras, ez = ex+y·i é o número complexo cujo módulo é igual a ex e cujo

ângulo formado entre o eixo Ox positivo e a semirreta que parte da origem e passa pelo

ponto que representa z no plano é igual a y.

Exemplo 1.55. Se z = i · π então

ei·π = e0 ·
(

cos(π) + i · sen (π)
)

= −1.

Concluiremos esta subseção determinando a soma das raízes n-ésimas da unidade:

S =
n−1

∑
k=0

e
2·π·i·k

n = e
2·π·i·(0)

n + e
2·π·i·(1)

n + · · · + e
2·π·i·(n−1)

n . (1.28)

Por (1.26) e (1.27), temos que e
2·π·i

n = cos ( 2·π
n ) + i · sen ( 2·π

n ) = ω e

S = 1 + ω + ω2 + . . . + ωn−1.
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Assim,

ω · S = ω + ω2 + . . . + ωn,

de modo que

ω · S− S = ωn − 1.

Como ω 6= 1 e ωn = cos ( n·2·π
n )+ i · sen ( n·2·π

n ) = cos(2 ·π) + i · sen (2 ·π) = 1, obtemos

que

S =
ωn − 1
ω− 1

= 0,

ou seja,
n−1

∑
k=0

e
2·π·i·k

n = 1 + ω + ω2 + . . . + ωn−1 = 0. (1.29)

1.12 A F Ó R M U L A B I N O M I A L PA R A O S C O M P L E X O S

Nesta Subseção, adaptamos a fórmula do binômio de Newton para os números

complexos, isto é, provamos uma relação para (a + i · b)n, onde a, b ∈ R e n ∈N. Antes

disso, lembramos a relação de Stiefel:

Lema 1.56. Sendo n, k ∈N, n, k ≥ 1 e k ≤ n, então(
n
k

)
+
(

n
k + 1

)
=
(

n + 1
k + 1

)
. (1.30)

Demonstração. Por Definição,(
n
k

)
+
(

n
k + 1

)
=

n!
k! ·(n− k)!

+
n!

(k + 1)! ·(n− k− 1)!
=

n!
k! ·(n− k− 1)!

·
( 1

n− k
+

1
k + 1

)
=

=
n!

k! ·(n− k− 1)!
· n + 1

(n− k) · (k + 1)
=

(n + 1)!
(k + 1)! ·(n− k)!

=
(

n + 1
k + 1

)
.

O próximo resultado, conhecido como binômio de Newton para os complexos, será

utilizado na prova da Proposição 2.20.

Proposição 1.57. Sejam a, b ∈ R e n ∈N. Então

(a + i · b)n =
(

n
0

)
· an +

(
n
1

)
· (i · b) · an−1 + . . . +

(
n
n

)
· (i · b)n =

n

∑
k=0

(
n
k

)
· (i · b)k · an−k.
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Demonstração. A prova será dada por indução finita em n.

• (Passo inicial)

Como (a + i · b)1 =
1

∑
k=0

(
1
k

)
· (i · b)k · a1−k, segue a afirmação é válida para n = 1.

• (Hipótese de indução)

Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para n = r, em que r é um número

natural qualquer, r ≥ 1. Ou seja,

(a + i · b)r =
r

∑
k=0

(
r
k

)
· (i · b)k · ar−k.

• (Passo de indução)

Mostremos que a afirmação é então verdadeira para n = r + 1, isto é, que

(a + i · b)r+1 =
r+1

∑
k=0

(
r + 1

k

)
· (i · b)k · a(r+1)−k.

De fato, segue da hipótese de indução e da relação (1.30) que

(a + i · b)r+1 = (a + i · b) · (a + i · b)r = (a + i · b) ·
r

∑
k=0

(
r
k

)
· (i · b)k · ar−k

= a ·
r

∑
k=0

(
r
k

)
· (i · b)k · ar−k + i · b ·

r

∑
k=0

(
r
k

)
· (i · b)k · ar−k

=
(

r
0

)
· i0 · b0 · ar+1 +

r

∑
k=1

(
r
k

)
· ik · bk · ar+1−k +

r−1

∑
k=0

(
r
k

)
· ik+1 · bk+1 · ar−k+

+ i · b ·
(

r
r

)
· ir · br · a0

=
(

r
0

)
· i0 · b0 · ar+1 +

r

∑
k=1

(
r
k

)
· ik · bk · ar+1−k +

r

∑
k=1

(
r

k− 1

)
· ik · bk · ar+1−k+

+
(

r
r

)
· ir+1 · br+1 · a0

=
(

r + 1
0

)
· i0 · b0 · ar+1 +

r

∑
k=1

[(r
k

)
+
(

r
k− 1

)]
· ik · bk · ar+1−k +

(
r + 1
r + 1

)
· ir+1 · br+1 · a0

=
(

r + 1
0

)
· (i · b)0 · ar+1 +

r

∑
k=1

(
r + 1

k

)
· (i · b)k · ar+1−k +

(
r + 1
r + 1

)
· (i · b)r+1 · a0

=
r+1

∑
k=0

(
r + 1

k

)
· (i · b)k · ar+1−k.
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O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L E S U A

T R I G O N O M E T R I A

Neste capítulo, apresentaremos algumas propriedades relacionadas à trigonometria

do triângulo heptagonal. Antes, faremos algumas considerações sobre a geometria

do heptágono regular e definiremos o que é, de fato, um triângulo heptagonal. As

proposições apresentadas foram extraídas do artigo de Bankoff e Garfunkel [4].

2.1 G E O M E T R I A D O H E P TÁ G O N O R E G U L A R

Nesta seção, exploramos algumas propriedades geométricas do heptágono regular.

Vamos considerar um heptágono regular ABCDEFG inscrito numa circunferência de

centro O e raio R para realizar as demonstrações, como está ilustrado na Figura 32.

 

Figura 32: Heptágono regular.

47
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Cada ângulo interno do heptágono regular mede
5 · π

7
. O heptágono regular pode

ser decomposto em sete triângulos isósceles congruentes, formados por dois vértices

consecutivos do heptágono e o centro O. Sendo o triângulo 4ABO um representante

desses sete triângulos congruentes, temos que AÔB =
2 · π

7
e OÂB = OB̂A =

5 · π
14

.

Denotando por ` a medida do lado do heptágono regular, obtemos a seguir uma

expressão para ` em função de R.

`2 = 2 · R2 − 2 · R2 · cos
(

2 · π
7

)

` =
√

2 · R ·

√
1− cos

(
2 · π

7

)
=
√

2 · R ·

√
2 · sen 2

(
π

7

)
= 2 · R · sen

(
π

7

)
. (2.1)

A área do heptágono regular pode ser calculada em função de `. Se h denota a

apótema do heptágono regular, como na Figura 32, então h é a altura do triângulo

4ABO relativa ao vértice O. Sendo U o ponto médio de AB, temos

cos
(

π

7

)
=

h
R
⇒ R =

h

cos
(

π

7

) . (2.2)

No triângulo 4BOU, determinamos h usando o Teorema de Pitágoras:

h2 =
h2

cos2

(
π

7

) − `2

4
⇒ h2 ·

1− 1

cos2

(
π

7

)
 = − `2

4
⇒

h2 ·
cos2

(
π

7

)
− 1

cos2

(
π

7

) = − `2

4
⇒ h2 ·

− sen 2
(

π

7

)
cos2

(
π

7

)
 = − `2

4
⇒

h2 =
`2

4
· cot2

(
π

7

)
⇒ h =

`

2
· cot

(
π

7

)
.

Uma vez que a área do heptágono regular, denotada por (ABCDEFG), é igual a sete

vezes a área do triângulo 4ABO, obtemos

(ABCDEFG) = 7 · ` · h
2

=
7
4
· `2 · cot

(
π

7

)
. (2.3)

Substituindo (2.1) em (2.3), determinamos (ABCDEFG) em função de R:
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(ABCDEFG) = 7 · R2 · sen
(

π

7

)
· cos

(
π

7

)
=

7
2
· R2 · sen

(
2 · π

7

)
.

Nas condições anteriores, temos a seguinte propriedade para o triângulo 4ABE

(respectivamente, 4ADE; 4ADG):

Proposição 2.1. São colineares os pontos E, O e U (respectivamente, A, O e K, com K

sendo o ponto médio de DE; D, O e L, com L sendo o ponto médio de AG).

Demonstração. Devido à regularidade do heptágono, as diagonais AE e BE são congru-

entes, de modo que o triângulo4ABE é isósceles, com AE = BE. Assim, a mediana EU

coincide com a mediatriz do lado AB. Como existe uma única circunferência passando

por A, B e E, o circuncentro do triângulo 4ABE é o ponto O, centro da circunferência

circuncrita ao heptágono ABCDEFG. Uma vez que o circuncentro do triângulo 4ABE

pertence à mediatriz de AB, concluímos que os pontos E, U e O são colineares.

A seguir, apresentamos mais algumas propriedades do heptágono regular, que serão

úteis no decorrer do trabalho, especialmente no próximo capítulo.

Proposição 2.2. Nas condições anteriores, sendo V o ponto médio do raio perpendicular

ao lado BC, como está ilustrado na Figura 33, a distância d de U a V é igual à metade da

medida do lado do quadrado inscrito na mesma circunferência de centro O e raio R em

que o heptágono regular ABCDEFG está inscrito.

Figura 33: Cálculo de UV.

Demonstração. Temos que a diagonal de um quadrado inscrito numa circunferência de

raio R é igual a 2 · R e, por consequência, o lado do quadrado mede R ·
√

2.
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Como os triângulos 4AOB e 4BOC são isósceles, com AO = OB e OB = OC, segue

que
−→
OU e

−→
OV são bissetrizes dos ângulos centrais 6 AOB e 6 BOC, respectivamente.

Assim, UÔB =
π

7
, BÔV =

π

7
e UÔV =

π

7
+

π

7
=

2 · π
7

.

Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo 4UVO, obtemos que

d2 = OU2 +
(

R
2

)2

− 2 ·OU · R
2
· cos

(
2 · π

7

)
. (2.4)

Notamos que o triângulo 4UOB é retângulo em U, pois U é o ponto médio do

segmento AB, e o triângulo 4ABO é isósceles, sendo AO = BO = R. Deste modo,

cos(UÔB) = cos
(

π

7

)
=

OU
R
⇒ OU = cos

(
π

7

)
· R. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos

d2 = cos2
(

π

7

)
· R2 +

R2

4
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· R2

= R2
(

1
4

+ cos2
(

π

7

)
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

))
· (2.6)

Como
3 · π

7
e

4 · π
7

são ângulos suplementares, então

sen
(

3 · π
7

)
= sen

(
π − 3 · π

7

)
= sen

(
4 · π

7

)
(2.7)

e

cos
(

3 · π
7

)
= − cos

(
π − 3 · π

7

)
= − cos

(
4 · π

7

)
. (2.8)

Desenvolvendo (2.7), chegamos a

sen
(

π

7
+

2 · π
7

)
= sen

(
2 · 2 · π

7

)

sen
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
sen

(
π

7

)
·
(

1− 2 · sen 2
(

π

7

))
+ 2 · sen

(
π

7

)
· cos2

(
π

7

)
= 4 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)

Escrevendo cos2
(

π

7

)
como 1− sen 2

(
π

7

)
, obtemos

3 · sen
(

π

7

)
− 4 · sen 3

(
π

7

)
= 4 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
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Dividindo esta igualdade por sen
(

π

7

)
, ficamos com

3− 4 · sen 2
(

π

7

)
4

= cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
3
4
− sen 2

(
π

7

)
= cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
3
4
−
(

1− cos2
(

π

7

))
= cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
−1

4
+ cos2

(
π

7

)
= cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)

cos2
(

π

7

)
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
=

1
4

. (2.9)

Substituindo (2.9) em (2.6), temos que

d2 = R2 ·
(

1
4

+
1
4

)
=

1
2
· R2

d = R ·
√

2
2
· (2.10)

Proposição 2.3. Nas condições da Proposição 2.2, sejam U′, W, W ′, X e X′ os pontos

médios de CD, BG, CE, AE e DG, respectivamente. A circunferência de centro V e raio

UV passa pelos pontos U′, W, W ′, X e X′.

Figura 34: Circunferência de centro V e raio d = UV.
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Demonstração. Por (2.10), UV = d = R ·
√

2
2

. Provaremos que VW = VW ′ = VX =

VX′ = VU′ = d.

Mutatis mutandis, a prova de que VU′ = d é a mesma de que UV = d, dada na

Proposição 2.2.

A seguir, calculamos VW. Para isso, consideramos, de modo especial, o triângulo

4ABG. Pela lei dos cossenos, temos que

BG2 = AB2 + AG2 − 2 · AB · AG · cos
(

5 · π
7

)
= 2 · `2 − 2 · `2 · cos

(
5 · π

7

)
.

Mas,
5 · π

7
e

2 · π
7

são suplementares. Logo,

sen
(

5 · π
7

)
= sen

(
π − 5 · π

7

)
= sen

(
2 · π

7

)
, (2.11)

cos
(

5 · π
7

)
= − cos

(
π − 5 · π

7

)
= − cos

(
2 · π

7

)
. (2.12)

Por (2.1) e (2.12), obtemos que

BG2 = 8 · sen 2
(

π

7

)
· R2 − 8 · R2 · sen 2

(
π

7

)
·
(
− cos

(
2 · π

7

))
BG2 = 8 · R2 · sen 2

(
π

7

)
·
(

1 + cos
(

2 · π
7

))
. (2.13)

Mas

1 + cos
(

2 · π
7

)
= 1 + 2 · cos2

(
π

7

)
− 1 = 2 · cos2

(
π

7

)
.

Logo, (2.13) torna-se

BG2 = 8 · R2 · sen 2
(

π

7

)
· 2 · cos2

(
π

7

)
= 16 · R2 · sen 2

(
π

7

)
· cos2

(
π

7

)
BG = 4 · R · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
.

Como W é o ponto médio do segmento BG, então

BW = 2 · R · sen
(

π

7

)
· cos

(
π

7

)
. (2.14)
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O triângulo 4BWO é retângulo em W, pois o triângulo 4BGO é isósceles (BO =

GO = R) e W é ponto médio do segmento BG. Assim, a mediana OW é também altura

do triângulo 4BWO. Então, pelo Teorema de Pitágoras e por (2.14),

OW2 = R2 − 4 · R2 · sen 2
(

π

7

)
· cos2

(
π

7

)
OW2 = R2 ·

(
1− 4 · sen 2

(
π

7

)
· cos2

(
π

7

))
OW2 = R2 ·

(
1−

(
2 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

))2)
OW2 = R2 ·

(
1− sen 2

(
2 · π

7

))
OW2 = R2 · cos2

(
2 · π

7

)
Desta forma,

OW = R · cos
(

2 · π
7

)
. (2.15)

Para calcular VW, utilizamos o triângulo 4OVW. Primeiramente, observamos que

A, W e O são colineares, pois como OW e AW são medianas dos triângulos isósceles

4BOG e4BAG, respectivamente, então são também alturas dos respectivos triângulos.

Consequentemente,

VÔW = BÔV + AÔB

=
π

7
+

2 · π
7

=
3 · π

7
.

Pela lei dos cossenos, por (2.15) e (2.8), obtemos que

VW2 = OW2 + OV2 − 2 ·OW ·OV · cos
(

3 · π
7

)
VW2 = R2 · cos2

(
2 · π

7

)
+

R2

4
− 2 · R2

2
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
3 · π

7

)
VW2 = R2 · cos2

(
2 · π

7

)
+

R2

4
− R2 · cos

(
2 · π

7

)
·
(
− cos

(
4 · π

7

))
VW2 = R2 ·

(
cos2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+

1
4

)
· (2.16)

Para determinar cos2
(

2 · π
7

)
+ cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
, desenvolvemos novamente

(2.7):
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sen
(

π

7
+

2 · π
7

)
= sen

(
2 · 2 · π

7

)
sen

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
sen

(
π

7

)
·
(

2 · cos2
(

π

7

)
− 1
)

+ sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
2 · sen

(
π

7

)
· cos2

(
π

7

)
− sen

(
π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
Mas,

2 · sen
(

π

7

)
· cos2

(
π

7

)
= sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
e sen

(
π

7

)
=

sen
(

2 · π
7

)
2 · cos

(
π

7

) .

Desse modo, a equação anterior torna-se

sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
−

sen
(

2 · π
7

)
2 · cos

(
π

7

) + sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
,

isto é,

2 · sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
−

sen
(

2 · π
7

)
2 · cos

(
π

7

) = 2 · sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
2 · π

7

)
.

Dividindo esta equação por sen
(

2 · π
7

)
, obtemos

2 · cos
(

π

7

)
− 1

2 · cos
(

π

7

) = 2 · cos
(

2 · π
7

)

4 · cos2
(

π

7

)
− 1

4 · cos
(

π

7

) = cos
(

2 · π
7

)

4 · cos2
(

π

7

)
− 1

4 · cos
(

π

7

) · cos
(

4 · π
7

)
= cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
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4 · cos2
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
− cos

(
4 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

) = cos
(

2 · π
7

)
· cos

(
4 · π

7

)

Em vista de (2.8), esta equação torna-se

4 · cos2
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ cos

(
3 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

) = cos
(

2 · π
7

)
· cos

(
4 · π

7

)
. (2.17)

Agora, usando que cos
(

3 · π
7

)
= cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
− sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
,

que sen
(

2 · π
7

)
= 2 · sen

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
e simplificando cos

(
π

7

)
, o lado esquerdo

de (2.17) torna-se

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ cos

(
2 · π

7

)
− 2 · sen 2

(
π

7

)
4

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 2 · cos2

(
π

7

)
− 1− 2 ·

(
1− cos2

(
π

7

))
4

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 4 · cos2

(
π

7

)
− 3

4

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 4 · cos2

(
π

7

)
− 4

4
+

1
4

− cos
(

π

7

)
· cos

(
3 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

− cos
(

π

7

)
·
(

cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
− sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

))
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

− cos
(

π

7

)
·
(

cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
− 2 · sen 2

(
π

7

)
· cos

(
π

7

))
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

− cos
(

π

7

)
·
(

cos
(

π

7

)
·
(

2 · cos2
(

π

7

)
− 1
)
− 2 · cos

(
π

7

)
+ 2 · cos3

(
π

7

))
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

− cos
(

π

7

)
·
(

4 · cos3
(

π

7

)
− 3 · cos

(
π

7

))
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

−4 · cos4
(

π

7

)
+ 3 · cos2

(
π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4

−4 · cos4
(

π

7

)
+ 4 · cos2

(
π

7

)
− 1 +

1
4
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−
(

2 · cos2
(

π

7

)
− 1
)2

+
1
4

−
(

cos2
(

π

7

)
− sen 2

(
π

7

))2

+
1
4

− cos2
(

2 · π
7

)
+

1
4

Consequentemente, (2.17) torna-se

cos2
(

2 · π
7

)
+ cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

1
4

. (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.16), concluímos que

VW2 = R2 ·
(

1
4

+
1
4

)
⇒ VW =

R ·
√

2
2

= d.

Mutatis mutandis, a prova de que VW ′ = d é a mesma de que VW = d que acabamos

de fazer.

Seguimos agora para o cálculo da medida do segmento OX. Iniciamos determinando

UE.

Como AE = BE então o triângulo 4ABE é isósceles. Sendo U o ponto médio de AB,

temos que o triângulo 4AUE é retângulo com ângulo reto no vértice U.

De acordo com a Proposição 2.1, os pontos U, O e E estão alinhados. Logo, por

(2.5),

UE = EO + OU = R + cos
(

π

7

)
· R = R ·

(
1 + cos

(
π

7

))
.

Mas, por (2.1), podemos dizer que AU =
AB
2

= R · sen
(π

7

)
. Assim,

AE2 = AU2 + UE2 = R2 · sen 2
(

π

7

)
+ R2 ·

(
1 + cos

(
π

7

))2

AE2 = R2 ·
(

sen 2
(

π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
+ 2 · cos

(
π

7

)
+ 1
)

AE2 = R2 ·
(

2 · cos
(

π

7

)
+ 2
)

= R2 ·
(

2 ·
(

cos
(

π

7

)
+ 1
))

AE2 = R2 · 2 · 2 · cos2
(

π

14

)
Deste modo,

AE = 2 · R · cos
(

π

14

)
. (2.19)
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Sendo X o ponto médio do segmento AE, temos por (2.19) que AX = R · cos
(

π

14

)
.

Como o triângulo 4AEO é isósceles, com AO = EO = R e X é o ponto médio de AE,

então o triângulo 4AOX é retângulo em X. Assim, pelo teorema de Pitágoras,

OX2 = R2 − AX2 = R2 − R2 · cos2
(

π

14

)
OX2 = R2 ·

(
1− cos2

(
π

14

))
OX2 = R2 · sen 2

(
π

14

)
OX = R · sen

(
π

14

)
· (2.20)

Observamos que

cos
(

π

14

)
= sen

(
π

2
− π

14

)
= sen

(
3 · π

7

)
= sen

(
4 · π

7

)
. (2.21)

e

sen
(

π

14

)
= cos

(
π

2
− π

14

)
= cos

(
3 · π

7

)
= − cos

(
4 · π

7

)
. (2.22)

Então, substituindo (2.22) em (2.20), obtemos que

OX = −R · cos
(

4 · π
7

)
(2.23)

Finalmente, para determinar VX, consideramos o triângulo 4XVO e calculamos

XÔV. Observamos que AÔE =
6 · π

7
. Como o triângulo 4AOE é isósceles com

AO = EO = R e X é o ponto médio do segmento AE, então

AÔX =
AÔE

2
=

3 · π
7

.

Além disso,

AÔV = AÔB + BÔV =
2 · π

7
+

π

7
=

3 · π
7

.

Deste modo,

XÔV = AÔX + AÔV =
3 · π

7
+

3 · π
7

=
6 · π

7
.

Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo 4XVO, obtemos

VX2 = OX2 + OV2 − 2 ·OX ·OV · cos
(

6 · π
7

)
.
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Mas,

sen
(

6 · π
7

)
= sen

(
π − 6 · π

7

)
= sen

(π

7

)
, (2.24)

e

cos
(

6 · π
7

)
= − cos

(
π − 6 · π

7

)
= − cos

(π

7

)
. (2.25)

Assim, por (2.25) e (2.23),

VX2 = R2 · cos2
(

4 · π
7

)
+

R2

4
− 2 · R2

2
· cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
VX2 = R2 ·

(
cos2

(
4 · π

7

)
− cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
+

1
4

)
· (2.26)

A seguir, calculamos

cos2
(

4 · π
7

)
− cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= cos

(
4 · π

7

)
·
(

cos
(

4 · π
7

)
− cos

(
π

7

))
=

= cos
(

4 · π
7

)
·
(
− 2 · sen

( 4·π
7 + π

7
2

)
· sen

( 4·π
7 −

π
7

2

))
=

= cos
(

4 · π
7

)
·
(
− 2 · sen

(
5 · π
14

)
· sen

(
3 · π
14

))
.

Mas,

sen
(

5 · π
14

)
= cos

(
π

2
− 5 · π

14

)
= cos

(
π

7

)
, (2.27)

e

sen
(

3 · π
14

)
= cos

(
π

2
− 3 · π

14

)
= cos

(
2 · π

7

)
. (2.28)

Consequentemente, por (2.27) e (2.28), obtemos que

cos2
(

4 · π
7

)
− cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= −2 · cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
.

No entanto,

cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
2 · sen

(
π
7

) =
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=
sen

(
4 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
4 · sen

(
π
7

) =
sen

(
8 · π

7

)
8 · sen

(
π
7

) =
sen

(
π +

π

7

)
8 · sen

(
π
7

) =
−sen

(
π

7

)
8 · sen

(
π
7

) = −1
8

.

Ou seja,

cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
= −1

8
. (2.29)

Desta maneira,

cos2
(

4 · π
7

)
− cos

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
= −2 ·

(
− 1

8

)
=

1
4

. (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.26), obtemos

VX2 = R2 ·
(

1
4

+
1
4

)
.

Portanto,

VX =
R ·
√

2
2

= d.

Mutatis mutandis, a prova de que VX′ = d é a mesma de que VX = d que acabamos

de fazer.

Proposição 2.4. Sejam O o centro do heptágono regular ABCDEFG, W o ponto médio

de OF, M o simétrico a F em relação a O, U o ponto médio de AB, V o ponto médio de

OM e J o ponto sobre
−→
UB tal que UJ = UM, como está ilustrado na Figura 35. Então

(1) UW é igual à medida da diagonal do quadrado cuja medida do lado é igual à medida

da apótema do heptágono regular ABCDEFG;

(2) OJ é igual à medida da diagonal do quadrado cuja medida do lado é igual à metade

da medida do lado do triângulo equilátero inscrito na circunferência circunscrita ao

heptágono regular ABCDEFG;

(3)
←→
UV é a tangente à circunferência que passa pelos pontos U, O e W, no ponto U.
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Figura 35: Mais uma propriedade do heptágono regular.

Demonstração. (1) A medida da apótema do heptágono regular ABCDEFG é OU, que

é igual a cos
(

π

7

)
· R, por (2.5). Assim, a medida da diagonal d1 do quadrado cujo

lado mede OU é igual a

d1 = R ·
√

2 · cos
(

π

7

)
. (2.31)

Em relação ao triângulo 4OUW, temos que

UÔW = UÔA + AÔF =
π

7
+

4 · π
7

=
5 · π

7
·

Por (2.5) e (2.12), obtemos

UW2 = OU2 + OW2 − 2 ·OU ·OW · cos
(

5 · π
7

)

UW2 = cos2
(

π

7

)
· R2 +

R2

4
− 2 · cos

(
π

7

)
· R · R

2
·
(
− cos

(
2 · π

7

))

UW2 = R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+ cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+

1
4

)
. (2.32)

Substituindo (2.9) em (2.32), obtemos

UW2 = R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 1

4
+

1
4

)

UW2 = R2 · 2 · cos2
(

π

7

)
.
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Portanto,

UW = R ·
√

2 · cos
(

π

7

)
= d1.

(2) Primeiramente, calculemos a medida `1 do lado do triângulo equilátero inscrito

na circunferência circunscrita ao heptágono regular ABCDEFG. Sabendo que a

distância do centro da circunferência aos vértices do triângulo equilátero é igual a

R, temos

`2
1 = R2 + R2 − 2 · R · R · cos

(
2 · π

3

)
`2

1 = 2 · R2 − 2 · R2 ·
(
− 1

2

)
`1 = R ·

√
3.

Portanto, a medida da diagonal do quadrado cujo lado mede
`1

2
= R ·

√
3

2
é igual a

d2 = R ·
√

6
2

.

Em relação ao triângulo 4OUM, temos que

UÔM = UÔB + BÔM =
π

7
+

π

7
=

2 · π
7

.

Por (2.5), obtemos

UM2 = OU2 + OM2 − 2 ·OU ·OM · cos
(

2 · π
7

)
= cos2

(
π

7

)
· R2 + R2 − 2 · cos

(
π

7

)
· R · R · cos

(
2 · π

7

)
= R2

(
cos2

(
π

7

)
− 2 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ 1
)
· (2.33)

Substituindo (2.9) em (2.33), temos

UM2 = R2
(

cos2
(

π

7

)
− 2 ·

(
cos2

(
π

7

)
− 1

4

)
+ 1
)

= R2 ·
(

3
2
− cos2

(
π

7

))
.

(2.34)

Finalmente, observamos que o triângulo 4OUJ é retângulo com ângulo reto em

U. Daí, por (2.5) e (2.34),
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OJ2 = OU2 + UJ2

OJ2 = OU2 + UM2

OJ2 = cos2
(

π

7

)
· R2 + R2 ·

(
3
2
− cos2

(
π

7

))
·

OJ2 = R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+

3
2
− cos2

(
π

7

))
OJ2 =

3
2
· R2

OJ = R ·
√

6
2

= d2.

(3) Mostremos que VU2 = VO · VW, de onde concluíremos que
←→
UV é a tangente à

circunferência que passa pelos pontos U, O e W, no ponto U.

Pela Proposição 2.2, UV = R ·
√

2
2

. Então, UV2 =
R2

2
. Além disso, VO =

R
2

e

VW = R, de modo que VO ·VW =
R2

2
. Portanto, VU2 = VO ·VW.

2.2 O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L

Devido à regularidade, a menos de congruência, o heptágono regular possui dois

tipos de diagonais; por exemplo, do vértice A, partem as diagonais AC ∼= AF, bem

como as diagonais AD ∼= AE, como está ilustrado na Figura 36. Também, a menos

de congruência, existem duas classes de triângulos cujos vértices são vértices do hep-

tágono ABCDEFG: isósceles e escalenos. Dentre os isósceles, há aqueles cujos lados

congruentes são lados do heptágono e aqueles cujos lados congruentes são diagonais do

heptágono. Sem perda de generalidades, destacamos os triângulos que têm o ponto A

como vértice, lembrando que todos os outros triângulos pertencem a um dos seguintes

três tipos:

• isósceles cujos lados congruentes são lados do heptágono: 4ABC ∼= 4ABG ∼=
4AFG;

• isósceles cujos lados congruentes são diagonais do heptágono: 4ABE ∼= 4ADE ∼=
4ADG, 4ADF ∼= 4ACE ∼= 4ACF;

• escaleno: 4ABF ∼= 4ACD ∼= 4ACG ∼= 4AEF ∼= 4AEG ∼= 4ABD.
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Figura 36: Possíveis triângulos formados a partir dos vértices de um heptágono regular.

Definição 2.5. Dado um heptágono regular, chamamos de triângulo heptagonal àquele

triângulo escaleno cujos lados são um lado e duas diagonais do heptágono.

Na Figura 37, está destacado o triângulo heptagonal 4ABD do heptágono regular

ABCDEFG.

 

Figura 37: Triângulo heptagonal 4ABD.

Tomamos o triângulo4ABD como representante da classe de triângulos heptagonais

do heptágono regular ABCDEFG, observando que todos eles são congruentes ao

triângulo 4ABD.
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Proposição 2.6. Os ângulos internos do triângulo heptagonal4ABD medem
π

7
,

2 · π
7

e
4 · π

7
.

Demonstração. A medida de cada ângulo central do heptágono regular é igual a
2 · π

7
.

Como o ângulo 6 ADB está inscrito no arco D̂C, segue do teorema do ângulo inscrito

que

AD̂B =
1
2
·med(ÂB) =

1
2
· 2 · π

7
=

π

7
.

Analogamente, como o ângulo 6 BAD está inscrito no arco B̂CD, segue do teorema

do ângulo inscrito que

BÂD =
1
2
·med(B̂CD) =

1
2
· 2 · 2 · π

7
=

2 · π
7

.

Finalmente, como o ângulo 6 ABD está inscrito no arco D̂EFGA, segue do teorema

do ângulo inscrito que

AB̂D =
1
2
·med(D̂EFGA) =

1
2
· 4 · 2 · π

7
=

4 · π
7

.

Observamos que os triângulos heptagonais são obtusângulos, já que
4 · π

7
>

π

2
.

Observação 2.7. Para simplificar a notação, de agora em diante referir-nos-emos aos

triângulos heptagonais do heptágono regular como 4ABC, isto é, renomeamos o vértice

D do heptágono como sendo B, de modo que o triângulo 4ACD torna-se 4ABC, como

está ilustrado na Figura 38. Desta forma, temos que

BÂC =
π

7
, AB̂C =

2 · π
7

e AĈB =
4 · π

7
.

Figura 38: Triângulo heptagonal (renomeado) 4ABC.
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Observação 2.8. Denotando por a = BC, b = AC e c = AB, como BÂC < AB̂C < AĈB,

temos que a < b < c. Além disso, temos que a = ` é a medida do lado do heptágono

regular, dada por (2.1).

A seguir, destacamos alguns ângulos determinados pelos vértices do triângulo hep-

tagonal 4ABC e o circuncentro O. Para calcular suas medidas, basta observar que a

medida de cada ângulo central do heptágono regular é igual a
2 · π

7
. Assim,

BÔC = med(B̂C) =
2 · π

7
, (2.35)

AÔC = med(ÂC) = 2 · 2 · π
7

=
4 · π

7
, (2.36)

e

AÔB = med(ÂCB) = 3 · 2 · π
7

=
6 · π

7
. (2.37)

A partir de relações trigonométricas, obtemos algumas identidades que serão úteis no

decorrer do trabalho. Por exemplo, os ângulos
8 · π

7
e

6 · π
7

são replementares. Logo,

sen
(

8 · π
7

)
= −sen

(
2 · π − 8 · π

7

)
= −sen

(
6 · π

7

)
= −sen

(π

7

)
(2.38)

e

cos
(

8 · π
7

)
= cos

(
2 · π − 8 · π

7

)
= cos

(
6 · π

7

)
= − cos

(π

7

)
(2.39)

Como são suplementares os ângulos
9 · π
14

e
5 · π
14

, então

sen
(

9 · π
14

)
= sen

(
5 · π
14

)
= cos

(
π

2
− 5 · π

14

)
= cos

(
π

7

)
. (2.40)

2.3 T R I G O N O M E T R I A N O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L

Nas condições da Observação 2.7 e Observação 2.8, obtemos, nesta seção, algumas

relações trigonométricas do triângulo heptagonal 4ABC.
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Proposição 2.9. Em relação ao triângulo heptagonal4ABC, valem as seguintes relações:

cos(BÂC) =
b

2 · a , cos(AB̂C) =
c

2 · b e cos(AĈB) = − a
2 · c .

Demonstração. Aplicando a lei dos senos ao triângulo heptagonal4ABC, e usando que

AB̂C = 2 · BÂC, conforme Observação 2.7, obtemos

a
sen (BÂC)

=
b

sen (AB̂C)

sen (BÂC) =
a · 2 · sen (BÂC) · cos(BÂC)

b

cos(BÂC) =
b

2 · a · (2.41)

Da mesma forma, usando que AĈB = 2 · AB̂C, conforme Observação 2.7, obtemos

b
sen (AB̂C)

=
c

sen (AĈB)
b

sen (AB̂C)
=

c
2 · sen (AB̂C) · cos(AB̂C)

cos(AB̂C) =
c

2 · b · (2.42)

Novamente, aplicando a lei dos senos ao triângulo heptagonal 4ABC e usando (2.7)

e (2.8), obtemos
a

sen (BÂC)
=

c
sen (AĈB)

a
sen (AĈB− 3 · BÂC)

=
c

sen (AĈB)
a

sen (AĈB) · cos(3 · BÂC)− sen (3 · BÂC) · cos(AĈB)
=

c
sen (AĈB)

a
−sen (AĈB) · cos(4 · BÂC)− sen (AĈB) · cos(AĈB)

=
c

sen (AĈB)
a

− cos(4 · BÂC)− cos(AĈB)
= c

a
−2 · cos(AĈB)

= c

cos(AĈB) = − a
2 · c . (2.43)
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Proposição 2.10. Dado o triângulo heptagonal 4ABC, a é metade da média harmônica

de b e c, isto é,

a =
b · c
b + c

.

Demonstração. Por (2.7), temos que sen (3 · BÂC) = sen (4 · BÂC). Assim,

sen (BÂC) =
sen (2 · BÂC)
2 · cos(BÂC)

=
sen (2 · BÂC)
2 · cos(BÂC)

· sen (4 · BÂC)
sen (3 · BÂC)

=

=
sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

2 · cos(BÂC) · (sen (BÂC) · cos(2 · BÂC) + sen (2 · BÂC) · cos(BÂC))
=

=
sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

2 · cos(BÂC) · sen (BÂC) · cos(2 · BÂC) + sen (2 · BÂC) · 2 · cos2(BÂC)

=
sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

sen (2 · BÂC) · cos(2 · BÂC) + sen (2 · BÂC) · 2 · cos2(BÂC)
=

=
sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

sen (4 · BÂC)
2

+ sen (2 · BÂC) · 2 ·
(

1 + cos(2 · BÂC)
2

) =

=
2 · sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

sen (4 · BÂC) + 2 · sen (2 · BÂC) + 2 · sen (2 · BÂC) · cos(2 · BÂC)
=

=
2 · sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)

sen (4 · BÂC) + 2 · sen (2 · BÂC) + 2 · sen (4 · BÂC)
.

Assim,

sen (BÂC) =
sen (2 · BÂC) · sen (4 · BÂC)
sen (2 · BÂC) + sen (4 · BÂC)

=
sen (AB̂C) · sen (AĈB)
sen (AB̂C) + sen (AĈB)

. (2.44)

Segue da lei dos senos que

2 · a
sen (BÂC)

=
b

sen (AB̂C)
+

c
sen (AĈB)

2 · a
sen (BÂC)

=
b

sen (AB̂C)
+

c
2 · sen (AB̂C) · cos(AB̂C)

·

Logo,

2 · a
sen (BÂC)

=
2 · b · cos(AB̂C) + c

sen (AĈB)
· (2.45)

Substituindo (2.44) em (2.45) e usando (2.42), temos que



68 O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L E S UA T R I G O N O M E T R I A

2 · a ·
( sen (AB̂C) + sen (AĈB)

sen (AB̂C) · sen (AĈB)

)
=

2 · b · cos(AB̂C) + c
sen (AĈB)

2 · a =
sen (AB̂C) · (2 · b · cos(AB̂C) + c)

sen (AB̂C) + 2 · sen (AB̂C) · cos(AB̂C)
=

sen (AB̂C) · (2 · b · cos(AB̂C) + c)
sen (AB̂C) · (1 + 2 · cos(AB̂C))

2 · a =
2 · b · c

2 · b + c

1 + 2 · c
2 · b

=
2 · c
b + c

b

=
2 · b · c
b + c

⇒ a =
b · c
b + c
· (2.46)

Consequentemente, b =
a · c

c− a
e c =

a · b
b− a

·

Proposição 2.11. Para o triângulo heptagonal 4ABC, valem as seguintes relações:

b2 − a2 = a · c, c2 − b2 = a · b e c2 − a2 = b · c. (2.47)

Demonstração. Pela lei dos cossenos e por (2.42), obtemos que

b2 = a2 + c2 − 2 · a · c · cos(AB̂C)

b2 − a2 = c2 − 2 · a · c · c
2 · b

= c2 ·
(

1− a
b

)
= c2 ·

(
b− a

b

)
· (2.48)

Usando que b =
a · c

c− a
em (2.48), temos

b2 − a2 = c2 ·

a · c
c− a

− a
a · c

c− a

=
c2 · (a · c− a · c + a2)

a · c =
a2 · c2

a · c = a · c. (2.49)

De maneira análoga, provamos as outras duas relações.

Com estes resultados, além de (2.41), (2.42) e (2.43), podemos calcular sen 2(BÂC),

sen 2(AB̂C) e sen 2(AĈB). De fato,

sen 2(BÂC) = 1− cos2(BÂC)

sen 2(BÂC) = 1− b2

4 · a2 =
4 · a2 − b2

4 · a2 =
3 · a2 + a2 − b2

4 · a2 =
3 · a2 − a · c

4 · a2 =
3 · a− c

4 · a ;
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sen 2(AB̂C) = 1− cos2(AB̂C)

sen 2(AB̂C) = 1− c2

4 · b2 =
4 · b2 − c2

4 · b2 =
3 · b2 + b2 − c2

4 · b2 =
3 · b2 − a · b

4 · b2 =
3 · b− a

4 · b ;

sen2(AĈB) = 1− cos2(AĈB)

sen2(AĈB) = 1− a2

4 · c2 =
4 · c2 − a2

4 · c2 =
3 · c2 + c2 − a2

4 · c2 =
3 · c2 + b · c

4 · c2 =
3 · c + b

4 · c ·

As oito próximas proposições apresentam propriedades geométricas de um triângulo

heptagonal, as quais envolvem suas bissetrizes, lados, alturas, dentre outros elementos.

Proposição 2.12. Sejam 4ABC um triângulo heptagonal, M o ponto de intersecção da

bissetriz interna do ângulo 6 BAC com a circunferência Γ circunscrita ao triângulo 4ABC

(que é a circunferência de raio R e centro O em que o heptágono regular está inscrito) e N

o ponto de intersecção da bissetriz interna do ângulo 6 ABC com Γ. Para o quadrilátero

OMCN, vale que os quadrados das medidas de suas bimedianas são
R2

2
e

MN2

2
, enquanto

que o quadrado da medida do segmento que une os pontos médios de suas diagonais é

igual a
MC2

2
.

Demonstração. Sejam P, Q, S, T, U e V os pontos médios dos segmentos ON, MC, OM,

NC, OC e MN, respectivamente, conforme está ilustrado na Figura 39.

Figura 39: Quadrilátero OMCN.

A seguir, usaremos o teorema da base média (Proposição 1.2) para obtermos algumas

medidas de alguns segmentos. Observando o triângulo 4ONC, notamos que PT =
OC

2
=

R
2

. Em relação ao triângulo 4CMN, observamos que QT =
MN

2
; do triângulo
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4OMN, temos que PS =
MN

2
e SV =

ON
2

=
R
2

e sobre o triângulo 4OMC, temos

que SU =
MC

2
.

Do mesmo modo, usaremos o teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9) para

obtermos algumas medidas de alguns ângulos. Lembramos que, por construção, N

pertence à bissetriz do ângulo 6 ABC, enquanto que M pertence à bissetriz do ângulo
6 BAC.

NÔC = 2 · CB̂N =
2 · π

7
;

MÔC = 2 · CÂM =
π

7
. (2.50)

Assim,

MÔN = NÔC + MÔC =
3 · π

7
. (2.51)

ON̂C = OĈN =
π − NÔC

2
=

π − 2 · π
7

2
=

5 · π
14

;

PT̂N = OĈN =
5 · π
14

;

QT̂C = MN̂C = MÂC =
π

14
;

PT̂Q = π − PT̂N −QT̂C =
4 · π

7
. (2.52)

NP̂T = NÔC =
2 · π

7
;

OP̂S = ON̂M =
π −MÔN

2
=

2 · π
7

;

TP̂S = π − NP̂T −OP̂S =
3 · π

7
. (2.53)

OĈM = OM̂C =
π −MÔC

2
=

π − π

7
2

=
3 · π

7
;

OŜU = OM̂C =
3 · π

7
;

VŜM = MÔN =
3 · π

7
;

UŜV = π −OŜU −VŜM =
π

7
. (2.54)
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Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo 4PTQ, calcularemos a medida da bi-

mediana PQ do quadrilátero OMCN. Como esta medida depende de QT =
MN

2
,

primeiramente determinemos R em função de MN.

Observando o triângulo 4MNO e usando (2.8) e (2.51), temos que

MN2 = R2 + R2 − 2 · R · R · cos(MÔN)

MN2 = 2 · R2 − 2 · R2 · cos
(

3 · π
7

)
MN2 = 2 · R2 ·

(
1 + cos

(
4 · π

7

))
MN2 = 2 · R2 ·

(
1 + 2 · cos2

(
2 · π

7

)
− 1
)

MN2 = 4 · R2 · cos2
(

2 · π
7

)
Assim,

MN = 2 · R · cos
(

2 · π
7

)
. (2.55)

Para calcularmos PQ2, usaremos (2.52) e (2.55):

PQ2 = PT2 + QT2 − 2 · PT ·QT · cos(PT̂Q)

PQ2 =
R2

4
+

MN2

4
− 2 · R

2
· MN

2
· cos

(
4 · π

7

)

PQ2 =
MN2

16 · cos2

(
2 · π

7

) +
MN2

4
−

MN2 · cos
(

4 · π
7

)
4 · cos

(
2 · π

7

)

PQ2 =
MN2

4
·

 1

4 · cos2

(
2 · π

7

) + 1−
cos

(
4 · π

7

)
cos

(
2 · π

7

)


PQ2 =
MN2

4
·

1 +
1− 4 · cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
4 · cos2

(
2 · π

7

)
 .
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Por (2.18), obtemos que cos
(

2 · π
7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

1
4
− cos2

(
2 · π

7

)
. Então,

PQ2 =
MN2

4
·

1 +
1− 4 ·

(
1
4
− cos2

(
2 · π

7

))
4 · cos2

(
2 · π

7

)


PQ2 =
MN2

4
· 2 =

MN2

2
.

Para deteminarmos o quadrado da bimediana ST, aplicamos a lei dos cossenos ao

triângulo 4PST e utilizamos (2.18), (2.53) e (2.55). De fato,

ST2 = PT2 + PS2 − 2 · PT · PS · cos(TP̂S)

ST2 =
R2

4
+

MN2

4
− 2 · R

2
· MN

2
· cos

(
4 · π

7

)
ST2 =

R2

4
+ R2 · cos2

(
2 · π

7

)
+ R2 · cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
ST2 = R2 ·

(
1
4

+ cos2
(

2 · π
7

)
+ cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

))

ST2 =
R2

2
.

Finalmente, determinaremos UV aplicando a lei dos cossenos e ao triângulo 4USV

e utilizando (2.54). Como esta medida depende de US =
MC

2
, primeiramente determi-

nemos R em função de MC.

Para isto, aplicamos a lei dos cossenos ao triângulo4OMC e utilizamos (2.8), (2.25)

e (2.50). De fato,

MC2 = R2 + R2 − 2 · R2 · cos(MÔC)

MC2 = 2 · R2 ·
(

1− cos
(

π

7

))
MC2 = 2 · R2 ·

(
1 + cos

(
6 · π

7

))
MC2 = 4 · R2 · cos2

(
3 · π

7

)
Assim,

MC = 2 · R · cos
(

3 · π
7

)
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e

R =
MC

2 · cos
(

3 · π
7

) = − MC

2 · cos
(

4 · π
7

) . (2.56)

Deste modo,

UV2 = US2 + SV2 − 2 ·US · SV · cos(UŜV)

UV2 =
MC2

4
+

R2

4
− 2 · MC

2
· R

2
· cos

(
π

7

)

UV2 =
MC2

4
+

MC2

16 · cos2

(
4 · π

7

) +
MC2 · cos

(
π

7

)
4 · cos

(
4 · π

7

)

UV2 =
MC2

4
·

1 +
1 + 4 · cos

(
π

7

)
cos

(
4 · π

7

)
4 · cos2

(
4 · π

7

)
 .

Por (2.30), temos que cos
(

4 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
= cos2

(
4 · π

7

)
− 1

4
. Daí,

UV2 =
MC2

4
·

1 +
1 + 4 ·

(
cos2

(
4 · π

7

)
− 1

4

)
4 · cos2

(
4 · π

7

)
 =

=
MC2

4
·

1 +
1 + 4 · cos2

(
4 · π

7

)
− 1

4 · cos2

(
4 · π

7

)
 =

MC2

2
.

Proposição 2.13. A soma dos quadrados das medidas dos lados do triângulo heptagonal

4ABC é igual a 7 · R2, sendo R o raio da circunferência circunscrita ao triângulo, isto é,

a2 + b2 + c2 = 7 · R2.

Demonstração. Pela lei dos senos, a = 2 · R · sen (BÂC), b = 2 · R · sen (AB̂C) e c =

2 · R · sen (AĈB). Logo,

a2 + b2 + c2 = 4 · R2 · (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB)). (2.57)
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Mas,

sen (AĈB) = sen (π − (BÂC + AB̂C))

sen (AĈB) = sen (BÂC + AB̂C) = sen (BÂC) · cos(AB̂C) + sen (AB̂C) · cos(BÂC)

Daí,

sen 2(AĈB) = sen 2(BÂC) · cos2(AB̂C) + sen 2(AB̂C) · cos2(BÂC)+

+ 2 · sen (BÂC) · cos(AB̂C) · sen (AB̂C) · cos(BÂC).
(2.58)

Substituindo (2.58) em sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB), obtemos

sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB) = sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C)+

+sen 2(BÂC) · cos2(AB̂C) + sen 2(AB̂C) · cos2(BÂC)+

+2 · sen (BÂC) · cos(AB̂C) · sen (AB̂C) · cos(BÂC) =

= 1− cos2(BÂC) + 1− cos2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · cos2(AB̂C)+

+sen 2(AB̂C) · cos2(BÂC) + 2 · sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen (AB̂C) · cos(AB̂C) =

= 2 + cos2(BÂC) · (sen 2(AB̂C)− 1) + cos2(AB̂C) · (sen 2(BÂC)− 1)+

2 · sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen (AB̂C) · cos(AB̂C) =

= 2− 2 · cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + 2 · sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen (AB̂C) · cos(AB̂C) =

= 2− 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · ( cos(BÂC) · cos(AB̂C)− sen (BÂC) · sen (AB̂C)) =

= 2− 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(BÂC + AB̂C) =

= 2 + 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · (− cos(BÂC + AB̂C)) =

= 2 + 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos (π − (BÂC + AB̂C)) =

= 2 + 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB).

Ou seja,

sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB) = 2 + 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB).

(2.59)

Dessa forma, substituindo (2.59), (2.41), (2.42) e (2.43) em (2.57), concluímos que

a2 + b2 + c2 = 4 · R2 · (2 + 2 · cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB))

= 4 · R2 ·
(

2 + 2 · b
2a
· c

2b
·
(
− a

2c

))
= 4 · R2 ·

(
2− 1

4

)
= 7 · R2.
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Proposição 2.14. Se ha, hb, hc denotam as alturas correspondentes aos lados a, b, c do

triângulo heptagonal 4ABC, então ha = hb + hc.

Demonstração. Segue da Proposição 2.10 que

1
a

=
1

b · c
b + c

=
b + c
b · c =

1
b

+
1
c

. (2.60)

Sendo (ABC) a área do triângulo 4ABC, temos que

ha =
2 · (ABC)

a
;

hb =
2 · (ABC)

b
;

hc =
2 · (ABC)

c
.

(2.61)

Por (2.61) e (2.60), obtemos

hb + hc =
2 · (ABC)

b
+

2 · (ABC)
c

= 2 · (ABC) ·
(

1
b

+
1
c

)
=

= 2 · (ABC) · 1
a

=
2 · (ABC)

a
= ha.

Proposição 2.15. O triângulo formado pelos pés das bissetrizes internas do triângulo

heptagonal 4ABC é isósceles.

Demonstração. Sejam A′′, B′′ e C′′ os pés das bissetrizes internas dos ângulos 6 BAC, 6 ABC

e 6 ACB, respectivamente. Mostremos que o triângulo 4A′′B′′C′′ é isósceles, conforme

ilustra a Figura 40.

Figura 40: 4A′′B′′C′′ formado pelos pés das bissetrizes internas do 4ABC.

Por (2.46), temos que a =
b · c
b + c

e, consequentemente, b =
a · c

c− a
e c =

a · b
b− a

.
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Então
c

b + c
=

a
b

. (2.62)

Pela Proposição 2.11, c2 − a2 = b · c. Como a 6= c, pois o triângulo heptagonal 4ABC

é escaleno, obtemos

(c− a) · (c + a) = b · c⇒ a + c =
b · c

c− a
.

Desta forma,
b

a + c
=

b
b · c

c− a

=
c− a

c
=

a
b

. (2.63)

Das equações (2.62) e (2.63) temos

c
b + c

=
b

a + c
· (2.64)

Usando o Teorema da bissetriz interna (Proposição 1.6), podemos determinar a

medida de alguns segmentos:

A′′B
c

=
a− A′′B

b
⇒ A′′B · b = a · c− A′′B · c⇒ A′′B · (b + c) = a · c⇒ A′′B =

a · c
b + c

e

B′′C
a

=
b− B′′C

c
⇒ B′′C · c = a · b− B′′C · a⇒ B′′C · (a + c) = a · b⇒ B′′C =

a · b
a + c
·

Segue de (2.64) que
a · c
b + c

=
a · b
a + c

. Assim, A′′B = B′′C.

Novamente, pelo Teorema da bissetriz interna, temos que

BC′′

a
=

c− BC′′

b
⇒ BC′′ · b = a · c− BC′′ · a⇒ BC′′ · (a + b) = a · c⇒ BC′′ =

a · c
a + b
·

(2.65)

Determinaremos agora a medida do segmento CC′′. Temos que a área do triângulo

heptagonal 4ABC é igual à soma das áreas dos triângulos 4BCC′′ e 4ACC′′. Ou seja,

(ABC) = (BCC′′) + (ACC′′)

a · b · sen
(

4 · π
7

)
2

=
a · CC′′ · sen

(
2 · π

7

)
2

+
b · CC′′ · sen

(
2 · π

7

)
2

CC′′ =
a · b · sen

(
4 · π

7

)
(a + b) · sen

(
2 · π

7

)
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CC′′ =
a · b · 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
(a + b) · sen

(
2 · π

7

)
Por (2.42), cos

(
2 · π

7

)
=

c
2 · b . Assim,

CC′′ =
2 · a · b · cos

(
2 · π

7

)
a + b

=
2 · a · b · c

2 · b
a + b

=
a · c
a + b

. (2.66)

Por (2.65) e (2.66), concluímos que BC′′ = CC′′.

Como A′′B = B′′C, BC′′ = CC′′ e os ângulos 6 A′′BC′′ e 6 B′′CC′′ possuem a mesma

medida
(

2 · π
7

)
, pelo caso de congruência de triângulos lado-ângulo-lado, os triângulos

4A′′BC′′ e 4B′′CC′′ são congruentes, de modo que A′′C′′ = B′′C′′. Dessa forma, o

triângulo 4A′′B′′C′′ é isósceles.

Proposição 2.16. O segmento da reta de Euler determinado pelo circuncentro O e pelo

ortocentro H do triângulo heptagonal 4ABC é congruente à diagonal do quadrado

construído sobre o raio R da circunferência circunscrita ao triângulo 4ABC, ou seja,

OH = R ·
√

2.

Figura 41: Segmento de Euler do triângulo heptagonal 4ABC.

Demonstração. Sejam A′, B′ C′ os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C do triân-

gulo heptagonal 4ABC, respectivamente, como está ilustrado na Figura 41. Aplicando

a lei dos cossenos ao triângulo 4BOH, obtemos

OH2 = BH2 + R2 − 2 · BH · R · cos(HB̂O) (2.67)

Mas,
HB̂O = OB̂C + CB̂B′

=
5 · π
14

+ CB̂B′
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Com relação ao ângulo 6 CBB′, podemos determiná-lo analisando o triângulo 4CBB′,

que é reto em B′ e B′ĈB = π − AĈB = π − 4 · π
7

=
3 · π

7
. Logo,

CB̂B′ = π − CB̂′B− B′ĈB = π − π

2
− 3 · π

7
=

π

14
. (2.68)

Consequentemente,

HB̂O = OB̂C + CB̂B′ =
5 · π
14

+
π

14
=

3 · π
7

. (2.69)

Com relação ao segmento BH, observamos o triângulo 4BCC′, reto em C′, e deter-

minamos o valor de BC′, usando (2.42):

cos
(

2 · π
7

)
=

BC′

a
⇒ BC′ = a · cos

(
2 · π

7

)
=

a · c
2 · b . (2.70)

Observando o triângulo 4BC′H, reto em C′, e usando (2.68), temos

HB̂C′ = CB̂B′ + AB̂C =

=
π

14
+

2 · π
7

=
5 · π
14

.

Então BĤC′ = π − π

2
− 5 · π

14
=

π

7
.

Pela lei dos senos no triângulo heptagonal 4ABC, temos que sen
(

π

7

)
=

a
2 · R .

Assim, por (2.70),

sen
(

π

7

)
=

BC′

BH
⇒ BH =

a · c
2 · b ·

2 · R
a

=
c · R

b
. (2.71)

Por (2.67), (2.71), (2.69), (2.8) e pela Proposição 2.11, concluímos que

OH2 = BH2 + R2 − 2 · BH · R · cos(HB̂O)

=
c2 · R2

b2 + R2 − 2 · c · R
b
· R · cos

(
3 · π

7

)
=

c2 · R2

b2 + R2 + 2 · c · R2

b
· cos

(
4 · π

7

)
=

c2 · R2

b2 + R2 + 2 · c · R2

b
·
(
−a
2 · c

)
=

c2 · R2

b2 + R2 − a
b
· R2

= R2
(

c2

b2 −
a
b

+ 1
)

= R2 ·
(

c2 − a · b
b2 + 1

)
= R2 ·

(
b2

b2 + 1
)

= 2 · R2.
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Portanto, OH = R ·
√

2.

Proposição 2.17. As duas retas tangentes à circunferência circunscrita ao triângulo

heptagonal 4ABC, que passam pelo seu ortocentro H, são perpendiculares.

Demonstração. Sejam Γ a circunferência de centro O e raio R que é circunscrita ao

triângulo heptagonal 4ABC, u e v as retas tangentes à Γ que passam por H, P1 e P2 os

pontos em que u e v tangenciam Γ, como está ilustrado na Figura 42.

Figura 42: Tangentes à circunferência Γ que passam por H.

Temos que HP̂1O = HP̂2O =
π

2
e, de acordo com a Proposição 2.16, OH = R ·

√
2.

Em relação ao triângulo 4OHP1,

sen (OĤP1) =
R

OH
=

R
R ·
√

2
=

√
2

2
⇒ OĤP1 =

π

4
. (2.72)

Em relação ao triângulo 4OHP2,

sen (OĤP2) =
R

OH
=

√
2

2
⇒ OĤP2 =

π

4
. (2.73)

Segue de (2.72) e (2.73) que

P1ĤP2 = OĤP1 + OĤP2 =
π

4
+

π

4
=

π

2
.

Portanto, as retas u e v são perpendiculares.

Proposição 2.18. Dado o triângulo heptagonal 4ABC, a medida da altura relativa ao

vértice B é igual à metade da medida da ceviana determinada pela bissetriz interna do

ângulo 6 BAC.
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Demonstração. Sejam B′ e T os pés da altura relativa ao vértice B e da bissetriz interna

do ângulo 6 BAC do triângulo heptagonal4ABC, respectivamente, como está ilustrado

na Figura 43. Temos que BÂC = BÂB′ =
π

7
e sen

(π

7

)
=

a
2 · R , pela lei dos senos.

Figura 43: Altura BB′ e ceviana AT do triângulo heptagonal 4ABC.

Assim, sendo hB = BB′, temos que

sen (BÂB′) =
hB

c
⇒ hB =

a · c
2 · R .

Em relação ao triângulo 4ABT, sabemos que AB̂T =
2 · π

7
e BÂT =

π

14
, donde

segue que AT̂B =
9 · π
14

. Pela lei dos senos,

AT

sen
(

2 · π
7

) =
c

sen
(

9 · π
14

) .

Por (2.40),

AT

sen
(

2 · π
7

) =
c

cos
(

π

7

) ⇒ AT =
2 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
· c

cos
(

π

7

) = 2 · a
2 · R · c =

a · c
R

.

Portanto, hB =
AT
2

.

Proposição 2.19. Sendo I e H o incentro e o ortocentro, respectivamente, do triângulo

heptagonal 4ABC, vale que IH2 =
R2 + 4 · r2

2
, onde R é o raio da circunferência cir-

cunscrita ao triângulo heptagonal 4ABC e r o raio da circunferência inscrita ao mesmo

triângulo.

Demonstração. Como está ilustrado na Figura 44, sejam A′, B′ e C′ os pés das alturas

relativas aos vértices A, B e C do triângulo heptagonal 4ABC, respectivamente, e Ic o
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ponto de tangência entre a circunferência inscrita ao triângulo heptagonal 4ABC e o

lado AB.

Figura 44: Incentro e ortocentro do triângulo heptagonal 4ABC.

O cálculo de IH será dado a partir da aplicação da lei dos cossenos ao triângulo

4AHI. Para isso, precisamos calcular AI, AH e a medida do ângulo 6 IAH.

Começamos estabelecendo uma relação entre r e R. Sendo (ABC) a área do triângulo

heptagonal 4ABC, temos que (ABC) =
r · (a + b + c)

2
e (ABC) =

a · b · c
4 · R . Ou seja,

r · (a + b + c)
2

=
a · b · c
4 · R ⇒ r =

a · b · c
2 · R · (a + b + c)

. (2.74)

Pela lei dos senos, a = 2 · R · sen
(

π

7

)
, b = 2 · R · sen

(
2 · π

7

)
e c = 2 · R · sen

(
4 · π

7

)
.

Assim,

a · b · c = 8 · R3 · sen
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
(2.75)

e

a + b + c = 2 · R ·
(

sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

))
. (2.76)

A seguir, vamos calcular sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

)
.

sen
(

4 · π
7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
= 4 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
Logo,

sen
(

π

7

)
=

sen
(

4 · π
7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) . (2.77)
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E

sen
(

4 · π
7

)
= 2 · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
Logo,

sen
(

2 · π
7

)
=

sen
(

4 · π
7

)
2 · cos

(
2 · π

7

) . (2.78)

Por (2.29), (2.77) e (2.78), temos que

sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

)
=

=
sen

(
4 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) +
sen

(
4 · π

7

)
2 · cos

(
2 · π

7

) + sen
(

4 · π
7

)
=

= sen
(

4 · π
7

)
·

 1

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) +
1

2 · cos
(

2 · π
7

) + 1

 =

= sen
(

4 · π
7

)
·

1 + 2 · cos
(

π

7

)
+ 4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= sen
(

4 · π
7

)
·

1 + 2 · cos
(

π

7

)
+ 4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) ·
cos

(
4 · π

7

)
cos

(
4 · π

7

)

=
sen

(
4 · π

7

)
cos

(
4 · π

7

) · cos
(

4 · π
7

)
+ 2 · cos

(
π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
+ 2 · cos

(
π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 4 ·

(
− 1

8

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
Assim,

sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

)
=

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
+ 2 · cos

(
π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
− 1

2

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
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Segue de (2.30) e (2.39) que

sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

)
=

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
+ 2 ·

(
cos2

(
4 · π

7

)
− 1

4

)
− 1

2

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
+ 2 · cos2

(
4 · π

7

)
− 1

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
+ cos

(
8 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
− cos

(
π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·
− cos

(
3 · π

7

)
− cos

(
π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
− cos

(
π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ 2 · sen 2

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
− cos

(
π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(

2 · sen 2
(

π

7

)
− 1
)

4 · cos
(

π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =

= tan
(

4 · π
7

)
·
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(
− cos

(
2 · π

7

))
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

) =
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= tan
(

4 · π
7

)
·
−2 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
4 · cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
Deste modo,

sen
(

π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
+ sen

(
4 · π

7

)
= −

tan
(

4 · π
7

)
2

. (2.79)

Substituindo (2.79) em (2.76), obtemos

a + b + c = −R · tan
(

4 · π
7

)
. (2.80)

Substituindo (2.75), (2.80) e (2.22) em (2.74), chegamos a:

r =
8 · R3 · sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
−2 · R2 · tan

(
4 · π

7

) =

= −4 · R · sen
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
·

cos
(

4 · π
7

)
sen

(
4 · π

7

) =

= −4 · R · sen
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

= −4 · R · sen
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
·
(
− sen

(
π

14

))
Portanto,

r = 4 · R · sen
(

π

14

)
· sen

(
π

7

)
· sen

(
2π

7

)
. (2.81)

Em relação ao triângulo 4AIIc, temos que

sen
(

π

14

)
=

r
AI
⇒ AI =

r

sen
(

π

14

)
Por (2.81), concluímos que

AI =
4 · R · sen

(
π

14

)
· sen

(
π

7

)
· sen

(
2π

7

)
sen

(
π

14

) = 4 · R · sen
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
. (2.82)
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Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo 4ABO, usando (2.7) e que a medida do

ângulo 6 AOB é igual a
6 · π

7
, obtemos

AB2 = 2 · R2 − 2 · R2 · cos
(

6 · π
7

)
= 2 · R2

(
1− cos

(
6 · π

7

))
AB2 = 2 · R2 ·

(
2 · sen 2

(
3 · π

7

))
AB2 = 4 · R2 · sen 2

(
3 · π

7

)
= 4 · R2 · sen 2

(
4 · π

7

)
Assim,

AB = 2 · R · sen
(

4 · π
7

)
. (2.83)

Em relação ao triângulo 4ABB′, que é reto em B′, temos por (2.83) que:

cos
(

π

7

)
=

AB′

AB
=

AB′

2 · R · sen
(

4 · π
7

)
Logo,

AB′ = 2 · R · sen
(

4 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
. (2.84)

Para o cálculo de AH, consideramos o triângulo 4AHB′, (2.84) e a medida do

ângulo 6 AHB′.

Observando o quadrilátero A′CB′H, temos que CÂ′H = HB̂′C =
π

2
e A′ĈB′ =

AĈB =
4 · π

7
(opostos pelo vértice). Assim,

AĤB′ = A′ĤB′ = 2 · π − π

2
− π

2
− 4 · π

7
=

3 · π
7

. (2.85)

Mas,

sen
(

3 · π
7

)
=

AB′

AH
Por (2.84) e (2.7),

AH =
2 · R · sen

(
4 · π

7

)
· cos

(
π

7

)
sen

(
4 · π

7

) = 2 · R · cos
(

π

7

)
. (2.86)

Temos que

I ÂH = I ÂC + CÂH.

Por (2.85),

CÂH = B′ ÂH = π − π

2
− 3 · π

7
=

π

14
.
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Deste modo,

I ÂH =
π

14
+

π

14
=

π

7
. (2.87)

Por (2.87), (2.29), (2.81), (2.82) e (2.86), temos que:

IH2 = AI2 + AH2 − 2 · AI · AH · cos
(

π

7

)
=

= 16 ·R2 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ 4 ·R2 · cos2

(
π

7

)
− 16 ·R2 · sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· cos2

(
π

7

)
=

= 4 ·R2 ·
(

4 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 4 · sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· cos2

(
π

7

))
=

= 4 ·R2 ·
(

4 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 4 · cos

(
π

7

)
sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
·

· cos
(

2 · π
7
− π

7

))
=

= 4 ·R2 ·
(

4 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− 4 · cos

(
π

7

)
sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
·

·
(

cos
(

2 · π
7

)
· cos

(
π

7

)
+ sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

4 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− cos

(
π

7

)
· 2 · sen

(
π

7

)
· cos

(
π

7

)
·

·2 · sen
(

2 · π
7

)
· cos

(
2 · π

7

)
− 4 · cos

(
π

7

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

))
=

= 4 ·R2 ·
(

4 · sen 2
(

π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos2

(
π

7

)
− cos

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
+

−4 · cos
(

π

7

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

))
=

= 4 · R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+ 4 · sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
·
(

1− cos
(

π

7

))
+

− cos
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

))
=

= 4 · R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+ 4 · sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
· 2 · sen 2

(
π

14

)
+

− cos
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

))
=

= 4 · R2 ·
(

cos2
(

π

7

)
+ 8 · sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
· sen 2

(
π

14

)
+

− cos
(

π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

))
=
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= 4 · R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(

cos
(

π

7

)
+

−sen
(

2 · π
7

)
· sen

(
4 · π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(

cos
(

π−
(

2 · π
7

+
4 · π

7

))
+

−sen
(

2 · π
7

)
· sen

(
4 · π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(

cos(π) · cos
(

2 · π
7

+
4 · π

7

)
+

+sen (π) · sen
(

2 · π
7

+
4 · π

7

)
− sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(
− cos

(
2 · π

7
+

4 · π
7

)
+

−sen
(

2 · π
7

)
· sen

(
4 · π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+ cos

(
π

7

)
·
(
− cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+

+sen
(

2 · π
7

)
· sen

(
4 · π

7

)
− sen

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)))
=

= 4 ·R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
− cos

(
π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

))
=

= 4 · R2 ·
(

8 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+

1
8

)
=

= 32 · R2 · sen 2
(

π

14

)
· sen 2

(
π

7

)
· sen 2

(
2 · π

7

)
+

R2

2
=

= 2 ·
(

4 · R · sen
(

π

14

)
· sen

(
π

7

)
· sen

(
2 · π

7

))2

+
R2

2
=

= 2 · r2 +
R2

2
=

R2 + 4 · r2

2
.

O próximo resultado é uma lista de relações trigonométricas que envolvem os ângulos

de um triângulo heptagonal, isto é,
π

7
,

2 · π
7

e
4 · π

7
.

Proposição 2.20. Nas condições da Observação 2.7, para o triângulo heptagonal 4ABC,

valem as seguintes relações trigonométricas:



88 O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L E S UA T R I G O N O M E T R I A

a) sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) =

√
7

8

b) sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB) =
7
4

c) sen (2 · (BÂC)) + sen (2 · (AB̂C)) + sen (2 · (AĈB)) =

√
7

2

d) sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =
7
64

e)

sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + +sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =
7
8

f) cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB) = −1
8

g) cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB) =
5
4

h)

cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB) =
3
8

i) cos(2 · (BÂC)) + cos(2 · (AB̂C)) + cos(2 · (AĈB)) =
−1
2

j) tan(BÂC) · tan(AB̂C) · tan(AĈB) = −
√

7

k) cot(BÂC) + cot(AB̂C) + cot(AĈB) =
√

7

l) csc2(BÂC) + csc2(AB̂C) + csc2(AĈB) = 8

m) sec2(BÂC) + sec2(AB̂C) + sec2(AĈB) = 24

n) cot2(BÂC) + cot2(AB̂C) + cot2(AĈB) = 5

o) tan2(BÂC) + tan2(AB̂C) + tan2(AĈB) = 21

p) sec4(BÂC) + sec4(AB̂C) + sec4(AĈB) = 416

q) cos4(BÂC) + cos4(AB̂C) + cos4(AĈB) =
13
16

r) sen 4(BÂC) + sen 4(AB̂C) + sen 4(AĈB) =
21
16

s) csc4(BÂC) + csc4(AB̂C) + csc4(AĈB) = 32

t) sec(2 · (BÂC)) + sec(2 · (AB̂C)) + sec(2 · (AĈB)) = −4.

Demonstração. Para realizar a prova de algumas dessas equações, escrevemos sen (7 · x)

em função de sen (x).
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Pela fórmula de De Moivre (Proposição 1.51), temos que

(cos(x) + i · sen (x))7 = cos(7 · x) + i · sen (7 · x). (2.88)

Usando a fórmula do binômio de Newton para números complexos (Proposição 1.12),

calculamos (cos(x) + i · sen (x))7:

(cos(x) + i · sen (x))7 =
(

7
0

)
· (i · sen (x))0 · cos7(x) +

(
7
1

)
· i · sen (x) · cos6(x)

+
(

7
2

)
· (i · sen (x))2 · cos5(x) +

(
7
3

)
· (i · sen (x))3 · cos4(x)

+
(

7
4

)
· (i · sen (x))4 · cos3(x) +

(
7
5

)
· (i · sen (x))5 · cos2(x)

+
(

7
6

)
· (i · sen (x))6 · cos(x) +

(
7
7

)
· (i · sen (x))7 · cos0(x)

(cos(x) + i · sen (x))7 = cos7(x) + 7 · i · sen (x) · cos6(x) + 21 · (−1) · sen 2(x) · cos5(x)

+ 35 · (−i) · sen 3(x) · cos4(x) + 35 · sen 4(x) · cos3(x) + 21 · i · sen 5(x) · cos2(x)

+ 7 · (−1) · sen 6(x) · cos(x) + (−i) · sen 7(x)

(cos(x) + i · sen (x))7 = (cos7(x)− 21 · sen 2(x) · cos5(x) + 35 · sen 4(x) · cos3(x)− 7 · sen 6(x) · cos(x))

+ i · (7 · sen (x) · cos6(x)− 35 · sen 3(x) · cos4(x) + 21 · sen 5(x) · cos2(x)− sen 7(x)).
(2.89)

Comparando as partes imáginárias de (2.88) e (2.89), concluímos então que

sen (7 · x) = 7 · sen (x) · cos6(x)− 35 · sen 3(x) · cos4(x) + 21 · sen 5(x) · cos2(x)− sen 7(x).

(2.90)

Mas,

cos2(x) = 1− sen 2(x);

cos4(x) = (1− sen 2(x))2 = 1− 2 · sen 2(x) + sen 4(x);

cos6(x) = (1− sen 2(x))3 = 1− 3 · sen 2(x) + 3 · sen 4(x)− sen 6(x).

Substituindo esses resultados na equação (2.90), obtemos:

sen (7 · x) = 7 · sen (x) · (1− 3 · sen 2(x) + 3 · sen 4(x)− sen 6(x))+

− 35 · sen 3(x) · (1− 2 · sen 2(x) + sen 4(x)) + 21 · sen 5(x) · (1− sen 2(x))− sen 7(x)

sen (7 · x) = 7 · sen (x)− 56 · sen 3(x) + 112 · sen 5(x)− 64 · sen 7(x).
(2.91)
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Como sen (7 · x) = 0 para x =
π

7
· k, k ∈ Z, então ao fazermos a mudança de variáveis

t = sen (x) na equação (2.91), com x ∈
{

0,
π

7
,

2 · π
7

,
4 · π

7

}
, obtemos a equação

polinomial (na variável t),

64 · t7 − 112 · t5 + 56 · t3 − 7 · t = 0, (2.92)

a qual pode ser fatorada como

t · (64 · t6 − 112 · t4 + 56 · t2 − 7) = 0,

de onde temos que t = 0 ou 64 · t6 − 112 · t4 + 56 · t2 − 7 = 0. Observamos que se r0 é

uma raiz de 64 · t6 − 112 · t4 + 56 · t2 − 7 = 0 então −r0 também o é. Deste modo, as

raízes de (2.92) são dadas por:

r1 = sen (0) = 0;

r2 = −sen
(

4 · π
7

)
= −sen (AĈB);

r3 = −sen
(

2 · π
7

)
= −sen (AB̂C);

r4 = −sen
(

π

7

)
= −sen (BÂC);

r5 = sen
(

π

7

)
= sen (BÂC);

r6 = sen
(

2 · π
7

)
= sen (AB̂C);

r7 = sen
(

4 · π
7

)
= sen (AĈB).

Destacamos as seguintes relações de Girard para a equação (2.92):

I) r1 · r2 · r3 · r4 · r5 · r6 + r1 · r2 · r3 · r4 · r5 · r7 + r1 · r2 · r3 · r4 · r6 · r7 + r1 · r2 · r3 · r5 · r6 ·
r7 + r1 · r2 · r4 · r5 · r6 · r7 + r1 · r3 · r4 · r5 · r6 · r7 + r2 · r3 · r4 · r5 · r6 · r7 = − 7

64 ;

II) r1 · r2 + r1 · r3 + r1 · r4 + r1 · r5 + r1 · r6 + r1 · r7 + r2 · r3 + r2 · r4 + r2 · r5 + r2 · r6 + r2 ·
r7 + r3 · r4 + r3 · r5 + r3 · r6 + r3 · r7 + r4 · r5 + r4 · r6 + r4 · r7 + r5 · r6 + r5 · r7 + r6 · r7 =

− 112
64 = − 7

4 ;

III) r1 · r2 · r3 · r4 + r1 · r2 · r3 · r5 + r1 · r2 · r3 · r6 + r1 · r2 · r3 · r7 + r1 · r2 · r4 · r5 + r1 · r2 · r4 · r6 +

r1 · r2 · r4 · r7 + r1 · r2 · r5 · r6 + r1 · r2 · r5 · r7 + r1 · r2 · r6 · r7 + r1 · r3 · r4 · r5 + r1 · r3 · r4 · r6 +

r1 · r3 · r4 · r7 + r1 · r3 · r5 · r6 + r1 · r3 · r5 · r7 + r1 · r3 · r6 · r7 + r1 · r4 · r5 · r6 + r1 · r4 · r5 · r7 +

r1 · r4 · r6 · r7 + r1 · r5 · r6 · r7 + r2 · r3 · r4 · r5 + r2 · r3 · r4 · r6 + r2 · r3 · r4 · r7 + r2 · r3 · r5 · r6 +

r2 · r3 · r5 · r7 + r2 · r3 · r6 · r7 + r2 · r4 · r5 · r6 + r2 · r4 · r5 · r7 + r2 · r4 · r6 · r7 + r2 · r5 · r6 ·
r7 + r3 · r4 · r5 · r6 + r3 · r4 · r5 · r7 + r3 · r4 · r6 · r7 + r3 · r5 · r6 · r7 + r4 · r5 · r6 · r7 = 56

64 = 7
8 .
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Substituindo as raízes r1, r2, . . . , r7 na relação de Girard I), obtemos a relação trigono-

métrica d). De fato,

−sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) = − 7
64

sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =
7
64

. (2.93)

De (2.93) segue a relação trigonométrica a):

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) =

√
7

8
. (2.94)

Substituindo as raízes r1, r2, . . . , r7 na relação de Girard I I), obtemos a relação trigono-

métrica b). De fato,

− sen (AĈB) · (−sen (AB̂C)) + (−sen (AĈB)) · (−sen (BÂC))+

(−sen (AĈB)) · sen (BÂC) + (−sen (AĈB)) · sen (AB̂C) + (−sen (AĈB)) · sen (AĈB)+

(−sen (AB̂C)) · (−sen (BÂC)) + (−sen (AB̂C)) · sen (BÂC) + (−sen (AB̂C)) · sen (AB̂C)+

(−sen (AB̂C)) · sen (AĈB) + (−sen (BÂC)) · sen (BÂC) + (−sen (BÂC)) · sen (AB̂C)+

(−sen (BÂC)) · sen (AĈB) + sen (BÂC) · sen (AB̂C) + sen (BÂC) · sen (AĈB)+

+ sen (AB̂C) · sen (AĈB) = −sen 2(BÂC)− sen 2(AB̂C)− sen 2(AĈB) = −7
4

Logo,

sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB) =
7
4

. (2.95)

Substituindo as raízes r1, r2, . . . , r7 na relação de Girard I I I), obtemos a relação trigo-

nométrica e). De fato,

−sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)− sen 2(AB̂C) · sen (BÂC) · sen (AĈB)+

−sen 2(AĈB) · sen (BÂC) · sen (AB̂C) + sen 2(AB̂C) · sen (BÂC) · sen (AĈB)+

+sen 2(AĈB) · sen (BÂC) · sen (AB̂C) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)+

+sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB)+

+sen 2(AĈB) · sen (BÂC) · sen (AB̂C)− sen 2(AĈB) · sen 2(BÂC) · sen (AB̂C)+

+sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C)− sen 2(AB̂C) · sen (BÂC) · sen (AĈB)+

+sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen (BÂC) · sen (AĈB)+

−sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) =
7
8
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Assim,

sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =
7
8

.

(2.96)

A seguir, provamos a relação trigonométrica c). Para isso, nos serão úteis as seguintes

identidades:

• AĈB = π − (BÂC + AB̂C);

• AB̂C = 2 · BÂC;

• sen (AĈB) = sen (BÂC + AB̂C) = sen (BÂC) · cos(AB̂C) + sen (AB̂C) · cos(BÂC);

• cos(AĈB) = − cos(BÂC + AB̂C) = sen (BÂC) · sen (AB̂C)− cos(BÂC) · cos(AB̂C);

Consequentemente,

• sen (AĈB) · cos(AĈB) = sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · cos(AB̂C)− sen (BÂC) · cos(BÂC) ·
cos2(AB̂C) + sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen 2(AB̂C)− sen (AB̂C) · cos(AB̂C) · cos2(BÂC).

Por (2.94), temos que

sen (2 · (BÂC)) + sen (2 · (AB̂C)) + sen (2 · (AĈB)) = 2 · (sen (BÂC) · cos(BÂC)+

+ sen (AB̂C) · cos(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen (AB̂C) · cos(AB̂C)+

− sen (BÂC) · cos(BÂC) · cos2(AB̂C) + sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen 2(AB̂C)+

− sen (AB̂C) · cos(AB̂C) · cos2(BÂC)) =

= 2 · (sen (BÂC) · cos(BÂC) · (1− cos2(AB̂C) + sen 2(AB̂C))+

sen (AB̂C) · cos(AB̂C) · (1− cos2(BÂC) + sen 2(BÂC)) =

= 4 · (sen (BÂC) · cos(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen (AB̂C) · cos(AB̂C) · sen 2(BÂC)) =

= 4 · sen (BÂC) · sen (AB̂C) · (cos(BÂC) · sen (AB̂C) + cos(AB̂C) · sen (BÂC)) =

= 4 · sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (BÂC + AB̂C) = 4 · sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) =

= 4 ·
√

7
8

=

√
7

2
·

Embora a relação trigonométrica f ) tenha sido deduzida em (2.29), apresentamos aqui

uma nova prova a partir de (2.41), (2.42) e (2.43):

cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB) =
b

2 · a ·
c

2 · b ·
(
− a

2 · c

)
= −1

8
· (2.97)

A relação trigonométrica g) é uma consequência de (2.95):

cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB) =

= 1− sen 2(BÂC) + 1− sen 2(AB̂C) + 1− sen 2(AĈB)

= 3− (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB)) = 3− 7
4

=
5
4

.
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Ou seja,

cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB) =
5
4

. (2.98)

A relação trigonométrica h) pode ser provada com (2.96) e (2.98):

sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =
7
8

(1− cos2(BÂC)) · (1− cos2(AB̂C)) + (1− cos2(BÂC)) · (1− cos2(AĈB))+

+ (1− cos2(AB̂C)) · (1− cos2(AĈB)) =
7
8

cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)+

− 2 · (cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB)) + 3 =
7
8

cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)+

− 2 · 5
4

+ 3 =
7
8

Assim,

cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB) =
3
8

. (2.99)

A relação trigonométrica i) segue de (2.98):

cos(2 · (BÂC)) + cos(2 · (AB̂C)) + cos(2 · (AĈB)) =

= 2 · cos2(BÂC)− 1 + 2 · cos2(AB̂C)− 1 + 2 · cos2(AĈB)− 1 =

= 2 · (cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB))− 3 = 2 · 5
4
− 3 = −1

2
·

Para a relação trigonométrica j), utilizaremos (2.94) e (2.97):

tan(BÂC) · tan(AB̂C) · tan(AĈB) =
sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)
cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB)

=

√
7

8

−1
8

= −
√

7.

Passemos à prova da relação trigonométrica k):

cot(BÂC) + cot(AB̂C) + cot(AĈB) =
cos(BÂC)
sen (BÂC)

+
cos(AB̂C)
sen (AB̂C)

+
cos(AĈB)
sen (AĈB)

=
cos(BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB) + cos(AB̂C) · sen (BÂC) · sen (AĈB)

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)
+

cos(AĈB) · sen (BÂC) · sen (AB̂C)
sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)

(2.100)



94 O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L E S UA T R I G O N O M E T R I A

Mas,

cos(AĈB) = − cos((BÂC) + (AB̂C)) = sen (BÂC) · sen (AB̂C)− cos(BÂC) · cos(AB̂C)

⇒ sen (BÂC) · sen (AB̂C) = cos(AĈB) + cos(BÂC) · cos(AB̂C).
(2.101)

Substituindo (2.101) em (2.100), obtemos que

cot(BÂC) + cot(AB̂C) + cot(AĈB) =

=
sen (AĈB)(sen (BÂC) · cos(AB̂C) + sen (AB̂C) · cos(BÂC))

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)

+
(cos(AĈB) + cos(BÂC) · cos(AB̂C)) · cos(AĈB)

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)
=

=
sen (AĈB) · sen (AĈB) + cos2(AĈB) + cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB)

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)

=
sen 2(AĈB) + cos2(AĈB) + cos(BÂC) · cos(AB̂C) · cos(AĈB)

sen (BÂC) · sen (AB̂C) · sen (AĈB)

(2.102)

Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.102), concluímos que

cot(BÂC) + cot(AB̂C) + cot(AĈB) =
1− 1

8√
7

8

=
√

7. (2.103)

A relação trigonométrica l) segue de (2.93) e (2.96). De fato,

csc2(BÂC) + csc2(AB̂C) + csc2(AĈB) =

=
1

sen 2(BÂC)
+

1
sen 2(AB̂C)

+
1

sen 2(AĈB)
=

=
sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)

sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)
=

=

7
8
7
64

= 8.

Ou seja,

csc2(BÂC) + csc2(AB̂C) + csc2(AĈB) = 8. (2.104)
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A relação trigonométrica m) pode ser provada a partir de (2.97) e (2.99):

sec2(BÂC) + sec2(AB̂C) + sec2(AĈB) =

=
1

cos2(BÂC)
+

1
cos2(AB̂C)

+
1

cos2(AĈB)
=

=
cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)

cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)
=

=

3
8
1
64

= 24.

Logo,

sec2(BÂC) + sec2(AB̂C) + sec2(AĈB) = 24. (2.105)

A relação trigonométrica n) é consequência de (2.104):

cot2(BÂC) + cot2(AB̂C) + cot2(AĈB) =

= csc2(BÂC)− 1 + csc2(AB̂C)− 1 + csc2(AĈB)− 1 =

= (csc2(BÂC) + csc2(AB̂C) + csc2(AĈB))− 3 = 8− 3 = 5.

Logo,

cot2(BÂC) + cot2(AB̂C) + cot2(AĈB) = 5. (2.106)

A relação trigonométrica o) segue diretamente de (2.105):

tan2(BÂC) + tan2(AB̂C) + tan2(AĈB) =

= sec2(BÂC)− 1 + sec2(AB̂C)− 1 + sec2(AĈB)− 1 =

= (sec2(BÂC) + sec2(AB̂C) + sec2(AĈB))− 3 = 24− 3 = 21.

A relação trigonométrica p) é provada a partir de (2.105), (2.98) e (2.97):

sec4(BÂC) + sec4(AB̂C) + sec4(AĈB) = (sec2(BÂC) + sec2(AB̂C) + sec2(AĈB))2+

− 2 · (sec2(BÂC) · sec2(AB̂C) + sec2(BÂC) · sec2(AĈB) + sec2(AB̂C) · sec2(AĈB)) =

= 242 − 2 ·
(

1
cos2(BÂC) · cos2(AB̂C)

+
1

cos2(BÂC) · cos2(AĈB)
+

1
cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)

)
=

= 242 − 2 ·
(

cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB)
cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)

)
= 576− 2 ·

5
4
1
64

= 416.

Por (2.98) e (2.99), temos a prova da relação trigonométrica q):

cos4(BÂC) + cos4(AB̂C) + cos4(AĈB) = (cos2(BÂC) + cos2(AB̂C) + cos2(AĈB))2+

− 2 · (cos2(BÂC) · cos2(AB̂C) + cos2(BÂC) · cos2(AĈB) + cos2(AB̂C) · cos2(AĈB)) =

=
(

5
4

)2

− 2 · 3
8

=
13
16

.
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A relação trigonométrica r) segue de (2.95) e (2.96):

sen 4(BÂC) + sen 4(AB̂C) + sen 4(AĈB) = (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB))2+

− 2 · (sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)) =

=
(

7
4

)2

− 2 · 7
8

=
21
16
·

A relação trigonométrica s) será provada a partir de (2.93), (2.95) e (2.106):

csc4(BÂC) + csc4(AB̂C) + csc4(AĈB) = (csc2(BÂC) + csc2(AB̂C) + csc2(AĈB))2

− 2 · (csc2(BÂC) · csc2(AB̂C) + csc2(BÂC) · csc2(AĈB) + csc2(AB̂C) · csc2(AĈB))

= (3 + 5)2 − 2 ·
(

sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB)
sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)

)
= 64− 2 ·

7
4
7
64

= 32.

Finalmente, vamos provar a relação trigonométrica t):

sec(2 · (BÂC)) + sec(2 · (AB̂C)) + sec(2 · (AĈB)) =

1
cos(2 · (BÂC))

+
1

cos(2 · (AB̂C))
+

1
cos(2 · (AĈB))

=

cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB)) + cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AĈB)) + cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C))
cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB))

(2.107)

Mas, por (2.93), (2.95) e (2.96), temos:

cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB)) =

= (1− 2 · sen 2(BÂC)) · (1− 2 · sen 2(AB̂C)) · (1− 2 · sen 2(AĈB)) =

= (1− 2 · sen 2(BÂC)) · (1− 2 · sen 2(AĈB)− 2 · sen 2(AB̂C) + 4 · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)) =

= 1− 2 · sen 2(AĈB)− 2 · sen 2(AB̂C) + 4 · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)− 2 · sen 2(BÂC)+

+ 4 · sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + 4 · sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C)+

− 8 · sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =

= 1− 2 · (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB))+

+ 4 · (sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB))+

− 8 · sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) =

= 1− 2 · 7
4

+ 4 · 7
8
− 8 · 7

64
=

1
8

.

Ou seja,

cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB)) =
1
8

. (2.108)
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Além disso, por (2.95) e (2.96), temos que

cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB)) + cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AĈB)) + cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C)) =

= (1− 2 · sen 2(AB̂C)) · (1− 2 · sen 2(AĈB)) + (1− 2 · sen 2(BÂC)) · (1− 2 · sen 2(AĈB))+

+ (1− 2 · sen 2(BÂC)) · (1− 2 · sen 2(AB̂C)) =

= 1− 2 · sen 2(AĈB)− 2 · sen 2(AB̂C) + 4 · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) + 1− 2 · sen 2(AĈB)+

− 2 · sen 2(BÂC) + 4 · sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + 1− 2 · sen 2(AB̂C)− 2 · sen 2(BÂC)

+ 4 · sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) =

= 3− 4 · (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB))+

+ 4 · (sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)) =

= 3− 4 · 7
4

+ 4 · 7
8

= −1
2

.

Ou seja,

cos(2 · (AB̂C)) · cos(2 · (AĈB)) + cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AĈB))+

+ cos(2 · (BÂC)) · cos(2 · (AB̂C)) = −1
2

.
(2.109)

Substituindo (2.108) e (2.109) em (2.107), concluímos que

sec(2 · (BÂC)) + sec(2 · (AB̂C)) + sec(2 · (AĈB)) =
−1

2
1
8

= −4.

Como consequências de algumas destas relações trigonométricas, apresentamos mais

cinco proposições que exploram propriedades geométricas de um triângulo heptagonal.

Proposição 2.21. No triângulo heptagonal 4ABC, temos que:

b2

a2 +
c2

b2 +
a2

c2 = 5.

Demonstração. Segue de (2.41), (2.42), (2.43) e (2.95) que

b2

a2 +
c2

b2 +
a2

c2 = 4 · cos2(BÂC) + 4 · cos2(AB̂C) + 4 · cos2(AĈB)

= 4 · (1− sen 2(BÂC) + 1− sen 2(AB̂C) + 1− sen 2(AĈB))

= 12− 4 · (sen 2(BÂC) + sen 2(AB̂C) + sen 2(AĈB))

= 12− 7 = 5
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Proposição 2.22. A soma dos quadrados das medidas das alturas do triângulo heptagonal

4ABC é igual à metade da soma dos quadrados das medidas dos lados deste triângulo.

Ou seja,

h2
a + h2

b + h2
c =

a2 + b2 + c2

2
,

onde ha, hb e hc denotam as medidas das alturas do triângulo heptagonal 4ABC

relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, como está ilustrado na Figura 45.

Demonstração. Temos que

sen (AB̂C) =
ha

c
⇒ ha = sen (AB̂C) · c

sen (BÂC) =
hb

c
⇒ hb = sen (BÂC) · c

sen (AB̂C) =
hc

a
⇒ hc = sen (AB̂C) · a.

Figura 45: Triângulo heptagonal 4ABC e suas alturas ha, hb e hc.

Assim,

h2
a + h2

b + h2
c = sen 2(AB̂C) · c2 + sen 2(BÂC) · c2 + sen 2(AB̂C) · a2. (2.110)
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Segue da lei dos senos que: a =
sen (BÂC) · b

sen (AB̂C)
e c =

sen (AĈB) · b
sen (AB̂C)

. Assim, por (2.110) e

(2.96), obtemos:

h2
a + h2

b + h2
c =

=
sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB) · b2 + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) · b2 + sen 2(AB̂C) · sen 2(BÂC) · b2

sen 2(AB̂C)
=

=
b2 · (sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB))

sen 2(AB̂C)

=
7
8
· b2

sen 2(AB̂C)
.

Ou seja,

h2
a + h2

b + h2
c =

7
8
· b2

sen 2(AB̂C)
. (2.111)

Pela lei dos senos, sen (AB̂C) =
b

2 · R . Logo, (2.111) torna-se

h2
a + h2

b + h2
c =

7
8
· b2

b2

4 · R2

=
7 · R2

2
. (2.112)

Segue da Proposição 2.13 e de (2.112) que

h2
a + h2

b + h2
c =

7
2
· a2 + b2 + c2

7
=

a2 + b2 + c2

2
·

Proposição 2.23. A cotangente do ângulo de Brocard do triângulo heptagonal 4ABC é

igual a
√

7.

Demonstração. Sejam α e T a medida do ângulo de Brocard e o primeiro ponto de

Brocard do triângulo heptagonal 4ABC, respectivamente, como está ilustrado na

Figura 46.

Figura 46: Ângulo e ponto de Brocard do triângulo heptagonal 4ABC.
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De acordo com a Proposição 1.23 e por (2.103), concluímos que

cot(α) = cot(BÂC) + cot(AB̂C) + cot(AĈB) =
√

7.

Proposição 2.24. Para o triângulo heptagonal 4ABC, vale que:

1
a2 +

1
b2 +

1
c2 =

2
R2 .

Demonstração. Segue da lei dos senos que

a = 2 · R · sen (BÂC)

b = 2 · R · sen (AB̂C)

c = 2 · R · sen (AĈB).

Assim,
1
a2 +

1
b2 +

1
c2 =

=
1

4 · R2 · sen 2(BÂC)
+

1
4 · R2 · sen 2(AB̂C)

+
1

4 · R2 · sen 2(AĈB)
=

=
sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) + sen 2(BÂC) · sen 2(AĈB) + sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)

4 · R2 · sen 2(BÂC) · sen 2(AB̂C) · sen 2(AĈB)
.

Portanto, por (2.93) e (2.96),

1
a2 +

1
b2 +

1
c2 =

7
8

4 · R2 · 7
64

=
2

R2 ·

Proposição 2.25. Se A′, B′, C′ são os pés das alturas correspondentes aos vértices A, B, C

do triângulo heptagonal 4ABC, respectivamente, então

BA′ · A′C =
a · c

4
, CB′ · B′A =

a · b
4

e AC′ · C′B =
b · c

4
.

Demonstração. A medida BA′ será determinada a partir do triângulo retângulo4AA′B,

ilustrado na Figura 45, e de (2.42):

cos(AB̂C) =
BA′

c
⇒ BA′ = c · cos(AB̂C) = c · c

2 · b =
c2

2 · b · (2.113)
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Como o ângulo 6 A′CA é suplementar ao ângulo 6 ACB, que mede
4 · π

7
, então A′ĈA =

3 · π
7

. Assim, por (2.8) e (2.43), temos:

cos
(

3 · π
7

)
=

A′C
b
⇒ − cos(AĈB) =

A′C
b
⇒ A′C = −b · cos(AĈB) =

a · b
2 · c · (2.114)

Multiplicando (2.113) e (2.114), obtemos que

BA′ · A′C =
c2

2 · b ·
a · b
2 · c =

a · c
4
·

Em relação ao triângulo 4BB′C, notamos que o ângulo 6 B′CB mede
3 · π

7
, pois ele é

suplementar ao ângulo 6 ACB. Logo, por (2.8) e (2.43), temos:

cos
(

3 · π
7

)
= − cos(AĈB) =

CB′

a
⇒ CB′ = −a · cos(AĈB) =

a2

2 · c · (2.115)

A medida B′A será determinada a partir do triângulo retângulo 4AB′B, ilustrado na

Figura 45, e de (2.43):

cos(BÂC) =
B′A

c
⇒ B′A = c · cos(BÂC) = c · b

2 · a =
b · c
2 · a · (2.116)

Multiplicando (2.115) e (2.116), obtemos

CB′ · B′A =
a2

2 · c ·
b · c
2 · a =

a · b
4
·

Finalmente, a medida AC′ será determinada a partir do triângulo retângulo 4AC′C,

ilustrado na Figura 45, e de (2.41):

cos(BÂC) =
AC′

b
⇒ AC′ = b · cos(BÂC) = b · b

2 · a =
b2

2 · a · (2.117)

Já a medida C′B, vamos determinar através do triângulo 4BCC′ e de (2.42):

cos(AB̂C) =
C′B

a
⇒ C′B = a · cos(AB̂C) = a · c

2 · b =
a · c
2 · b · (2.118)

Multiplicando (2.117) e (2.118), concluímos que

AC′ · C′B =
b2

2 · a ·
a · c
2 · b =

b · c
4

.
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H E P TA G O N A L

Este capítulo explora propriedades do triângulo heptagonal, apresentadas no artigo

[4]. Com exceção da Proposição 3.7, os outros resultados não estão diretamente

relacionados à trigonometria de um triângulo. Observamos que continuamos nos

baseando nas condições da Observação 2.7.

Proposição 3.1. Se A′, B′ e C′ são os pés das alturas relativas aos vértices A, B, C

do triângulo heptagonal 4ABC, respectivamente, como está ilustrado na Figura 47, o

triângulo órtico 4A′B′C′ é semelhante ao triângulo 4ABC e seu perímetro é igual à

metade do perímetro do triângulo 4ABC.

Figura 47: Triângulo órtico 4A′B′C′ do triângulo heptagonal 4ABC.
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Demonstração. Começamos calculando a medida do ângulo 6 A′C′B′. Para isso, obte-

mos

B′ĈB = π − AĈB = π − 4 · π
7

=
3 · π

7
· (3.1)

De acordo com a Proposição 1.15, o quadrilátero CB′BC′é inscritível, pois como os

ângulos opostos 6 CC′B e 6 CB′B são retos, sua soma é igual a π. Pela Observação 1.16

e por (3.1), podemos dizer que

CĈ′B′ = CB̂B′

= π − CB̂′B− B′ĈB

= π − π

2
− 3 · π

7

=
π

14
·

(3.2)

Segue de CÂ′A = AĈ′C =
π

2
que o quadrilátero A′AC′C é inscritível. Dessa forma,

temos:

A′Ĉ′C = A′ ÂC = π − AÂ′C− AĈA′

= π − π

2
− (π − AĈB)

= π − π

2
− 3 · π

7
=

π

14
·

(3.3)

Por (3.2) e (3.3), obtemos

A′Ĉ′B′ = A′Ĉ′C + CĈ′B′

=
π

14
+

π

14
=

π

7
·

(3.4)

De modo análogo, determinamos a medida do ângulo 6 A′B′C′.

C′B̂′B = C′ĈB = π − CĈ′B− C′B̂C

= π − π

2
− 2 · π

7
=

3 · π
14
·

(3.5)

Por (3.5),
CB̂′C′ = CB̂′B− C′B̂′B

=
π

2
− 3 · π

14
=

2 · π
7
·

(3.6)
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Uma vez que AÂ′B = AB̂′B =
π

2
, segue que o quadrilátero AA′B′B é igualmente

inscritível. Por (3.3), temos:

A′ ÂB + A′B̂′B = π

A′ ÂC + CÂB + A′B̂′C + CB̂′B = π

π

14
+

π

7
+ A′B̂′C +

π

2
= π

A′B̂′C =
2 · π

7
·

(3.7)

Por (3.6) e (3.7), obtemos

A′B̂′C′ = A′B̂′C + CB̂′C′ =
2 · π

7
+

2 · π
7

=
4 · π

7
· (3.8)

Assim, por (3.4), (3.8) e pelo caso ângulo-ângulo de semelhança de triãngulos, temos

que são semelhantes os triângulos 4ABC e 4A′B′C′, em relação à correspondência

ABC ←→ C′A′B′ entre seus vértices.

Com relação a segunda afirmação da Proposição, na qual diz que o perímetro do

triângulo órtico 4A′B′C′ equivale a metade do perímetro do triângulo heptagonal

4ABC, para justificar essa afirmação temos que saber que o triângulo órtico 4A′B′C′

está inscrito na circunferência de nove pontos do triângulo 4ABC - podemos ver

a demonstração das propriedades da circunferência de nove pontos na Proposição

1.19 - e o raio da circunferência de nove pontos é metade do raio da circunferência

circunscrita ao triângulo 4ABC (Proposição 1.21). Assim, os lados do triângulo

4A′B′C′ também serão iguais a metade dos lados correspondentes ao triângulo4ABC.

Também podemos afirmar que o triângulo órtico 4A′B′C′ é congruente ao triângulo

medial do triângulo 4ABC (o triângulo medial está descrito na Proposição 1.1) .

Proposição 3.2. O raio da circunferência ex-inscrita relativa ao vértice A do triângulo

heptagonal 4ABC é igual ao raio da circunferência de nove pontos do mesmo triângulo.

Demonstração. Dados os triângulo heptagonal 4ABC e seus elementos: o triângulo

órtico 4A′B′C′, a circunferência de nove pontos com centro ON, a circunferência ex-

inscrita relativa ao vértice A com centro Ia e a bissetriz
←→
AIa do ângulo 6 BAC. Também

são dados M, N e P, que são os pontos de tangência da circunferência ex-inscrita com
−→
AC, BC e

−→
AB, respectivamente, conforme ilustra a Figura 48.
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Figura 48: Circunferência ex-inscrita ao triângulo4ABC oposta ao vétice A e outros elementos

Os triângulos 4AMIa e 4APIa são congruentes: AM̂Ia = AP̂Ia =
π

2
, PIa = MIa

e compartilham a mesma hipotenusa, AIa. Então, pelo caso de congruência entre

triângulos retângulos, 4AMIa ≡ 4APIa.

Consequentemente, o triângulo 4AMP é isósceles de base MP e a bissetriz
←→
AIa é

perpendicular ao segmento MP. Como o ângulo 6 MAP é congruente ao ângulo 6 BAC,

MÂP =
π

7
e AP̂M = AM̂P =

3 · π
7

.

Por (3.3), A′Ĉ′C =
π

14
e AĈ′C =

π

2
, já que C′ é o pé da altura relativa ao vértice C.

A medida do ângulo 6 AC′A′ será igual a AĈ′C− A′Ĉ′C =
3 · π

7
. Portanto, as medidas

dos ângulos 6 APM e 6 AC′A′ são iguais e os segmentos MP e A′C′ são paralelos.

Vamos determinar as medidas dos ângulos do triângulo 4MNP. Observando o

triângulo 4PBN:

• PB̂N = π − AB̂C = π − 2 · π
7

=
5 · π

7
;

• PB ≡ BN, ou seja, o triângulo 4PBN é isósceles;

• NP̂B = PN̂B =
(

π − 5 · π
7

)
÷ 2 =

π

7
.

Dessas observações decorre que: MP̂N = AP̂M− NP̂B =
3 · π

7
− π

7
=

2 · π
7

.

Analisando agora o triângulo 4CMN:

• MĈN = π − AĈB = π − 4 · π
7

=
3 · π

7
;

• CM ≡ CN, ou seja, o triângulo 4CMN é isósceles;

• CM̂N = CN̂M =
(

π − 3 · π
7

)
÷ 2 =

2 · π
7

.

Diante dessas afirmações, temos: NM̂P = AM̂P− CM̂N =
3 · π

7
− 2 · π

7
=

π

7
.
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Sabendo as medidas dos ângulos 6 MPN e 6 NMP, podemos determinar a medida

do ângulo 6 MNP: MN̂P = π −MP̂N − NM̂P = π − 2 · π
7
− π

7
=

4 · π
7

.

Portanto, o triângulo 4MNP é heptagonal. Como os segmentos MP e A′C′ são

paralelos, então: NP ‖ A′B′ e MN ‖ B′C′.

Prolongando o segmento NP, ele encontrará o lado AC no ponto Q, conforme

ilustrado na Figura 48.

Observando o triângulo 4MQP, temos que QM̂P =
3 · π

7
e MP̂Q =

2 · π
7

. Logo,

MQ̂P =
2 · π

7
. Portanto, o triângulo 4MQP é isósceles e MP ≡ MQ.

Em relação ao triângulo4QAP notamos que AP̂Q = NP̂B =
π

7
e QÂP =

π

7
. Ou seja,

AQ̂P = π − AP̂Q− QÂP = π − π

7
− π

7
=

5 · π
7

. Portanto, esse triângulo é também

isósceles e PQ ≡ AQ.

O triângulo 4MQN possui os ângulos com medidas:

• MQ̂N = π − AQ̂P = π − 5 · π
7

=
2 · π

7
;

• QM̂N = AM̂P− NM̂P =
3 · π

7
− π

7
=

2 · π
7

;

• MN̂Q = π −MQ̂N −QM̂N = π − 2 · π
7
− 2 · π

7
=

3 · π
7

.

Portanto, o triângulo 4MQN é isósceles e MN ≡ NQ.

Através das especificidades dos triângulos 4MAP,4QAP e 4MQN podemos dizer

que:

AP = AM = AQ + QM = QP + QM = QN + NP + QM = MN + NP + PM.

Logo, a medida AP é igual ao perímetro do triângulo 4MNP.

Ainda sobre o segmento AP, vamos determinar a sua medida usando como parâmetro

as medidas dos lados do triângulo heptagonal 4ABC, sendo BC = a, AC = b, AB =

c e p =
a + b + c

2
. Já sabemos que AP = AM. Então:

2 · AP = AP + AM = (AB + BP) + (AC + CM) = (AB + AC) + (BP + CM)

= (b + c) + (BN + CN) = b + c + a

AP =
a + b + c

2
·

Isto posto, AP é igual ao semiperímetro do triângulo 4ABC.
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Na Proposição 3.1 foi provado que o perímetro do triângulo órtico 4A′B′C′ equivale

a metade do perímetro do triângulo heptagonal 4ABC.

Então AP é igual ao perímetro do triângulo órtico4A′B′C′, assim como ao perímetro

do triângulo 4MNP. Como os triângulos 4A′B′C′ e o triângulo 4MNP são hepta-

gonais e possuem o mesmo perímetro, a circunferência circunscrita a eles possuem o

mesmo raio. Assim, o raio da circunferência ex-inscrita ao triângulo heptagonal 4ABC

oposta ao vértice A e o raio da circunferência de nove pontos desse mesmo triângulo

são iguais.

Proposição 3.3. Em relação ao triângulo heptagonal 4ABC, isto é, BÂC =
π

7
, AB̂C =

2 · π
7

e BĈA =
4 · π

7
, sejam

−→
BF e

−→
CG as bissetrizes internas dos ângulos 6 ABC e 6 BCA,

respectivamente, com A− F− C e A− G− B, e
−→
AL a bissetriz externa do ângulo 6 BAC,

com B− C− L. Então

BF = AB− BC, CG = CA− BC, AL = CA + AB.

Demonstração. Observamos que como ao maior ângulo de um triângulo está oposto

o maior lado, então AB > AC > BC. Comecemos mostrando que BF = AB − BC.

Como AB̂F = BÂF =
π

7
, temos que o triângulo 4ABF é isósceles, com AF = BF. Pelo

Teorema da bissetriz interna (Proposição 1.6), temos que

AB
AF

=
BC
FC

.

Mas, AF = BF e FC = AC− AF = AC− BF. Logo,

AB
BF

=
BC

AC− BF
,

donde

BF =
AC · AB
BC + AB

=
AC · AB
BC + AB

· AB− BC
AB− BC

.

Sendo a = BC, b = AC e c = AB. mostramos que

BF =
b · c · (c− a)

c2 − a2 .

Por (2.49), temos que

BF =
b · c · (c− a)

b · c = c− a.

Ou seja, BF = AB− BC. Analogamente, obtém-se que CG = CA− BC.
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Como CÂL = AĈL =
3 · π

7
, temos que o triângulo 4ALC é isósceles, com AL = LC.

Pelo Teorema da bissetriz externa (Proposição 1.7), temos que

AB
BL

=
AC
CL

.

Mas, AL = LC e BL = BC + CL = a + AL. Logo,

c
a + AL

=
b

AL
,

donde

AL =
a · b
c− b

=
a · b
c− b

· c + b
c + b

.

Mostramos que

AL =
a · b · (c + b)

c2 − b2 .

Por (2.49), temos que

AL =
a · b · (c + b)

a · b = c + b.

Ou seja, AL = AB + AC.

Proposição 3.4. O triângulo4I Ib Ic que é formado pelo incentro do triângulo heptagonal

4ABC e pelos ex-incentros relativos aos vértices B e C é semelhante ao triângulo 4ABC

(figura 49).

Figura 49: Triângulo 4I Ib Ic
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Demonstração. Observando a Figura 49, que além do triângulo heptagonal 4ABC

e do triângulo 4I Ib Ic, temos traçados as retas em pontilhado que correspondem as

bissetrizes internas e externas dos ângulos formados pelos vértices do triângulo 4ABC.

A medida do ângulo 6 BIC é igual a
4 · π

7
, pois IB̂C =

π

7
e IĈB =

2 · π
7

. Como os

ângulos 6 BIC e 6 Ib I Ic têm a mesma medida por serem opostos pelo vértice, o ângulo
6 Ib I Ic também mede

4 · π
7

.

A bissetriz externa do vértice C passa por Ib, pois
←→
BC e AC são tangentes à circun-

ferência ex-inscrita oposta ao vértice B. O mesmo ocorre com a bissetriz externa ao

vértice A, pois
←→
AB também é tangente a mesma circunferência ja mencionada.

Sobre o quadrilátero CIAIb podemos dizer que ele é inscritível, pois os ângulos 6 ICIb

e 6 IAIb são retos. Ambos os ângulos são formados pela intersecção das bissetrizes

internas e externas dos ângulos 6 ABC e 6 BAC.

Dessa forma, a medida do ângulo 6 I Ib A é igual a medida do ângulo 6 ICA, que é

igual a
2 · π

7
.

Sabendo que Ib Î Ic =
4 · π

7
e I Îb A =

2 · π
7

, é fácil concluir que I Îc Ib =
π

7
. Portanto, o

triângulo 4I Ib Ic é heptagonal.

Lema 3.5. O triângulo tangencial do triângulo heptagonal4ABC é também um triângulo

heptagonal.

Demonstração. Pela Proposição 1.35, os triângulos tangencial e órtico de um mesmo

triângulo são semelhantes; na Proposição 3.1 foi demonstrado que o triângulo órtico

de um triângulo heptagonal também é um triângulo heptagonal. Portanto, o triângulo

tangencial de um triângulo heptagonal também é heptagonal.

Vamos determinar quais os valores dos ângulos do triângulo tangencial.

Dado o triângulo heptagonal 4ABC inscrito numa circunferância com centro O.

O triângulo tangencial será definido pelas retas tangentes à circunferância, sendo r

tangente em A, s tangente em B e t tangente em C. Os vértices do triângulo tangencial

serão T1 = r ∩ s, T2 = s ∩ t e T3 = r ∩ t. O triângulo 4T1T2T3 é o triangulo tangencial

do triângulo heptagonal 4ABC. A construção pode ser observada na Figura 50.
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Figura 50: Triângulo heptagonal 4ABC e seu triângulo tangencial 4T1T2T3.

De acordo com o Teorema do ângulo de segmento (Proposição 1.11), T2B̂C =
1
2
· BÔC

e pelo Teorema do ângulo inscrito (Proposição 1.9) BÂC =
1
2
· BÔC. Portanto, T2B̂C =

BÂC =
π

7
. De maneira análoga, T2ĈB = BÂC =

π

7
. Analisando o triângulo 4T2BC

temos:

BT̂2C = π − T2B̂C− T2ĈB = π − π

7
− π

7
=

5 · π
7

.

Como o ângulo 6 T1T2T3 é suplementar ao ângulo 6 BT2C, vamos obter:

T1T̂2T3 = π − BT̂2C = π − 5 · π
7

=
2 · π

7
. (3.9)

Fazendo o mesmo tipo de análise em relação ao triângulo 4T3AC temos:

T3ÂC = T3ĈA = AB̂C =
2 · π

7
.

Com relação ao ângulo 6 AT3C:

AT̂3C = π − T3ÂC− T3ĈA = π − 2 · π
7
− 2 · π

7
=

3 · π
7

.
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Como 6 T1T3T2 é suplementar ao ângulo 6 AT3C podemos dizer que

T1T̂3T2 = π − AT̂3C = π − 3 · π
7

=
4 · π

7
. (3.10)

Com os resultados das equações (3.9) e (3.10) podemos determinar a medida do

ângulo 6 T2T1T3:

T2T̂1T3 = π − T1T̂2T3 − T1T̂3T2 = π − 2 · π
7
− 4 · π

7
=

π

7
. (3.11)

Como BÂC = T2T̂1T3 =
π

7
, AB̂C = T1T̂2T3 =

2 · π
7

e AĈB = T1T̂3T2 =
4 · π

7
, podemos

dizer que existe uma correspondência entre os pares de vértices A e T1, B e T2 e

C e T3. Os ângulos formados entre os vértices do triângulo tangencial 4T1T2T3 e o seu

circuncentro O′ será o mesmo que os vértices do triângulo heptagonal 4ABC e seu

circuncentro O.

Da equação (2.35) podemos tirar a seguinte relação:

T2Ô′T3 = BÔC =
2 · π

7
. (3.12)

Em relação a equação (2.36) temos:

T1Ô′T3 = AÔC =
4 · π

7
. (3.13)

Já da equação (2.37):

T1Ô′T2 = AÔB =
6 · π

7
. (3.14)

Proposição 3.6. O perímetro de um triângulo heptagonal é igual a metade do perímetro

do seu triângulo tangencial.

Demonstração. O lema 3.5 afirma que o triângulo heptagonal é semelhante ao seu

triângulo tangencial. Dessa forma, lado c do triângulo heptagonal 4ABC é semelhante

ao lado T1T2 do triângulo tangencial 4T1T2T3, já que T2T̂1T3 =
π

7
(equação (3.11)) e

T1T̂2T3 =
2 · π

7
(equação (3.9)).
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Pela lei dos senos, c = 2 · R · sen
(

4 · π
7

)
. Vamos demonstrar que T1T2 = 4 · R ·

sen
(

4 · π
7

)
.

Conforme ilustra a Figura 50, T1T2 = BT1 − BT2. Vamos determinar as medidas de

BT1 e BT2.

Observando o triângulo 4ABT1, temos que ele é isósceles de base c, já que as retas
←→
AT1 e

←→
BT1 são tangentes na cicuferência circunscrita ao triângulo heptagonal 4ABC

nos pontos A e B. Como T2T̂1T3 =
π

7
, temos que AB̂T1 = BÂT1 =

3 · π
7

e BT1 = AT1.

Lembrando que, pela lei dos senos, a = 2 · R · sen
(π

7

)
, cos

(
4 · π

7

)
= − a

2 · c (equação

(2.43)) e cos
(

3 · π
7

)
= − cos

(
4 · π

7

)
(equação 2.8), usaremos a lei dos cossenos para

determinar BT1:

BT2
1 = AT2

1 + c2 − 2 · AT1 · c · cos
(

3 · π
7

)
BT2

1 = BT2
1 + c2 + 2 · BT1 · c · cos

(
4 · π

7

)
BT2

1 = BT2
1 + c2 − 2 · BT1 · c ·

a
2 · c

BT2
1 = BT2

1 + c2 − a · BT1

BT1 =
c2

a
=

4 · R2 · sen 2
(

4 · π
7

)
2 · R · sen

(π

7

) =
2 · R · sen 2

(
4 · π

7

)
sen

(π

7

)

BT1 =
4 · R · sen

(
4 · π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
sen

(π

7

)

BT1 =
8 · R · sen

(π

7

)
· cos

(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
sen

(π

7

)
BT1 = 8 · R · cos

(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
. (3.15)

Analisando o triângulo 4BCT2, temos que ele também é isósceles, pois as re-

tas
←→
BT2 e

←→
CT2 são tangentes à circunferência circunscrita ao triângulo heptagonal

4ABC nos pontos B e C. O segmento a é base do triângulo 4BCT2, BT2 = CT2,

BT̂2C = π − T1T̂2T3 = π − 2 · π
7

=
5 · π

7
(T1T̂2T3 está demonstrado na equação (3.9))
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e BĈT2 = CB̂T2 =
π

7
. Lembrando que pela lei dos senos b = 2 · R · sen

(
2 · π

7

)
,

sen
(π

7

)
= sen

(
6 · π

7

)
(equação (2.24)), sen

(
3 · π

7

)
= sen

(
4 · π

7

)
(equação

(2.7)), cos
(

3 · π
7

)
= − cos

(
4 · π

7

)
(equação (2.8)) e que cos

(π

7

)
=

b
2 · a (equa-

ção (2.41)), vamos usar a lei dos cossenos para determinar BT2:

BT2
2 =CT2

2 + a2 − 2 · CT2 · a · cos
(π

7

)
BT2

2 =BT2
2 + a2 − 2 · BT2 · a ·

b
2 · a

BT2 =
a2

b
=

4 · R2 · sen 2
(π

7

)
2 · R · sen

(
2 · π

7

) =
2 · R · sen 2

(π

7

)
2 · sen

(π

7

)
· cos

(π

7

)

BT2 =
R · sen

(π

7

)
cos

(π

7

) =
R · sen

(
6 · π

7

)
cos

(π

7

) =
2 · R · sen

(
3 · π

7

)
· cos

(
3 · π

7

)
cos

(π

7

)

BT2 =−
2 · R · sen

(
4 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
cos

(π

7

) = −
4 · R · sen

(
2 · π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
cos

(π

7

)

BT2 =−
8 · R · sen

(π

7

)
· cos

(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
cos

(π

7

)
BT2 =− 8 · R · sen

(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
.

Usando esse último resultado, o resultado de (3.15) e lembrando que sen
(

5 · π
7

)
=

sen
(

2 · π
7

)
(equação (2.11)), vamos determinar T1T2:

T1T2 =BT1 − BT2

T1T2 =8 · R · cos
(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
+ 8 · R · sen

(π

7

)
· cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
T1T2 =8 · R · cos

(
2 · π

7

)
·
(

cos
(π

7

)
· sen

(
4 · π

7

)
+ sen

(π

7

)
· cos

(
4 · π

7

))
T1T2 =8 · R · cos

(
2 · π

7

)
· sen

(
5 · π

7

)
= 8 · R · cos

(
2 · π

7

)
· sen

(
2 · π

7

)
T1T2 =4 · R · sen

(
4 · π

7

)
.
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Proposição 3.7. O circuncentro do triângulo tangencial coincide com o simétrico do

circuncentro do triângulo heptagonal em relação ao seu ortocentro.

Demonstração. Dados o triângulo heptagonal4ABC, o seu triângulo tangencial4T1T2T3

construído nas mesmas condições que na demonstração do Lema 3.5 e seu circuncentro

O. Podemos acompanhar a construção dessa demonstração na Figura 51. Sendo as

retas
←→
AT3 e

←→
CT3 tangentes à circunferência circunscrita ao triângulo heptagonal 4ABC

e R o raio da mesma circunferência, os ângulos 6 OCT3 e 6 OAT3 são iguais a
π

2
e

OA = OC = R. Então os triângulos 4OAT3 e 4OCT3 são congruentes pelo caso de

congruência de triângulos retângulos.

Figura 51: Triângulo heptagonal4ABC, seu triângulo tangencial4T1T2T3, seu triângulo órtico

4A′B′C′ e outros pontos relevantes.

A medida do ângulo 6 AOC é igual a
4 · π

7
,(equação (2.36)). Com essa informação e

sabendo da congruência entre os triângulos 4OAT3 e 4OCT3 podemos determinar a

medida do ângulo 6 AOT3:

AÔT3 =
AÔC

2
=

4 · π
7
2

=
2 · π

7
. (3.16)
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Usando esse último resultado e observando o triângulo 4OT3A, determinaremos a

medida do ângulo 6 OT3A:

OT̂3A = π − AÔT3 −OÂT3 = π − 2 · π
7
− π

2
=

3 · π
14

. (3.17)

Ainda observando o triângulo4OT3A, vamos estabelecer um valor para OT3 fazendo

uso do resultado da equação (3.16):

cos(AÔT3) =
R

OT3
⇒ cos

(
2 · π

7

)
=

R
OT3

⇒ OT3 =
R

cos
(

2 · π
7

) . (3.18)

De acordo com a Proposição 3.6 o perímetro do triângulo tangencial é igual ao dobro

do perímetro do triângulo heptagonal, então caso o raio do triângulo heptagonal seja

igual a R, o raio do seu triângulo tangencial será igual a 2 · R. O triângulo 4T1O′T3

é isósceles, com O′T1 = O′T3 = 2 · R. A medida do ângulo 6 T1O′T3 é igual a
4 · π

7
(equação (3.13)). Com essas informações podemos determinar a medida do ângulo
6 O′T3T1:

O′T̂3T1 =
π − T1Ô′T3

2
=

π − 4 · π
7

2
=

3 · π
14

.

Usando esse último resultado e o resultado da equação (3.17) podemos determinar a

medida do ângulo 6 OT3O′:

OT̂3O′ = π −OT̂3A−O′T̂3T1 = π − 3 · π
14
− 3 · π

14
=

4 · π
7

. (3.19)

Vamos determinar a medida do segmento OO′ obeservando o triângulo 4OO′T3 e

fazendo uso dos resultados da última equação e da equação (3.18):
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OO′2 = O′T2
3 + OT2

3 − 2 ·O′T3 ·OT3 · cos(O′T̂3O)

= (2 · R)2 +

 R

cos
(

2 · π
7

)


2

− 2 · 2 · R · R

cos
(

2 · π
7

) · cos
(

4 · π
7

)

= 4 · R2 +
R2

cos2

(
2 · π

7

) − 4 · R2

cos
(

2 · π
7

) · cos
(

4 · π
7

)

= R2 ·

4 +
1

cos2

(
2 · π

7

) − 4 · cos
(

4 · π
7

)
cos

(
2 · π

7

)


= R2 ·

4 · cos2
(

2 · π
7

)
− 4 · cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 1

cos2

(
2 · π

7

)
 . (3.20)

Pela equação (2.18):

cos2
(

2 · π
7

)
− cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

1
4
⇒ cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
=

1
4
− cos2

(
2 · π

7

)
.

Substituindo esse último resultado na equação (3.20):

OO′2 = R2 ·

4 · cos2
(

2 · π
7

)
− 4 · cos

(
2 · π

7

)
· cos

(
4 · π

7

)
+ 1

cos2

(
2 · π

7

)


= R2 ·

4 · cos2
(

2 · π
7

)
− 4 ·

(
1
4
− cos2

(
2 · π

7

))
+ 1

cos2

(
2 · π

7

)


= R2 ·

4 · cos2
(

2 · π
7

)
− 1 + 4 · cos2

(
2 · π

7

)
+ 1

cos2

(
2 · π

7

)


= R2

8 · cos2
(

2 · π
7

)
cos2

(
2 · π

7

)
 = 8 · R2 ⇒ OO′ = 2 · R ·

√
2. (3.21)
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Na Proposição 1.28 diz que duas circunferâncias não concêntricas possuem dois

centros de homotetia; um interno ao segmento que possui como extremos os centros

dessas circunferências e outro externo a esse segmento, porém está sobre a reta que

também passa pelos centros.

Os triângulos órtico 4A′B′C′ e tangencial 4T1T2T3 do triângulo heptagonal 4ABC

estão em homotetia, conforme demostra a Proposição 1.35. Portanto o seu centro de

homotetia está na reta NO′, sendo O′ o circuncentro do triângulo tangencial 4T1T2T3

e N o circuncentro do triângulo órtico 4A′B′C′, lembrando que N é o centro da

circunferência de nove pontos (Proposição 1.30).

Devemos descobrir se o centro de homotetia dos triângulo tangencial 4T1T2T3 e

órtico 4A′B′C′ é interno ou externo ao segmento NO′.

O centro de homotetia S pertence à reta de Euler, assim como os pontos O′ e N,

como demonstrado nas Proposições 1.36 e 1.37.

A razão de homotetia entre os triângulos órtico 4A′B′C′ e tangencial 4T1T2T3 é

igual a
1
4

, pois o perímetro do triângulo órtico 4A′B′C′ é igual a metade do perímetro

do triângulo heptagonal 4ABC (Proposição 3.1) e o perímetro do triângulo tangencial

4T1T2T3 é igual ao dobro do triângulo heptagonal 4ABC (Proposição 3.6).

O centro de homotetia S deve dividir a reta
←→
NO′ numa razão

1
4

em relação ao

segmento NO′, de acordo com a Proposição 1.28.

Deve-se destacar que o circuncentro O e o ortocentro H também pertencem à reta

de Euler (Proposição 1.17) e são pontos correspondentes de homotetia, já que são os

ex-centros dos triângulos tangencial 4T1T2T3 e órtico 4A′B′C′ (Proposições 1.31 e

1.34).

O ponto N é ponto médio de OH (Proposição 1.19). Então:

H − N −O

A medida OH é igual a R ·
√

2 (Proposição 2.16). Portanto, ON =
R ·
√

2
2

.

A medida OO′ é igual a 2 · R ·
√

2 (equação (3.21)). Se o centro de homotetia S for

externo ao segmento NO′ ele coincidirá com o ponto O, pois
ON
OO′

=

R ·
√

2
2

2 · R
√

2
=

1
4

.
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Porém isso é um absurdo, pois como já foi mencionado, os pontos O e H são pontos

correpondentes na homotetia e devem estar numa razão de
1
4

em relação ao centro de

homotetia, o que é impossível nesse caso.

Portanto o centro de homotetia S dos triângulos órtico4A′B′C′ e tangencial4T1T2T3

está contido no segmento NO′.

Desa forma, o ponto S também está entre O e H, sendo HS =
1
4
· SO. Como N é

ponto médio de OH, S está entre H e N.

H − S− N −O.

O ponto O′ é oposto a N em relação a S. Então O′ também é oposto a O em relação

a S. Como OO′ > OH, temos:

O′ − H − S− N −O. (3.22)

O ponto H está entre O e O′. Como OH = R
√

2 (Proposição 2.16) e OO′ = 2 · R ·
√

2

(equação (3.21)), temos que H é ponto médio de OO′, ou seja, O′ é simétrico a O em

relação a H.





4
O T R I Â N G U L O H E P TA G O N A L N O P L A N O

C O M P L E X O

Neste capítulo, estudamos algumas propriedades dos triângulos heptagonais usando

a abordagem dos números complexos, assim como o heptágono regular.

Iremos definir os vértices do heptágono regular no plano complexo usando as raízes

da unidade e depois determinar quais serão os vértices do triângulo heptagonal.

Faremos a demonstração de uma Proposição que consta no artigo [4], mas essa

demonstração estará inspirada na apresentada por Paul Yiu no artigo [9].

Proposição 4.1. Os afixos das raízes da unidade para n = 7 correspondem aos vértices de

um heptágono regular.

Demonstração. Podemos representar o heptágono regular no plano complexo ao utilizar

a fórmula para as raízes da unidade (equação (1.25)) para n = 7.

A fórmula a ser utilizada para esse caso será:

ω = cos
(

2 · k · π
7

)
+ i · sen

(
2 · k · π

7

)
,

com k = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Teremos como raízes ω0, ω, ω2, ω3, ω4, ω5 e ω6. Seus afixos correspondem aos

vértices de um heptágono regular no plano complexo, cuja circunferência circuscrita

possui centro O = (0, 0) e raio R = 1, conforme a Figura 52.
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Figura 52: Heptágono regular no plano complexo.

A demonstração da Proposição 2.2 pode ser realizada utilizando números complexos,

como veremos a seguir.

Proposição 4.2. A distância do ponto médio do lado AB de um heptágono regular

ABCDEFG inscrito em uma circunferência até o ponto médio do raio perpendicular ao

lado BC, é igual a metade do lado do quadrado inscrito na mesma circunferência.

Demonstração. Vamos designar os vértices do heptágono regular F, G, A, ..., E como os

afixos das raízes n-ésimas da unidade para n = 7, respectivamente, 1, ω, ω2, ω3, ω4, ω5 e ω6.

Nesse caso, vamos considerar que o raio da circunferência circunscrita ao heptágono

regular é igual a 1, o que leva ao lado do quadrado inscrito nessa mesma circunferência

ser igual a
√

2. O ponto médio U de AB corresponde a u =
ω2 + ω3

2
e o ponto médio V

do raio perpendicular ao segmento BC equivale a v =
−1
2

, como pode ser observado na

Figura 53.
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Figura 53: Heptágono Regular ABCDEFG no plano complexo

Para determinar o valor de UV utilizando coordenadas complexas, podemos desen-

volver os cálculos da seguinte forma:

UV2 = (u− v) · (u− v)

UV2 =
(

ω2 + ω3

2
+

1
2

)
·
(

ω4 + ω5

2
+

1
2

)
UV2 =

ω6 + ω7 + ω2 + ω7 + ω8 + ω3 + ω4 + ω5 + 1
4

UV2 =
1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 + ω5 + ω6 + 2

4
· (4.1)

Substituindo (1.29) em (4.1), obtemos

UV2 =
2
4

UV =

√
2
4

=

√
2

2
·

Observação 4.3. Tratando-se do triângulo heptagonal 4ABC, vamos considerar seus

vértices A = ω4, B = ω e C = ω2 (Figura 54).
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Figura 54: Triângulo heptagonal 4ABC no plano complexo

Os ângulos formados nos vértices A, B e C correspondem a
π

7
,

2 · π
7

e
4 · π

7
. Para

chegar nesse resultado, podemos usar o mesmo princípio usado na Proposição 2.6.

Vamos destacar alguns pontos importantes associados ao triângulo heptagonal

4ABC.

Proposição 4.4. As coordenadas do ortocentro H do triângulo heptagonal no plano

complexo corresponde a H = ω + ω2 + ω4.

Demonstração. Pela equação (2.71) temos que BH =
c · R

b
. Como R = 1, b = ω4 −

ω2, c = ω−ω4 e considerando que τ representa H no plano complexo, segue que:

τ −ω =
ω−ω4

ω4 −ω2 =
ω8 −ω4

ω4 −ω2 =
(ω4 −ω2) · (ω4 + ω2)

ω4 −ω2 ⇒ τ = ω + ω2 + ω4.

Proposição 4.5. As coordenadas do centro N da circunferência de nove pontos do triân-

gulo heptagonal no plano complexo equivale a N =
1
2
· (ω + ω2 + ω4).

Demonstração. Na poposição 1.19 vimos que o centro da circunferência de nove pontos

é o ponto médio entre O e H. Desse modo:

N =
OH

2
=

1
2
· (ω + ω2 + ω4).
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Diante dessas considerações, podemos realizar a demonstração da proposição a

seguir.

Proposição 4.6. Dado o triângulo heptagonal 4ABC, o centro da circunferência de nove

pontos é o primeiro ponto de Brocard.

Demonstração. Devemos provar que as relações

(1)
1
2
· (ω + ω2 + ω4)−ω4 =

(−2 · c1 − 3 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω−ω4);

(2)
1
2
· (ω + ω2 + ω4)−ω =

(−2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω2 −ω) e

(3)
1
2
· (ω + ω2 + ω4)−ω2 =

(−3 · c1 − 2 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω4 −ω2)

são verdadeiras, pois elas mostram que as linhas NA, NB e NC são obtidas através

de rotações de AB, BC e AC, respectivamente, sobre o mesmo ângulo, que necessaria-

mente deve ser o ângulo de Brocard α (Figura 55).

Figura 55: Círculo de nove pontos e ângulo de Brocard do triângulo heptagonal 4ABC

Precisamos saber que:

c1 =
ω + ω6

2
; c2 =

ω2 + ω5

2
e c3 =

ω3 + ω4

2
. (4.2)

Então:

− 2 · c1 − 3 · c2 − 2 · c3 = −2 · ω + ω6

2
− 3 · ω2 + ω5

2
− 2 · ω3 + ω4

2
=

−ω−ω2 −ω3 −ω4 −ω5 −ω6 − ω2 + ω5

2
.

(4.3)
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Pela Proposição 1.11.8 podemos dizer que:

1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 + ω5 + ω6 = 0⇒ −ω−ω2 −ω3 −ω4 −ω5 −ω6 = 1. (4.4)

Substituindo o resultado da equação (4.4) na equação (4.3) vamos obter:

−2 · c1 − 3 · c2 − 2 · c3 = 1− ω2 + ω5

2
=

2−ω2 −ω5

2
.

Aplicaremos esse último resultado no segundo membro da relação (1):

(−2 · c1 − 3 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω−ω4) =
2−ω2 −ω5

2
· 4 + ω + ω2 + ω4

7
· (ω−ω4) =

1
14
· (7 + 2 ·ω− 3 ·ω2 −ω3 + ω4 − 4 ·ω5 − 2 ·ω6) · (ω−ω4) =

1
14
· (−1 + 6 ·ω + 6 ·ω2 −ω3 − 8 ·ω4 −ω5 −ω6).

Pela Proposição 1.11.8, temos:

1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 + ω5 + ω6 = 0⇒ −ω3 −ω5 −ω6 = 1 + ω + ω2 + ω4 (4.5)

Aplicando esse último resultdo na equação anterior vamos obter:

(−2 · c1 − 3 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω−ω4) =
1
14
· (7 ·ω + 7 ·ω2 − 7 ·ω4) =

1
2

(ω + ω2 −ω4) =
1
2

(ω + ω2 + ω4)−ω4.

Vamos calcular −2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3 usando os valores de (4.2):

− 2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3 = −2 · ω + ω6

2
− 2 · ω2 + ω5

2
− 3 · ω3 + ω4

2
=

−ω−ω2 −ω3 −ω4 −ω5 −ω6 − ω3 + ω4

2
.

Aplicando o resultado da equação (4.4):

−2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3 = 1− ω3 + ω4

2
=

2−ω3 −ω4

2
.
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Utilizaremos esse último resultado no segundo membro da relação (2):

(−2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω2 −ω) =
2−ω3 −ω4

2
· 4 + ω + ω2 + ω4

7
· (ω2 −ω) =

1
14
· (7 + ω + 2 ·ω2 − 4 ·ω3 − 3 ·ω4 − 2 ·ω5 −ω6) · (ω2 −ω) =

=
1

14
· (−1− 8 ·ω + 6 ·ω2 −ω3 + 6 ·ω4 −ω5 −ω6).

Substituiremos o resultado da equação (4.5):

(−2 · c1 − 2 · c2 − 3 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω2 −ω) =
1
14
· (−7 ·ω + 7 ·ω2 + 7 ·ω4) =

1
2
· (−ω + ω2 + ω4) =

1
2
· (ω + ω2 + ω4)−ω.

Calcularemos agora a expressão −3 · c1 − 2 · c2 − 2 · c3 utilizando os resultados de

(4.2) e (4.4):

− 3 · c1 − 2 · c2 − 2 · c3 = −3 · ω + ω6

2
− 2 · ω2 + ω5

2
− 2 · ω3 + ω4

2
=

−ω−ω2 −ω3 −ω4 −ω5 −ω6 − ω + ω6

2
= 1− ω + ω6

2
=

2−ω−ω6

2
.

Substituiremos esse resultado no segundo menbro da relação (3):

(−3 · c1 − 2 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω4 −ω2) =
2−ω−ω6

2
· 4 + ω + ω2 + ω4

7
· (ω4 −ω2) =

1
14
· (7− 3 ·ω + ω2 − 2 ·ω3 + 2 ·ω4 −ω5 − 4 ·ω6) · (ω4 −ω2) =

1
14
· (−1 + 6 ·ω− 8 ·ω2 −ω3 + 6 ·ω4 −ω5 −ω6).

Aplicamos acima o resultado da equação (4.5):

(−3 · c1 − 2 · c2 − 2 · c3) · (4 + ω + ω2 + ω4)
7

· (ω4 −ω2) =
1
14
· (7 ·ω− 7 ·ω2 + 7 ·ω4) =

1
2
· (ω−ω2 + ω4) =

1
2
· (ω + ω2 + ω4)−ω2.





C O N C L U S Ã O

O presente trabalho nos apresentou o triângulo heptagonal, e como consequência,

também foram apresentadas propriedades do heptágono regular. A maior parte do

trabalho foi inspirado na referência [4], que possui algumas demonstrações sobre as

propriedades do heptágono regular e explora mais intensamente o triângulo heptagonal.

O artigo de Bankoff e Garfunkel [4] inicia-se justificando a relevância do tema pelo

fato de que havia poucos estudos sobre o assunto e a maioria das demonstrações relaci-

onadas ao triângulo heptagonal estavam em francês, então produziram um material em

inglês sobre o tema. Podemos fazer um paralelo e admitir a importância desse trabalho

em apresentar o triângulo heptagonal num documento em português, visto que fazendo

uma busca nas ferramentas de pesquisa da internet dificilmente encontra-se algo sobre

o assunto nesse idioma.

Os polígonos regulares sempre foram fruto de curiosidade e estudo por parte dos

matemáticos e muitos desses polígonos são abordados nas salas de aula da Educação

Básica. A oportunidade estudar o triângulo heptagonal foi extremamente relevante,

pois suas propriedades podem ser estendidas ao heptágono regular, pelo fato desse

triângulo ser formado por um lado e duas de suas diagonais.

O professor da Educação Básica, ao ler e se apropriar desse trabalho terá como

consequência o enriquecimento de seu repertório, podendo usar muitos dos assuntos

apresentados em sala de aula, pois muitas das demonstrações usam conceitos que

são estudados na Educação Básica como, por exemplo, lei do seno e do cosseno,

Teoremas do ângulo inscrito e externo, Teorema das bissetrizes, pontos notáveis do

triângulo, entre outros. Além disso, as propriedades do triângulo heptagonal nos

trazem relações muito importantes como, por exemplo, o fato do triângulo órtico e

tangencial do triângulo heptagonal também serem um triângulo heptagonal, o centro

da circunferência de nove pontos coincidir com o primeiro ponto de Brocard e a lista de

relações trigonométricas que podemos tirar desse triângulo.

Dentre as habilidades de Matemática a serem desenvolvidas na Educação Básica de

acordo com a Base Nacional Comum Curricular [7] estão: classificações de polígonos
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quanto ao número de vértices, medidas de lados e ângulos e paralelismo e perpendicula-

rismo dos lados; construção de figuras semelhantes; congruência de triângulos; relações

entre arcos e ângulos na circunferência de um círculo; aplicação de relações métricas,

incluindo as leis do seno e do cosseno ou as noções de congruência e semelhança, para

resolver e elaborar problemas que envolvem triângulos, em variados contextos; etc.

Essas habilidades podem ser exploradas com as propriedades do triângulo heptagonal

apresentadas nesse trabalho.

Com relação às propriedades demonstradas com números complexos, podemos relaci-

onar a determinação dos vértices de um heptágono regular no plano complexo usando

as raízes n-ésimas da unidade com a habilidade: “Utilizar as noções de transformações

isométricas (translação, reflexão, rotação e composições destas) e transformações homo-

téticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produções

humanas (fractais, construções civis, obras de arte, entre outras)”.

Na Educação Básica, ao estudar conceitos de Geometria Plana que envolvem triângu-

los, geralmente são tomados nas demonstrações triângulos acutângulos. O triângulo

heptagonal é um bom exemplo de triângulo que pode ser usado para fugir desse padrão.

Podemos usá-lo para exemplificar, explanar e elaborar exercícios.

Ao abordar o triângulo heptagonal em suas aulas, o professor de matemática estará

diversificando a maneira de expor os conteúdos e desenvolver as habilidades e estará

oportunizando aos seus alunos uma forma de ampliarem seu repertório, não só em

relação às habilidades apresentadas na Base Nacional Comum Curricular, mas também

em relação à matemática estudada no mundo acadêmico.
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