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RESUMO

Dada uma ordem para os vértices de um heptdgono regular inscrito numa circunfe-
réncia, chamamos de triangulos heptagonais aqueles cujos vértices sdo o primeiro, o
segundo e o quarto vértices do heptdgono regular. Neste trabalho, estudamos algumas
propriedades de tais tridngulos, como, por exemplo, sua semelhanca com seus trangulos
orticos e tangenciais. Também sdo obtidas relacdes trigonométricas envolvendo seus
angulos internos, a saber, 71/7, 2-71/7 e 4- 7t/7. Com a abordagem dos nimeros
complexos, estudamos uma relagédo entre o primeiro ponto de Brocard e o centro da

circunferéncia de nove pontos de um tridngulo heptagonal.

Palavras-chave: tridngulo heptagonal, heptdgono regular, geometria triangular
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ABSTRACT

Given an order to the regular heptagon’s vertices inscribed on a circumference, we
call heptagonal triangles those whose vertices are the first, the second and the fourth
vertices of a regular heptagon. In this paper, we study some properties of such triangles,
for example, their similarity between their ortic and tangential triangles. Trigonometric
relations involving their internal angles are also obtained, namely, 77/7, 2 - 7r/7 and
4. 7t/7. By complex numbers approach, we study a relation between Brocard’s first

point and the center of the nine-point circle of a heptagonal triangle.

Keywords: heptagonal triangle, regular heptagon, triangular geometry
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INTRODUCAO

Historicamente, o heptdgono regular nao foi tdo estudado quanto outros poligonos
regulares. Em [4, pp. 7-8], L. Bankoff e J. Garfunkel apontam possiveis motivos
para isso: o heptagono regular nédo é face de nenhum poliedro regular; ao contrario
do pentagono regular e do decagono regular, as propriedades do heptagono regular
ndo estao associadas a Proporcao Divina; diferentemente do tridangulo equilatero, do
quadrado e do hexdgono regular, ndo € possivel pavimentar um plano com heptagonos

regulares.

Um aspecto curioso sobre o heptdgono regular é sua inconstrutibilidade com régua e
compasso. Em 1801, Gauss publicou o livro Disquisitiones arithmeticae, no qual provou
uma condicdo suficiente para a construtibilidade de poligonos regulares com régua
e compasso. Ele afirmava que tal condicdo era também necessaria, mas uma prova
para isto foi obtida somente alguns anos mais tarde, em 1837, por Pierre Wantzel. Em
suma, uma poligono regular de N lados pode ser construido com régua e compasso se
e somente se N =2" -py-pp-...-ps,ondem,s > 0e, casos >0, p1, p2,..., ps S0
primos distintos de Fermat, isto é, nimeros primos que podem ser escritos como 22" +1,
com n € IN. Como 7 é um nimero primo, que ndo é um primo de Fermat, o heptagono

regular ndo pode ser construido com régua e compasso.

Gracas aos trabalhos do matematico francés Victor Thébault, o estudo de propri-
edades do heptdagono regular ganhou espaco no campo da pesquisa em geometria.
Mais especificamente, uma classe de triangulos escalenos, chamados de triangulos
heptagonais, formados por trés dos vértices do heptagono regular. Os resultados obti-
dos por Thébault a respeito deste tema foram publicados na lingua francesa, em sua
maioria, na revista Mathesis. Bankoff e Garfunkel publicaram entdo uma compilacao
dos resultados de Thébault, em inglés, no artigo [4], que foi a referéncia basica para o
desenvolvimento desta dissertacdo de mestrado. A seguir, apresentamos a organizacao

do nosso trabalho.

No Capitulo 1, abordamos resultados que serdo importantes para o entendimento
dos temas trabalhados nos capitulos seguintes. Em sua maioria, estdo relacionadas a

Geometria plana, mas ha também uma Secdo sobre niumeros complexos.
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No Capitulo 2, sdo obtidas algumas propriedades métricas dos tridngulos heptagonais,
nas quais sdo utilizadas fortemente relagdes trigonométricas para os angulos internos

de um tridangulo heptagonal.

No Capitulo 3, propriedades geométricas dos triangulos heptagonais sdo apresentadas,
como a semelhanca entre um triangulo heptagonal e seu tridngulo értico, simetria entre

os circuncentros de um tridngulo heptagonal e de seu tridngulo tangencial.

O Capitulo 4 traz uma abordagem a respeito dos triangulos heptagonais no plano

complexo, com base no trabalho [9].

A escolha pelo estudo da geometria triangular, mais especificamente, dos tridngulos
heptagonais, no ambito de um mestrado profissional em Matemadtica, justifica-se pela
potencialidade do tema como objeto de pesquisa e por sua relevancia no campo da

geometria plana trabalhada na educacao basica.

Além de conhecerem os tridangulos heptagonais e algumas de suas propriedades, os
professores de Matemadtica da educacgdo basica que se interessarem pela leitura desta
dissertacdo de mestrado estardo em contato com muitos outros importantes objetos
geométricos, os quais raramente sdo introduzidos nos livros didaticos, como o tridngulo
tangencial, os pontos de Brocard, a circunferéncia de nove pontos ou a reta de Euler.
Procuramos didatizar as formulacdes dos resultados apresentados neste trabalho, de
modo a tornar possivel sua utilizacdo, como atividades exploratdrias, em aulas de

geometria da educagao basica.
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Neste capitulo, apresentamos alguns resultados basicos que serdo utilizados no desen-
volvimento da dissertagdo. Comecaremos abordando algumas DefinicGes e Teoremas
relacionados a Geometria Plana. Em seguida, damos uma introdu¢do aos Numeros
Complexos, da maneira como este tema é trabalhado na Educagio Béasica. Em seguida,
finalizamos com a adaptacdo da férmula do binomio de Newton para os nimeros
complexos. A maior parte das demonstracoes relacionadas a Geometria Plana foram ba-
seadas na referéncia [8]. A referéncia para as demonstracoes relacionadas aos nimeros

complexos é a [3].

1.1 TRIANGULO MEDIAL

Nesta Sec¢do, apresentamos uma propriedade do tridngulo medial de um triangulo
qualquer. De modo especial, provamos o Teorema da base média, ou seja, que a base
média de um triangulo qualquer é paralela a respectiva base e € igual a sua metade.
Utilizaremos o resultado da base média nas Proposicoes 1.19, 1.21 e 2.12. Com relagéo

ao triangulo medial, seus resultados serdo utilizados na Proposicdo 3.1.

Definicdo 1.1. Base média de um tridngulo é um segmento que possui como extremos

os pontos médios de dois dos lados do triangulo.

Proposicdo 1.2 (Teorema da base média). Dado um tridngulo N ABC qualquer; conside-
remos a base média MN, em que M e N sdo os pontos médios de AB e AC, respectivamente.

_ = 1
Entdo, MN || BC e MN = 5 BC.
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Demonstragdo. Tomemos M’ sobre MN de forma que M— N—- M e MN = NM'.
Assim, como N é o ponto médio de AC e ANM = CNM’, pois sido opostos pelo vértice,
os tridngulos AAMN e ACM’'N sdo congruentes pelo caso LAL. Essa construcdo
esté ilustrada na Figura 1. Logo, M'C = MA e M'CN = MAN, o que implica que

>
M'C || AM. Entéo:

BM=AM=M'C

<l
3
B

i
M N M

Figura 1: Tridngulo A ABC e sua base média MN.

Como o quadrildtero MBCM' possui um par de lados opostos congruentes e paralelos,
podemos afirmar que ele é um paralelogramo. Assim,
+——
BC || MM = MN e BC=MM =2-MN.

O

Definicdo 1.3. Dado um tridngulo A ABC, sejam M o ponto médio de AB, N o ponto
médio de AC e P o ponto médio de BC. O tridngulo AMNP é denominado tridngulo
medial do tridngulo AABC.



1.2 TEOREMAS DAS BISSETRIZES

Figura 2: Tridngulo AABC e o tridangulo medial AMNP.

Na Figura 2 estdo ilustrados um tridangulo A ABC e seu tridngulo medial AMNP.

Proposicao 1.4. Dado um triangulo A ABC e seu triangulo medial AMNP, o perimetro
do tridngulo AMNP € igual a metade do perimetro do tridngulo ABC.

Demonstragdo. Como o tridngulo medial AMNP é formado pelas bases médias do
triangulo A ABC, decorre da Proposi¢do 1.2 que o comprimento de cada base média é
igual a metade do comprimento do respectivo lado do tridngulo A ABC. Deste modo,
AB+BC+CA=2-(MN+ NP+ PM). O

1.2 TEOREMAS DAS BISSETRIZES

Nesta Secdo, apresentamos dois resultados importantes na geometria triangular, a
saber, os Teoremas das bissetrizes interna e externa. Eles serdo utilizados na prova da
Proposi¢do 3.3. O Teorema da bissetriz interna também serd utilizado na Proposicao

2.15. Comegamos definindo a bissetriz de um angulo.

Definicdo 1.5. Dado um angulo /ABC, a semirreta @, com D € int(/ABC), e tal que
/ABD = /CBD, é chamada de bissetriz do angulo /ABC.

Dado um tridngulo qualquer, as bissetrizes de seus angulos internos sdo chamadas de
bissetrizes internas, enquanto que as bissetrizes de seus dngulos externos sdo chamadas

de bissetrizes externas.

Proposicao 1.6. (Teorema da bissetriz interna) Dado um tridngulo A\ ABC qualquer;
seja ﬁ a bissetriz interna do dngulo /ABC, com A — F — C. Entdo

AB BC

ﬁ = ﬁ (1.1)
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Figura 3: Tridngulo A ABC e a bissetriz interna ]ﬁ do angulo /ABC.

Demonstragdo. Sejam x = ABF = CBFe Q € CB tal que AQ || BF, como estd ilustrado

na Figura 3. Pelo Teorema de Tales, temos que

QB _AF

BC CF (1.2

Como AQ || BF, BOA = CBF = « e BAQ = ABF = « (alternos internos). Assim, o
triangulo A ABQ ¢€ isésceles, com QB = AB. Consequentemente, em (1.2),
AB _AF _ AB_BC
BC CF AF CF
O

Proposicdo 1.7. (Teorema da bissetriz externa) Sejam A ABC um tridngulo e H a

bissetriz externa do dngulo /BAC, com B — C — L. Entdo

AB _ AC
BL CL-

(1.3)

Figura 4: Triangulo A ABC e a bissetriz externa ﬁ do angulo /BAC.



1.3 TEOREMA DO ANGULO EXTERNO E TEOREMA DO ANGULO INSCRITO

Demonstragdo. Sejam P € AB tal que PC || AL e Q tal que B— A — Q. Supomos que
CAL = LAQ = B. Pelo Teorema de Tales, temos

BL _AB

Como PC || AL, entdo APC = LAQ = e PCA = CAL = B (alternos internos),
conforme ilustra a Figura 4. Portanto, o triangulo APAC é isdsceles e AP = AC.
Consequentemente, em (1.4),

BL_AB __ AB_AC
CL AC BL CL

1.3 TEOREMA DO ANGULO EXTERNO E TEOREMA DO ANGULO INSCRITO

Nesta Sec¢do, vamos apresentar o Teorema do angulo externo, o qual sera utilizado
nas Proposi¢oes 1.9 e 1.23. Também se fazem necessdrias as demonstra¢des do Teorema
do dngulo inscrito e do seu caso limite, o angulo de segmento. O Teorema do dngulo
inscrito serd utilizado nas demonstragdes das Proposicoes 1.13, 1.15 e 1.19. Esse
Teorema, junto com o Teorema do angulo de segmento, aparecerdo nas Proposicoes
1.22,1.34 e 1.35 e no Lema 3.5.

Proposicdo 1.8 (Teorema do angulo externo). Em qualquer tridngulo, a medida do

dngulo externo € igual a soma das medidas dos dois dngulos internos ndo adjacentes a ele.

Figura 5: Triangulo AABC e o angulo externo /ACX.

Demonstragdo. Consideremos um tridngulo A ABC qualquer. Seja X tal que B—C — X.

Assim, o angulo /ACX ¢é externo ao tridngulo A ABC, como esta ilustrado na Figura 5.
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Temos que /ACX e /ACB sio suplementares, de modo que ACX = w — ACB. Como
BAC + ABC+ ACB = 7, entdo ACX = BAC + ABC. O

Proposic¢io 1.9 (Teorema do angulo inscrito). Sejam AB e AC cordas de um circun-
feréncia com centro em O. A medida do dngulo /BAC ¢ igual a metade da medida do

angulo central /BOC.

Demonstracdo. Daremos a prova de acordo com a posicdo de O em relacdo ao dngulo
/BAC: no primeiro caso, O pertence ao interior do angulo /BAC (Figura 6), no
segundo, O pertence ao exterior do angulo /BAC (Figura 7) e, finalmente, no terceiro

caso, O pertence ao angulo /BAC (Figura 8).

a) quando temos o centro O contido no angulo /BAC, os tridangulos AOAC e AOAB
serdo isésceles, de bases AC e AB, respectivamente. Podemos dizer que OAC =
OCA =ae OAB = OBA = B. Temos que BAC = a + B ¢, sendo A’ o ponto simétrico
a A em relacdo ao centro O, pelo Teorema do angulo externo (Proposicao 1.8) vale
que COA’ =2-a e BOA’ =2 - B. Entéo

BOC =BOA'+COA' =2-(a+B)=2- BAC.

A %

Figura 6: O centro O pertence ao interior do angulo /BAC.

b) neste caso, o centro O pertence ao exterior do dngulo /BAC. Novamente, 0s
tridngulos AOAC e AOAB sio isésceles de bases AC e AB, respectivamente.
Sendo A’ o ponto simétrico a A em relacdo ao centro O, sem perda de generalidade,

supomos que C pertence ao interior do dngulo /A’ AB. Deste modo, sendo a =



1.3 TEOREMA DO ANGULO EXTERNO E TEOREMA DO ANGULO INSCRITO

OAC = OCA e B = OAB = OBA, segue que BAC = B — « e, pelo Teorema do
angulo externo (Proposicio 1.8), COA’ =2-x e BOA’ =2 - B. Logo,

BOC =BOA' —COA' =2-(x— B) =2 - BAC.

Figura 7: O centro O pertence ao exterior do angulo /BAC.

¢) neste caso, o centro O pertence ao angulo /BAC. Temos que os triangulos A ABO
e AACO sdo isésceles com « = ABO = BAO e B = ACO = CAO. Sem perda de
generalidade, supomos que B — O — C, de modo que O pertence ao interior do
angulo /BAC. Logo, BAC = & + B. Pelo Teorema do angulo externo, AOC =2 -« e
AOB =2 B. Assim,

BOC =BOA+AOC =2-(a+pB)=2-BAC.

B c

Figura 8: O centro O pertence ao angulo /BAC.

O

Observacédo 1.10. No caso em que o centro O pertence ao lado do dngulo /BAC, temos
que /BAC é um dngulo reto, pois BOC = BOA + AOC = .
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Em uma nova proposi¢do, vamos abordar o caso limite, no qual um dos lados do
angulo inscrito é tangente a circunferéncia, como esta ilustrado na Figura 9. Este

angulo é chamado de angulo de segmento.

Proposicdo 1.11 (Angulo de segmento). Sejam C uma circunferéncia de centro O, A e
B dois pontos distintos sobre C, t a reta tangente a C no ponto A e C um ponto sobre t de
modo que B e C estejam do mesmo lado em relagdo a reta j@ A medida do dngulo de

segmento /BAC ¢ igual a metade da medida do dngulo central / AOB.

Demonstragdo. Sendo a = BAC, temos que ABO = BAO = g — &, pois o tridngulo
A AOB é isésceles de base AB e jﬁ 1 % Sendo A’ o simétrico a A em relagdo ao

R T
centro O, entdo A’/OB =2 - <§ — zx) = 71 — 2 - «. Portanto,

BOA=m—(r—2-a)=2-a=2-BAC.

Figura 9: Angulo de segmento /BAC.

1.4 ARCO CAPAZ

Um arco capaz de um dado segmento é um importante lugar geométrico, que sera

utilizado nas demonstragdes das Proposicoes 1.15 e 2.6. A rigor, temos

Definicdo 1.12. Consideremos um dado segmento AB e a« um nuimero real tal que
0 < a < 7. Um arco capaz de AB de 4ngulo de medida « é o lugar geométrico dos

pontos P do plano tais que APB = a.



1.4 ARCO CAPAZ

Para cada «, existe um par de arcos capazes, sendo um simétrico ao outro em relacdo
a reta AE, como na Figura 10. Deste modo, basta construir um deles e refleti-lo em

relacdo a reta suporte do segmento dado.

Figura 10: Arcos capazes de AB de medida «.

A seguir, apresentamos uma construcdo para determinacdo de um arco capaz de
um dado segmento. Ela serd dada em funcao da natureza da medida do angulo: reto,

agudo ou obtuso.

Proposicao 1.13. Sejam AB um dado segmento e & um niimero real com 0 < a < 7T.

T —_— . ;. A o
a) sea = 5> opar de arcos capazes de AB de medida « € a circunferéncia de didmetro

AB, com exce¢do dos pontos A e B, como na Figura 11.

Figura 11: Arco capaz de AB com & = g

7T ~ - . . . A .
b) se0 < ua< 5 entdo um arco capaz de AB de medida « é o arco da circunferéncia de

centro O cujos pontos estdo do mesmo lado de O em relagdo a reta AB, sendo O o

11
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ponto de interseccdo da mediatriz m do segmento AB com a reta t que passa por A e é

perpendicular a reta s que forma com zﬁ um dngulo de medida «, como na Figura 12.

: — T
Figura 12: Arco capaz de ABcom 0 < & < R
7T o —— . , . A .
c) se — < a < 7t entdo um arco capaz de AB de medida « € o arco da circunferéncia
de centro O cujos pontos estdo do lado oposto a O em relacdo a reta AB, sendo O o
ponto de interseccdo da mediatriz m do segmento AB com a reta t que passa por A e é

perpendicular a reta s que forma com zﬁ um angulo de medida «, como na Figura 13.

Figura 13: Arco capaz de AB com % <a<TI.

Demonstragdo. a) Sendo T a circunferéncia de diAmetro AB e P um ponto qualquer
deT, P ¢ {A,B}, temos pelo Teorema do angulo inscrito (Proposi¢do 1.9) que
APB = 180 _ 90 = «. Deste modo, I'\{A, B} esta contida no par de arcos capazes,
de acordo com a Definicdo 1.12. Reciprocamente, seja Q um ponto qualquer tal que
AQB = g Suponhamos, por absurdo, que Q ¢ T. Seja {Q'} = m NT, Q' # A.
Pelo Teorema do angulo inscrito, temos que AQ'B = g e, consequentemente,



b)

c)

1.4 ARCO CAPAZ

BO'Q = g Como BQQ' = g, temos que o tridngulo ABQQ' tem dois dngulos

retos, o que é absurdo. Portanto, I'\{A, B} € o par de arcos capazes desejado.

Sejam M o ponto médio do segmento AB, I a circunferéncia de centro O que
passa por A (e, consequentemente, por B), o conjunto dos pontos de I" que ficam
do mesmo lado que O em relacdo a reta 1@ e ¢ o conjunto dos pontos de I' que
ficam do lado oposto a O em relacdo a reta ﬁ Por construcio de t. temos que
MAo=" -

2
de congruéncia de tridngulos, sdo congruentes os tridangulos AAOM e ABOM,

«, donde segue que MOA = «. Mas, pelo Postulado lado-angulo-lado

donde temos que BOM = . Assim, AOB =2 - «, de modo que a medida do arco AB
determinado em ¢ é igual a 2 - «. Sendo P um ponto qualquer de j, pelo Teorema
do angulo inscrito, APB = 'Ta = «. Entéo, B estd contida num arco capaz de AB,
de acordo com a Definicdo 1.12. Reciprocamente, seja Q um ponto qualquer tal
que AQB = a. Suponhamos, por absurdo, que Q ¢ B. Seja {Q'} = m NB, Q' #A.
Pelo Teorema do angulo inscrito, temos que AQ'B = Z-sz = « e, consequentemente,
BO'Q = 7 — a. Como BOQQ' = «, temos que o tridngulo ABQQ' tem dois angulos
cuja soma € 71, 0 que é absurdo. Portanto, § é um dos arcos capazes de AB desejado.
O outro arco procurado é o simétrico de B em relacdo a reta f@, pois a reflexao
em relacdo a uma reta é uma isometria do plano e isometrias preservam medida

angular.

Sejam M o ponto médio do segmento AB, I a circunferéncia de centro O que
passa por A (e, consequentemente, por B), B o conjunto dos pontos de I' que ficam
do mesmo lado que O em relacdo a reta 1@ e ¢ o conjunto dos pontos de I' que
ficam do lado oposto a O em relacdo a reta zﬁ Por construcdo de ¢. temos que
MAO =« — g, donde segue que MOA = 7 — «. Mas, pelo Postulado lado-angulo-
lado de congruéncia de tridngulos, sdo congruentes os tridngulos AAOM e ABOM,
donde temos que BOM = 7t — a. Assim, AOB =2 - (7t — «), de modo que a medida
do arco AB determinado em @ éigual a2 - (7t — «). Consequentemente, a medida
do arco AB determinado em péiguala2-m—2-(mr—a)=2-a. Sendo P um ponto
qualquer de B, pelo Teorema do angulo inscrito, APB = 2% = «. Entdo, B estd
contida num arco capaz de AB, de acordo com a Definicdo 1.12. Reciprocamente,
seja Q um ponto qualquer tal que AQB = a. Suponhamos, por absurdo, que
Q¢ pB. Seja{Q'} = m N B, Q' # A. Pelo Teorema do angulo inscrito, temos que
AQ'B = % = i e, consequentemente, BO'Q = 7t — a. Como BOQ' = «, temos que
o tridngulo ABQQ' tem dois dngulos cuja soma é 71, o que é absurdo. Portanto,

€ um dos arcos capazes de AB desejado. O outro arco procurado € o simétrico de

13
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B em relagdo a reta Ag, pois a reflexdo em relacdo a uma reta é uma isometria do

plano e isometrias preservam medida angular.

O]

Observacédo 1.14. Na prova do item b) da Proposi¢do 1.13, observamos que quando
T . ;
x = VE o ponto Q ndo pode ser tomado sobre a reta s, a qual, neste caso, € a reta
. , ia A T
tangente a I no ponto A; caso contrdrio, teriamos o tridngulo AAQB com AQB = 1 e

7T
BAQ = ==, cuja soma é m. Do mesmo modo, na prova do item c) da Proposicdo 1.13,

3.7 .
observamos que quando « = 0 ponto Q ndo pode ser tomado sobre a reta s, a qual,
neste caso, é a reta tangente a I" no ponto A; caso contrdrio, teriamos o tridngulo AAQB
3
comAQB—TeBAQ—Z

1.5 QUADRILATERO INSCRITIVEL

Dizemos que um quadrilatero € inscritivel quando existe uma circunferéncia passando
por seus quatro vértices. Esse quadrilatero carrega consigo certas propriedades, que

serdo demonstradas a seguir e utilizadas na Proposicédo 3.1.

Proposicdo 1.15. Um quadrildtero convexo ABCD é inscritivel se, e somente se, DAB +
BCD =m.

Figura 14: Quadrilatero inscritivel ABCD.

Demonstracdo. Sendo ABCD um quadrildtero inscritivel, como na Figura 14, temos,
med(BCD)

BCD =
2 e

pelo Teorema do angulo inscrito (Proposicdo 1.9), que DAB =

med([m)

Entdo
2
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med(ﬁ)) . med(B/CT)) 2.7

DAB+ BCD = > > >

= TT.

Reciprocamente, suponhamos que DAB + BCD = 1. Suponhamos, por absurdo, que
o quadrildtero ABCD nao seja inscritivel. Assim, se I" é a (dnica) circunferéncia que
passa pelos pontos A, Be D, entdo C ¢ I'. Seja {C'} = ACAT. Deste modo, o quadrila-
tero ABC’D é inscritivel. De acordo com o que acabamos de provar, DAB + BC'D = 7.
Como, por hipétese, DAB + BCD = m, entdo BCD = BC'D. Consequentemente, 0s An-
gulos /BCD e /BC'D estéo inscritos no mesmo arco, que, neste caso, é o arco @ de
I'. Ou seja, C €T, obtendo assim uma contradicdo. Portanto, ABCD é um quadrildtero

inscritivel.

O]

Observacio 1.16. Se ABCD é um quadrildtero inscritivel entdo BAC = BDC. De fato,
os angulos /BAC e /BDC estdo inscritos no mesmo arco BC da circunferéncia circusncrita

ao quadrildtero ABCD, como estd ilustrado na Figura 14.

1.6 RETA DE EULER

A seguir, mostramos que estdo alinhados o baricentro, o circuncentro e o ortocentro
de um tridngulo néo isésceles qualquer, sendo que o baricentro sempre esta entre os
outros dois. Observamos que este resultado é vdlido para os tridngulos isésceles ndo
equilateros. No entanto, como estamos interessados nos tridngulos heptagonais, que

sdo triangulos escalenos, daremos a prova do resultado somente para este caso.

Proposicao 1.17. Sendo A ABC um tridngulo escaleno qualquer e O, G e H seus circun-

centro, baricentro e ortocentro, respectivamente, entdo

a) AH =2-0OM, onde M é o ponto médio de BC;

b) H, G e O sdo colineares, com G € OH e HG =2 - GO.

Demonstragdo. a) Sendo N o ponto médio de AC, segue do Teorema da base média
que MN || AB e MN = % - AB. Como H pertence as retas suportes das alturas
do tridangulo AABC e O é interseccdo das mediatrizes de seus lados, temos que
ﬁ{ e m sdo perpendiculares a reta %, de modo que ﬁl I m Consequente-

mente, as medidas dos angulos /OMN e /HAB sédo iguais, assim como as medidas

15
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b)

dos angulos /ONM e /HBA (1% I Wl de maneira analoga ao paralelismo entre
ﬁ—l e m). Portanto, os tridngulos AOMN e AHAB sao semelhantes o que nos

leva a

oM _MN _1
AH AB 2

Consideramos um ponto H' tal que O — G — H' e GH' = 2 - GO. Em relacéo aos
tridngulos AOGM e AH'GA, temos que GH' =2-GO, H'GA = OGM e GA =
2 - GM, pois G é baricentro do triangulo A ABC. Pelo caso L.A.L. de semelhanca de
triAngulos, temos que AOGM ~ AH'GA, donde obtemos que /OMG = /H'AG,
que correspondem a angulos alternos internos formados entre a transversal m
¢ as retas H'A e OM. Consequentemente, OM || H’A. Como OM || HA entfo
AH' passa pelo ortocentro H do tridAngulo A ABC. De modo andlogo, considerando
também o ponto médio P de BC, obtemos que <B—H>’ e ?H passam por H, de modo

que H' = H, donde temos O — G — He GH =2 - OG.
O

Definicdo 1.18. Sendo AABC um triangulo escaleno qualquer, O, G e H seus cir-

cuncentro, baricentro e ortocentro, respectivamente, a reta que passa por O, G e H é

chamada de Reta de Euler do tridngulo e o segmento OH é chamado de segmento de

Euler.

/N

M C

Figura 15: Reta de Euler do tridngulo A ABC.

A reta de Euler estd ilustrada na Figura 15 e serd mencionada nas Proposi¢oes 1.30,

1.36,1.37,2.16 e 3.7.
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1.7 CIRCUNFERENCIA DE NOVE PONTOS

Nesta Secdo, apresentamos uma importante propriedade da circunferéncia de nove
pontos, que serd utilizada no decorrer do trabalho. Esta circunferéncia serd mencionada
nas Proposicoes 1.30, 3.1, 3.2, 3.7, 4.5 e 4.6. As demonstracdes vdo de encontro com a

referéncia [6].

Proposicao 1.19. Dado um tridngulo escaleno qualquer AABC, sejam My, My, M3 os
pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente, Hy, H, H3 os pés das alturas
relativas aos veértices A, B e C, respectivamente, C1, C,, C3 0s pontos médios dos segmentos
HA, HB e HC, onde H é o ortocentro do tridngulo ANABC. Existe uma circunferéncia
que passa por My, My, M3, Hq, Hy, H3, C1, Cy, Cs, cujo centro F € o ponto médio entre o

circuncentro O e o ortocentro H, como estd ilustrado na Figura 16.

B Hl M1 C

Figura 16: Circunferéncia de nove pontos do tridngulo A ABC.

Demonstragdo. Pelo Teorema da base média (Proposi¢do 1.2), temos que BC || MoM;3 e
C,C; || BC. Assim, C,C5 || MaM3. Segue do Teorema da base média que M3C; || AH,

assim como M,Cs || AH;p, donde temos que M3C; || M,Cs. Deste modo, o quadrilatero

M,M3C,C3 é um paralelogramo. Mas, como AH; L BC, entdo M3C, L C,Cs. Logo,
o paralelogramo M, M3C,Cs é um retdngulo. De maneira andloga, mostramos que 0s

quadrilateros My M,C;C, e M1 M3C,Cs sdo retangulos.
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Sendo F o ponto de interseccio entre as diagonais M>C, e M3C3 do retingulo
M>M3C,C3, temos que F é o ponto médio das diagonais M>C, e M3Cs, que sdo
congruentes, de modo que FM; = FC, = FM3 = FCs, isto é, F é o centro da circun-
feréncia I' que passa pelos pontos M;, M3, C; e C3. Do mesmo modo, considerando
o retangulo M;M,C;C,, temos que F é também o ponto médio da diagonal M;C; e
FM; = FC; = FM,. Assim, a circunferéncia I" de centro F e raio F M, passa pelos pontos
My, My, M3,Cq1,Cy e Cs.

Como M;C; passa pelo centro F e o angulo /C; H; M, é reto, o ponto H; pertence a T’

(Teorema do angulo inscrito, Proposicdo 1.9); de maneira anédloga, H,, H3 € I'. Conclui-

mos que existe uma circunferéncia I que passa pelos pontos M1, M, M3, H1, H», H3, C, Cy, Cs.

Pelo Teorema da base média, temos que AB | M{M; e MM, = % - AB. Além disso,
AH; || OM;, pois ambos sdo perpendiculares ao segmento BC. Da mesma forma,
OM, || BH,. Consequentemente, os tridngulos AAHB e AM;OM) sio semelhantes,
pois HAB = OM;M, e ABH = M; M,0. Como MM, = % - AB entdo OM; = % -AH.
Agora, como C; é ponto médio de AH entdao CtH = OM;. Logo, o quadrildtero
C1HM;0O é um paralelogramo. Uma vez que F é o ponto médio da diagonal C; M,

temos que F é também o ponto médio da diagonal OH, isto é, OF = OH. O

Definicdo 1.20. Dado um tridngulo escaleno qualquer AABC, sendo M7, M, M3 os
pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente, H;, H,, H3 os pés das alturas
relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, Cq, Cy, C3 os pontos médios dos
segmentos HA, HB e HC, onde H é o ortocentro do tridAngulo A ABC, a circunferéncia
que passa por My, M, M3, Hy, Hp, H3, C1, Cy, C3 é chamada de circunferéncia de nove

pontos do tridngulo AABC.

Proposicao 1.21. O raio da circunferéncia de nove pontos de um tridngulo escaleno

AABC ¢ igual a metade do raio da circunferéncia circunscrita ao mesmo triangulo.

Demonstragdo. Pelo Teorema da base média aplicado ao triangulo AAHO, temos que

1 — . . N —— .
CiF = 5 AQO. Mas, C1F é o raio da circunferéncia de nove pontos e AO ¢é o raio da

circunferéncia circunscrita ao tridangulo AABC. O
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1.8 PONTOS DE BROCARD

Nesta Secdo, apresentamos os angulos de Brocard de um tridngulo. Além disso,
exploramos uma propriedade importante que relaciona a cotangente do angulo de
Brocard com as medidas dos angulos internos do tridngulo. Esta relagdo sera utilizada

nas Proposicoes 2.23 e 4.6.

Proposicao 1.22. Dado um tridngulo A ABC qualquer; existem somente dois pontos () e
(Y tais que
QAB=0BC=QCA=w

OBA=Q'CB=0'AC=u".
Os pontos ), Q) e os dngulos w, w' sdo chamados, respectivamente, de primeiro ponto de

Brocard, segundo ponto de Brocard e dngulos de Brocard do triangulo A ABC.

Na Figura 17 estdo ilustrados o primeiro e o segundo pontos de Brocard de um
triangulo A ABC.

/\

B C

Figura 17: Pontos de Brocard do tridngulo AABC.

Demonstracdo. Supondo que o ponto () existe, consideremos C; a circunferéncia que
passa pelos pontos A, C e (). Como a medida do angulo /QQCA é igual a do angulo
/QAB, segue da Proposicio 1.9 e Proposiciio 1.11 que AB ¢é tangente a circunferéncia
C1 no ponto A. Ou seja, C; € a circunferéncia que tangencia AB no ponto A e que passa
por C. Sendo C, a circunferéncia que tangencia BC no ponto B e que passa por A, C3 a
circunferéncia que tangencia AC no ponto C e que passa por B, entdo o primeiro ponto
de Brocard () é obtido por {Q2} = C; NC, N C3. A existéncia e unicidade de tal ponto Q) é
uma consequéncia do Teorema de Miquel, com o qual garante-se que () e () pertencem

ao interior do tridngulo AABC. Os detalhes podem ser vistos na referéncia [6].
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De maneira analoga, o segundo ponto de Brocard ()’ é determinado por {Q)'} =
CiNC5NC}, onde C; é a circunferéncia que tangencia AC no ponto A e que passa
por B, Cj é a circunferéncia que tangencia AB no ponto B e que passa por C, C} é a

circunferéncia que tangencia BC no ponto C e que passa por A. O
Nas condi¢des da Proposicao 1.22, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.23. Sendo Q) o primeiro ponto de Brocard de um tridngulo A\ ABC qualquer,

@1, @2 e @3 as medidas dos dngulos /BAC, LABC e /ACB, respectivamente, entdo

cot(w) = cot(pq) + cot(pz) + cot(ps).

Figura 18: Tridngulo A ABC e o ponto de Brocard Q).

Demonstragdo. Como () pertence ao interior do tridngulo AABC, entdo EE NBC =
{F}, com B — F — C, como esta ilustrado na Figura 18. Pelo Teorema do dngulo externo
(Proposicdo 1.8), temos que COF = ¢ e BOF = ¢,. Aplicando a lei dos senos ao
triangulo A ACQ), temos:

CcQ AC CcQ AC
= = = . (1.5)
sen(¢; —w) sen(mw— ¢q) sen(¢; —w) sen(@q)
Aplicando-se a lei dos senos aos triangulos ABCQ) e AABC, obtemos
CcQ BC BC BC
= = = ) (1.6)
sen(w)  sen(gr+¢2)  sen(w— g —¢2)  sen(gs)
e
BC AC AC _ sen(¢2) (1.7)

- = = -
sen(p1) sen(gz) BC  sen(¢1)
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Por (1.5) e (1.6), podemos dizer que

AC-sen(¢; —w) BC-sen(w) AC _ sen(¢q)-sen(w)

= = . 1.8
sen(¢1) sen (¢3) BC sen(¢; — w)-sen(¢3) (1.8)
Por (1.7) e (1.8),
sen(gz) __sen(gn) sen(@) _ sen(gy—w)-sen(ga) sen(gs) (oo
sen(gq) sen(g; —w)-sen(¢s) sen (¢1) - sen (w) (i .
Mas, @1 + ¢2 + ¢3 = 7. Dai,
sen (¢1) = sen (7T — @2 — @3) = sen(@q) = sen (p2 + @3). (1.10)
Substituindo (1.10) em (1.9), temos
sen (g — w)sen(ga) sen(gs) _ oo 1D

sen(¢1) - sen (w)

Mas, sen (¢1 — w) = sen (¢1) - cos(w) — sen (w) - cos(¢1). Deste modo,

sen(p; —w) _ sen(gq)-cos(w) — sen(w) - cos(py)  cos(w)  cos(@r)
sen (1) - sen (w) sen (¢1) - sen (w) ~ sen(w) sen(¢y)

= cot(w) — cot(¢).
(1.12)

Substituindo (1.12) em (1.11), concluimos que

(cot(w) — cot(¢p1)) - sen(¢2) - sen (¢3) = sen (@2 + @3)

(cot(w) — cot(gr)) - sen (¢2) - sen (¢3) = sen (¢2) - cos(3) + sen (@3) - cos(¢2)
sen (¢2) - cos(¢s3) + sen (¢3) - cos(¢2)
sen(¢2) - sen(¢s3)
cos(¢3) N cos(¢2)
sen(¢s) sen(¢z)

cot(w) — cot(¢1) = cot(g3z) + cot(¢2)

cot(w) — cot(¢q) =

cot(w) — cot(¢q) =

cot(w) = cot(¢1) + cot(pz) + cot(gs)
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1.9 HOMOTETIA

Nesta Secdo, apresentamos o conceito de homotetia, enfatizando o caso dos tridangu-
los. Por exemplo, na Proposicdo 1.35 serd obtida uma relacdo de homotetia entre dois

triangulos. Para este tema, tomamos por base a referéncia [1].

Definicdo 1.24. Dados um ponto S e A um numero real positivo quaisquer, a homotetia
de centro S e razdo A, denotada por Hg ), € a transformagdo no plano que fixa S e
que associa a cada ponto P # S o ponto P/ € S? tal que SP’ = A-SP. O ponto S e a

constante A sdo chamados de centro e razdo da homotetia, respectivamente.

Na Figura 19 estdo ilustrados o quadrildtero ABCD e o quadrildtero A’B'C’'D’ obtido
pela homotetia de centro S. Dizemos que ABCD e A’B’C’'D’ sdo homotéticos, conforme

a Definicdo a seguir.

Figura 19: Quadrildteros homotéticos ABCD e A'B'C'D’.

Defini¢do 1.25. Sendo F uma figura no plano (isto é, um conjunto de pontos) e 7’ a
figura obtida pela homotetia Hgs , aplicada sobre F, para algum ponto S e para algum

numero real A > 0, dizemos que F e F' sdo homotéticas.

Segue da Definicdo 1.24 e Definicdo 1.25 que as retas que passam pelos vértices
correspondentes de duas figuras homotéticas sdo concorrentes no centro S da homotetia.

A seguir, estudamos a posicao relativa entre os lados de dois triangulos homotéticos.

Teorema 1.26. Sejam AABC e AA'B'C’ dois tridngulos homotéticos, com A’ = Hs A(A),
B' = Hsa(B) e C' = HsA(C), para algum S ¢ {A,B,C} fixado e A = 3A. Entdo
A'B' | AB, B'C’' || BCe A'C' || AC.
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Demonstragdo. Como %—‘X = TBB/ =Ae/ASB = /A'SB/, entdo pelo caso lado-adngulo-
lado de semelhanca de tridngulos, os tridngulos AASB e AA’SB’ sdo semelhantes.
Assim, /SAB =~ /SA'B'. Consequentemente, A’B’ || AB. De modo anélogo, mostramos
que B'C’ || BCe A'C' || AC. O

Reciprocamente, temos o seguinte resultado sobre homotetia de triangulos. Nele,
quando escrevemos que dois segmentos sao paralelos, estamos considerando uma
orientacfio para as extremidades dos segmentos. Isto é, dizer que A’B’ || AB significa
que o quadrildtero ABB’A’, ordenado pelos vértices, tem um par de lados opostos

paralelos.

Teorema 1.27. Sejam AABC e AA'B'C’ dois tridngulos tais que A'B’ | AB, B'C’ || BC,
AT | AC, AB # A'B, BC # B'C' ¢ AC # A'C'. Entdo, AABC e AA'B'C’ sdo

tridngulos homotéticos.

Demonstracdo. Como AB # A’B’ entdo o quadrilatero ABB’ A’ ndo é um paralelogramo,

= _ = 'B!
de onde temos que AA' N BB’ # @. Sejam {S} = AA'NBB e A =

1B Como

——
A'B’ || AB entdo ASA'B' ~ ASAB. Logo,

SA' _SB' A'B _
SA SB AB

Isto significa que Hs (A) = A’ e Hs,\(B) = B'. Além disso, para todo ponto P € AB \
{A, B}, seja {P'} = SEnap. Assim, A’P’ || AP, de onde temos, pelo caso 4ngulo-
angulo de semelhanca de tridngulos, que ASAP ~ ASA’P'. Consequentemente,
Hs,\(P) = P! e como P é arbitrério, obtemos que Hs )(AB) = A’B'.

A seguir, mostramos que esta homotetia de centro S e razdo A leva C em C’. De fato,
seja C"" = Hg A(C). Assim, SC” = A - SC. Mas,

sc’ _, _s¥
SC =SB’

e /ASB = /A’SB’. Pelo caso lado-angulo-lado de semelhanga de tridngulos, temos que
ASC"B' ~ ASCB, de onde segue que B’C” || BC. Como, por hipdtese, B'C’ || BC,
temos que C' € W Analogamente, mostra-se que C' € A’C”. Entdo C"” = C/, de
modo que Hs ,(C) = C'.

Procedendo-se como no caso do segmento AB, concluimos que Hs(AC) = A’C’ e
Hs,,(BC) = B'C'. Portanto, sdo homotéticos os trisngulos AABC e AA’B'C’ . O
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Agora, estendemos o conceito de centro de homotetia para o caso de circunferéncias

nao-concéntricas e de raios distintos.

Teorema 1.28. Sejam c e ¢’ duas circunferéncias com centros O e O’ distintos, respectiva-
mente, e com raios distintos, R, Q e R’ trés pontos quaisquer tais que R,Q € ¢, R’ € ¢,
R—O0—-Q,R¢ 00, O'R | OR e de modo que R, R’ estejam do mesmo lado em relagdo
\ fi ;. . ) 5/ < >, / < >/ < >/
a reta OO', como estd ilustrado na Figura 20. Se {S} = OO'NRR"e {S'} = 00’ N QR
entdo ¢’ = Hg r(c) e ¢’ = Hg A(c"), onde ¢” é a imagem pela reflexdo em relacdo a S’ de c,
I/
com A = ——. Nestas condicdes, S e S’ sdo chamados de centro de homotetia externo e

OR
interno das circunferéncias c e ¢/, respectivamente.

10) o,
5 \ E 7‘/ 5 i
Q

Figura 20: Circunferéncias homotéticas c e c’.

Demonstragdo. Como O'R’ | OR temos que SRO = SR'O’ e SOR = SO'R’. Pelo
caso angulo-adngulo de semelhancga de tridngulos, os tridngulos ASRO e ASR'O’ sdo
semelhantes. Deste modo,

SR" SO O'R' _

SR SO~ OR - (1.13)
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—
Ou seja, para todo R € ¢\ OO’, por (1.13), obtemos que SR’ = A - SR. Além disso, por
+——
construcdo, R’ € ST% Sejam {A,B,C,D} = (cUc’)NOO’. Sem perda de generalidades,

suponhamos que S — A — B — C — D. Temos que

SC=S0'—CO'=A-SO—0O'R' =A-SO—A-OR (1.14)
=A-(SO—0OR)=A-(SO— AO)=A-SA (1.15)

e, analogamente, SD = A - SB. Com isto, mostramos que ¢’ = Hg (c).

Por outro lado, como OQ || O'R/, temos que QOS’ = R'0’S’. Além disso, 0S'Q =
O’S'R’, pois sdo angulos opostos pelo vértice. Pelo caso angulo-dngulo de semelhanca
de tridngulos, os tridngulos AOQS’ e AO'R’S’ sdo semelhantes. Deste modo,

I/ el I/
SR=OS=OR Y (1.16)
SQ 058 00

uma vez que OQ = OR. Como a reflexdo em relacdo a um ponto é uma isometria, entdo
¢” é a circunferéncia de centro O” = Rg/(O) e raio OQ = OR. Sendo Q' = Rg/(Q), temos
que Q' e, Q-5 —Q eS'Q=5Q" Consequentemente, R’ € S'Q e, por (1.16),

SR =1-8Q=1-5Q.

+——
Mostramos que R’ = Hg 4(Q'), para todo Q € ¢\ OO'. De modo andlogo ao caso
anterior, em que S é o centro da homotetia, concluimos, por (1.16), que ¢’ = Hg' (c”).
O

1.10 TRIANGULO ORTICO E TRIANGULO TANGENCIAL

Nesta secdo, definimos os tridngulos értico e tangencial de um dado tridngulo, e
demonstramos algumas de suas propriedades, como nas Proposi¢des 3.1 e 3.2, no Lema

3.5 e nas Proposicoes 3.6 e 3.7. Para este tema, tomamos por base a referéncia [6].

Definicdo 1.29. Dado um triangulo A ABC néo-retdngulo, dizemos que o tridngulo

formado pelos pés das suas alturas é seu tridngulo ortico.

A seguir, obtemos algumas propriedades dos tridngulos drticos, as quais envolvem
seus circuncentro e incentro. Para que faca sentido considerar o tridngulo értico de
um tridngulo e sua circunferéncia de nove pontos, admitimos que o dado tridngulo é

escaleno e nao-retangulo.
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Proposicdo 1.30. Dado um tridngulo (escaleno, ndo-retangulo) ANABC qualquer, o
circuncentro de seu tridngulo ortico € o centro da circunferéncia de nove pontos do tridngulo
A ABC e pertence a reta de Euler do triangulo /AABC.

Demonstracdo. Na Proposicdo 1.19, mostramos que a circunferéncia de nove pontos
de um triangulo (escaleno) passa pelos pés de suas alturas. Deste modo, temos que
a circunferéncia de nove pontos I de um triangulo € a circunferéncia circunscrita ao
tridngulo ortico do tridngulo AABC. Assim, o circuncentro do triangulo ortico do
triangulo A ABC coincide com o centro de I'. Ainda de acordo com a Proposicdo 1.19,
o centro de I’ é o ponto médio de OH, onde O e H sdo o circuncentro e o ortocentro
do triangulo A ABC, respectivamente. Ou seja, o circuncentro do tridngulo értico do
triangulo A ABC pertence a reta determinada por O e H, que é a reta de Euler do
tridngulo AABC. 0

Proposicao 1.31. Dado um triangulo AABC qualquer, seja AHyH,Hj3 seu tridngulo
ortico, onde H,, Hy, Hs sdo os pés das alturas relativas aos vértices A, B, C do tridngulo
AABC. Se o tridngulo AABC for acutdngulo entdo seu ortocentro H coincide com o
incentro de seu tridngulo értico A Hy HyHs, como estd ilustrado na Figura 21, enquanto
que se o tridngulo A\ ABC for obtusdngulo, seu ortocentro H coincide com o ex-incentro de

seu tridngulo ortico /\AHyHyHs, como estd ilustrado na Figura 22.

Demonstragdo. Primeiramente, consideramos o caso em que o tridngulo AABC é

acutangulo. Mostremos que Hq A, H,B e H;C sdo as bissetrizes internas dos angulos
/HyHH3, /H{HyH3 e /HyH3H,, respectivamente.

B H; - C

Figura 21: Triangulo acutangulo A ABC e o seu tridngulo drtico AH1H,Hs.
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O quadriladtero AH,H Hs é inscritivel, jd que os angulos /AH,H e /AH3H sao retos.

Logo, H2H3H = H,AH. Mas,

H,AH = CAH, = g — ACB.
Assim,

HoH3H = g — ACB. (1.17)
Também, o quadrilatero H3H H; B € inscritivel, pois os dngulos /HHB e /BH3H sao
retos. Logo, H1H3H = H11§H. Mas,

H,BH = CBH, = g — ACB.

Assim,
HyH:H = g — ACB. (1.18)

Por (1.17) e (1.18), concluimos qs angulos /H,H3;H e /H;H3H sdo congruentes.

Como o tridngulo AABC ¢é acutangulo, entio seu ortocentro H pertence ao interior
de seu triangulo értico AH,HyHjs. Assim, Iﬁ{ = Iﬁ ¢ a bissetriz interna do angulo
/H1H3H>. De maneira andloga, mostra-se que m e Iﬁ sdo as bissetrizes internas
dos angulos /H,H1Hs e /H1HyH;. Portanto, H € o incentro do tridngulo ortico
AH1HyHs.

Agora, consideramos o caso em que o tridangulo A ABC é obtusangulo. Sem perda de

generalidade, suponha que o dngulo obtuso é o angulo /BAC.

H

Figura 22: Triangulo obtusangulo A ABC e o seu tridngulo értico AHy Hy Hj.
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Como o angulo /BAC é obtuso, temos que H, ¢ AC; caso contrario, como BH,A =
T . A . =" .
—, a soma das medidas dos angulos internos do triangulo A ABH, excederia 7. Analo-

2 _
gamente, H; ¢ AB.

O quadriladtero HH, AHj é inscritivel, ja que os angulos /HH;A e /HH3 A sdo retos.
Logo, HyH3A = HHA. Mas,

H,HA = BAH, = g _ H,BH.

Assim,
HyH3A = g _ H,BH. (1.19)

Também, o quadrilatero AH;CHj3 é inscritivel, pois sdo retos os dngulos /AH,C e
/CH3A. Logo, AH3H; = ACH,. Mas,

ACH; = H,CB = g _ CBH, = % _ H,BH.
Assim,
AH3H; = g _ HyBH. (1.20)

Por (1.19) e (1.20), concluimos que os dngulos /H,H3A e /AH3H; sdo congruentes.
Como o triangulo AABC é obtusangulo com angulo /BAC obtuso, temos que A
pertence ao interior do tridngulo o6rtico /AH;H,H3. Deste modo, Iﬁ = Iﬁ é a
bissetriz interna do 4ngulo /H;H3;H,. Como HC | BHj, 1% é a reta suporte da
bissetriz externa do angulo /H;H3H,. De maneira analoga, I@ ¢é a reta suporte da
bissetriz externa do dngulo /H; H, Hs. Portanto, H é o ex-incentro do tridangulo értico
AHiHyHs. O

Passemos a discutir algumas propriedades dos tridngulos tangenciais.

Definicdo 1.32. Dado um triangulo (ndo-retdngulo) AABC qualquer, sejam I' sua
circunferéncia circunscrita, r, s e t as retas tangentes a I' nos pontos A, B e C, respecti-
vamente. Sejam ainda {T1} =sNt, {Tr} =rNte{T3} =rNs. O tridngulo AT, T,T; é

chamado de triangulo tangencial do tridngulo A ABC.

Observacéo 1.33. A condigdo de que AABC é um tridngulo ndo retdngulo garante que
as tangentes 1, s e t sejam ndo paralelas e, consequentemente, que existem os pontos Ty, Tp
e Ts. De fato, sem perda de generalidades, supondo por absurdo que s e t sejam paralelas
entdo BC seria um didmetro de T. Neste caso, o dngulo /BAC seria um dngulo reto,

contrariando a hipdtese de que /AN ABC é um tridngulo ndo retdngulo.
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Nas condi¢bes da Definicdo 1.32, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 1.34. Dado um tridngulo acutdngulo, seu circuncentro € o incentro de seu
triangulo tangencial, como estd ilustrado na Figura 22, enquanto que se o tridngulo
A ABC for obtusangulo, seu circuncentro O coincide com o ex-incentro de seu tridngulo

tangencial ATy T, T3, como estd ilustrado na Figura 24.

Demonstracdo. Primeiramente, consideramos o caso em que o tridangulo AABC é
acutangulo. Mostremos que O (centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
AABC) equidista dos lados do angulo /T,T; T3, assim como dos lados do angulo
/T1T,T3. Neste caso, O deve pertencer as bissetrizes internas dos angulos /T,T,T5 e
/T, T1Ts. Consequentemente, O € a interseccdo destas bissetrizes e, portanto, o incentro
do tridangulo AT, T, T5.

De fato, como o triangulo A ABC € acutangulo, entdo seu circuncentro O pertence ao

seu interior. Por construciio do tridngulo tangencial, temos que OB L. Ty T3 e OC L T Ts.

Além disso, OB = OC, pois sao raios de I'. Logo, O pertence a bissetriz interna do
angulo /T,T;T3. De modo andlogo, OA L Eﬁ, OoC L 772?1 e OA = OC, de onde

obtemos que O pertence a bissetriz interna do angulo /Ty T, T3.

Figura 23: Tridngulo acutdngulo A ABC e seu triangulo tangencial AT; T, T5.

Agora, consideramos o caso em que o tridngulo A ABC é obtusangulo. Sem perda de
generalidade, suponha que o angulo obtuso é o dngulo /BAC. Segue do teorema do
dngulo inscrito que A e O estdo em lados opostos em relacdo a reta %, uma vez que a

medida do arco BC que subentende o angulo /BAC é maior que 180.
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O

Figura 24: Tridngulo obtusingulo A ABC e seu tridngulo tangencial AT, T, T3.

Como T; é determinado pela interseccdo das retas tangentes a circunferéncia I'
nos pontos A e B, temos que /ABT; e /BAT; sdo angulos de segmento. Além disso,
/ABT3; = /BATs, sendo sua medida igual a metade da medida do angulo central
/AOB, de modo que o tridngulo AABT; € isosceles, com T3A = T3B. Logo, T;
pertence & mediatriz do segmento AB. Sendo M o ponto médio de AB entfo, pelo
caso cateto-hipotenusa de congruéncia de tridngulos, temos que AT3;AM = AT;BM.
Consequentemente, T3—]\>/I é a bissetriz (interna) do dngulo /AT3B, que é externo ao
triangulo AT; T, T; no vértice T3. Ou seja, T3—Z\>/I ¢ a bissetriz externa do angulo /T T3T>.
Logo, 3% € a reta suporte da bissetriz externa do angulo /T;T3T,. De modo analogo,
mostra-se que zﬁ ¢ a reta suporte da bissetriz externa do angulo /T3T,T;. Portanto, O

é o ex-incentro do tridngulo tangencial AT T, Ts.

O]

Nas condicoes da Definicdo 1.29 e da Definicao 1.32, temos o seguinte resultado que

os relaciona.

Proposicao 1.35. Dado um tridngulo (ndo-retangulo) A\ ABC qualquer, sGo homotéticos

seus tridngulos ortico A\ HyHyHs e tangencial AT, T, T3, como estd ilustrado na Figura 25.
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A
= T:
T N 3
: /! i
H3| l‘l < q H2
e
5 77 0
H;
C
T
/

Figura 25: Triangulos AHyH,Hz e AT, T, T3 tém seus lados paralelos.

Demonstragdo. Os pontos H, e H3 pertencem a circunferéncia de diametro AH, ja que
os angulos /AH>H e /AH3H séo retos. Entdo os pontos A, H,, H3 e H pertencem a

mesma circunferéncia.

Pelo Teorema do 4ngulo inscrito (Proposicido 1.9), temos que AH,H3 = AHH;. Os
angulos /AHH3; e /H,HC sdo congruentes, pois sdo opostos pelo vértice. Assim, em

relacdo ao triangulo AHH;C,

A

AH,H; = HiAC = g _ HCH; = & — HyCB. (1.21)

i
2
Mas, H3BC = g — H3BC. Assim, em (1.21),
. T . . .
AHpHs = 7 — (5 - H3BC> - H;3BC = ABC.

Pelo teorema do angulo inscrito (Proposicao 1.9) e do dngulo de segmento (Pro-
posicao 1.11), o angulo /ABC tem medida igual a do angulo /T3AC. Dessa forma,
temos que os angulos (alternos internos) /AH,Hs e /T3AC sdo congruentes. Assim,
TTs || HsHa.

De maneira andloga, mostra-se que T, T, | H3H; e T, T3 || HiHa.

Pela Proposicdo 1.27, concluimos que sdo homotéticos os tridngulos ortico e tangen-
cial do tridngulo AABC. O

Proposicdo 1.36. O centro de homotetia dos tridngulos ortico AHjHyHj3 e tangencial
T\ T,T; de um tridngulo (ndo-retangulo) AABC qualquer pertence a reta de Euler do
triangulo A ABC.
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Demonstracdo. De acordo com as Proposicoes 1.31 e 1.34, se o tridangulo AABC for
acutangulo entdo o ortocentro H e o circuncentro O do tridngulo A ABC sdo, respecti-
vamente, o incentro de seu tridngulo 6rtico AH1H,Hj e o incentro de seu tridngulo
tangencial AT;T,T;. Como AH{HyH; e ATy T,T3 sdo tridangulos homotéticos, seus
incentros se correspondem, de modo que O e H sdo colineares ao centro da homotetia
que leva um triangulo no outro. Como O e H determinam a reta de Euler do triangulo

A ABC, entdo o centro da homotetia pertence a reta de Euler.

De maneira andloga, mostra-se que a tese é valida para o caso em que o tridngulo
AABC é obtusangulo, mas agora H e O sdo ex-incentros de seus tridngulos Ortico
AHyHyH;s e tangencial ATy T, Ts. O

Proposicao 1.37. Os circuncentros dos tridngulos ortico AHyHpHs e tangencial ATy T,T3
de um tridngulo (ndo-retdngulo) A\ ABC qualquer pertencem a reta de Euler do tridngulo
AABC.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 1.30, o circuncentro do triangulo értico AH;H>Hj
pertence a reta de Euler do triangulo AABC. Pelas Proposi¢oes 1.35 e 1.36, os
tridangulos ortico AH;HyHj3 e tangencial AT, T,T3 sdo homotéticos e o centro da

homotetia pertence a reta de Euler do tridngulo AABC.

Como o circuncentro do triangulo ortico e o centro de homotetia pertencem a reta de
Euler do triangulo A ABC, o circuncentro do tridangulo tangencial deve pertencer a reta
de Euler do triangulo A ABC, pois os circuncentros dos tridngulos tangencial e értico

sdo pontos correspondentes pela homotetia. O

1.11 NUMEROS COMPLEXOS

Vamos considerar algumas defini¢cdes e propriedades basicas dos nimeros complexos.
Entendemos ser necessdria a compreensao de tais conceitos pelo fato de que usaremos
a abordagem dos ntimeros complexos para estudar os tridngulos heptagonais, na

Proposicdo 2.20 e nas proposi¢des do Capitulo 4.

Definicdo 1.38. Um nuimero complexo ¢ um numero da forma z = x +y - i (ou, equiva-
lentemente, da forma z = x +i-y), com x,y € R e i> = —1. Os niimeros reais x e y sdo
chamados de, respectivamente, parte real e parte imagindria do nimero complexo z.

Quando x = 0, dizemos que o nimero complexo z é um imagindrio puro.
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Notacdo: Sendo z = x +y - i, denotamos x = Re(z) e y = Im(z). Denotamos por C o

conjunto dos numeros complexos.

1.11.1 O plano complexo

Podemos associar a cada numero complexo z = x +y - i o par ordenado (x, y). Geome-
tricamente, isto nos d4 uma representacdo dos numeros complexos como pontos no

plano cartesiano, ora denominado plano complexo.

A representagdo de um numero complexo z = x +y - i por um ponto P dd-se do
seguinte modo: a parte real Re(z) é a abscissa do ponto P, enquanto que a parte
imagindria Im(z) é a ordenada de P. Assim, P = (x,y) representa o nimero complexo

z=x+Y- 1.

Por exemplo, na Figura 26, representamos os nimeros z; =2+3-i,zp =1—2-1,

z3=—2+3-i,z4=—2—2-1iez5=ino plano complexo.

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Z4 ¢ .ZQ

Figura 26: Nimeros complexos representados no plano complexo.

1.11.2 Operagoes em C

Nesta subsecdo, definimos as operagdes bdsicas entre niimeros complexos.

Definicdo 1.39. (Soma e multiplicacdo em C) Sendo z1 = x1+y1 -i,22 = X2+ Y2 - 1,

definimos a soma de z; e z,, denotada por z; + z, como sendo o nimero complexo

Z1+zp=(x1+x2)+ (W1 +Yy2) - 1
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e a multiplicacdo de z; e z,, denotada por z; - zp, por
z1-z2= (X1 X2 —Y1-Y2) + (X1 - Y2 +x2- Y1) - L.

Definicdo 1.40. (Oposto de um nimero complexo) Dado um numero complexo z =

x +y - i, definimos o seu oposto por

—z=—X—Y-I

Definicdo 1.41. (Elemento neutro em C) Define-se o elemento neutro em C o nimero

complexo0=0+0-1i.

Definicdo 1.42. (Igualdade de nimeros complexos) Sendo z1,z; € C, dizemos que

z1 = 2 se Re(z1) = Re(zp) e Im(z1) = Im(zp).

Definicdo 1.43. (Subtracdo em C) Dados z1,z; € C, definimos a subtracdo de z; por
Zp COMO

z1 —2p =21+ (—22).

Definicao 1.44. (Inverso em C) Dado um nuimero complexo z € C*, isto é, z # 0,

1

- . 1 .
definimos seu inverso, denotado por — ou z~*, como sendo o nimero complexo tal que
z

. .1 .
Se considerarmos z = x+y-ie — =a+b i, deve valer que
z

(x+y-i)-(a+b-1)=1
(x-a—y-b)+(x-b+a-y)-i=1=1+0-1i.

Pela igualdade de ntimeros complexos,
x-a—y-b=1
x-b+a-y=0.

Se y #0, segue da segunda equagdo do sistema que

Substituindo a na primeira equacao do sistema, obtemos:



22
b.<xy)=1_
Y

Como z = x+y-i#0 entdo x* + y* # 0. Assim,

__Y
x% + y?
Voltando ema = —— , temos:
g%
a2+
Desse modo, se y # 0 entdo
1 X -y

- = + i.
z xX2+y? x2+y?

Se y =0 entdo x # 0 e o sistema fica

1
Desse modo, a = po e b =0. Logo, se y =0 entdo

1 1
—=—==—+0-1i
zZ X X

Em geral,

1 X _,_7Y
—_ = - 1.
z xX2+y? 2+

1.11 NUMEROS COMPLEXOS

(1.22)

Definicao 1.45. (Divisdo em C) Dados z1,z, € C, zp # 0, definimos a divisdo de z; por

Zp COMO

Z1 1
— = Zl . —_
23 2y

1.11.3 Moddulo e conjugado de um niimero complexo

Definicdo 1.46. Dado um nimero complexo z = x +y - i, 0 médulo de z, denotado por

|z|, é o ndmero real |z|= /X% + 2.

35
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Py

Figura 27: Representacio geométrica do mdédulo de um nimero complexo.

Geometricamente, o médulo de um nimero complexo z € a distancia a origem do

ponto P que representa z no plano complexo, como esta ilustrado na Figura 27.

Definicdo 1.47. Dado um nimero complexo z = x +y - i, o conjugado de z, denotado

por z, € o numero complexoz = x —y - i.

Geometricamente, no plano complexo, se o ponto P representa o niimero complexo
z, 0 conjugado de z é representado pelo ponto P’ obtido pela reflexdo de P em relacio

ao eixo das abscissas, ora chamado de eixo real, conforme estd ilustrado na Figura 28.

( EEEEEEEEES P
_y ”””””” ‘Pl

Figura 28: Representacdo geométrica do conjugado de um nimero complexo.

Uma propriedade interessante envolvendo mddulo e conjugado de um numero

complexo é dada na seguinte proposicao.

Proposic¢io 1.48. Dado um niimero complexo z, vale que z - Z = |z|%.
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Demonstragdo. Em coordenadas, sendo z = x +y - i, temos que

‘ 2

Z-Z:(x+y-i)-(x—y.i):x2+y2=’Z )

Observacdo 1.49. Se z € C*, observamos que
1 z

z |z

que estd de acordo com a equagdo (1.22).

Vamos elencar algumas propriedades que envolvem o médulo dos niimeros comple-

XOs.

Proposicdo 1.50. Sendo z = x +1i -y, z1 e zo numeros complexos quaisquer, valem as

seguintes propriedades:

a) |z|>0;

b) |z=0<2z=0;

¢) |z|=[—z[;

d) [Re (2)|< |z[;  [Im (2)|< |z);

e) z+z=2-Re (2);

D z1-z2|= |z |z2];

g) (Desigualdade triangular) |z1 + z2|< |z1|+|z2|;
W |z1 — 22| < |z1]+[z2]

) |z1|—|z2|< |21 + 22| 5

D Azl =lzl[< 21+ 22] -
Demonstragdo. a) |z|=/x?+y% > 0;

b) |z|= /x?+? =0 x=y=0<2z=0;
A |zl= Va2 +12 = /(xR + (—yP = |—z| ;

d [Re @)|= [x|< Va2+y?2=z| e [Im (@)= y|< Va*+y? = |z];

e) z+Z=x+i-y+x—i-y=2-x=2-Re(z);

37
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21 2= (21 22) - (@ 22) = (71 1) - (22 - 22) = |2 >+ |2
Como |z1 - z2|> 0, |z1|> 0 e |z2]|> 0, segue que |z - zp|= |z1|-|z2|;
g)
21+ 22| = (21 +22) - (71 + 22)
=2z1-Z1+22 22 +(21 22+ 21 - 22)
= |21+ 2P 421 T2+ 271 - 22
= |z1*+|22[*+2 - Re (z1 - 22)
Por sua vez,

]zl|2+\22]2+2 “Re (z1-22) < |zl\2+|zz|2+2- |Re (z1 - z2)|

< |21 42242 - |21 2] = [z P[22 42 - [z1]-|22|= (|21 |+ 2]
Como |z +z3|> 0 e |z1]|+|z2|> 0, concluimos que
|21 + 22| < |z1|+]|22[;
h)
21 — 22|= |21 + (= 22)|< |21 ]+ —22= |21 |+]22;
i)
|z1]= [(z1 + 22) — 22|< |21 + 22| +|22]-

Subtraindo |z;| em ambos os membros da desigualdade, temos que

|z1]—|2z2|< |z1 + 22);

j) Pelo item anterior, temos que |z1|—|z2|< |z1 + 22|. Trocando z; por z; e vice-versa
neste expressio, obtemos |zp|—|z1|< |z1 + 23], isto €, |z1|—|z2|> —|z1 + z2|. Deste
modo,

—|z1 + 22|< |z1|— 22| < |21 + 2]

Portanto, ||z1|—|z2||< |21 + 22
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1.11.4 Representag¢do polar de um niimero complexo

Os numeros complexos podem ser representados na forma polar, onde o argumento
de z é o angulo 6 formado pelo eixo Ox e o vetor Oz, conforme a Figura 29. Os angulos

sdo orientados no sentido anti-horario.

Figura 29: Representacdo polar de um nimero complexo.

Observando a Figura 29, podemos deduzir os valores de x e y em coordenadas

polares, usando as razdes trigonométricas no triangulo retangulo:

X

cos(0) = E

= x = |z|- cos(6)
sen (0) = \zy| =y = |z|-sen (6).

Substituindo os valores de x e y na expressdo z = x +y - i, temos

z = |z|- cos(0) + |z|-sen (0) - i = |z|-(cos() +i - sen ().

Esta é a expressdo polar ou expressdo trigonométrica de z, na qual comumente usamos
r para representar |z|:

z=r-(cos(f)+i-sen(h)).

Consideramos r e 0 as coordenadas polares de z, onde r = |z|= \/x?+y?> e 0 é o

numero real pertencente ao intervalo | — 7, 7] tal que x = r - cos(f) e y = r - sen ().

A partir de (1.22), obtemos a representacéo polar de z~!, para z € C*:

1o 7 Cr028(9) n —r- i;:n (9) =1 (COS(—Q) +sen(—0) - i). (1.23)
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1.11.5 Produto e quociente de complexos na forma polar

Nesta subsecdo, obtemos a forma polar da multiplicacdo e divisdo de nimeros

complexos. Sejam

z1=r1-(cos(fr)+i-sen(f1)) e zp=ry-(cos(fr)+i-sen(hr)).

Efetuando z; - z», obtemos
z1-2z3=11-12-(cos(01)+1i-sen(6)) - (cos(62)+i-sen(hy))
=11 - 12 (cos(fy) - cos(fp) — sen (07) - sen (62) +i - (cos(61) - sen (62) + sen (61) - cos(62))

=r1-72- (cos(01 +6) +i-sen (0 +6,)).

Analogamente,

z1 _ 11 (cos(fh) +i-sen(61)) (cos(P2)—i-sen(6y))

zp 12+ (cos(f)+i-sen(fy)) (cos(fr)—i-sen(hy))
r1 cos(61) - cos(f2) + sen (61) - sen (6) +i - (sen (1) - cos(62) — cos(6r) - sen (62))
T cos2(6,) + sen2(6,)
"

= (cos(01 — 02) +i-sen (0 — 607)).
2

1.11.6 Fdérmula de De Moivre

A expressdo que obteremos a seguir, conhecida como primeira férmula de De Moivre,

permite-nos calcular a poténcia inteira de um nimero complexo.

Proposicédo 1.51. (Férmula de De Moivre) Sendo r - ( cos(0) +i - sen (9)) a representagdo

polar de um niimero complexo z e n € Z., entdo

2" =1" - (cos(0) +i-sen(6))" =r" - (cos(n-6)+i-sen(n-0)).

Demonstragdo. Daremos a prova por inducdo finita em n. Primeiramente, consideramos
n € IN.
e (Passo inicial)

Para n = 1, a afirmacdo é verdadeira, pois

z' = 1 (cos(@) +i-sen(h)) =+ - (cos(1-0)+i-sen(l-h)).
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e (Hipotese de inducdo)
Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para algum n = k, onde k > 1. Ou
seja,
ZF=r%. (cos(k-0) +i-sen(k-0)).
e (Passo de inducio)

Mostremos que a afirmacdo é entdo verdadeira para n = k + 1, isto é, que

Zk+1 _ i’k+1 . (COS((k + 1) . 9) +1-sen ((k + 1) . 9))

De fato, segue da hipdtese de indugédo que

N
Il

1= (1 (cos(8) +i - sen () = (r- (cos(6) +i - sen (8)))F - (r - (cos(B) +i - sen (8)))

¥ (cos(k-0) +i-sen(k-0))-r-(cos(6)+i-sen(f))

1. (cos(k - 0) - cos(f) — sen (k- 0) - sen (8) +i - (cos(k - 6) - sen (8) + sen (k - ) - cos(6)))
1. (cos(k-0+0)+i-sen(k-6+06))

1 (cos ((k+1)-0) +i-sen((k+1)-6)).

Portanto, pelo principio da inducdo finita, a afirmacao é verdadeira para n € IN.

Provemos agora a validade da afirmacdo para os inteiros negativos.

Sendo m € Z, m < 0, temos que m = —n, para algum n € IN. Segue de (1.23) e

do que acabamos de provar que

Z"=z""=(r-(cos(f)+i-sen(9))) " = ((r - (cos(f) +1i - sen (9)))_1>n
=(r~'(cos(—0) +i-sen(—0)))" =r " (cos(—n-6)+i-sen(—n-6))

=7" . (cos(m-0)+i-sen(m-0)).

1.11.7 Raizes n-ésimas de niimeros complexos

Nesta subsecdo, abordamos a radiciagdo em C. Tomamos por base a referéncia [2].

Definicdo 1.52. Sendo n € IN, n > 2, a € C* quaisquer, definimos a raiz n-ésima de a

como sendo um numero complexo z tal que z" = a.
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Escrevendo a e z em suas formas polares, temos a = r - (cos(f) +i-sen(f)) e z =

p - (cos(¢)+1i-sen(¢)). Utilizando a férmula de De Moivre, a equagdo z" = a torna-se

p" - (cos(n-¢)+i-sen(n-¢@)) =r-(cos(d)+i-sen(f))
Disto obtemos que p” - cos(n - ¢) = v - cos(f) e p" - sen(n - @) = r - sen (f). Assim,

el =r

n-¢g=0+2-k-n, keZ.

Portanto, as raizes n-ésimas de a sdo dadas por

Zk=%.<cos <W>+i.sen<m>>, keZ. (1.24)

n

Observamos que (1.24) admite n valores distintos quando k percorre o conjunto
{0,1,2,...,n—1}. Tomando-se k fora deste conjunto, o valor de z coincide com aquele
da divisdo de k por n. Portanto, o numero complexo a # 0 possui n raizes distintas,
20,21,22, -+ ,Zn—1, dadas por (1.24), todas com o mesmo modulo p = W e com oS

W, k=0,1,2,---,n — 1. Geometricamente, as raizes n-ésimas

argumentos ¢y =
de a sdo os vértices de um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia de

raio {/|a| e centro na origem do plano complexo, como estd ilustrado na Figura 30.

zZ3 zZ9

Figura 30: Representacdo geométrica das n raizes de 4.
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Quando, em particular, a2 = 1, dizemos que os numeros complexos zg, z1,22, - * *, Zy_1,

dados por (1.24), sdo as raizes n-ésimas da unidade.

Para a = r-(cos(f)+i-sen(f)) = 1, obtemos r = 1 e 6 = 0. Entdo, as raizes z; de

(1.24) reduzem-se a

Zp = COS <2];7T> +1-sen (2'k~7‘[>, k=0,1,...,7’l—1. (1.25)

n

W = CoS <”) +1-sen <27T), (1.26)
n n

observamos, pela férmula de De Moivre, que as raizes n-ésimas da unidade sdo exata-

Tomando

mente

1w, ... "L (1.27)

Representadas no plano complexo, estas raizes sdo os vértices de um poligono regular
de n lados com centro na origem. De fato, sejam My, M1, M3, ..., M,,_1 0s pontos no
plano complexo que representam, respectivamente, as n raizes n-ésimas da unidade
20,21,22, - - -, Z2n—1 dadas por (1.25). Como OMy = |zx|=1, para k € {0,1,2,...,n — 1},
os pontos M estdo sobre a circunferéncia C de centro (0,0) e raio 1. A medida de cada

Y &l
arco MMy, € igual a

_2-(k+l)-t—=2-k-t _2-7

k n n’

92k+1 - 92
para todo k € {0,1,2,...,n —2}. Para o arco remanescente M,,_1 M, temos

-2 21
n T on

2.7

R — ‘
Como todos os arcos MyMi, M1 My, ..., M,,_1 My tém a mesma medida 2 - 7t/n, o

poligono MyM;j...M,,_1 é regular.

Exemplo 1.53. Calculemos as raizes sextas da unidade a =1 em C.

Z():l

Z1 = W = COS 277-( +1-sen 2—71 = Cos i +1-sen i —1+i ﬁ
e 6 6 ) 3 3)7 2 2’

) (2-71) , (2-71) -1 . V3 _
Zy) = W~ = CO0S T +1-sen|{ — | = —+1-— = —W,

23=w3

4 (4-7() ) (4-7r> -1 . 3
24 = W' =cos ( —— +icsen| — | =— —i- — = —w;

=cos(rm)+i-sen(m)=—-1+i-0=—1;
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3 3 2 2

Geometricamente, os numeros complexos 1, w, w

5 (5-n> . (5-7r> R
Zs=w’>=cos| — |+1-sen| — | == —1-— =w.

2 5

,...,W"> representam os vértices

de um hexagono regular, como estd ilustrado na Figura 31.

Figura 31: Raizes da unidade para n = 6.

1.11.8 Exponencial complexa

Nesta subsecdo, definimos a funcdo exponencial tomada sobre os nimeros complexos.

Definicdo 1.54. Sendo z = x +i - y um complexo qualquer, definimos a exponencial de

z, denotada por ¢*, como
¢F =tV = . (cos(y) +1i-sen (y)).

Em outras palavras, e* = ¢**¥ é o niimero complexo cujo médulo é igual a e* e cujo
angulo formado entre o eixo Ox positivo e a semirreta que parte da origem e passa pelo

ponto que representa z no plano € igual a y.

Exemplo 1.55. Se z =i - 7t entdo

et =l <cos(7r) +i-sen(7t)) =-—1.

Concluiremos esta subsec¢do determinando a soma das raizes n-ésimas da unidade:

n—1 . . .
2.0k 2-71:i-(0) 2-71i(1) 2-7i-(n—1)
5:231 =e 7 4e T +---4e 0. (1.28)
k=0
2-7-i . .
Por (1.26) e (1.27), temos que e » =cos (25) +i-sen (%) =we

S=1l+w+w?+...+w" L
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Assim,

w-S=w+w +...+u",
de modo que

w-S—S=w"—-1.

Comow #1ew" =cos (2% +i-sen (%27) = cos(2- /1) +i-sen (2 7r) = 1, obtemos

que .
w'—1
S = =0,
w—1
ou seja,
n=l ik
o= lrwtHr . 0" =0, (1.29)

e
k=0

1.12 A FORMULA BINOMIAL PARA OS COMPLEXOS

Nesta Subsecdo, adaptamos a férmula do bindmio de Newton para os nimeros
complexos, isto é, provamos uma relacdo para (a+i-b)", onde a,b € R e n € IN. Antes

disso, lembramos a relacdo de Stiefel:

Lema 1.56. Sendo n,k € N, n,k > 1e k < n, entdo

n n n+1
(k) - <k+1> = <k+1>' (1.30)

Demonstragdo. Por Definicdo,

n n n! n! n! 1 1

<k)+<k+1> TRk kD) i—k—1) k-(n—k—1) (n—k+k+1) B
3 n! n+1 3 (n+1)! _(n+1
TRk —D -k -kt k+D-(i—k) <k+1>'

O

O préximo resultado, conhecido como binémio de Newton para os complexos, serd

utilizado na prova da Proposicdo 2.20.

Proposicdo 1.57. Sejam a,b € R e n € IN. Entdo

(@+i-b)" = <’S> -an+<’11> -(i-b)'a”1+...+<Z>‘(i-b)"=i<z>-(i-b)k-a”k.

k=0
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Demonstragdo. A prova sera dada por inducdo finita em 7.

e (Passo inicial)

1
Como (a+i-b)! = Z <]1{> (i - bk a' 7k segue a afirmacdo € vélida paran = 1.
k=0

e (Hipotese de inducdo)

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n = r, em que r € um nimero

natural qualquer, r > 1. Ou seja,

(a+i-b)r=i<£) (i-b)f-a k.

k=0
e (Passo de inducio)

Mostremos que a afirmacdo é entdo verdadeira para n = r + 1, isto é, que

r+1
(ﬂ +i- b)r+l — 2 (7’ + 1> . (l . b)k . a(r+l)—k'

k=0 k

De fato, segue da hipétese de inducao e da relagdo (1.30) que

(a+i-by*' =(a+i-b)-(a+i-b) = (a+i-b)-i(r)-(i-b)k-ark

k=0 k

ai(;) '(i-b)k-ar—k+i-b-i<£> -(i-b)k-a"k

k=0

_ <r> -io-bo-ar”+i(r> Rk gy i( > LR gkl gk
0 o \k P

(TN 0 0 e v (T r ke oak ek, (TFLY e e 0
—<0>zba+g[k+k_1}zba +r+11 b a
(TN o0 e (LY ok ok, (TFYY e 0

=\ 0 > (i-b) -a +;§ P (i-b)-a + ril (i-b) a

— rﬁ <1"+ 1) ( b)k ar+1fk

o\ k



O TRIANGULO HEPTAGONAL E SUA
TRIGONOMETRIA

Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades relacionadas a trigonometria
do triangulo heptagonal. Antes, faremos algumas consideracdes sobre a geometria
do heptdgono regular e definiremos o que é, de fato, um tridngulo heptagonal. As

proposicOes apresentadas foram extraidas do artigo de Bankoff e Garfunkel [4].

2.1 GEOMETRIA DO HEPTAGONO REGULAR

Nesta secdo, exploramos algumas propriedades geométricas do heptdgono regular.
Vamos considerar um heptagono regular ABCDEFG inscrito numa circunferéncia de

centro O e raio R para realizar as demonstragdes, como estd ilustrado na Figura 32.

Figura 32: Heptdgono regular.
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48
Cada 4ngulo interno do heptégono regular mede ——. O heptigono regular pode

consecutivos do heptdgono e o centro O. Sendo o tridngulo A ABO um representante
- TT ~ ~
OAB=0BA=—-.

¢ 14

2

ser decomposto em sete triangulos isdsceles congruentes, formados por dois vértices
5.1

desses sete tridngulos congruentes, temos que AOB =
Denotando por ¢ a medida do lado do heptdgono regular, obtemos a seguir uma

expressao para ¢ em funcao de R.
(>=2.R?>—-2-R?% cos <277T>

£=\f2~R-\/l—cos<2.7n) =v2-R- 2~sen2<7> :2~R-sen<> 2.1

A drea do heptagono regular pode ser calculada em funcdo de /. Se h denota a
apdtema do heptdgono regular, como na Figura 32, entdo h é a altura do triangulo
A ABO relativa ao vértice O. Sendo U o ponto médio de AB, temos

f (2.2)

T h
COS<7>:R:>R=(7T>.
COs ?

No tridngulo ABOU, determinamos / usando o Teorema de Pitadgoras:

W2 = i —§:>h2- 1-— L :—6—2:»
cos? <7T> 4 cos? (T[) 4
7 7
cos? (;) -1 sen2<77r> 2
h? —— =K - =——0=
cos? z 4 cos? z 4
7 7
/2 T / T
2 b (T _ L T
h* = cot <7>:>h 5 cot<7>

4
Uma vez que a drea do heptdgono regular, denotada por (ABCDEFG), é igual a sete

vezes a area do tridangulo A ABO, obtemos
(2.3)

(ABCDEFG) =7 -1 Z 2. cot (7;)

Substituindo (2.1) em (2.3), determinamos (ABCDEFG) em funcéo de R:
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=7.R2. T, T\ _7 g2, 2-7
(ABCDEFG)=7"-R sen<7) cos<7>—2 R sen( - >

Nas condic¢des anteriores, temos a seguinte propriedade para o triangulo AABE
(respectivamente, AADE; AADG):

Proposicdo 2.1. Sdo colineares os pontos E, O e U (respectivamente, A,O e K, com K

sendo o ponto médio de DE; D, O e L, com L sendo o ponto médio de AG).

Demonstragdo. Devido a regularidade do heptdgono, as diagonais AE e BE sdo congru-
entes, de modo que o triAngulo A ABE é issceles, com AE = BE. Assim, a mediana EU
coincide com a mediatriz do lado AB. Como existe uma unica circunferéncia passando
por A, B e E, o circuncentro do tridngulo AABE € o ponto O, centro da circunferéncia
circuncrita ao heptdgono ABCDEFG. Uma vez que o circuncentro do triangulo AABE

pertence a mediatriz de AB, concluimos que os pontos E, U e O séo colineares. O

A seguir, apresentamos mais algumas propriedades do heptagono regular, que serao

uteis no decorrer do trabalho, especialmente no préximo capitulo.

Proposicao 2.2. Nas condi¢bes anteriores, sendo V o ponto médio do raio perpendicular
ao lado BC, como estd ilustrado na Figura 33, a distdncia d de U a V é igual a metade da
medida do lado do quadrado inscrito na mesma circunferéncia de centro O e raio R em

que o heptdgono regular ABCDEFG estd inscrito.

Figura 33: Célculo de UV.

Demonstragdo. Temos que a diagonal de um quadrado inscrito numa circunferéncia de

raio R é igual a 2 - R e, por consequéncia, o lado do quadrado mede R - v/2.
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Como os tridngulos AAOB e ABOC sao isésceles, com AO = OB e OB = OC, segue
— —
que OU e OV séao bissetrizes dos dngulos centrélis /AOB e /BOC, respectivamente.
) A T A T A T - TT
Assim, UOB—?, BOV—?eUOV—7+7—?
Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo AUV O, obtemos que

R\? R 2.7
2_ 2 —_— —_— . - —_— —
dc=0U +<2> 2-0U 5 cos< 7 >

Notamos que o tridangulo AUOB é retangulo em U, pois U é o ponto médio do

segmento AB, e o tridngulo A ABO é isésceles, sendo AO = BO = R. Deste modo,

cos(UOB) = cos <7;> = % = OU = cos <77T> -R. (2.5)

(2.4)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos
2 oo () R B cos () cos (227 . R2
d° = cos <7> R+ 1 cos<7> cos< 7 ) R

1 T T 2.7
_p2f 1 2 (7T Ty ST
=R <4+cos <7> COS<7) cos( 7 )) (2.6)
4-Tt _ ~
—— sdo angulos suplementares, entdo
3.7 3.1 4.7
sen <7> = sen <7r — 7) = sen (7> 2.7)

3.1 3.7 4.7
cos <7> = — CoS <7t — 7) = — Cos (7> (2.8)
Desenvolvendo (2.7), chegamos a
sen Tt + 2—71 =sen (2 2—”
7 7 Bl 7

n (2) o (257 n (257) s (£) 2 50 (257) e (37)

3.7
C -
omo 7 e

7

T (1-9.¢en2( ™ . TY o2 () 2 4. Ty, Ty, 2
sen(7) (1 2-sen (7)>+2 sen(7> Cos <7>—4 sen(7) cos(7) cos( - )
Escrevendo cos? <77T> como 1 — sen? (;T) , obtemos

TY _4.6en3( ) 24. T . T . 2.
3 sen<7> 4.sen <7>—4 sen<7> cos<7> cos( . >
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Dividindo esta igualdade por sen <77T> , ficamos com

3—4-sen2<n

()
7))

> W
|
7 N\
—_
|
o)

o
07!

N
N_
~_
~_
Il
o)

o
7]

S [ TT T\ 2-m\ _ 1
cos (7>—cos <7> cos< 7 >—4. (2.9)

Substituindo (2.9) em (2.6), temos que

1 1\ 1
2 _ p2, - - - . 2
d“=R <4+4> 5 R
d:R.\f. (2.10)
0

Proposic¢do 2.3. Nas condigées da Proposigdo 2.2, sejam U',W, W', X e X' os pontos
médios de CD, BG,CE, AE e DG, respectivamente. A circunferéncia de centro V e raio
UV passa pelos pontos U', W, W', X e X'.

Figura 34: Circunferéncia de centro V e raiod = UV.
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2
Demonstracdo. Por (2.10), UV =d = R - \2[ Provaremos que VW = VW' = VX =
VX' =vU =d.

Mutatis mutandis, a prova de que VU’ = d é a mesma de que UV = d, dada na

Proposicéo 2.2.

A seguir, calculamos V. Para isso, consideramos, de modo especial, o tridngulo

AABG. Pela lei dos cossenos, temos que

BG2= AB+ AG2—2- AB- AG - cos (57”> =2.2-2.02. cos <57”)

5.t 2.1
Mas, — e - sdo suplementares. Logo,

7
5. 5. 2.7
sen <7> = sen (n—7> = sen <7>, (2.11)
5.1 5.1 2.7
cos (7> = —cos (7‘[— 7) = —cos <7> (2.12)

Por (2.1) e (2.12), obtemos que

2_g.cen2( ) . R2_8.R2.cen2( F) . [ — 2.7
BG” =8-sen <7> R 8- R“-sen <7> < cos< 7 >>
BG?>=8-R2. sen2<7;> : <1 +cos (27”» (2.13)

2.7\ s 3 P
1+COS(7>—1+2-COS <7> 1=2-cos <7>
Logo, (2.13) torna-se

BG?=8-R?. sen2<77t) .2 . cos? <77T> = 16-R2-sen2<7;> . cos? (7;)
T 7T
BG=4-R-sen <7> - COS <7>

Como W é o ponto médio do segmento BG, entio

T T
BW =2-R-sen <7> - oS <7> (2.14)
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O triangulo ABWO é retangulo em W, pois o tridngulo ABGO ¢ isésceles (BO =
GO = R) e W é ponto médio do segmento BG. Assim, a mediana OW é também altura

do tridngulo ABWO. Entdo, pelo Teorema de Pitdgoras e por (2.14),

OW?2=R?2—-4.R?. sen2<n> . cos? (T[)

7 7
2_p2. (1—-4.gen2( ") . co2 (™
OW~” =R <1 4 .sen (7> Ccos <7>>

2
2_p2. (1_(n. T, T
one =i (1 (2-5em (£) o (2)))
OW? = R?. <1 —sen2(2‘7”>>

2.
OW? = R? - cos? (771)
Desta forma,
2.7
OW =R - cos <7> (2.15)

Para calcular VW, utilizamos o tridangulo AOVW. Primeiramente, observamos que
A, W e O sdo colineares, pois como OW e AW sdo medianas dos triangulos is6sceles
ABOG e ABAG, respectivamente, entdo sdo também alturas dos respectivos tridngulos.

Consequentemente,

Pela lei dos cossenos, por (2.15) e (2.8), obtemos que

3.
VW2 = OW2+0OV2—2.0W -0V - cos <7">

2.7\ R2? R? 2.7 3.7
2_ 2- 2 — —_—— - — — .

VW< = R* - cos ( - >+ 1 2 > COS( 7 > COS( 7 >
271 R? 2.7 4.7

2 _ p2. 2 _p2. N

VW< = R* - cos (7 >+ 1 R cos< - ) ( cos< 7 >>

VW? = R?. (cos2 (277T) + oS <277T) - COS (4'77T> + i) (2.16)

. 2.7 2.7 4.7
Para determinar cos? () +Cos <> - CoSs <7) , desenvolvemos novamente

(2.7):
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sen E+Z—n =sen (2 2—71

7 7 ) 7
(= 2: 7 L en (2T TN Cosen (27 cos (2T
se 7 Cos - - Ccos 7 )= - .

7 2 (T 2.7 T\ _ 2-m\ 2.7
sen<7> <2 cos <7) 1>+sen<7 ) cos<7>—2 sen(7 ) cos<7 )
2-sen z cos? z —sen z +sen 2—” - COS z =2-sen 2—” - COS Z—N

7 7 7 7 7)) 7 7

Mas,
sen 2—”
2 -sen z - cos? z =sen 2—” - COS z e sen z —77
7 7) 7 7 7)) <n>
2 - cos 2

Desse modo, a equacdo anterior torna-se

n 2.7
2.7 o N\ ) (2w Ty een (207 2.7
sen 7 COSs 7 < 7'[> se 7 COSs 7 = se 7 COSs 7
2 - cos =

isto é,

n 2.7
5 n 2.7 s _se 7 — 9. sen 2.7 2.7
se - cos . (n) = - cos — )
2 - cos

7

. ~ 2.7
Dividindo esta equacao por sen = ) obtemos

1 2.
2-Cos<n>—=2-cos .
7 <7r) 7
2. cos

ccos? () =
4 cos (7) ! ST\ 2.7 os 4.7
p cos { —— ) =cos | —— —
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vt () () ()
) )

Em vista de (2.8), esta equagdo torna-se

4 - cos? <7T> - COs <47T> + Cos <3 : n)
7 7 7 2.7 4.7
- = Cos <7> - COS <7> (2.17)
4. cos ()
7

3.7 7T 2.7 T 2.7
Agora, usando que cos ( ) = COS <7> - COS <7) — sen <7> - sen (7>,

que sen <2 ) 2-sen ( ) cos < > e simplificando cos <77T) , 0 lado esquerdo
de (2.17) torna-se

2.

4. Cos< ) < >+COS <7n>—2~sen2<77t>

4
4-COS<7;>-COS< i

T 4-7 (T

4. cos (7>-cos (7>+4-COS (7)—3

4. cos z cos 4—7[ +4 - cos? z —14
7 7 7 1
4

ﬂ‘
N~~~
+
N
o)

o

N

N
N
N|
~

|

—_

|

N
7 N

—_

|

o)

o

o)

N
VRS
N
~_
~

|
o)
o
7]
7N
N|
~
o)
o
77}
7 N\
q\~
N
~_
+
o)
o
07
N
N
N|
~_
|
—_
+
—_

() (5 o (37) () (7)o (5)

o () (o 5) e (37) () () o () -

o () () (5)1) 2o () (3)) 0
o () o (5) o (3)) o () 1

|
e~
(@)
o
92}

1
4<7;>+3-C082(7;>+C082<7;>—1+4
_4.cost (X o () 14k
4 - cos <7>+4 cos <7> 1+4
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(e (7))
(2 (5)-(3))

— cos? 2 r +1
7 4

Consequentemente, (2.17) torna-se

2.7 2.7 4.7 1
2 . i
cos (7 ) + Cos ( 7 > Ccos < . > i (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.16), concluimos que

[
b

1 1 R
VW2=R*- [ =+~ VW =
(4 ¥ 4) -
Mutatis mutandis, a prova de que VW' = d é a mesma de que VW = d que acabamos
de fazer.

Seguimos agora para o célculo da medida do segmento OX. Iniciamos determinando
UE.

Como AE = BE ento o tridngulo AABE é isésceles. Sendo U o ponto médio de AB,

temos que o tridngulo AAUE é retangulo com angulo reto no vértice U.

De acordo com a Proposicédo 2.1, os pontos U, O e E estdo alinhados. Logo, por
(2.5),
T T
UE =EO+0OU =R +cos <7> -R=R- <1+COS (7)>

AB
Mas, por (2.1), podemos dizer que AU = - = R -sen (;) Assim,

2
AE? = AU+ UE2 = R?.- senz(”) +R2. <1+Cos (;T))

Deste modo,

T
AE—Z-R~COS<14>. (2.19)
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Sendo X o ponto médio do segmento AE, temos por (2.19) que AX = R - cos (n)

14
Como o tridngulo AAEQO é isésceles, com AO = EO = R e X é o ponto médio de AE,

entdo o triangulo AAOX é retangulo em X. Assim, pelo teorema de Pitagoras,
OX2=R?— AX? = R? — R?- cos? (”)

14
OXZ_RZ' o 2 7;[
(1 €08 <14>>

OX? = R?-sen?( -
sen 14

s
OX =R -sen (14> (2.20)

Observamos que

T T 3.7 4.7

Ccos (14> = sen (2—14) = sen <7> :sen< - > (2.21)
7T T 3.1 4.7

sen (14) = cos (2—14> = cos (7>:—cos( . ) (2.22)

Entdo, substituindo (2.22) em (2.20), obtemos que

4.
OX = —R - cos (7”) (2.23)
Finalmente, para determinar VX, consideramos o tridngulo AXVO e calculamos
A A 6-
XOV. Observamos que AOE = 77{ Como o triangulo AAOE ¢ isésceles com

AO = EO =R e X é o ponto médio do segmento AE, entfio

~v AOE 3.7

AOX —_—
© 2 7
Além disso,
N 2-mt mw 3.7
AOV—AOB+BOV—?+7—7.
Deste modo,
A A A 3-mr 3-m 6.7
X =AOX+ A = =
ov OX+ A0V - - 7

Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo AXVO, obtemos

VX2=0X2+0V2—2.0X-OV - cos <67”>
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Mas,

671 67 7T
sen <7> = sen <7r— 7> = sen (?> , (2.24)

6711 671 T
Ccos <7> = —cos (7‘[ — 7) = —cos (7> . (2.25)

Assim, por (2.25) e (2.23),

4.7 R? R? 4.7 7T
VX2 =R2. 2 (2 ° I, T Il s
X*=R"-cos )+ 2 cos< > COS< >

7
4. 4. 1
VX?%=R2. (cos2 <77T> — Cos (77T> - COS <7;> + 4)- (2.26)

A seguir, calculamos

ot (47) o (7)o (3) =on () (s (7)o (5)) -

4.7 4'77T+% 4771_%
—cos<7> (—2-sen< > >-sen< > )
= 4— —2-sen 5—7-[ - sen 3—7(
= cos . 1 14
Mas,
sen (14> = cos <2 - 14) = cos <7>, (2.27)
e
3.7 n 37 2.7
sen (14> = cos <2 — 14> = cos <7> (2.28)

Consequentemente, por (2.27) e (2.28), obtemos que

COS2 477-[ — COS 477-[ - COS E ——Z'COS 477-[ - COS E - COS 277-[
7 7 7)) 7 7 7 )

No entanto,

7

cos (1) vcos (257 s (157) son (27 -eos (257 ) -eos (47
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sen 477-[ 477_( sen 877-[ sen | 7T+ E —Sen E
B 7 ) C\7 ) 7 ) 7) 7) 1

T 2.7 4.7 1
Cos (7) - COS <7> - COS <7> =3 (2.29)
Desta maneira,

o (57) () 5) (D) aw

Substituindo (2.30) em (2.26), obtemos

Portanto,

Mutatis mutandis, a prova de que VX' = d é a mesma de que VX = d que acabamos

de fazer.

O]

Proposicao 2.4. Sejam O o centro do heptdgono regular ABCDEFG, W o ponto médio
de OF, M o simétrico a F em relagdo a O, U o ponto médio de AB, V o ponto médio de

OM e | o ponto sobre Lﬁ tal que U] = UM, como estd ilustrado na Figura 35. Entdo

(1) UW éigual a medida da diagonal do quadrado cuja medida do lado ¢é igual a medida
da apétema do heptdgono regular ABCDEFG;

(2) O] é igual a medida da diagonal do quadrado cuja medida do lado € igual a metade
da medida do lado do tridngulo equildtero inscrito na circunferéncia circunscrita ao
heptdgono regular ABCDEFG;

>
(3) UV é a tangente a circunferéncia que passa pelos pontos U, O e W, no ponto U.
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Figura 35: Mais uma propriedade do heptdgono regular.

Demonstragdo. (1) A medida da apétema do heptdgono regular ABCDEFG é OU, que

¢ igual a cos ; - R, por (2.5). Assim, a medida da diagonal d; do quadrado cujo

lado mede OU é igual a
di=R- V2 - cos (;) (2.31)

Em relacdo ao tridngulo AOUW, temos que

Q1

4.7
=

- Tt
+ .

N _

UOW = UOA + AOF =

ﬂ ‘

Por (2.5) e (2.12), obtemos

uw2=ou2+owz—2-ou-ow-cos(5'7”>
2o (T 2B o cos () R B cos (2T
UW?* = cos (7) R° + 1 2 COS(7> R > < COS< -
UW? = R?- | cos? z + cos z - COS 2777 +1 (2.32)
- 7 7 7 4) '

Substituindo (2.9) em (2.32), obtemos

1 1
Uw?=R?. <Cos2 (7;) + cos? (7;) ~ 1 + 4)

UW? = R2.2 . cos? <77T
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Portanto,

LIW=R-\/§-COS<77T) =d.

(2) Primeiramente, calculemos a medida ¢; do lado do tridngulo equilatero inscrito
na circunferéncia circunscrita ao heptdgono regular ABCDEFG. Sabendo que a
distancia do centro da circunferéncia aos vértices do tridngulo equilatero € igual a
R, temos

£%=R2+R2—2-R-R-cos<2'3”>

€%=2‘R2—2-R2-<—1>

2
/1 =R-V3.
. ) . 4 V3 .
Portanto, a medida da diagonal do quadrado cujo lado mede > = R- - ¢ igual a
d=R- \f

Em relacdo ao tridangulo AOUM, temos que

2.7

-7

UOM =UOB+BOM = = +

NN
N X

Por (2.5), obtemos

2.
UM? = OU? +OM? —2-0U - OM - cos <7”)

o2 () . R24R2 9. TY R.R. 2

= CoSs <7> R+ R 2cos<7) R-R cos( y )

— R2 2 (7T _ 5, T, 2 .

=R <cos <7> 2 cos<7> COS< - >+1> (2.33)
Substituindo (2.9) em (2.33), temos

2_R2 2 (T _ 5. 2 () 1 _r2 (3 o2 (T
UM* =R <COS <7> 2 <COS (7> 4>+1)—R (2 CcoS <7>>
(2.34)

Finalmente, observamos que o tridangulo AOU] é retangulo com angulo reto em
U. Dai, por (2.5) e (2.34),
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OJ? =ou?+ UJ?
0J?% = OU? + UM?

OJ? = cos? (;T) -R>+R%. <i — cos? (
2_R2. 2(7Y,3 2T
OJ-=R (cos <7>+2 cos <7>

7))
)

3
2_ 9 p2

0 =7 "R

01=R-\f=d2.

—
(3) Mostremos que VU? = VO - VW, de onde concluiremos que UV ¢é a tangente &

circunferéncia que passa pelos pontos U, O e W, no ponto U.

- V2 N , R
Pela Proposicao 2.2, UV = R - - Entao, UV~ = - Além disso, VO =
RZ
VW = R, de modo que VO - VW = > Portanto, VU? = VO - V.

N[ =

e

2.2 0O TRIANGULO HEPTAGONAL

Devido a regularidade, a menos de congruéncia, o heptdgono regular possui dois
tipos de diagonais; por exemplo, do vértice A, partem as diagonais AC =~ AF, bem
como as diagonais AD =~ AE, como estd ilustrado na Figura 36. Também, a menos
de congruéncia, existem duas classes de tridngulos cujos vértices sdo vértices do hep-
tdgono ABCDEFG: isOsceles e escalenos. Dentre os isOsceles, ha aqueles cujos lados
congruentes sdo lados do heptagono e aqueles cujos lados congruentes sdo diagonais do
heptagono. Sem perda de generalidades, destacamos os tridngulos que tém o ponto A
como vértice, lembrando que todos os outros tridngulos pertencem a um dos seguintes

trés tipos:

e isosceles cujos lados congruentes sdo lados do heptdgono: ANABC ¥ AABG ¥
NAFG;

e isosceles cujos lados congruentes sdo diagonais do heptagono: AABE = AADE =
ANADG, NAADF = NACE = NACF;

e escaleno: AABF = AACD = AACG = AAEF = ANAEG = AABD.
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Figura 36: Possiveis tridngulos formados a partir dos vértices de um heptagono regular.

Definicao 2.5. Dado um heptdagono regular, chamamos de tridngulo heptagonal aquele

tridngulo escaleno cujos lados sdo um lado e duas diagonais do heptagono.

Na Figura 37, esta destacado o tridngulo heptagonal AABD do heptagono regular
ABCDEFG.

Figura 37: Tridngulo heptagonal AABD.

Tomamos o tridngulo A ABD como representante da classe de tridangulos heptagonais
do heptédgono regular ABCDEFG, observando que todos eles sdo congruentes ao
triangulo AABD.
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2. 4.
Proposicao 2.6. Os dngulos internos do tridngulo heptagonal /A ABD medem ;, ?7'( e ?71

- . A . - 2.7
Demonstracdo. A medida de cada dngulo central do heptagono regular € igual a —
Como o angulo /ADB esta inscrito no arco DC, segue do teorema do dngulo inscrito

que

A 1 — 2.
ADB = 3 - med(AB) = 5 - ?”

n
2

N =

Analogamente, como o angulo /BAD esta inscrito no arco BCD, segue do teorema
do angulo inscrito que

. 1 — 1
BAD = - -med(BCD) = 5 -2

2-m 2.7
2 7

—=
. A Y& . i
Finalmente, como o dngulo /ABD estd inscrito no arco DEFGA, segue do teorema

do angulo inscrito que

. 1 — 1 2.t 4.1
ABD = 5 -med(DEFGA) = 5 4. — =
O
" N R . 4.1 _m
Observamos que os triangulos heptagonais sdo obtusangulos, ja que 7 > 5

Observacao 2.7. Para simplificar a notagdo, de agora em diante referir-nos-emos aos
tridngulos heptagonais do heptdgono regular como A\ ABC, isto €, renomeamos o Vvértice
D do heptdgono como sendo B, de modo que o triangulo A ACD torna-se AABC, como

estd ilustrado na Figura 38. Desta forma, temos que

Figura 38: Tridngulo heptagonal (renomeado) AABC.
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Observacao 2.8. Denotando por a = BC, b= AC e c = AB, como BAC < ABC < ACB,
temos que a < b < c¢. Além disso, temos que a = ¢ é a medida do lado do heptdgono

regular;, dada por (2.1).

A seguir, destacamos alguns angulos determinados pelos vértices do triangulo hep-
tagonal AABC e o circuncentro O. Para calcular suas medidas, basta observar que a

2.
medida de cada angulo central do heptagono regular € igual a ?ﬂ Assim,

BOC = med(BC) = 2?” (2.35)

AOC = med(AC) =2 - 7 = ? (2.36)
e
AOB = med(ACB) = 3 - 2?” - 6% (2.37)

A partir de relagdes trigonomeétricas, obtemos algumas identidades que serdo uteis no

8- 6.7
decorrer do trabalho. Por exemplo, os dngulos ?ﬂ e ?ﬂ sdo replementares. Logo,

e
8- 8- 6-1 7T
Cos <7> = Cos <2 -7 — 7) = Cos <7> = —cos (?) (2.39)
. R 9-mr 5-m .
Como sdo suplementares os angulos KV e BV entiao

9.7 5.1 mw b-m T
sen (14> = sen <14> = Cos (2 — 14> = COS (7) (2.40)

2.3 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO HEPTAGONAL

Nas condicoes da Observacdo 2.7 e Observacao 2.8, obtemos, nesta se¢do, algumas

relagdes trigonométricas do tridangulo heptagonal A ABC.
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Proposicao 2.9. Em relagdo ao tridngulo heptagonal AABC, valem as seguintes relagdes:

. b A c R .
cos(BAC) = Y cos(ABC) = 7 e cos(ACB) = 5
Demonstragdo. Aplicando a lei dos senos ao tridngulo heptagonal AABC, e usando que

ABC =2 - BAC, conforme Observacio 2.7, obtemos

a b
sen (BAC) " sen (ABC)
a-2-sen(BAC) - cos(BAC)
b

cos(BAC) = 2ba (2.41)

sen (BAC) =

Da mesma forma, usando que ACB =2 - ABC, conforme Observacio 2.7, obtemos

b c
sen(ABC)  sen(ACB)
b 3 c
sen(ABC)  2-sen(ABC) - cos(ABC)
A c
cos(ABC) = 5 (2.42)

Novamente, aplicando a lei dos senos ao tridngulo heptagonal A ABC e usando (2.7)

e (2.8), obtemos

a c
sen (BAC) ~ sen (ACB)
a B c
sen(ACB —3-BAC) sen(ACB)
a B c
sen (ACB) - cos(3 - BAC) —sen (3 - BAC) - cos(ACB) ~ sen (ACB)
a B c
—sen (ACB) - cos(4 - BAC) — sen (ACB) - cos(ACB)  sen (ACB)
a
— cos(4 - BAC) — cos(ACB) -
a

————=c¢
—2-cos(ACB)

cos(ACB) = —%. (2.43)
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Proposicao 2.10. Dado o tridngulo heptagonal ANABC, a é metade da média harmoénica

de b e ¢, isto ¢,

Demonstragdo. Por (2.7), temos que sen (3 - BAC) = sen (4 - BAC). Assim,

sen(2 - BAC) _sen(2- BAC) sen(4-BAC) a
2-cos(BAC) 2-cos(BAC) sen(3-BACQ)

sen (BAC) =

_ sen(2- BAC)-sen(4- BAC)
2-cos(BAC) - (sen (BAC) - cos(2- BAC) +sen (2 - BAC) - cos(BAC))
3 sen(2- BAC)-sen(4- BAC)
~ 2-cos(BAC) - sen (BAC) - cos(2 - BAC) +sen (2 - BAC) - 2 - cos2(BAC)
~ sen(2- BAC)-sen (4 - BAC) ~
sen(2-BAC) - cos(2- BAC)+sen(2-BAC) -2 - cos2(BAC)
~ sen(2- BAC)-sen (4 - BAC)
sen (4 - BAC)
2

1+ cos(2- BAC))
2

+sen(2- BAC)-2- <

3 2-sen(2-BAC)-sen(4- BAC) 3
sen(4-BAC)+2-sen(2-BAC)+2-sen(2- BAC) - cos(2 - BAC)
3 2-sen(2-BAC)-sen(4- BAC)
sen(4-BAC)+2-sen(2-BAC)+2-sen(4- BAC)

Assim,
R .BAQ) - .BA BC) - S
sen (BAC) = sen (2 BzflC) sen(4-B AC) _ sen(A?C) sen(ACAB). (2.44)
sen(2- BAC)+sen(4-BAC) sen(ABC)+sen(ACB)
Segue da lei dos senos que
a b c
2. — = — + -
sen(BAC) sen(ABC) sen(ACB)
) a 3 b N c
sen(BAC) sen(ABC) 2-sen(ABC)-cos(ABC)
Logo,
5. aA =2‘b-cos(AABC)+c. (2.45)
sen (BAC) sen (ACB)

Substituindo (2.44) em (2.45) e usando (2.42), temos que
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.. <sen (ABAC) + sen (A?B)) _ 2-b- Cos(AABC) +c
sen (ABC) - sen (ACB) sen (ACB)
_ sen (ABC) - (2-b-cos(ABC) +c) _sen (ABC)- (2-b-cos(ABC) +c)
~ sen(ABC)+2-sen(ABC)-cos(ABC)  sen(ABC)- (1+2 - cos(ABC))

c

2:b-5—+c o5
. ¢ 2:b-c b-c
2-a= 2 bc = = =>q0=—- (2.46)
1+7. b+c b+c b+c
2-b
a a-b
Consequentemente, b = ec= . O
c—a b—a

Proposicao 2.11. Para o tridngulo heptagonal A ABC, valem as seguintes relagoes:

—a*>=a-¢c, *—b=a-b e *—a*=b-c. (2.47)

Demonstracdo. Pela lei dos cossenos e por (2.42), obtemos que

V=a®+c>—2-a-c-cos(ABC)

PR n.ac. S
a‘=c a-c o5
5 a
=2.(1=-2
‘ ( b>
h—
:c2-< ”)- (2.48)
b
a-c
Usando que b = em (2.48), temos
a-c
bz_”ﬂzcz'c_ap-lc :cz-(a-c—u-c+a2):a2-c2:a.c. (2.49)
a-c a-c
c—a
De maneira andloga, provamos as outras duas relagoes. O

Com estes resultados, além de (2.41), (2.42) e (2.43), podemos calcular sen2(BAC),
sen2(ABC) e sen2(ACB). De fato,

sen?(BAC) =1 — cos*(BAC)

R b2 4.0 -0 3-42+442—-1*> 3-4°—a-¢c 3-a—c
2
sen”( ) 4.q2 4.42 4.42 4.42 4.4
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sen?(ABC) =1 — cos’(ABC)
c? _4-b2—c2_3-b2+b2—c2_3-b2—a-b_3-b—a_
4-02  4-p2 4.-b? 4.2 4-b 7

sen?(ABC)=1—

sen’*(ACB) = 1 — cos?(ACB)
a? _4-c2—a2_3-cz+cz—a2_3-cz+b-c_3-c+b
4.¢2°  4.c2 4.2 4.2 4.c

sen>(ACB) =1 —

As oito préximas proposicoes apresentam propriedades geométricas de um triangulo

heptagonal, as quais envolvem suas bissetrizes, lados, alturas, dentre outros elementos.

Proposicao 2.12. Sejam AABC um tridngulo heptagonal, M o ponto de intersec¢do da
bissetriz interna do angulo /BAC com a circunferéncia I circunscrita ao tridngulo A ABC
(que € a circunferéncia de raio R e centro O em que o heptdgono regular estd inscrito) e N
o ponto de intersec¢do da bissetriz interna do dngulo /ABC com I'. Para o quadrildtero
OMCN, vale que os quadrados das medidas de suas bimedianas sdo 1;2 e MzNz, enquanto

que o quadrado da medida do segmento que une os pontos médios de suas diagonais é
2

igual
iguala —

Demonstracdo. Sejam P,Q,S, T, U e V os pontos médios dos segmentos ON, MC, OM,

NC, OC e MN, respectivamente, conforme estd ilustrado na Figura 39.

A B

Figura 39: Quadrildtero OMCN.

A seguir, usaremos o teorema da base média (Proposicdo 1.2) para obtermos algumas
medidas de alguns segmentos. Observando o tridngulo AONC, notamos que PT =

% =5 Em relacdo ao triangulo ACMN, observamos que QT = TN ; do triangulo
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R
AOMN, temos que PS = @ e SV = OTN =5€ sobre o triangulo AOMC, temos
MC
que SU = —

Do mesmo modo, usaremos o teorema do angulo inscrito (Proposi¢do 1.9) para
obtermos algumas medidas de alguns dngulos. Lembramos que, por construcao, N
pertence a bissetriz do angulo /ABC, enquanto que M pertence a bissetriz do angulo
/BAC.

NOC=2-CBN—2'?;
MOC:2-CAM=§. (2.50)
Assim,
R A A 3.1
MON = NOC + MOC = == (2.51)
. - 2.7
A T — NOC 7 5.1
ONC=0CN = ~—— = — 7 =25,
. A 5.1
PTN = -2
N=0CN =5
QTC=MNC=MAC=%;
A A o 4’7‘(
PTQ=7—PIN - QfC= =%, (2.52)
NﬁT:NOC:z%T;
ops=oNMm=""MON _2-7
2 7
L " 3.7
TPS = — NPT —0PS = =~ (2.53)
. n-MOC TT % 3.;
OCM =OMC = ———= = — T = =%,
osu:oMc:‘g%T;
N < 7T
VM = MON = =%

USV = m— 0SU — VSM = ; (2.54)
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Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo APTQ, calcularemos a medida da bi-

MN

mediana PQ do quadrilditero OMCN. Como esta medida depende de QT = ——,

2
primeiramente determinemos R em funcdo de MN.

Observando o triangulo AMNO e usando (2.8) e (2.51), temos que
MN?=R?>+R*—-2-R-R-cos(MON)
MN?=2.R?—2.R?. cos <377T>

4.
MN?=2.R?. <1+cos (77T>>
2 2 (2.1
MN*=2-R~- <1+2-cos <7> —1)
2 2 2 (2.1
MN* =4-R*-cos <7>
Assim,
2.
MN =2-R-cos (7"> (2.55)

Para calcularmos PQ?, usaremos (2.52) e (2.55):

PQ?=PT?+QT?—2-PT- QT - cos(PTQ)

R? MN? R MN 4.7
2—7 _— - —_— — . [
PRO=F+ 4 23 3 < 7 >
4.7
MN2 MN2 MN? - cos <7 >
PQ? = + —
16 - cos? 2 4 4 - cos 2
7 7
cos<4'n)
2
po2 - MN?. 1 . 7

4 2 * ;I 2 * ;[
. 2 (=2 ° -
4 - cos ( 7 ) Ccos ( 7 )
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2. 4. 1 2.
Por (2.18), obtemos que cos . - COS 2 = - — cos? . . Entéo,
7 7 4 7
1 2.7
1—4-(=—cos® | =——
2 MN? <4 o0 ( 7 >)
PQ"=— |1+
4 4 . cos? 277-[
7
MN? MN?
PQ* = 2= .
Q 4 2

Para deteminarmos o quadrado da bimediana ST, aplicamos a lei dos cossenos ao
triangulo APST e utilizamos (2.18), (2.53) e (2.55). De fato,

ST? = PT?> + PS> —2- PT - PS - cos(TPS)
R MN? R MN 4.7
=3t Tt g st

R? 2. 2. 4.
ST? = T +R? - cos? <7n> +R? - cos (77r> - COS <77T>
1 2.7 2.7 4.7
2 _p2 1 2 . Bl
ST =R <4+COS < 7 >+COS( 7 > cos< . >>

RZ
= ?

ST?

ST?

Finalmente, determinaremos UV aplicando a lei dos cossenos e ao tridngulo AUSV
M
e utilizando (2.54). Como esta medida depende de US = D primeiramente determi-

nemos R em funcdo de MC.

Para isto, aplicamos a lei dos cossenos ao triangulo AOMC e utilizamos (2.8), (2.25)
e (2.50). De fato,

MC?=R?+R?>—2-R?- cos(MOC)

MC2=2.R2. <1—cos (;))
MC =2-R°-|1+cos —

MC? =4 - R?. cos? <377T>

Assim,
MC =2-R-cos (377[)
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R = : =— : . (2.56)

Deste modo,

Uv?=US?>+SV2—-2-US-SV - cos(USV)

MC? R? MC R T
2 _ 9. . .
uves = 1 + 1 2 ) Ccos <7>
T
MC? - cos | =
MC? MC? ( 7)
2 _
uv + p=

4.7 T 4.7 1
2. - ~ ) = cos? — = Dai
Por (2.30), temos que cos < . > cos ( 7> Ccos < - ) 1 Dai,

4.1 1
. 2( 22 ) -2
_MiCZ‘ 1+1+4 <cos ( 7 ) 4)

4 4 . cos? <47t

uv?

O

Proposicao 2.13. A soma dos quadrados das medidas dos lados do tridngulo heptagonal

AABC éigual a 7 - R? sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo, isto é,
a2+ +c*=7-R>

Demonstragdo. Pela lei dos senos, a = 2- R -sen(BAC), b = 2-R-sen(ABC) e ¢ =
2-R-sen(ACB). Logo,

a?+b?+c*=4-R*- (sen?(BAC) +sen?(ABC) + sen2(ACB)). (2.57)
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Mas,
sen (ACB) = sen (1 — (BAC + ABC))
sen (ACB) = sen (BAC + ABC) = sen (BAC) - cos(ABC) + sen (ABC) - cos(BAC)
Dai,
sen?(ACB) = sen?(BAC) - cos*(ABC) + sen*(ABC) - cos?>(BAC)+

N « . . (2.58)
+2-sen(BAC) - cos(ABC) - sen (ABC) - cos(BAC).

Substituindo (2.58) em sen2(BAC) + sen2(ABC) + sen 2(ACB), obtemos
sen2(BAC) +sen?(ABC) + sen?(ACB) = sen?(BAC) + sen*(ABC)+
+sen?(BAC) - cos?>(ABC) +sen?(ABC) - cos’>(BAC)+
+2-sen (BAC) - cos(ABC) - sen (ABC) - cos(BAC) =
=1—cos*(BAC)+1 — cos’(ABC) + sen 2 (BAC) - cos*(ABC)+
+sen?(ABC) - cos’(BAC) +2 - sen (BAC) - cos(BAC) - sen (ABC) - cos(ABC) =
=2+ cos*(BAC) - (sen?(ABC) — 1) + cos’(ABC) - (sen?(BAC) — 1)+
2-sen(BAC) - cos(BAC) - sen (ABC) - cos(ABC) =
=2-2- cosz(BAC) . cosZ(ABC) +2-sen (BAC) - cos(BAC) -sen (ABC) - cos(ABC) =
=2—2-cos(BAC) - cos(ABC) - (cos(BAC) - cos(ABC) — sen (BAC) - sen (ABC)) =
=2 —2-cos(BAC) - cos(ABC) - cos(BAC + ABC) =
=2+2-cos(BAC) - cos(ABC) - ( — cos(BAC + ABC)) =
=2+2-cos(BAC) - cos(ABC) - cos (7 — (BAC + ABC)) =
=2+2-cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB).

Ou seja,
sen2(BAC) +sen?(ABC) + sen?(ACB) = 2+2 - cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB).

(2.59)
Dessa forma, substituindo (2.59), (2.41), (2.42) e (2.43) em (2.57), concluimos que
A+ +c*=4-R?>- (2+2-cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB))
b ¢ a
= . 2 . O —— e — . —_— —
=4-R (2+2 22 2b ( 20))
1

:4-R2-< —i):7-R2.
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Proposicao 2.14. Se h,, hy, h. denotam as alturas correspondentes aos lados a,b,c do

triangulo heptagonal /\ABC, entdo h, = hy + he.

Demonstragdo. Segue da Proposicdo 2.10 que

1 1 b+c 1 1

a

“b-c
b+c

Sendo (ABC) a 4rea do triangulo A ABC, temos que

, _ 2-(ABO)
a
hy = %; (2.61)
p, = 2 (ABC)
c
Por (2.61) e (2.60), obtemos
hy +he = 2 (ABC) +2.(ABC) =2-(ABC)- 1+1 -
b c b ¢
=2-(ABC)-1=M=}1Q.
a a
OJ

Proposicao 2.15. O tridngulo formado pelos pés das bissetrizes internas do tridngulo

heptagonal N ABC ¢€ isdsceles.

Demonstragdo. Sejam A”, B” e C" os pés das bissetrizes internas dos dngulos /BAC, / ABC
e /ACB, respectivamente. Mostremos que o tridngulo AA”B"C" é is6sceles, conforme

ilustra a Figura 40.

Figura 40: AA”B"C" formado pelos pés das bissetrizes internas do AABC.

b-c a
Por (2.46), temos que a = —— e, consequentemente, b = .
b+c c—a b—a
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Entao

e 8 (2.62)

b+c b
Pela Proposicio 2.11, ¢> —a? = b - c. Como a # c, pois o tridngulo heptagonal A ABC

é escaleno, obtemos

(c—a)-(c+a)=b-c=a+c=

Desta forma,

b b c—a a
= = = —. 2.63
a+c b-c c b ( )
c—a
Das equacoes (2.62) e (2.63) temos
e _b (2.64)
b+c a+c

Usando o Teorema da bissetriz interna (Proposicdo 1.6), podemos determinar a

medida de alguns segmentos:

A// _A// .
B_a B:>A”B-bza-c—A”B-c:>A”B-(b+c)=a-c:>A”B=E
c b b+c
e
B/I _B// .
C_b=BC  picccab—B'Ca=B'C-a+c)=ab=B'C="L.
a c a+c
a-c a-b ; " "
Segue de (2.64) que —— = ——. Assim, A”B = B"C.
b+c a+c
Novamente, pelo Teorema da bissetriz interna, temos que
B " —B 2 .
C =B B boa-c—BC"a=BC"-(@a+b)=a-c= BC" = 2 C.
a b a+b
(2.65)

Determinaremos agora a medida do segmento CC”. Temos que a area do tridngulo
heptagonal AABC é igual a soma das areas dos tridngulos ABCC"” e AACC”. Ou seja,

(ABC) = (BCC") + (ACC")

4.7 " 2.7 " 2.7
a-b-sen (7 > a-CC"-sen (7 > b-CC"”-sen —

2 = 2 * 2

()
a-b-sen [ ——
cCc’ = 7

(a+Db)-sen <277T>
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a-b-2-sen (2771> - COS <277T>
cC’ =

(a+Db)-sen <277T>

2.
Por (2.42), cos <77T> = L. Assim,

CCN—2-H-b-COS<7>_2.a.b.2'b q-c

2-b

a+b a+b Ta+b (2.66)

Por (2.65) e (2.66), concluimos que BC” = CC".

Como A”B = B"C, BC"” = CC" e os 4ngulos /A”BC"” e /B"CC" possuem a mesma

. T A . . A A N
medida ) pelo caso de congruéncia de tridngulos lado-angulo-lado, os tridngulos

ANA"BC" e AB"CC” séo congruentes, de modo que A”C"” = B”"C”. Dessa forma, o

tridngulo A A”B"C" é is6sceles. O

Proposicdo 2.16. O segmento da reta de Euler determinado pelo circuncentro O e pelo

ortocentro H do tridngulo heptagonal ANABC € congruente a diagonal do quadrado

construido sobre o raio R da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC, ou seja,

OH =R V2.

Figura 41: Segmento de Euler do triangulo heptagonal A ABC.

Demonstragdo. Sejam A’, B’ C’ os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C do trién-

gulo heptagonal A ABC, respectivamente, como esta ilustrado na Figura 41. Aplicando

a lei dos cossenos ao tridangulo ABOH, obtemos

Mas,

OH? = BH?>+R?>—2-BH - R - cos(HBO) (2.67)

HBO = OBC + CBB’
B 5.1

D/t AR/
=1 + CBB
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Com relagéo ao dngulo /CBB’, podemos determiné-lo analisando o tridngulo ACBP/,

4.-1 3.7
que éretoem B e BCB=m— ACB=rm— — = Logo,
, , T 3-m 7
CBB =n—CBB—BCB=mn— 5T T T (2.68)
Consequentemente,
N A N 5-t m Tt
!/
_ = 4 - " 2.
HBO = OBC + CBB 11 +14 7 (2.69)

Com relacéo ao segmento BH, observamos o tridingulo ABCC/, reto em C’, e deter-
minamos o valor de BC’, usando (2.42):

2. ! 2. .
cos <7ﬂ) % = BC'=a-cos < ﬂ) =2 (2.70)

Observando o tridngulo ABC’H, reto em C’, e usando (2.68), temos

HBC' = CBB' + ABC =
T 27r 5.1

14 7 14

EntéoBHC’=n—E—5'—n=n

2 14 7"
Pela lei dos senos no triangulo heptagonal AABC, temos que sen (;T) = ﬁ.
Assim, por (2.70),
T BC' a-¢c 2-R ¢-R
Sen<7>-mﬁ‘3H-z.b' Pl @71

Por (2.67), (2.71), (2.69), (2.8) e pela Proposicdo 2.11, concluimos que
OH? = BH?>+R? —2-BH - R - cos(HBO)

2. R2 R 3-
A + R? 2CbRcos< 7”)

B2

2. R2 . R2 4.
=Cb2 +R2+2‘Cb -cos< 7”)
c-R> 5 c-R* [ —a
= TR (u)
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Portanto, OH = R - v/2. 0O

Proposicdo 2.17. As duas retas tangentes a circunferéncia circunscrita ao tridngulo

heptagonal A\ ABC, que passam pelo seu ortocentro H, sdo perpendiculares.

Demonstragdo. Sejam I' a circunferéncia de centro O e raio R que é circunscrita ao
tridangulo heptagonal AABC, u e v as retas tangentes a I' que passam por H, P; e P, os

pontos em que u e v tangenciam I', como estd ilustrado na Figura 42.

B
O
Py
C A
[l
H Py

Figura 42: Tangentes a circunferéncia I' que passam por H.

Temos que HP10 HP,O = > e de acordo com a Proposicdo 2.16, OH = R - V2.

Em relacdo ao triangulo AOHDP;,

R R V2 . 7'[
sen (OHPl) - 7H 7\/» 7 = OHPl - Z. (2.72)
Em relacdo ao tridangulo AOHP;,
R \f . T
sen (OHPZ) H - 7 HP2 - Z. (2.73)
Segue de (2.72) e (2.73) que
O S ¢
PAP, = OAP, + OAP, = — + =~ = —.
1HP, = OHP; + OHP, 1t1° 73
Portanto, as retas u e v sdo perpendiculares.
OJ

Proposicdo 2.18. Dado o tridngulo heptagonal A ABC, a medida da altura relativa ao
vértice B € igual a metade da medida da ceviana determinada pela bissetriz interna do

dangulo /BAC.
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Demonstracdo. Sejam B’ e T os pés da altura relativa ao vértice B e da bissetriz interna
do angulo /BAC do triangulo heptagonal A ABC, respectivamente, como esta ilustrado

na Figura 43. Temos que BAC = BAB' = ; e sen (;) = ﬁ, pela lei dos senos.

B

B C 4

Figura 43: Altura BB’ e ceviana AT do tridngulo heptagonal AABC.

Assim, sendo hg = BB’, temos que

A hB a-c
BAB)= = = hg= ——.
sen ( ) . = hp TR
~ JUN N 2 - 7T ~ 7T
Em relacdo ao triangulo AABT, sabemos que ABT = —— e BAT = w donde
A 9.
segue que ATB = Tf Pela lei dos senos,
AT 3 c
sen 2 ) sen 2.y
7 14
Por (2.40),
2-sen <n> cos () c
AT c 7 7 a a-c
sen | —— _cos T - cos | = - 2R TR
7 7
AT
Portanto, hp = - O
Proposicao 2.19. Sendo I e H o incentro e o ortocentro, respectivamente, do tridngulo
R?>+4 .2
heptagonal A\ABC, vale que IH? = #, onde R ¢ o raio da circunferéncia cir-

cunscrita ao tridngulo heptagonal AABC e r o raio da circunferéncia inscrita ao mesmo

triangulo.

Demonstragdo. Como estd ilustrado na Figura 44, sejam A’, B’ e C’ os pés das alturas

relativas aos vértices A, B e C do triangulo heptagonal A ABC, respectivamente, e I. 0
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ponto de tangéncia entre a circunferéncia inscrita ao tridngulo heptagonal AABC e o
lado AB.

Figura 44: Incentro e ortocentro do triangulo heptagonal A ABC.

O célculo de [H serd dado a partir da aplicacdo da lei dos cossenos ao tridngulo

ANAHI. Para isso, precisamos calcular AI, AH e a medida do angulo /IAH.

Comecamos estabelecendo uma relagéo entre v e R. Sendo (ABC) a area do triangulo

heptagonal AABC, temos que (ABC) = r-(@atb+o e (ABC) = a4- bl';. Ou seja,
r-(a+b+c) a-b-c 3 a-b-c
2 "4 R T2 R (a+b+0) 2.74)

Pelaleidossenos,a=2'R'Sen <7;>’b:2.R-Sen 277-[) ec=2-R-sen (477T>

Assim,

=8-R3. Y. 2'7:[ . L';I

a-b-c=8-R sen( ) sen< 7 ) sen( > (2.75)
b =2.R. )+ 72. + il (2.76)

at+o+c= sen 7 sen sen . .

. s 2.7 4.7
A seguir, vamos calcular sen - ) +sen | —— | +sen| —— ).

sen 4—” =2-sen 2771 Ccos 2—” =4.sen z CcoSs z cos 2771
7 ) 7 7 ) 7 7 7

Logo,

<4 . n)

sen 7

sen <7T> = . (2.77)
7 T .
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Logo,

sen (“)
sen <2 77T> = 7. . (2.78)

1+2-cos (7'() +4 - cos <7T> - COS (27[) cos <47T)
~ <en <4 . n) . 7 7 7 . 7
7 4 - cos (n> - COS (”) cos (“)
7 7 7
sen <47T> cos <47t> +2-cos (n) - COS <47T> +4 - cos <7T> - COS <27T> .
7 ‘ 7 7 7 7 7

4.7 4 T 2.7
cos - cos - cos —
4.7

Assim,




Segue de (2.30) e (2.39) que
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Deste modo,

tan <4n)
sen (;t) + sen (27”> + sen <M> = —77. (2.79)

Substituindo (2.79) em (2.76), obtemos

a+b+c=—R-tan <47") (2.80)

Substituindo (2.75), (2.80) e (2.22) em (2.74), chegamos a:

R3. Ty . 2.7 4.7
8- R sen<7> sen< - > sen< - )

Y = =

2.R?-tan (47”>
am(5) e () <7>5en)<4.;>

Portanto,

T T 27T
r=4-R-sen (14> - sen <7> - sen (7> (2.81)

Em relagdo ao triangulo AAII,, temos que

r r

7T
Sen<14>_14[:>AI_Sen7T
14

Por (2.81), concluimos que

4-R-sen <7T> sen <7T) sen (27T>
Al = 14 7 7] _ 4-R-sen <7T> -sen (Zn> (2.82)
sen [ = ’ ’
14
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Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo A ABO, usando (2.7) e que a medida do

6 -
angulo /AOB é igual a %, obtemos

AB2:2-R2—2-R2-COS(6;T>:2-R2<1—cos(6;1>>
2 2 2(3-7
AB =2-R ~<2-sen (7>)

. 4.
AB2=4_-R2-sen2<37n> =4-R2-sen2<n>

7
Assim,
AB=2-R-sen (477T> (2.83)

Em relacio ao tridngulo AABB’, que é reto em B’, temos por (2.83) que:

n(5) -2,

2-R-sen (771)

Logo,

AB'=2-R-sen <47”) . cos (7;) (2.84)

Para o cédlculo de AH, consideramos o tridngulo AAHB’, (2.84) e a medida do
angulo /AHB'.

Observando o quadrildtero A’CB’H, temos que CA’H = HB/C = g e A'CB =

A 4.
ACB = ?n (opostos pelo vértice). Assim,

Ay ) A Tn wm 4-m 3.7
— =2.7—____ = 2.
AHB' =A'HB =2-7 5 > . 7 (2.85)
Mas,
sen 3-m\ AB
7 ) AH
Por (2.84) e (2.7),
4.
2-R-sen (77t> - COS (;) -
AH = =2-R-cos <> (2.86)
sen u 7
7
Temos que
IAH = IAC+CAH
Por (2.85),
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Deste modo,

AH="+ T -1

Por (2.87), (2.29), (2.81), (2.82) e (2.86), temos que:

IH2 = A2+ AH? —2- Al - AH - cos (;) -

168 s (2 sen? (257) 4 R o (2) 16 (2 sen (257
o () 3) (5 () 4 )
) (37 (5) o Gen5) )

=4.R2. <4-sen <
=4-R2-<4-sen <

AN TR

sen?(27 ) vcos? (7
w(-)-

(2.87)

1. R2 (4. sen2( T . en2( 2T 2 (7T _ 4. T Ty . 2.7
=4-R <4 sen <7> sen ( - >+cos <7) 4 cos<7>sen 7> sen< - >

(cos (257 ) -cos (5 ) wsen (27 -sen
7 7 7

=4.R?. (4-sen2<7;> -sen2<2;T) +cos? (7; —Cos
-2 -sen <277T> - COs (277T> —4 - cos (7;

=4.R?. (4-sen2<7;> -sen2<2;r> +cos? <77T —Cos

I3 N3

~ N~
»
[¢)
s
)
7N TN N

SRR N

|
I
(o)
o
»n
N
N|
~_
o
e}
=]
N
N
NI
N~
»
D
=]
N
N\
N
N
~_
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(5) () (257) on (). ()
ol ()

| (%)

e (5 ( 7))

ook (s (1) sen® () on (257 ) cos (2 (costorcos (25747
s sen (2574 27 aon (227) s (457))) -

o (7) (e (750

—4.R2. <8 sen2<172> .sen2<7;> 'Sen2(2‘77f>

(i) ()

(f2) sen?(7) sen? (557 2o (7)- (o (557) e (557)
e (37) s (427) s (227 e

(2 () 7)o

_4.R2. <8.sen2<172> .sen2<77T) .sen2<2;t> +é) _

~——
. N
\1\-

A

~_
~_

C N
1

9.
=32-R2-sen2<171) . sen ? 7;) -sen2<7n> 5
2. 2 R2
=2 <4-R sen<17t> sen ;)-sen<7n>) +7=
R R2+4-7
=2.77+> =
rt 5

O

O préximo resultado é uma lista de relacoes trigonométricas que envolvem os angulos
2-m 4.1

de um tridangulo heptagonal, isto €, g, —— &
Proposicao 2.20. Nas condi¢des da Observagdo 2.7, para o tridngulo heptagonal A ABC

valem as seguintes relagbes trigonomeétricas:
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a) sen(BAC)-sen(ABC)-sen(ACB) = \f

b) sen?(BAC)+sen?(ABC) +sen?(ACB) = Z

¢) sen(2-(BAC))+sen(2- (ABC))+sen(2- (ACB)) = *f
d) sen2(BAC)-sen?(ABC) - sen2(ACB) = é

e)

sen2(BAC) - sen>(ABC) + sen 2(BAC) - sen2(ACB) + +sen>(ABC) - sen 2(ACB) = g

A A A l
f) cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB) = —3

g) cos*(BAC) + cos?(ABC) + cos’(ACB) = Z

h)

cos’(BAC) - cos?’(ABC) + cos?>(BAC) - cos’(ACB) + cos*(ABC) - cos*(ACB) = %

i) cos(2 - (BAC))+cos(2 - (ABC)) +cos(2 - (ACB)) = _71

j) tan(BAC) - tan(ABC) - tan(ACB) = —/7
k) cot(BAC) + cot(ABC) + cot(ACB) = /7

D) csc2(BAC) + csc*(ABC) + csc?(ACB) = 8
m) sec2(BAC) + sec®(ABC) + sec?(ACB) = 24
n) cot?(BAC) + cot*(ABC) + cot’(ACB) =5
0) tan?(BAC) + tan?(ABC) + tan?(ACB) = 21

p) sec(BAC) + sec*(ABC) + sec*(ACB) = 416

N . A 1
q) cos*(BAC) + cos*(ABC) + cos*(ACB) = 1—2
4 A 4 D 4 A 21
r) sen*(BAC) +sen*(ABC) +sen*(ACB) = 16

s) csc*(BAC) + csc*(ABC) + esc*(ACB) = 32

t) sec(2- (BAC))+sec(2- (ABC))+sec(2- (ACB)) = —4.

Demonstragdo. Para realizar a prova de algumas dessas equagdes, escrevemos sen (7 - x)

em funcéo de sen (x).
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Pela formula de De Moivre (Proposicdo 1.51), temos que
(cos(x) +i - sen (x))” = cos(7 - x) +i-sen (7 - x). (2.88)

Usando a férmula do binémio de Newton para nimeros complexos (Proposi¢ao 1.12),

calculamos (cos(x) +i - sen (x))”:

7

(cos(x) +1i - sen (x))’ = <7> -(i-sen(x))o-cos7(x)+< > i-sen (x) - cos®(x)

<O
(
(

N

7

+ i-sen (x))® - cos*(x)

- (i - sen (x))? - cos®(x) + <

N
W

N

i-sen (x))° - cos?(x)

+

)
;)

5

I

7

6

) -(i-sen (x))4 - cos® (x)+

(i - sen (x))° - cos(x) + (;) (i - sen (x))” - cos’(x)

(cos(x) +i - sen (x))” = cos’(x) +7 - i - sen (x) - cos®(x) + 21 - (—1) - sen?(x) - cos’(x)
+35- (—i) - sen3(x) - cos*(x) + 35 - sen*(x) - cos®(x) +21 - i - sen’(x) - cos?(x)
+7-(—1)-sen®(x) - cos(x) + (—i) - sen”(x)

(cos(x) +1i - sen (x))” = (cos’ (x) — 21 - sen?(x) - cos®(x) + 35 - sen*(x) - cos3(x) — 7 - sen ®(x) - cos(x))

+i-(7-sen(x)-cos®(x) —35-sen3(x) - cos*(x) + 21 - sen>(x) - cos?(x) — sen’(x)).
(2.89)

Comparando as partes imdgindrias de (2.88) e (2.89), concluimos entdo que

sen (7 - x) = 7 - sen (x) - cos®(x) — 35 - sen 3(x) - cos*(x) + 21 - sen°(x) - cos*(x) — sen” (x).
(2.90)

Mas,
cos?(x) = 1 — sen?(x);
cos*(x) = (1 —sen?(x))? =1 — 2 - sen?(x) + sen *(x);
cos®(x) = (1 —sen?(x))® =1 — 3 -sen?(x) + 3 - sen*(x) — sen ®(x).

Substituindo esses resultados na equacdo (2.90), obtemos:

sen(7-x)=7-sen(x)- (1 —3-sen?(x)+3-sen*(x) —sen®(x))+
—35-sen3(x) - (1 —2-sen?(x) +sen*(x)) +21 - sen’(x) - (1 — sen?(x)) — sen”’(x)

sen(7-x) =7-sen(x) — 56 - sen3(x) + 112 - sen >(x) — 64 - sen” (x).
(2.91)
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T . o
Como sen (7 - x) = 0 para x = A k,k € Z, entdo ao fazermos a mudanca de varidveis
T2 747

t = sen(x) na equacdo (2.91), com x € {0,7,7,7}, obtemos a equacao

polinomial (na variavel t),

64-t —112-£°+56- 12 —7 -t =0, (2.92)
a qual pode ser fatorada como

(64t —112-t*+56- 1> —7) =0,

de onde temos que t = 0 ou 64 - t® — 112 - t* + 56 - t> — 7 = 0. Observamos que se rg é
uma raiz de 64 -t — 112 - t* + 56 - 2 — 7 = 0 entdo —ry também o é. Deste modo, as

raizes de (2.92) sdo dadas por:

r1 =sen(0) =0;
7y = —sen <47n> = —sen (ACB);
r3 = —sen 7) = —sen (ABC);
T N
r4 = —Sen (7 = —sen (BAC);
T N
5 = sen (7) =sen (BAC);
2- R
re = Sen <77T) = sen (ABC);

4. A
r7 = sen <77t> = sen (ACB).
Destacamos as seguintes relacdes de Girard para a equagdo (2.92):

I) Y1-¥p-¥3-¥g-¥5-Yeg+V1 VYo VY3 -¥g ¥Y5:-V7+V1 VY2 V3 -Tg-Vg-V7+TV1 -T2 -T3:-T5 T¢-"

T7+1’1'1’2'1’4'1’5'1’6'1’7+1’1~1’3~1’4~1’5'1’6'1’7+7’2-7’3-7’4-7’5-7’6-7’7=—614;

D) ri-ry+r] - r3+11-T4+¥ -T5+7F] Fo+T1 - T7+Ta-T3+Fy -Tga+Tp -F5+T0 -Tg+T12-

Y7 +73-14+7V3:-15+13 - Tg+V3 V7 +Vg -VT5+74-VYeg+Tg V7 +T5-Tg+TV5: -T7+Tg: T7 =

1z _ 7.
64 — 4>

OD) ri-1p-73-74+F1 ¥ ¥3-¥54+11 -T2 -T3-To+T1 T -¥3-F7+F 1 Fp Fa V54711 -T2 Tq-Tg+
V1-Vp Vg Ty 411V ¥5:-Ye+V1 T2 T5-Vy+V1 -V -Tg-VT7+V1 V3 -Tg-T5+T1 V3 T4 Tg+
¥1:V3:-Fg4 T7+7V1-V3-V5:-Yg+V1 1315 V7+V1 V3 -Tg-VT7+V| Vg V5:-Teg+T1 V4 V5 -T7+
Y174 Te " VY7+711 - T5-Vg - Vy+Tp - ¥3:-¥g - T5+Vp V3 T4 -Teg+TVp V3 T4 -T7+Vp 13 -T5 T+
Yo ¥3:-¥5 V7 +Tp T3 -Tg - VT7+7Vp Vg -V5-Teg+Tp -Tg - T5:-T7+Vp Vg Ve -T7+T2 -T5:T¢g"

1’7+1’3-1’4-1’5-1’6+1’3-1’4-1’5‘7’7+1’3-1’4'7’6'7’7+1’3'7’5'7’6-7’7+7’4'7’5-7’6-1"7=%

Il
I\
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Substituindo as raizes rq, 7, ..., r7 na relacdo de Girard I), obtemos a relacdo trigono-

métrica d). De fato,

—sen?(BAC) - sen*(ABC) - sen*(ACB) = —é

sen?(BAC) - sen%(ABC) - sen?(ACB) = 614 (2.93)

De (2.93) segue a relagdo trigonométrica a):

V7

sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) = 5 (2.94)

Substituindo as raizes 11,1, ..., 77 na relagdo de Girard II), obtemos a relagéo trigono-

métrica b). De fato,
— sen (ACB) - (—sen (ABC)) + (—sen (ACB)) - (—sen (BAC))+
(—sen (ACB)) - sen (BAC) + (—sen (ACB)) - sen (ABC) + (—sen (ACB)) - sen (ACB)+
(—sen (ABCQ)) - (—sen (BAC)) + (—sen (ABC)) - sen (BAC) + (—sen (ABC)) - sen (ABC)+
(—sen (ABCQ)) - sen (ACB) + (—sen (BACQ)) - sen (BAC) + (—sen (BAC)) - sen (ABC)+
(—sen (BAQ)) - sen (ACB) + sen (BAC) - sen (ABC) + sen (BAC) - sen (ACB)+
+sen (ABC) - sen (ACB) = —sen?(BAC) — sen?(ABC) — sen?(ACB) = —Z
Logo,

sen?(BAC) + sen?(ABC) + sen>(ACB) = Z (2.95)

Substituindo as raizes r1, 3, ...,ry na relacdo de Girard I1I), obtemos a relacdo trigo-

nomeétrica ¢). De fato,
—sen?(BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) — sen?(ABC) - sen (BAC) - sen (ACB)+

—sen?(ACB) - sen (BAC) - sen (ABC) +sen?(ABC) - sen (BAC) - sen (ACB)+
+sen?(ACB) - sen (BAC) - sen (ABC) + sen?>(ABC) - sen 2(ACB)+
+sen?(BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) + sen?>(BAC) - sen >(ACB)+

+sen?(ACB) - sen (BAC) - sen (ABC) — sen>(ACB) - sen>(BAC) - sen (ABC)+
+sen?(BAC) - sen?(ABC) — sen?(ABC) - sen (BAC) - sen (ACB)+

+sen?(BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) + sen>(ABC) - sen (BAC) - sen (ACB)+

N N A 7
—sen?(BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) = 3

91
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Assim,

sen?(BAC) - sen%(ABC) +sen?(BAC) - sen>(ACB) + sen>(ABC) - sen>(ACB) = g
(2.96)
A seguir, provamos a relacdo trigonomeétrica c). Para isso, nos serdo uteis as seguintes
identidades:

e ACB=m— (BAC+ ABQ);
e ABC=2-BAC;

sen (ACB) = sen (BAC + ABC) = sen (BAC) - cos(ABC) + sen (ABC) - cos(BAC);

cos(ACB) = — cos(BAC + ABC) = sen (BAC) - sen (ABC) — cos(BAC) - cos(ABC);
Consequentemente,

sen (ACB) - cos(ACB) = sen2(BAC) - sen (ABC) - cos(ABC) — sen (BAC) - cos(BAC) -
cos’(ABC)+sen (BAC) - cos(BAC) - sen2(ABC) — sen (ABC) - cos(ABC) - cos?(BAC).

Por (2.94), temos que

sen (2 - (BAC)) +sen (2 - (ABC)) +sen(2 - (ACB)) =2 - (sen(BAC) - cos(BAC)+

+sen (ABC) - cos(ABC) + sen*(BAC) - sen (ABC) - cos(ABC)+

—sen(BAC) - cos(BAC) - cos’(ABC) + sen (BAC) - cos(BAC) - sen?(ABC)+

—sen (ABC) - cos(ABC) - cos?(BAC)) =

=2 (sen(BAC) - cos(BAC) - (1 — cos*(ABC) + sen2(ABC))+

sen (ABC) - cos(ABC) - (1 — cos*(BAC) +sen?(BAC)) =

=4 - (sen(BAC) - cos(BAC) - sen?(ABC) + sen (ABC) - cos(ABC) - sen?(BAC)) =
=4-sen(BAC) -sen(ABC) - (cos(BAC) - sen (ABC) + cos(ABC) - sen (BAC)) =
=4-sen(BAC)-sen(ABC)-sen(BAC + ABC) = 4 -sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) =

VTV
T

Embora a relacdo trigonométrica f) tenha sido deduzida em (2.29), apresentamos aqui

uma nova prova a partir de (2.41), (2.42) e (2.43):

cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB) = 2? . 2? - (— 27C> = —%- (2.97)

A relacdo trigonométrica g¢) € uma consequéncia de (2.95):
cos’(BAC) + cos’(ABC) + cos’(ACB) =
=1—sen?(BAC)+1 — sen?(ABC) +1 — sen?(ACB)

=3 — (sen?(BAC) +sen?(ABC) + sen?(ACB)) = 3 — 7 Z

S
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Ou seja,
cos*(BAC) + cos*(ABC) + cos*>(ACB) = Z. (2.98)

A relacdo trigonométrica /) pode ser provada com (2.96) e (2.98):

sen?(BAC) - sen2(ABC) + sen2(BAC) - sen >(ACB) + sen *>(ABC) - sen>(ACB) = g

(1 — cos?(BAQ)) - (1 — cos’(ABC)) + (1 — cos*(BAC)) - (1 — cos*(ACB))+

+(1 — cos2(ABC)) - (1 — cos’(ACB)) = %

cos’(BAC) - cos?(ABC) + cos?>(BAC) - cos*(ACB) + cos’(ABC) - cos*(ACB)+
— 2 (cos’(BAC) + cos’(ABC) + cos’(ACB)) + 3 = g
cos?>(BAC) - cos?(ABC) + cos?>(BAC) - cos’(ACB) + cos?(ABC) - cos’(ACB)+

5 7
—2-Z+3—g

Assim,

cos*(BAC) - cos*(ABC) + cos*(BAC) - cos?’(ACB) + cos?(ABC) - cos’(ACB) = % (2.99)

A relacdo trigonométrica i) segue de (2.98):

cos(2 - (BAC)) + cos(2 - (ABC)) + cos(2 - (ACB)) =
=2.cos’(BAC) —1+2-cos’(ABC) —1+2-cos’(ACB) — 1 =

=2 (cos’(BAC) + cos’(ABC) + cos’(ACB)) —3=2- Z —3= —%-
Para a relacdo trigonométrica j), utilizaremos (2.94) e (2.97):
A A X V7
. . . AC) - sen(ABC) - sen (A e
tan(BAC) - tan(ABC) - tan(ACB) = SSLBAC) -sen(ABC) -sen(ACB) '3 7
cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB) 1
8

Passemos a prova da relacdo trigonométrica k):
cot(BAC) + cot(ABC) + cot(ACB) = COS(BILEC) + COS(ABAC) + COS(ACAB)
sen(BAC) sen(ABC) sen(ACB)
_ cos(BAC) - sen (ABC) - sen (ACB) +cAos(A]§C) - s?n(BAC) -sen (ACB)+ (2.100)
sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)
cos(ACB) - sen (BAC) - sen (ABC)
sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)

93
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Mas,

cos(ACB) = — cos((BAC) + (ABC)) = sen (BAC) - sen (ABC) — cos(BAC) - cos(ABC)
= sen (BAC) - sen (ABC) = cos(ACB) + cos(BAC) - cos(ABC).

(2.101)
Substituindo (2.101) em (2.100), obtemos que

cot(BAC) + cot(ABC) + cot(ACB) =

_sen (ACB)(sen (BAC) - cos(ABC) + sen (ABC) - cos(BAC))
- sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)
. (cos(ACB) + cos(BAC) - cos(ABC)) - cos(ACB) _

sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)

(2.102)
_sen (ACB) - sen (ACB) + cos2(ACB) + cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB)
- sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)
_ sen?(ACB) + cos*(ACB) + cos(BAC) - cos(ABC) - cos(ACB)
- sen (BAC) - sen (ABC) - sen (ACB)
Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.102), concluimos que

Q| =

1
cot(BAC) + cot(ABC) + cot(ACB) =

V7. (2.103)

#|%

A relacdo trigonométrica /) segue de (2.93) e (2.96). De fato,
csc?>(BAC) + csc*(ABC) + csc?(ACB) =
B 1 N 1 N 1 B
sen2(BAC) sen2(ABC) sen2(ACB)

_ sen?(BAC) - sen?(ABC) + sen2(BAC) - sen2(ACB) + sen?(ABC) - sen2(ACB) _
- sen2(BAC) - sen2(ABC) - sen2(ACB) -

csc®(BAC) + csc®(ABC) + csc?(ACB) = 8. (2.104)
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A relacdo trigonométrica m) pode ser provada a partir de (2.97) e (2.99):
sec’ (BAC) + sec>(ABC) + sec’(ACB) =
IR S SR S
cos2(BAC) cos?(ABC)  cos2(ACB)
_ cos’(BAC) - cos?(ABC) + cos* (BAC) - cos’(ACB) + cos?(ABC) - cos*(ACB) _
- cos2(BAC) - cos?(ABC) - cos?(ACB) -

=24.

Q| =[oo1 o

Logo,
sec?(BAC) + sec*(ABC) + sec?(ACB) = 24. (2.105)
A relacdo trigonométrica n) é consequéncia de (2.104):
cot’(BAC) + cot?(ABC) + cot?>(ACB) =
= csc*(BAC) — 1+ csc®(ABC) — 1+ csc®(ACB) — 1 =

= (csc>(BAC) + csc*(ABC) + csc?(ACB)) —3=8 —3 =5.
Logo,

cot’(BAC) + cot?(ABC) + cot?(ACB) = 5. (2.106)

A relacdo trigonométrica o) segue diretamente de (2.105):
tan?(BAC) + tan?(ABC) + tan*(ACB) =
= sec’(BAC) — 1 +sec*(ABC) — 1 +sec’(ACB) — 1 =
= (sec*(BAC) + sec*(ABC) + sec’(ACB)) —3 =24 — 3 = 21.
A relacdo trigonométrica p) € provada a partir de (2.105), (2.98) e (2.97):
sec*(BAC) + sec*(ABC) + sec*(ACB) = (sec*(BAC) + sec*(ABC) + sec*(ACB))*+
—2 - (sec*(BAC) - sec>(ABC) + sec>(BAC) - sec>(ACB) + sec’(ABC) - sec’(ACB)) =

1 1 1
=24> 2. - — + - — + . <
(cosz(BAC) -c0s2(ABC) cos?(BAC) - cos?(ACB)  cos?(ABQC) -cosz(ACB)>

5
2 A 2 ») 2 A —

_o? 1. <cos (BAF)+cos (Al?C)+cos (AACB)> _576_2.4 _ 416,
cos2(BAC) - cos?(ABC) - cos’(ACB) 1
64

Por (2.98) e (2.99), temos a prova da relagdo trigonomeétrica g):
cos*(BAC) + cos*(ABC) + cos*(ACB) = (cos*(BAC) + cos*(ABC) + cos’(ACB))*+
—2-(cos’ (BAC) - cos*’(ABC) + cos*(BAC) - cos’(ACB) + cos*(ABC) - cos*(ACB)) =

2
_ 5 _2.3=E‘
4 8 16

95
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A relacdo trigonométrica r) segue de (2.95) e (2.96):

sen*(BAC) +sen*(ABC) + sen*(ACB) = (sen?(BAC) + sen>(ABC) + sen 2(ACB))*+
—2-(sen?(BAC) - sen?(ABC) + sen*(BAC) - sen>(ACB) + sen >(ABC) - sen2(ACB)) =

(7N, 7 2
“\4 8§ 16

A relacdo trigonométrica s) serd provada a partir de (2.93), (2.95) e (2.106):

csc*(BAC) + csc*(ABC) + csc*(ACB) = (csc®(BAC) + csc?(ABC) + csc?(ACB))?

—2-(csc®(BAC) - esc®>(ABC) + esc>(BAC) - csc?(ACB) + csc?(ABC) - esc*(ACB))

7
2p A 20 AR 20 A5 -
sen“(BAC) +sen*(ABC) + sen (ACB)) :64—2-% _3

sen2(BAC) - sen2(ABC) - sen2(ACB)

=(B3+5)7%-2- (
64

Finalmente, vamos provar a relacdo trigonométrica ¢):

sec(2 - (BAC)) +sec(2 - (ABC)) +sec(2 - (ACB)) =
1 1 1
c0s(2- (BAC))  cos(2- (ABC)) * cos(2- (ACB))
cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB)) + cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ACB)) + cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABC))
cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB))

(2.107)
Mas, por (2.93), (2.95) e (2.96), temos:

cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB)) =
=(1—-2-sen?(BAC))- (1 —2-sen?(ABC))- (1 —2-sen*(ACB)) =
=(1—-2-sen?(BAC))- (1 —2-sen*(ACB) —2-sen?(ABC) +4 - sen?(ABC) - sen?(ACB)) =
=1—2-sen*(ACB) —2-sen?(ABC) +4 - sen?(ABC) - sen2(ACB) — 2 - sen 2(BAC)+
+4-sen?(BAC) - sen?(ACB) +4 - sen?(BAC) - sen>(ABC)+
—8-sen?(BAC) - sen?(ABC) - sen?(ACB) =
=1—2-(sen*(BAC) +sen?(ABC) + sen2(ACB))+
+4 - (sen?(BAC) - sen?(ABC) +sen>(BAC) - sen 2(ACB) + sen2(ABC) - sen >(ACB))+
—8-sen?(BAC) - sen?(ABC) - sen%(ACB) =

7 7 7 1

Ou seja,

cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB)) = =. (2.108)

| =
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Além disso, por (2.95) e (2.96), temos que

cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB)) + cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ACB)) + cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABC)) =
=(1—2-sen?*(ABC))- (1 —2-sen?(ACB))+ (1 —2-sen?(BAC))- (1 —2-sen?(ACB))+
+(1—2-sen?(BAC))- (1 —2-sen?(ABC)) =
=1—2-sen*(ACB) —2-sen?(ABC) +4 - sen?(ABC) - sen>(ACB) +1 — 2 - sen >(ACB)+
—2-sen?(BAC)+4-sen?(BAC) - sen*(ACB)+1 —2-sen?(ABC) — 2 - sen2(BAC)
+4-sen?(BAC) - sen?(ABC) =

=3—4-(sen*(BAC) +sen?(ABC) + sen2(ACB))+

+4- (sen?(BAC) - sen?(ABC) + sen>(BAC) - sen2(ACB) + sen?(ABC) - sen >(ACB)) =
R

Ou seja,

cos(2 - (ABC)) - cos(2 - (ACB)) + cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ACB))+

R . 1 (2.109)
+cos(2 - (BAC)) - cos(2 - (ABQC)) = —5
Substituindo (2.108) e (2.109) em (2.107), concluimos que
1
sec(2 - (BAC)) +sec(2 - (ABC)) +sec(2 - (ACB)) = ? = —4.
8
O

Como consequéncias de algumas destas relacdes trigonométricas, apresentamos mais

cinco proposicoes que exploram propriedades geométricas de um triangulo heptagonal.

Proposicao 2.21. No tridngulo heptagonal A ABC, temos que:

b2 2 4

—+—=5+—=5=5.
a2 b2 c?

Demonstragdo. Segue de (2.41), (2.42), (2.43) e (2.95) que

2 2 42

Sttt a4 cos*(BAC) +4 - cos’(ABC) +4 - cos*(ACB)

=4.(1—sen?(BAC)+1 —sen?(ABC)+1 — sen*(ACB))
=12 —4- (sen?(BAC) + sen?(ABC) + sen>2(ACB))
=12-7=5



98 O TRIANGULO HEPTAGONAL E SUA TRIGONOMETRIA

Proposicao 2.22. A soma dos quadrados das medidas das alturas do triangulo heptagonal

A ABC ¢ igual a metade da soma dos quadrados das medidas dos lados deste triangulo.

Ou seja,
2,12, 2
hﬁ + h% + hZ— = w,
2
onde h,, hy, e h. denotam as medidas das alturas do triangulo heptagonal AABC

relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, como esta ilustrado na Figura 45.

Demonstragcdo. Temos que

sen (ABC) = }Z = h, =sen(ABC)-c
sen (BAC) = }Z] = h;, =sen(BAC) - ¢
sen (ABC) = };C = h, = sen(ABC) - a.
B c’ c A

O

Figura 45: Triangulo heptagonal A ABC e suas alturas h,, hy, e he.

Assim,

W2 + h,zj +h2 =sen?(ABC) - ¢* + sen2(BAC) - ¢* + sen 2(ABC) - a°. (2.110)
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sen (BAC) - b eco sen (ACB) - b

Segue da lei dos senos que: a = — ~
sen (ABC) sen (ABC)

. Assim, por (2.110) e
(2.96), obtemos:
W2+ hi+h? =

_ sen?(ABC) - sen?(ACB) - b% + sen?(BAC) - sen%(ACB) - b? + sen?(ABC) - sen2(BAC) - b* _

sen2(ABC)

_ b?- (sen?(BAC) - sen?(ABC) + sen?(BAC) - sen?(ACB) + sen?(ABC) - sen 2(ACB))
- sen2(ABC)
_7 b
8 sen2(ABC)’
Ou seja,

2 2 2 7 b2

R shi=5 —— (2.111)

8 sen2(ABC)’

Pela lei dos senos, sen (ABC) = ZL Logo, (2.111) torna-se
2 2
i = Z2 -1 (2.112)
4-R?
Segue da Proposicdo 2.13 e de (2.112) que
7 ‘ a? + b + 2 3 ﬂ2+b2+C2.
2 7 2

W2+ hi+h? =

O]

Proposicao 2.23. A cotangente do dngulo de Brocard do tridngulo heptagonal AABC é

igual a V7.

Demonstragdo. Sejam « e T a medida do angulo de Brocard e o primeiro ponto de
Brocard do tridngulo heptagonal AABC, respectivamente, como estd ilustrado na

Figura 46.

Figura 46: Angulo e ponto de Brocard do tridngulo heptagonal AABC.
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De acordo com a Proposicao 1.23 e por (2.103), concluimos que

cot(w) = cot(BAC) + cot(ABC) + cot(ACB) = V/7.

[
Proposicao 2.24. Para o triangulo heptagonal A ABC, vale que:
1 1 1 2
2Rt R

Demonstracdo. Segue da lei dos senos que

a=2-R-sen(BAC)

b=2-R-sen(ABC)

c=2-R-sen(ACB).
Assim,

1 1 1
2tptac
3 1 . 1 N 1 3
4-R?-sen2(BAC) 4-R?-sen2(ABC) 4-R2-sen2(ACB)
_ sen?(BAC) - sen?(ABC) + sen2(BAC) - sen>(ACB) + sen>(ABC) - sen 2(ACB)
4-R?.-sen2(BAC) -sen2(ABC) - sen2(ACB) '
Portanto, por (2.93) e (2.96),
7
1 1 1 8 2
2TRTET L, TR
64
[

Proposicdo 2.25. Se A’, B', C’ sdo os pés das alturas correspondentes aos vértices A, B, C

do triangulo heptagonal A ABC, respectivamente, entdo
rac="C cp.BA="Y ¢ ac.cp=lC
BA"-A'C= 4,CB B'A = 1 e AC'-C'B= =

Demonstragdo. A medida BA' serd determinada a partir do tridngulo retdngulo A AA’B,

ilustrado na Figura 45, e de (2.42):
BA’

cos(ABC) = = BA' =c-cos(ABC) =c- ﬁ = (2.113)
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4. A
Como o angulo /A’CA é suplementar ao dngulo /ACB, que mede ?71, entdo A'CA =

3.
?71. Assim, por (2.8) e (2.43), temos:

‘ <

(2.114)

) A’ R A’
cos <37”) _ bC ~ cos(ACB) = bc — A'C= —b-cos(ACB) =

I\)
ﬁ

Multiplicando (2.113) e (2.114), obtemos que

S
x
a

2
BA . AlCc= & .20 _4a-¢c
2-b

N
a
S

Em relacdo ao tridngulo ABB’C, notamos que o dngulo /B’CB mede 3'7”, pois ele é

suplementar ao angulo /ACB. Logo, por (2.8) e (2.43), temos:

X . ! R 2
cos (37") — — cos(ACB) = Q — CB' = —a-cos(ACB) = ch (2.115)

A medida B’ A sera determinada a partir do tridngulo retdngulo A AB’B, ilustrado na
Figura 45, e de (2.43):

! .
BA:>BA—C cos(BAC) = ¢ 2 b€

cos(BAC) = o

(2.116)

I\)
x

Multiplicando (2.115) e (2.116), obtemos

2 b-c a-b
CB -BA="1_.2°¢_%72
2-¢c 2-a 4

Finalmente, a medida AC’ serd determinada a partir do tridngulo retingulo AAC'C,

ilustrado na Figura 45, e de (2.41):

N AC’ , N b b?
cos(BAC) = 2 = AC' =b-cos(BAC)=b- 5294 (2.117)
Ja a medida C’'B, vamos determinar através do tridngulo ABCC’ e de (2.42):
. C'B , A c a-c
cos(ABC) = — = C'B=a-cos(ABC)=a- b2 b (2.118)

Multiplicando (2.117) e (2.118), concluimos que

b2 a-¢c b-c
I ~ln . _
AC CB_Z-a N 1
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OUTRAS PROPRIEDADES DO TRIANGULO
HEPTAGONAL

Este capitulo explora propriedades do triangulo heptagonal, apresentadas no artigo
[4]. Com excecdo da Proposicdo 3.7, os outros resultados ndo estdo diretamente
relacionados a trigonometria de um tridngulo. Observamos que continuamos nos

baseando nas condi¢des da Observacao 2.7.

Proposicido 3.1. Se A’,B’ e C' sdo os pés das alturas relativas aos vértices A,B,C
do tridngulo heptagonal /\ ABC, respectivamente, como estd ilustrado na Figura 47, o

triangulo ortico NA'B'C’ é semelhante ao tridngulo ANABC e seu perimetro € igual a

metade do perimetro do tridngulo AABC.

Al

Figura 47: Tridngulo 6rtico AA’B’'C’ do tridngulo heptagonal AABC.
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Demonstragdo. Comegamos calculando a medida do 4ngulo /A’C’B’. Para isso, obte-
mos
4-m 3.7

B’C’B:n—AC’B:n—? > (3.1)

De acordo com a Proposic¢do 1.15, o quadrildtero CB’BC’¢é inscritivel, pois como os
angulos opostos /CC’'B e /CB’B sio retos, sua soma € igual a 7. Pela Observacdo 1.16

e por (3.1), podemos dizer que

CC'B' = CBB’
=7 — CB'B— B'CB
3 7T 3 - TT (3.2)
-T2 7
_Tt
14

Segue de CA’A = AC'C = g que o quadrilatero A’AC'C é inscritivel. Dessa forma,

temos:

A'C'C=A'AC=mn— AA'C— ACA’

T R
=77 — 7~ (r — ACB) (3.3)
_..m . 3n_n
B 2 7 14

Por (3.2) e (3.3), obtemos

A'C'B' = A'C'C+CC'B
T o (3.4)

VRV
De modo andlogo, determinamos a medida do 4ngulo /A’B'C’.

C'B'B=C'CB=mn—CC'B—-C'BC

_ w27 3w (33)
- 2 7 14
Por (3.5),
CB'C' =CB'B— C'B'B
(3.6)
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Uma vez que AA’B = AB'B = g, segue que o quadrilatero AA’B’B é igualmente

inscritivel. Por (3.3), temos:
A'AB+ A'B'B=r
A’AC+CAB+ A'B'C+CB'B

=7
T BT - (3.7)
14+7+ABC+2 =7
A 2.7
A'B'C="".
7
Por (3.6) e (3.7), obtemos
A'B'C' = A'B'C+CB/C' = 2w 2 4w (3.8)

7 "7 T 7
Assim, por (3.4), (3.8) e pelo caso angulo-angulo de semelhancga de tridngulos, temos

que sdo semelhantes os tridngulos AABC e AA'B’C’, em relacdo a correspondéncia

ABC +— C'A’B’ entre seus vértices.

Com relacdo a segunda afirmacdo da Proposicdo, na qual diz que o perimetro do
tridngulo ortico AA’B’'C’ equivale a metade do perimetro do tridngulo heptagonal
A ABC, para justificar essa afirmacdo temos que saber que o tridngulo 6rtico AA’B'C’
esta inscrito na circunferéncia de nove pontos do tridngulo AABC - podemos ver
a demonstracdo das propriedades da circunferéncia de nove pontos na Proposicdo
1.19 - e o raio da circunferéncia de nove pontos é metade do raio da circunferéncia
circunscrita ao tridngulo AABC (Proposicdo 1.21). Assim, os lados do triangulo
AA'B'C’ também serdo iguais a metade dos lados correspondentes ao tridngulo A ABC.
Também podemos afirmar que o tridngulo 6rtico AA’B’C’ é congruente ao tridngulo

medial do tridngulo AABC (o triangulo medial estd descrito na Proposicdo 1.1) . [

Proposicdo 3.2. O raio da circunferéncia ex-inscrita relativa ao vértice A do tridngulo

heptagonal A ABC é igual ao raio da circunferéncia de nove pontos do mesmo tridngulo.

Demonstragdo. Dados os triangulo heptagonal AABC e seus elementos: o tridngulo
ortico AA’B’'C’, a circunferéncia de nove pontos com centro Oy, a circunferéncia ex-
inscrita relativa ao vértice A com centro I, e a bissetriz 54_1; do angulo /BAC. Também
sdo dados M, N e P, que sdo os pontos de tangéncia da circunferéncia ex-inscrita com

R, BCe 1@, respectivamente, conforme ilustra a Figura 48.
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Figura 48: Circunferéncia ex-inscrita ao tridngulo A ABC oposta ao vétice A e outros elementos

Os triangulos AAMI, e AAPI, sido congruentes: AMI, = API, = g, PI, = MI,
e compartilham a mesma hipotenusa, Al,. Entdo, pelo caso de congruéncia entre
triangulos retangulos, AAMI, = AAPI,.

S >
Consequentemente, o tridngulo AAMP é isésceles de base MP e a bissetriz Al, é

perpendicular ao segmento MP. Como o 4ngulo /MAP é congruente ao 4ngulo /BAC,

MAP:%eAPM:AMP:?.

Por (3.3), A/C'C = % e AC'C = g, ja que C' é o pé da altura relativa ao vértice C.

A medida do angulo /AC’ A’ serd igual a AC'C — A’/C'C = 3?7-[ Portanto, as medidas

dos 4ngulos /APM e /AC'A’ sdo iguais e os segmentos MP e A’C’ sdo paralelos.

Vamos determinar as medidas dos angulos do triangulo AMNP. Observando o
triangulo APBN:

. PéN:n—ABC:n—ZW:S'—N;
7 7
e PB = BN, ou seja, o tridAngulo APBN é isésceles;
N N 5.7 T
PB=PNB = —— ) 2==.
o N N (7‘( - > -
N A A o 3-m w 2-7
Dessas observacoes decorre que: MPN = APM — NPB = — o=

Analisando agora o triangulo ACMN:

« MCN=r— ACB=r— =2,

7 7
e CM = CN, ou seja, o tridingulo ACMN ¢ isésceles;
e CNIN = CNM = <n_3'7”> . 42‘7”

Diante dessas afirmacdes, temos: NMP = AMP — CMN =

3-71_2-71
7

o z
7 7
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Sabendo as medidas dos angulos /MPN e /NMP, podemos determinar a medida
do%g@ZMNRAﬁW:n—N@N—NMP:n—3;3—§=é¥3

Portanto, o tridngulo AMNP ¢é heptagonal. Como os segmentos MP e A’C’ sdo
paralelos, entdo: NP || A’'B’ e MN || B'C'.

Prolongando o segmento NP, ele encontrard o lado AC no ponto Q, conforme

ilustrado na Figura 48.
. ~ 3.7 A 2.7
Observando o triangulo AMQP, temos que QMP = € MPQ = — Logo,

. 9. o
MQP = ?ﬂ Portanto, o tridngulo AMQP é isosceles e MP = MQ.

Em relacéo ao tridngulo AQAP notamos que APQ = NPB = ; e QAP = ; Ou seja,

AQP = m— APQ — QAP = 1 — r_ZT. 5—” Portanto, esse tridngulo é também

o 7 7 7
isdsceles e PQ = AQ.

O triangulo AMQN possui os angulos com medidas:
A A . 2.
) MQN:n—AQPzﬂ—SJZJ;
7 7
3.7
7

. . , 2.
e QNN = AMP — NMP = ‘7?

b

. ) , 2.1 2.7 3.
e MNQ = 1 — MON — QMN = 71 — ;V-7n= ;7

Portanto, o tridngulo AMQN ¢ isésceles e MN = NQ.
Através das especificidades dos triangulos AMAP, AQAP e AMQN podemos dizer

que:

AP=AM=AQ+QM=QP+ QM =QN+NP+QM = MN + NP + PM.

Logo, a medida AP é igual ao perimetro do tridngulo AMNP.

Ainda sobre o segmento AP, vamos determinar a sua medida usando como parametro

as medidasbdos lados do tridngulo heptagonal AABC, sendo BC = a4, AC = b, AB =
a+b+c

2

cep= . J4 sabemos que AP = AM. Entéo:

2-AP=AP+AM = (AB+BP)+(AC+CM) =(AB+ AC)+ (BP +CM)
=(b+c)+(BN+CN)=b+c+a

a+b+c

AP
2

Isto posto, AP é igual ao semiperimetro do tridngulo AABC.
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Na Proposicéo 3.1 foi provado que o perimetro do tridngulo értico AA’B’C’ equivale

a metade do perimetro do tridngulo heptagonal A ABC.

Entdo AP é igual ao perimetro do tridngulo értico A A’B’C’, assim como ao perimetro
do tridngulo AMNP. Como os tridngulos AA’B’C’ e o tridngulo AMNP s&o hepta-
gonais e possuem o mesmo perimetro, a circunferéncia circunscrita a eles possuem o
mesmo raio. Assim, o raio da circunferéncia ex-inscrita ao triangulo heptagonal AABC
oposta ao vértice A e o raio da circunferéncia de nove pontos desse mesmo tridngulo

sdo iguais.

O

Proposicio 3.3. Em relacdo ao tridngulo heptagonal AABC, isto é, BAC = ;, ABC =

2. A 4.
?T[ e BCA = ?ﬂ, sejam ﬁ e (ﬁ as bissetrizes internas dos dngulos /ABC e /BCA,

respectivamente, com A —F —Ce A—G—B, e ﬁ a bissetriz externa do angulo /BAC,
com B — C — L. Entdo

BF=AB—-BC, CG=CA-BC, AL=CA+AB.

Demonstragcdo. Observamos que como ao maior dngulo de um tridngulo estd oposto
o maior lado, entdo AB > AC > BC. Comecemos mostrando que BF = AB — BC.
Como ABF = BAF = g, temos que o tridngulo A ABF é isésceles, com AF = BF. Pelo
Teorema da bissetriz interna (Proposicdo 1.6), temos que
AB _ BC
AF FC’
Mas, AF = BFe FC = AC — AF = AC — BF. Logo,
AB _ BC
BF AC — BF’

donde
_AC-AB _AC-AB AB-BC
" BC+AB BC+AB AB-BC’

Sendo a = BC,b = AC e c = AB. mostramos que

BF

b-c-(c—a)
BF=—a
Por (2.49), temos que
pp. el _
b-c

Ou seja, BF = AB — BC. Analogamente, obtém-se que CG = CA — BC.
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Como CAL = ACL = 3'?”, temos que o tridngulo AALC € isésceles, com AL = LC.

Pelo Teorema da bissetriz externa (Proposicao 1.7), temos que

AB _ AC
BL CL’
Mas, AL=LCe BL=BC+CL=a+ AL. Logo,
c _b
a+AL AL’
donde ) ) )
a- a- c+
AL = = . .
c—b c¢c—b c+b
Mostramos que
a-b-(c+Db)
AL= =57
Por (2.49), temos que
AL Lbeexb)
a-b

Ou seja, AL = AB+ AC.

O

Proposicao 3.4. O tridngulo All,I. que é formado pelo incentro do tridngulo heptagonal

A ABC e pelos ex-incentros relativos aos vértices B e C é semelhante ao triangulo AABC
(figura 49).

109

Figura 49: Tridngulo AIT, I,



110

OUTRAS PROPRIEDADES DO TRIANGULO HEPTAGONAL

Demonstragdo. Observando a Figura 49, que além do triangulo heptagonal AABC
e do triangulo AII,I., temos tracados as retas em pontilhado que correspondem as
bissetrizes internas e externas dos angulos formados pelos vértices do triangulo AABC.
A medida do angulo /BIC é igual a 4.%, pois IBC = ; e ICB = 2?7{ Como os
angulos /BIC e /1,11, tém a mesma medida por serem opostos pelo vértice, o dngulo
LI,11. também mede 4%

A bissetriz externa do vértice C passa por I, pois % e AC sdo tangentes a circun-
feréncia ex-inscrita oposta ao vértice B. O mesmo ocorre com a bissetriz externa ao

vértice A, pois A§ também é tangente a mesma circunferéncia ja mencionada.

Sobre o quadrildtero CIAI, podemos dizer que ele € inscritivel, pois os dngulos ZICI,
e /IAI, sdo retos. Ambos os angulos sdo formados pela interseccdo das bissetrizes

internas e externas dos angulos /ABC e /BAC.

Dessa forma, a medida do angulo /II,A é igual a medida do dngulo /ICA, que é

iualaz'—n
g 7 M

R 4. . 2- ) . N
Sabendo que I,11. = ?71 e l[,A= ?ﬂ, é facil concluir que I1.I, = g Portanto, o

triangulo AII,I. é heptagonal. O

Lema 3.5. O tridngulo tangencial do triangulo heptagonal /A ABC é também um triangulo

heptagonal.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 1.35, os tridngulos tangencial e dortico de um mesmo
tridngulo sdo semelhantes; na Proposicdo 3.1 foi demonstrado que o tridngulo értico
de um tridngulo heptagonal também € um tridngulo heptagonal. Portanto, o tridngulo

tangencial de um tridngulo heptagonal também é heptagonal.
Vamos determinar quais os valores dos angulos do triangulo tangencial.

Dado o tridngulo heptagonal A ABC inscrito numa circunferdncia com centro O.
O triangulo tangencial sera definido pelas retas tangentes a circunferancia, sendo r
tangente em A, s tangente em B e t tangente em C. Os vértices do triangulo tangencial
serdao T1 =rNs, T =sNte Tz =rNt. O triangulo AT, T, T3 € o triangulo tangencial

do tridngulo heptagonal AABC. A construcao pode ser observada na Figura 50.
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Figura 50: Triangulo heptagonal A ABC e seu triangulo tangencial AT; T, Ts.

De acordo com o Teorema do angulo de segmento (Proposicdo 1.11), T,BC = 5 BOC

A 1 A A
e pelo Teorema do angulo inscrito (Proposicdo 1.9) BAC = 5 BOC. Portanto, T,BC =

BAC = ; De maneira analoga, T,CB = BAC = % Analisando o triangulo AT,BC

temos:

. A A T mw 51
BlI,C=n—TBC-ThCB=mT— = — — = ——.
2C 7T 2C 2C 7T 7 7 7

Como o angulo /T, T, T; é suplementar ao angulo /BT,C, vamos obter:
5.t 2-m

T1f2T3=7T—BT2C=7T—?=?. (3.9)

Fazendo o mesmo tipo de andlise em relacdo ao triangulo AT3 AC temos:

nAC=néA=ABC=3;3

Com relacdo ao angulo /AT;3C:

ATyC = — TLAC - T;CA =7 — %-—' =
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Como /Ty T3T; é suplementar ao angulo /AT;C podemos dizer que

R . ) 4.
T 15T = 71 — AT5C = 7r—3# - ?” (3.10)
Com os resultados das equacdes (3.9) e (3.10) podemos determinar a medida do

angulo /T, T T3:

) ) . 2.1 4.
T2T1T3=n—TszTg—T1T3T2=7T—?T[—?7T= . (3.11)

NI

Como BAC = TLT,T; = ; ABC = T4 T)T; = 27” e ACB=TT5T, = 4'7”, podemos
dizer que existe uma correspondéncia entre os pares de vértices A e T;, Be T, e
C e T3. Os angulos formados entre os vértices do triangulo tangencial AT;T,T3 e o seu
circuncentro O’ serd o mesmo que os vértices do tridngulo heptagonal AABC e seu

circuncentro O.

Da equacdo (2.35) podemos tirar a seguinte relacao:

T,0'T; = BOC = 27” (3.12)
Em relacdo a equagdo (2.36) temos:
A A 4.7
ThO'T; = AOC = — (3.13)
Ja da equacdo (2.37):
A A 67
ThO'T, = AOB = — (3.14)
O

Proposicao 3.6. O perimetro de um tridngulo heptagonal é igual a metade do perimetro

do seu tridngulo tangencial.

Demonstragcdo. O lema 3.5 afirma que o triangulo heptagonal é semelhante ao seu
tridngulo tangencial. Dessa forma, lado ¢ do tridngulo heptagonal A ABC é semelhante

ao lado T; T, do tridngulo tangencial AT, T, T3, ja que T, T, T3 = ; (equacao (3.11)) e

N 2.
1,15 = ?ﬂ (equacao (3.9)).
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4.
Pela lei dos senos, ¢ = 2- R - sen (77t> Vamos demonstrar que T1T, = 4- R -

sen 477-[
7 .

Conforme ilustra a Figura 50, T; T, = BT; — BT,. Vamos determinar as medidas de
BT, e BT>.

Observando o triangulo A ABT7, temos que ele é isésceles de base c, jd que as retas
jﬁ e ﬁ sdo tangentes na c1cuferenc1a circunscrita ao tridngulo heptagonal AABC
nos pontos A e B. Como T Ts = 7 temos que ABT, = BAT; = 3? e BT, = ATh.

4.7

Lembrando que, pela lei dos senos, a =2 - R - sen (;), cos <7> = _ZLC (equacao
3.7 4.7 - .
(2.43)) e cos — ) =" cos — (equacio 2.8), usaremos a lei dos cossenos para

determinar BT;:

BT? = AT? +¢® —2- AT - ¢ - cos (37”>

4.
BT? = BT>+ 2 +2.- BT, - ¢ - cos <7”>
BT%:Ble+c2—2-BT1-C-%

BT? = BT? +¢*> —a- BTy

4-R-sen <4771> - sen (277T> - COS <277r)
BT;

BT, =

2. 4.
BT; =8-R-cos (;) - COS <77T> - sen <7n> . (3.15)

Analisando o tridangulo ABCT,, temos que ele também é isdsceles, pois as re-
tas §i2 e CT » sdo tangentes a circunferéncia circunscrita ao tridngulo heptagonal

AABC nos pontos B e C. O segmento a é base do triangulo ABCT,, BT, = CTy,
2
B, C=n—T\TTs = 1 — ?7{ 5?7{ (T; T>T5 estd demonstrado na equacéao (3.9))
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e BCT, = CBT, = ; Lembrando que pela lei dos senos b = 2-R-sen | ——

6 - 3.
sen (g) = sen <77T> (equacédo (2.24)), sen <7

7r> (4 T
= sen

7

3.7 4.7 - T
(2.7)), cos (7 = —cos <7> (equacdo (2.8)) e que cos (7) =

¢do (2.41)), vamos usar a lei dos cossenos para determinar BT5:

2 T2 42 9. - T
BT2 =CT2 +a 2CT2acos(7)

BT2=BT22+a2—2-BT2-a-2ba

BTZ:aj: 4-R2-sen2<;) _ 2-R-sen2<7;<>
s

b z.R.Sen(Z;T> 2-sen(§>-co ;)

R - sen (E) R -sen (6”) 2-R-sen <37T
BT, = 7/ _ 7 ) _ 7
7T 7T
Ccos (7> Ccos (7) Ccos (
2-R-sen <4'77T)-cos<4'7ﬂ> 4.R-sen (f)-cos(?)-cos(él.
BT, = —

2.7
7 J

> (equacao

7 (equa-

s (7)

8- Resen () con (5) con (357 o (457)

()

2- 4.
BT, =—8-R-sen (;) - COS (77T> - COS (77r>

5
Usando esse ultimo resultado, o resultado de (3.15) e lembrando que sen <> =

2.
sen < 77T> (equacao (2.11)), vamos determinar T;T,:

11T, =BTy — BT,

T7T, =8 - R - cos

Th'T, =8 - R - cos

4.
T1T2:4-R-sen< ”).

( .
TyT, =8 - R - cos (2'”> : (cos (;) sen <47”> tsen (2
(%) :
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O

Proposicdo 3.7. O circuncentro do tridngulo tangencial coincide com o simétrico do

circuncentro do triangulo heptagonal em relagdo ao seu ortocentro.

Demonstragdo. Dados o tridngulo heptagonal A ABC, o seu tridngulo tangencial AT, T, T3
construido nas mesmas condicoes que na demonstragao do Lema 3.5 e seu circuncentro
O. Podemos acompanhar a construgdo dessa demonstracido na Figura 51. Sendo as
retas jﬁg e ﬁg tangentes a circunferéncia circunscrita ao triangulo heptagonal AABC
e R o raio da mesma circunferéncia, os angulos /OCT; e /OAT3 sdo iguais a g e
OA = OC = R. Entéo os triangulos AOAT; e AOCT;5 sdo congruentes pelo caso de

congruéncia de tridngulos retangulos.

Figura 51: Tridngulo heptagonal A ABC, seu triangulo tangencial AT; T, T3, seu tridngulo ortico
AA'B'C’ e outros pontos relevantes.

4.

A medida do angulo /AOC é igual a %,(equagéo (2.36)). Com essa informacéo e
sabendo da congruéncia entre os tridngulos AOAT; e AOCT3; podemos determinar a
medida do angulo /AOTj3:

4.7

2.7
Z = (3.16)
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Usando esse ultimo resultado e observando o tridngulo AOT3A, determinaremos a
medida do dngulo /OT3A:

. A A 2-m 9w 3-m

Ainda observando o tridangulo AOT3A, vamos estabelecer um valor para OT3 fazendo

uso do resultado da equagéo (3.16):

cos(AOT3) = % = COoS (277r> = % = O0T; = L (3.18)
3 3 :

De acordo com a Proposicéo 3.6 o perimetro do tridngulo tangencial é igual ao dobro
do perimetro do tridngulo heptagonal, entdo caso o raio do tridngulo heptagonal seja
igual a R, o raio do seu tridngulo tangencial serd igual a 2 - R. O tridngulo AT;0'T3
é isésceles, com O'T; = O'Tz = 2 - R. A medida do angulo /T;0'T; é igual a 7”
(equacdo (3.13)). Com essas informacoes podemos determinar a medida do angulo
[O'T3Ty:

A 4-7
n—-TO0Ts "™~ 3-n

! _
01T = 2 2 14

Usando esse ultimo resultado e o resultado da equagéo (3.17) podemos determinar a
medida do 4ngulo /OT;0':

3-n_3-7r_4-n

Ay o f T -
OT3O =TT OT3A OT3T1 7T 14 14 7

(3.19)

Vamos determinar a medida do segmento OO’ obeservando o tridngulo AOO'T; e

fazendo uso dos resultados da ultima equagéo e da equacao (3.18):
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00" O'T2 +0T3 —2-0'Ts - OT; - cos(O'T50)

2

R
.2 _ —  J e J « X
(2-R)? + o 2-2-R

R?2 4.R? 4.7
= 4-R*+ — -cos()
cos? <2> cos <2n> 7
7
4.7
_ R2 4+ 1 o 4 cos <7>
cos? [ 22 cos 2r
7 7
4 . cos? <277T> —4 . cos (277T> - COS (4'77T> +1
- R2. . (3.20)

Pela equacdo (2.18):

COS2 277-[ — COS 2771— - COS 477-[ —1:>COS 277-[ - COS 477-[ —l—COSZ 277-[
7 7 7 ] 4 7 7 ] 4 7 )

Substituindo esse tltimo resultado na equagao (3.20):

2. 2. 4.
4 . cos? (77t> —4 . cos (77t> - COS <7n> +1
2 _ 2,
00~ = R " 27”
7
2. 1 2-
4-cos2<n>—4-(—cos2<n)>+1
R2. 7 4 7
o2 (27
7
2. 2-
4-cosz<n>—1+4-cosz(n>+l
_ R2. 7 7
B w2 (27
7

) =8.-R2= 00" =2-R-V2. (3.21)

2';[
8' 2 e
COs ( 7

2.7
2
Ccos < - )
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Na Proposicao 1.28 diz que duas circunferancias ndo concéntricas possuem dois
centros de homotetia; um interno ao segmento que possui como extremos 0s centros
dessas circunferéncias e outro externo a esse segmento, porém esta sobre a reta que

também passa pelos centros.

Os tridngulos értico AA’B’'C’ e tangencial AT;T»T; do tridngulo heptagonal A ABC
estdo em homotetia, conforme demostra a Proposi¢do 1.35. Portanto o seu centro de
homotetia estd na reta NO’, sendo O’ o circuncentro do tridngulo tangencial AT;T» T3
e N o circuncentro do tridngulo értico AA’B’C’, lembrando que N é o centro da

circunferéncia de nove pontos (Proposicdo 1.30).

Devemos descobrir se o centro de homotetia dos triangulo tangencial AT T>T3 e

ortico AA’B’C’ é interno ou externo ao segmento NO'.

O centro de homotetia S pertence a reta de Euler, assim como os pontos O’ e N,

como demonstrado nas Proposi¢oes 1.36 e 1.37.

A razdo de homotetia entre os tridngulos értico AA’B'C’ e tangencial AT, T,T; é

1
igual a 7 pois o perimetro do tridngulo értico AA’B’C’ é igual a metade do perimetro
do triangulo heptagonal A ABC (Proposicdo 3.1) e o perimetro do tridngulo tangencial

AT, T,T; é igual ao dobro do tridngulo heptagonal A ABC (Proposi¢éo 3.6).

. o SA ~ 1 ~
O centro de homotetia S deve dividir a reta NO’' numa razio 7 &m relacdo ao

segmento NO’, de acordo com a Proposicdo 1.28.

Deve-se destacar que o circuncentro O e o ortocentro H também pertencem a reta
de Euler (Proposicdo 1.17) e sdo pontos correspondentes de homotetia, ja que sdo os
ex-centros dos tridngulos tangencial AT, T,T; e 6rtico AA’B’'C’ (Proposicbes 1.31 e
1.34).

O ponto N é ponto médio de OH (Proposiciio 1.19). Entéo:

H—-N-0O
. . - R-V2
A medida OH é igual a R - /2 (Proposicao 2.16). Portanto, ON = —
A medida OO’ éiguala?2-R - V2 (equacao (3.21)). Se o centro de homotetia S for
R-V2
e e, . ON 2 1
externo ao segmento NO’ ele coincidird com o ponto O, pois = N A

00" 2.RV2
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Porém isso é um absurdo, pois como j4 foi mencionado, os pontos O e H sdo pontos
correpondentes na homotetia e devem estar numa razdo de 7 m relacdo ao centro de

homotetia, o que é impossivel nesse caso.

Portanto o centro de homotetia S dos tridngulos értico A A’B’'C’ e tangencial AT\ T, T3

esta contido no segmento NO'.

1
Desa forma, o ponto S também estad entre O e H, sendo HS = i SO. Como N é

ponto médio de OH, S estd entre H e N.

H-S-N-0.

O ponto O’ é oposto a N em relagdo a S. Entdo O’ também ¢é oposto a O em relacio
a S. Como OO’ > OH, temos:

O—-H-S—N-0. (3.22)

O ponto H esta entre O e O'. Como OH = Rv/2 (Proposicio 2.16) e OO’ =2-R - /2
(equacio (3.21)), temos que H é ponto médio de OO’, ou seja, O’ é simétrico a O em

relacdo a H.
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O TRIANGULO HEPTAGONAL NO PLANO
COMPLEXO

Neste capitulo, estudamos algumas propriedades dos triangulos heptagonais usando

a abordagem dos niumeros complexos, assim como o heptdgono regular.

Iremos definir os vértices do heptdgono regular no plano complexo usando as raizes

da unidade e depois determinar quais serdo os vértices do tridngulo heptagonal.

Faremos a demonstracdo de uma Proposi¢do que consta no artigo [4], mas essa

demonstracdo estard inspirada na apresentada por Paul Yiu no artigo [9].

Proposicao 4.1. Os afixos das raizes da unidade para n = 7 correspondem aos vértices de

um heptdgono regular.

Demonstragcdo. Podemos representar o heptdgono regular no plano complexo ao utilizar

a férmula para as raizes da unidade (equagao (1.25)) paran =7.

A férmula a ser utilizada para esse caso sera:

W = CoS 2k +1-sen 2:k-m
B 7 7 ’

comk ={0,1,2,3,4,5,6}.

Teremos como raizes w°, w, w?, w® w* w® e w®. Seus afixos correspondem aos
vértices de um heptadgono regular no plano complexo, cuja circunferéncia circuscrita

possui centro O = (0, 0) e raio R = 1, conforme a Figura 52.
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Figura 52: Heptdgono regular no plano complexo.

A demonstracdo da Proposicdo 2.2 pode ser realizada utilizando nimeros complexos,

COomo veremos a seguir.

Proposicio 4.2. A distdncia do ponto médio do lado AB de um heptdgono regular
ABCDEFG inscrito em uma circunferéncia até o ponto médio do raio perpendicular ao

lado BC, € igual a metade do lado do quadrado inscrito na mesma circunferéncia.

Demonstragcdo. Vamos designar os vértices do heptdgono regular F, G, A, ..., E como 0s
afixos das raizes n-ésimas da unidade para n = 7, respectivamente, 1, w, w?, w3, w*, w® e w®.
Nesse caso, vamos considerar que o raio da circunferéncia circunscrita ao heptdgono

regular é igual a 1, o que leva ao lado do quadrado inscrito nessa mesma circunferéncia

w? + w?
2

do raio perpendicular ao segmento BC equivale a v = -5 como pode ser observado na

ser igual a /2. O ponto médio U de AB corresponde a u = e o ponto médio V

Figura 53.
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A1l

D1

Figura 53: Heptagono Regular ABCDEFG no plano complexo

Para determinar o valor de UV utilizando coordenadas complexas, podemos desen-

volver os célculos da seguinte forma:

Uv?=u—o)-(i—7)

2 3 4 5
) [witw 1 (witw 1
uv —< > +2> (2 +2>

6 7 2 7 8 3 4

+w’+1

LIVz—w +w +wrH+w +w+w +w
B 4
1 2 3 4 5 6 2
UV? = +w+w+w +4w +w+w’+2 “.1)
Substituindo (1.29) em (4.1), obtemos
2
uve ==
4
qve J2 Y2,
4 2
O]

Observacéo 4.3. Tratando-se do tridngulo heptagonal AABC, vamos considerar seus

vértices A = w*, B=w e C = w? (Figura 54).
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S

Figura 54: Triangulo heptagonal A ABC no plano complexo

. L. T 2-m 4.7

Os angulos formados nos vértices A, B e C correspondem a v T e — Para
chegar nesse resultado, podemos usar o mesmo principio usado na Proposicao 2.6.

Vamos destacar alguns pontos importantes associados ao tridngulo heptagonal

ANABC.

Proposicdo 4.4. As coordenadas do ortocentro H do tridngulo heptagonal no plano

complexo corresponde a H = w + w? + w*.

%. ComoR =1, b=w*—

w?, ¢ = w — w* e considerando que T representa H no plano complexo, segue que:

Demonstragdo. Pela equagéo (2.71) temos que BH =

w—wt W —wt (W= w?) (W +w?) 4
T—Ww=—F——>=—F—->-= T = T=w+w +w
wt—w?  wt-w w — w

O]

Proposicdo 4.5. As coordenadas do centro N da circunferéncia de nove pontos do tridn-

1
gulo heptagonal no plano complexo equivale a N = 5 (W +w* +wh).

Demonstragdo. Na poposi¢do 1.19 vimos que o centro da circunferéncia de nove pontos
€ o ponto médio entre O e H. Desse modo:
_OH 1

— 2 4
N 5 =5 (w+w” +w”).
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Diante dessas consideracoes, podemos realizar a demonstracdo da proposicdo a

seguir.

Proposicao 4.6. Dado o tridngulo heptagonal ANABC, o centro da circunferéncia de nove

pontos € o primeiro ponto de Brocard.

Demonstragcdo. Devemos provar que as relacoes

2.1 —3-0h—2. . 2 4
(1)%-(w+w2+w4)—w4=( 20 =862 ;3) Gro+w +w)'(w_w‘});
D1 —2-0r—3- . 2 4
(2)%-(w+w2+w4)—w:( 2-c1—2-cp—3 ;3) G+w+w +w)-(w2—w)e
(3)1-(w+w2+w4)—w2=(_3.C1_Z.CZ_Z.CB).(4+W+MZ+W4)-(w4—w2)
2 7

sdo verdadeiras, pois elas mostram que as linhas NA, NB e NC sdo obtidas através
de rotacdes de AB, BC e AC, respectivamente, sobre o mesmo angulo, que necessaria-

mente deve ser o dngulo de Brocard « (Figura 55).

Figura 55: Circulo de nove pontos e 4ngulo de Brocard do tridngulo heptagonal A ABC

Precisamos saber que:

6 2, .5 3,4
w+w w* +w w’ +w
= ;e = - 2
) 5 2 5 e 5 (4.2)
Entao:
6 2, .5 3, .4
+ + +
D3y 2.ci= 2 wzw L w 2w L w zw _
) 5 4.3)
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Pela Proposicao 1.11.8 podemos dizer que:

3 5

l+w+w?+wP+w*+w’+w®=0= —w—w?* - —w* - —wb=1. (4.4

Substituindo o resultado da equacéo (4.4) na equagéo (4.3) vamos obter:

Wrtwd 2—w?r—w

2 2

5

—2-c1—3-cp—2-c3=1—

Aplicaremos esse ultimo resultado no segundo membro da relacao (1):

2

(—2-c1—=3-cr—2-c3)- (d+w+w?*+wt o 2-w?—d® d+w+w?+wt
(w_w): .
7 2 7
1
ﬁ-(7+2-w—3-w2—a)3+w4—4-w5—2-w6)-(w—w4):
1
ﬁ-(—1+6-w+6-w2—w3—8-w4—w5—w6).
Pela Proposicao 1.11.8, temos:
T+w+w?+wP+w*+w’+w®=0= —w® -’ — Wl =1+ w+w?+ (4.5)

Aplicando esse ultimo resultdo na equacgdo anterior vamos obter:

(=2-c1—3-c0—2-c3)- (d+w+w?+w)
7

1

(w—wh== (7T w+7 - w? -7 -wh =
14

2

2 4

1 1
S@+w —w4)=§(w+w +wh) — wt.

Vamos calcular —2 - ¢y — 2 - ¢; — 3 - ¢3 usando os valores de (4.2):

w + w® w? + w® w3 + w*
D1 —2Cr—3-Ca= 2. _2. 3. =
C1 C2 C3 5 5 5

3, 4

w’+w
—w—w? - -t - — Wb - 5

Aplicando o resultado da equacao (4.4):
w3 + w* S

_Z—w

—2-C1—2~C2—3'C3=1— > >

.(w_w4):
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Utilizaremos esse ultimo resultado no segundo membro da relagéo (2):

3 4 2 4

(—2-c1—2-c2—3-C3)-(4+w+a12+w4)‘(wz_w)ZZ—w —w '4+w+w +w (W — w) =
7 2 7
1
ﬁ-(7+w+2-w2—4-w3—3~w4—2-w5—w6)-(w2—w):
1
=ﬁ-(—1—8-w+6-w2—w3+6-w4—a)5—w6).
Substituiremos o resultado da equacéo (4.5):
2.1 —2-cr—3-¢c1)- (4 24wt 1
( a ©-3-c)@tutw +w)-(a)z—cu)z—-(—7-w+7-w2+7-w4)=
7 14
1 1
S (—wH @+ wh) = 2 (w+ 0+ wt) — w.
2 2
Calcularemos agora a expressdao —3-¢; — 2 - ¢ — 2 - ¢3 utilizando os resultados de
(4.2) e (4.4):
w + w® w? + w® w3+ wt
— 3.1 —2-Cr—2.Ca=—3. —9. —9. -
3 1 Co C3 3 > 5 >
6 6 6
2 3 4 5 6 wWHw w+tw® 2-w-w
W — R — WP Wt W — Wb — =1— =
w—w —w —w—-w —w 5 5 5
Substituiremos esse resultado no segundo menbro da relacao (3):
(=3-c1—2-c0—2-c3)- hrw+w?+wt) o 2—w—w® d+w+w?+wt ’
7 (CU _w): 5 . 7 (w _w):

1
14-(7—3‘w+w2—2~w3+2~w4—w5—4-w6)-(w4—w2):
1

14-(—1+6-w—8-w2—w3+6-w4—w5—w6).

Aplicamos acima o resultado da equacao (4.5):

(=3 c1—=2-c0—2-c3)-(d+w+w*+wh

(@'~ w?) =

= 14-(7-w—7-w2+7-w4):






CONCLUSAO

O presente trabalho nos apresentou o triangulo heptagonal, e como consequéncia,
também foram apresentadas propriedades do heptdgono regular. A maior parte do
trabalho foi inspirado na referéncia [4], que possui algumas demonstracdes sobre as

propriedades do heptdgono regular e explora mais intensamente o tridangulo heptagonal.

O artigo de Bankoff e Garfunkel [4] inicia-se justificando a relevancia do tema pelo
fato de que havia poucos estudos sobre o assunto e a maioria das demonstragoes relaci-
onadas ao tridangulo heptagonal estavam em francés, entdo produziram um material em
inglés sobre o tema. Podemos fazer um paralelo e admitir a importancia desse trabalho
em apresentar o tridngulo heptagonal num documento em portugués, visto que fazendo
uma busca nas ferramentas de pesquisa da internet dificilmente encontra-se algo sobre

0 assunto nesse idioma.

Os poligonos regulares sempre foram fruto de curiosidade e estudo por parte dos
matemadticos e muitos desses poligonos sao abordados nas salas de aula da Educacao
Basica. A oportunidade estudar o tridangulo heptagonal foi extremamente relevante,
pois suas propriedades podem ser estendidas ao heptdgono regular, pelo fato desse

triangulo ser formado por um lado e duas de suas diagonais.

O professor da Educacdo Basica, ao ler e se apropriar desse trabalho terd como
consequéncia o enriquecimento de seu repertdrio, podendo usar muitos dos assuntos
apresentados em sala de aula, pois muitas das demonstracées usam conceitos que
sdo estudados na Educacdo Bdsica como, por exemplo, lei do seno e do cosseno,
Teoremas do angulo inscrito e externo, Teorema das bissetrizes, pontos notaveis do
triangulo, entre outros. Além disso, as propriedades do tridngulo heptagonal nos
trazem relacdes muito importantes como, por exemplo, o fato do tridngulo ortico e
tangencial do tridngulo heptagonal também serem um triangulo heptagonal, o centro
da circunferéncia de nove pontos coincidir com o primeiro ponto de Brocard e a lista de

relacoes trigonométricas que podemos tirar desse triangulo.

Dentre as habilidades de Matematica a serem desenvolvidas na Educacéo Basica de

acordo com a Base Nacional Comum Curricular [7] estdo: classificacdes de poligonos
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quanto ao numero de vértices, medidas de lados e dngulos e paralelismo e perpendicula-
rismo dos lados; construcdo de figuras semelhantes; congruéncia de tridngulos; relacoes
entre arcos e angulos na circunferéncia de um circulo; aplicacdo de relacoes métricas,
incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nocoes de congruéncia e semelhanca, para
resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos; etc.
Essas habilidades podem ser exploradas com as propriedades do triangulo heptagonal

apresentadas nesse trabalho.

Com relacdo as propriedades demonstradas com nimeros complexos, podemos relaci-
onar a determinagao dos vértices de um heptagono regular no plano complexo usando
as raizes n-ésimas da unidade com a habilidade: “Utilizar as nocGes de transformacoes
isométricas (translacdo, reflexao, rotacdo e composicoes destas) e transformacdes homo-
téticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producdes

humanas (fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras)”.

Na Educacao Basica, ao estudar conceitos de Geometria Plana que envolvem triangu-
los, geralmente sdo tomados nas demonstracoes tridangulos acutangulos. O tridngulo
heptagonal é um bom exemplo de tridngulo que pode ser usado para fugir desse padrio.

Podemos usa-lo para exemplificar, explanar e elaborar exercicios.

Ao abordar o tridangulo heptagonal em suas aulas, o professor de matematica estara
diversificando a maneira de expor os contetidos e desenvolver as habilidades e estara
oportunizando aos seus alunos uma forma de ampliarem seu repertério, ndo s6 em
relacdo as habilidades apresentadas na Base Nacional Comum Curricular, mas também

em relacdo a matematica estudada no mundo académico.



BIBLIOGRAFIA

[1] ALTSHILLER-COURT, N. College Geometry. Dover Publications, 1952.

[2] ANDREESCU, T.; ANDRICA, D., Complex Numbers from A to Z. New York:
Birkhauser Boston, 2006.

[3] AVILA, G., Varidveis Complexas e Aplicagdes. Rio de Janeiro: LTC, 2008.

[4] BANKOFF, L.; GARFUNKEL, J., The Heptagonal Triangle. Mathematics Magazine,
1973.

[5] DOLCE, O.; POMPEOQO, J.N., Elementos da Matemdtica Elementar 9: Geometria
Plana. Sao Paulo: Editora atual, 2005.

[6] JOHNSON, R.A., Advanced Euclidean Geometry. New York: Dover Publications,
1960.

[7]1 MIINISTERIO DA EDUCAGAOQ, Base Nacional Comum Curricular. Disponivel em:

http://basenacionalcomum.mec.gov.br/. Acesso em: 01 de fevereiro de 2021.

[8] MUNIZ NETO, A.C., Geometria. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Mate-
matica, 2013.

[9] YIU, P., Heptagonal Triangle and Their Companions. Forum Geometricorum,
2009.

131



	Introdução
	Preliminares
	Triângulo medial
	Teoremas das bissetrizes
	Teorema do ângulo externo e Teorema do ângulo inscrito
	Arco capaz
	Quadrilátero inscritível
	Reta de Euler
	Circunferência de nove pontos
	Pontos de Brocard
	Homotetia
	Triângulo órtico e triângulo tangencial
	Números complexos
	O plano complexo
	Operações em C
	Módulo e conjugado de um número complexo
	Representação polar de um número complexo
	Produto e quociente de complexos na forma polar
	Fórmula de De Moivre
	Raízes n-ésimas de números complexos
	Exponencial complexa

	A fórmula binomial para os complexos

	O triângulo heptagonal e sua trigonometria
	Geometria do heptágono regular
	O triângulo heptagonal
	Trigonometria no triângulo heptagonal

	Outras propriedades do triângulo heptagonal
	O triângulo heptagonal no plano complexo
	Conclusão
	Bibliografia

