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RESUMO

PELLEJERO, A. U. Solubilidade de Equacdes Algébricas por Radicais. 2023. 96 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

A Teoria de Galois é considerada um dos principais resultados de Algebra do século XIX. Sua
importancia ndo se resume a beleza da solu¢ao encontrada para o problema de resolugdo de
equacoes algébricas por radicais reais, mas também por introduzir conceitos inovadores que
deram origem ao que se conhece hoje por “Algebra Moderna”. A partir de uma contextualizagdo
histérica que busca situar o desenvolvimento da matematica em cada época, sdo apresentados
conceitos relacionados a evolugcdo do pensamento matemadtico e alguns de seus principais
resultados. No estudo das equacdes do primeiro ao quarto grau, sdo apresentadas as respectivas
dedugdes de suas férmulas resolutivas. Para equacdes com grau igual ou superior a cinco, sao
apresentados conceitos como Grupos, Anéis e Corpos, assim como alguns de seus principais
resultados, com o objetivo de provar a insolubilidade de uma equacao polinomial de grau n > 5
por meio de uma abordagem alternativa — na qual ndo se utilizam conceitos como extensdes
normais, polindmios irredutiveis ou corpos de decomposi¢cdo. Como exemplos de aplicacdo da
teoria, sao apresentados ao final trés problemas cldssicos da Geometria — duplicacdo do cubo,
trissecao de um angulo e quadratura do circulo —, cuja impossibilidade de resolu¢do com régua

e compasso somente foi demonstrada a partir da Teoria de Galois.

Palavras-chave: Equacdes Algébricas, Solubilidade por Radicais, Teoria de Galois.






ABSTRACT

PELLEJERO, A. U. Solubility of Algebraic Equations by Radicals. 2023. 96 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

Galois Theory is considered one of the main Algebra results of the 19th century. Its importance
is not limited to the beauty of the solution found to the problem of solving algebraic equations
using real radicals, but also for introducing innovative concepts that gave rise to what is known
today as “Modern Algebra”. Based on a historical contextualization that aims to situate the
development of mathematics in each era, concepts related to the evolution of mathematical
thinking and some of its main results are presented. In the study of equations from the first
to the fourth degree, the respective deductions of their solving formulas are presented. For
equations with a degree equal to or greater than five, concepts such as Groups, Rings and Fields
are presented, as well as some of their main results, with the aim of proving the insolubility of a
polynomial equation of degree n > 5 by means of an alternative approach — in which concepts
such as normal extensions, irreducible polynomials or decomposition fields are not used. As
examples of the application of the theory, three classic Geometry problems are presented at the
end — doubling the cube, trisection of an angle and squaring the circle —, whose impossibility

of solving with a ruler and compass was only demonstrated from the Theory of Galois.

Keywords: Algebraic Equations, Solubility by Radicals, Galois Theory.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Segundo Highfield (2010), ao fim de sua apresentacdo em 1860 na Royal Society' sobre
suas recentes descobertas envolvendo a Eletricidade, Faraday? teria sido interpelado pela rainha

Vitéria® com a seguinte questio:
— Tudo isto é muito interessante, Sr. Faraday, mas para que serve?
Faraday entdo teria respondido:
— Majestade, para que serve um recém-nascido?

No ambito do Ensino Bdsico, € bastante provavel que a maioria dos professores de

Matematica j4 tenha se deparado com uma pergunta do tipo ‘“Para que serve isso, professor?”

Geralmente motivado pela dificuldade que muitos alunos t€ém de compreender de que
forma a Matematica podera ser 1til em suas vidas, esse tipo de questionamento é motivado, em
parte, pela pouca aplicabilidade da teoria vista em sala de aula as necessidades préticas do dia a
dia. Isso decorre do fato de que o ensino da Matemdtica nem sempre € contextualizado, tendo

pouca ou nenhuma relagdo com a vivéncia dos alunos.

No decorrer do estudo da Matematica, € natural que a capacidade de abstracdo dos alunos
seja cada vez mais incentivada — e exigida. Um divisor de dguas na vida escolar de qualquer um

é quando “os niimeros sdo substituidos por letras” — uma forma sutil de se referir a algebra®.

Instituicdo fundada em 1660, em Londres, que se destina a promog¢do do conhecimento cientifico.
Michael Faraday(1791 - 1867), foi um fisico e quimico britanico conhecido por suas contribui¢cdes em
eletromagnetismo e eletroquimica, tendo se notabilizado pela descoberta da inducao eletromagnética,
a lei da eletrdlise, a invengdo do motor elétrico e a introdu¢do de conceitos como campo elétrico e
linhas de forca magnética. E considerado um dos cientistas mais influentes do século XIX.
Alexandrina Victoria (1819 - 1901), foi uma monarca do Reino Unido, cujo reinado, conhecido como
a Era Vitoriana, foi marcado por uma expansao significativa do Império Britanico, avangos industriais,
cientificos e culturais, além de mudancas sociais e politicas.

Vocabulo derivado do termo drabe al-jabr, utilizado pela primeira vez entre os anos de 813 e 833 E.C.
pelo matemaético persa al-Khwarizmi, personalidade sobre a qual discorreremos mais adiante.
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Nesse contexto, consta nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) de Matematica a

seguinte consideragao:

“Embora nas séries iniciais j4 se possa desenvolver uma pré-dlgebra,
é especialmente nas séries finais do ensino fundamental que os traba-
lhos algébricos serdo ampliados, trabalhando com situa¢des-problema, o
aluno reconhecerd diferentes funcdes da dlgebra (como modelizar, resol-
ver problemas aritmeticamente insoldveis, demonstrar), representando
problemas por meio de equagdes (identificando parametros, varidveis e
relagdes e tomando contato com férmulas, equagdes, varidveis e incogni-
tas) e conhecendo a ‘sintaxe’ (regras para resolugdo) de uma equagdo.”
(BRASIL., 1997, p. 39)

A apresentacdo de temas histdricos e culturais no processo de ensino e aprendizagem
consiste em uma estratégia educacional que possibilita ao aluno vislumbrar outros dimensdes do
saber matemadtico além dos aspectos meramente técnicos. Isso contribui ndo apenas para uma
melhor compreensdo do assunto, mas também para a formacao geral do estudante, haja vista
que possibilita relacionar fatos, datas, locais, pessoas e institui¢des, por exemplo, ampliando
assim a sua visdo de mundo e, por conseguinte, a sua capacidade de extrair e analisar dados,
transforma-los em informagdes e obter suas proprias conclusdes a respeito dos mais variados

temas.

O objetivo de tal abordagem € auxiliar os alunos a desmistificar a visao de que a ciéncia
seja algo “pronto”, estimulando assim o desenvolvimento de espirito critico e da criatividade,
além da perspicdcia e busca por novas descobertas, predicados indispensdveis ndo apenas aqueles
que se dedicam a ciéncia, mas também para que os alunos possam, agora ou no futuro, saber como
identificar os problemas da vida real e buscar meios de resolvé-los. E certamente a Matemdtica

cumpre um papel fundamental nesse propdsito.
No que se refere ao desenvolvimento de competéncias cognitivas, Vygotsky> explica:
“O aprendizado adequadamente organizado resulta em desenvolvimento

mental e pde em movimento varios processos de desenvolvimento que,
de outra forma, seriam impossiveis de acontecer.” (VYGOTSKY, 2002)

> Lev Vygotsky (1896 - 1934) foi um psicélogo soviético e uma das figuras mais influentes na psicologia

do desenvolvimento do século XX. Conhecido por suas teorias sobre o desenvolvimento cognitivo das
criangas, Vygotsky enfatizou a importancia crucial das intera¢des sociais e do contexto cultural no
desenvolvimento da cogni¢do, introduzindo conceitos fundamentais como a “Zona de Desenvolvimento
Proximal”, que descreve a diferenca entre o que uma criancga pode fazer com e sem ajuda, e o processo
de “internalizacdo”, pelo qual as habilidades sociais sdo transformadas em fun¢des mentais internas.
Suas teorias t€ém sido amplamente aplicadas na educacio, formando a base para novas abordagens no
ensino e aprendizagem. Embora suas ideias tenham sido inicialmente censuradas na Unido Soviética,
elas ganharam reconhecimento internacional apds sua morte e continuam a influenciar a educacio e a
psicologia contemporaneas.
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Com esse propdsito, esta dissertagcdo foi estruturada em trés partes:

1. A primeira parte — capitulo dois (Um Pouco de Historia da Matematica) — € voltada

ao publico geral, podendo ser lida por alunos de ensino fundamental, médio e superior,
e demais interessados no assunto. No capitulo dois, trataremos um pouco da Histéria da

Matematica, desde os primérdios da humanidade até o século XIX.

. A segunda parte — capitulo trés (Equacdes Algébricas) — € voltada para alunos de ensino

médio, superior, docentes da educagio basica e demais interessados em se aprofundar
um pouco mais no assunto. E desejavel possuir familiaridade com técnicas matematicas
bésicas, sobretudo no que diz respeito as manipulacdes algébricas que se fardo necessa-
rias. Nesse capitulo, abordaremos o contexto histérico das equagdes e introduziremos as
equacoes de grau um até quatro, apresentando os calculos para encontrar as respectivas
formulas resolutivas. Nesse capitulo, a apresentacido dos conceitos buscou utilizar uma
linguagem mais simples e objetiva, dando énfase as técnicas empregadas em cada situacao

considerando-se a época e respectivas ferramentas matemaéticas disponiveis.

. A terceira parte — capitulos 4 (No¢oes Gerais) e 5 (Solubilidade por Radicais) — €

destinada a alunos do ensino superior, docentes da educagdo basica e demais interessados
no assunto. E desejdvel que o leitor possua familiaridade com técnicas matemdticas
mais avangadas, em especial, referentes a demonstracdo de teoremas e conhecimentos
sobre a estrutura axiomatica da Matemaética. Nesses capitulos, o objetivo é apresentar
conceitos e resultados de Algebra — em especial sobre Grupos, Anéis e Corpos — a fim
de preparar o leitor para a compreensao da demonstracdo de que equacgdes algébricas de
grau maior ou igual a cinco ndo sdo soldveis por radicais. A abordagem escolhida busca
equilibrar os conceitos e resultados que podem ser compreendidos de forma intuitiva com
o rigor matematico necessario ao desenvolvimento do assunto, sobretudo no que tange as

defini¢des, teoremas e demonstragdes.

A apresentacdo dos topicos de forma contextualizada a Histéria da Matematica tem por

finalidade conduzir o leitor através de uma fascinante viagem no tempo, a qual se inicia nos

primérdios da humanidade — com as primeiras evidéncias de contagem e realizagdo de célculos®

— até o desenvolvimento de poderosas teorias matematicas no século XIX, tais como a Teoria de

Galois.

6

De origem latina, a palavra calculus significa pequena pedra. Essa denominacao decorre da utiliza¢do
histérica de pedras pequenas (ou seixos) para contar e realizar operacdes aritméticas, uma pratica
comum nas antigas civilizacdes romana e grega. Ainda hoje se utiliza a palavra “cdlculo” com esse
significado, por exemplo, quando se diz “cdlculo renal”, popularmente conhecido por “pedra no rim”.
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CAPITULO

UM POUCO DE HISTORIA DA
MATEMATICA

Para que possamos entender a condi¢do humana a época dos primeiros registros ma-
tematicos de que se tem noticia, iremos considerar a abordagem da questido dada por Struik
(2012):

“As primeiras concepg¢des de nimero e forma remontam ao Paleolitico
Superior, quando os homens viviam em pequenos grupos, sob condi¢des
pouco diferentes das que viviam os animais, € seu sustento era obtido
sobretudo pela coleta de alimentos. Eram grupos de ndmades que, com
o passar do tempo, criaram ferramentas bésicas, inclusive artigos para
pescar e cagar, e desenvolveram processos rudimentares para se comuni-
carem uns com os outros. Mais adiante, passaram a transmitir seu legado
e sua cultura através de estituas e pinturas em cavernas”. (STRUIK,
2012, p.9)

Alguns desses registros em cavernas' datam de mais de 15 mil anos e sugerem pinturas
rupestres com motivagao cerimonial. O que interessa, do ponto de vista matematico, € que ja
nessas figuras se observa a capacidade de reproduzir formas planas e espaciais, o que evidencia

habilidades cognitivas e de abstracao.

A despeito da dificuldade que existe em precisar quando os seres humanos comegaram
a utilizar conscientemente a Matemadtica em seu beneficio préprio, € indiscutivel que o seu

dominio permitiu atingir patamares cada vez mais elevados de desenvolvimento e cogni¢do.

' As mais famosas sdo Chauvet e Lascaux, na Franga, e Altamira, na Espanha.
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Adicionalmente, Courant e Robbins (2000) >3 mencionam:

“Matemdtica, como expressdo da mente humana, reflete a vontade ativa,
a razdo contemplativa, e o desejo da perfeicao estética. Seus elementos
bésicos sdo a logica e a intui¢do, a andlise e a construcdo, a generalidade
e a individualidade. Embora diferentes tradi¢cdes possam enfatizar dife-
rentes aspectos, ¢ somente a influéncia reciproca destas forgas antitéticas
e a luta por sua sintese que constituem a vida, a utilidade e o supremo
valor da Ciéncia Matematica.”(COURANT; ROBBINS, 2000)

2.1 Africa

Osso de Lebombo

Segundo Darling (2004), o “Osso de Lebombo” € um dos mais antigos artefatos ma-
temadticos de que se tem noticia. Descoberto na década de 1970, nos Montes Libombos, na

Suazilandia, e datado de mais de 30 mil anos atras.

Trata-se de uma fibula de babuino, na qual se observa vinte e nove entalhes feitos para
representacdo de um calenddrio lunar, que ainda hoje € utilizado por alguns clas de bosquimanos
da Namibia.

UQ\T\JTR I ;\L'ﬂ\'\\ AN \E

e e e e T 2 e e
rs‘ 5 : t 1'- \
Figura 1 — Osso de Lebombo.
Fonte: Darling (2004, p. 184)

Osso de Ishango

Datado do Paleolitico Superior, o Osso de Ishango consiste em uma fibula de babuino
com um pedaco de quartzo incrustado na ponta, o qual se supde ter sido utilizado para gravar ou

€SCrever.

2 Richard Courant (1888 — 1972), matematico teuto-americano autor de diversos livros did4ticos, tais

como o Métodos da Fisica Matemdtica, em coautoria com David Hilbert.
3 Herbert Ellis Robbins (1915 - 2001) matemético e estatistico estadunidense, conhecido por suas

contribui¢cdes em estatistica, teoria da decisao e teoria dos jogos.
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Encontrado em Ishango, na atual Republica Democratica do Congo, na década de 1960
pelo gedlogo Jean de Heinzelin de Braucourt (1920 - 1998), acredita-se que tenha mais de 11

mil anos, sendo considerado um dos mais antigos objetos matematicos de que se tem noticia.

Como se pode observar na imagem a seguir, foram feitos entalhes em linhas, sendo que
a primeira consistente com um sistema numérico com base decimal; a segunda, constando de
uma lista de nimeros primos entre dez e vinte; e a terceira contendo entalhes assemelhados a
um método de multiplicacao por dois, o qual coincide com um posteriormente utilizado pelos
egipcios. Marcagdes adicionais sugerem que o osso também foi usado como um contador de

fases lunares.

Figura 2 — Osso de Ishango.

Fonte: Bangura (2011, p. 13)

2.2 Mesopotamia

A regido conhecida por Mesopotamia*

, considerada o ber¢o da civilizagdo, designa mais
uma extensao geografica do que um povo ou uma unidade politica. Foi 1d que os povos sumérios,
acddios, assirios e babilonios promoveram algumas das realiza¢des mais importantes da Historia
da Humanidade, tais como a invencdo da roda (ANTHONY, 2010), o desenvolvimento da escrita

(RUDGLEY, 2000) e da agricultura (GRANTHAM, 1998).

O crescimento da agricultura, em particular, cumpriu um papel fundamental para o
desenvolvimento da Matematica, de tal forma que (GARBI, 2009, p. 7) considera, inclusive, que

a Matemdtica seja fruto direto da Revolugio Agricola’.

Isso porque, ao invés de cagar, pescar e coletar, o homem passou a cultivar seu proprio

alimento, necessitando de mecanismos que propiciassem o melhor aproveitamento das terras.

4 A Mesopotamia — palavra que significa, em grego antigo, “entre rios”— € o nome dado a drea do
sistema fluvial Tigre-Eufrates, no atual territério do Iraque.

Revolucdo Agricola, Revolugdo Neolitica ou Transi¢do Demogréfica Neolitica, foi a transicdo em
grande escala de muitas culturas humanas, em torno de 10 mil anos atras, o que alterou sobremaneira
o estilo de vida de cagador-coletor e ndmade adotado até entdo para agricola e sedentdrio, tornando
possivel um aumento populacional sem precedentes na histéria da humanidade.

5
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Muitos avangos observados nesse periodo encontram relagcdo direta com a atividade agricola:
a criacdo de calendarios lunares, o desenvolvimento de sistemas primitivos de numeracao e
o aperfeicoamento de técnicas de administracao da vida comum sdo alguns exemplos que
fomentaram o uso de rudimentos matemdticos como importante ferramenta para planejamento,

controle e execugdo de atividades quotidianas.

A medida que as populagdes comecaram a se organizar em funcdo desse novo estilo
de vida sedentdrio, muitas cidades passaram a ter uma importancia econdmica fundamental,
funcionando como entrepostos comerciais. Desse modo, novas necessidades foram surgindo,
o que fomentou o desenvolvimento de conhecimentos matemadticos cada vez mais complexos
(EVES, 2004, p. 52-56).

Eventualmente, a produc@o poderia se mostrar insuficiente em um determinado local,
enquanto em outros poderia haver excedentes que poderiam ser negociados. Esse tipo de comér-
cio primitivo, denominado “escambo”, provavelmente j4 havia sido realizado pelos primeiros
hominideos, mas foi consideravelmente ampliado com o advento do comércio. Essa dindmica
promoveu um longo processo de urbaniza¢do da humanidade e intensificou o comércio entre as
pessoas, as quais passaram a se relacionar com povos cada vez mais distantes e se concentrar em

grandes cidades, onde seria, em teoria, mais facil desenvolver atividades comerciais.

Nesse contexto, segundo Boyer e Merzbach (2019, p. 40), surgem as primeiras formas
de escrita Matemdtica na Mesopotimia, por volta do final do quarto milénio a.E.C.°, na cidade
de Uruk, no atual Iraque. Esta escrita primitiva evoluiu a partir de um sistema de simbolos
usados para registrar quantidades para fins comerciais e administrativos, sendo que 0s primeiros
registros matemadticos inclufam marcas feitas em tdbuas de argila para contabilizar, por exemplo,

mercadorias como graos e gado.

Associar um mesmo nuimero para expressar quantidades iguais de coisas distintas € uma
habilidade que demonstra uma consideravel capacidade de abstracao, embora o ato de contar,

por si s6, possa ser considerado concreto (ROQUE, 2012, p. 39).

A medida que as civilizacdes mesopotdmicas — como os sumérios, acddios, babilonios e
assirios — se desenvolviam, também evoluiam seus sistemas de escrita e de notagdo Matematica.
Por volta de 3.000 a.E.C., os sumérios ja tinham desenvolvido um sistema numérico sofisticado
com base sexagesimal, o que influenciou profundamente a Matematica subsequente, de modo

que ainda hoje contamos o tempo e medimos angulos com base nesse sistema.

Os babildnios — que se seguiram aos sumérios — expandiram esse sistema e desenvol-
veram métodos avancados de aritmética e dlgebra. Eram capazes de resolver equacdes, criaram
tabelas de multiplicacdo para facilitar os célculos e desenvolveram conceitos geométricos e

trigonométricos inovadores para a época. Muitos de seus métodos e descobertas foram preserva-

®  No decorrer deste texto, serd utilizado “antes da Era Comum” e “depois da Era Comum”, no lugar de

“antes de Cristo” e “depois de Cristo”.
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dos em tdbuas de argila e constituem alguns dos registros matematicos mais antigos e valiosos,
servindo de objeto de estudo para diversos pesquisadores que buscam compreender melhor a

historia daquele periodo.

Uma das principais contribui¢des dos mesopotamios, segundo Roque (2012, p. 57), foi a
criacdo do sistema sexagesimal, desenvolvido pelos sumérios por volta de 3.000 a.E.C. e adotado

posteriormente pelos babilonios. Ainda hoje esse sistema € utilizado para medir tempo e angulos.

Tabletes Numéricos Sumérios

Os sumérios habitaram a regido da Mesopotamia entre 6.500 e 2.000 a.E.C. e foram
0s responsaveis por varios avangos em Matematica, muitos dos quais registrados em tabletes
de argila encontrados em excelente estado de conservacdo. Nesses tabletes, foram encontrados
registros numéricos utilizando-se o sistema sexagesimal de contagem, além de diversos pro-
blemas de geometria e alguns considerados “algébricos” que — diferentemente do conceito
atual, relacionado a equacdes — eram resolvidos por meio de uma série de instrugdes do tipo
“faca isto”, “faca aquilo” e “este é o resultado”, sendo que tais instrucdes geralmente eram

apresentadas sem qualquer justificativa (GARBI, 2011, p. 13).

Embora ndo haja um consenso com relacdo a motivacdo dos sumérios para desenvolver
um sistema de numeragdo em base sexagesimal, especula-se que podem ter sido motivados pela
quantidade de divisores de 60 7 ou pela unido de dois sistemas de contagens: o de base 5, em

funcgdo da contagem dos dedos das mio; e o de base 12, que utilizava o método das trés falanges®.

Alguns dos principais tabletes numéricos sumérios sao:

1. Tablete Plimpton 322: E um dos mais famosos tabletes utilizados no periodo babildnico.
Catalogado sob o nimero 322 da colecao G.A. Plimpton, da Universidade Columbia, foi

escrito no periodo babildnico antigo, provavelmente entre 1.900 e 1.600 a.E.C.

Figura 3 — Tablete Plimpton 322.

Fonte: Roque (2012, p. 57)

7 Sdo divisores positivos de 60 os nimeros 1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30 e 60.
8 Com excegdo do polegar, as falanges dos dedos da mio direita eram utilizadas de modo a totalizar doze
falanges e, com os dedos da mao esquerda, contavam-se as duizias, totalizando 5 dizias, ou seja, 60.
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2. Tablete YBC 7289: E um pequeno tablete de argila, datado de cerca de 1800 a.E.C.,
famoso por conter um esbo¢o aproximado de um quadrado junto com suas diagonais,
mostrando um cdlculo de v/2 com precisio de quatro digitos sexagesimais, o que equivale

a seis digitos decimais, sendo um feito bastante notavel para a época.

Figura 4 — Tablete YBC 7289 e ilustracao.

Fonte: Roque (2012, p. 62)

3. Tabletes da Série BM 15285 (Tabletes de Babilonia): Esses tabletes sdo uma colegéo
de 24 tabletes de argila que contém listas de tridngulos pitagdricos, ou seja, conjuntos de

trés nimeros inteiros a, b e ¢ que satisfazem a relagio a” + b* = 2.

4. Tablete de Susa (Louvre Sb 29): Este tablete, encontrado em Susa, no atual Iraque, € im-

portante por seu conteddo relativo a dlgebra, contendo problemas de equacdes quadréticas.

5. Tablete AO 8862 (também conhecido como Tablete de Tell Harmal): Encontrado em
Tell Harmal, em Bagd4, no Iraque, este tablete mostra problemas de dlgebra e equacdes

lineares, demonstrando o uso pratico da Matematica para questdes cotidianas e comerciais.

De acordo com Boyer e Merzbach (2019, p. 43-45), os babil6nios possuiam uma tabu-
lagdo para valores de n® + n? para valores inteiros de n. Com base nessa tabela, era possivel

resolver uma série de equagdes de terceiro ou quarto grau.

Um exemplo de problema pede o lado de um quadrado se a drea menos o lado € igual
a a 14,30. A solugio desse problema equivale a resolver a equagio x> — x = 870, por meio dos

seguintes passos, que consideram a base sexagesimal:

1. Tome a metade de 1, que é 0;30 4. Isto € o quadrado de 29;30

o 5. Some 0;30 a 29;30
2. Multiplique 0;30 por 0;30, o que d4 0;15
6. Obtenha 30 como resultado, que € o lado

3. Some isto a 14,30, o que d4 14,30;15 do quadrado
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A solugdo apresentada equivale a formula x = (E

> para uma raiz da equagdo

2
p
> taty

x> —px=gq.

Igualmente surpreendente ao fato de que tudo isso foi feito sem utilizar a moderna notag¢ao
algébrica é considerar que mesmo para equacdes de graus superiores tais como ax* 4+ bx> = ¢

2.4

e ax® + bx* = ¢ eram reconhecidas como sendo apenas equacdes quadriticas em x> e x* sendo,

portanto, passiveis de resolucdo por meio das técnicas usualmente empregadas.

2.3 Antigo Egito

Os primeiros assentamentos humanos no Antigo Egito datam de cerca de 6 mil anos
a.E.C.. J4 nos registros datados dessa época, se encontram estudos sobre estacdes do ano e fases
lunares, com propdsitos agricolas e religiosos. Entretanto, segundo Roque (2012, p. 38), fontes
indicam que, quando a Matemadtica comegou a ser praticada no antigo Egito, estava associada

sobretudo a necessidades administrativas.

Tal afirmacdo € corroborada por Garbi (2011, p. 12), que menciona que, no Egito Antigo,
a Matematica era usada principalmente para fins praticos, como arquitetura e agrimensura. O
famoso papiro de Rhind, datado de cerca de 1650 a.E.C., € um dos primeiros documentos
conhecidos a mostrar o uso de operagdes aritméticas e equagdes lineares. Nesse documento, sao
apresentados 85 problemas de Aritmética e Geometria, mostrando as respectivas resolucdes sem,

no entanto, justifica-las.

Com as cheias do rio Nilo, as demarcagdes de terra para atividades agricolas se perdiam,
tendo sido necessdrio desenvolver formas de assegurar que as propriedades fossem devida-
mente remarcadas apos cada periodo de cheia. Esta necessidade pratica motivou o estudo e

desenvolvimento daquilo que hoje se denomina “trigonometria™ .

Segundo Roque (2012, p. 73), antes da unificacido do Egito sob o regime dos farads, por
volta de 3.000 a.E.C., os egipcios ja utilizavam o sistema decimal, embora ndo fosse posicional.

A representacdo numérica era feita por barras verticais para nimeros de 1 a 9. Para as

poténcias de dez em diante, eram atribuidos simbolos conforme mostrado na figura abaixo:

I e \\\\\\\ \\\\\\\\ \\\\\\\\\
123 4 5 6

nﬁiﬁf\ﬁﬁ

100 1.000 10.000 100.000 1.000.000
Figura 5 — Sistema de Numeragdo Egipcio.

Fonte: Roque (2012, p. 73)

9 A palavra trigonometria é proveniente da justaposi¢io dos seguintes radicais gregos: tri, que significa

“trés”; gono, que significa “a4ngulo” e metria, que significa “medida”.
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Um aspecto notdvel da Matemética egipcia era o seu cardter pratico. Isso porque os egip-
cios se concentravam em técnicas e algoritmos para resolver problemas geralmente relacionados
a situacdes do cotidiano. Isso fica evidente no Papiro Rhind, um dos mais famosos documentos

matematicos do Egito Antigo, que contém uma colecdo de problemas e solucdes préticas.

A aritmética egipcia também inclufa um sistema para lidar com fracdes. Os egipcios
usavam fracdes unitdrias — ou seja, fracdes com numerador igual a um — e desenvolveram

métodos para trabalhar com essas fragdes em cdlculos relativamente complexos.

Papiro Rhind (ou de Ahmes)

Segundo Darling (2004, p. 272-273) é o mais extenso documento egipcio que trata de
Matemitica que se tem conhecimento e € uma cépia de outro papiro do século XIX a.E.C., que
foi perdido. O escriba Ahmes'” foi responsavel por reescrevé-lo e hoje o Papiro Rhind é um
dos mais antigos documentos ainda existentes de Matemdtica. O egiptdlogo escocés Alexander
Rhind (1833 - 1863) o adquiriu no Egito e o levou ao Reino Unido, onde estd exposto no museu
britanico de Londres. Nesse papiro, hd cerca de 80 problemas de Matematica resolvidos que,
em sua maioria, tratam de assuntos ordindrios tais como preco do pao, alimentacio do gado e

armazenagem de graos.

Figura 6 — Questao geométrica no Papiro Rhind (ou de Ahmes) (1.650 a.E.C).
Fonte: Garbi (2011, p. 13)

19" Também conhecido por Amdsis, escriba do Antigo Egito e escreveu o papiro de Rhind em cerca de
1.650 a.E.C., sendo considerado o mais antigo contribuidor da Matemética cujo nome é conhecido.
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Papiro de Moscou (ou de Golonishev)

Segundo Garbi (2011, p. 15), trata-se de um papiro matemadtico egipcio, também conhe-
cido por Papiro de Golonishev em alusdo a seu primeiro proprietario fora do Egito, o egiptologista
Vladimir Golenishchev'!, que o comprou em 1892 na cidade egipcia de Tebas. Atualmente
exposto no Museu Pushkin, em Moscou, o Papiro de Moscou data da 13 Dinastia Egl’pcialz,
cerca de 1850 a.E.C. Nele, constam cerca de 25 problemas matematicos e respectivas solugoes.
Dos problemas tratados neste papiro, destacam-se os que envolvem calculo de comprimento
de leme e do mastro de navios e calculo do volume de tronco de piramide. O problema 19, por
exemplo, pede para que se determine a quantidade que, somando-se a sua metade, mais quatro,
tem como resultado o nimero 10. Em notacdo atual, seria o equivalente a calcular o valor de x

X —
tal que x+ 5 +4 = 10.
Outro exemplo interessante € o problema 14, cujo enunciado aproximado seria:

Um campo tem a forma de um trapézio. A largura no topo é de 6 khet e na base de 4

khet. A altura do campo é de 20 khet. Qual é a drea do campo?

Para resolver a questio, aplicamos a férmula da Area de um Trapézio (A7):

Ay — Base maior—;Base menor o _ (6+4)

% 20 = 100 khet?.

Portanto, a drea do campo em forma de trapézio é de 100 khet quadrados.
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Figura 7 — Problema 14 do papiro Moscou.
Fonte: Eves (2004, p. 86)

1" Vladimir Golenishchev (1856 — 1947) egipt6logo russo conhecido por suas contribui¢des ao estudo da
civilizagdo egipcia antiga e se tornou famoso por sua colecdo de artefatos egipcios antigos, uma das
maiores e mais importantes colecdes privadas do mundo na época

12 A 132 Dinastia Egipcia é marcada pela invasio dos Hicsos no Egito, povo responsavel pela introdugdo
de cavalos naquele pais.
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Como se pode observar, trata-se de uma questio bastante simples, sendo necessario

conhecimento basico de geometria do ensino fundamental para resolvé-la.

Uma técnica comumente empregada para resolucao de problemas matematicos era o
que hoje se conhece por “Falsa Posicdo” 3. Nesse método, as quantidades desconhecidas nos

problemas, que hoje denominamos incdgnitas, eram chamadas de "montao".

Eis um exemplo de problema a ser resolvido pelo referido método:

Exemplo 2.3.1. A idade de Horus, contada duas vezes, somada a sua metade, a sua terca parte e

a sua quarta parte resulta em 74. Qual a idade da Hérus?
Solugdo:

Seja x a idade de Hérus. Em notagdo atual, teriamos:

X x X
2xX+=-—+-+-="74. 2.3.1

X+ > + 3 + ) ( )

Consideremos o numero 12 como sendo o “Falsa Posicdo”, por ser divisivel por 2, 3 e 4,

que sdo os denominadores das fracdes envolvidas no enunciado do problema:

12 12 12
2X12+?+?+Z:24+6+4+3:37' (2.3.2)

Segundo o enunciado, o resultado obtido diverge do informado. Nesse caso, teriamos

entdo a seguinte correspondéncia, que pode ser resolvida por Regra de Trés Simples'*:

Tabela 1 — Método da “Falsa Posicao”

Montao ‘ Resultado
12 | 37
X |74

Realizando-se os cdlculos, obtemos 37x = 74 x 12 entdo x = 24, de onde se conclui que

Horus teria 24 anos de idade.

13 Tal método foi utilizado pelo Matematico Girolamo Cardano (1501-1576), de quem falaremos mais

adiante, na tentativa de obter solugdes para Equagdes Algébricas. Esse método deu origem ao que hoje
se conhece por Interpolacdo Linear.

Embora as relagdes entre propor¢des sejam conhecidas desde a Antiguidade, a aplicacdo sistemdtica
para resolugdo de problemas matematicos se deu a partir da introdugao, pelos arabes, da regra de trés
na Europa durante a Idade Média, tendo sido difundida no séc. XIII por Leonardo de Pisa, também
conhecido por Fibonacci, em seu livro Liber Abaci, de 1202.

14
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2.4 Grécia Antiga

Segundo Garbi (2009, p. 7), a palavra Matemdtica € proveniente de um radical grego que

significa “saber” e era compreendida como “aquilo que € ensinado”.

Considerado um dos Sete Sdbios da Grécia Antiga, Tales de Mileto!?, foi o pensador a
romper com a mitologia para explicar fendmenos naturais. Por essa atitude, é frequentemente

considerado o primeiro cientista da histdria.

O pouco que se sabe sobre sua biografia é conhecido principalmente através de relatos
de historiadores posteriores, como Aristételes'® e Herédoto!”, pois ndo h4 registros originais de

sua autoria que tenha chegado aos dias atuais.

Tales é frequentemente considerado um dos primeiros matematicos da histéria do pen-
samento ocidental. Na geometria, é conhecido por suas diversas contribui¢cdes, dentre as quais
se destaca o famoso Teorema de Tales. E atribuida a Tales, também, o calculo da altura das
piramides do Egito, onde se supde que ele tenha sido educado.

Figura 8 — Grande Pirdmide de Gizé (Quéops), no Egito.

Fonte: o autor.

Na astronomia, é considerado o primeiro ser humano a ser capaz de prever um eclipse
solar total, o qual teria ocorrido no ano de 585 a.E.C., a partir de conhecimentos astrondmicos

que ele teria obtido em uma viagem a Babilonia.

Além disso, foi um importante filésofo, precursor da teoria de que a 4gua era a origem de

15 Tales de Mileto (624 - 548 a.E.C) astrobnomo, filésofo e matematico grego.

16 Aristételes (384 - 322 a.E.C.) filésofo e cientista grego, sendo considerado um dos mais influentes na
histéria do pensamento ocidental.

17 Herédoto (c. 484 - 425 a.E.C.) historiador e gedgrafo grego, considerado o “Pai da Histéria”.
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todas as coisas. Dentre seus principais discipulos, destacam-se Anaximandro'® e Anaximenes'®.

Tales era também um comerciante muito bem-sucedido, tendo boa parte de sua fortuna
sido obtida apds prever uma colheita extraordindria de azeitonas com razoavel antecedéncia,
o que lhe permitiu adquirir grandes quantidades de prensas, as quais posteriormente foram
utilizadas na produg¢do de azeite, rendendo-lhe uma pequena fortuna.

Dentre os matematicos da Grécia Antiga, talvez Pitigoras>” seja um dos mais conhecidos
em virtude de seu teorema sobre tridngulos retangulos — um dos resultados mais importantes da
geometria basica. Igualmente célebres sdo suas contribui¢des a filosofia e a musica.

A Pitdgoras também se credita um papel significativo na fundacdo conceitual das Sete

Artes Liberais, compostas por Trivium e Quadrivium>'

— as quais se tornariam a base da
educacdo na Europa medieval. Enquanto no Trivium eram estudadas as disciplinas de gramdtica,
retdrica e 1gica (ou dialética) — cuja natureza do conhecimentos era considerada elementar —,
0 Quadrivium incluia disciplinas consideradas avangadas, no caso, aritmética, geometria, musica
(teoria musical) e astronomia. Dessa acepg¢do, surge a palavra “trivial” para se referir a algo

demasiadamente simples.

Figura 9 — Afresco retratando a Escola de Atenas, de autoria de Rafael Sanzio (1509-1510)

Fonte: Janson e Janson (2004)

18 Anaximandro (610 - 546 a.E.C.) filésofo, gedgrafo e astronomo grego pré-socratico, considerado um

dos primeiros pensadores a propor uma visdo racional e cientifica do mundo.

Anaximenes (585 - 528 a.E.C.) filésofo grego pré-socrético, conhecido por ser um dos trés fildsofos
jonicos principais, ao lado de Tales e Anaximandro, sendo seu discipulo e sucessor.

Pitagoras (c. 570 — 495 a.E.C.) filésofo e matemdtico grego antigo, considerado um dos mais importan-
tes da Grécia Antiga.

Trivium e Quadrivium significam, em latim, “o cruzamento e articula¢do de trés (ou quatro) ramos ou
caminhos”, respectivamente.

19

20

21
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Pitdgoras é conhecido também por ser o fundador da Escola Pitagérica, sociedade na

22

qual seus membros, denominados pitagéricos~“ se referiam a si mesmos por mathematikoi, em

oposicdo aqueles que eram ouvintes, os quais eram chamados de akousmatikoi.

Cerca de dois séculos adiante, temos a figura de Euclides??, conhecido principalmente
por sua obra “os Elementos”, um compéndio abrangente que serviu como base para o ensino
de Matematica, especialmente a geometria, até o inicio do século XX. Embora detalhes especi-
ficos sobre sua vida sejam escassos, acredita-se que Euclides tenha atuado principalmente em
Alexandria, no Egito, onde teve acesso a importantes obras a partir das quais se supde que ele
tenha sistematizado o conhecimento da época em uma estrutura légica e rigorosa, estabelecendo

axiomas e postulados a partir dos quais sao deduzidos os teoremas.

Nessa obra de treze volumes, Euclides abordou ndo apenas conceitos de geometria, mas
também tépicos de teoria dos nimeros, sendo notdvel o “Teorema de Euclides”, que trata da

infinitude dos nimeros primos.

Nesse sentido, Boyer e Merzbach (2019, p. 118) complementa:

“Os Elementos de Euclides ndo apenas foi o mais antigo trabalho mate-
matico a sobreviver até nds, mas foi também o maior livro didético de
todos os tempos. (...) As primeiras versdes impressas dos Elementos apa-
receram em Veneza em 1482, um dos primeiros livros de Matematicas
a serem feitos em tipos; tem sido estimado desde entdo pelo menos mil
edi¢des foram publicadas. Talvez nenhum outro livro, com a excecio da
Biblia, podem se gabar de tantas edicdes, e certamente nenhuma obra
de Matematica teve influéncia compardvel a dos Elementos de Euclides.”
(BOYER; MERZBACH, 2019)

Segundo Sant’anna (2003, p. 2), ndo sdo atribuidas a Euclides conquistas Matematicas
significativas, mas sim contribui¢cdes creditadas a outros matematicos, tais como Pitdgoras e
Hipécrates de Chios>*, de modo que a importancia do trabalho de Euclides reside na organizagio

do conhecimento matematico da época, o qual foi apresentado em sua obra “Os Elementos”.

Por volta do século III a.E.C., o mundo conheceu um de seus maiores pensadores de
todos os tempos: 0 génio Arquimedes>>. Dentre suas contribuicdes 2 Matematica, destacam-se a

criacdo do método exaustivo, considerado precursor da integracio, assim como seus estudos em

22 A Escola Pitagérica, fundada por Pitdgoras, foi uma corrente da filosofia grega, com tendéncias
mistico-religiosas e cientifico-racionais e cuja influéncia estende-se até a atualidade.

23 Euclides (c. 300 a.E.C. - ??) matemético grego antigo, considerado o “o pai da Geometria”.

24 Hipocrates de Chios (c. 470 a.E.C — 410 a.E.C.) matematico grego antigo, notdvel por suas contribui-

coes a geometria. Conhecido por seu trabalho em quadraturas — ou seja, a tentativa de encontrar dreas

equivalentes, especialmente a quadratura de lunulas (regides em forma de crescente formadas pela

intersecdo de dois circulos) — a ele também € creditada a primeira tentativa sistemdtica de resolver o

problema cléssico da duplicacdo do cubo.

Arquimedes (c. 287 — 212 a.E.C.) matematico, fisico, engenheiro, inventor e astrbnomo grego antigo,

considerado um dos maiores cientistas da antiguidade.

25
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geometria plana e solida, destacando-se o estudo das espirais, a quadratura da pardbola e estudos

sobre esfera e cilindro.

Arquimedes aplicou seus métodos matematicos para resolver problemas praticos, que
muitas vezes envolviam a formulagdo e solugdo de equagdes relacionadas as leis fisicas. Por
exemplo, no Principio de Arquimedes, que determina a relacdo entre o peso de um fluido
deslocado e a flutuabilidade de um corpo imerso — um problema que pode ser interpretado em
termos de equacdes da fisica. E conhecido também por seus estudos sobre alavancas. Além de
cientista, era também um habilidoso inventor, tendo criado o famoso Parafuso de Arquimedes, que
consistia em uma inovacao para a elevacdo de dgua, utilizado ainda hoje, além de instrumentos
bélicos de defesa de sua cidade natal, Siracusa, contra invasores pelo mar, sendo o mais famoso
destes um enorme espelho concavo que teria a capacidade de incendiar navios inimigos.

Segundo Boyer e Merzbach (2019, p. 122), quando Arquimedes enviou o tratado sobre

6

“0 Método”, escolheu Eratéstenes® como destinatdrio devido a sua familiaridade com muitas

dreas de estudo, dada a sua posicdo de diretor da Biblioteca de Alexandria®’.

Eratdstenes tornou-se conhecido por ter sido um dos primeiros a calcular o raio da Terra.
Para tanto, observou que na cidade egipcia de Alexandria (S), o Sol ndo criava sombra no fundo
de um pog¢o ao meio-dia durante o solsticio de verdo, indicando que os raios solares incidiam de
forma perpendicular. No mesmo dia e hora na atual cidade de Assua (A), antiga Siena, cerca
de 800 km ao sul de Alexandria, um poste vertical (gndmon) criava uma sombra, de modo que

Eratdstenes, ao medir o angulo da sombra, obteve um valor préximo de 7,2 graus.

Figura 10 — Célculo do raio da Terra, por Eratdstenes.

Fonte: Boyer e Merzbach (2019, p. 122)

26 Eratostenes (c. 276 — 194 a.E.C.) matematico, geégrafo, poeta, astrdbnomo e musico grego.
27 A Biblioteca de Alexandria foi um complexo de ensino e pesquisa cuja origem remonta ao final do
século IV a.E.C. e seu dpice ocorreu entre os séculos Il e II a.E.C.
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Com base nessas informacdes, aplicou o seguinte raciocinio.

7,2 B 800 km
360  Circunferéncia da Terra

Portanto, a circunferéncia da Terra é:

360 x 800 km

Circunferéncia da Terra = 7>
)

Calculando, obtemos 40.000 km para a circunferéncia da Terra. Considerando a férmula

da circunferéncia C = 27zr, podemos encontrar o raio da Terra (r):

p— C _40000km oo
27 21

Assim, Eratéstenes chegou a uma estimativa incrivelmente precisa para o raio da Terra.

Outra notéavel contribuicdo de Eratostenes a Matemadtica foi a criacdo do “crivo de
Eratéstenes”, que € um método simples para encontrar todos os ndmeros primos até um valor
dado. Um resultado particularmente interessante decorre do fato de que somente precisa fazer o
teste dos nimeros até a raiz quadrada do maior niimero da sequéncia. Ou seja, se tomarmos uma

sequéncia de cem nimeros, devemos utilizar os multiplos de 2 até /100 = 10 3.

Em Alexandria, por volta do ano 250, surge Diofanto??, conhecido por seu trabalho
pioneiro na introdu¢@o de uma forma inicial de dlgebra simbdlica. Em sua obra mais famosa,
Arithmetica, desenvolveu um sistema de notagdo algébrica que representava tanto nimeros
desconhecidos quanto poténcias desses nimeros. Embora esse sistema seja primitivo comparado
aos padrdes modernos, foi um passo significativo em direc@o a abstracdo algébrica, haja vista
a dificuldade de realizar cdlculos cada vez mais abstratos. Dessa forma, a partir de uma série
de simbolos em substitui¢do as expressdes entao escritas totalmente com palavras, foi possivel
representar as informacdes do problema por meio de abreviagdes. Por exemplo, o que hoje
conhecemos por incégnita era representado pela letra grega ¢, provavelmente por ser a dltima
letra da palavra arithmos. Assim, o respectivo quadrado era escrito como A?; o cubo, K7; a quarta

poténcia como AYA; a quinta como AK? e a sexta como K"K, por exemplo.

A esse tipo de notacdo, denomina-se “sincopada”, sendo a principal diferenca em relacao
a notagao algébrica moderna a auséncia de simbolos especiais para operacdes e relagdes, assim

como de notacdo exponencial.

28 Para demonstrar esse fato, seja n um nimero composto. Logo, podemos escrever n = ab. Supondo, por
absurdo, que a > \/n e b > +/n, entdon = ab > \/n\/n = n, 0 que é uma contradi¢do. Logo, a < v/n
ou b < 4/n. Portanto, todo primo p que divide a satisfazp < a < /n (CQOD).

Diofanto (c. 200 - 284 E.C.) matematico grego antigo, frequentemente referido como o “pai da dlgebra”.
Ele ¢ mais conhecido por seu trabalho Arithmetica, uma série de 13 livros que tratam de solugdes para
equagdes algébricas e a teoria dos nimeros, dos quais apenas seis se mantiveram preservados até os
dias atuais.

29
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Segundo Boyer e Merzbach (2019, p. 135), a inspiracio que Fermat’” teve ao formular o
célebre ultimo teorema foi em decorréncia de uma tentativa de generalizar um problema que
havia lido na Arithmetica de Diofanto, cujo enunciado original seria dividir um dado quadrado
em dois quadrados. Além disso, as equagdes polinomiais que requerem solucdes inteiras sao

conhecidas por “equagdes diofantinas”, em sua homenagem.

2.5 China Antiga e Medieval

De acordo com Boyer e Merzbach (2019, p. 143), os registros cronolégicos da Histéria

da Matemadtica na China sdo menos confidveis do que os relativos ao Egito e Mesopotamia.

Na China, os primeiros registros de Matemdtica comecam com 0s primeiros registros na
dinastia Shang (1600 - 1046 a.E.C.), quando foi escrito um livro chamado I-king (O Livro das
Permutagoes), considerada uma obra mistica, mas que possuia algum contetido matematico, por

exemplo, o quadrado mégico mais antigo de que se tem noticia.

As civilizagdes que se desenvolveram as margens dos rios lang-Tsé e Amarelo compila-
ram, ao longo de sua histdria, um rico acervo matematico, sendo o Zhoubi Suanjing (Chou-Pei
Suan-King) o classico mais antigo, provavelmente no século XII a.E.C.. Segundo Garbi (2011,
p- 16), nessa obra se encontra um diagrama, sem explicacdes, que corresponde a uma demons-
tracao do Teorema de Pitdgoras. Alids, a prova moderna que utiliza tal diagrama é atualmente

conhecida como “prova chinesa”.

& | | %
T J

=+

P O N

CHOU-PEI SUAN-KING

Figura 11 — Diagrama relativo aos tridngulos retangulos (séc. XII a.E.C.).

Fonte: Garbi (2011, p. 16)

30" Pierre de Fermat (1607 — 1665) jurista e matemadtico francés, reconhecido como um dos grandes
matematicos da histdria, especialmente por suas contribuicdes fundamentais a teoria dos niimeros, a
andlise e a probabilidade, sendo famoso por seu Ultimo Teorema, que afirma que nio existem niimeros
inteiros positivos a, b e c tais que a" + b" = ¢”*, quando n > 2. Embora tenha afirmado possuir uma
prova de tal teorema, esta nunca foi encontrada, permanecendo sem solucdo até 1994, quando o
matematico britdnico Andrew Wiles apresentou uma prova definitiva.
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Os chineses desenvolveram técnicas de célculo utilizando “numerais em barras”, que
eram representacdes posicionais cujos cdlculos eram feitos em uma tdbua de calcular, instrumento
este que nao deve ser confundido com o dbaco, que viria a ser utilizado muitos séculos mais
tarde. Essa técnica se baseava em um sistema decimal posicional, conceito que depois viria a ser

utilizado por outras civilizag¢des.

Outra obra bastante influente da Matematica antiga chinesa € o Jiuzhang suanchu (Chui-
chang suan-shu), que apresentava 246 problemas dispostos em nove capitulos, abrangendo

tépicos cotidianos tais como agrimensura, cdlculo de impostos e solu¢des de equagdes.

Por volta do do século XIII, a Matematica chinesa atingiu seu mais elevado patamar,
tendo Li Zhi®! sido um dos principais matematicos do periodo. Autor do livro Ceyyan Haijing
(Ts’e-yuan hai-ching) — cuja traducao literal seria “Espelho marinho das medidas do circulo”
—, Li Zhi compilou uma lista de 170 problemas que abrangiam circulos inscritos e circunscritos e
suas relagdes com tridngulos retangulos, sendo que alguns desses problemas levavam a equacdes

de quarto grau, as quais eram resolvidas por meio de representagdes geométricas.

Embora nessa obra ndo tenha sido feita a descricdo de um método de resolugdo para tais
equacoes, que em alguns casos podia chegar a sexto grau, a técnica empregada era similar a
utilizada por Zhu Shijie (Chu Shih-chieh)®?.

De acordo com Boyer e Merzbach (2019, p. 148), Qin Jiushao (Ch’in Chiu-shao)*?
escreveu a obra Shushu jiuzhang (Tratado matematico em nove partes) na qual descreve os
passos para obter a raiz quadrada de 71.824. Em notacdo atual, seria o equivalente a resolver
a equacgdo x> —71.824 = 0. Com 200 como primeira aproximacio, ele diminuiu as raizes
dessa equagio de 200. Substituindo x = —y, obteve y> + 400y — 31.824 = 0. Para esta equacio,
encontrou 60 como aproximagao e subtraiu 60 das raizes. Substituiu y = —z e chegou a equacdo
7% 45207 — 4.224 = 0, cuja raiz exata é 8. Dai, concluiu que a raiz de x> — 71.824 = 0. seria
x = 200460+ 8 = 268. Aplicando o mesmo método, resolveu equacdes de grau trés e quatro.

O ultimo e maior matemético do periodo foi Zhu Shijie, de quem pouco se sabe. Autor
de dois importantes tratados, Suanxue gqimeng (Suan-hsueh ch’i-meng)(Introdu¢do aos estudos
matematicos) e Siyuan yujian (Ssu-yuan yu-chien)(Precioso espelho dos quatro elementos), de
1303. Nessa obra, Zhu Shijie representa os quatro elementos (terra, fogo, d4gua e ar) como sendo

quatro incégnitas na mesma equagao.

Considerado o dpice do desenvolvimento da algebra chinesa, nessa obra constam equa-

coes de grau quatorze, as quais o autor emprega um método denominado fan fa para resolver. Tal

método parece ter surgido muito tempo antes, sendo geralmente associada ao nome de Horner>*

Li Zhi (1192 - 1279), conhecido como Li Ye, matemético chinés do periodo da dinastia Song.

Zhu Shijie (c. 1249 - 1314) matematico chinés, considerado um dos maiores antiguidade chinesa.
Qin Jiushao(1202 - 1261) governador e ministro chinés, com questiondvel reputagao.

William George Horner (1786 - 1837) matematico britanico, conhecido por desenvolver, em 1819, o
Meétodo de Horner, para a simplificagdo do processo de divisdo e resolucio de equagdes polinomiais.
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— que viveu cerca de 500 anos depois —, e consiste em uma translagcdo do tipo y = x — h.

E importante destacar que nessa obra, Zhu Shijie apresenta o que hoje se conhece por
triangulo de Pascal — constando, inclusive, na capa. Entretanto, o autor ndo reinvidicava o
crédito de tal tridngulo, referindo-se a ele por “O diagrama do velho método dos sete quadrados

multiplicativos”.

Yang Hui*> também apresentou um arranjo semelhante ao tridngulo de Pascal em seus
trabalhos, mas sem utilizar o simbolo redondo para zero. De fato, algumas obras chinesas de
cerca de 1.100 faziam referéncias a sistemas de tabulacdo para coeficientes binomiais. E provavel,

portanto, que arranjos semelhantes ao tridngulo de Pascal tenham surgido j4 nessa época.

Figura 12 — O triangulo aritmético de Pascal, segundo Zhu Shijie, em 1303.

Fonte: Eves (2004, p. 250)

Um problema interessante que consta na obra de Yang Hui € o “problema do bambu

quebrado”, cujo enunciado é:

Hd um bambu de 10 pés de altura cuja extremidade superior, ao ser quebrada, atinge o

chdo a 3 pés da haste. Achar a altura da quebra.

35 Yang Hui (1261 - 1275) matemético chinés da dinastia Song.
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Figura 13 — O problema do bambu quebrado, de um trabalho de Yang Hui (1261).
Fonte: Eves (2004, p. 249)

A descoberta chinesa do teorema binomial para poténcias inteiras estava associada,
originalmente, a extragdo de raizes, e ndo a potenciacgdes. Tal fato era de conhecimento de Omar
Khayan® mais ou menos na mesma época. Entretanto, a mais antiga obra da Matemética drabe
que trata do assunto data do século XV, de autoria de al-Kashi®’.

A partir dai, a Matemaética chinesa decaiu novamente, voltando a se dedicar somente as
necessidades aritméticas comerciais, mantendo-se assim até o século dezesseis, quando a China

aumentou novamente a sua interacdo com a Europa ocidental.

36 Omar Khayan (1048—1131) poeta, matematico, filésofo e astrdbnomo persa. Conhecido por seu
trabalho poético, o Rubaiyat, Khayan também se notabilizou por seus trabalhos na solucio de equacdes
cubicas, tendo desenvolvido um método geométrico para resolver essas equacoes.

Ghiyath al-Din Jamshid Mas’ud al-Kashi (c. 1380—1429) matematico e astronomo persa, do periodo
da dinastia Timudrida. Sua obra mais conhecida, A Chave para a Aritmética (Miftah al-Hisab), € um
compéndio abrangente sobre a aritmética medieval e inclui tépicos como fracdes, raizes quadradas
e cubicas, e equagdes lineares e quadraticas. Em outra obra importante, O Tratado dos Circulos
Circulares, al-Kashi calculou o valor de 7 com uma precisao de 16 casas decimais.

37
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2.6 India Antiga e Medieval

Berco de alguns dos mais proeminentes matematicos da histéria, a India teve na figura de
Aryabhata®® um papel semelhante ao que Euclides teve na Grécia Antiga, cerca de oito séculos
antes. Diferentemente de Euclides, que apresentou uma sintese bem-ordenada de Matematica
com elevado grau de abstra¢do, Aryabhata escreveu uma obra descritiva, com 123 estrofes metri-
ficadas. Nela, sdo apresentadas regras de calculo para problemas de Astronomia e Matematica,
sem qualquer metodologia dedutiva. Além disso, ha imprecisdes Matematicas nas férmulas
apresentadas, tais como no célculo do volume da piramide e da esfera (BOYER; MERZBACH,
2019, p. 153). Um resultado notavel dessa obra é o cdlculo aproximado de 7, equivalente a
3,1416.

Cerca de um século apés Aryabhata, surge Brahmagupta®, cuja obra mais conhecida
Brahmasphuta Siddhanta (A abertura do Universo) apresenta um panorama da Matematica
indiana da época — a despeito de incorrer em alguns erros conceituais e de cdlculo. Nessa
obra, Brahmagupta apresenta calculos com zero e niimeros negativos, além de seus métodos
para resolver uma variedade de problemas algébricos, incluindo quadréticas e a equacao linear
diofantina conhecida como Problema de Brahmagupta.

Em meados do século XII, surge Bhaskara IT*

, 0 ultimo matemdtico medieval importante
da India, autor de Vija-Ganita e Lilavati — este tltimo, que significa a bela, em homenagem 2

sua filha.

Em ambas as obras, Bhaskara II apresenta diversos problemas matemadticos, versando
sobre assuntos tais como equagdes lineares e quadraticas, progressdes aritméticas e geométricas
e ternas pitagdricas, além de resolver algumas equagdes do tipo x> = 1 4 py> — conhecida como
“equacgdo de Pell” —, que havia sido proposta por Brahmagupta. Cabe destacar que Bhaskara II
apresentou solucdes para os casos p = 8,11,32,61 e 67. No caso p = 61, por exemplo, Bhaskara

IT apresentou x = 1.776.319.049 e 22.615.390 como solu¢dao — um feito notavel para a época.

A relacdo entre a Matematica da India e a do Mundo Islamico € uma fascinante historia de
trocas culturais e cientificas, influenciando significativamente o desenvolvimento da Matematica.
Essa interacdo iniciou por volta do século VIII, quando os drabes*! entraram em contato com a

Matematica indiana, motivados pelas trocas comerciais em torno da Roda da Seda, e continuou a

38 Aryabhata (476 - 550) matemitico e astronomo indiano, considerado um dos maiores da India cldssica.
Sua obra magistral, Aryabhatiya, escrita em 499, € um dos primeiros registros de utilizacdo do zero da
forma como conhecemos hoje.

Brahmagupta (598 - 670) matemadtico e astronomo indiano .

Bhaskara IT (1114 — c. 1185), matematico e astronomo indiano. E considerado um dos primeiros a
discutir conceitos como infinitesimal e derivag@o, que seriam mais tarde utilizados no que viria a ser
conhecido como célculo diferencial e integral.

Haviam outros povos além dos arabes, tais como os persas e os turcos, cada qual com culturas e
idiomas préprios. Por isso, alguns autores optam por se referir a “islamicos”, o que ndo contribui para
um melhor entendimento, dada a diversidade de religides da regido.

39
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florescer durante a Idade de Ouro Islamica.

O primeiro contato significativo ocorreu com a conquista mugulmana da India. Os érabes,
jé influenciados pela Matemadtica grega, encontraram um considerdvel acervo de conhecimento
na India, incluindo avangados sistemas numéricos e técnicas matemadticas. Eles rapidamente

reconheceram a eficiéncia e a sofisticagdo do sistema numérico indiano e passaram a divulga-lo.

Segundo Garbi (2011, p. 136), uma das maiores contribui¢cdes da Matematica indiana
para o mundo foi o conceito do zero. Embora a no¢ao de nada ou vazio ja existisse em varias
culturas, foi na India que o zero foi pela primeira vez sistematicamente utilizado como um
nimero em cdlculos matemadticos. Este avango, registrado por volta do século V pelo matematico
indiano Aryabhata, revolucionou a Matemadtica, permitindo o desenvolvimento de um sistema
numérico posicional e facilitando cdlculos complexos.

Os matematicos drabes, fascinados pelo sistema numérico indiano, adotaram e adaptaram
os numerais, resultando no que hoje conhecemos como numerais indo-arabicos. Al-Khwarizmi*?,
um matemadtico persa do século IX, foi fundamental nesse processo. Seu trabalho, Sobre o
Cdlculo com Numerais Hindus, introduziu o sistema numérico indiano no mundo islamico. Este
sistema, por sua simplicidade e eficdcia, eventualmente se espalhou para a Europa e se tornou o

padrdao em quase todo o mundo.

Além dos numerais, os matematicos indianos também influenciaram os arabes em areas
como dlgebra e trigonometria. O préprio termo dlgebra tem origens drabes, mas a disciplina como
um campo de estudo sistemdtico foi fortemente influenciada pelos trabalhos de matematicos
indianos, como Brahmagupta. Na trigonometria, as fungdes seno e cosseno, conceitos essenciais

da Matematica moderna, foram desenvolvidas na India e posteriormente adotadas pelos drabes.

Através dos drabes, o conhecimento matematico indiano chegou a Europa. Traducoes
de textos drabes para o latim durante a Idade Média abriram caminho para o renascimento
matematico na Europa. A introducdo do sistema numérico indo-arabico, em particular, foi um

catalisador para o desenvolvimento cientifico e econdmico na Europa.

2.7 Mundo Islamico

A histéria da Matematica no mundo islamico € uma fascinante jornada de descobertas,
inovagdes e intercambio cultural que se estendeu aproximadamente do século VIII ao século XV.
Durante este periodo, o mundo islamico floresceu como um centro de aprendizado e pesquisa,

contribuindo significativamente para o desenvolvimento da Matematica.

No inicio, apds a fundacdo do Isla no século VII, os muculmanos comegaram a estabelecer
um vasto império que se estendia da Espanha ao subcontinente indiano. Este vasto império

proporcionou aos eruditos mugulmanos acesso a uma riqueza de conhecimentos acumulados

42 Al-Khwarizmi (c. 780 - c. 850) Matematica matematico, astrdbnomo e gedgrafo persa.
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de civilizagdes antigas, como a grega, a persa, a indiana e a egipcia. Bibliotecas e centros de
aprendizado como a famosa Casa da Sabedoria, em Bagd4, serviram como locais de encontro

para intelectuais de diversas origens culturais.

Um dos primeiros e mais influentes mateméaticos do mundo islamico foi Al-Khwarizmi,
que viveu no século IX. Seu trabalho mais famoso, Al-Kitab al-Mukhtasar fi Hisab al-Jabr
wal-Mugabala, introduziu a dlgebra como uma disciplina Matematica independente, distinta
da aritmética e da geometria. O termo dlgebra deriva do titulo deste trabalho, e sua abordagem
sistemdtica para a resolucdo de equagdes lineares e quadraticas estabeleceu as bases para a

Matematica moderna.

Al-Khwarizmi também fez contribui¢Oes significativas para a trigonometria, incluindo
tabelas de senos e cossenos e a formulagdo de regras trigonométricas. Sua obra sobre o sistema
numérico indiano levou a ado¢do dos ndmeros ardbicos no mundo ocidental. Além disso,
ele compilou e melhorou dados astrondmicos e geograficos, impactando profundamente o
conhecimento cientifico e mateméatico em vérias culturas. Seu nome deu origem a palavras como
algarismo e algoritmo, perpetuando sua importancia na Matemdtica e na ciéncia da computacdo
(GARBI, 20009, p. 23).

O mundo islamico também testemunhou avangos significativos na trigonometria. Al-
Battani*?, um astrénomo e matematico do século IX, é conhecido por suas precisas tabelas
trigonométricas. Ele introduziu as fun¢des de seno e cosseno, refinando e expandindo o trabalho

dos matemaéticos gregos.

No campo da geometria, matemadticos islamicos como Omar Khayyan contribuiram com
métodos para a solugcdo de equacdes cubicas e a teoria das propor¢des. A geometria islamica
também se destacou na arte, como € evidente nos complexos padrdes geométricos encontrados

na arquitetura islamica.

O trabalho dos matematicos islamicos ndo se limitou a teoria. Eles aplicaram suas
descobertas de maneiras praticas, como na melhoria dos métodos de cdlculo para impostos,

divisdo de herancas, comércio, engenharia e astronomia.

No século XII, a medida que a Europa comecava a emergir da Idade das Trevas, as
tradugdes das obras de matemdticos islamicos para o latim desempenharam um papel crucial no
renascimento do aprendizado na Europa. Através destas tradugdes, o conhecimento matematico
acumulado no mundo isladmico passou a ser difundido mundo afora, influenciando matemaéticos

como Fibonacci, que introduziu o sistema numérico indo-arabico na Europa.

43 Al-Battani (c. 858 - 929) foi um renomado astrdnomo e matematico arabe, cujas contribui¢des tiveram
um impacto profundo na ciéncia medieval, sendo conhecio por seus trabalhos em astronomia sobre a
precessao dos equindcios.
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2.8 Europa

Na antiguidade, a Matematica europeia atingiu um elevado nivel de sofisticacao a partir
dos trabalhos gregos antigos, com figuras notdveis como Tales, Pitdgoras, Euclides e Arquimedes
— 0s quais pavimentaram o caminho do conhecimento em diversas dreas, com destaque para

geometria, aritmética e dlgebra.

Obras como Os Elementos de Euclides, sistematizaram grande parte do conhecimento
matemadtico da época. No entanto, apds a queda do Império Romano e ao longo da Idade Média,

houve um declinio na produ¢do matematica europeia.

No inicio do século X VI, entretanto, a Europa retorna ao centro das discussdes, com o
embate promovido pela busca de métodos resolutivos para as equagdes de terceiro e quarto graus,
que envolveu matemdticos notéveis como Scipione del Ferro**, Niccolod Tartaglia*’, Girolamo
Cardano?®, Ludovico Ferrari*’, Francgois Viete*8, René Descartes*®, Albert Girard’” e Rafael
Bombelli”!.

Scipione del Ferro, atuando na Universidade de Bolonha no inicio do século XVI, foi
pioneiro ao resolver uma ciibica do tipo x> +mx = n. Sua descoberta, por volta de 1515, foi
mantida em segredo até apds sua morte, sendo um dos primeiros avancos significativos nessa

area.

ApO6s sua morte, seu genro e aluno, Annibale Della Nave, herdou seus papéis e divulgou
a solugd@o. A descoberta de del Ferro formou a base para avangos subsequentes por matematicos
como Niccolo Tartaglia e Girolamo Cardano, que eventualmente publicaram e expandiram o

método de resolucao das equagdes cubicas.

De forma independente, Tartaglia apresentou sua descoberta independente para resolucao
de ciibicas do tipo x> 4+ mx? = n. Em 15335, ele participou de um concurso matematico contra
Antonio Maria Fior, um discipulo de del Ferro, que havia descoberto anteriormente um método
para resolver um tipo especifico de equagdo cubica. Tartaglia venceu o concurso, revelando seu

préprio método para resolver essas equagoes.

Apoés este evento, Tartaglia foi abordado por Girolamo Cardano, que lhe pediu que
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Scipione del Ferro (1465 - 1526) matematico italiano, conhecido por seus estudos sobre ctbicas.
Niccolo Tartaglia (1499 - 1557) matematico italiano, conhecido por seus estudos sobre cubicas.
Girolamo Cardano (1501 - 1576) matemético, médico e astrélogo italiano.

Ludovico Ferrari (1522 - 1565) matematico italiano, conhecido por seus estudos sobre quérticas.
Frangois Viete (1540 - 1603), também conhecido como Franciscus Vieta, matematico francés, é
considerado “o pai da dlgebra moderna”.

René Descartes (1596 - 1650) foi um filésofo, matematico e cientista francés, considerado um dos
principais pensadores da Histéria. Conhecido como o pai da filosofia moderna, Descartes é conhecido
por ter desenvolvido a geometria analitica, a qual usou conceitos de dlgebra para descrever a geometria.
Albert Girard (1595 - 1632) matemético francés, conhecido por suas contribui¢des a dlgebra, tendo
sido pioneiro na introdugdo e desenvolvimento de ideias algébricas e no avango da notacdo matemadtica.
Rafael Bombelli (1526 - 1572) foi um matematico italiano notdvel por suas contribui¢des a 4lgebra,
em particular no campo dos nimeros complexos.
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compartilhasse sua solu¢do sob a promessa de que ndo a publicaria. Tartaglia cedeu, mas
Cardano eventualmente quebrou sua promessa, incluindo a solu¢do em seu livro Ars Magna em
1545, juntamente com a solu¢do de equagdes de quarto grau de seu aluno, Ludovico Ferrari.
Tartaglia ficou enfurecido com a quebra da promessa, o que levou a uma disputa amarga entre 0s

dois.

Além de seu trabalho em equacdes, Tartaglia fez contribuicdes significativas para a
trigonometria e foi um dos primeiros a aplicar a matematica ao estudo da trajetdria de projéteis,
um campo que mais tarde se tornaria a balistica. Seu livro Nova Scientia, de 1537, que discute

estas questdes, é considerado um dos primeiros trabalhos sobre a mecanica do movimento.

Com a resolucao de equagdes cubicas, o desafio se voltou para as quarticas. Nesse sentido,
Ludovico Ferrari, que havia sido aluno de Cardano, foi responsavel por um marco significativo: a
resolu¢do da equacgdo qudrtica. Seu método foi incorporado ao Ars Magna, de Cardano, elevando

Ferrari a uma posicao de destaque na historia da dlgebra.

Francois Viete, matemadtico francés, contribuiu substancialmente para a dlgebra simbdlica
e deu importantes passos em dire¢do a uma formulacdo mais geral de solucdes para equagdes

polinomiais. Sua abordagem representou um avango na abstragao algébrica.

René Descartes e Albert Girard também tiveram contribui¢cdes notaveis: Descartes €
conhecido por seu trabalho na geometria analitica, que estabeleceu a base para a solugdo algébrica
de problemas geométricos; Girard fez avancos na teoria das equacdes, formulando pela primeira
vez a regra que o ndmero de solugdes reais de uma equagdo polinomial é no maximo igual ao
seu grau — que no Brasil é conhecida por Relagcoes de Girard, enquanto em outros paises é

creditada, indevidamente, a Viete.

Ocorre que, apesar de as formulas resolutivas para equacoes de terceiro e quarto graus
terem sido descobertas, em alguns casos as solucdes obtidas pareciam ndo fazer sentido. Um

exemplo disso é dado pela cubica

X —15x—4=0.

Por simples verificacdo, observa-se que x = 4 € uma raiz para tal equacdo. Entretanto, ao

se aplicar a Férmula de Cardano, obtém-se:

x= 2+ V=131 + {2 - V=121,

0 que aparentemente nao faz sentido, haja vista que no conjunto dos nimeros reais, nao existe

raiz quadrada de nimero negativo.

Bombelli, diante dessa situagdo, simplesmente realizou operacdes com tais nimeros
como se fossem reais. E chegou a conclusdes que possibilitou a aceitagdo de tais nimeros,

denominados imagindrios, dando origem ao estudo de tal conjunto, denominado complexo, cuja
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teoria foi posteriormente desenvolvida por Euler’>.

O panorama da Matematica apresentado aqui ndo tem a pretensao de contemplar todos
0s principais matematicos de cada periodo e respectivas obras, o que seria invidvel do ponto
de vista pratico e fugiria ao objetivo deste trabalho, mas sim apresentar uma contextualiza¢ao
histérica que possibilite ao leitor ter uma breve descri¢do biogréfica. Nesse sentido, informacdes
mais detalhadas podem ser obtidas nas seguintes referéncias: Roque (2012), Boyer e Merzbach
(2019) e Eves (2004).

32 Leonhard Euler (1707 - 1783) matemdtico e fisico suico, considerado um dos mais prolificos e
influentes matematicos da histéria. Euler fez contribui¢cdes fundamentais em diversas dreas, como
geometria, célculo, trigonometria, lgebra, teoria dos nimeros e fisica.
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CAPITULO

EQUACOES ALGEBRICAS

3.1 A Histéria das Equacoes

Segundo Crease (2011, p. 7), “a primeira equagdo que a maioria de nds aprende € o

sindnimo de simplicidade: 141 =2".

Na referida obra, o autor comenta que a palavra latina aequare significa “tornar plano”

ou “tornar nivelado”. Muitas palavras em portugués vém dessa raiz, dentre as quais podemos

citar: adequar, equidade, igualdade, equilibrio, igualitario, equivaléncia e equivoco.

Nesse sentido, a palavra “equacdo” significava, em principio, “separar em grupos iguais”.

Um exemplo seria a palavra “equador” — que € uma linha imagindria, inventada por gedgrafos,

que separa a Terra em duas partes iguais.”

“Os primeiros seres humanos viviam sem equacdes € ndo precisavam
delas. Ndo havia equagdes no Jardim do Eden, nem na Arvore do Co-
nhecimento. Ndo havia equagdes no paraiso sumério de Dilmun, nem
tampouco no Ovo Césmico que alguns chineses acreditam ter sido usado
por P’an Ku para dar origem ao mundo, ou em qualquer dos outros
lugares descritos nos mitos de criagdo. Os seres humanos nem tinham o
conceito de equacio. Este conceito € uma inven¢do humana, resultado de
nossos esforcos para dar sentido ao mundo. E mais: os homens nio acor-
daram certo dia e de repente decidiram que iriam inventar as equagdes.
A necessidade foi surgindo ao longo do tempo, e o conceito de equacao,
no sentido técnico-cientifico, s6 apareceu muito mais tarde na histéria.”
(CREASE, 2011, p. 8)

Segundo Cohen (2005), os nimeros e a contagem se tornaram importantes para os homens

uma vez que tais conceitos eram utilizados por comerciantes, por exemplo, em inventarios,

financas e orcamentos. Autoridades religiosas utilizavam numeros para contar os anos, as

estacdes e ocasides especiais — tais como nascimentos, mortes e casamentos. Os governos, por
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sua vez, utilizavam nimeros em censos, pesquisas e cobrangas de impostos. Essa necessidade de

registrar nimeros motivou a criacao de simbolos para representar quantidades.

No século IIT a.E.C. , o matemitico grego Diofanto! utilizou simbolos para representar
quantidades desconhecidas e providenciou algumas regras para lidar com essas quantidades,

incluindo a subtragdo e adi¢do.

Ele mostrou ndo somente como utilizar simbolos para representar um nimero desconhe-
cido de modo que este niimero pudesse ser descoberto a partir de outras quantidades conhecidas,
que € chamado de equagdo determinada, mas também como os simbolos podiam descrever algo

com um conjunto infinito de solu¢des, chamado de equagdo indeterminada ou diofantina.

Até Galileu? e Newton® expressaram seus importantes resultados em palavras, e nio com
as equacdes que hoje sdo familiares a qualquer estudante de ciéncias. Isso porque até o século
XVIII os cientistas naturais ndo haviam tornado rotineira a pratica de expressar suas conclusdes

na forma de equacdes como as conhecemos hoje.

A seguir, iremos caracterizar as equacOes polinomiais de grau até quarto, assim como
apresentar as respectivas formulas resolutivas, tendo por referéncias Lima et al. (1997) e Stewart
(2022).

3.2 A Equacao de 1° Grau

Definicao 3.2.1. Uma equacgdo do primeiro grau é do tipo

ax+b:07 (321)

em que a e b sdo reais e a # 0.

Para encontrar a raiz da equagdo do primeiro grau, basta encontrar um modo de se “isolar”

a varidvel x, o que pode ser feito por meio das seguintes operacdes algébricas.

b
(ax+b)—b=0-b <= ax+[b+(-b)|=—b < ax+0=—b < ax=—-b. .x=——.
a

. . b
Portanto, a solu¢do de uma equacgdo do primeiro grau é dada por x = ——.
a

' Diofanto de Alexandria viveu no século III a.E.C. e foi um matemadtico grego e é considerado por

muitos como “o pai da dlgebra”. Desempenhou nessa area papel semelhante ao que Euclides (360-295
a.E.C.) teve na Geometria e Ptolomeu (85-165 E.C.) teve na Astronomia.

Galileu Galilei (1564—-1642), foi um astrénomo, fisico e engenheiro italiano, considerado o “pai da
astronomia observacional”, “pai da fisica moderna”, “pai do método cientifico” e “pai da ciéncia
moderna”

Sir Isaac Newton (1642—-1727) foi um matemdtico, fisico, astronomo e tedlogo inglés, reconhecido

como um dos cientistas mais influentes de todos os tempos.
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3.3 A Equacao de 2° Grau

Definicao 3.3.1. Uma equacgao do segundo grau é do tipo

ax*+bx+c=0, (3.3.1)

em que a, b e ¢ sdo reais e a # 0.

Para determinar as raizes de 3.3.1, podemos considerar o trindmio:
b c
ax*+bx+c=a (x2—|— - x4+ -
a a

b c .
Como a # 0 entdo x> + = x+ — = 0. Dai, observando-se que as duas primeiras parcelas
a a

2
da soma de dentro dos parénteses sdo as mesmas do desenvolvimento de (x + 2—) , podemos
a

2 2
) b b .
somar e subtrair o termo (2— = 47 no primeiro membro e escrever:
a a

b b\%| ¢ B2
2 _— _— —_—— =
42 <2a) X+ (261) ]+a 4a? 0

ou seja,

N b\1> b2 —dac
X — = —
2a 4a?

Ao numerador do lado direito da equagdo, dd-se o nome de “discriminante” — denotando-
o por A — de uma equacdo de segundo grau. Assim, fazendo-se A = b? — 4ac e extraindo-se as

raizes quadradas de ambos os lados, temos:

b [ A
T
e 2a 4a?
Portanto, as raizes da equacdo 3.3.1 sdo dadas por:

_ —bEVA

P (3.3.2)

X

Ha trés possibilidades para o discriminante:

e Se A < 0, entdo a equacdo ndo possui raizes reais (ou seja, possui raizes complexas

conjugadas*);
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e Se A =0, entdo a equagdo possui uma unica raiz real; e

e Se A > 0, entdo a equagdo possui duas raizes reais e distintas;

3.4 A Equacao de 3° Grau

Definicao 3.4.1. Uma equacdo do ferceiro grau é do tipo

axX’ +bx*+cx+d=0, (3.4.1)

em que a, b, ¢ e d sdo reais e a # 0.

Para determinar uma raiz de 3.4.1, faremos a substituicdo x = y+h, com y e h reais.

Assim, podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

a(y+h)?+b(y+h)?+c(y+h)+d=0

Desenvolvendo a expressao e agrupando os termos segundo as poténcias de y, temos:

ay’ + (3ah + b)y* + (3ah® 4+ 2bh +¢)y + (ah® + bh* + ch+d) =0

Uma maneira de se resolver equagdes € reduzir o problema a um outro cuja solugdo
seja conhecida. Nesse sentido, ao fazer a substituicdo & = 35 eliminamos o termo em y2,
a

reduzindo o problema a uma equacio do tipo y* + py+¢ = 0, sendo p e g reais.

Dessa forma, teremos:

b\* b b\’ b\* b
- - —— - - d
o) 2 () oo () o () ()
Simplificando e dividindo ambos os lados da equacédo por a # 0, temos:

s (ST (2 ke 4y
Y a 3d? Y 2743 3da2 a)

§ uma equagio do tipo y* 4 py+¢ = 0, em que c b o 20> bc d
ue é u —o, _c b |
! q? ey T W= 321" 213 " 32 " 4

Uma forma de resolver a equago y> 4 py + ¢ = 0 é fazer a substituicio y = z — 3£
Z

Assim, teremos:
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3
p p
_ £ _ £ =0
<z 3z> +p<z 3z> +q

Expandindo o termo ao cubo,

2 3 2
3 2( P p p p
—3z° | = 32l = — | == - = =0
[Z ¢ (3Z)+ Z<3z) (3z) HLS 3z+q
Simplificando,
2 3 2
3 P P 4
— LI —— =0
TR Ty Ty e
Dai,
5 3
——=+g=0 342
Y +q (3.4.2)

Multiplicando-se ambos os lados da equacdo por z°, temos:

3
6 3 P
— =0
Z t+qz >7 ,

que, apés a substituicio z> = ¢, torna-se uma equacio quadrética na varidvel ¢ dada por:

2 P3
t t—— = 4.
+q 7 0 (3.4.3)

que pode ser resolvida por meio da aplicacao da férmula resolutiva para equagdes do segundo

grau apresentada em 3.3.2.

Desse modo, as raizes da equagdo 3.4.3 sdo dadas por:

S R(ORI0)

Ao radicando do lado direito da equagdo, dd-se o nome de “discriminante” — denotando-
2 3
0 por A — de uma equacdo de terceiro grau. Assim, fazendo-se A = (%) + (%) , temos trés

possibilidades para o discriminante:

e Se A > 0, entdo a equagdo possui trés raizes reais distintas;
e Se A =0, entdo a equagdo possui raizes reais multiplas; e

e Se A <0, entdo a equagdo possui uma raiz real e duas complexas conjugadas;
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Como t = 72,

Dessa forma, como y> + py+g =0

yzi/_g_\/mﬁ/_gﬂ/w (3.4.4)

é uma solucio da equacio reduzida y* + py +¢ = 0.

Exemplo 3.4.1. Reduzir a equagdo cubica:
3,2, 1
—2x" +x +§x—6 =0.

Solugdo:
Para resolvé-la, devemos transforma-la em uma equagio reduzida do tipo y* + py+¢ = 0.

Assim, dividindo-se todos os termos por —2, que é o coeficiente de x>, para tornar o

coeficiente lider igual a 1, temos:

1 1
x3—§x2—6x—|—3:0.

O passo seguinte € eliminar o termo quadrdtico. Dai, fazemos x =y + %:

+131 +121 L TP
YT 2\ "6 6\" "6 =

obtendo a forma reduzida da equagio cibica y® + py + ¢ = 0, para os quais obtemos os valores

B 1e 27
P=74%17 3o
Alternativamente, poderiamos ter obtido a forma reduzida da equagdo utilizando o fato
de que
e v 13 12 1 11
P=a™ 327 227 3(22 " 6 127 4
e
2 be d_ 2(1° L3 =62 13 . 1 1 . 80
=273 3a2 " a 27(—2)3 3(—2)2 2 —216 12 0 108 36~ 27

Agora a equacdo pode ser resolvida aplicando-se a férmula apresentada em 3.4.4.
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3.5 A Equacao de 4° Grau

Definicao 3.5.1. Uma equacgdo do quarto grau é do tipo

ax*+bx+cx*+dx+e=0, (3.5.1)

emque a, b, ¢, d e e sdo reais e a # 0.

Para determinar uma raiz de 3.5.1, faremos a substitui¢do x = y+ h, com y e h reais.

Assim, podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

a(y+h)*+b(y+h)’+cly+h)?+dy+h)+e=0

Desenvolvendo a expressao e agrupando os termos segundo as poténcias de y, temos:

ay* + (4ah+b)y’ + (6ah* 4 3bh+c)y* + (4ah> + 3bh* + 2ch+d)y+ (ah* + bh® + ch* + dh+¢) =0

Uma maneira de se resolver equacgdes € reduzir o problema a um outro cuja solugdo
seja conhecida. Nesse sentido, ao fazer a substituicdo i = 1 eliminamos o termo em y>,
a

reduzindo o problema a uma equacio do tipo y* + py? + gy +r = 0, sendo p, g e r reais.

Dessa forma, teremos:

ay* + |:4Cl (—%) + b)] ¥+

+ y+
b\* b\’ b\* b

—— b —— - dl ——— =0

o) v Ca) vela) wo(a) o

Simplificando e dividindo ambos os lados da equacdo por a # 0, temos:
i 3b2+c 2 b’ be (dY\ . 3p* +b2c db e\ _,
Y 82 a)’ 83 242 " a)’ 256a* 1643 4a2  a)

¢ ~ . 4 2 3b2 C b3 bc d
que é uma equacdo do tipo y* + py“ +gy+r=0,emque p=———+—-,¢g=—-c5— =5 +—
8a2 a 8a’ 2a% a

3b* N b*c db Le
256a* 1643 4a?> a’

er=
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Uma forma de resolver a equacio y* 4 py? + gy +r = 0 é escrevé-la de modo que:

YAy gy tr= 0y +u)(yr —ty+v),

com t, u € v reais.

Assim, teremos:

Vi py? Fayr =yt (v —2)y (v )ty +uv
Logo, como os coeficientes devem ser iguais, escrevemos:
u+v—r>= p

(v—ut=gq

uv=r

. ~ . . r 7
Da terceira equagdo do sistema acima, temos que v = —. Dai,
u

r
u+——t2:p

u
r
(aw)r=1
u

Ou seja,

w?—u(t*+p)+r=0

u2+u<%>t—r:O

Em ambos os casos, tem-se uma equagdo do segundo grau na varidvel u. Logo, aplicando-

se a formula dada em 3.3.2, tem-se:

(P +p) V(2 +p)>—4r

2
e
2
—g:I: (?) +4r
u= >
Assim,
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Elevando-se ambos os membros ao quadrado, temos:

2 2
t* +2pt* +2qt + (jl—z—f—pz—i—%) =

={<g>2+4r]—2[ <%]>2+4r (2+p)?2—4r| + [(1*+ p)* —4r]

Ap06s simplificagdes, escrevemos:

oot [ ] s

Elevando-se novamente ambos os membros ao quadrado e simplificando, obtemos:

t6+2pt4—l— ([)2—4r)t2 —q2 =0,

que por meio da substituicio 1> = k se torna uma equagio ciibica, que pode ser resolvida segundo

a secao anterior.

3.6 Equacoes de 5° Grau em diante

Para descobrir se uma equagdo genérica de grau maior ou igual a cinco é solivel
algebricamente — ou seja, por meio de um nimero finito de operacdes de soma, subtracao,
multiplicagdo, divisdo, potenciacdo inteira e radiciacdo aplicadas a seus coeficientes —, Garbi
(2009, p. 175) menciona que, na maioria dos casos, faz-se necessario aplicar conceitos de Teoria
de Grupos, que sdo considerados avancados para o publico geral. Entretanto, hd uma infinidade
de casos particulares em que € possivel resolver uma equagao polinomial, independentemente do

grau.

O teorema a seguir trata de um desses casos.

Teorema 3.6.1. (das Raizes Racionais) Se um niimero racional N/D, com N e D primos entre
si, € raiz da equacao polinomial de coeficientes inteiros a, x" + a; e ta, x+a, =0,

entdo a, € divisivel por D e a, € divisivel por N.

Demonstracdo. Dado que N/D é uma fragéo irredutivel e raiz da referida equacéo, entdao

N\" N\ N
() +a(5) +oran (5) ra=o

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo por D", tem-se:



58 Capitulo 3. Equacgoes Algébricas

ayN"+ayDN" '+ +a,_ D" 'N+a,D"=0

Pondo-se N em evidéncia e subtraindo-se a,D" de ambos os lados da equagdo, tem-se:

N(aoN"'+ay DN *+---+a,_ 1 D" ') = —a, D"

Como o lado esquerdo da igualdade € divisivel por N, entdo o lado direito também o serd.
Uma vez que D" ndo pode ser divisivel por N — pois por hipétese N e D sdo primos entre si —,

entdo a, deve ser divisivel por N.

Por outro lado, pode-se reescrever a mesma igualdade da seguinte maneira:

D(aiN*'+a DN"?+---+a, 1 D" *N+a, D" ') = —a, N"

Outrossim, como N e D sdo primos entre si, entdo a, € divisivel por D e, desse modo, o

teorema esta demonstrado.

]

Algumas consequéncias importantes deste teorema sao:

Corolario 3.6.1. Toda equacdo polinomial de coeficientes inteiros cujos coeficientes do termo

de maior grau seja igual a um, se possuir raizes racionais, serdo todas inteiras.

Demonstragdo. Para provar que toda equacao polinomial de coeficientes inteiros, cujo coefici-
ente do termo de maior grau € igual a um e que possui raizes racionais, terd todas as raizes como

numeros inteiros, podemos usar o Teorema das Raizes Racionais.

Suponha que tenhamos uma equacao polinomial de grau n com coeficientes inteiros e
que possua rafzes racionais. Podemos escrever a equagio como p(x) = a,x" 4+ a,_1x" ' .-+

aix+ag =0, em que a, € o coeficiente do termo de maior grau e a,,a,—_1,...,dp SA0 inteiros.

Se r é uma raiz racional da equagdo p(x) =0, entdo p(r) =0er= B, onde p e g sdo
q

inteiros primos entre si.

Pelo Teorema das Raizes Racionais, se r é raiz racional da equacao, entdo ¢ divide
a, — que é o coeficiente do termo de maior grau —, e p divide o termo independente ag. Por
conseguine, r deve ser um nimero inteiro. Logo, como r € uma raiz arbitraria, entdo todas as

raizes racionais sao numeros inteiros.

Portanto, se uma equacao polinomial de coeficientes inteiros — cujo coeficiente do termo
de maior grau € igual a um — possui raizes racionais, entdo resta demonstrado que todas as

raizes sdo numeros inteiros. ]
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Corolario 3.6.2. Uma equagio polinomial de coeficientes inteiros cujo coeficiente de maior
grau seja diferente de um — depois de estarem todos os coeficientes divididos por seu mdximo

divisor comum — nao pode ter somente raizes inteiras.
Demonstragdo. Seja o polindmio p dado por P(x) = a,x" +a,_1xX"~ ' +... +ajx+ag, em que
an € o coeficiente de maior grau, e a; sdo coeficientes inteiros para 0 <i < n.

Se dividirmos todos os coeficientes pelo maximo divisor comum (MDC) de todos os

coeficientes, obtemos a seguinte equagdo polinomial:

Ox)=—x"+——x" "+...+—x+—
() d d d d’
em que d € o maximo divisor comum de a,, a,—1, ..., ag.

Agora, vamos supor que o polindmio P tenha uma raiz inteira r. Isso significa que

P(r) = 0. Substituindo-se na equagio, tem-se a, "' +a,_1 "' +...4aj r+ag = 0.

Dividindo-se ambos os lados da equagao pelo méaximo divisor comum d # 0 elevado a

poténcia do grau do polindmio, tem-se:

Gnony Gn-t U S
R R

Dessa forma, todos os termos da equagdo acima sdo fracdes com denominador d, o que

significa que sdo inteiros. Ou seja, r € uma raiz de Q(x).

No entanto, isso contradiz a condi¢do inicial de que todos os coeficientes de Q(x) sdo

inteiros e a, /d é diferente de 1.

Portanto, chegamos a concluséo de que P(x) ndo pode ter somente raizes inteiras quando

seus coeficientes sdo divididos pelo maximo divisor comum.

]

Corolario 3.6.3. Toda raiz inteira de uma equacio polinomial de coeficientes inteiros € divisor

do termo independente.

Demonstracdo. Seja o polindmio P com coeficientes inteiros tal que P(x) = a,x" + ap_1xX" 1+
...+ ayx+a,. Seja r uma raiz inteira dessa equacdo, ou seja, P(r) = 0. Logo, podemos escrever
an " +ay_1 '+, . 4+a r+a,=0.

Isolando-se o termo a, na equagdo, temos a, = —a, ' —a,— el —ayr

Dado que cada termo do lado direito da equacdo € um multiplo de r — pois r € uma raiz

da equacdo —, podemos fatorar r do lado direito e reescrever a igualdade do seguinte modo:

a, =r (—ap g, r”’z—...—al)
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Como a, € igual a r multiplicado por um termo inteiro, entdo toda raiz inteira r de uma

equacgdo polinomial de coeficientes inteiros € um divisor do termo independente a,.

]

A seguir, apresentaremos um tipo de equacao polinomial particularmente interessante,

denominado equacdes reciprocas.

Definicao 3.6.1. Uma equacao reciproca é uma equagdo em que os coeficientes do polindmio
sdo substituidos por seus inversos multiplicativos. A forma geral de uma equagdo reciproca de
grau n é:

apX" +a, 1 X'+ taixtag=0

A equagdo reciproca correspondente terd a seguinte forma:

1 1 1 1
— X — =3+ —=0
an ap- ar”  a

Para que uma equacio seja equivalente a sua reciproca, € necessdrio e suficiente que

a a1 4y a4 _an—Z_an—l_a_n_k
an an—1 an-2 an—i az aj ao
a() al’l ~ a()
Desse modo, se — = — =k, entdo a% = aﬁ. Logo,a, =+a,e —=+1=k.
an ao ay
Para fins didéticos, serd feita a distin¢c@o entre os casos k = 1 e k = —1, que serdo

denominados de primeira e segunda espécie, respectivamente.

Assim, com base na definicdo 3.6.1, obtemos os seguintes coroldrios:

Corolario 3.6.4. Toda reciproca de primeira espécie e grau impar admite —1 como raiz, que

pode eventualmente ser uma raiz multipla.

Demonstragdo. De fato, pois uma equacao reciproca de primeira espécie e grau impar pode ser
escrita como
ap X o P +ar P v P tax+a, =0
Tomando-se x = —1, resta demonstrado que o polindmio se anula. ]

Corolario 3.6.5. Toda reciproca de segunda espécie e grau par admite +1 e —1 como raizes,

que podem eventualmente serem raizes multiplas.
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Demonstragdo. De fato, pois uma equagdo reciproca de segunda espécie e grau par pode ser
escrita como

2p—1

ao x°P 4ay x +ar x4~ —ayx—a, =0

Tomando-se x = 1 ou x = —1, resta demonstrado que o polindmio se anula. [

Corolario 3.6.6. Toda reciproca de segunda espécie e grau impar admite +1 como raiz, que

pode eventualmente ser uma raiz multipla.

Demonstragdo. De fato, pois uma equacao reciproca de segunda espécie e grau impar pode ser

escrita como

ao X ra Pt ay P b~ —ayx—a, =0
Tomando-se x = 1, resta demonstrado que o polindmio se anula. [

Diferentemente dos trés casos apresentados acima, € importante destacar que nao se pode
afirmar — em relagdo as equagdes reciprocas de primeira espécie e grau par — que +1 ou —1

sejam as raizes. De fato, ha casos em que isso acontece, mas ndo se pode generalizi-los.

Segundo Garbi (2009, p. 178), um exemplo de equacdo de primeira espécie e grau par
pode ser dado pela equacio 4x* — 5x° + 7x* — 5x + 4 = 0. Dividindo-se ambos os membros da

igualdade por x?, tem-se 4x> —5x+7 — = + — = 0. Assim, podemos reescrever a equagdo da
X X

1 1
4(x2+)?> —5(x+;)+720.

1 1
Tomando-se x + — = y, temos que x>+ - = y? —2. Assim, 4(y*> —2) —5y+7 = 0.
x X

seguinte maneira:

Ou seja, 4y*> — 5y — 1 = 0. Aplicando-se a férmula resolutiva para equacdes do segundo grau,

5441

concluimos que y =

8
1 5++v41 S5+v4l

Desse modo, x+ — = —g Logo, x> — T) x+1 =0, equagdo quadratica
x

com discriminante positivo, ou seja, sua resolugdo fornece as quatro raizes para a equagao

original.

De forma andloga, equacdes reciprocas de primeira espécie e grau par podem ser resolvi-

das algebricamente, bastando lembrar que:
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. 1 1\* 1\?
X+ =(x+-) -4 |\x+-) +2
.X4 X X

Isso mostra que, embora Abel e Galois tenham demonstrado que equagdes polinomiais
de grau maior ou igual a cinco ndo possuem uma solugdo geral, ha casos particulares em que é

possivel resolver uma equacao polinomial de forma algébrica.
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CAPITULO

NOCOES GERAIS

4.1 Grupos

O desenvolvimento formal do conceito de grupo comegou no inicio do século XIX.

Enquanto varias estruturas que agora reconhecemos como grupos foram usadas impli-
citamente por matemdticos como Lagrange! e Gauss?, foi Evariste Galois quem, na década de
1830, primeiro comegou a usar grupos de uma maneira que reconhecemos hoje, particularmente
em seu estudo das raizes das equagdes polinomiais, levando ao desenvolvimento da Teoria de

Galois.

O trabalho de Galois foi fundamental para estabelecer a conexdo entre a teoria dos
grupos e a teoria das equagdes algébricas, mostrando como as propriedades dos grupos podem

determinar a solubilidade de equag¢des polinomiais em radicais.

Ao longo do século XIX e inicio do século XX, a teoria dos grupos foi formalizada e

Joseph-Louis Lagrange (1736-—1813) foi um matematico e astrbnomo italo-francés, reconhecido como
uma das figuras mais importantes da matemaética do século XVIII, com contribuicdes em diversos
campos, incluindo a andlise matematica, teoria dos nimeros, teoria das equacdes e mecanica celeste.
Carl Friedrich Gauss (1777-—1855) foi um matematico, astrénomo e fisico alemao, frequentemente
chamado de Principe dos Matemdticos devido as suas notdveis contribui¢cdes para muitas dreas da
matemadtica e da ciéncia. Prodigio matematico desde a infincia, algumas de suas descobertas mais
significativas foram feitas ainda e sua juventude. Gauss fez contribui¢des fundamentais em teoria dos
nimeros, incluindo sua obra Disquisitiones Arithmeticae. Também € conhecido por seus trabalhos
em andlise, geometria diferencial, geodésia, magnetismo, astronomia e Optica. Entre suas descobertas
mais famosas, estd o Teorema Fundamental da Algebra, que afirma que todo polindmio nio constante
tem pelo menos uma raiz complexa. Na matematica, o Método de Gauss para solucionar sistemas
lineares e a Distribuicdo Normal (ou Curva de Gauss) na estatistica sdo apenas dois exemplos de sua
influéncia. Na astronomia, Gauss contribuiu para a teoria do movimento planetario e foi o primeiro a
calcular a 6rbita do asteroide Ceres. Sua influéncia estende-se por muitas dreas da matemadtica e da
ciéncia, sendo lembrado como um dos maiores matematicos de todos os tempos.
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expandida por matematicos como Augustin-Louis Cauchy?, Arthur Cayley* e Felix Klein®.

Neste secdo, apresentaremos o conceito de Grupos e algumas de suas propriedades
seguindo Martin (2010, p. 3).

Um grupo consiste num conjunto ndo vazio G munido de uma operacao bindria U :

G X G — G, denotada simplesmente

(a,b) eGx G a-beQG,

que satisfaz os seguintes axiomas:

Gl. (ab)c = a(bc) (lei associativa);
G2. Jee Gtalquee-a=a,Va € G (elemento neutro);
G3. Vae G,dbe Gtalque b-a =e (elemento inverso).

A fim de simplificar a notagdo, escreveremos ab em vez de a - b que, por sua vez, ja € a

simplificagdo de u(a,b).

Alguns grupos possuem uma propriedade adicional: a operagdo bindria comutativa. Isso
significa que ab = ba, para quaisquer a,b € G. Nesse caso, ¢ comum o emprego da notacio

aditiva

(a,b) eGxG—~a+beG

para a operagdo bindria.

Na notacdo aditiva, a identidade e é geralmente denotada por O e chamada de elemento

neutro. Denotamos por —a o inverso aditivo de a € chamado de oposto de a.

Exemplo 4.1.1. Alguns exemplos de grupos:

3 Augustin-Louis Cauchy (1789—1857) foi um matematico francés cujas contribui¢des tiveram um

impacto profundo em varias dreas da matematica e da fisica tedrica. Conhecido pelo importante
Teorema do Residuo em anélise complexa, tem seu nome vinculado a diversos conceitos, tais como
sequéncias de Cauchy, critérios de Cauchy, e a integral de Cauchy. Suas obras abordam mais de 800
artigos e livros, tornando-o um dos matematicos mais produtivos e influentes do século XIX.

Arthur Cayley (1821—1895) foi um matematico britanico, conhecido por seus trabalhos fundamentais
em dlgebra, geometria, teoria dos nimeros, e teoria dos grupos. Pioneiro na criacio da dlgebra matricial,
notabilizou-se também por suas contribui¢des a teoria dos grupos abstratos.

Felix Klein (1849—1925) foi um matematico alemao notdvel por suas contribui¢des em teoria dos
grupos e geometria diferencial. Notabilizou-se pela formulacdo do Programa de Erlangen, em 1872,
que propds uma nova maneira de organizar e classificar a geometria com base nos conceitos de grupos
de simetria, influenciando o desenvolvimento tanto da geometria quanto da 4dlgebra. Teve importantes
contribuicdes também em dreas como a teoria das fungdes, equagdes diferenciais e fisica matematica.
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. Os ndmeros inteiros Z com a operagao de soma; ou ainda Q, R ou C — também com a

operacdo de soma.
. O anel Z,, das classes residuais médulo n, com a operacao de soma.

. O conjunto A* dos elementos invertiveis de um anel (A, + , - ), com a operagdo de produto

do anel. Em particular Q*, R* ou C* com a operacdo de multiplicacio.

. (O grupo linear). O conjunto GL,(K) das matrizes quadradas de ordem n invertiveis, com
entradas em um corpo K (por exemplo, K = C, R, Q ou Z, com p um nimero primo), com
o produto usual de matrizes. O elemento neutro € a matriz identidade. Esse € o grupo dos
elementos invertiveis do anel (M,(K), + , - ) formado por todas as matrizes quadradas de

ordem n com operacdo usual de soma e multiplicacdo de matrizes.
. O conjunto S; dos nimeros complexos z com médulo | z |= 1, com a operagdo de produto.

. O conjunto GL(V) formado pelas transformagdes lineares invertiveis de um espago vetorial

V em si mesmo, com a operacdo de composi¢ao de funcdes. O elemento neutro € a funcdo

identidade.

Lema 4.1.1. (Associatividade Generalizada)

Seja g1, - - - g, uma lista ordenada com n > 3 elementos de um grupo G. Entdo podemos

inserir parénteses no produto gg» - - - g», do modo que quisermos, sem alterar o resultado.

Demonstracdo. Vamos provar por indu¢cdo em n. Para n = 3, o lema se reduz ao axioma G1 da

defini¢do de grupo. Seja n > 3 e suponhamos que o resultado seja vélido para qualquer lista com

menos do que n elementos. Suponhamos que o produto tenha sido feito de modo a resultar num

produto final de dois fatores:

(gl 32"'gr)(gr+l 8r+2° " gn)a

onde os parénteses intermedidrios foram retirados em virtude da hipétese de indugdo. Seja

(8182---85)(8s+1 842" &n)s

um outro resultado final de dois fatores, advindo de outra distribui¢ao de parénteses. Podemos

supor que r < 5. Se r = s ndo hd nada a provar. Se r < s podemos escrever:

(gl "‘gs>(gs+l gn) = ((gl "'gr)(gr—H "'gs)>(gs+l gn)

(81-8&r)(8re1°--85) (8541 &n)
= (gl"'gr)(gr+1"'gn)»

o que conclui a demonstrac¢do do lema.
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Um outro lema importante € o apresentado a seguir:

Lema 4.1.2. Sejam a, b, c elementos quaisquer de um grupo G, cuja identidade € e. Valem as

propriedades:

(a) Se ab = ac entido b = c.

(b) Se aa =aentioa =e.

(c) Se ba = e entdo ab = e.

(d) ae=ea=a

(e) Oelemento e € G € o tnico que verifica G2.

(f) Dado a € G existe um unico b € G que verifica G3.

Demonstracdo. Seja g € G tal que ga = e. Entdo g(ab) = q(ac) e, portanto, (qa)b = (ga)c, ou

seja, eb = ec, o que implica b = c. Isso prova (a) e (b).

Para provar (c), seja z = ab. Entdo,

zz = (ab)(ab) = a(ba)b = aeb = ab = z,

e, assim, pelo item (b), z = e. Para o item (e), suponhamos que exista outro elemento ¢’ € G

verificando

da=a, VYacgG.
Entdo, em particular,e’e’ = ¢’ e, por (b), e = ¢’. Para o item (d), tomamos g € G verificando
ga = e. Entao,
ae = a(qa) = (aq)a = ea = a,

pelo item (c). Finalmente, se ba = ca = e, entdo

b =be = b(ca) = b(ac) = ec =c,

o que prova (f).

]

Ao lidarmos com os elementos de um grupo G € conveniente definirmos as poténcias de

um elemento a € G do seguinte modo:
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1. a° =e,
2. SeneZ,n>1,entdio a" = a" la,

3. Sen€Z,n>1,entioa " = (a~ )"

Com base nessa defini¢do, apresentamos o seguinte lema:

Lema 4.1.3. Se m,n € Z e a € G entao:

Demonstragdo. Considere um grupo G com um elemento a € G e inteiros m,n € Z. Demonstra-

remos que a”a" = a"™™" e (a™)" = a™" usando o principio da indugo finita.

Para n = 1, tempos que a"a' = a™a = a™*! , 0 que mostra que a igualdade é verdadeira.

No passo indutivo, seja a™a”" = a™*" para um n fixo. Entdo, para n+ 1, temos a"a"+! =

am(ana) — g"tng — a(m+n)+1 _ am+(n+1)'

2. (@™)" = @™ Paran = 1, a igualdade é verdadeira ja que (¢”")' = ™! = @™ . No passo
indutivo, seja (a™)" = a™" para um n dado. Entdo, para n+ 1, temos (a )”+1 (@™)'a™ =
a™gh — gmntm — gm (n—H) )

Portanto, a”a" = a™" e (a™)" = a™" para quaisquer a € G e inteiros m,n € Z.

]

Um grupo que particularmente nos interessa € o grupo das permutac¢oes de um con-
junto X: tomamos G = .¥/(X) o conjunto de todas as funcdes bijetoras ¢ : X — X, munido da
operagdo de composicdo de fungdes. Entdo .7 (X) é um grupo, o qual se denomina grupo de

permutagoes de X .

Se X for um conjunto finito com n elementos, denotamos .# (X)) simplesmente por .7,

o qual serd denominado de o grupo simétrico em n elementos.

Se X ={1,2,3,...,n} entdo um elemento f de .7, é uma funcao bijetora f : X — X que
pode ser descrita designando-se os valores que assume em cada inteiro de X:

f(1)=a1,f(2) =az, f(3) = as, ..., f(n) = a.

Alternativamente, podemos descrever essa permutagdo f por uma tabela:
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1 2 .. j .. n
a ay ... aj ... dap '

Nessa representacdo estd indicada a permutag@o que se pretende realizar, de modo que o

elemento que estd na posi¢ao ou ordem indicada por a; vai para a primeira posi¢ao, o que estd

na posicdo ou ordem indicada por a; vai para a segunda posi¢ao, e assim sucessivamente.

Assim, todas as permutagdes em .3 podem ser exibidas por essa forma:

3 1 23 1

3/J°\132)°\3
1 3 1 23 1 23
213)'\231)'\312)

3
Percebe-se assim que o ultimo elemento 31 2 > € obtido da permutacdo funda-

VR
p—
[\ I \O)
[\ TN \S)
— W
~

[\

[u—
—

mental (123), de modo que seu terceiro elemento (3) ocupe a primeira posi¢do, o primeiro

elemento (1) ocupe a segunda a posicdo e o segundo elemento (2) ocupe a terceira posi¢ao.

Subgrupos

Um subgrupo € um subconjunto de um grupo que forma um grupo com a operagao

herdada do grupo maior.

Neste secdo, apresentaremos o conceito de Subgrupos e algumas de suas propriedades
seguindo Martin (2010, p. 8).

Um subconjunto H de um grupo G ¢ dito um subgrupo de G se verificar:

S.1 H € ndo vazio.
S.2 Va,b € H,temos ab € H.

S.3 Yae H,temosa ! € H.

Usando a notacdo H < G para indicar que H é subgrupo de G, temos que os subgrupos

6bvios {e} < G e G < G de um grupo G sdo chamados de subgrupos triviais.

Lema 4.1.4. Se H e K sao subgrupos e um grupo G, entdo H N K € um subgrupo de G. Mais
geralmente, se {Hy } qca € uma familia qualquer de subgrupos de G, entdo a intersec¢do NHy, é

um subgrupo de G.
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Definicao 4.1.1. (de subgrupo gerado)

Se S é um subconjunto nao vazio de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por S,
denotado (S), por:

(S)=N{H:H<GeSCH}.
Assim, (S) é o menor subgrupo de G que contém o subconjunto S.

O lema 4.1.4 garante que (S) é um subgrupo de G e seus elementos podem ser escritos
explicitamente.

Lema 4.1.5. Se S € um subconjunto nao vazio de um grupo G, entdo

<S>={a1az---an:aj€S ou ajfl €S n>1}

Demonstragcdo. Na igualdade do enunciado, o subconjunto do lado direito € um subgrupo que

contém S, e, portanto, contém (S). A inclusdo oposta é clara. O]

Proposicao 4.1.1. Seja a um elemento de um grupo G. Entéo,

1. (@) ={---,a%,a" ' e,a,a® cdots}.

2

2. Se " = e, paracertom > 1 e {e,a,a®,---,a" '} forem disjuntos, entio

(a) = {e,a,az, e ,amfl}.

Nesse caso, a" = a” se, e somente se, n = p mod m, de onde a’ = e se, e somente se, m | 1.

Demonstragdo.

1. Basta tomar S = {a} no lema 4.1.5.

2. Dado que a" la = a" = e, temos que al=am 1, pela unicidade do inverso. Assim,

basta mostrar que todas as poténcias positivas a* estdo em {e,a,az, S ,am‘l}. Se k > m,
a divisio euclidiana fornece k = gm +r, com g,r € Ne 0 < r < m, de onde a* = a9’ =
(@™)9a" = a’. Portanto, (a) = {e,a,a®,---,a™ '}. Se a" = a” (podemos supor que n>p)
entdo a"'" P = e e, por hipétese, n — p > m. A divisdo euclidiana fornece n — p = gm—+r,

com 0 < r < m, obtemos a" = e, de onde r = 0, ou seja, n = p mod m.
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Definicao 4.1.2. (de subgrupo ciclico, de grupo ciclico, grupo finito e de ordem)

Um subgrupo G da forma (a) é chamado um subgrupo ciclico de G. Se G = (g) dizem
que G é um grupo ciclico. Um grupo G é dito um grupo finito se G, como conjunto, for um
conjunto finito. Nesse caso, o nimero de seus elementos é denotado por | G | e denominado a
ordem de G. Dizemos que a € G é um elemento de ordem finita se (a) for um grupo finito.

Nesse caso, o nimero | (a) | € chamado de a ordem de «a, e denotado por | a |.

Proposicao 4.1.2. Um grupo nao trivial G que sé possui como subgrupos os subgrupos triviais,

€ um grupo finito ciclico cuja ordem € um nimero primo.

Demonstracdo. Se g € G, com g # e, entdo, por hipétese, G = (g), o que prova que G € ciclico.
Se G ndo fosse finito, entdo H = (g2> seria um subgrupo nao trivial de G; portanto, G € finito.
Se|G|=k=Im,coml>1lem>1,pondoh=gl entioh+#eeh” =ecom?2 <|h|< mpela

proposicao 4.1.1. Como isso € impossivel, k € primo. [

Coclasses (ou Classes Laterais)

Definicao 4.1.3. (de coclasse a direita e a esquerda)

Se H € um subgrupo de um grupo G e x € G, o subconjunto de G

Hx={hx:he H}

¢ chamado de uma coclasse (a direita) de H em G. Analogamente, podemos definir

uma coclasse a esquerda de H em G.

Quando o conjunto das coclasses (a direita ou a esquerda) de H em G for finito, dizemos
que H é um subgrupo de indice finito em G, e o nimero de coclasses € chamado o indice de H

em G, e denotado por | G: H |.

Lema 4.1.6. Seja H um subgrupo de um grupo G e suponha que g;.g> € G. Entdo, as seguintes

proposi¢des sdo equivalentes:

1. ng:ng

-1 _ -1
2. Hg, =Hg,
3. g1H C goH
4. go e g1H

5. gflgz €H

Demonstragdo.
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(1) = (2)

Se g1H = g,H, entdo para cada gh € g\ H, existe um g/’ € g,H e vice-versa. Multipli-
cando a direita por g;l €8 ! respectivamente, obtemos H = g;l gHeH=g, lgH.

Portanto, Hgl_1 = ng_l.

* (2)=0)

Se Hgl_1 = ng_l, entao gl_1 e 82_1 estdo na mesma coclasse a esquerda de H. Logo,
g1H C goH.

e (3)—=(4)

Se g1H C goH, entdo g; € goH. Portanto, g> € g1H.

* (4)=05)

Se g» € g1H, entdo existe um & € H tal que g = g1h. Multiplicando por gl_l, temos
gflgz =heH.

e (5)—=()
Se g1 '¢2 € H, entdio para cada i’ € H, gah' = g1(g; 'g2h') € g1H. Portanto, g1 H = goH.
[

Teorema 4.1.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entdo:

(a) Todo elemento de G esta contido numa coclasse de H em G.

(b) Duas coclasses distintas nao possuem elementos em comum.

(c) Duas coclasses quaisquer possuem a mesma cardinalidade.

(d) Dois elementos x,y € G estdo na mesma coclasse de H se, e somente se, xy~ ! € H.

(e) O grupo G € particionado numa unido disjunta de coclasses de H.

Demonstragdo.

(a) Para qualquer g € G, definimos a coclasse esquerda gH. Como H € um subgrupo, ele

contém o elemento identidade e, e ge = g estd em gH.

(b) Suponha que gH e g’H tenham um elemento em comum. Entdo gh = g’h’ para algum

h,W € H, o que implica g = g’W’h~'. Como W'h~! € H, g e g’ estdo na mesma coclasse.

(c) Definimos uma bijecdo entre gH e g'H por f(gh) = g'h, que é injetiva e sobrejetiva, o que

mostra que as coclasses tém a mesma cardinalidade.
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(d) Sex ey estdo na mesma coclasse entdo xy~! € H. Além disso, x = gh e y = gh’ para algum

g€G,hW cHexy ! =ghh~! € H. Idem para a reciproca.

(e) Cada elemento de G estd em uma coclasse de H, coclasses distintas sdo disjuntas, e todos

os elementos de G estdo em alguma coclasse, formando uma particao de G.

[]

Se H € um subgrupo de um grupo G, € usual denotarmos o conjunto das coclasses de H

em G por G/H. Em consequéncia deste teorema, temos:

Teorema 4.1.8. (Lagrange) Se G € um grupo finito e H € um subgrupo de G entdo
|GI=IH[G:H|

Demonstracdo. Pelo item (e) do teorema 4.1.7, G é particionado em | G : H | coclasses distintas

e, pelo item (c), todas as coclasses possuem a mesma cardinalidade, a saber, | H | . [

Corolario 4.1.1. Se H é um subgrupo de um grupo finito G entdo a ordem de H divide a ordem
de G.

Demonstragdo. Considere G um grupo finito € H um subgrupo de G. Vamos demonstrar que a

ordem de H (denotada como |H|) divide a ordem de G (denotada como |G|).

Pela defini¢do de subgrupo, H contém pelo menos o elemento identidade de G, entdao
|H|> 1. Além disso, |H|< |G| pois H é um subconjunto de G.

O grupo G pode ser particionado em coclasses de H. Uma coclasse de H em G € um
conjunto da forma gH = {gh : h € H} para algum g € G. Pela propriedade de coclasses, todas
as coclasses de H em G tém a mesma cardinalidade, igual a ordem de H.

Sejam g1H,gH,...,g,H as coclasses distintas de H em G, em que n € Z € o nimero

total de coclasses. Entdo, G € a unido disjunta dessas coclasses:

G=g HUgHU...Ug,H.

A ordem de G € a soma das cardinalidades dessas coclasses. Como cada coclasse tem

|H| elementos, a ordem de G é n x |H|.

Portanto, |G|=n x |H|, o que implica que |H| divide |G|. Assim, a ordem de H divide a
ordem de G. [

Corolario 4.1.2. Um grupo finito de ordem prima p € ciclico e s6 possui os subgrupos triviais.

Demonstragcdo. Seja G um grupo finito de ordem p, sendo p um ndmero primo. Verifiquemos:
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e Que G é ciclico:
Seja g um elemento de G diferente da identidade e. Consideramos o subgrupo gerado por

g, denotado por (g). Por defini¢do, (g) contém todos os elementos da forma g" para n € Z.

Como G é finito, (g) também € finito. Entdo, deve existir um menor inteiro positivo 7 tal
que g" = e. Pela ordem de G ser p e p ser primo, a ordem de g deve ser p, caso contrério,
haveria um divisor de p menor que p e maior que 1, o que contradiz a hip6tese de que p é

primo. Portanto, (g) = G e G é ciclico.

e Que possui apenas subgrupos triviais:
Se H € um subgrupo de G, entdo a ordem de H divide a ordem de G (pelo teorema de
Lagrange). Mas os tnicos divisores de p s@o 1 e p, pois p € primo. Portanto, H deve ter
ordem 1 (sendo {e}) ou ordem p (sendo G). Assim, os tnicos subgrupos de G sdo os

subgrupos triviais.

Corolario 4.1.3. Num grupo finito G a ordem de qualquer elemento a € G divide | G |.

Demonstragdo. Considere G um grupo finito € a um elemento de G. Vamos demonstrar que a
ordem de a divide a ordem de G, denotada por |G|. Seja o(a) a ordem de a, definida como o
menor nimero inteiro positivo tal que a® (@) — ¢, sendo e o elemento neutro de G. Seja o subgrupo
de G gerado por a, denotado por (a). Este subgrupo consiste em todos os elementos da forma a”,
para n inteiro. De acordo com o teorema de Lagrange, a ordem de um subgrupo de G divide a

ordem de G. Dai, a ordem de (a), que é igual a o(a), divide |G|. Logo, o(a) divide |G]|. O

Corolario 4.1.4. Se G € um grupo finito de ordem m entdo para qualquer g € G temos que

8

"= e.
Demonstragdo. Consideremos um grupo finito G de ordem m. Demonstraremos que para qual-
quer elemento g € G, vale que g”" = e, onde e € o elemento neutro de G. Seja g um elemento
arbitrario de G. Pela teoria dos grupos, sabemos que a ordem de um elemento g, denotada por
0(g), é o menor nimero inteiro positivo tal que g°(®) = ¢. Pelo teorema de Lagrange, a ordem de
qualquer elemento de G divide a ordem do grupo, logo o(g) divide m. Isso implica que existe
um nimero inteiro k tal que m = k- o(g). Considerando a propriedade das poténcias em grupos,
temos g" = gh°(8) = (g°(8))k Mas sabemos que g°(8) = e, e portanto, (g°(8))k = ek = ¢. Assim,

para qualquer elemento g em G, 2" =e. [

Grupo Quociente

O conceito de grupo quociente emergiu no final do século XIX e inicio do século XX,

a medida que a teoria dos grupos se desenvolvia. Galois havia introduzido ideias relacionadas
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ao conceito em seus estudos de equacdes polinomiais, mas foram os trabalhos de matematicos
como Felix Klein e Sophus Lie® que solidificaram o conceito, especialmente no contexto dos

grupos de Lie e da geometria algébrica.

Definicao 4.1.4. (de Grupo Normal) Um subgrupo H de um grupo G é denominado normal em
G se uma — e, portanto, todas — das condicdes abaixo, que sdo equivalentes, forem satisfeitas

para todo x € G.

1. Hx =xH.
2. xHx ' =H.

3. xHx ' CH.

Escreveremos H <1 G para dizer que H € um subgrupo normal de G.

Proposicio 4.1.3. Todo subgrupo de um grupo abeliano’ é um subgrupo normal.

Demonstragdo. Considere um grupo abeliano G e um subgrupo H de G. Para mostrar que H é

e g7 1hg também

normal, precisamos provar que para todo g € G e h € H, os elementos ghg™
pertencem a H. Como G ¢ abeliano, todos os elementos comutam, ou seja, para quaisquer

x,y € G, temos xy = yx. Portanto, para g € Ge h € H, temos:

1

ghg ' =g 'gh=hgg ' =he=h,

em que e é o elemento neutro de G. Da mesma forma, podemos mostrar que g~ 'hg = h. Como

1

h € H e H é um subgrupo de G, entio ghg~! e g~ 'hg também pertencem a H. Portanto,

concluimos que H <1 G quando G ¢ abeliano, pois a conjugacdo de qualquer elemento de H, por

qualquer elemento de G, resulta em um elemento que ainda estd em H. ]

Teorema 4.1.9. Se H € um subgrupo normal de um grupo G, entdo o conjunto das coclasses

G/H tem estrutura de grupo relativamente ao produto natural

(HXx)(Hy) = Hxy.

O elemento neutro é a coclasse H e o inverso da coclasse Hx é a coclasse Hx !

6 Sophus Lie (1842-—-1899) foi um matemético noruegués que se destacou por suas contribui¢des a

teoria dos grupos e & geometria diferencial. E conhecido por seu trabalho pioneiro na teoria dos grupos
de Lie, que sdo uma classe de grupos continuos fundamentais na anilise matemadtica e na fisica tedrica.
Se x,y € G sdo dois elementos tais que xy = yx, dizemos que eles comutam. Um grupo em que dois
quaisquer elementos comutam é chamado de grupo comutativo ou grupo abeliano.

7
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Demonstragdo. Demonstraremos que, se H € um subgrupo normal de um grupo G, entdo
o conjunto das coclasses G/H tem estrutura de grupo com o produto natural definido por
(Hx)(Hy) = Hxy. O elemento neutro é a coclasse H e o inverso da coclasse Hx é a coclasse
Hx~'. Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. Consideramos o conjunto de coclasses
G/H formado pelas coclasses esquerdas de H em G. Primeiramente, mostramos que a operagao
definida é bem definida em G/H. Para x,y,x’,y € G tais que Hx = Hx' e Hy = Hy', temos que
x' € Hxey' € Hy, o que implica x’ = hx e y/ = hy para alguns hy,h, € H. Como H é normal em
G, segue que x'h; € Hx e, portanto, Hx'Hx = Hxhy. Da mesma forma, Hy'Hy = Hyy'. Assim,
(Hx')(Hy') = Hx'y' = Hxy = (Hx)(Hy). A operagdo é associativa, pois para quaisquer x,y,z €
G, temos ((Hx)(Hy))(Hz) = (Hxy)(Hz) = H(xy)z = Hx(yz) = (Hx)(Hyz) = (Hx)((Hy)(Hz)).
O elemento neutro € a coclasse H pois para qualquer x € G, (Hx)H = Hx = H(Hx). Para
cada coclasse Hx, a coclasse Hx~! é o inverso, pois (Hx)(Hx ') = Hxx ! = H = Hx 'x =
(Hx~")(Hx). Portanto, G/H com a operagio definida é um grupo, onde cada elemento é uma

coclasse de H em G.

]

Exemplo 4.1.2. Apresentamos trés exemplos cldssicos de grupos quocientes:

1. O Grupo Quociente Z/nZ:

O grupo dos inteiros Z sob a operacdo de adi¢do € um exemplo de grupo abeliano.
Consideremos nZ, o subgrupo de Z formado pelos multiplos de um inteiro fixo n. O grupo
quociente Z/nZ é formado pelas coclasses de nZ em Z e representa os restos da divisdo

por n, sendo um exemplo fundamental de um grupo finito.

2. O Grupo Quociente R /Z:

O grupo R dos nimeros reais sob a operagdo de adi¢do também € um grupo abeliano. O
subgrupo Z de R consiste nos inteiros. O grupo quociente R/Z é formado pelas coclasses
de Z em R e pode ser visualizado como o circulo unitdrio, onde cada ponto no circulo

representa uma coclasse.

3. O Grupo Quociente G/N com N Subgrupo Normal:

Em um grupo G com um subgrupo normal N, o grupo quociente G/N é formado pelas
coclasses de N em G. Este grupo quociente desempenha um papel crucial em muitos ramos

da matematica, incluindo a teoria de grupos, a dlgebra e a topologia.

Quando H <1 G, o conjunto das coclasses, com essa estrutura de grupo, ¢ chamado de
o grupo quociente de G por H. No caso desse quociente ser um grupo finito, a sua ordem € o

indice | G : H|de H em G. Se o préprio G for finito, o teorema de Lagrange nos garante que

|G|
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Homomorfismo

O termo homomorfismo foi introduzido pelo matemdtico alemdo Arthur Cayley, no

século XIX, e se refere a um conceito fundamental na teoria dos grupos e na dlgebra abstrata.

A 1deia de homomorfismo surgiu naturalmente da necessidade de entender como as
estruturas de grupo podem ser relacionadas e comparadas. Um homomorfismo de grupos é uma

funcdo entre dois grupos que preserva a operacao de grupo.

Defini¢do 4.1.5. Sejam (G. - ) e (G', =) dois grupos. Uma fungdo f : G — G’ satisfazendo

fla-b) = f(a)* f(b),

para todos os a,b € G, € dita um homomorfismo de grupos. Um homomorfismo de grupos que,
como funcdo, € injetor, serd chamado de monomorfismo de grupos. Se ele for sobrejetor, serd
chamado de um epimorfismo de grupos. Se o homomorfismo for uma bijecdo, dizemos que f é
um isomorfismo entre G e G'. Alternativamente, podemos dizer que G e G’ sdo grupos isomorfos

e utilizar a seguinte notagio: G = G'.

Teorema 4.1.10. Sejam os grupos G e H. Se f : G — H é um isomorfismo de grupos, entdo a

fungdo inversa f~! : H — G também é um isomorfismo.

Demonstragdo. Se f: G — H é um isomorfismo de grupos, entdo f é um homomorfismo bijetivo.
Queremos mostrar que a funcdo inversa f~' : H — G é também um homomorfismo. Para ser
um homomorfismo, f~! deve preservar a operacio de grupo. Sejam hy, 4, elementos arbitrarios
de H. Como f é bijetiva, existem elementos tnicos g1,g> € G tais que f(g1) = h; e f(g2) = ha.
Agora, considere f~!(hihy). Como f é um homomorfismo, temos f(g1g2) = f(g1)f(g2) = hiho.
J4 que f é bijetiva, f~(h1hy) = g1g2. Portanto, f~!(hihy) = f~'(hy)f~'(h2), demonstrando
que f~! é um homomorfismo. J4 que £~ é uma funcdo inversa de uma bijecdo, f~!' é também
bijetiva. Assim, f~! é um isomorfismo, pois é um homomorfismo bijetivo. Portanto, se f é um

isomorfismo, entdo f ~! também é um isomorfismo. ]

Defini¢do 4.1.6. Se f : G — G’ é um homomorfismo de grupos, o subconjunto

ker(f)={ge€G: f(g)=¢}
é chamado de niicleo de f. (Acima, ¢’ é a identidade de G)

Teorema 4.1.11. Seja f : G — G’ um homomorfismo de grupos. Entdo:

@ fle)=eefx!)=flx)".

(b) Se H < Gentdo f(H)={f(h):heH} <G
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(c) Se K <G',entio f1(K):={xcG: f(x) €K} <G.
(d) Em particular, se K = {¢'} entdo ker(f) < G.

@ f(x)=f(y) <= xy ! €ker(f).
(f) Em particular, f € injetora se, e somente se, ker(f) = {e}.

(g) Se K<1G, entdo f~1(K)<G.

Demonstragdo.

(a) Para o elemento neutro ¢ em G, temos f(e) = f(ee) = f(e)f(e), o que implica que
f(e) é um elemento neutro em G’, ou seja, f(e) = ¢'. Para f(x~') = f(x)~!, note que
e =fle) = flx™1) = f(x)f(x1), logo f(x~1) é o inverso de f(x) em G'.

(b) Se H < G, entdo f(H) = {f(h): h € H} é um subconjunto de G'. A operacdo de grupo
em G’ é fechada em f(H), e o elemento neutro e os inversos estdo presentes, portanto
f(H) <G

(c) Para K < G', definimos f~!(K) := {x € G : f(x) € K}. Mostramos que f~'(K) é um
subgrupo de G. A operacdo de grupo em G é fechada em f~!(K), o elemento neutro estd

presente, e os inversos também, entdo f~!(K) < G.

(d) Em particular, para K = {¢'}, temos que ker(f) = f~'({e’}) < G, ja que ker(f) é o
conjunto de elementos em G que sdo mapeados para o elemento neutro em G’.

(e) Para f(x) = f(y) <= xy~! € ker(f), observe que f(x) = f(y) implicae’ = f(x)f(y)~' =
Ff(xy™1), entdo xy~! € ker(f). Idem para a reciproca.

(f) Em particular, f é injetora se, e somente se, ker(f) = {e}. Se ker(f) = {e}, entdo f(x) =

f(y) implica xy~!
portanto ker(f) = {e}.

= e, ou seja, x = y. Se f € injetora, entdo f(x) = ¢ implica x = e,

(g) Se K <G, entdo para qualquer x € f~!(K) e g € G, temos f(gxg™') = f(g)f(x)f(g)~ ' €
K, ja que K é normal em G’, o que implica gxg—!' € f~!(K), portanto f~!(K) < G.

]

No item (b) acima, quando H = G, o subgrupo f(G) € chamado de imagem do homomor-
fismo f, e é denotado por Im(f). Os itens (d), (e) e (f) garantem que ker(f) é um subgrupo que

mede quio longe f estd de ser injetora.

Teorema 4.1.12. (Teorema do Isomorfismo I)

Seja f : G — G’ um homomorfismo de grupos. Entdo:
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(a) ker(f) € um subgrupo normal de G.

(b)

Existe um tnico isomorfismo f : G/ker(f) — Im(f) que faz comutar o diagrama®:

G Im(f) C G
T
/
G/ker(f)
Demonstragdo.
(a) O nicleo de f, definido por ker(f) = {g € G: f(g) = €'}, onde €' é 0 elemento neutro em

(b)

G', é um subgrupo de G pois contém o elemento neutro de G, é fechado sob a operagdo
de grupo, e contém os inversos de seus elementos. Além disso, para qualquer g € G e

xeker(f), f(gxg™") = f(8)f(x)f (&)~ = f(8)e'f(g) "' = f(8)/(¢)~" =¢',0 que mostra
que gxg~! € ker(f) e, portanto, ker(f) é normal em G.

Definimos f (g ker(f)) = f(g). Esta funcdo estd bem definida: se g ker(f) = g’ ker(f),
entdo g~ !¢’ € ker(f), implicando f(g) = f(g'). A fungio f é um homomorfismo, pois
F(g ker(f)) (h ker(£))) = f(g hker(f)) = £(gh) = £(g)f(h) = F(g ker(£))f (h ker(f)).
f é sobrejetiva por definigdo, e é injetiva: se f(g ker(f)) =€/, entdo f(g) = ¢', implicando
g € ker(f). Resta mostrar a unicidade de f. Suponha que exista um isomorfismo V :
G/ker(f) — Im(f) tal que wom = f. Para todo gker(f) € G/ker(f), temos y(gker(f)) =
(yor)(g) = f(g) = f(gker(f)). Portanto, w = £, estabelecendo a unicidade de f.

Lema 4.1.13. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Entao:

(@) HK ={hk:he€ H k€ K} <G se, e somente se, HK = KH.

(b) Se H<GouK<1Gentaio HK < G.

(c) SeH<Ge K<Gentaio HK < G.

(d) SeS=HUK e H<1G,K <G entio (S) < G.

Demonstragdo.

8 Dizer que esse diagrama comuta é dizer que f o7 = f.
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(a)

(b)

(©)

(d)

(=) Para HK ser um subgrupo de G, ele deve ser fechado sob a operagio de grupo e
conter inversos. Se HK = KH, entdo para quaisquer h € H e k € K, hk € HK implica
kh € KH = HK, mostrando que HK ¢ fechado. Os inversos também estdo em HK pois
(hk) ' =k 'h'ek 'n!' € KH = HK.

(<=) Reciprocamente, para mostrar que, se HK = KH entdo HK < G, devemos provar
que HK € fechado sob a operagdo do grupo e contém o inverso de cada um de seus
elementos. Para mostrar que HK € fechado sob a operacdo do grupo, consideremos
quaisquer hiky,hyky € HK para hy,hy € H e ky,k, € K. Temos hikyhyky = hy(k1hy)ks.
Como HK = KH, existe h3 € H e k3 € K tal que k1 hy = hzks, assim hikjhaky = hihsksks.
Como H e K sdo subgrupos, hihsy € H e kzk, € K, portanto h1kjhyky € HK. Para mostrar
que cada elemento de HK tem um inverso em HK, considere um elemento hk € HK
parah € He k € K. O inverso de hk em G é (hk)~! =k~ 'h~1. Como HK = KH, existe
h € Hek €K tal que k~'h=' = WK Portanto, k" 'h~! € HK, mostrando que o inverso
de cada elemento de HK também estd em HK. Portanto, HK € um subgrupo de G quando
HK =KH.

Se H <1 G, entdo paratodo g € Ge h € H, ghg™! € H. Similarmente, se K < G, entdo para
todo g € Ge k € K, gkg™! € K. Em ambos os casos, HK é fechado sob a operacio de

grupo e contém inversos, portanto HK < G.

Se H<G e K <G, entio para todo g € G, g(HK)g~! = (¢Hg ') (gKg™ ') C HK, mos-
trando que HK < G.

Se S=HUK e H<1G,K <G, entdo (S) é normal em G. Isso ocorre porque (S) contém
todos os produtos de elementos de H e K e seus inversos, e como H e K sdo normais, (S)

é fechado sob conjugagéo por elementos de G, logo (S) < G.

]

Teorema 4.1.14. (do Isomorfismo II) Sejam H e K subgrupos de um grupo G com H <1 G. Entao,

(a)
(b)

HNK<K.

K/HNK ~KH/H.

Demonstragdo.

(a)

(b)

Para k € K e x € HN K, devemos mostrar que kxk- ' e HNK. Como x€ H e H<G,
temos kxk—! € H. Além disso, como x € K e K é um subgrupo de G, kxk~! € K. Portanto,
kxk—' € HNK, o que prova que HNK < K.

Seja a fungdo ¢ : K — KH/H definida por ¢(k) = kH. Primeiro, mostramos que ¢
estd bem definida. Para k, k' € K, se k(HNK) = kK (HNK), entdo k'K € HNK C H,
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logo kH = k'H em KH /H. A fung@o ¢ é um homomorfismo, pois ¢ (kiky) = (kiko)H =
kiHkyH = @(k1)@(k2). A fungdo ¢ é sobrejetiva, pois cada elemento de KH/H tem a
forma khH = kH para algum k € K. Para mostrar que ¢ é injetiva, consideramos ¢ (k) = eH.
Isso implica k € H, portanto k € HNK. Logo, Ker(¢) = HNK, e pelo Primeiro Teorema
do Isomorfismo, K/(HNK) = KH /H.

]

Se f: G — G' é um homomorfismo de grupos e K é um subgrupo normal de G contido
no niicleo de £, entdo f induz um homomorfismo f: G/K — G/, dado por f(gK) = f(g). E

claro que neste caso f s serd injetora caso K = ker(f).

Teorema 4.1.15. (do Isomorfismo III)

Sejam H e K subgrupos normais de um grupo G com K C H C G. Entao,

(G/K)/(H/K)=G/H.

Demonstracdo. Sejam os grupos quocientes G/K e H /K. Definimos a fun¢do ¢ : G/K — G/H
por ¢(gK) = gH. Primeiro, mostramos que @ estd bem definida. Se gK = ¢'’K em G/K, entdo
g '¢ € K CH,logogH = g'H em G/H. A funcio ¢ é um homomorfismo, pois para quaisquer
gK,hK € G/K, temos ¢((gK)(hK)) = ¢(ghK) = ghH = gHhH = ¢(gK)@(hK). A fungdo ¢
é sobrejetiva, pois para cada gH € G/H, existe gK € G/K tal que ¢(gK) = gH. Para mostrar
que ¢ é injetiva, consideramos @(gK) = eg/n- Isso implica que gH = H, ou seja, g € H.
Assim, gK € H/K, que € o nicleo de ¢. Portanto, Ker(¢) = H/K. Pelo Primeiro Teorema do
Isomorfismo, a existéncia de tal homomorfismo bijetivo ¢ com Ker(¢) = H/K implica que
(G/K)/(H/K) = G/H. Portanto, (G/K)/(H/K) = G/H para subgrupos normais H ¢ K de G
comKCHCG.

]

O teorema a seguir permite descrever os subgrupos de um grupo quociente G/H em

funcdo dos subgrupos de G.

Teorema 4.1.16. (da Correspondéncia)

Seja G um grupo e N <{ G um subgrupo normal de G. Existe uma correspondéncia

biunivoca entre os subgrupos de G/N e os subgrupos de G que contém N.

Demonstragcdo. Seja w: G — G/N a projecdo natural de G sobre G/N. Para cada subgrupo
H' de G/N, o conjunto 7~ (H') é um subgrupo de G que contém N. De fato, como 7 é um
homomorfismo, 7~ (H') é fechado sob a operagdo de grupo e contém inversos. Além disso,

N C = ' (H") pois eg/N €H' e n_l(eG/N) = N. Por outro lado, para cada subgrupo H de G
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que contém N, w(H) é um subgrupo de G/N. A projecdo 7 preserva a operagdo de grupo, logo
n(H) é fechado sob a operagdo do grupo quociente. Além disso, essas correspondéncias sdo
inversas uma da outra. Para um subgrupo H' de G/N, n(x~'(H')) = H'. E para um subgrupo
H de G que contém N, n~!(x(H)) = H. Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre
os subgrupos de G/N e os subgrupos de G que contém N, conforme afirmado pelo Teorema da

Correspondéncia.

O

4.2 Anéis e Corpos

Um anel é uma estrutura algébrica que generaliza alguns conceitos de aritmética, tendo
o conceito surgido no final do século XIX. A nocdo de anel, como conhecemos hoje, foi
formalizada principalmente por David Hilbert? e Richard Dedekind!?, que introduziu o termo
ring — que significa anel, em alemao — em 1894 ao estudar as propriedades dos nimeros
inteiros. Contudo, o conceito ji estava implicito no trabalho de outros matemdticos, como
Ferdinand Georg Frobenius'' e Leopold Kronecker!?, ao estudarem as matrizes e os niimeros

algébricos.

Neste secdo, apresentaremos o conceito de Anéis e algumas de suas propriedades se-
guindo Griffiths e Hilton (1975) e Milies (1972).

Consideremos um conjunto ndo vazio R, munido de duas operagdes bindrias denominadas

aditiva e multiplicativa — denotadas por ( + ) e ( . ), respectivamente.

Essas operacoes sdo fungdes R X R — R que, para todo a, b e ¢ em R, satisfazem as

seguintes condicoes:

Al. a+(b+c)=(a+b)+c (lei associativa da adicdo);

A2. a+b=>b+a (lei comutativa da adicio);

David Hilbert (1862-—1943) foi um matematico alemio, considerado um dos mais influentes do final

do século XIX e inicio do século XX. Notabilizou-se por sua lista de 23 problemas de matematica
ndo resolvidos, apresentada no Congresso Internacional de Matemdticos, em Paris, em 1900. Esses
“Problemas de Hilbert” nortearam a pesquisa matemdtica por muitas décadas, sendo fundamental para
o desenvolvimento da matematica no século XX.

Richard Dedekind (1831—1916) foi um matemaético alemao, conhecido por suas contribui¢des em
teoria dos nimeros, dlgebra e andlise. Notabilizou-se pelos “cortes de Dedekind”, subconjuntos do
corpo ordenado de Q usados para construir um corpo ordenado completo arquimediano.

1" Ferdinand Georg Frobenius (1849—1917) foi um matematico alemio conhecido por suas contribuigdes
em teoria dos grupos, teoria dos nimeros e dlgebra linear.

Leopold Kronecker (1823—-1891) foi um matemaético alemao, conhecido por suas contribui¢des em
teoria dos nimeros, dlgebra e 16gica matematica. Em particular, por desenvolver a teoria das extensoes
de corpos e por ter sido um dos primeiros a usar métodos algébricos para resolver equagdes polinomiais.
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A3. Existe em R um elemento zero (denotado por 0), tal que, para todo a € R, a+0 = a;
(elemento neutro da adicao);

A4, Para cada a em R existe um elemento (denotado por —a), tal que a+ (—a) =0; (elemento
oposto);

MI1. a(bc) = (ab)c (lei associativa da multiplicacfo);
M2. a(b+c)=ab+ac, (a+Db)c = ac+bc (leis distributivas);
M3. ab = ba (lei comutativa da multiplicacio);

M4. Existe em R um elemento unidade (denotado por 1) tal que paratodoa € R,a-1=1-a=a,
além disso, 1 # 0. (existéncia da unidade);

Com frequéncia, utiliza-se a tripla (R, +, -) para denotar um conjunto R com operagdes
bindrias (+ ) e (- ) . Qualquer tripla satisfazendo A1 a M2 é denominada Anel. Se satisfizer
também M3, sera um anel comutativo. Se satisfizer A1 a M2 e M4, chama-se anel com elemento
unidade. Se satisfizer a todos os axiomas de A1 a M4, serd denominado anel comutativo com
elemento unidade. Um anel € chamado anel de integridade (ou dominio de integridade) se for

comutativo, com unidade e valer:
D.1 Dadosa,b e R,sea-b=0entdoa=o0oub=0.

Os axiomas A1 a M4 para um anel comutativo com unidade ndo nos permitem necessaria-
mente efetuar divisdes. Assim, nem sempre € possivel resolver equagdes do tipo ax = b num anel
R, mesmo que a # 0. Por exemplo 3x = 1 ndo tem solu¢do em Z. Em alguns sistemas aritméticos,

entretanto, uma equacao desse tipo sempre tem soluc@o. A esses sistemas denominamos corpos.

Um conjunto (F, +, - ) chama-se corpo se for um anel comutativo com elemento unidade
e, para cada elemento ndo nulo x em F, existir em F' um elemento, denotado por x 1 tal que

x-x =1

Proposicao 4.2.1. Seja R um anel. Entao, para quaisquer a,b € R:

1) o zero 0 € univocamente determinado pela propriedade que a + 0 = a, isto €, a tnica

solucdo em R daequacdoa+x=aéx=0.

ii) o elemento —a é univocamente determinado pela propriedade que a + (—a) =0, isto é, a

unica solu¢do em R da equacdoa+x=0&x = —a.
iii) —(—a) =a;—0=0;—(a+b) = (—a)+ (-b);

iv) a0 =0a=0
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v) a(—b) = (—a)b = —(ab)

vi) (—a)(—b) =ab
Demonstragdo.

i) Sejax € R tal que a+x = a. Por A2, x+a = a. Por A4, (x+a)+ (—a) =a+ (—a). Por
Al e A4, x+ [a+ (—a)] = 0. Por A4 novamente, x4+ 0 = 0. Por A3, conclui-se que x = 0.

ii) Sejax € Rtal que a+x=0.Por A2, x+a =0. Por A4, (x+a)+ (—a) =0+ (—a). Por
Ale A4, x+[a+ (—a)] = —a. Por A4, x+0 = —a. Por A3, conclui-se que x = —a.

iii) Por A4, a+ (—a) =0. Ou seja, —a+ [—(—a)] = 0. Somando-se a a esquerda de cada lado
daigualdade, temos: a+ [—a+ [—(—a)]] =a+0. Por Al e A3, [a+ (—a)]+[—(—a)] = a.
Por A4, 0+ [—(—a)] = a. Por A3, conclui-se que —(—a) = a. Se a = 0, segue imediata-
mente que —0 = 0. Por fim, de —(—a) = a, temos: — [—((—a) + (—b))] = (—a) + (—b).
Segue imediatamente que —(a+b) = (—a) + (—D).

iv) Seja x € R tal que a + x = a. Vamos mostrar que x = 0. De fato, pois por A4, a+ (—a) =
0. Usando a hipétese, (a +x) + (—a) = 0. Por A2, (x+a) + (—a) = 0. Por Al, x+
[a+ (—a)] = 0. Por A4, x40 = 0. Por A3, concluimos que x = 0. Para quaisquer a,b € R.
Por A3, ab = a(0+b). Por M2, ab = a0 + ab. Por A3, conclui-se que a0 = 0. Do mesmo

modo, pode-se verificar que Oa = 0 sem que seja necessario usar M3.

v) Por M2, Ad e (iv), a(—b) +ab = a[(—b) +b] = a-0 = 0. Como ab + a(—b) = 0, entdo
a(—b) = —(ab). Do mesmo modo, (—a)b+ab = (—a+a)b=0-b=0. Ouseja, (—a)b =
—(ab). E ja que a(—b) e (—a)b sdo iguais a —(ab), conclui-se que: a(—b) = (—a)b =
—(ab).

vi) Por (iv), 0 = (—a)0. Por A4,0 = (—a) [b+ (—b)]. Por M2, (—a)b+ (—a)(—b). Por (v),
0= —ab+ (—a)(—D). Por (iii), conclui-se que (—a)(—b) = —(—ab) = ab.

]

Definicao 4.2.1. Um elemento a de um anel com unidade A diz-se invertivel se existe um

1 1

elemento, denotadopora~! € Atalquea-a ' =a'-a=1.

Diz-se que um anel comutativo com unidade é um corpo se todo elemento nao nulo é

inversivel.

E ficil verificar que todo corpo é um anel de integridade.

A defini¢@o acima implica que se K é um corpo, o conjunto K* dos elementos diferentes

de zero € um grupo abeliano, exceto a comutativa do produto, diz-se um anel com divisdo.
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Definicao 4.2.2. Seja A um anel e B um subconjunto de A. Diz-se que B é um subanel de A se

verificar:

i) B é fechado em relacdo as operacdes de A (isto €, para todo a,b € B,a+bc Bea-b € B)

ii) B é um anel em relacdo as operagdes induzidas por restricdo das operagdes de A.

De forma semelhante, define-se a no¢ao de subcorpo.
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CAPITULO

SOLUBILIDADE POR RADICAIS

5.1 Solubilidade por Radicais

Segundo Stillwell (1994, p. 22), a Teoria de Galois € considerada o dpice da algebra
universitaria. Nesse sentido, muito da dlgebra moderna que se estuda na academia tem por
finalidade demonstrar a insolubilidade por radicais de uma equagdo polinomial genérica de grau

maior ou igual a cinco.

A despeito de conceitos como extensdes normais, polindmios irredutiveis, corpos de
decomposicao serem indispensaveis no contexto académico de um curso de dlgebra, ndo faremos
uso de tais conceitos para demonstrar o resultado almejado. Outrossim, também nao utilizaremos

o Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

O objetivo desta secdo serd apresentar uma abordagem alternativa a referida questao,
tendo por objetivo demonstrar a insolubilidade por radicais de uma equacgdo polinomial genérica
de grau maior ou igual a cinco. Para tanto, utilizaremos apenas conceitos relacionados a Grupos,

Anéis e Corpos.

O ponto central dessa abordagem é considerar que se ¢ ¢ um homomorfismo de um
grupo G em um grupo G’ entdo G' = G ker ¢ e, reciprocamente, se G / H = G’ entdo H é o

ntcleo de um homomorfismo de G em G'.

Para tanto, a demonstracao serd estruturada nas seguintes trés ideias:

1. Corpos que contenham n indeterminadas podem ser “simetrizdveis”
2. O grupo Galois de uma extensao radical € soldvel.

3. O grupo simétrico S, ndo € soluvel.

Iniciaremos essa discussdao com a seguinte defini¢ao:
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Definicao 5.1.1. Uma equacgdo polinomial de grau n € do tipo

Xtap X+ da x+a,=0, (5.1.1)

em que a; sdo reais, comk =0,1,2,--- ' n—1

Sem perda de generalidade, para fins didaticos consideramos acima a equagdo cujo
coeficiente lider — que € o coeficiente do termo de maior grau — € igual a um. Além de
simplificar os célculos, tal suposi¢cdo se justifica porque, para um dado a, # 0, a equagao
polinomial a,x" +a, Ml tra x+a,=0 pode ser dividida por a,, resultando em uma

equagao do mesmo tipo daquela apresentada em 5.1.1.

Dado que qualquer equacgdo polinomial de grau menor ou igual a quatro pode ser resolvida
algebricamente — ou seja, por meio de um nimero finito de operacdes de soma, subtracao,
multiplicacdo, divisdo, potenciacdo inteira e radiciacdo aplicadas a seus coeficientes —, € natural

pensar que deve haver um método geral para resolver equagdes polinomiais de qualquer grau.

Nesse sentido, apresentaremos a seguir dois dos mais importantes teoremas da 4lgebra.

Teorema 5.1.1. Todo polindmio P(x) de grau n > 1

P(x) =apx" +a,— S a x+a,

pode ser fatorado como o produto de uma constante por polindmios de primeiro grau:

Px)=a, (x—r1)(x—r2) - (x—rpn),

em que ry,ry,- -y, sdo todas as raizes de P(x).

Demonstragdo. 0

Teorema 5.1.2.

Demonstragdo. L
O conjunto de elementos obtidos de a,, - - -a,—1 por +, —, X, <+ é denominado o corpo
Q(GO, e ;an—l) .
Se denotarmos as solugdes de 5.1.1 por xy,---,x,, entdo, pelo teorema da decomposi-

¢do'odemos escrever:

(x—x1)-(x=x2) =x"+a,_ 1 X" '+ +ayx+a,,
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entio ay, - - - ,a,—1 sdo funcdes polinomiais de xy, - - -, x, denominadas fungdes simétricas elemen-
tares:.
n
ap=(=1)"x1 202 a1 =—(x1 + X2 + -+ + xp)
O objetivo de se obter a solucdo por radicais é estender Q(ay, - -,a,—1) por meio de
adjuncdo de radicais até que o corpo contendo as raizes xi, - - -, X, seja obtido.

Para ilustrar, apresentaremos o exemplo dado por Stillwell (1994, p. 23):

Exemplo 5.1.1. As raizes x| e x, de uma equacdo quadritica estdo na extensdo de Q(a,,a;) =

Q(x1,x2,x] +x7) pelo radical:

\/a% —4a, = \/(xl +x2)% —4dx1xp = \/(xl —x)? =+(x; —x2)

Nesse caso, consideramos Q(x;,x;) como sendo a prépria extenséo radical

Q (a07a17 \/ a%_4a0) )

embora existam casos em que uma extensdo radical de Q(ay,,--,a,—1) contendo xi,---,x, é

maior do que Q(xp,---,x,).

Um exemplo seria o caso das equagdes cubicas, cuja solu¢do fornece uma extensao

radical de Q(a,,a1,a) que inclui raizes cibicas imagindrias da unidade, assim como xj,x;, x3.

De modo geral, a adjun¢do de um elemento & a um corpo F representa o fechamento
de FU{a} sob as operagdes +, —, x e - (por um elemento ndo nulo); ou seja, tomando a
intersecdo de todos os corpos contendo F U {a}. A essa adjun¢do dd-se o nome de radical se
alguma poténcia inteira positiva & de & igual a um elemento f € F, situagdo em que o pode

ser representado pela expressao radical ”\1/? .

Assim, denotamos por F (o, ---,0y) o resultado F (o) (o) --- (04) das sucessivas ad-
jungdes. Se cada adjuncdo for um radical, diremos que F(Qy,- - -, o) é uma extensdo radical de
F.

Desse modo, uma extensdo radical E de Q(a,,---,a,—1) contendo xj,---,x, é também
uma extensdo radical de Q(xy,- - -,x,), desde que a,, - - -a,—1 € Q(x1,---,x,). Logo, precisaremos
também estudar as extensdes radicais de Q(xy,---,x,), pois uma de suas principais propriedades
€ que € simétrica em relacdo a xy, - - -, X, no sentido de que qualquer permutacio o de xi,---,x,

estende a bijecdo o de Q(xy,- - -,x,) definida por:

Gf(x17"'7xn):f(lea"'>Gxn)7
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para cada funcdo racional f de xp,---,x;,.

Assim, trata-se de um automorfismo de Q(xp,- - -,x,) uma vez que essa bijecdo satisfaz:

o(f+g)=o0f+og

o(fg)=o0fog

Nesse sentido, uma extensdo radical E de Q(xy,---,x,) ndo é necessariamente simétrica.
Por exemplo, Q(xy,---,x,), /X1 contém uma raiz quadrada de x|, mas ndo de x;, uma vez que

ndo existe automorfismo entre x; e x;. Entretanto, podemos restabelecer a simetria pela adjun-
¢a0 /X2, -+, 1/X,. A generalizacdo dessa ideia nos sugere um modo de “simetrizar” qualquer

extensdo radical E de Q(xp,---,x,).

Teorema 5.1.3. Para toda extensdo radical E de Q(xy,- - -,x,) existe uma extensdo radical £ D E

com automorfismos ¢ estendendo todas as permutagdes de xp, - - -, X,

Demonstracdo. Para todo elemento da adjung@o, representado pela expressao radical e(xy, - - -, x,),
e cada permutagdo o de (xp,---,x,), facamos a adjun¢do do elemento e(oxy, -+, 0x,.) Dado
que existe uma quantidade finita de permuta¢des G, o corpo resultante £ O E também serd uma

extensdo radical de Q(xy,---,x,).

Dessa forma, obtém-se uma bijecio — também denominada ¢ — de E associando

cada f(xy, --,x,) € E — que é uma funcdo racional de xi,---,x, e radicais adjuntos — a
f(oxy,---,0x,). Essa bije¢do serd um automorfismo de E, estendendo a permutagio ©.
[
A motivagdo para obter um automorfismo ¢ estendendo toda permutagdo de xy,---,x, é
que do, - - - ,a,—1 sdo fixados por tais permutagdes, assim como os elementos do corpo Q(a,, - - -, ap—1).

Se E D F sdo corpos quaisquer, os automorfismos ¢ de E fixando todos os elementos de F dao
origem ao que se chama de grupo de Galois de E sobre F, denotado por Gal(E /F). Com base

nesse conceito, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 5.1.1. Se E é uma extensdo radical de Q(ay,---,a,—1) contendo xi,---,x,, entdo
existe uma extensdo radical £ O E de modo que Gal(E /Q(ay, - -+ ,a,—1)) inclua automorfismos
o estendendo todas as permutagdes de xp, - - -, x,.

Demonstragdo. Segue diretamente do teorema 5.1.3 e do fato de que uma extensao radical de

que Q(ay,---,a,—1) contendo xp, - - -, x, € também uma extensdo radical de Q(xy,---,x,). O
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5.2 A Estrutura das Extensoes Radicais

Até o momento, sabemos que a solubilidade por radicais de uma equacdo geral de
grau n implica na existéncia de uma extensdo radical Q(xi,---,x,) contendo x,---,x, e, por

conseguinte, a existéncia de uma extensio radical £ com a simetria descrita no corolério 5.1.1.

Isso nos indica uma possibilidade para provar a ndo existéncia de tal solugdo a partir do
estudo de Gal(E /Q(ay, -+ ,a,_1)), por meio da verificagio da auséncia de tal simetria quando
n>>s.

Assim, nosso objetivo serd mostrar que o grupo Galois Gal(F(ay,---,04)/F)) de qual-
quer extensao radical possui uma estrutura especial, a qual denominaremos “solubilidade”,
herdada da estrutura de F(ay,---,04). A partir dai, verificaremos que essa estrutura ¢, de fato,

incompativel com a simetria descrita no coroldrio 5.1.1.

A fim de simplificar tal verificagdo, iremos considerar, sem perda de generalidade,
algumas hipoéteses sobre a adjuncao de radicais ¢;. A primeira hipotese € considerar que cada
adjuncdo radical a; € uma p-ésima raiz de algum primo. Por exemplo, ao invés de fazer a
adjungio /o, primeiro faremos /& = 8 e entdo \S/E . Segundo, se ¢; € uma p-ésima raiz entao
podemos considerar que F(ay,- -+, @;) ndo contém p-ésimas raizes da unidade que ndo estejam
em F(oy,---,0;_1), exceto nos casos em que ¢; seja a propria p-ésima raiz da unidade. Se este
ndo for o caso, basta fazer a adjun¢io da p-ésima raiz da unidade { # 1 a F(oy,---,0;_1) antes

de fazer a adjung¢do de o; — caso em que F (@, -, a1, () conterd todas as p-ésimas raizes da
unidade (1¢&,¢2,---,¢P71).

Com base nessas hipéteses, o corpo final F(ay,---,0) se manterd inalterado, e assim

permanecerd caso as raizes { adjuntadas forem incluidas na lista o, - - -, Q.

Assim, qualquer extensdo radical F(qy,---,0) serd a unido de uma torre ascendente de

corpos

FZFOQFIQ---QFkZF(OQ,---,OCk),

em que cada F; = F;_1(0;), a; é a p;-ésima raiz de um elemento em F;_j, p; primo, e F; ndo
contém nenhuma p;-ésima de um elemento em F;_ 1, exceto se ¢; for a propria p;-ésima raiz da

unidade.

Fazendo-se a correspondéncia com essa torre de corpos, teremos a seguinte torre de

grupos:
Gal(Fy/F,) =G 2 G 2 - 2 Gy = Gal(Fy/F) = {1},
em que G; = Gal(F/F;) = Gal(Fy/F;—1(@;)) e 1 denotam o automorfismo identidade.

Da defini¢do de Gal(E /B), para qualquer corpo E 2O B, o grupo de automorfismos de
E fixa cada elemento de B. Com o aumento de B para E, Gal(E /B) deve diminuir até {1}. E
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importante destacar que o passo G;_1 para seu subgrupo G; — que reflete a adjungdo da p;-ésima
raiz o; para FF — € “pequeno” o bastante para ser descrito em termos de Teoria de Grupos: G; é

um subgrupo normal de G;_; e G;—1/G; é abeliano, conforme mostraremos a seguir.

Para simplificar a notacgdo, utilizaremos:

E:Fk7B:E—l; =0, p=pi,
logo, o enunciado do teorema sera:

Teorema 5.2.1. Se E O B(a) 2 B sdo corpos com ¢ € B para algum primo p, e se B(¢¢) contém
p-€sima raiz da unidade que ndo esteja em B, a menos que o proprio & seja a p-ésima raiz da
unidade, entdo Gal(E/B(a)) é um subgrupo normal de Gal(E /B) e Gal(E/B)/Gal(E/B(a))

¢é abeliano.

Demonstragdo. Pelo Teorema do Homomorfismo para Grupos, € suficiente encontrar um homo-
morfismo de Gal(E/B), com nicleo Gal(E /B(¢)) em um grupo abeliano — ou seja, em um
subgrupo de um grupo abeliano, que obviamente também € abeliano —. O mapa com nucleo
Gal(E/B(a)) € uma restri¢do para B(@), |(q)» dado que, pela definigéo,

0 € Gal(E/B(a)) <= 0 |p(a) € 0 mapa identidade.

A propriedade do homomorfismo

oo ‘B(a): o’ ‘B(a) o ‘B(a) , para todo o, o¢c Gal(E/B),

estd automaticamente munido o |p(q) (b) € B(«) para todo b € B(a), ou seja, desde que B(«)
seja fechado em cada o € Gal(E/B).

Desde que o fixa B, o | B(w) fica completamente determinado pelo valor o(a).Seoé

uma p-ésima raiz da unidade ¢, entdo

(o))’ =o(a)’ =0(L")=0(1)=1,
portanto, (&) = {' = o' € B(«t), desde que cada p-ésima raiz da unidade seja algum {'. Se o
ndo for uma raiz da unidade, entio
(o(a))’ =o(af) =P, desde que of € B,

portanto, 6(o) = {/ o para alguma p-ésima raiz da unidade ¢, que por hipétese estd em B. Entio,
o(a) € B(a). Portanto, B(a) é fechado.
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Isso implica também que |g(q) leva Gal(E/B) em Gal(B(a)/B), restando apenas ve-
rificar que Gal(B(a)/B) é abeliano. Se a é uma raiz da unidade, entdo, vimos que cada

c ‘B(Ot)e Gal(B(o)/B) é da forma 6;, com o;(a) = Oti, portanto,

O; Gj(Ot) = Gi(aj) = (Xij = GjGj(OC).

Do mesmo modo, se & ndo € uma raiz da unidade entdo cada o |(q)€ Gal(B(a)/B)

serd da forma o;, com o;(@) = {'a, portanto,

ci oj(@) = 0i({’a) = (o = oj0i(),
desde que § € B e, assim, { estd fixado. Em qualquer dos casos, estd demonstrado que
Gal(B(o)/B) é abeliano.
[

A implicacdo do fato de que Gal(F(ay,---,a)/F) possua subgrupos

Gal(F(oy,--,04)/F) =G, DGy D--- D Gy = {1},

com cada G; normal em G;_/G; abeliano é chamada “solubilidade” de Gal(F(Qy,---,04)/F).

5.3 A Inexisténcia de Solucoes por Radicais quando n > 5

Conforme mencionado, afirmar que ndo existe solu¢do por radical quando n > 5 equivale
a demonstrar que uma extensao radical de Q(a,,- - -,a,—1) ndo contém xy, - - -, x,,, ou equivalen-
temente, Q(x,---,x,). Desse modo, a questdo se reduz a provar que a simetria da hipotética
extensdo E contendo xp, - - -, x, — dada pelo corolério 5.1.1 — é incompativel com a solubilidade
de Gal(E/Q(ay, - ,an—1)) — dada pelo teorema 5.2.1.

Segundo Stillwell (1994, p. 26), com essa abordagem € possivel identificar quais seriam

as implicagdes caso existisse um hipotético automorfismo de E em xp, - - -, x;,, € sua relagdo com
o grupo simétrico S, de todas as permutacdes de xy,- - -, x,.

Teorema 5.3.1. Uma extensdo radical de Q(ay,---,a,—1) ndo contém Q(xi,---,x,) quando
n>>5.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢do, que E seja uma extensdo radical de Q(ap, - -+, a,—1)
que contenha Q(x1,---,x,). Entdo E serd também uma extensao radical de Q(x,---,x,).

Segundo o coroldrio 5.1.1, existird uma extensdo £ O E de modo que:

G, = Gal(E/Q(ap,"+,an_1)) ,
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inclua automorfismos ¢ estendendo todas as permutagdes de xp, - - -, X,.

Pelo teorema 5.2.1, G, possuird uma decomposi¢ao do tipo:

G,2G 2--- DG =A{l1},

em que cada G;_; é um subgrupo normal de G; e G;_1/G; é abeliano, o que implica na inexis-
téncia de automorfismos G.

De fato, dado que G;_1/G; é abeliano, G; serd o niicleo de um homomorfismo de G;_;
em um grupo abeliano. Logo,

0,7 G =o't ot € G;

Com base nisso, provaremos por inducdo sobre i que, se n > 5, cada G; contém automor-
fismos a estendendo todas as ternas do tipo (x,,Xp,X.). Isso é verdade para G, por hipétese. Por

outro lado, quando n > 5 a propriedade se mantém vélida de G;_; a Gj, pois:

(XarXpyXe) = (X Xas %) ™ (XeyXes Xp) ™1 (s Xas Xe) (Xes X Xp)

coma, b, ¢, d e e diferentes entre si. Portanto, se houver pelo menos cinco indeterminadas x;,
haverd um ¢ em cada G; que estenderd ternas arbitrérias do tipo (x,,Xp,X¢), 0 que significa, em

particular, que Gy # {1}.

Essa contradi¢cdo mostra que Q(xj, - -,x,) ndo estd contida em qualquer extensdo radical

de Q(ap,---,a,—1) quando n > 5.
O
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CAPITULO

CONCLUSAO

Nesse trabalho, buscou-se o equilibrio entre uma apresentacdo intuitiva de conceitos
matematicos gerais € o rigor matematico necessario para o desenvolvimento de temas mais

avancados.

A partir de uma abordagem histdrica, foi apresentado um panorama da Matematica desde
os primérdios da humanidade até o Século XIX, culminando com a apresentagcdo de conceitos

inerentes a Teoria de Galois.

Nessa jornada, foi possivel vivenciar épocas e culturas diferentes, conhecer um pouco
mais sobre o desenvolvimento do pensamento matemdtico em diferentes partes do mundo e

aprender novas maneiras de se pensar a Matematica.

Do ponto de vista Matematico, os assuntos abordados foram apresentados em diferentes
niveis de complexidade, iniciando-se por equacdes de primeiro e segundo grau, avancando para

terceiro e quarto grau, para finalmente abordar os casos cujo grau é maior ou igual a cinco.

A partir dai, foram apresentadas as ferramentas matematicas necessdrias para a compre-
ensdo da demonstracao referente a insolubilidade de equacdes polinomiais com grau maior ou

igual a cinco.

Desse modo, esperamos contribuir para que o assunto sejam mais bem entendido, assim
como incentivar aqueles que se interessam pela drea a se aprofundarem mais nessa fascinante e

belissima teoria.
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