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RESUMO

Os contetidos de Estatistica fazem parte dos referenciais curriculares e estao pre-
sentes no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), que atualmente é a porta
de entrada dos estudantes para institui¢oes de ensino superior ptuiblicas e privadas.
Tendo em vista a necessidade de um material estruturado que seja gratuito e de
facil acesso, o presente estudo visa a elaboracao de um material didatico de suporte
para estudantes que pretendem ingressar no ensino superior. Para alcancar esse
objetivo, realizamos uma anélise das provas do ENEM aplicadas de 2009 a 2021,
destacando os contetdos de Estatistica que sao avaliados. Os dados dessa anélise
nos mostra que cerca de 17% das questoes de Matemaética analisadas correspondem
a conhecimentos sobre Estatistica. Baseados nesse levantamento, apresentamos nos
capitulos seguintes os contetudos de Estatistica que vém sendo cobrados no ENEM
nos tltimos anos, seguidos de exemplos e de questoes comentadas do exame, além de

exercicios propostos para que os estudantes possam praticar os conceitos estudados.

Palavras-chave: Estatistica. Material didatico. Educacao Bésica. ENEM.
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ABSTRACT

The contents of Statistics are part of the curricular references and they are present
in the National High School Exam (ENEM), which is currently the gateway entry
of students to public and private higher education institutions. Given the need
for structured material that are free and easy to access, the present study aims
the elaboration of didactic material to support students who intend to enter higher
education. To achieve this objective, we carried out an analysis of the ENEM tests
applied from 2009 to 2021, highlighting the Statistics contents that are evaluated.
The data from this analysis had shown that about 17% of the mathematics questions
analyzed correspond to knowledge about statistics. Based on this survey, we present
the following chapters, the contents of Statistics that have been charged in ENEM for
the past few years, followed by examples and commented questions from the exam,

as well as exercises proposed in order to students practice the concepts studied.

Keywords: Statistics. Learning material. Basic education. ENEM.
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Capitulo 1
Introducao

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi criado no Brasil em 1998 pelo
Ministério da Educacao como forma de avaliar o desempenho dos estudantes no tér-
mino da educacao basica, surgindo como um dos principais instrumentos capazes de
mensurar a qualidade geral do ensino médio. E a partir de 2009 medidas governa-
mentais estimularam o uso do ENEM nao apenas como um processo de avaliacao
do ensino médio, mas como forma de acesso ao ensino superior no Brasil(ENEM)|
2021]).

A motivacao para elaboracao deste trabalho, surgiu quando a Professora Dr?
Maria Silvana Alcantara da Costa, sugeriu a producao de apostilas para o cursinho
Edificar, vinculado ao Programa de Extensao Edifique A¢oes da UFCA para alunos
de escolas publicas. Este ¢ um projeto que atende um grande ntimero de alunos
na regiao do Cariri, ji& que atualmente o ENEM é a porta de entrada de muitos
estudantes nas institui¢oes de Ensino Superior publicas — SISU — Sistema de Sele-
¢ao Unificada - e também utilizado por instituigoes de Ensino Superior privadas -
PROUNI - Programa Universidade para Todos e FIES — Fundo de Financiamento
Estudantil.

A matriz de referéncia do ENEM apresenta eixos cognitivos comuns a todas as
areas do conhecimento e uma matriz de referéncia propria para cada area. Em par-
ticular, a area de matemaética e suas tecnologias esta dividida em sete competéncias,
as quais expressam-se em 30 habilidades. As competéncias 6 e 7, com trés e quatro
habilidades respectivamente, fazem alusao a probabilidade e Estatistica.

Além de fazerem parte das referenciais curriculares, podemos constatar também
que os conteudos de Estatistica estao fortemente presentes nas provas do ENEM.

Podemos ver, por exemplo, em (SERRA, 2015) uma anélise das questoes de
matematica e suas tecnologias do ENEM das provas de 2009 a 2014, onde a con-
clusao foi que 23,7% das questoes sao sobre Probabilidade ou Estatistica, sendo a
maior parte delas de conhecimentos Estatisticos com questoes envolvendo medidas
de tendéncia central e analise de dados. Vemos também em (RODRIGUES et al.|



2019)) resultados de uma pesquisa sobre a presenca dos contetidos de Estatistica nas
provas de Matematica do Novo ENEM, no periodo de 2009 & 2017, identificando 83
questoes envolvendo contetidos relacionados a Estatistica, o que equivale a aproxi-
madamente 20,5% do total das questoes. Por outro lado, em (SIQUEIRAL [2020)
vemos a analise das questoes de matemética das provas do ENEM entre os anos
2009 a 2019, que constatou que 17,8% das questoes foram sobre conhecimentos de
Estatistica e Probabilidade.

Com isso, é seguro afirmar que os contetidos de Estatistica sao muito relevantes
para qualquer aluno que esteja se preparando para prestar a prova do ENEM. Mo-
tivados por este fato, desenvolvemos este trabalho com o objetivo de apresentar um
levantamento dos principais contetidos de Estatistica que sao cobrados na prova do
ENEM, bem como um material didatico que sirva como guia de estudos para alunos
que estejam se preparando para a prova.

Este trabalho foi desenvolvido em duas etapas, sendo a primeira um levanta-
mento documental, que compoe o capitulo 2 desta dissertagao. Para isso, foram
realizadas analises das provas de matemética do ENEM de 2009 a 2021 destacando
as questoes que englobam os contetidos de Estatistica, elencando a quantidade de
questoes relacionadas a esses conhecimentos.

Foram analisadas 13 provas do ENEM, cada prova com 45 questoes de matemé-
tica. Inicialmente as questoes foram separadas por ano e area de conhecimento, e
em seguida, por contetido abordado, destacando a quantidade presente em cada ano
e a quantidade de questoes envolvendo cada contetdo.

A segunda etapa, que compoe os capitulos 3, 4 e 5 desta dissertacao, foi a elabo-
racao do material didatico, onde apresentamos alguns dos conceitos mais cobrados
de Estatistica nas provas do ENEM. Os contetdos abordados foram: populagao,
amostra, variaveis, representacao grafica das variaveis, medidas de tendéncia central
e medidas de dispersao. Concluiremos cada capitulo com a resolucao comentada de
questoes da prova do ENEM, e ocasionalmente de outras provas.

Para a elaboracao do material didatico buscamos nos basear nos estudos apre-
sentados em (RODRIGUES| 2007) e (HORN}, |2014)) sobre planejamento, elaboragao
e elementos fundamentais para a eficacia da linguagem escrita com o objetivo de
facilitar a construgao do conhecimento e mediar a comunicacao entre professor e
aluno.

Segundo (RODRIGUES, 2007) a eficacia do material didatico depende do pro-
fessor/autor elaborar um texto com elementos fundamentais para que haja uma
comunicagao escrita eficiente, onde deve-se compreender e privilegiar cinco elemen-
tos de eficicia da comunicagao: Clareza, rapidez, consisténcia, multiplicidade de
conexoes e didlogo. Sendo assim, procuramos seguir estes cinco principios durante

a elaboracao deste texto, além de dar especial atencao a linguagem utilizada, pois,



de acordo com (HORN| 2014), a linguagem ¢é fundamental para a elaboragao do
material didatico de qualidade, devendo ser baseada na interacao e no dialogo.

Por fim, para complementar o contetido abordado nos capitulos 3, 4 e 5 foram
disponibilizados exercicios sugeridos, com a presenca de exercicios resolvidos como

um material de suporte para auxiliar na compreensao e fixacao do contetdo.



Capitulo 2

Contetidos de Estatistica no ENEM

Em 1998 foi criado o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) com a finalidade
de avaliar o desempenho dos estudantes no término da educacao basica. A partir
de 2009 medidas governamentais estimularam o uso do ENEM nao apenas como um
processo de avaliagao do ensino médio, mas como forma de acesso ao ensino superior
no Brasil. O Sistema de Selegao Unificada (Sisu) passou a operar em larga escala
no processo de alocacao dos candidatos as vagas, que, desde o seu surgimento até os
dias atuais tem propiciado ao estudante o ingresso na maioria dos cursos oferecidos
pelas instituicoes de ensino superior.

De acordo com (CAMPOS| 2014), o ENEM é composto de questdes que, embora
também exijam conhecimentos especificos matematicos para sua resolugao, predo-
minam as situagoes do cotidiano. Por esse motivo, devido a sua grande relevancia no
cotidiano, a Estatistica ¢ um dos contetidos mais cobrados no ENEM. Além disso,
por se tratar da ciéncia que fornece os principios e a metodologia para coleta, or-
ganizacao, apresentacao, resumo, analise e interpretacao de dados, o emprego da
Estatistica ultrapassa barreiras e alcanga diversas areas do conhecimento e aplica-
bilidade (VIEIRAL [2013)).

A respeito da relevancia da Estatistica como conteido curricular destacamos
primeiramente que segundo a BNCC, os estudantes devem ter a oportunidade de
desenvolverem habilidades relativas a Estatistica durante todo o ensino fundamental
e médio, como, planejar e executar pesquisa amostral, interpretar as medidas de
tendéncia central, informar os resultados obtidos por meio de representagoes graficas
adequadas (BRASIL; [2018)).

A area de Matematica e suas Tecnologias deve garantir aos estudantes do ensino
médio o desenvolvimento de cinco competéncias especificas, na qual sao relaciona-
das, a cada uma delas, habilidades a serem alcancadas nessa etapa. Na tabela
segue uma relacao das habilidades citadas na BNCC que estao de alguma forma

relacionadas ao estudo de conceitos de Estatistica.



Tabela 2.1: Habilidades da BNCC relacionadas ao estudo de Estatistica

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas Estatisticas
apresentadas em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicacao,
identificando, quando for o caso, inadequagoes que possam induzir a erros de
interpretacao, como escalas e amostras nao apropriadas.
(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevan-
tes, usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar
os resultados por meio de relatério contendo graficos e interpretacao das me-
didas de tendéncia central e das medidas de dispersdo (amplitude e desvio
padrao), utilizando ou nao recursos tecnolégicos.
(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que
envolvem calculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média,
moda, mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio
padrao).
(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com
base em dados obtidos em pesquisas por amostras Estatisticas, incluindo ou
nao o uso de softwares que inter-relacionem Estatistica, geometria e algebra.
(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por
meio de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de
ramos e folhas, entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua analise.
Fonte: Autora, baseado em (BRASIL; [2018)).

Por outro lado, o ENEM apresenta uma matriz de referéncia com eixos cogni-
tivos comuns a todas as areas de conhecimento e uma matriz de referéncia prépria
para cada area. A area de Matematica e suas Tecnologias esté dividida em sete
competéncias, dentre elas destacamos as seguintes competéncias que fazem alusao
ao estudo dos contetudos de Estatistica (MEC/INEP, [2009)):

6) Interpretar informagoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de
graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolacao

e interpretacao.

7) Compreender o caréter aleatorio e ndo-deterministico dos fendmenos naturais
e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacao de
amostras e célculos de probabilidade para interpretar informacgoes de variaveis

apresentadas em uma distribuicao Estatistica.

Assim, é possivel perceber que os contetidos de Estatistica possuem destaque nas
matrizes curriculares da BNCC e do Exame Nacional do Ensino Médio, o ENEM.
No entanto, além de fazerem parte dos referenciais curriculares, podemos consta-
tar também que os conteudos de Estatistica estao fortemente presentes nas provas

do ENEM, como veremos na secao a seguir, que apresenta um levantamento das



questoes de matemaética nas provas do ENEM, aplicadas entre 2009 e 2021, e que

abordam conceitos de Estatistica.

2.1 Analise das Questoes do ENEM

Apo6s um levantamento de dados analisando as questoes de Matematica do ENEM
entre os anos de 2009 & 2021 encontramos um total de 99 questoes que abordavam
conhecimentos de Estatistica. Nessa se¢ao, apresentaremos estes resultados de forma

detalhada. No Gréafico a seguir destacamos a quantidade de questoes observadas em
cada ano do ENEM.

Figura 2.1: Quantidade de questoes de Estatistica por ano.

Questdes de Estatistica (ENEM - 2009 a 2021)

11
10
9 9
8 8 8 8
6 6 6
| I I | I
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

Fonte: Autora.

Nas Tabelas e apresentamos o detalhamento das 99 questoes encon-
tradas no periodo de 2009 a 2021 levando em consideracao cada tema abordado. A
32 coluna contém os niimeros das questoes referentes aos cadernos azuis das provas.

Para facilitar a compreensao dividiremos as questoes em trés categorias baseadas
nos conteiidos abordados, sendo elas: Interpretacao de Graficos e Tabelas, Medidas
de Tendéncia Central e Medidas de Dispersao. Na Tabela [2.2] destacamos as 53
questoes que avaliaram conhecimentos de Estatistica voltados a Interpretacao de
Graficos e Tabelas. Na Tabela 2.3 apresentamos o detalhamento das 42 questoes que
avaliaram conhecimentos de Estatistica voltados as Medidas de Tendéncia Central.

Na Tabela [2.4] destacamos a 4 questoes sobre Medidas de Dispersao.



Tabela 2.2: Analise das questoes - Interpretacao de Graficos e Tabelas

Questao ENEM Item N¢ Contetidos
1 2009 136 Interpretagao de graficos e razao
2 2009 142 Interpretagao de graficos e grandezas
3 2009 143 Interpretagao de graficos e porcentagem
4 2010 141 Interpretagao de graficos e porcentagem
5 2010 145 Interpretagao de graficos e porcentagem
6 2010 148 Interpretacao de graficos
7 2010 180 Interpretagao de graficos
8 2011 173 Interpretagao de graficos
9 2011 175 Interpretagao de graficos e porcentagem
10 2011 176 Interpretagao de tabelas
11 2012 148 Interpretagao de gréficos
12 2012 151 Interpretagao de graficos
13 2012 155 Interpretagao de tabelas
14 2012 162 Interpretagao de graficos e tabelas
15 2012 163 Interpretagao de graficos
16 2013 142 Interpretagao de tabelas
17 2013 144 Interpretagao de graficos
18 2013 161 Interpretagao de gréficos
19 2013 177 Interpretagao de graficos
20 2014 136 Interpretacao de graficos
21 2014 138 Interpretagao de graficos e tabelas
22 2014 153 Interpretagao de graficos e porcentagem
23 2014 166 Interpretagao de graficos
24 2014 176 Interpretagao de graficos
25 2015 136 Interpretacao de graficos
26 2015 138 Interpretagao de graficos
27 2015 140 Interpretacao de graficos
28 2015 169 Interpretagao de graficos e porcentagem
29 2016 151 Interpretagao de graficos e porcentagem
30 2016 162 Interpretagao de graficos
31 2016 171 Interpretagao de tabelas e porcentagem
32 2016 173 Interpretacao de graficos
33 2017 139 Interpretagao de graficos
34 2017 147 Interpretagao de graficos
35 2017 165 Interpretagao de graficos e razao
36 2017 169 Interpretagao de graficos e porcentagem
37 2017 172 Interpretagao de graficos
38 2018 172 Interpretagao de graficos e tabelas
39 2018 177 Interpretagao de tabelas e porcentagem
40 2019 143 Interpretagao de graficos
41 2019 146 Interpretagao de graficos
42 2019 174 Interpretagao de graficos e razao
43 2019 178 Interpretagao de graficos
44 2019 179 Interpretagao de graficos
45 2020 139 Interpretagao de graficos e razao
46 2020 148 Interpretacao de graficos e porcentagem
47 2020 156 Interpretagao de graficos
48 2020 164 Interpretagao de graficos
49 2021 143 Interpretagao de graficos
50 2021 147 Interpretagao de graficos
51 2021 149 Interpretagao de gréficos
52 2021 150 Interpretagao de graficos e porcentagem
53 2021 151 Interpretacao de graficos tabela de frequéncia

Fonte: Autora.



Tabela 2.3: Analise das questoes - Medidas de Tendéncia Central

Questao ENEM Item N2 Contetidos
1 2009 148 Média aritmética
2 2009 150 Média aritmética
3 2009 161 Mediana
4 2009 168 Mediana
5 2009 175 Média aritmética
6 2010 143 Média aritmética
7 2010 167 Mediana
8 2010 175 Média ponderada, mediana e moda
9 2011 142 Média aritmética, mediana e moda
10 2011 154 Média aritmética
11 2012 174 Média aritmética
12 2012 179 Mediana
13 2013 137 Média aritmética
14 2013 162 Mediana
15 2014 141 Mediana
16 2014 155 Média ponderada
17 2014 157 Média aritmética, mediana e moda
18 2014 161 Média aritmética
19 2015 143 Mediana
20 2015 170 Média ponderada
21 2016 144 Média aritmética
22 2016 153 Meédia aritmética
23 2016 157 Média aritmética
24 2016 159 Média aritmética
25 2016 170 Moda
26 2017 151 Média ponderada
27 2017 155 Média aritmética
28 2017 174 Mediana
29 2018 145 Média ponderada
30 2018 160 Média aritmética
31 2018 166 Média ponderada
32 2019 160 Média aritmética
33 2019 161 Média ponderada
34 2019 167 Meédia aritmética, moda e mediana
35 2019 172 Média aritmética
36 2020 165 Média aritmética
37 2020 180 Média ponderada
38 2021 139 Média aritmética
39 2021 140 Média ponderada
40 2021 144 Média ponderada
41 2021 148 Mediana
42 2021 154 Média aritmética

Fonte: Autora.



Tabela 2.4: Anélise das questoes - Medidas de Dispersao

Questao ENEM Item N©2 Contetidos
1 2010 170 Desvio padrao
2 2012 176 Desvio padrao e variancia
3 2016 140 Desvio padrao e variancia
4 2021 146 Coeficiente de variagao

Fonte: Autora.

Por fim, a Tabela apresenta a quantidade de questoes envolvendo os conhe-
cimentos de Estatistica necessarios para as solucoes das questoes conforme a Tabela
e Observamos que ao todo foram 99 questoes analisadas, porém algu-
mas das questoes abordam mais de um contetido, por esse motivo essas questoes sao

contabilizadas mais de uma vez na coluna “N© de Questoes”.

Tabela 2.5: Frequéncia dos contetidos abordados

Conteudos N® de Questoes Percentagem (%)
Interpretagao de gréficos 48 48,48%
Média aritmética 22 22,22%
Mediana 13 13,13%
Média ponderada 10 10,10%
Interpretacao de tabelas 9 9,09%
Moda 5 5,05%
Desvio padrao e/ou variancia 3 3,03%
Coeficiente de variacao 1 1,01%

Fonte: Autora.

Apos as analises das 13 provas de Matematica do ENEM, concluimos que cerca
de 17% das questoes estao relacionadas a conhecimentos de Estatistica, sendo a
maioria delas voltadas a andlise e interpretacao de graficos e/ou tabelas.

Em relagao as 42 questoes observadas sobre Medidas de Tendéncia Central, cerca
de 52% das questoes envolvem o céalculo da média aritmética, sendo 2015, o tnico
ano em que este conteiido nao esteve presente. Ja em relacao a categoria Medidas
de Dispersao, foram verificadas apenas 4 questoes no periodo estudado. Além disso,
podemos notar que as questoes que se encontram nesta categoria em geral pedem
que os alunos compreendam que quanto menor for a Variancia e Desvio Padrao mais
regular serao os dados observados.

Baseados no levantamento realizado neste trabalho sobre os contetidos abordados
nas provas do ENEM, apresentaremos um material didatico voltado para o estudo
dos topicos relacionados a Estatistica que consideramos essenciais para que o estu-

dante apresente um bom desempenho nas questoes do exame.



Os proximos capitulos sdo baseados em (SILVA; FERNANDES; ALMEIDA]
BOT5), (FERREIRA, 2015), (MORETTIN: BUSSAB, 010), (FONSECA: MARS
[TINS, 2011), (IEZZI; HAZZAN; D M, [2013), (VIEIRA, [2013), (CORREA] 2003),
(CEONARDO], p020), (DANTE; VIANA] 2020), (BONJORNO: JANIOR; SOUSAL
e apresentam os seguintes conceitos de Estatistica: Populagao, Amostra, Va-
ridveis, Distribuicao de Frequéncia, Representacao Grafica das Variaveis, Medidas
de Tendéncia Central e Medidas de Dispersao.
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Capitulo 3
Conceitos Iniciais de Estatistica

Estatistica ¢ uma ciéncia responsavel pela coleta, organizacao, descrigao, analise
e interpretagao de dados. Podemos dividir os contetdos estudados em Estatistica
em dois grupos: Estatistica Descritiva, e Inferéncia Estatistica. Na Estatistica Des-
critiva a coleta, a organizacao e a descri¢cao dos dados é feita sobre toda a populagao
que esta sendo estudada. Os dados sao organizados e resumidos através de medidas
numéricas e apresentados de forma clara por meio de graficos e tabelas, facilitando
assim o entendimento das informagoes. Na Inferéncia Estatistica a coleta, a or-
ganizacao e a descricao dos dados ¢é realizada sobre uma parte da populacao, que
chamamos de amostra. Através da interpretacdo da amostra sao feitas estimativas
e previsoes sobre a populacao total.

Veremos neste capitulo alguns dos conceitos iniciais necessarios para o estudo
dessa ciéncia.

Objetivos do capitulo:

e Reconhecer a Estatistica como a drea da Matemaética responséavel pela coleta,

organizagao, descricao e analise dos dados.
e Identificar e classificar variaveis Estatisticas.

e Organizar dados em intervalos e construir tabelas de distribui¢oes de frequén-

cias.
e Apresentar as diversas maneiras de representacao dos dados.

e Decidir qual(is) representacao(oes) grafica(s) é(sdo) a(s) mais efetiva(s) para

cada anélise.

11



3.1 Populacao e Amostra

Populagao é o conjunto formado por todos os elementos (pessoas, objetos, medi-
das, respostas e outros) que constituem todo o universo de informagoes que se deseja
estudar, por exemplo, todos os habitantes da cidade de Fortaleza, todos os carros
produzidos, em determinado ano, por uma montadora, todos os acidentes ocorridos
em determinada extensao de uma rodovia durante um feriado prolongado.

Na maioria dos estudos, trabalhar com toda a populacao se torna inviavel, por
questao de tempo, dinheiro, sensatez, impossibilidade de examinar toda a populacao
e outros fatores, dessa forma, o estudo estatistico é feito por meio de um subconjunto
representativo da populacao de interesse, que é denominado amostra.

Considere a seguinte situacao: O gerente de uma empresa, com um total de 150
funcionérios, realizou um experimento com o objetivo de verificar o consumo de agua
dos funcionérios durante o turno de trabalho. Foram selecionados, aleatoriamente,
50 funcionéarios e mensurada a quantidade de litros de agua consumida por cada um,
no periodo de 30 dias.

Na situacao descrita acima temos:

Populagao: todos os funcionarios da empresa.

Amostra: os 50 funcionarios selecionados para o experimento.

Os dados obtidos por meio de uma populagao ou amostra, sdo provenientes da(s)

variavel(eis) em estudo. Na se¢ao seguinte apresentaremos o conceito de variaveis.

Quer saber mais?. Para os alunos que quiserem conhecer uma aplicacao dos con-
ceitos estudados nessa se¢ao recomendamos o sequinte video: Dando IBOPE, (SI-
ARETTA, 2018b). Esse video também explica o conceito de amostragem e indica

diferentes maneiras de se selecionar uma amostra.

3.2 Variaveis

O professor queria tracar o perfil dos seus alunos, para isso, ele elaborou questoes
para reunir as informacgoes desejadas. 15 alunos foram entrevistados e cada um
respondeu questoes para identificar género, idade (arredondada para o inteiro mais
proximo), estado civil, meio de transporte utilizado para chegar até o local de estudo

e renda familiar mensal. Os resultados sao mostrados na tabela B.1]
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Tabela 3.1: Resultados da pesquisa

Género Idade | Estado civil | Meio de transporte | Renda familiar mensal
(em salarios minimos)

Masculino 26 casado carro 19,5

Masculino 25 solteiro moto 9,3

Feminino 20 solteira onibus 10,2

Masculino 28 casado moto 124

Feminino 21 solteira carro 10,7

Feminino 23 separada carro 14,7

Masculino 30 casado 6nibus 16,6

Feminino 28 solteira a pé 12,5

Masculino 25 solteiro a pé 8,2

Masculino 35 separado carro 15,4

Masculino 32 solteiro 6nibus 18,8

Feminino 21 solteira a pé 12,1

Feminino 22 solteiro carro 5,0

Masculino 29 solteiro carro 7,6

Feminino 34 separada moto 5,8

Fonte: Autora, baseado em (IEZZI; HAZZAN; D M| |2013]).

Cada caracteristica de interesse investigada na situagao acima que permitira fazer
a analise desejada da situacao ¢ denominada varidvel.

As variaveis que apresentam como resposta uma qualidade, atributo ou prefe-
réncia do entrevistado recebem o nome de varidveis qualitativas, como no caso das
variaveis género, estado civil e meio de transporte, e as que apresentam um namero
como resposta sao denominadas varidveis quantitativas, por exemplo, as variaveis
idade e renda familiar mensal.

As variaveis qualitativas podem ser classificadas como ordinais ou nominais.
Quando existe uma ordenacao natural sao classificadas como qualitativas ordinais,
por exemplo, as variaveis como desempenho de um profissional (péssimo, regular ou
bom) e grau de escolaridade (ensino fundamental, ensino médio, superior). Caso
contrario, elas sao classificadas como qualitativas nominais, por exemplo, varidveis
como género (masculino e feminino) e meio de transporte (carro, moto, énibus, etc.).

No caso das variaveis quantitativas, elas podem ser classificadas como quanti-
tativas discretas ou continuas. As variaveis quantitativas discretas sao resultantes
de uma operacao de contagem, assumindo respostas cujos niimeros sao inteiros, por
exemplo, nimero de pegas defeituosas em um lote. J& as variaveis quantitativas
continuas assumem valores que pertencem a um intervalo de ntimeros reais, ou seja,

numeros decimais, por exemplo, peso, altura, renda familiar.

O esquema apresentado na figura [3.1| resume os tipos de variaveis Estatisticas:
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Figura 3.1: Tipos de variaveis.

Variavel

qualitativa guantitativa

ordinal nominal discreta continua

Fonte: Autora.

3.3 Distribuicao de Frequéncias

Na Estatistica, o maior interesse ¢ conhecer o comportamento da(s) variavel(eis)
presentes no estudo. Para isso, é necessario sintetizar e organizar os valores que
uma ou mais variaveis podem assumir em uma distribuicao de frequéncias, para que
possamos ter uma visao global de uma variacgao.

Distribuicao de frequéncias é uma tabela em que se resumem grandes quantidades
de dados, determinando o ntimero de vezes, que cada um dos valores da variavel em
estudo ocorre, (frequéncia absoluta, indicado por m;), e a porcentagem com que

aparece (frequéncia relativa, denotado por f;).

Exemplo 1. Dos 15 alunos entrevistados, obtemos os sequintes wvalores para a

frequéncia absoluta dos valores da varidvel meio de transporte:
e Carro (ny =6);
e Onibus (ny = 3);
e Moto (ns =3);
o A pé(ng=3).
Veja que: \

n1+n2—|—n3+n4:Zni:15.
=1

A frequéncia relativa ou percentual (f;), geralmente expressa em porcentagem,

¢ a razao entre a frequéncia absoluta (n;) e niamero total de dados n, isto é:

n.
=2

n
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Para facilitar o processo de contagem do niimero de vezes que cada dado ocorre
podemos ordené-los de forma crescente ou decrescente. A uma sequéncia ordenada

de dados brutos damos o nome de rol.

Exemplo 2. Vamos construir a tabela de distribuicao de frequéncias para as varid-
veis estado ciwil[3.9 e meio de transporte[3.5, de acordo com a tabela[3.]].

Tabela 3.2: Distribuigao de frequéncia (estado civil)

Estado Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa | Porcentagem
civil (n;) (f:) (%)
Separado(a) 3 +=0,2 20
Solteiro(a) 9 2 =0,6 60
Casado(a) 3 £=0,2 20
Total 15 1,0 100

Fonte: Autora.

Tabela 3.3: Distribuigao de frequéncia (meio de transporte)

Meio de | Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa | Porcentagem
transporte (n;) (fi) (%)
Carro 6 % =0,4 40
Onibus 3 % =0,2 20
Moto 3 2 =0,2 20

y 3

A pé 3 5=0,2 20
Total 15 1,0 100

Fonte: Autora.

Em alguns casos, os valores assumidos por uma varidvel podem pertencer a
um determinado intervalo real, nao havendo praticamente repeticao de valores, isso
acontece com as varidveis idade e renda familiar. Nesse caso, devemos construir
uma tabela de frequéncias onde os dados estardo agrupados em classes (intervalos)
de valores.

Na construcao de uma distribuicao de frequéncias com intervalos de classes de-

vemos ter respostas para estes dois questionamentos:

e Qual o ntiimero de classes que a tabela deve ter?

e Qual o tamanho (ou a amplitude) das classes?
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Nao existe regras definidas para a construcao dos intervalos de classe. Depen-
dendo da natureza dos dados, podemos ter um ntmero maior ou menor de classes.
No entanto, devemos construir classes de mesma amplitude (tamanho), e a quanti-
dade de classes nao deve ser inferior a 5 e nem superior a 20, a fim de que a anélise
nao fique comprometida, pois se o nimero de classes for muito pequeno perderemos
informacoes, e com um nimero grande de classes o objetivo de resumir os dados fica
prejudicado.

Embora nao exista regra fixa, podemos utilizar o critério que é sugerido por

varios autores. Chama-se regra da raiz:

K =~ +/n,

onde K indica o nimero de classes que vamos construir e n é o niimero de obser-

vagoes no conjunto de dados.

Para determinar a amplitude e o ntimero de observacoes em cada classe, devemos:

e Identificar o valor maximo (Z,,.;) € o valor minimo (z,,;,) no conjunto de

dados observados.

e Calcular a amplitude total,

At = Tmaz — Tmin-

e A amplitude da classe, denotado por h, serd a razao entre a amplitude total e

o numero de classes a ser construida.

Ay
h“’?'

e Contar o nimero de observacoes que pertencem a cada intervalo de classe

(esses numeros sao as frequéncias absolutas das classes).

e Vamos considerar que cada intervalo de classe construido ¢ fechado a esquerda
e aberto a direita, ou seja, a notacao a F b refere-se ao intervalo real [a, b],

onde:

la,b[={z € R |a <z <b}.

Exemplo 3. Os dados do quadro a sequir referem-se a idade (em anos) de 64 funci-
ondrios de determinada empresa. Vamos organizar este conjunto de dados em uma

tabela de distribuicao de frequéncias.
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22122124124 125|261 26| 26
26 | 26 | 26 | 26 | 28 | 28 | 28 | 28
28 | 28 | 28 | 28 | 28 | 28 | 29 | 29
29 (30 |30]30 |31 |31]31]32
3213213313333 |33]|33]33
34 (35|34 |34 34|34 |34 34
35135363637 |37]39|39
40 | 41 | 42 | 42 | 43 | 44 | 45 | 45
Fonte: Autora.

Solucao:

Veja que ha uma variacao grande de ntimeros, dessa forma, se construirmos uma
distribuicao de frequéncias colocando os niimeros do menor para o maior, a tabela
ficara extensa. Nesse caso, é conveniente agrupar os dados em intervalos de classes.

Para isso, precisamos saber quantas classes vamos construir, bem como sua am-

plitude. Utilizando a regra da raiz, temos:

K~+vn=K=~V64=38.

mazr — “min 45_22
hzu h ~ ~

K 8

Portanto, vamos construir 8 classes de amplitude 3 cada uma.

Tabela 3.4: Distribuicao de frequéncia (idade dos funcionérios)

Idade dos | Frequéncia | Frequéncia
funcionarios | absoluta relativa Porcentagem
(em anos) (m:) (fi) (%)
22+ 25 4 o =0,0625 6,25
25 F 28 8 2 =0,125 12,5
28 F 31 16 = =0,25 25
31+ 34 12 & =0,1875 18,75
34 F 37 12 & =0,1875 18,75
37 F 40 4 o = 0,0625 6,25
40 - 43 4 & =0,0625 6,25
43 - 46 4 5 =0,0625 6,25
Total 64 1,0 100

Fonte: Autora.
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3.4 Representacao Grafica das Variaveis

A representagao grafica esta presente em diversos meios de comunicagao (jornais,
revistas, televisao, internet), relacionados a assuntos do nosso cotidiano, como satde,
economia, esportes, desenvolvimento humano, etc.

Os graficos constituem um importante instrumento de anélise de um conjunto
de dados, pois as informacgoes sao absorvidas e interpretadas de forma mais clara
e rapida por parte do leitor. A escolha do grafico mais apropriado ficaré a critério
do analista, no entanto, devem ser considerados na elaboracao de um gréfico a
simplicidade, clareza e veracidade dos dados. Sendo assim, é importante que o
candidato ao ENEM seja capaz de reconhecer e interpretar os diferentes tipos de

graficos.

3.4.1 Porcentagem
O calculo de porcentagens aparece com frequéncia associado a tabelas e a grafi-

cos no ENEM. Por esse motivo, recordaremos brevemente este conceito a seguir.

Porcentagem é uma maneira de indicar uma razao de denominador 100 ou qual-

quer representacao equivalente a ela. Exemplos:

60 6 3
2% 5 1
*Bh=10"9 =10

Observe que 60% quer dizer que, em cada grupo de 100 objetos considerados,
estamos dando destaque a 60 desses objetos.

A porcentagem pode ser utilizada quando queremos expressar alguma quantidade
como porcentagem de um valor. Suponhamos que um produto que custava R$ 80,00
foi vendido com um desconto de 5%. O desconto de 5% sobre 80 corresponde a

divisao do preco por 100, tomando 5 partes, isto é:

8 5
5%de80 =5 100 = 100 80

De modo geral, calcular a porcentagem de determinado valor corresponde a mul-

tiplicar a porcentagem por esse valor.

60
60% de 1200 = —— - 1200 = 720.
* 60%de 100

15
15% de 160 = —2 - 160 = 24.
* 15%de 100
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3.4.2 Grafico em Barras

O grafico de barras é bastante utilizado quando a variavel em estudo for qualita-
tiva, porém, pode ser utilizado também para representar dados quantitativos discre-
tos. Ele mostra os dados utilizando um nimero de barras de mesma largura, cada
uma delas representando uma categoria particular e cujas alturas/comprimentos sao

proporcionais aos valores que elas representam.

Exemplo 4. O grifico apresentado na figura [3.9 relaciona os paises com o maior
numero de telefones (fizos e celulares) e as quantidades correspondentes a cada um.
Neste grafico € muito rapido e facil para o leitor perceber visualmente a disparidade
entre o nimero de telefones na India e na China, sem precisar analisar wm por um,

como seria o caso em uma tabela que apresentasse os mesmos dados.

Figura 3.2: Grafico de barras horizontais.

Paises com maior numero de telefones fixos e
celulares (em milhdes)

India m— 54,1

Coreia do Sul W= 55,6
Franca IS 725
Brasil mssssss 73,7
Itilia " 79,7

Reino Unido messssssss 852

Alemanha I 112,09
Japio meesssssssssssm—m 153,6
Estados Unidos e 330,7

China

421

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Fonte: O Estado de S. Paulo / adaptado.

Esse grafico recebe o nome de grdfico de barras horizontais. O comprimento da

barra para representar a frequéncia é proporcional ao niimero de telefones.

Exemplo 5. O grdfico da figura apresenta o niumero de livros distribuidos no
Brasil pelo Programa Nacional do Livro Diddtico para o Ensino Médio (PNLEM)
durante os anos de 2007 e 2015. Note que, diferente do Exemplo[]), as colunas estao

distribuidas de acordo com a passagem de tempo, sendo uma para cada ano.

19



Figura 3.3: Gréafico de barras verticais.

Livros distribuidos no Brasil pelo Programa
Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio

Livro(s)
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Fonte: Painel de controle do MEC.

O grafico da figura [3.3) recebe o nome de grdfico de barras verticais, também
conhecido como grifico de colunas. A cada ano corresponde uma coluna cujo com-
primento é proporcional ao numero de livros distribuidos.

Olhando para o grafico da figura [3.3] podemos perceber através da comparagao
das alturas das colunas que no ano de 2007 houve a menor distribuicao de livros,
enquanto que no ano de 2012 houve a maior distribuicao de livros. No entanto,
diferente do grafico da figura [3.2] as quantidades de livros distribuidos nao estao
indicadas em cada uma das colunas. Nesse caso, precisamos observar o eixo vertical,
que corresponde a quantidade de livros, para ter uma ideia aproximada de quantos
livros foram distribuidos em cada ano. Por exemplo, note que a coluna que indica
a distribuicao de livros no ano de 2009 tem altura um pouco menor que 45 000 000,
o que nos permite estimar a quantidade de livros distribuidos apesar de nao saber
0 numero exato.

Esse tipo de grafico também pode ser construido apresentando mais de uma
informacao simultaneamente, nesse caso dizemos que o grafico € um grdfico com-
posto. Dentre os graficos compostos um dos mais conhecidos é o grdfico de barras
justapostas, onde, como o préprio nome indica, as informagoes sao representadas
por um conjunto de barras justapostas classificadas de acordo com as diferentes

modalidades.

Exemplo 6. O grdfico de barras verticais da figura[3.4] é um exemplo de grifico de

barras justapostas e apresenta um levantamento estatistico sobre acidentes aéreos no

20



Brasil de 2012 a 2021. Este grdfico mostra simultaneamente o numero de acidentes,
o numero de acidentes fatais, isto €, acidentes em que houve mortos, e o niumero de

fatalidades, ou seja, de mortes ocasionadas por acidentes aéreos.

Figura 3.4: Grafico de barras verticais.

Panorama dos acidentes aéreos no Brasil (2012-2021)

250

; 205 199
£ 200
£ 176 72 164 165 -
147 149
E 150 141
< 110 o 104
= 100 80 79 77
% 3 23 47 a5 54 o3 50 57
g 50 I 37 I 30 37 a5 35 25
0 1 Il ol I s
2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Ano

Acidentes m Acidentes Fatais Fatalidades

Fonte: Centro de Investigagdes e Prevengao de Acidentes Aeronauticos. PAINEL SIPAER.

Note que, por se tratar de um grafico composto, é necessério utilizar trés cores
diferentes nas colunas para indicar as diferentes categorias, sendo amarelo para
acidentes, roxo para acidentes fatais e laranjado para fatalidades.

Observando o gréfico, responda as seguintes questoes:

(a) Quantos acidentes ocorreram no periodo?

(b) Analisando o total de acidentes ocorridos em 2012 em relagao ao total de

acidentes ocorridos em 2019, qual foi o decréscimo percentual?

(¢) Em quais anos o numero de fatalidades foi superior a 907
Solugao

(a) Para determinar o nimero total de acidentes nesse periodo, basta somar-
mos o niumero de acidentes ocorridos em cada ano. Analisando o grafico

temos que a soma das quantidades indicadas nas colunas amarelas é:
205 + 199 + 176 + 172 + 164 4 147 + 165 + 150 + 149 + 141,

e portanto, um total de 1668 acidentes.

(b) De acordo com o grafico, foram registrados 205 acidentes em 2012 e 150

acidentes em 2019. Para determinar o decréscimo percentual podemos
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utilizar a seguinte proporgao:

205  100%
150 =«
1
2052 = 15000% = = = 5;)83% ~ 73,17%.

Assim, os 150 acidentes ocorridos em 2019 representam aproximadamente
73,17% dos acidentes ocorridos em 2012, ou seja, o decréscimo percentual
foi em torno de 23,83%.

Outra maneira de resolver é utilizando o calculo de porcentagem como

foi apresentado no inicio dessa secao.

x
de205 =1 — - 205 = 150.
% de 205 50 = 100 05 50

150
2,052 = 150 = 7 — —— ~ 73 17%.
o T= s NI

De forma analoga, o decréscimo percentual foi em torno de 23,83%.

(¢) O namero de fatalidades foi superior a 90 nos anos de 2012, 2013 e 2016.

3.4.3 Grafico em Setores

O gréfico de setores ou gréafico de pizza, é um dos gréaficos mais usados para
representar varidveis qualitativas nominais e é bastante 1util quando se pretende
visualizar o percentual que cada categoria representa do total.

O grafico da figura [3.5] informa o percentual de internacoes de criancas de 0 a 14

anos por acidentes no ano de 2018.
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Figura 3.5: Grafico de setores.

Internacdes de criancas de 0 a 14 anos por acidentes (2018)

9,90%

[ Transito [[]JQueda [[Sufocacdo [l Queimadura []Intoxicacdo []Outros

Fonte: Crianga segura BRASIL. Acidentes em nimeros.

Para representar essa distribuicao, dividimos o circulo em cinco setores circula-

res. A medida do angulo de cada setor seré proporcional a porcentagem relacionada.

Exemplo 7. Com base no grifico acima, determine a medida do dngulo do setor
circular referente ao numero de internagoes de criangas por intoxica¢ao.
Solugao

Temos a seguinte proporcao:

100%  360°
3,10% =«

100z = 360 - 3, 1.

1116
r=—
100

De modo geral, quando uma varidvel assume k valores distintos, o circulo sera

=z =11,16°

dividido em k setores circulares cujas medidas dos angulos sao proporcionais as

frequéncias correspondentes a cada um desses valores.

3.4.4 Histogramas

Um histograma é um tipo de grafico de barras verticais, porém refere-se a uma
distribuicao de frequéncias construida com intervalos de classes. Os intervalos de

classes sao colocados no eixo horizontal e as frequéncias no eixo vertical.
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Considere a tabela de frequéncias da figura que apresenta a massa, em qui-

lograma, de um grupo de estudantes.

Figura 3.6: Tabela de frequéncia.
Medida de massa de um grupo de estudantes

Medida de massa (em kg) FA FR (em %)
48,5 — 55,5 8 16
555 — 62,5 11 22
62,5 — 69,5 12 24
695+ 76,5 10 20
76,5 — 83,5 9 18
Total 50 100

Fonte: Livro didatico (DANTE; VIANA] [2020)).

De acordo com a tabela de frequéncias, podemos construir um histograma de

modo semelhante & construgao de um gréafico de colunas.

e Histograma com os intervalos de classe relacionados as frequéncias absolutas.

Figura 3.7: Histograma.
Medida de massa de um grupo de estudantes

T
T2
10 - - - - - -
84---- -
6_ _____ -ma

Y/ -

24... . Medida de
massa (em kg)

1TV

0 485 555 625 695 765 835

Fonte: Livro didatico (DANTE; VIANA] [2020).

3.4.5 Grafico de linhas (segmentos)

O principal objetivo do grafico de linhas é evidenciar direcionamentos e movi-
mentos do fenémeno ao longo do tempo, ou seja, a forma como ele esta crescendo

ou decrescendo através de um periodo de tempo.

Exemplo 8. O grdfico da figura[3.8 apresenta a evolugio do saldo da balanga co-
mercial do Brasil no periodo de 2007 a 2017. Saldo da balanca comercial € um termo

econdmico que indica a diferenca entre o que € exportado e o que € importado.
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Figura 3.8: Grafico de linhas.
Evolucdo do saldo comercial do Brasil (2007-2017)

Valores (em bilhdes de délares)

80 1

70 4

60 4

50 4

40 1

30 -

20 4

—104..2007_2008_ 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 __

Fonte de consulta: Ministério do Desenvolvimento, Indistria e Comércio Exterior.

Exemplo 9. Grdfico de linhas para ilustrar a diminuicao da taxa de analfabetismo

das pessoas com idade superior a 5 anos durante o periodo de 2001 a 2015.

Figura 3.9: Grafico de linhas.

Taxa de analfabetismo de pessoas de 5 anos ou mais, 2001 - 2015
15

14

13

11

10

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2011 2012 2013 2014 2015

Brasil

Fonte: "IBGE - Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios."

Quer saber mais?. Se vocé deseja conhecer mais sobre grdficos e suas aplicagoes
sugerimos o sequinte video: Cada grdfico no seu galho, (STARETTA, [2018a).
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3.5 Questoes Comentadas

Nesta secao apresentamos alguns exercicios comentados com o objetivo de oferecer
ao estudante um material de consulta. Na resolucao dos exercicios a seguir é im-
portante compreender o que é pedido no enunciado, interpretar o gréafico e coletar

as informacoes necessarias para responder o que é pedido.

1. (ENEM 2009 - Item 143) O grafico apresentado na figura mostra a evo-
lugao, de abril de 2008 a maio de 2009, da populagdo economicamente ativa

para seis Regioes Metropolitanas pesquisadas.

Figura 3.10: Evolucao da populagao economicamente ativa.

,/_ Populagio economicamente ativa (em mil pessoas) _\

23.500 4
23.300 A
23.100 o
22.900 4

22.700 4

22,500 A

2+
\_ 0408 05 08 07 08 09 10 11 12 0109 02 03 04 05 )/

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Considerando que a taxa de crescimento da populacao economicamente ativa,
entre 05/09 e 06/09, seja de 4%, entao o ntimero de pessoas economicamente

ativas em 06/09 sera igual a

(a) 23940.

(b) 32228.

(c) 920800.
(d) 23940 800.
(e) 32228000.

Solugao: O eixo vertical expressa o niumero de pessoas economicamnete ativa
(em mil pessoas). Analisando o grdfico, o nimero de pessoas economicamente
ativa em 05/09 € de 23020000. Como em 06/09 houve um crescimento de

4%, temos que, o nimero de pessoas economicamente ativas serd:
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4
23020000 + 100 23020000 = 23940 800.

Resposta: alternativa d.

2. (ENEM 2010 - Item 141) Os dados do grafico foram coletados por meio da

Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios.

Figura 3.11: Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios.

Estudantes que possuem telefone mével celular com idade
de 10 anos ou mais

70
60

63 64 56 62 [
a4 42

50 37 38
40 36

30

20

10

0 M Possuiam

=
@

Porcentagem (%)

Ndo Possuiam

Norte
MNordeste
Sudeste
Centro-Qeste

Regides brasileiras

Fonte: IBGE.Disponivel em: http:/fwww.ibge.gov.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Supondo-se que, no Sudeste, 14900 estudantes foram entrevistados nessa pes-

quisa, quantos deles possuiam telefone movel celular?

Solugao: De acordo com o grdfico, o percentual de estudantes da regiao Su-
deste que possuem telefone movel celular é de 56%. Como foram entrevistados
14900 estudantes, temos:

56
— - 14900 = 8 344.
100

Resposta: alternativa d.
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3. (ENEM 2010 - Item 145) Os dados do gréfico seguinte foram gerados a partir de
dados colhidos no conjunto de seis regioes metropolitanas pelo Departamento

Intersindical de Estatistica e Estudos Socioeconémicos (Dieese).

Figura 3.12: Taxa de desemprego.

Taxas de desemprego nas regioes
metropolitanas margo/2010

S3o Paulo

Salvador 19,9
Recife 19,3
Porto Alegre

Belo Horizonte

Distrito Federal

Disponivel em: http://g1.globo.com. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Supondo que o total de pessoas pesquisadas na regiao metropolitana de Porto
Alegre equivale a 250000, o nimero de desempregados em marco de 2010,

nessa regiao, foi de

(a) 24500.
(b) 25000.
(c) 220 500.
(d) 223000.
)

(e) 227500.

Solucgao: De acordo com o grdfico, a taxa de desemprego em marco de 2010 na
regiao metropolitana de Porto Alegre foi de 9,8%. O total de pessoas pesqui-
sadas messe mesmo periodo na regigo metropolitana de Porto Alegre equivale

a 250000, logo, o niumero de desempregados em mar¢o de 2010 foi de:

9,8
—— . 250000 = 24 500.
100

Resposta: alternativa a.
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4. (ENEM 2012 - Item 162) O grafico fornece os valores das agbes da empresa
XPN, no periodo das 10 as 17 horas, num dia em que elas oscilaram acentua-

damente em curtos intervalos de tempo.

Figura 3.13: Empresa XPN.

Valor da Acao (em reais)
y

40 ——————————————

B =

30f————————
280 ———~

200 -
150 - —

I
100 f ===~

1

|

e e

|
! s> Tempo (em horas)
M0 11 12 13 14 15 16 17

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Neste dia, cinco investidores compraram e venderam o mesmo volume de agoes,

porém em horarios diferentes, de acordo com a seguinte tabela.

Figura 3.14: Compra/venda das agoes.

Investidor Hora da Compra Hora da Venda
1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com relagao ao capital adquirido na compra e venda das acoes, qual investidor

fez o melhor negocio?

(a) 1.
(b) 2.
(c) 3.
(d) 4.
(e) 5.
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Solugao: Para determinar o ganho por a¢ao de cada investidor devemos fazer
a diferenc¢a entre o valor da venda e o da compra. Os valores de compra e venda
sao retirados do grdfico de acordo com a hora em que foram efetuados. Aquele
cujo valor for maior € o que fez o melhor negocio, uma vez que todos venderam

a mesma quantidade de agoes.

Investidor 1: 460 — 150 = 310;

Investidor 2: 200 — 150 = 50;

Investidor 3: 460 — 380 = 80;

Investidor 4: 100 — 460 = -360 (prejuizo de R$ 360,00);
Investidor 5: 150 — 50 = 100.

O maior valor € 310 reais, obtido pelo investidor 1.

Resposta: alternativa a.

. (ENEM 2013 - Item 144) A cidade de Guarulhos (SP) tem o 82 PIB municipal
do Brasil, além do maior aeroporto da Ameérica do Sul. Em proporc¢ao, possui

a economia que mais cresce em industrias, conforme mostra o grafico.

Figura 3.15: Crescimento industrial.

Crescimento - Industria

65%
60%
55%
50%
45%
40%
35%

30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

Brasil Séo Paulo Sao Paulo

(Estado) (Capital) Guarulhos

Fonte: IBGE, 2002-2008 (adaptado).

Analisando os dados percentuais do gréafico, qual a diferenca entre o maior e

o menor centro em crescimento no polo das industrias?

(a
(b

) 75,28.

)
(c) 56,95.

)

)

64, 09.

(d) 45, 76.
(e) 30,07.
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Solugao: De acordo com o grdfico, € possivel observar que o maior percentual
de crescimento € da cidade de Guarulhos, com 60,52%, e o menor percentual

de crescimento € da cidade de Sao Paulo (capital) com 3,57%.
A diferenca serd: 60,52% — 3,57% = 56, 95%.

Resposta: alternativa c.

. (ENEM 2013 - Ttem 177)
Uma falsa relacao

O cruzamento da quantidade de horas estudadas com o desempenho no Pro-
grama Internacional de Avaliagao de Estudantes (Pisa) mostra que mais tempo

na escola nao é garantia de nota acima da média

Figura 3.16: Uma falsa relagao.

NOTAS
NO PISA

600
e Média
Finlandia
@ @Cm'awa do Sul gu550
RN N | /ORAS DE ESTUDO
Australia@ (dos T aos 14 anos)
500 _8.00¢ T EXTp

450

@ Israsl
400 @Méxicu

I

* Considerando as médias de cada pais no exame de matemdtica.
Nova Escola, Sao Paulo, dez. 2010 (adaptada).

Dos paises com notas abaixo da média nesse exame, aquele que apresenta

maior quantidade de horas de estudo é

a) Finlandia.

b

(
(b) Holanda.

)
)
(c) Israel.
(d) Meéxico.
)

(e) Russia.
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Solugao: Observando o grifico temos que o0s paises com as notas abairo da

média sao: Russia, Portugal, Itdlia, Israel e México.

E o que apresenta maior quantidade de horas de estudo é: Israel, com 8500

horas aprorimadamente.

Resposta: alternativa c.

(ENEM 2014 - Item 153) Uma empresa de alimentos oferece trés valores dife-
rentes de remuneragao a seus funcionarios, de acordo com o grau de instrucao
necessario para cada cargo. No ano de 2013, a empresa teve uma receita
de 10 milhoes de reais por més e um gasto mensal com a folha salarial de
R$ 400000, 00, distribuidos de acordo com o grafico da figura No ano
seguinte, a empresa ampliard o ntumero de funcionarios, mantendo o mesmo
valor salarial para cada categoria. Os demais custos da empresa permanecerao
constantes de 2013 para 2014. O numero de funcionarios em 2013 e 2014, por

grau de instrugdo, esta no grafico da figura [3.18

Figura 3.17: Distribuigao da folha salarial.
Distribuicdo da folha salarial

12,5%

B Ensino fundamental
[J Ensino médio

O Ensino superior

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Figura 3.18: Numero de funcionérios.
Numero de funcionarios por grau de instrucdo

M 2013
20 02014

20
o ﬂ
0

Ensino fundamental Ensino médio Ensino superior

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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Qual deve ser o aumento na receita da empresa para que o lucro mensal em
2014 seja o mesmo de 20137

(a) R$114285,00.
(b) RS$ 130000, 00.
(¢) R$ 160000, 00.
(d) R$210000, 00.
(e) R$213333,00.

Solugao: Observando o grifico da figura temos que a distribuicdo do
gasto mensal com a folha salarial por funciondrio, sequndo seu grau de instru-

¢ao, no ano de 2013:

Ensino fundamental
12,5% - 400 000

= 1000.
50
Ensino médio 759% - 400 000
T — 2000.
150
Ensino superior
12 -4
,5% - 400 000 5000,

10

Observando o grifico da figura[3.18 percebemos que apds o aumento do nimero
de funciondrios em 2014, mantendo o mesmo valor salarial para cada categoria,

o gasto mensal com a folha salarial serd:
70 - R$1000,00 + 180 - R$2000,00 + 20 - R$5000,00 = R$ 530 000, 00.

Assim, para que o lucro mensal seja o mesmo de 2013, o aumento na receita

da empresa deverd ser:
R$ 530000 — R$ 400000 = R$ 130 000.

Resposta: alternativa b.
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8. (ENEM 2014 - Item 176) Um cientista trabalha com as espécies I e II de
bactérias em um ambiente de cultura. Inicialmente, existem 350 bactérias da
espécie I e 1250 bactérias da espécie II. O grafico representa as quantidades

de bactérias de cada espécie, em funcao do dia, durante uma semana.

Figura 3.19: Quantidades de bactérias.

Bactérias das espécies l el

1600 1450

1400 R ! 4;00 1350
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800 800 —i— Bactérias Il
[/ \ Jae
N /NN
400 Pt v =90
350 300 300
200

0
0 T T T T T |\>ﬂ Em dias

Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sab.  Dom.

Quantidade de bactérias

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Em que dia dessa semana a quantidade total de bactérias nesse ambiente de

cultura fol maxima?

a) Terca-feira.

(
(b

Quarta-feira.

d) Sexta-feira.

)

)

(¢) Quinta-feira.
(d)

(¢) Domingo.

Solugao: A quantidade total de bactérias nesse ambiente de cultura em cada
dia da semana serd:

Segunda: 350 + 1250 = 1600;

Terca: 800 4 1100 = 1900,

Quarta: 300 4+ 1450 = 1 750;

Quinta: 850 + 650 = 1 500;

Sexta: 300 + 1400 = 1700;

Sdbado: 290 + 1000 = 1290;

Domingo: 0+ 1350 = 1350.
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Portanto, a quantidade total de bactérias nesse ambiente de cultura foi mdxima

na Terca-feira.

Resposta: alternativa a.

(ENEM 2015 - Item 140) Uma pesquisa de mercado foi realizada entre os
consumidores das classes sociais A, B, C e D que costumam participar de
promocoes tipo sorteio ou concurso. Os dados comparativos, expressos no
grafico, revelam a participacao desses consumidores em cinco categorias: via
Correios (juntando embalagens ou recortando codigos de barra), via internet
(cadastrando-se no site da empresa/marca promotora), via midias sociais (re-

des sociais), via SMS (mensagem por celular) ou via radio/TV.

Figura 3.20: Pesquisa de mercado.
Participacdo em promocgdes do tipo sorteio ou concurso em uma regiao

Percentual

45 ......... a.d ..................................................................

40 — .37...

35 F-I.... ‘
2o} Il Correios
25 H [ internet
20 1 [ midias Sociais
Bl | B sms

10 71

[] radio/Tv

5

0

A/B C/D

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Uma empresa vai lancar uma promocao utilizando apenas uma categoria nas
classes A e B (A/B) e uma categoria nas classes C e D (C/D).

De acordo com o resultado da pesquisa, para atingir o maior nimero de con-
sumidores das classes A/B e C/D, a empresa deve realizar a promogao, res-

pectivamente, via

Correios e SMS.

internet e Correios.

)
)
(c) internet e internet.
(d) internet e midias sociais.
)

radio/TV e radio/TV.
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Solugao: De acordo com o grdfico, o maior numero de consumidores das clas-
ses A/B que participam de promogoes, utilizam a internet (40%), e o maior
nimero de consumidores das classes C/D que participam de promogoes, utili-

zam os correios (33%).

Resposta: alternativa b.

10. (ENEM 2015 - Item 169) O polimero de PET (Politereftalato de Etileno) ¢é
um dos plésticos mais reciclados em todo o mundo devido & sua extensa gama
de aplicagoes, entre elas, fibras téxteis, tapetes, embalagens, filmes e cordas.
Os graficos mostram o destino do PET reciclado no Brasil, sendo que, no ano
de 2010, o total de PET reciclado foi de 282 kton (quilotoneladas).

Figura 3.21: Embalagens PET recicladas.
PET RECICLADO - 2010

Usos Finais Usos Finais Téxteis
Outros Téxtei: Cerdas / Cordas / Tecid Malh
exiels erdas oraas ecldos e NVialhas
Tubos 7.6% 37.8% 30%

Monofilamentos
27%

3.8%
Fitas de Arquear
6,8%

Laminados
e chapas
7.9%

Emb. Alimentos
e nao alimentos
17,2%

Resinas Insaturadas Nio tecidos
e Alquidicas 43%
18,9%

Disponivel em: www.abipet.org.br. Acesso em: 12 jul. 2012 (adaptado).

De acordo com os graficos, a quantidade de embalagens PET recicladas desti-
nadas a produgao de tecidos e malhas, em kton, é mais aproximada de

16, 0.

b

(a)

(b) 22,9.
(c) 32,0.
)
)

(d
(e) 106,6.

Solugao: De acordo com o grdfico Usos Finais da figura 37,8% da

quantidade de embalagens PET recicladas sao destinadas para a produc¢ao de
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11.

Téxteis. De acordo com o grdfico Usos Finais Téxteis da figura 30%

desse percentual € destinado a produgao de tecidos e malhas, assim temos:

37,8 30
200 2 982 =31 ~ 32,00.
00 Tog " 282 =31, 9788 ~ 32,00

Resposta: alternativa c.

(ENEM 2016 - Item 162) O cultivo de uma flor rara s6 ¢ viavel se do més
do plantio para o més subsequente o clima da regiao possuir as seguintes

peculiaridades:

e a variacao do nivel de chuvas (pluviosidade), nesses meses, nao for supe-

rior a 50 mm;
e temperatura minima, nesses meses, for superior a 15° C';

e ocorrer, nesse perfodo, um leve aumento nao superior a 5° C' na tempe-

ratura maxima.

Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa flor em sua regiao, fez
uma consulta a um meteorologista que lhe apresentou o grafico com as condi-

¢oes previstas para os 12 meses seguintes nessa regiao.

Figura 3.22: Cultivo de uma flor rara.
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com base nas informagoes do gréafico, o floricultor verificou que poderia plantar

essa flor rara.

O més escolhido para o plantio foi

(a) janeiro.
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(b) fevereiro.

(c
(d

)
) agosto.

) novembro.
)

(e) dezembro.

Solucao Analisando o grifico temos:

e De janeiro para fevereiro, a varia¢ao de pluviosidade foi inferior a 50 mm,
a temperatura minima foi superior a 15°C' e houve um leve aumento da

temperatura mdzima, o qual nao excedeu 5° C'.

e De fevereiro para marco, a variag¢ao de pluviosidade foi inferior a 50 mm,
a temperatura minima foi superior a 15°C', mas a temperatura mdrima
diminuiu.

e De agosto para setembro, a variacdo de pluviosidade foi superior a 50

mm.

e De novembro para dezembro, a variag¢ao de pluviosidade foi inferior a
50 mm, a temperatura minima foi superior a 15°C', mas a temperatura
mdzima diminuiu.

e De dezembro para janeiro, a variacao de pluviosidade foi superior a 50

mm.

Resposta:alternativa a.

12. (ENEM 2017 - Item 165) O resultado de uma pesquisa eleitoral, sobre a pre-
feréncia dos eleitores em relagao a dois candidatos, foi representado por meio

do Grafico da figura [3.23]
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Figura 3.23: Pesquisa eleitoral.
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Candidato

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Ao ser divulgado esse resultado em jornal, o Grafico da figura [3.23] foi cortado

durante a diagramagao, como mostra o Grafico da figura [3.24]

70

60

50

40

Eleitores (%)

30
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Figura 3.24: Pesquisa eleitoral.

Candidato

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Apesar de os valores apresentados estarem corretos e a largura das colunas
ser a mesma, muitos leitores criticaram o formato do Grafico da figura [3.24]

impresso no jornal, alegando que houve prejuizo visual para o candidato B.

A diferenca entre as razoes da altura da coluna B pela coluna A nos graficos

.20 e 5. 24 é

=N = D

39



(d) —.
(e) —.

Solugao De acordo com o primeiro grdfico, a razao da altura da coluna B pela
coluna A é de 3/7, considerando que a cada espago vale 1. No sequndo grdfico

temos a razao 1/5. Logo, a diferenca entre as razoes nos grdaficos 1 e 2 é:

3-5-1-7 8

1
) 35 35

3
7
Resposta: alternativa e.

. (ENEM 2017 - Item 172) Dois reservatorios A e B sao alimentados por bombas
distintas por um periodo de 20 horas. A quantidade de dgua contida em cada

reservatorio nesse periodo pode ser visualizada na figura [3.25

Figura 3.25: Quantidade de dgua armazenada.
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

O numero de horas em que os dois reservatérios contém a mesma quantidade

de agua é
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14.

(e) 6.

Solucao: Comparando os valores dos volumes dos reservatérios A e B mos-
trados nos eiros y, os dois reservatorios apresentam a mesma quantidade de
dgua em um unico instante de tempo (entre 8 € 9), ambos com o volume de
dagua igual a 30 000L.

Resposta: alternativa a.

(ENEM 2018 - Item 172) Na teoria das eleigoes, o Método de Borda sugere
que, em vez de escolher um candidato, cada juiz deve criar um rankings de sua
preferéncia para os concorrentes (isto é, criar uma lista com a ordem de clas-
sificacao dos concorrentes). A este rankings é associada uma pontuac¢ao: um
ponto para o ultimo colocado no rankings, dois pontos para o penultimo, trés
para o antepeniltimo, e assim sucessivamente. Ao final, soma-se a pontuacao

atribuida a cada concorrente por cada um dos juizes.

Em uma escola houve um concurso de poesia no qual cinco alunos concorreram
a um prémio, sendo julgados por 25 juizes. Para a escolha da poesia vencedora
foi utilizado o Método de Borda. Nos quadros, estao apresentados os rankings

dos juizes e a frequéncia de cada rankings.

Figura 3.26: Método de Borda.

. Ranking
Colocacéo | T m v
1e Ana Dani Bia Edu
22 Bia Caio Ana Ana
3° Caio Edu Caio Dani
42 Dani Ana Edu Bia
52 Edu Bia Dani Caio
Ranking Frequéncia
I 4
I 9
11 7
v 5

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A poesia vencedora foi a de
(a) Edu.
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Solugao: De acordo com o enunciado, o aluno receberd 5 pontos quando es-
tiver na 1 colocagao, 4 pontos quando estiver na sequnda colocagao, e assim
por diante. Analisando as tabelas podemos determinar os pontos obtidos pelas

poestas de cada concorrente:

e Ana aparece na 1 colocagao 4 vezes(ranking I), na 4 colocag¢io 9 vezes
(ranking II), na 2 coloca¢io T vezes (ranking III) e na 2 colocagio 5

vezes (ranking IV), portanto a pontuacao de Ana serd:
4.-54+9-24+7-445-4=86 pontos.

De modo andlogo obtemos a pontuagao dos outros alunos.

e Bia:

4-44+9-1+7-54+5-2=7T70 pontos.
o Cuaio:

4-34+9-4+7-34+5-1=T4 pontos.
e Dani:

4.-249-5+7-14+5-3=7T5 pontos.
o Fdu:

4-149-3+7-2+5-5="70 pontos.

Resposta: alternativa e.

15. (ENEM 2019 - Item 146) O servigo de meteorologia de uma cidade emite
relatorios diarios com a previsao do tempo. De posse dessas informacoes, a

prefeitura emite trés tipos de alertas para a populagao:

e Alerta cinza: devera ser emitido sempre que a previsao do tempo estimar
que a temperatura sera inferior a 10° C, e a umidade relativa do ar for

inferior a 40%;
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e Alerta laranja: deverd ser emitido sempre que a previsao do tempo es-
timar que a temperatura deve variar entre 35°C e 40° C, e a umidade

relativa do ar deve ficar abaixo de 30%;

e Alerta vermelho: devera ser emitido sempre que a previsao do tempo
estimar que a temperatura serd superior a 40° C, e a umidade relativa do

ar for inferior a 25%.

Um resumo da previsao do tempo nessa cidade, para um periodo de 15 dias,

foi apresentado no grafico.

Figura 3.27: Previsao do tempo.

GOA Temperatura — Temperatura Umidade relativa | 60
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Decorridos os 15 dias de validade desse relatério, um funcionario percebeu que,

no periodo a que se refere o gréfico, foram emitidos os seguintes alertas:

e Dia 1: alerta cinza;
e Dia 12: alerta laranja;

e Dia 13: alerta vermelho.

Em qual(is) desses dias o(s) aviso(s) foi(ram) emitido(s) corretamente?

Solucgao De acordo com o grifico, o alerta cinza emitido no dia 1 estd correto,
pois a temperatura foi inferior a 10°C', e a umidade relativa do ar foi inferior

a 40%. Jd o alerta laranja emitido no dia 12 estd incorreto, pois a temperatura
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16.

deve estar entre 35° C' e 40° C', o que nao inclui o 40°C. O alerta vermelho
emitido no dia 13 também estd incorreto, pois a umidade relativa do ar for

superior a 25%.

Resposta: alternativa a.

(ENEM 2019 - Item 179) Nos seis comodos de uma casa hé sensores de presenga
posicionados de forma que a luz de cada comodo acende assim que uma pessoa
nele adentra, e apaga assim que a pessoa se retira desse comodo. Suponha que

o acendimento e o desligamento sejam instantaneos.

O morador dessa casa visitou alguns desses comodos, ficando exatamente um
minuto em cada um deles. O gréfico descreve o consumo acumulado de energia,
em watt X minuto, em funcao do tempo t, em minuto, das lampadas de LED
dessa casa, enquanto a figura apresenta a planta baixa da casa, na qual os

comodos estao numerados de 1 a 6, com as poténcias das respectivas lampadas

indicadas.
Figura 3.28: Consumo acumulado de energia.
(8 :120)
= (7 105) Qtl::'::’ﬂ ﬁL;ITwE]
c
E (6 : 85) o
= 5. 75) or
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g (4; 55) | o Ao ¥
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(2:35) e
(1:20)
° o
0;0) T (i .

ENTRADA

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A sequéncia de deslocamentos pelos comodos, conforme o consumo de energia

apresentado no grafico, é

l1-4—-5—-4—-1—-6—1—4.

b) 122232124 —-1—4—4.

(a
(

d

)

)
(¢c)1—24—-5—-4—-1—-6—>1—>2—3.
d1-52—-3=>5—-24—=>1—-6—1—4.

)

e)154—52-53-55-21-56—>1->4.

Solucao Analisando o grifico, temos que no primeiro minuto, o consumo foi

20 watt x minuto, o que nos mostra que ele estd no comodo 1.
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17.

No sequndo minuto, houve um aumento de 15 watt x minuto, o que nos mostra

que ele estd no comodo 4.

No terceiro minuto, houve um aumento de 5 watt x minuto, o que nos mostra

que ele estd no comodo 5.

No quarto minuto, houve um aumento de 15 watt x minuto, o que nos mostra

que ele estda no comodo 4.

No quinto minuto, o aumento foi de 20 watt x minuto, entdo ele estd no

comodo 1.

No sexto minuto, o aumento foi de 10 watt x minuto, entao ele estd no coémodo

6.

No sétimo minuto, houve um aumento de 20 watt x minuto, entao ele estd no

comodo 1.

No oitavo minuto, houve um aumento de 15 watt x minuto, logo ele estd no

comodo 4.

Resposta: alternativa a.

(ENEM 2020 - Item 148) A Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios
(Pnad) é uma pesquisa feita anualmente pelo IBGE, exceto nos anos em que
ha Censo. Em um ano, foram entrevistados 363 mil jovens para fazer um le-
vantamento sobre suas atividades profissionais e/ou académicas. Os resultados

da pesquisa estao indicados no grafico.

Figura 3.29: Atividades profissionais/académicas.

Jovens em atividade entre 15 e 29 anos (%)

45,2
216 196
13.6
Somente estuda Trabalha e estuda Somente Nao trabalha
trabalha nem estuda

Disponivel em: hitp://noticias.uol.com.br. Acesso em: 20 ago. 2014.

De acordo com as informacoes dadas, o niimero de jovens entrevistados que
trabalha é

(a) 114 708.
(b) 164076.
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(c) 213444.
(d) 284592.
(e) 291 582.

Solucao De acordo com as informagoes apresentadas no grdafico, o percentual
total de pessoas que trabalham ¢ dado pela soma do percentual de pessoas que

trabalham e estudam e que somente trabalham. Temos entao:
13,6% + 45,2% = 58, 8%.

Como foram entrevistados 363 mil jovens, temos:

28,8
—— - 363000 = 213 444.
100

Resposta: alternativa c.

18. (ENEM 2020 - Item 156) O gerente de uma loja de cosméticos colocou a
venda cinco diferentes tipos de perfume, tendo em estoque na loja as mesmas
quantidades de cada um deles. O setor de controle de estoque encaminhou
ao gerente registros graficos descrevendo os precos unitarios de cada perfume,
em real, e a quantidade vendida de cada um deles, em percentual, ocorrida no

més de novembro.

Figura 3.30: Precos unitarios.

Prego do perfume por unidade (R$)

Perfurme |
Perfume I

Perfume IlI i
Perfume IV
Perfume V

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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Figura 3.31: Quantidade vendida.
Porcentagem da quantidade vendida de
cada perfume

Perfume |
13%

Perfume |l
10%

Perfume V
32%

Perfume Il
16%

Perfume IV
29%

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Dados a chegada do final de ano e o aumento das vendas, a geréncia pre-
tende aumentar a quantidade estocada do perfume do tipo que gerou a maior

arrecadacao em espécie, em real, no més de novembro.
Nessas condicoes, qual o tipo de perfume que devera ter maior reposi¢cao no

estoque?

(a) L.
(

)
b)
()
)
)

—

L
IT
\Y
V.

p—

p—

(d
(e

Solucao Seja @) a quantidade de cada tipo de perfume em estoque na loja , en-
tao, através das porcentagens dadas no sequndo grdafico da figura|3.31 podemos

calcular a quantidade vendida de cada perfume:
Perfume I : 13% - Q = 0,13Q perfumes vendidos;
Perfume IT : 10% - Q = 0,1Q perfumes vendidos;
Perfume I11 : 16% - Q = 0,16Q perfumes vendidos;
Perfume IV : 29% - QQ = 0,29Q perfumes vendidos;
Perfume V : 32% - Q = 0,32Q perfumes vendidos;
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Para calcular a receita gerada pela venda desses perfumes, basta multiplicar a
quantidade de perfumes vendidos pelo preco do respectivo perfume. Assim, de

acordo com o primeiro grdfico temos:

Perfume I : 0,130 - R$200 = 2600R$ arrecadados;
Perfume I :0,1Q - R$170 = 1 700R$ arrecadados;
Perfume I11 :0,160Q - R$150 = 2400R$ arrecadados;
Perfume IV :0,29Q - R$100 = 2900R$ arrecadados;
Perfume V' : 0,32Q - R$80 = 2560R$ arrecadados.

Resposta: alternativa d.
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3.6 Exercicios Propostos

1. (ENEM 2011 - Item 173) O termo agronegdcio nao se refere apenas a agricul-
tura e a pecuéria, pois as atividades ligadas a essa producao incluem fornece-
dores de equipamentos, servigos para a zona rural, industrializacao e comerci-

alizagao dos produtos.

O gréafico da figura seguinte mostra a participagao percentual do agronegocio

no PIB brasileiro:

Figura 3.32: Participacao do agronego6cio no PIB.

30

26,46

23,26 v
2224 22,87 ’// 23,92 24,74
21,33/
20

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

25

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Esse grafico foi usado em uma palestra na qual o orador ressaltou uma queda
da participacao do agronegocio no PIB brasileiro e a posterior recuperagao

dessa participacao, em termos percentuais.

Segundo o grafico, o periodo de queda ocorreu entre os anos de

a) 1998 e 2001.

(a)

(b) 2001 e 2003.

(c) 2003 e 2006.

(d) 2003 e 2007.
)

(e) 2003 ¢ 2008.

2. (ENEM 2009 - Ttem 142) Uma enquete, realizada em margo de 2010, pergun-
tava aos internautas se eles acreditavam que as atividades humanas provocam
o aquecimento global. Eram trés as alternativas possiveis e 279 internautas

responderam a enquete, como mostra o grafico.
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Figura 3.33: Atividades humanas/aquecimento global.
80%
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

N

Analisando os dados do grafico, quantos internautas responderam “NAO” &

enquete?
(a) Menos de 23.
(b) Mais de 23 e menos de 25.
(¢) Mais de 50 e menos de 75.
(d) Mais de 100 e menos de 190.
(e) Mais de 200.

3. (ENEM 2012 - Item 148) O dono de uma farmacia resolveu colocar a vista do
publico o grafico da figura que apresenta a evolucao do total de vendas

(em Reais) de certo medicamento ao longo do ano de 2011.

Figura 3.34: Evolucao das vendas.

vendas (R$)

Jan Fev Mar Abr Maio Jun Jul Ago Set  Out Nov Dez

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

De acordo com o grafico, os meses em que ocorreram, respectivamente, a maior

e a menor venda absolutas em 2011 foram

a) marco e abril.

b
(c

(d) junho e setembro.

(
(b) margo e agosto.
agosto e setembro.

)
)
)
)
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(e) junho e agosto.

4. (ENEM 2012 - Item 155) Uma pesquisa realizada por estudantes da Faculdade
de Estatistica mostra, em horas por dia, como os jovens entre 12 e 18 anos
gastam seu tempo, tanto durante a semana (de segunda-feira a sexta-feira),
como no fim de semana (sabado e domingo). A seguinte tabela ilustra os

resultados da pesquisa.

Figura 3.35: Resultados da pesquisa.

. " Durante a No fim de
Rotina Juvenil
semana semana

Assistir a televisao 3 3
Atividades domésticas 1 1
Atividades escolares 5 1
Atividades de lazer 2 4
D_escansoL higiene e 10 12
alimentagdo

Outras atividades 3 3

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

De acordo com esta pesquisa, quantas horas de seu tempo gasta um jovem entre

12 e 18 anos, na semana inteira (de segunda-feira a domingo), nas atividades

escolares?
(a) 20.
(b) 2L.
(c) 24
(d) 25.
(e) 27.

5. (ENEM 2018 - PPL)Para garantir seguranga ao dirigir, alguns motoristas ins-
talam dispositivos em seus carros que alertam quando uma certa velocidade
méaxima (V,,az), pré-programada pelo usuario de acordo com a velocidade ma-
xima da via de trafego, é ultrapassada. O grafico exibido pelo dispositivo no
painel do carro apos o final de uma viagem fornece a velocidade (km/h) do

carro em fungao do tempo (h).
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Figura 3.36: Velocidade x tempo.
Velocidade (km/h)

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

De acordo com o grafico, quantas vezes o dispositivo alertou o motorista no

percurso da viagem?

(a) 1.
(b) 2.
(c) 3.
(d) 4.
(e) 5.

6. (ENEM 2019 - PPL) Na anestesia peridural, como a usada nos partos, o
médico anestesista precisa introduzir uma agulha nas costas do paciente, que
atravessaré varias camadas de tecido até chegar a uma regiao estreita, chamada

espago epidural, que envolve a medula espinhal.

A agulha é usada para injetar um liquido anestésico, e a for¢a que deve ser

aplicada a agulha para fazé-la avancar através dos tecidos é variavel.

A figura é um gréfico do médulo F da forga (em newton) em funcdo do desloca-
mento x da ponta da agulha (em milimetro) durante uma anestesia peridural
tipica.

Considere que a velocidade de penetracao da agulha deva ser a mesma durante
a aplicacao da anestesia e que a forga aplicada a agulha pelo médico anestesista

em cada ponto deve ser proporcional a resisténcia naquele ponto.
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Figura 3.37: Anestesia peridural.
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com base nas informacoes apresentadas, a maior resisténcia & forga aplicada

observa-se ao longo do segmento

GABARITO:

1.

(c)
(c)
(e)
(e)
(b)
(d)
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Capitulo 4

Medidas de Tendéncia Central

Vimos que ap6s a coleta dos dados, para ter uma visao geral do comportamento
da variavel em estudo, é fundamental a organizacao dos dados em distribuigoes de
frequéncias e a representacao destes em graficos apropriados. Além das distribuigoes
de frequéncias, podemos resumir ainda mais um conjunto de dados quantitativos
através de valores que sejam representativos de todo o conjunto.

Na realizagao de pesquisas Estatisticas, pode ser necessario escolher uma medida
que resuma e represente os dados levantados. Para isso, é importante que vocé
conheca as medidas Estatisticas e quando ¢ conveniente usar cada uma delas.

Estudaremos as medidas de tendéncia central, também denominadas de medidas
de posigao, que sao constituidas por médias, mediana e moda. O célculo dessas medi-

das possibilitam localizar a maior concentracao de valores de uma dada distribuicao.

Objetivos do capitulo:

e Apresentar as medidas tendéncia central: média aritmética, média ponderada,

mediana e moda.

e Resumir os dados de uma pesquisa amostral por meio das medidas de tendéncia

central.

e Resolver problemas nos quais é necessario interpretar dados dispostos em ta-

belas e/ou graficos.

e Resolver problemas nos quais é necessario calcular e interpretar diferentes

medidas de tendéncia central.
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4.1 Meédia

Nesta sec@ao apresentaremos a Média Aritmética Simples e a Média Aritmética
Ponderada, por serem as mais abordadas nas provas do ENEM. No entanto, existem
varios outros tipos de médias que nao serao abordados aqui, como por exemplo a
Média Geométrica e a Média Harmoénica que podem ser vistas respectivamente em
(OLIVEIRA, [a)) e (OLIVEIRA] b)).

4.1.1 Meédia Aritmética Simples (T)

Para calcularmos a Média Aritmética Simples precisamos somar os valores que
aparecem no conjunto de dados e dividir pelo total de valores contidos neste con-
junto. Com isso, temos que a média aplica-se apenas as varidveis quantitativas.

Vamos formalizar esta definicao apresentando uma férmula matematica:

_ ' r1+2xo+ ...+,
xrT = — = = s

n n n

em que:

Z: média amostral (lemos como “x barra”).

Sn = >.i_,x; somatorio de n observagoes (z1, Zg, T3, ..., Ty); T representa
o primeiro valor observado, xs representa o segundo valor observado e assim por
diante.

x; representa o i-ésimo valor observado, com i = 1,2,...,n.

n: nimero de observagoes no conjunto de dados.

A formula® = (3> | z;)/n é utilizada para dados amostrais. Quando estivermos
trabalhando com dados de toda a populacao, usamos uma notacao diferente. O
nimero de observagoes é denotado por N e utilizamos a letra grega u(Mi) para

indicar a média, ou seja,

Exemplo 10. De sequnda-feira a sdbado, os gastos com alimentac¢do de uma pessoa

foram 15, 13, 12, 10, 14 e 14 reais. Determine a média didria de gastos.

Solucgao:



T = — = 13.

6 6

6
27 15413412410+ 14+14 T8
L - _

Exemplo 11. A média das idades dos 11 funciondrios de uma empresa era de 40
anos. Um dos funciondrios se aposentou com 60 anos, saindo da empresa. Deter-

mine a média de idade dos 10 funciondrios restantes.

Solugao: Seja Si; a soma das idades dos 11 funcionarios. Como a média da

idade deles é 40 anos, entao:

11
2T

i=1

11

Como um funcionario tem 60 anos, entao podemos escrever S7; da seguinte forma:s:

T =

S11 = Sio + 60,

onde Sig é a soma da idade dos outros 10 funcionarios.

Entao,
S0 + 60 = 440 = Sy = 380.

Logo, a média da idade dos 10 funcionarios é

380
— = 38.
10

T =

4.1.2 Meédia Aritmética Ponderada (7,)

Na média ponderada sao atribuidos aos valores importancias diferentes. Um es-
tudante pode fazer 4 atividades avaliativas durante o bimestre e para cada atividade
ser atribuido um peso, por exemplo, uma prova (peso 2), uma pesquisa (peso 3),
participar de um debate (peso 1) realizar trabalho de equipe (peso 2). O célculo da
média ponderada é feito por meio do somatério das multiplicagoes entre valores e

pesos, divididos pelo somatoério dos pesos, ou seja:

— > Tipi
S S

em que p; sao o pesos atribuidos.
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Exemplo 12. Calcule a média aritmética ponderada de um aluno que obteve no

bimestre 8,0 na prova (peso 2), 7,0 na pesquisa (peso 3), 9,0 no debate (peso 1) e
5,0 no trabalho de equipe (peso 2).

_ SYawp . 80-247,0-3+9,0-1+5,0-2
Ty ==~ = Tp = .
> Di 24+3+1+2
56
fp:§:7,0.

Quando os dados estao agrupados com intervalos de classe, para determinar o
valor médio devemos calcular o ponto médio de cada intervalo, multiplica-lo pelo

seu respectivo peso e dividir pela soma dos pesos.

Exemplo 13. O técnico de um time de voleibol deseja saber a altura média de seus

jogadores, para isso, realizou uma pesquisa e organizou os dados em uma tabela de
distribuicao de frequéncias.

Altura(m) | 1,61 1,65 | 1,65 - 1,69 | 1,69 - 1,73 | 1,73 + 1,77 | 1,77 F 1,81
FA 3 6 5 4 3

Fonte: Autora.

A partir da tabela em que os pesos estao agrupados em classes, consideramos,
em cada classe, o seu valor médio (VM).

Altura(m) [ 1,61 - 1,65 [ 1,65 1,69 [ 1,69 1,73 [ 1,73 - 1,77 | 1,77 - 1,81
FA 3 6 5 4 3
VM 1,63 1,67 1,71 1,75, 1,79

Fonte: Autora.
. 1,63-34+1,67-6+1,71-5+1,75-441,79-3
X, = .
P 3+6+5+4+3
35,83
T = ——"~1.71.
T Ty ’
4.2 Mediana (Me)

A mediana é uma medida que divide o conjunto de dados ordenados em duas

partes nas quais o nimero de elementos é o mesmo e o numero de valores menores
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ou iguais a mediana seja igual ao ntumero de valores maiores ou iguais a ela. A
mediana aplica-se a variaveis quantitativas e qualitativas ordinais.

O calculo para se encontrar a mediana difere no caso do ntimero de elementos
(n) do conjunto de dados ser par ou impar.

Considere x1, 9, ..., x,, ordenamos os dados de forma nao decrescente, ou seja,
x) < Z(2) <...< T(n)-

Se o numero de elementos do conjunto de dados for impar, entao a mediana sera

exatamente o valor “do meio”, ou seja:

Me=X ( nT-H ) .
Se o nimero de elementos do conjunto de dados for par, entao a mediana sera
exatamente a média “dos dois valores do meio”, isto é:
ORISR0
2

Me =

Exemplo 14. Em uma classe, foram anotadas as faltas durante um periodo de 15
dias: 3, 5, 2, 0, 2, 1, 3, 4, 5, 7, 0, 2, 3, 4 e 7. Determine a mediana.

Solugao: Para encontrarmos a mediana, os dados precisam estar ordenados:

0,0,1,2,2,2,3,3,3,4,4,5,5,7,7.

Temos n = 15 observagoes, entao:

Me = X(Ll)

2

Me :X(%) = M€:X(E) :X(g).

2

Assim, a mediana é o valor que ocupa a oitava posicao do conjunto de dados

ordenados. Logo, Me = 3.

Exemplo 15. As idades dos alunos de uma equipe sao 12, 16, 14, 12, 13, 16, 16 ¢

17 anos. Determinar a mediana desses valores.

Solugao: Em ordem crescente, temos: 12, 12, 13, 14, 16, 16, 16, 17.

Como temos um numero par de valores (8), fazemos a média aritmética entre os

dois centrais, que sao:
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X(QH) = X = 16
Portanto, 0 4° e o 5° termos.
Logo,
14 4+ 16
Me = ;L = 15.

4.3 Moda (Mo)

A moda de um conjunto de dados é a resposta, ou conjunto de respostas, que
aparece com maior frequéncia. A moda, diferentemente das outras medidas de
posicao, também pode ser encontrada quando a variavel em estudo for qualitativa.
Existem conjuntos de dados em que nenhuma resposta aparece mais vezes que outras.
Neste caso, dizemos que o conjunto de dados nao apresenta moda e a distribuigao é
chamada amodal.

Em outros casos, podem aparecer duas ou mais respostas de maior frequéncia no
conjunto de dados. Nestes casos, dizemos que a distribuicao é bimodal e multimodal,

respectivamente.
Exemplo 16. Vamos determinar a moda dos sequintes conjuntos de valores:

1°)6-9-12-9-4-5-9.

A moda € Mo =9, pois hd trés valores iguais a 9.

20)12-13-19-13-14-12- 16.
Hd duas modas, 12 e 13, pois cada um desses valores ocorre com maior frequén-

cia (duas vezes).

30) 4 -29-12-1/-18-9- 20 - 11.

Todos os valores aparecem uma unica vez. Nesse caso, a distribuicao € amodal.

Exemplo 17. Determine a moda das varidveis Estado civil e Meio de transporte.
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Tabela 4.1:

Resultados da pesquisa

Género Idade | Estado civil | Meio de transporte | Renda familiar mensal
(em salarios minimos)

Masculino 26 casado carro 19,5

Masculino 25 solteiro moto 9,3

Feminino 20 solteira onibus 10,2

Masculino 28 casado moto 124

Feminino 21 solteira carro 10,7

Feminino 23 separada carro 14,7

Masculino 30 casado 6nibus 16,6

Feminino 28 solteira a pé 12,5

Masculino 25 solteiro a pé 8,2

Masculino 35 separado carro 15,4

Masculino 32 solteiro 6nibus 18,8

Feminino 21 solteira a pé 12,1

Feminino 22 solteiro carro 5,0

Masculino 29 solteiro carro 7,6

Feminino 34 separada moto 5,8

Fonte: Autora, baseado em (IEZZI; HAZZAN; D M| |2013]).

Solugao: Em relagao a variavel Estado civil, a opgao solteiro(a) aparece com
maior frequéncia, logo, Mo = solteiro(a). Ja em relagao a variavel Meio de trans-

porte, a resposta carro aparece com maior frequéncia, assim, Mo = carro.

Quer saber mais?. Para os alunos que quiserem praticar os conceitos aprendidos
neste capitulo de uma forma diferente recomendamos as atividades interativas Mé-
dia, moda e mediana ¢ Entre médias, (VINICIUS, |2005). A partir delas, os
estudantes podem verificar que a média, sozinha, pode nao ser uma boa representante
de um conjunto de dados e, por isso, outras medidas sao necessdrias para auzxiliar

nessa descri¢ao.
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4.4 Questoes Comentadas

1. (ENEM 2009 - Item 150) Brasil e Franga tém rela¢oes comerciais ha mais de
200 anos. Enquanto a Franca é a 52 nacao mais rica do planeta, o Brasil ¢ a 102,
e ambas se destacam na economia mundial. No entanto, devido a uma série
de restricoes, o comércio entre esses dois paises ainda nao é adequadamente

explorado, como mostra a tabela seguinte, referente ao periodo 2003-2007.

Figura 4.1: Investimentos bilaterais.

Investimentos Bilaterais
(em milhdes de doélares)

Ano Brasil na Franca Franca no Brasil
2003 367 825

2004 357 485

2005 354 1.458

2006 539 744

2007 280 1.214

Disponivel em: www.cartacapital.com.br. Acesso em: 7 jul. 2009.

Os dados da tabela mostram que, no periodo considerado, os valores médios
dos investimentos da Franca no Brasil foram maiores que os investimentos do

Brasil na Franca em um valor

inferior a 300 milhoes de doélares.

(a
(b

superior a 300 milhoes de ddlares, mas inferior a 400 milhoes de dodlares.

(d
(e

)
)

(c) superior a 400 milhées de dolares, mas inferior a 500 milhoes de ddlares.
) superior a 500 milhdes de dolares, mas inferior a 600 milhoes de dolares.
)

superior a 600 milhoes de dolares.

Solugao: Para resolver a questio, € necessdrio calcular a média aritmética
referente aos investimentos da Franca no Brasil e do Brasil na Franca.

Calculando a média referente aos investimentos da Fran¢a no Brasil:

825 4 485 + 1458 + 744 4+ 1214 4726
5 5

Trp = = 945, 2.

Calculando a média referente aos investimentos do Brasil na Franca:

367 + 357 + 354 + 539 + 280 1897
5 5

= 379, 8.

ITpp =
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A diferenca entre os valores médios é 945, 2 — 379,4 = 565, 8.

Resposta: alternativa d.

. (ENEM 2013 - Ttem 137) As notas de um professor que participou de um processo
seletivo, em que a banca avaliadora era composta por cinco membros, sao apresenta-
das no grafico. Sabe-se que cada membro da banca atribuiu duas notas ao professor,
uma relativa aos conhecimentos especificos da area de atuacao e outra, aos conheci-
mentos pedagogicos, e que a média final do professor foi dada pela média aritmética

de todas as notas atribuidas pela banca avaliadora.

Figura 4.2: Notas do professor.

Notas (em pontos)
20

18
16
14

12

10 H Conhecimentos
especificos

B conhecimentos
pedagogicos

2 N & @& o

A i B i c i D i E

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora resolveu descartar a maior e a

menor notas atribuidas ao professor.

A nova média, em relacao & média anterior, é

a) 0,25 ponto maior.

b) 1,00 ponto maior.

(
(

d

)
)
(¢) 1,00 ponto menor.
(d) 1,25 ponto maior.
)

(e) 2,00 pontos menor.

Solugao: A média aritmética de todas as notas atribuidas pela banca avaliadora foi:

18416417413+ 14414194+ 14416412 140
- 10 100

TA
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Descartando a maior nota (19) e a menor (1) atribuidas ao professor, a nova média

passa a Ser:

_ 184+16+174+13+14+14+16+12 120
= 3 =g

Portanto, a nova média é 15 — 14 = 1 ponto maior que a anterior.

Resposta: alternativa b.

. (ENEM 2016 - Item 153) Em uma cidade, o namero de casos de dengue confirma-
dos aumentou consideravelmente nos tultimos dias. A prefeitura resolveu desenvolver
uma ac¢ao contratando funcionarios para ajudar no combate a doenca, os quais orien-
tar@o os moradores a eliminarem criadouros do mosquito Aedes aegypti, transmissor
da dengue. A tabela apresenta o niimero atual de casos confirmados, por regiao da
cidade.

Figura 4.3: Numero de casos confirmados.

Regido Casos confirmados
Oeste 237
Centro 262
Norte 158
Sul 159
Noroeste 160
Leste 278
Centro-Oeste 300
Centro-Sul 278

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A prefeitura optou pela seguinte distribuicao dos funcionarios a serem contratados:

I. 10 funcionérios para cada regiao da cidade cujo niimero de casos seja maior que a

média dos casos confirmados.

IT. 7 funcionarios para cada regiao da cidade cujo nimero de casos seja menor ou

igual & média dos casos confirmados.

Quantos funcionarios a prefeitura devera contratar para efetivar a acao?

(a) 59.
(b) 65.
(c) 68.
(d) 71
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(e) 80.

Solugao: A média dos casos confirmados de dengue é dada por:

_— 237 + 262 + 158 + 159 + 160 + 278 + 300 + 278 _ 999
= S = .

Das oito regioes apresentadas na tabela da ﬁgum cinco delas (Oeste, Centro,
Leste, Centro-Oeste e Centro-Sul) estao com o nimero de casos confirmados acima
da média, ou seja, cada uma delas receberd 10 funciondrios. As trés regioes res-
tantes (Norte, Sul e Noroeste) estao com o nimero de casos confirmados abaizo da
média, assim, cada uma delas receberd 7 funciondrios. Portanto, a prefeitura deverd

contratar 5-10+ 3 -7 =T1 funciondrios.

Resposta: alternativa d.

. (ENEM 2016 - Item 157) A permanéncia de um gerente em uma empresa esta
condicionada & sua producao no semestre. Essa produgao é avaliada pela média do
lucro mensal do semestre. Se a média for, no minimo, de 30 mil reais, o gerente
permanece no cargo, caso contrario, ele serd despedido. O quadro mostra o lucro

mensal, em milhares de reais, dessa empresa, de janeiro a maio do ano em curso.

Figura 4.4: Lucro mensal.

Janeiro |Fevereiro| Marco Abril Maio
21 35 21 30 38

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Qual deve ser o lucro minimo da empresa no més de junho, em milhares de reais,

para o gerente continuar no cargo no proximo semestre?

(a) 26.
(b) 29.
(c) 30
(d) 31.
(e) 35.

Solugao: Para o gerente continuar no cargo, a média do lucro mensal do semestre

deve ser maior ou igual a 30. Considere que o lucro mensal do més de Junho seja
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T, assim,

21 +35+21+30+38+w

T =

Resposta: alternativa e.

. (ENEM 2017 - Item 155) Trés alunos, X, Y e Z estao matriculados em um curso
de inglés. Para avaliar esses alunos, o professor optou por fazer cinco provas. Para
que seja aprovado nesse curso, o aluno devera ter a média aritmética das notas das

cinco provas maior ou igual a 6. Na tabela, estao dispostas as notas que cada aluno

tirou em cada prova.

6
145+ x

6

> 30.

145 + z > 180.

T > 35.

Figura 4.5: Notas dos alunos.

> 30.

a a a a 2
Aluno P rlwa Priva priva Pr‘:;va Prf:va
X 5 5 5 10 6
Y 4 9 3 9 >
z 5 5 8 ° 6

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com base nos dados da tabela e nas informagoes dadas, ficara(ao) reprovado(s)

a) apenas o aluno Y.

(
(b) apenas o aluno Z.
(

(c
d

(e

apenas os alunos X e 7

os alunos X, Y e Z.

)
)
) apenas os alunos X e Y.
)
)

Solucao: Calculando a média das cinco provas de cada aluno, temos:

o Aluno X:

Tx

o Aluno Y:

Ty =

_5+45+5+10+6 31

bt

_4+9+34+945 30

5

5

5

=6,2.

6, 0.



o Aluno Z:
_ 5+5+8+45+6 29

1z = 5 5

2, 8.

Para que o aluno seja reprovado, ele precisa ter média aritmética de suas notas

inferior a 6, sendo assim, o unico reprovado € o aluno Z.

Resposta: alternativa b.

. (ENEM 2019 - Item 160) O preparador fisico de um time de basquete dispoe de um
plantel de 20 jogadores, com média de altura igual a 1,80 m. No tltimo treino antes
da estreia em um campeonato, um dos jogadores desfalcou o time em razao de uma
séria contusao, forcando o técnico a contratar outro jogador para recompor o grupo.
Se o0 novo jogador é 0,20 m mais baixo que o anterior, qual é a média de altura, em

metro, do novo grupo?

(a) 1,60.
(b) 1,78.
(¢) 1,79.
(d) 1,81.
(e) 1,82.

Solucao: Como a média da altura dos 20 jogadores € igual a 1,80m, temos que
a soma da altura de todos os jogadores da equipe inicial € o produto da média pelo

numero de jogadores, ou seja.

20
D a;=1,80m-20 = 36m.
i=1
Com a contusdo do jogador e a entrada do novo para recompor o grupo, a soma da
altura de todos os jogadores passou a ser:
36m — 0,20m = 35,8 m.

Portanto, a média de altura, em metro, do novo grupo serd:

35,8
IT=——=179m.
T=; ,79m

Resposta: alternativa c.
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7. (ENEM 2014 - Item 155) Ao final de uma competi¢do de ciéncias em uma escola,
restaram apenas trés candidatos. De acordo com as regras, o vencedor serd o can-
didato que obtiver a maior média ponderada entre as notas das provas finais nas
disciplinas quimica e fisica, considerando, respectivamente, os pesos 4 e 6 para elas.
As notas sdo sempre nimeros inteiros. Por questoes médicas, o candidato II ainda
nao fez a prova final de quimica. No dia em que sua avaliacao for aplicada, as notas

dos outros dois candidatos, em ambas as disciplinas, ja terao sido divulgadas.

O quadro apresenta as notas obtidas pelos finalistas nas provas finais.

Figura 4.6: Notas dos finalistas.

Candidato Quimica Fisica
| 20 23
Il X 25
11 21 18

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A menor nota que o candidato II devera obter na prova final de quimica para vencer

a competicao é

(a) 18.
(b) 19.
(c
(

d
(e

)
)
) 22.
) 25.
) 26.

Solucgao: Calculando a média obtida por cada candidato, temos:

o Candidato I:

_ 20-4+23-6 _ 80 + 138 _
Tpr = T = Tpr = T :>l’p[:21,8.
o Candidato II:
_ z-4+25-6 _ 4x + 150
T T T T
o Candidato 1I1:
. 21-4+18-6 _ 84 + 108 _
TplIl = T = TpIil = T = Tprrr = 19,2.
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Para que o candidato II venca a competicao, sua média deve ser maior que a média

obtida pelo candidato I, ou seja,

Az + 150 218 — 150
%>21,8:>4x+150>218:>x>T:>x>17.

Portanto, a menor nota deverd ser 18.

Resposta: alternativa a.

. (ENEM 2017 - Item 151) A avaliagdo de rendimento de alunos de um curso univer-
sitario baseia-se na média ponderada das notas obtidas nas disciplinas pelos respec-

tivos nimeros de créditos, como mostra o quadro:

Figura 4.7: Avaliacao de rendimento.

Avaliagdo Média de notas (M)
Excelente 9<M=10
Bom 7=M=<9
Regular 5<M<7
Ruim 3<M<5
Péssimo M<3

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Quanto melhor a avaliacao de um aluno em determinado periodo letivo, maior sua

prioridade na escolha de disciplinas para o periodo seguinte.

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliacao “Bom” ou “Excelente” conseguira
matricula nas disciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4 das 5 disciplinas
em que estd matriculado, mas ainda nao realizou a prova da disciplina I, conforme

o quadro.

Figura 4.8: Notas nas disciplinas.

Disciplinas Notas d:;'gg:;%s
| 12
Il 8,00 A
1] 6,00 8
v 5,00 8
V 7,50 10

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina I é

(a) 7,00.
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(b) 7,38.
(c) 7.,50.
(d)
(e)

8,25.
9,00.

Solucao A avaliacao de rendimentos baseia-se na média ponderada das notas obtidas

nas disciplinas pelos respectivos niumeros de créditos. Assim, a média do aluno serd:

f_12-x+4-8—|—8-6+8-5+10-7,5:>T_1290—!—195
P 124+4+8+8+10 P 42

Para se matricular o aluno deve obter uma média minima de 7. Logo:

122 + 195

99
) —7:>12:L‘+195—294:>x—E:>x—8,25.

Portanto, para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve ter € 8,25.

Resposta: alternativa d.

. (ENEM 2018 - Item 166) Os alunos da disciplina de Estatistica, em um curso uni-
versitario, realizam quatro avaliacdes por semestre com os pesos de 20%, 10%, 30% e
40%, respectivamente. No final do semestre, precisam obter uma média nas quatro
avaliagoes de, no minimo, 60 pontos para serem aprovados. Um estudante dessa
disciplina obteve os seguintes pontos nas trés primeiras avaliagoes: 46, 60 e 50,

respectivamente.
O minimo de pontos que esse estudante precisa obter na quarta avaliagao para ser

aprovado é

(a
(b

) 29,8

)
(c) 74,5.
(d)

)

71,0.
d) 75.,5.
(e) 84,0.

Solucao Seja = a nota obtida pelo estudante na quarta avaliagao, entao a média

ponderada serd:

- 46 -20% + 60 - 10% + 50 - 30% + x - 40%
P 20% + 10% + 30% + 40%
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10.

_ 46-0,2460-0,1+50-0,3+x-0,4
Xy, = .
P 100%

_— 30,240, 4x
r 1 .
Para ser aprovado, o estudante precisa ter média igual ou superior a 60. Assim, a

pontuagao minima que ele precisa é:

29,8
30,2+0,4x:60:>0,4x:60—30,2:>a::0—’4:74,5.

Resposta: alternativa c.

(ENEM 2019 - Item 161) Em uma fabrica de refrigerantes, ¢ necessario que se faga
periodicamente o controle no processo de engarrafamento para evitar que sejam en-
vasadas garrafas fora da especificagao do volume escrito no rétulo. Diariamente,
durante 60 dias, foram anotadas as quantidades de garrafas fora dessas especifica-

coes.

O resultado esta apresentado no quadro.

Figura 4.9: Processo de engarrafamento.

Quantidade de garrafas fora das | Quantidade
especificacoes por dia de dias
0 52
1 5
2 2
3 1

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A média diaria de garrafas fora das especificagoes no periodo considerado é

(a
(b
(c
(d

) 0,1
) 0,2
) 1,5.
) 2,0
(e) 3,0

Solucao Observe que este exercicio trata de um caso de média ponderada, sendo os

pesos o numero de dias. Logo, temos que multiplicar, em cada linha da tabela, a
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11.

quantidade de garrafas fora das especificacoes por dia vezes pela quantidade de dias.

. 0-52+1-5+2-24+3-1

= 52+5+2+1
12
fp:@jfp:O,Q.

Portanto a média didria de garrafas fora das especificacoes no periodo considerado

e 0,20.

Resposta: alternativa b.

(ENEM 2009 - Item 161) Suponha que a etapa final de uma gincana escolar consista
em um desafio de conhecimentos. Cada equipe escolheria 10 alunos para realizar
uma prova objetiva, e a pontuacao da equipe seria dada pela mediana das notas
obtidas pelos alunos. As provas valiam, no maximo, 10 pontos cada. Ao final, a
vencedora foi a equipe Omega, com 7,8 pontos, seguida pela equipe Delta, com 7,6
pontos. Um dos alunos da equipe Gama, a qual ficou na terceira e ultima colocagao,
nao pode comparecer, tendo recebido nota zero na prova. As notas obtidas pelos 10
alunos da equipe Gama foram 10; 6,5; 8; 10; 7; 6,5; 7; 8; 6; 0.

Se o aluno da equipe Gama que faltou tivesse comparecido, essa equipe

(a) teria a pontuacao igual a 6,5 se ele obtivesse nota 0.

(b) seria a vencedora se ele obtivesse nota 10.

(c) seria a segunda colocada se ele obtivesse nota 8.

(d) permaneceria na terceira posigao, independentemente da nota obtida pelo
aluno.

(e) empataria com a equipe Omega na primeira coloca¢ao se o aluno obti-

vesse nota 9.

Solucgao: Para determinar a pontuacao da equipe Gama na gincana devemos deter-
minar a mediana das notas obtidas pelos 10 alunos. Escrevendo as notas em ordem

nao decrescente, temos:

0; 6; 6,5, 6,5, 7; 7, & & 10; 10.

Como a quantidade de valores ¢ 10, numero par, a mediana serd a média aritmética

dos dois valores centrais. Logo, a mediana serd 7.

Analisando as alternativas:
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12.

e alternativa a falsa, pois teria a pontuacao 7;

e alternativa b falsa, pois e ele obtivesse nota 10 a mediana seria a média
aritmética entre o 52 e 62 termo (7 e 8), ou seja, a pontuagdo da equipe
seria 7,5;

e alternativa c falsa, pois e ele obtivesse nota 8 a pontuacdao da equipe seria

7,5, permanecendo assim em 3° lugar;

e alternativa d correta, pois mesmo com a nota mdrima, a pontuacao da

equipe seria inferior a 7,6, permanecendo assim em 3° lugar.

Resposta: alternativa d.

(ENEM 2013 - Item 162) Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de uma ci-
dade, no qual foram anotados os valores, em reais, das diarias para um quarto padrao
de casal e a quantidade de hotéis para cada valor da diaria. Os valores das diarias
foram: A = R$200,00; B = R$300,00; C = R$400,00 ¢ D = R$600,00. No gra-
fico, as areas representam as quantidades de hotéis pesquisados, em porcentagem,

para cada valor da diaria.

Figura 4.10: Quantidades de hotéis.

25%

40%

10%

25%

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

O valor mediano da diaria, em reais, para o quarto padrao de casal nessa cidade, é

(a) 300,00.
(b) 345,00.
(¢) 350,00.
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13.

(d) 375,00.
(e) 400,00.

Solugao: A mediana corresponde ao valor central de um conjunto de valores orde-
nados. Se o numero de elementos do conjunto de dados for par, entao a mediana

serd exatamente a média “dos dois valores do meio”, isto é:

MORSNCY
2

Me =

Como sao 200 hoteis,temos que a mediana sera a média entre os valores que ocupam

as posigoes 100 e 101.

Analisando o grifico e calculando a quantidade de hdteis para cada valor da didria

temos:

Didria A (R$200,00): 25% - 200 =50 hdteis;
Didria B (R$300,00): 25% - 200 = 50 hdteis;
Didria C' (R$400,00): 40% - 200 = 80 hdteis;
Didria D (R$600,00): 10% - 200 = 20 hdteis.

O Rol das didrias desses duzentos hdteis é:

200, ..., 200, 300, ..., 300, 400, ..., 400, 600, ..., 600

/N /N

TV TV TV TV
50 hoteis 50 hoteis 80 hoteis 20 hoteis

200, ..., 200, 300, ..., 300, 400, ..., 400, 600, ..., 600.
———

Centrais

Sendo assim, a mediana é:

300 4 400

M
¢ 2

= Me = 350.

Resposta: alternativa c.

(ENEM 2014 - Item 141) Os candidatos K, L, M, N e P estao disputando uma tnica
vaga de emprego e fizeram provas de portugués, matematica, direito e informética.

A tabela apresenta as notas obtidas pelos cinco candidatos.
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Figura 4.11: Notas dos candidatos.

Candidatos| Portugués | Matematica | Direito |Informatica
K 33 33 33 34
L 32 39 33 34
M 35 35 36 34
N 24 37 40 35
P 36 16 26 41

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Segundo o edital de selecao, o candidato aprovado sera aquele para o qual a mediana

das notas obtidas por ele nas quatro disciplinas for a maior.

O candidato aprovado sera

(a) K.
(b)
()
(d)
(e)

v oz 2 F

Solucao: Calculando a mediana das notas de cada candidato temos:

e (Clandidato K:

Notas: 33, 33, 33 e 34 — Mediana: Me = 33 ;— 33 = 33.
o Candidato L:

Notas:32, 33, 34 e 39 — Mediana: Me = 33 ;— 3 =33,5.
o Candidato M:

Notas: 34, 35, 35 e 36 — Mediana: Me = 5 ;L 5 = 35.
e Candidato N:

Notas: 24, 35, 37 ¢ 40 — Mediana: Me = 5 _;— 37 = 36.
e Candidato P:

Notas: 16, 26, 36 ¢ 41 — Mediana: Me = 20 ;— 36 = 31.

Assim, o candidato com maior mediana € o candidato N.
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Resposta: alternativa d.

14. (ENEM 2011 - Item 142) Uma equipe de especialistas do centro meteorologico de
uma cidade mediu a temperatura do ambiente, sempre no mesmo horario, durante
15 dias intercalados, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de procedimento
é frequente, uma vez que os dados coletados servem de referéncia para estudos
e verificacdo de tendéncias climaticas ao longo dos meses e anos. As medigoes

ocorridas nesse periodo estao indicadas no quadro:

Figura 4.12: Temperatura do ambiente.

Dia do més Temperatura (em °C)
1 15,5
3 14
5 13,5
7 18
9 19,5
1 20
13 13,5
15 13,5
17 18
19 20
21 18,5
23 13,5
25 21,5
27 20
29 16

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Em relagao a temperatura, os valores da média, mediana e moda sao, respectiva-

mente, iguais a

(a) 17° C, 17° C e 13,5° C.
(b) 17° C, 18° C e 13,5° C.
(c) 17° C, 13,5° C e 18° C.
(d) 17° C,
) 17° C,

(e) 1

1 18° C e 21,5° C.

13,5° C e 21,5° C.

Solugao: Organizando os valores em uma tabela de frequéncia temos:
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15.

x; | 13,514 1155 |16 | 18 | 18,5 | 19,5 | 20 | 21,5
fi| 4 1 1 1] 2 1 1 3 1

Fonte: Autora.

o Média:

13,5-4+14+15,5+16+18 -2+ +18,5+19,5+20-3 + 21,5
15 '

T =

T = % =7 =17C.
o Mediana:
Escrevendo em ordem nao decrescente, temos:
13,5; 13,5; 13,5; 13,5; 14; 15,5; 16; 18;18; 18,5; 19,5; 20; 20; 20; 21,5.
A mediana serd o valor da 8% posicao: 18° C.
e Moda:

Valor com maior frequéncia: 13,5° C.

Resposta: alternativa b.

(ENEM 2019 - Item 167) Os alunos de uma turma escolar foram divididos em dois
grupos. Um grupo jogaria basquete, enquanto o outro jogaria futebol. Sabe-se que
o grupo de basquete é formado pelos alunos mais altos da classe e tem uma pessoa
a mais do que o grupo de futebol. A tabela seguinte apresenta informagoes sobre as

alturas dos alunos da turma.

Figura 4.13: Medidas de Tendéncia Central.

Média Mediana Moda
1,65 1,67 1,70

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Os alunos P, J, F e M medem, respectivamente, 1,65m, 1,66 m, 1,67m e 1,68 m, e

as suas alturas nao sao iguais a de nenhum outro colega da sala.
Segundo essas informagoes, argumenta-se que os alunos P, J, F e M jogaram, res-
pectivamente,

(a) basquete, basquete, basquete, basquete.

(b) futebol, basquete, basquete, basquete.

(c) futebol, futebol, basquete, basquete.

76



16.

(d) futebol, futebol, futebol, basquete.
(e) futebol, futebol, futebol, futebol.

Solucgao: O grupo de basquete tem um jogador a mais do que o grupo de futebol,
assim, se a quantidade de alunos que jogam futebol for x, entao x+1 alunos jogarao
basquete. Dessa forma, o total de alunos da turma é x +x + 1 =2x + 1, que € um

numero impar. Com isso, a mediana € o elemento central.

De acordo com o enunciado, os alunos com altura inferior a mediana (1,67 m)
jogarao futebol e os alunos com altura igual ou superior a mediana jogardo basquete.
Portanto, os alunos P e J com 1,65m e 1,66 m de altura e jogarao futebol e os

alunos F'e M com 1,67m e 1,68 m de altura jogarao basquete.

Resposta: alternativa c.

(ENEM 2010 - Item 175) O quadro seguinte mostra o desempenho de um time de
futebol no ultimo campeonato. A coluna da esquerda mostra o nimero de gols
marcados e a coluna da direita informa em quantos jogos o time marcou aquele

ntmero de gols.

Figura 4.14: Desempenho do time de futebol.

Gols marcados Quantidade de partidas
0 5
1 3
2 4
3 3
4 2
5 2
7 1

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Se X, Y e Z sao, respectivamente, a média, a mediana e a moda desta distribuicao,

entao
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Solugao: A tabela apresenta o nimero de gols marcados e a frequéncia (quantidade

de partidas) referente a cada um.

Meédia ponderada:

~0-54+1-34+2-4+3-3+4-2+5-2+7-1

X
S+3+4+3+2+2+1
45
X=—=X=225.
20 ’

Mediana: Como a quantidade de elementos é par (n = 20) a mediana serd a mé-
dia aritmética entre os dois termos centrais. Colocando os dados em ordem nao

decrescente, temos:

0, 0,0 0,0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3,3 3 4, 4, 5 5, T
——

Centrais

A média aritmética entre os dois elementos centrais serda: Y = 2.
Moda: O wvalor de maior frequéncia serd: Z = 0.
Portanto Z <Y < X.

Resposta: alternativa e.
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4.5 Exercicios Propostos

1. (FGV-2005) A média das alturas dos 6 jogadores em quadra de um time de
volei é 1,92m. Apods substituir 3 jogadores por outros, a média das alturas do
time passou para 1,90m. Nessas condigoes, a média, em metros, das alturas

dos jogadores que sairam supera a dos que entraram em

(a) 0,03.
(

b) 0,04.

)

)
(c) 0,06.
(d) 0,09.
(e) 0,12.

2. (UEG-GO - 2019) A producao de soja em 2019, nos principais estados pro-
dutores do Brasil, tem uma previsao de reducao em relacao a producao de
2018. O grafico apresentado na figura[£.15] mostra essa previsao de redugao de

maneira aproximada.

Figura 4.15: Produgao de soja.

10,000 20,000 30,000 40.000

Produgdo em milhdes de

o

MT PR RS Go MS
W 2018/19 sem redugdo 201819 com redugio

Fonte: Universidade Estadual de Goiés.

Caso a previsao de reducgao se confirme, a média de redugao entre os estados
de Mato Grosso, Rio Grande do Sul e Goias, em milhoes de toneladas, serd

aproximadamente igual a

(a) 1304.
(b) 1027
(c) 1532.
(d) 1120
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(e) 1667.

3. (VUNESP-2009) Durante o ano letivo, um professor de matemaética aplicou
cinco provas para seus alunos. A tabela apresenta as notas obtidas por um de-
terminado aluno em quatro das cinco provas realizadas e os pesos estabelecidos

pelo professor para cada prova.

Figura 4.16: Notas do aluno.
Prova I II I IV |V

Nota 0,5 7,3 7,5 ? 6,2
Peso | 2 3 2 2

Fonte: VUNESP.

Se o aluno foi aprovado com média final ponderada igual a 7, 3, calculada entre

as cinco provas, a nota obtida por esse aluno na prova IV foi:

4. (ENEM 2021 - Item 140) Uma grande rede de supermercados adota um sis-
tema de avaliacao dos faturamentos de suas filiais, considerando a média de
faturamento mensal em milhao. A matriz da rede paga uma comissao para os
representantes dos supermercados que atingirem uma média de faturamento

mensal (M), conforme apresentado no quadro.

Figura 4.17: Média de faturamento mensal.

Comissédo | Média de faturamento mensal (M)
| 1sM<2
Il 2sM<4
Il 4sM<5
\Y 5=sM<6
Y M=z6

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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Um supermercado da rede obteve os faturamentos num dado ano, conforme

apresentado no quadro.

Figura 4.18: Faturamento mensal.

Faturamento mensal
(em milhao de real)

3,5 3
2,5
5
3
7,5

Quantidade de meses

= A INN

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Nas condigoes apresentadas, os representantes desse supermercado avaliam que

receberao, no ano seguinte, a comissao de tipo

a) L

b

(a)
(b)
()
)
)

—_

L

p—

IT
\Y

—

(d

(e) V.

5. (ENEM 2019 - PPL) O quadro apresenta a relagao dos jogadores que fizeram
parte da selecao brasileira de voleibol masculino nas Olimpiadas de 2012, em

Londres, e suas respectivas alturas, em metro.

Figura 4.19: Altura dos jogadores.

Nome Altura (m)
Bruninho 1,90
Dante 2,01
Giba 1,92
Leandro Vissoto 2,11
Lucas 2,09
Murilo 1,90
Ricardinho 1,91
Rodrigao 2,05
Serginho 1,84
Sidao 2,03
Thiago Alves 1,94
Wallace 1,98

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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A mediana das alturas, em metro, desses jogadores é

(a
(b

d

(e) 1,98.

tanto o numero de pessoas que entram quanto o niimero de pessoas que saem
do elevador em cada um dos andares do edificio onde ele trabalha. O quadro
apresenta os registros do ascensorista durante a primeira subida do térreo, de

onde partem ele e mais trés pessoas, ao quinto andar do edificio.

1,90.
1,91.

)
)
(c) 1,96.
(d) 1,97.
)

Figura 4.20: Registros do ascensorista.

(ENEM 2016 - Item 170) Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra

Numero de pessoas Térreo 1°andar 2°andar 3candar 4°andar 5°andar
que entram no elevador 4 4 1 2 2 2
que saem do elevador 0 3 1 2 0 6

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com base no quadro, qual é a moda do namero de pessoas no elevador durante

a subida do térreo ao quinto andar?

(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 5
(e) 6

7. (Uneb-BA) Os dados na sequéncia (1, 1, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6) correspondem

as respostas obtidas quando dez pessoas foram indagadas sobre o nimero de

livros que haviam lido no tltimo semestre de 2015.

Sendo x, y e z, respectivamente, a média aritmética, a mediana e a moda

desses dados, pode-se afirmar que

(a) x <y < z.

(b) y < x <z
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(c) y <z<x
(d) z <x <y

() z<y<x

GABARITO:

1.

(b)
(e)
(b)
(b)
(c)

- (d)

(e)
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Capitulo 5
Medidas de Dispersao

As medidas de posi¢ao que estudamos nao bastam para descrever um conjunto de
dados. Nesta secao, estudaremos as medidas de dispersao, que servem para verificar
a representatividade das medidas de posigao, ou seja, avaliar o grau de variabilidade,

ou dispersao, dos valores em torno da meédia.

Objetivos do capitulo:

e Apresentar as medidas de dispersao: amplitude, variancia, desvio padrao e

coeficiente de variacao.

e Resumir os dados de uma pesquisa amostral por meio das medidas de tendéncia

central e de dispersao.

e Resolver problemas nos quais ¢ necessario interpretar dados dispostos em ta-

belas e/ou graficos.

e Resolver problemas nos quais é necessario calcular e interpretar diferentes

medidas de tendéncia central e de dispersao.
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5.1 Amplitude

Antes de aprendermos a calcular algumas medidas de dispersao, vamos entender

o conceito de variabilidade com o exemplo a seguir.

Exemplo 18. Um empresa possui 20 funciondrios que ocupam o cargo de enfermeiro
chefe, sendo que 10 deles atuam na cidade de Sao Paulo e os outros 10 na cidade de
Belo Horizonte. Os dados que constam na tabela[5.]] se referem aos saldrios desses

funciondrios.

Tabela 5.1: Salarios de 10 funcionarios que possuem o cargo de enfermeiro chefe.

SP | 3250 | 4125|5270 | 6029 | 9840 | 5127 | 6 350 | 4 250 | 7 125 | 3 850
BH | 5250 | 5025 | 5270 | 5550 | 5870 | 5625 | 5120 | 5840 | 5720 | 5 946

Fonte: Autora.

A média dos salérios dos enfermeiros da regiao de Sao Paulo é:

3250 + 4125 + 5270 + 6029 + 9840 + 5127 + 6350 + 4250 + 7125 + 3850
10

Tsp =

Tgp = 5521, 60.
A média dos salarios dos enfermeiros da regiao de Belo Horizonte é:

5250 + 5025 + 5270 + 5550 + 5870 + 5625 + 5120 + 5840 + 5720 + 5946
10

TpH =

Tpp = 9521, 60.

Embora as médias sejam iguais, a variabilidade dos salarios na cidade de Sao
Paulo e regiao metropolitana ¢ maior que em Belo Horizonte. Portanto, a média

descreve bem a situagao em Belo Horizonte, mas nao em Sao Paulo.

5.1.1 Amplitude Total (A;)

A amplitude de um conjunto de dados é a diferenca entre o valor maximo e o

valor minimo dos dados, ou seja:

At - Xmam - szn

No exemplo [18 vemos que o maior salario em Sao Paulo é R$ 9840, 00, enquanto
o menor salario ¢ R$ 3250, 00. Por outro lado, em Belo Horizonte vemos que o maior
salario ¢ R$5946,00 e o menor salario ¢ R$5025,00. Assim podemos verificar as

amplitudes totais para ambos os casos:
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A (SP) = 9840 — 3250 = 6590.

A (BH) = 5946 — 5025 = 921.

Considerando os valores 30, 45, 48, 62 e 72 teremos:
A, =72 —30 = 42.

A amplitude total é uma medida pouco precisa, pois utiliza apenas os dois valores
extremos de um conjunto de dados, desconsiderando os valores intermediarios. Ela
é apenas uma indicacao aproximada da dispersao ou da variabilidade.

Em problemas em que os dados sao apresentados em intervalos de classe a am-
plitude total ¢ a diferenca entre o limite superior da tltima classe e o limite inferior

da primeira classe.

Exemplo 19. Na tabela[5.3 os dados estao divididos em quatro classes diferentes.

Tabela 5.2: Intervalos de classe

Classes | Frequéncia
150 - 158 6
158 - 166 9
166 + 174 12
174 + 182 5

Fonte: Autora.

Entao,

Ay =182 — 150 = 32.

5.2 Variancia (0?)

A varidncia mede a dispersao dos dados em torno de sua média, levando em
consideracao a totalidade dos valores da varidvel em estudo, sendo assim, expressa
melhor os resultados obtidos. A variancia populacional é representada por o e defi-

nida como sendo a média dos quadrados dos desvios em relacao a média aritmética.

2_ i=1 ' _ (IL‘l—M)z‘I‘(fL’Q—M)Q—f-—I—(l’n—M)Q
N N '
A férmula acima é empregada quando tratamos de uma populagao de dados nao

agrupados.
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Note que no exemplo [18| os dados apresentados sao populacionais. Assim, vemos

que a variancia relacionada aos salarios em Sao Paulo é dada por:

o%p = 3.390.405, 44.

Por outro lado, vemos que a variancia relacionada aos salarios em Belo Horizonte

¢ dada por:

o2, = 99.870, 04.

Observagao 1. Para dados amostrais, convém efetuar uma modificacao, que con-

siste em usar o divisor n - 1 em lugar de N. A formula ficard entdao:

n
(z; — 7)*
i=1
5 = n—1

Exemplo 20. Um teste foi aplicado para as turmas A e B de uma escola. Foram
sorteados dois grupos com cinco alunos para cada uma das turmas, sendo que o
grupo da turma A obteve as pontuagoes 6, 8, 7, 4, 10, enquanto o grupo da turma B
obteve pontuacoes 9, 7, 8, 5, 6. Através desta amostra vamos calcular a varidncia

com o objetivo de estimar o grau de reqularidade das notas de cada turma.

Solugao:

Grupo da turma A:

_6+8+T+4+10

7.
5

TA

g__@—7V+@—7V+W—7V+M—7V+UO—U2_5
A= 4 = 9.

Grupo da turma B:

94 T+845+6

7.
bt

TB

S%_@—7V+W—7V+@;7V+®—7V+@—7V_25

Assim, o grupo da turma B demonstra maior regularidade, visto que sua variancia
foi menor do que a do grupo da turma A. Isso significa que as notas estao mais

proximos da média do grupo.
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5.3 Desvio Padrao (o)

O desvio padrao populacional, denotado por o, é a medida mais usada na com-
paracao entre conjuntos de dados, revelando o quanto os dados estao proximos ou
distantes da média. Assim, o desvio padrao determina a dispersao dos valores em

relacao & média e é calculado por meio da raiz quadrada da variancia.

o= Vo2

Note que no exemplo [18] temos que o desvio padrao relacionado aos salarios em

Sao Paulo é dado por:

osp = \/3.390.405, 44 ~ 1.841, 31.

Por outro lado, vemos que o desvio padrao relacionado aos salarios em Belo

Horizonte é dado por:

opr = /99.870, 04 ~ 316, 02.

Observacao 2. Para dados amostrais o desvio padrao € dado por:
S =52
No exemplo |20 vemos que o desvio padrao de cada turma é dado por:

Sy~ 2,24.

Sp ~1,58.

Observacao 3. O desvio padrao tem a mesma unidade de medida que os dados,
facilitando assim sua interpretagdo e é geralmente apresentado junto com a média
da sequinte forma: p =+ o. Quando os valores sao muito proximos, teremos des-
vtos padroes pequenos, enquanto que valores mais espalhados resultarao em desvios

padroes maiores.

Exemplo 21. Os dados apresentados na tabela referem-se as notas finais de
dois alunos, um deles estd na turma da manha e o outro na turma da noite, na

disciplina BioFEstatistica.
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Tabela 5.3: Notas finais

Manha [ 9,5 |75 (35(601|6,5]20|70/|1,0
Noite | 50| 5,5|5,0(65|601|4,5]|55]5,0
Fonte: Autora.

De acordo com as informagoes, qual aluno apresenta maior variabilidade nas

notas?

Solugao: Analisando as notas dos alunos, podemos identificar que as notas do
aluno da manha possuem maior variabilidade, enquanto que as notas do aluno da

noite estao mais proximas umas das outras.

Vamos calcular as medidas de dispersao para comprovar. Veja que os dois alunos

apresentam o mesmo desempenho médio na disciplina, pois:

9,5+7,5+3,5+6,0+6,5+2,0+7,0+1,0

H(manha) = 3 = 5, 375.

i 5,0+5,5+5,0+6,5+6,0+4,5+5,5+5,0
(noite) —
8

= 5,375.

Utilizando a féormula da variancia populacional, temos:

Turno manha:

> (7 — M)2
0_2 — =1
N

= %{(9, 5—5,375)% + (7,5 — 5,375)* 4 (3,5 — 5,375)* + (6,0 — 5,375)* +
+(6,5 — 5,375)* 4+ (2,0 — 5,375)* + (7,0 — 5,375)* + (1,0 — 5,375)?}

= é{(4, 125)? + (2,125)% + (—1,875)% 4 (0,625)* + (1,125)% 4 (-3, 375)? +
+(1,625)* + (—4,375)*}.

Logo,
52 = 29,87 ~T,48 =0 =/T,48~2,7.

8

Turno noite:
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1
0? = S{(5,05,375)" + (5,5~ 5,375)" + (5,0 — 5,375)" + (6,5 — 5,375)" +

+(6,0 — 5,375)% + (4,5 — 5,375)*> + (5,5 — 5,375)* + (5,0 — 5,375)*}
1
= g{(—0, 375)% + (0,125)% + (—0,375)% + (1,125)2 + (0, 625)* + (-0, 875)* +

+(0,125)% + (-0, 375)%}

2,875
= T 0365 0= /0,36 = 0,6.

Apesar de ja estar claro analisando as notas dos dois alunos, através das medi-
das de dispersao podemos confirmar que as notas do aluno da manha apresentam
maior variabilidade, mesmo apresentando médias das notas dos alunos iguais. Vale
ressaltar que a variancia tem a unidade de medida elevada ao quadrado, portanto,
utilizamos o desvio padrao para interpretar o resultado obtido.

Para calcular o desvio padrao de um conjunto de dados, podemos seguir as etapas

indicadas no esquema:

Figura 5.1: Esquema

Calcula-se a média Calcula-se a diferenca entre
dos valores do cada valor do conjunto de e =
conjunto de dados. dados e a média.

Eleva-se ao quadrado a
diferenca calculada.

Calcula-se a raiz quadrada Divide-se a soma obtida pela Adicionam-se os
do resultado obtido quantidade de valores do quadrados obtidos
anteriormente. conjunto de dados. anteriormente.

Fonte: Livro didatico (BONJORNO; JaNIOR; SOUSA] 2020)).

5.4 Coeficiente de Variagao (CV)

O desvio padrao, quando utilizado isoladamente, é uma medida limitada. Por
exemplo, um desvio padrao de 2 unidades pode ser considerado pequeno para uma
série de valores cujo valor médio é 200, no entanto, se a média for igual a 20, seréd
considerado grande.

O coeficiente de variagao, denotado por CV, é definido como o quociente entre
o desvio padrao e a média referentes aos dados de uma mesma série, e é geralmente
expresso em porcentagem. Ele mede o grau de variacao dos dados em relacao a
média aritmética. Para o caso de dados populacionais obtemos esta medida por

meio do seguinte célculo:
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cv=2
0

Note que no exemplo [I8] temos que os coeficientes de variagao sdo dados por:

1.841,31
CVSP = m ~ 0,33
e
316, 02
CVen = 5.521,6 0,06.

Note que no exemplo[I§todas as medidas de dispersao mostraram que os salarios

em Belo Horizonte apresentam uma variacao menor em relagao aos salarios em Sao

Paulo.
Observagao 4. Para o caso de dados amostrais o coeficiente de variagao é dado

por:

CV =

Y

SIIRS)

onde S € o desvio padrao amostral e T € a média aritmética amostral.

Exemplo 22. Considere os dados amostrais de peso e estatura fornecidos na tabela

B

Tabela 5.4: Peso e estatura.

Variavel | Média | Desvio Padrao
Estatura | 165cm 3,0cm
Peso 5bkg 2,5kg
Fonte: Autora.

Calculando os coeficientes de variagao, temos:

S 3
estatura — — — _:1,1 .
OV cstar 7 =165~ %
S 2,5
OV pes = 2 = 222 — 4 54%.
b T 55 %

Logo, nesse grupo de individuos, os pesos apresentaram maior grau de dispersao

em relacao as estaturas.
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5.5 Questoes Comentadas

1. (ENEM 2010 - Item 170) Marco e Paulo foram classificados em um concurso.
Para classificagao no concurso o candidato deveria obter média aritmética na
pontuacao igual ou superior a 14. Em caso de empate na média, o desempate
seria em favor da pontuacao mais regular. No quadro da figura.2|sao apresen-
tados os pontos obtidos nas provas de Matemaética, Portugués e Conhecimentos

Gerais, a média, a mediana e o desvio padrao dos dois candidatos.

Dados dos candidatos no concurso

Figura 5.2: Pontuacao no concurso.

Matematica|Portugués| Conhecimentos |Média|Mediana| Desvio

Gerais Padréo
Marco 14 15 16 15 15 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

O candidato com pontuacao mais regular, portanto mais bem classificado no

concurso, é

Marco, pois a média e a mediana sao iguais.

Marco, pois obteve menor desvio padrao.

)
)
(c) Paulo, pois obteve a maior pontuacao da tabela, 19 em Portugués.
(d) Paulo, pois obteve maior mediana.

)

Paulo, pois obteve maior desvio padrao.

Solugao: As médias de Marco e Paulo sao iguais, porém o desvio padrao
de Marco € menor, ou seja, suas notas nas provas de Matemdtica, Portugués
e Conhecimentos Gerais estao mais proximas da média do que as respectivas
notas de Paulo. Desta forma, as notas de Marco sao mais requlares e, portanto,

ele foi mais bem classificado.

Resposta: alternativa b.

2. (ENEM 2012 - Item 176) Um produtor de café irrigado em Minas Gerais
recebeu um relatoério de consultoria Estatistica, constando, entre outras in-
formacgoes, o desvio padrao das produgoes de uma safra dos talhdes de sua
propriedade. Os talhdes tém a mesma area de 30 000 m? e o valor obtido para
o desvio padrao foi de 90 kg/talhdo. O produtor deve apresentar as infor-

magcoes sobre a producao e a variancia dessas produgoes em sacas de 60 kg
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por hectare (10000m?). A variancia das produgoes dos talhoes expressa em

(sacas/hectare)? &

a) 20,25.

Solucgao:
O desvio padrao € a raiz quadrada da varidncia. De acordo com o enunciado
da questao, o desvio padrao foi de 90 kg/talhao e como os talhées tém a mesma

drea de 30000m? assim:
90 kg/talhao = 90 kg/30 000 m? = 30 kg/10 000 m?.
Como 1 hectare corresponde a 10000 m?, temos:
30kg/10000m?* = 30 kg/1hectare = 0,5 saca/hectare.

Assim, a variancia sera: (0,5 saca/hectare)? = 0,25 (saca/hectare)?.

Resposta: alternativa e.

. (ENEM 2016 - Item 140) O procedimento de perda rapida de “peso” é comum
entre os atletas dos esportes de combate. Para participar de um torneio,
quatro atletas da categoria até 66 kg, Peso-Pena, foram submetidos a dietas
balanceadas e atividades fisicas. Realizaram trés “pesagens” antes do inicio do
torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira luta devera ocorrer entre o
atleta mais regular e o menos regular quanto aos “pesos”. As informagoes com

base nas pesagens dos atletas estao no quadro.

Figura 5.3: Pesagens dos atletas.

©
g .55, 55,50 o | 5|28
L L2 Al wel| I = o
= o
N~ 0N~ N~ Q D@
T 8| 8| 8| | 2 |e=

N

I 78 72 66 72 7 4,90
| 83 65 65 71 65 8,49

]} 75 70 65 70 70 4,08

v 80 77 62 73 77 7,87

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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Apoés as trés “pesagens”; os organizadores do torneio informaram aos atletas
quais deles se enfrentariam na primeira luta. A primeira luta foi entre os

atletas

(a) TellL
(

b

)

) TelV.
(c) e TIL
(d)

)

d) ITelV.
(e) I eIV.

Solugao: O atleta mais reqular quanto ao peso € aquele que possui o menor

desvio padrao (4,08), portanto o atleta I11.

O atleta menos reqular quanto ao peso € aquele que possui o maior desvio

padrao (8,49), portanto o atleta I1.
A primeira luta ocorrerd entre os atletas II e III.

Resposta: alternativa c.

. (ENEM 2021 - Item 146) Um zootecnista pretende testar se uma nova ragao
para coelhos é mais eficiente do que a que ele vem utilizando atualmente. A
racao atual proporciona uma massa média de 10 kg por coelho, com um desvio

padrao de 1 kg, alimentado com essa racao durante um periodo de trés meses.

O zootecnista selecionou uma amostra de coelhos e os alimentou com a nova
racao pelo mesmo periodo de tempo. Ao final, anotou a massa de cada coelho,
obtendo um desvio padrao de 1, 5 kg para a distribui¢ao das massas dos coelhos

dessa amostra.

Para avaliar a eficiéncia dessa ragao, ele utilizara o coeficiente de variagao (CV)
. . ~ . S

que é uma medida de dispersao definida por C'V = —, em que s representa

o desvio padrao e T, a média das massas dos coelhos que foram alimentados

com uma determinada ragao.

O zootecnista substituira a racdo que vinha utilizando pela nova, caso o coefici-
ente de variacao da distribuicao das massas dos coelhos que foram alimentados
com a nova racao for menor do que o coeficiente de variacao da distribuicao

das massas dos coelhos que foram alimentados com a ragao atual.

A substituicao da racao ocorrerd se a média da distribuicao das massas dos

coelhos da amostra, em quilograma, for superior a
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(a) 5,0.
(b) 9,5.
(¢) 10,0
(d) 10,5.
(e) 15,0

Solucgao: Para a ragao atual temos massa média de 10 Kg e desvio padrao de

1 Kg, logo o coeficiente de varia¢ao denotado por C'Vy serd:

cV, =

ElE

Para a ragao ser substituida pela nova ragao, com desvio padrao (s3) de 1,5 Kg,
massa média Ty e coeficiente de variagao (CVa) devemos ter C'Vy menor que
CVi. Logo,

1,5 1
CVy<CV) = 2— < — =Ty > 15.
To 10

Resposta: alternativa e.
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5.6 Exercicios Propostos

1. (FUNSAUDE - CE - 2021) Em um grafico de controle de qualidade, um pro-
duto ¢ identificado como fora de controle quando a medi¢ao de determinada
variavel associada a este produto se encontra fora de uma faixa esperada no
entorno de seu valor esperado. Esta faixa é estabelecida com base em uma
tolerancia que esta relacionada ao desvio padrao dessa variavel, avaliado em
amostras desse produto. O desvio padrao utilizado como referéncia para este

limite,

(a) nao tem relagao com o tamanho da amostra utilizada para avaliagao dessa

variavel.

(b) inicialmente, tende a diminuir com o tamanho da amostra, porém, depois,

tende a aumentar para tamanhos de amostra muito grandes.

(¢) inicialmente, tende a aumentar com o tamanho da amostra, porém, de-

pois, tende a diminuir para tamanhos de amostra muito grandes.

(d) tende sempre a aumentar com o tamanho da amostra utilizada para ava-

liacao dessa variavel.

(e) tende sempre a diminuir com o tamanho da amostra utilizada para ava-

liacao dessa variavel.

2. (ENEM 2010 - PPL) Em uma corrida de regularidade, a equipe campea é
aquela em que o tempo dos participantes mais se aproxima do tempo forne-
cido pelos organizadores em cada etapa. Um campeonato foi organizado em
5 etapas, e o tempo médio de prova indicado pelos organizadores foi de 45
minutos por prova. No quadro, estao representados os dados estatisticos das

cinco equipe mais bem classificadas.

Figura 5.4: Dados estatisticos das equipes mais bem classificadas

Equipes Média Maoda Desvio-padrao
Equipe | 45 40 5
Equipe Il 45 41 4
Equipe I 45 44 1
Equipe IV 45 44 3
Equipe V 45 47 2

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Utilizando os dados estatisticos do quadro, a campea foi a equipe
(a) L.
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(b
(c
(d
(e

IL.
IT
\Y
V.

p—

p—

)
)
)
)

3. Uma pesquisa de bairro constatou que um mesmo produto era vendido por
precos diferentes nas seis lojas que o comercializavam em determinada rua.
Os precos encontrados foram R$9,00, R$5,00, R$8,00, R$10,00, R$4,00

e R$6,00. A pesquisa calculou o desvio padrao desses valores, que é aproxi-

madamente:

a

(a) 3.1.
(b
(

—_

)

,_.
SEEE S

(c
d

(e

Y

)
)
)
) 2,
) 2

Y

4. (ENEM 2014 - PPL) Em uma escola, cinco atletas disputam a medalha de
ouro em uma competicao de salto em distancia. Segundo o regulamento dessa
competicao, a medalha de ouro serd dada ao atleta mais regular em uma série

de trés saltos. Os resultados e as informagcoes dos saltos desses cinco atletas

estao no quadro.

Figura 5.5: Competicao de salto em distancia.

Atleta|1° salto | 2° salto|3° salto| Média | Mediana Eaeds:’éig
| 2,9 34 3.1 3.1 3,1 0,25
Il 3,3 2,8 3,6 3.2 3,3 0,40
1] 3,6 3,3 3,3 34 3,3 0,17
\% 2,3 3,3 3.4 3,0 3,3 0,60
\Y 3,7 3,5 2,2 3.1 3,5 0,81

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

A medalha de ouro foi conquistada pelo atleta ntiimero:
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5. (ENEM 2019 - PPL) Um fiscal de certa empresa de 6nibus registra o tempo,
em minuto, que um motorista novato gasta para completar certo percurso. No
Quadro 1 figuram os tempos gastos pelo motorista ao realizar o mesmo per-
curso sete vezes. O Quadro 2 apresenta uma classificacao para a variabilidade

do tempo, segundo o valor do desvio padrao.

Figura 5.6: Tempo para completar certo percurso.

Quadro 1
e 48 | 54 | 50 | 46 | 44 | 52 | 49
(em minuto)
Quadro 2
I— Desvio padréao do
Variabilidade tempo (min)
Extremamente baixa 0<oc<2
Baixa 2<o<4
Moderada 4<c<6
Alta 6<c<8
Extremamente alta c>8

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Com base nas informagoes apresentadas nos quadros, a variabilidade do tempo

2

(¢

a) extremamente baixa.

(
(b

baixa.

(d) alta.

)
)
(¢) moderada.
)
(e)

extremamente alta.

6. (Uncisal - 2019) Um grupo de 60 pacientes é tratado por uma equipe de es-
pecialistas em psicologia da satde. Semanalmente, essa equipe registra as
mudancas comportamentais apresentadas por esses pacientes. Para cada pa-
ciente, a mudanca comportamental é registrada como 11, caso ele apresente
mudanga positiva, como 21, se a mudanca for negativa, ou como 0, caso o

paciente nao apresente mudancas em seu comportamento.
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Se, em determinada semana, a média e a variancia populacional dos registros
pertinentes a esse grupo forem, respectivamente, iguais a 0,5 e 0,45, entao
a quantidade de pacientes que apresentard mudancas positivas nessa semana

sera igual a
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Consideracoes Finais

Em vista da grande importancia das questoes de matematica no ENEM, desen-
volvemos esse trabalho com o objetivo de expor os contetidos avaliados em relagao a
Estatistica no ENEM e apresentar o perfil e o quantitativo das questoes abordadas
neste exame.

Nesse material, abordamos alguns conceitos relacionados a Estatistica, levando
em conta o levantamento realizado na primeira etapa desse trabalho, além de apre-
sentar a resolucao comentada de questoes do ENEM.

Através desse material didatico, alunos e professores de escolas publicas que
buscam a preparacao para o ENEM, poderao utiliza-lo como suporte em seus estu-
dos. Acreditamos que conhecer o perfil das questoes, e ter um material estruturado

facilitara o aluno na busca pelo conhecimento.
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