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RESUMO

(GGeometria é notoriamente um ramo da Matematica que é essencialmente visual. Um
texto, se bem redigido e com figuras bem desenhadas, certamente contribui para uma
melhor compreensao da mensagem que se pretende transmitir, ainda mais quando o
interlocutor é um estudante, que estid no processo de construcao do conhecimento,
como ¢ o caso dos alunos do Ensino Médio. Este trabalho propoe a utilizacao do
ETEX para producao de figuras e animagoes que auxiliem os professores do Ensino
Médio no ensino de Geometria Plana. Exploramos de forma descritiva a producao
das animacoes que fazem uso das macros pertencentes aos pacotes TikZ, tkz-euclide
e Animate. Apresentamos uma Proposta de Sequéncia Didatica que explora anima-
coes produzidas com tais pacotes, mostrando como utiliza-las efetivamente, e que
visa auxiliar os professores nas demonstracoes das formulas das areas das principais

figuras planas.

Palavras-chave: Animacdo. IXTEX. Areas de figuras planas.

viil



ABSTRACT

Geometry is notoriously a branch of Mathematics that is essentially visual. A text,
if well written and with well-drawn figures, certainly contributes to a better under-
standing of the message that is intended to convey, even more so when the reader is
a student during the process of building his knowledge, as is the case of high school
students. This work proposes the use of KIEX to produce figures and animations
that help high school teachers in tutoring plane geometry. We descriptively explore
the production of animations that make use of macros belonging to the packages
TikZ, tkz-euclide and Animate. We present a Proposal for a Didactic Sequence that
explores animations produced with such packages, where it is shown how to use them
effectively and which aims to assist teachers in proving formulas for computing the

area of some well-known plane figures.

Keywords: Animation. KTEX. Areas of flat figures.
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Capitulo 1

Introducao

O surgimento da Geometria data de cerca de 3.000 a.C e estd associado ao
calculo de extensoes de terras as margens do rio Nilo. Por conta das cheias do
rio encobrir parte dos terrenos, para compensar o pagamento de impostos, o Rei
Sesostris ordenava que se calculasse as dimensoes das terras nao submersas a fim de
diminuir proporcionalmente a quantia de impostos paga a coroa pelos proprietérios
[1]. Esta hipotese é reforgada pela origem da propria palavra Geometria. De acordo
com Silva [2], esse nome é proveniente do grego e é a juncao de “geo”, que significa
terra, e “metria”, derivada da palavra “métron”, que significa medir. Portanto, é
plausivel relacionar a Geometria com o ato de medir a terra.

Mesmo tendo surgido da necessidade de medir terras as margens do Nilo, a
Geometria nao se restringiu apenas a solucionar esse problema. Com o passar dos
anos, a humanidade acumulou conhecimentos sobre esta parte da Matematica que
se mostraram eficientes para as mais diversas situacoes. A exemplo disso, temos as
construcoes arquitetonicas antigas como o Partenon, na Grécia, e as Piramides de
Gizé, no Egito, que impressionam por tamanha beleza e que certamente nao seriam
construidas sem os conhecimentos geométricos daquela época.

Nos registros antigos, sao observadas situacoes em que hé, simultaneamente,
representacoes geométricas e algébricas, de forma rudimentar e com a escrita dispo-
nivel & época. A Figura mostra dois exemplos disso, onde estao representados
pelos babilonios, por volta de 1.800-1.600 a.C., um circulo e um trapézio que, de
acordo com Carvalho e Roque [I], representam os calculos das areas destas duas
figuras. Atualmente a Geometria é denominada como a parte da Mateméatica que
se ocupa em estudar as formas e suas propriedades, e que, para isso, faz uso de pro-
cedimentos algébricos que evidentemente se relacionam diretamente com as formas

estudadas.



Figura 1.1: Circulo e trapézio na Babilonia.

Fonte: Carvalho e Roque [I].

E natural que, quando nos propomos a resolver um problema de Geometria,
imaginemos o desenho que representa a situacao. Dependendo da complexidade
do problema, é mais vidvel que se faca um desenho para que tenhamos uma visao
mais ampla da situagao. Esta possibilidade de interpretacao visual dos problemas
geométricos ¢ de suma importancia para o estudo da Geometria, pois evita a fadiga
mental de pensar, simultaneamente, no desenho da situacao e em estratégias de
solucao. Muitas vezes, o simples fato de desenhar ja nos permite pensar em inimeras
estratégias de solucao. Portanto, o uso de figuras em problemas geométricos auxiliam
na busca por estratégias de solugao e também contribuem para a compreensao dos
procedimentos adotados.

Com o desenvolvimento das tecnologias atuais, como, computadores e softwa-
res, a representacao de problemas geométricos tornou-se mais precisa. Dentre estes
programas, encontra-se o IXTEX, que, embora nao tenha sido criado com a fina-
lidade de produzir desenhos geométricos, possui atualmente pacotes de comandos
que permitem desenhar com perfeicao. Dentre estes pacotes, em relacao a Geome-
tria Plana, destacamos os pacotes TikZ e tkz-euclide, que, utilizados em conjunto,
possibilitam a producao de figuras de alta qualidade.

Quando o assunto ¢ a producao de animacoes de figuras geométricas, um software
que nos vem & mente é o Geogebra (para informagoes sobre este software consulte
[3]). No entanto, o que muitos usuarios do ITEX, até mesmo professores de Ma-
tematica que usam esse programa no cotidiano, nao sabem é que o IXTEX também
permite a criacdo de animacoes de figuras. Essas animacoes podem ser feitas por
meio de um pacote chamado animate. A vantagem de utilizar o ITEX é que as
animacoes sao produzidas em arquivos no formato PDF, que proporciona facilidade
no compartilhamento do arquivo e na reproducao das animacoes.

Juntando a importancia de termos figuras em auxilio na compreensao da Geo-
metria com a possibilidade de producao de animacgoes no IXTEX, produzimos este
trabalho, o qual tem o objetivo de explorar os pacotes supracitados, propondo o uso

do BTEX para a producgao de animagoes que auxiliem professores do Ensino Médio



no ensino de Geometria, explorando de forma descritiva a utilizacao dos pacotes
TikZ, tkz-euclide e animate para a producao de figuras e animacoes.

Este trabalho possui varias exemplos de animacoes produzidas no ITEX, as quais
permitem interacao por meio de botoes impressos no PDF. Por isso, para que o leitor
tenha a experiéncia completa em sua leitura, é aconselhével que o faca por meio de
um computador que tenha instalado leitores desse tipo de arquivo, de preferéncia um
dos seguintes leitores: Adobe Acrobat Reader, KDE Okular, PDF-XChange ou Foxit
Reader. Alertamos que, no sistema operacional Windows, as animacoes funcionam
em qualquer um desses leitores de PDF, mas para o sistema Linux, funcionam
apenas com o leitor KDE Okular. Para mais informacoes sobre a funcionalidade
das animacoes, consulte a Secao [4.3] Para exemplificar a utilizacao de animacoes,

considere a Figura[1.2

Figura 1.2: O problema de Haberdasher.

1 2 34 56 7 89

(=)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neves [4].

Sempre que uma figura deste trabalho apresentar os botoes representados na
Figura [I.2] pelos nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, significa que tal figura representa
uma animacao produzida no KTEX e que, se o leitor estiver realizando a leitura deste
trabalho por meio de um computador, serd possivel a interagao com esses botoes.
O botao representado por 1, tem a funcao de voltar a animacao diretamente para o
inicio; 2 tem a funcao de voltar a animacao um frame por vez; 3 reproduz a animagao

no sentido inverso, enquanto o botao 4 reproduz no sentido correto; 5 tem a funcao



semelhante a de 2, porém no sentido oposto; 6 leva a animagao diretamente para o
final; 7 diminui a velocidade da animacao; 8 retorna a animacao para a velocidade
padrao; e 9 aumenta a velocidade. Caso o leitor pressione um dos botoes 3 ou
4, aparecerd no lugar dos mesmos um novo botao que tem a funcao de pausar a
animacao, sendo possivel retoméa-la pressionando novamente o botao 3 ou 4.

Para alcancarmos o objetivo proposto, organizamos nossa pesquisa em sete ca-
pitulos, sendo o primeiro constituido por esta apresentacao, na qual apresentamos
a motivacao, objetivo esperado com o seu desenvolvimento e sua estrutura.

O segundo capitulo se destina a apresentacao e discussao dos assuntos de Geo-
metria que fazem parte do curriculo do Ensino Médio, tomando como referéncia a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [5] e a Matriz de Referéncia do Exame
Nacional do Ensino Médio (Enem) [6].

Apresentamos no terceiro capitulo resultados e provas referentes a alguns as-
suntos de Geometria Plana, resultados esses que, além de imprescindiveis para a
formagao matematica do jovem do Ensino Médio, serviram de embasamento teoérico
para as orientacoes apresentadas nos Capitulos [ e [6]

J& o quarto capitulo é dedicado ao programa IXTEX, destacando sua historia e
a importancia para a producdo de textos matematicos. E apresentado um tutorial
sobre a instalacao dos programas necessarios para o funcionamento correto do IXITgX
além de orientagoes sobre o manuseio de comandos basicos do programa.

No quinto capitulo encontram-se explicacoes e orientacoes sobre como utilizar os
pacotes TikZ, tkz-euclide e animate do IXIEX para o desenho de figuras geomé-
tricas planas e na construcao de animacoes.

O sexto capitulo se destina a apresentacao de uma proposta de sequéncia dida-
tica objetivando as demonstracoes das formulas das areas do quadrado, retangulo,
paralelogramo, triangulo, losango, trapézio, triangulo equilatero, hexagono regular
e do circulo, tomando como auxilio animagoes construidas em KTEX.

Por fim, o sétimo, e ultimo capitulo, é destinado as consideracoes finais.



Capitulo 2

A Geometria no Curriculo do Ensino
Médio

Neste capitulo, apresentaremos os assuntos de Geometria que estao presentes
no curriculo do Ensino Médio, bem como os assuntos, também da geometria, que
figuram na Matriz de Referéncia do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), a
qual é a mais importante avalicao realizada pelo governo brasileiro e que vérias

universidades utilizam como meio para selecionar seus discentes.

2.1 A Geometria na Base Nacional Comum Curri-

cular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento normativo que
estipula o conjunto de conhecimentos essenciais que todos os alunos brasileiros tém
que desenvolver ao longo de suas carreiras escolares na Educagao Basica. A BNCC
foi construida pelo Conselho Nacional de Educagao (CNE) e contou com a colabo-
racao de varios especialistas em educacao, entidades representativas das trés esferas
(federal, estadual e municipal), professores, escolas e da popula¢do em geral. Sendo
por isso, considerada um documento democraticamente construido.

O processo de construcao da BNCC foi demorado e se iniciou indiretamente
com a promulgagao da Constituicao da Reptublica Federativa do Brasil de 1988, a
qual afirma, em seu artigo 210, que “serao fixados conteiidos minimos para o ensino
fundamental, de maneira a assegurar formagao basica comum e respeito aos valores
culturais e artisticos, nacionais e regionais”. Trés décadas depois a versao final da
BNCC foi homologada pelo Ministério da Educagao em 14 de dezembro de 2018,
que além de fixar os conteiidos minimos para o Ensino Fundamental, também fixa
conteiidos minimos para o Ensino Infantil e Ensino Médio. A linha de tempo para

se chegar ao documento final pode ser encontrada em Brasil [7].



A BNCC descreve competéncias como sendo a mobilizacao de conhecimentos,
habilidades, atitudes e valores que um individuo possui para resolver demandas da
vida cotidiana, do exercicio da cidadania e do mundo do trabalho. Essas competén-
cias sao divididas em gerais e especificas.

As competéncias gerais se referem as aprendizagens essenciais para a formacao
dos discentes. Essas competéncias destinam-se nao apenas aos contetidos abordados
em cada componente curricular, mas também a formacao de atitudes e valores éticos
e morais que os discentes devem desenvolver ao longo das trés etapas da Educacao
Basica: Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio.

As competéncias especificas se remetem ao conjunto de competéncias que os
estudantes devem desenvolver em cada componente curricular para que se apropriem
das competéncias gerais. Essas competéncias se relacionam com habilidades, as
quais contém os pré-requisitos para o desenvolvimento das competéncias. Segundo
Brasil [5], embora cada habilidade esteja associada a determinada competéncia,
isso nao significa que ela nao contribua para o desenvolvimento de outras, ou seja,
as habilidades podem contribuir para o desenvolvimento de outras competéncias
mesmo que nao estejam especificamente relacionadas com elas, podendo até mesmo
contribuir para competéncias de diferentes componentes curriculares.

A Tabela apresenta as competéncias especificas constantes na BNCC, refe-
rentes ao componente curricular Matematica e suas Tecnologias do Ensino Médio.
Na Tabela listamos as habilidades associadas a essas competéncias que estao
relacionadas diretamente a algum conhecimento de Geometria do Ensino Médio. As

demais habilidades podem ser encontradas em Brasil [5].



Tabela 2.1: Competéncias especificas de Matemaética do Ensino Médio.

COMPETENCIAS
ESPECIFICAS

DESCRICAO DAS COMPETENCIAS ESPECIFICAS

Competéncia

Especifica 1

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemati-
cos para interpretar situacoes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza
e Humanas, das questoes socioecondémicas ou tecnologicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

Competéncia

Especifica 2

Propor ou participar de acoes para investigar desafios do
mundo contemporineo e tomar decisoes éticas e social-
mente responsaveis, com base na analise de problemas so-
ciais, como os voltados a situacoes de satude, sustentabili-
dade, das implicacoes da tecnologia no mundo do trabalho,
entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedi-

mentos e linguagens proprios da Matematica.

Competéncia

Especifica 3

Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibili-
dade dos resultados e a adequacao das solucoes propostas,

de modo a construir argumentagao consistente.

Competéncia

Especifica 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, dife-
rentes registros de representacdo matematicos (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de

solucao e comunicacao de resultados de problemas.

Competéncia

Especifica 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando estra-
tégias e recursos, como observacao de padroes, experimen-
tacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na va-

lidacao das referidas conjecturas.

Fonte: Brasil [5].



Tabela 2.2: Habilidades de Matematica e suas Tecnologias do Ensino Médio que
apresentam conhecimentos geométricos (Parte 1).

ANO

COD. HAB.

DESCRICAO DAS HABILIDADES DE MATE-
MATICA E SUAS TECNOLOGIAS

EM13MAT201

Propor ou participar de acoes adequadas as de-
mandas da regiao, preferencialmente para sua co-
munidade, envolvendo medigoes e calculos de pe-
rimetro, de area, de volume, de capacidade ou de

massa.

EM13MAT307

Empregar diferentes métodos para a obtencao da
medida da area de uma superficie (reconfiguragoes,
aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressoes
de célculo para aplica-las em situagoes reais (como
o remanejamento e a distribuicao de plantacoes,
entre outros), com ou sem apoio de tecnologias di-

gitais.

EM13MAT105

Utilizar as nocgoes de transformacoes isométricas
(translagao, reflexdo, rotagao e composigoes des-
tas) e transformacgoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferen-
tes producoes humanas (fractais, construgoes civis,

obras de arte, entre outras).

EM13MAT308

Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do
seno e do cosseno ou as nog¢des de congruéncia e se-
melhanca, para resolver e elaborar problemas que

envolvem triangulos, em variados contextos.

EM13MAT309

Resolver e elaborar problemas que envolvem o cél-
culo de areas totais e de volumes de prismas, pira-
mides e corpos redondos em situagoes reais (como
o calculo do gasto de material para revestimento
ou pinturas de objetos cujos formatos sejam com-
posigoes dos solidos estudados), com ou sem apoio

de tecnologias digitais.

EM13MAT504

Investigar processos de obtencao da medida do vo-
lume de prismas, piramides, cilindros e cones, in-
cluindo o principio de Cavalieri, para a obtencao
das formulas de calculo da medida do volume des-

sas figuras.

(Continua.)
Fonte: Brasil [3].
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Tabela 2.3: Habilidades de Matematica e suas Tecnologias do Ensino Médio que
apresentam conhecimentos geométricos (Parte 2).

(Continuacao.)

DESCRICAO DAS HABILIDADES DE MATE-

ANO COD. HAB. ;
MATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano,
com ou sem apoio de aplicativos de geometria di-
10, 90 30 EM13MAT505 namica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
T composicao de poligonos que podem ser utilizados
em ladrilhamento, generalizando padroes observa-

dos.

Representar graficamente a variacao da area e do
10, 90 30 EM1SMAT506 perimetro de um poligono regular quando os com-
T primentos de seus lados variam, analisando e clas-

sificando as funcoes envolvidas.

Investigar a deformacao de angulos e areas provo-

cada pelas diferentes projecoes usadas em carto-
19, 29, 3¢ EM13MAT509 . . .
grafia (como a cilindrica e a conica), com ou sem

suporte de tecnologia digital.

Fonte: Brasil [3].

Cada habilidade possui um codigo, o qual estd descrito na segunda coluna das
Tabelas e onde as duas primeiras letras EM indicam que essa habilidade deve
ser desenvolvida no Ensino Médio, os dois digitos 13 indicam que a habilidade pode
ser apresentada aos alunos em qualquer ano do Ensino Médio (1°, 2° ou 39), a sigla
MAT refere-se ao componente curricular Matematica e sua Tecnologias, o primeiro
digito apos a sigla MAT relaciona a habilidade com uma das competéncias especificas
apresentadas na Tabela2.1] e os dois tltimos digitos indicam simplesmente a posi¢ao
da habilidade dentre as que compoem cada competéncia especifica. Essa ultima
numeracao nao representa uma ordem ou hierarquia esperada das aprendizagens.
Cabe aos sistemas e escolas definirem a progressao das aprendizagens, em funcao
de seus contextos locais [5]. Isso significa que a BNCC néao especifica em qual ano
(série) o estudante deve iniciar o contato com cada habilidade, ficando a cargo das
escolas decidirem quando se dard o contato do aluno com as habilidades, de acordo
com suas especificidades.

E importante observar que a BNCC nao traz uma lista extensa de contetdos
a serem trabalhados em sala de aula, em vez disso, apresenta um conjunto de ha-
bilidades que para serem desenvolvidas pelos estudantes, necessitam que os alunos

aprendam contetdos implicitamente relacionados com as mesmas. Por exemplo,



para desenvolver a habilidade EM13MAT506, ou seja, para que o aluno represente
graficamente a variacao da area e do perimetro de um poligono regular quando o
comprimento de seus lados variam e classifique as funcoes envolvidas, é esperado
que ele saiba calcular 4reas e perimetros de poligonos regulares, tenha consciéncia
de como representar informagoes através de graficos, conheca e saiba diferenciar as
funcoes que venham a aparecer, etc.

As habilidades referentes a componente Matemaética e suas Tecnologias sao apre-
sentadas no texto da BNCC de duas formas diferentes. A principio sao listadas de
acordo com as competéncias especificas descritas na Tabela tendo como crité-
rio de agrupamento a relagao que as habilidades possuem com tais competéncias
e, posteriormente, sdo organizadas em trés grupos: Numeros e Algebra; Geome-
tria e Medidas; e Probabilidade e Estatistica, e juntas somam 43, onde nota-se que
em 4 das 9 habilidades relacionadas & (Geometria, h4 em seu texto mencao a al-
gum tipo de auxilio tecnologico, representando um percentual de mais de 44%, e
quando considera-se todas as 43 habilidades, verifica-se que 17 fazem alusao ao uso
de tecnologias, o que representa um percentual aproximado de 40%. Isso reforca
a importancia da elaboracao de trabalhos académicos que relacionem recursos tec-
noloégicos com o ensino de Geometria, tanto como auxilio ao estudante quanto ao

professor.

2.2 A Geometria no Enem

De acordo com Brasil [§], o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) foi criado
em 1998 com o objetivo de avaliar o desempenho escolar dos alunos concluintes do
Ensino Médio, e em 2009 passou a ser utilizado como mecanismo de acesso a educa-
¢ao superior, principalmente, por meio do Sistema de Selegdo Unificada (Sisu), do
Programa Universidade para Todos (ProUni) e do Fundo de Financiamento Estu-
dantil (Fies).

O fato de o Enem ter passado a ser uma das formas de acesso ao ensino superior,
certamente impacta nos assuntos trabalhados em sala de aula pelos professores da
Educagao Basica, levando a uma maior atengao a assuntos mais recorrentes no exame
ou que estejam presentes na Matriz de Referéncia do Enem [6].

A Matriz de Referéncia do Enem é um documento que tem por objetivo indicar
as competéncias e habilidades nas quais um candidato se submetera a teste, bem
como servir de orientacao para a elaboracao dos itens da prova. No que diz respeito
aos assuntos de Matematica que tém estreita relacao com a Geometria, encontramos
na Matriz de Referéncia as Competéncias e Habilidades listadas na Tabela
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Tabela 2.4: Competéncias e Habilidades em Matemaética e suas Tecnologias
(Enem) relacionadas a conhecimentos geométricos.

H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentagao de pessoas/objetos no

espaco tridimensional e sua representacao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS8 - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos geométricos de

espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecao de

argumentos propostos como solugao de problemas do cotidiano.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos

geométricos relacionados a grandezas e medidas.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a

construcao de argumentacao.

Fonte: Brasil [6].

Nota-se que, assim como na BNCC, a lista de habilidades presentes na matriz de

referéncia do Enem nao explicita os assuntos matematicos a serem abordados, porém,

apresenta em anexo uma lista de objetos de conhecimento, os quais descrevem os

assuntos relacionados as habilidades de cada componente curricular.

No que diz respeito a Matemaética e suas Tecnologias, esses objetos sao divididos

em cinco topicos, distribuidos como a seguir:

1. Conhecimentos numeéricos: operagdes em conjuntos numéricos (naturais,
inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoragao, razoes e
proporc¢oes, porcentagem e juros, relacoes de dependéncia entre grandezas,

sequéncias e progressoes, principios de contagem.

2. Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas
e espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas e
volumes; angulos; posicoes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais;
congruéncia e semelhanca de triangulos; teorema de Tales; relacoes métricas

nos triangulos; circunferéncias; trigonometria do angulo agudo.

3. Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacao e analise
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de dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e

variancia; no¢oes de probabilidade.

4. Conhecimentos algébricos: gréficos e funcoes; funcoes algébricas do 1.9 e
do 2.2 graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equacoes e

inequacoes; relacoes no ciclo trigonométrico e fungoes trigonométricas.

5. Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas; circun-

feréncias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacoes.

Essa lista esclarece quais assuntos podem vir a figurar nas questoes da prova,
e por isso merece atencao por parte dos estudantes e professores do Ensino Médio.
Contudo, para uma analise mais profunda dos assuntos que estao sendo cobrados
no exame, torna-se necessario avaliar os cadernos de provas das edi¢oes do Enem,
pois, através deles podemos verificar como se d4 a abordagem dos temas, além da
possibilidade de quantificar os itens que abordam cada objeto ou habilidade.

Siqueira [9], avaliou cada item dos cadernos de provas das edigbes do Enem de
2009 a 2019, destacando os contetidos que cada um aborda e os quantificou de acordo

com os objetos de conhecimento.
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Tabela 2.5: Selecao das questoes do Enem 2020 que abordam conhecimentos
geométricos - Caderno Amarelo.

Questao N° Objeto Contetdo 1 Contetdo 2 Contetdo 3
Caracteristicas
137 de figuras planas Projecao
e espaciais
138 Escala Paralelepipedo
145 Volume Prisma
Unidades de ~
147 ) Conversao
medida
150 Escala Volume Paralelepipedo| Conversao
152 Areas Retangulo Quadrado Conversao
154 Areas Retangulo
Caracteristicas
Tronco de )
158 de figuras planas . i Quadrado Trapézio
o Piramide
e espaciais
Caracteristicas
159 de figuras planas Vista Projecao
e espaciais
168 Volume Cilindro
169 Areas Retangulo
175 Volume Paralelepipedo
Caracteristicas
178 de figuras planas Triangulo Quadrado
e espaciais
Relacoes
] Teorema de
179 métricas no .
) Pitagoras
triangulo
] ] Razao trogo-
Trigonometria .
180 nomeétrica:
no angulo agudo
Tangente

O Grafico 2.1 traz o quantitativo de itens que abordaram algum conhecimento

geométrico desde 2009 até 2020, onde os dados de 2020 foram agregados aos dados

Fonte: Autor.

levantados por Siqueira [9] levando em consideracio a Tabela [2.5]
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Grafico 2.1: Quantitativo de questoes do Enem relacionadas ao conhecimento

geométrico.
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Fonte: Siqueira [9], adaptado pelo autor.

Como vemos no Grafico 2.1, das 540 questoes aplicadas nas 12 edicoes do Enem
de 2009 a 2020, 174 abordaram conhecimentos geométricos. Em termos de porcenta-
gem, isso representa aproximadamente 32,22%. Ao avaliarmos as provas de maneira
individual, por edi¢do, nota-se que das 45 questdes, no minimo 12, isto &, 26,66%,
apresentaram conhecimentos geométricos.

Siqueira [9] constroi um ranking dos 20 assuntos geométricos mais abordados nas
questoes do Enem até o ano de 2019. O Gréafico 2.2 traz o ranking dos 20 assuntos

de Geometria mais abordados no Enem até o ano de 2020.

Grafico 2.2: Os 20 assuntos de Geometria com maior frequéncia nas provas do

Enem.
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Fonte: Siqueira [9], adaptado pelo autor.
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E evidente o destaque que os assuntos Volumes e Areas possuem em relacdo
aos demais. Das 174 questoes relacionadas aos objetos de conhecimentos geomé-
tricos, 39 abordaram o objeto Areas, o que representa um percentual aproximado
de 22,41%, enquanto questoes relacionadas com Volumes totalizam 47, represen-
tando um percentual de 27,01%. Quando consideramos os dois assuntos, Volumes
e Areas, o percentual é de 49,44%, ou seja, das questdes que abordaram algum co-
nhecimento geométrico, quase metade se relacionaram com um desses dois objetos.
Cabe ressaltar que uma questao pode abordar mais de um assunto, o que gera uma
incompatibilidade com o total de questoes que se relacionam com Geometria e a
soma, das vezes em que os objetos sao abordados.

Os dados apresentados evidenciam a relevancia da Geometria, em particular o

assunto Areas, no Enem e consequentemente no Curriculo do Ensino Médio.
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Capitulo 3
Geometria Plana

Em praticamente todo livro de Matemética, encontra-se uma grande quantidade
de definicoes que fazem uso de conceitos apresentados previamente. Como exemplo,
temos a definicao de angulos opostos pelo vértice, que sao angulos que possuem um
mesmo vértice e cujos lados devem ser semirretas opostas. Nessa definicao, faz-se
uso de termos que necessitam de conceitos apresentados previamente, pois, para
compreender o que é um angulo oposto pelo vértice, é imperativo que se saiba o que
sao angulos, lados e vértice de um angulo e semirretas opostas.

Se tomarmos o raciocinio acima, cabe uma pergunta simples: é possivel definir
todos os conceitos mateméticos, em especial os de Geometria Plana? Segundo Santos
e Viglioni [10], a resposta é nao, pois a necessidade de defini¢do de um conceito,
fazendo o uso de outros predefinidos, nos coloca em um processo infinito, onde, para
definir um termo, devemos usar outros termos, e para definir esses termos, devemos
usar outros termos, e assim por diante. Sendo assim, como definir os conceitos
de Geometria Plana de maneira segura e exata? A funica saida é considerar que
existem termos que nao necessitam de definicdo, chamados de termos primitivos.
Em se tratando da Geometria Plana, temos como conceitos primitivos, o ponto, a
reta e o plano.

De acordo com Avila [IT], foi o grego Tales de Mileto, no inicio do século VI a.C, o
primeiro matematico a se preocupar em demonstrar resultados matematicos. Assim,
foi a partir de Tales que a matematica grega foi assumindo organizacao propositiva
logicamente ordenada, onde, para se demonstrar um dado resultado (proposigao),
faz-se necessario o uso de outros que ja se sabe que sao vélidos. Isso parece nos
levar ao mesmo problema a respeito das definicoes, isto €, nos levara a um processo
infinito, onde, para se provar um resultado, faz-se necessario a utilizacao de outro ja
provado. Ainda de acordo com Avila [TT], os matematicos gregos ndo demoraram a
perceber a necessidade de considerar certas proposicoes como evidentes, as quais nao
careciam de prova por serem consideradas 6bvias por si mesmas. A essas proposicoes

damos o nome de “postulados” ou “axiomas”.
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O livro Os elementos, de autoria do matematico Euclides de Alexandria (século
IIT a.C.), foi o primeiro construido com estrutura “axiomética”, na qual inicialmente
se estabelecem os axiomas e a partir destes, desenvolvem-se resultados mais elabo-
rados, como proposicoes, teoremas, corolarios, etc. Portanto, de acordo com Vieira
[12], Euclides foi o primeiro a desenvolver a teoria baseada em axiomas ou postula-
dos, ou seja, baseada em verdades absolutas.

O protagonismo de Euclides frente ao estudo da Geometria, lhe rendeu o titulo
de “pai da Geometria”. Além disso, Vieira [12] destaca que Os Elementos foi o
responsavel pelo surgimento da Geometria Euclidiana, em homenagem aquele que o
escreveu de modo tao simples e brilhante.

A Matematica, assim como toda ciéncia, deve ser pautada em resultados ver-
dadeiros e possuir uma linguagem proépria a qual visa facilitar a comunicacao, e
considerando o exposto nos paragrafos anteriores, é de suma importancia que se
siga uma ordem logica de exposicao. Dito isto, passamos agora a estabelecer as
nomenclaturas que utilizaremos, bem como algumas defini¢oes e resultados bésicos
necessarios para a compreensao dos assuntos abordados nas se¢oes subsequentes. Em
determinadas situacoes, apresentaremos definicoes e faremos exposicoes de resulta-
dos que nao necessitem de prova (axiomas) logo antes das proposigdes ou teoremas
para tornar a compreensao mais facil. Reiteramos que os resultados que se seguem
foram baseados nas referéncias [13], [14], [15], [16] e [17].

3.1 Alguns Conceitos Basicos de Geometria Plana

Utilizaremos letras latinas maitsculas para representar pontos, letras latinas mi-

nusculas para representar retas e letras gregas maitsculas para representar planos.

Figura 3.1: Ponto, Reta e Plano.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos termos da Figura 3.1, temos o ponto A, a reta r e o plano II. Sugerimos ao

leitor imaginar o plano como sendo a folha do papel na qual se escreve este trabalho,
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estendida indefinidamente nas suas bordas, ou a tela do computador, também es-
tendida indefinidamente, se for o caso do leitor estar lendo através de meios digitais.
A seguir, vamos enunciar os axiomas que utilizaremos no desenvolvimento deste

capitulo.

Axioma 3.1.1. Dados uma reta r e um ponto A, sé hd duas possibilidades: ou r

incide em A ou v nao incide em A.

No primeiro caso, dizemos que “A pertence a r” (indica-se com A € r) ou que

A é um ponto de r, e no segundo caso diremos que “A nao pertence a r” (indica-se
com A ¢ r).

Axioma 3.1.2. Dados trés pontos distintos de uma reta, s6 um deles localiza-se

entre 0s outros dois.

Axioma 3.1.3. Dados dois pontos distintos A e B de uma reta, sempre existem:

um ponto C' entre A e B e um ponto D, tal que B estd entre A e D.

Esses Axiomas nos dao suporte para definirmos os conceitos de semirreta e seg-

mento.

Definicao 3.1.1. Dada uma reta r e um ponto A dessa reta, A divide r em duas

partes sendo cada uma delas denominadas semarretas de origem A.

Como um ponto de uma reta a divide em duas semirretas, para diferenciar uma
semirreta da outra consideramos dois pontos B e C' ambos pertencentes a reta e de
forma que A esteja entre eles. Assim, podemos diferenciar as semirretas sendo uma

a que contém o ponto B e a outra que contém o ponto C.

Figura 3.2: Semirretas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Representaremos por 1@ a semirreta de origem A que contém o ponto B e por

1@ a semirreta de origem A que contém o ponto C.

Definicao 3.1.2. Dados dois pontos distintos A e B sobre uma reta r, chamamos
de segmento AB o conjunto de pontos formado por A e B e por todos os pontos

situados entre eles e que pertencem a r.

Representaremos o comprimento do segmento AB por AB.
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Axioma 3.1.4. Por dois pontos distintos incide uma unica reta.

Quando for conveniente podemos representar a reta que incide em dois pontos
Ae B por /ﬁ

Proposicao 3.1.1. Dadas duas retas distintas em um plano, sé hd duas possibili-

dades: ou elas nao se intersectam ou se intersectam em um wunico ponto.

Demonstracao. Considere duas retas distintas e suponha que elas se intersectam em
dois pontos distintos. Pelo Axioma [3.1.4] as duas retas coincidem, o que contradiz
o fato das retas serem distintas. Portanto, ou as retas nao se intersectam ou se

intersectam em um Unico ponto. ]

Quando duas retas no plano se intersectam, as chamamos de retas concorrentes

e quando elas nao se intersectam, as chamamos de retas paralelas (Figura 3.3)).

Figura 3.3: Retas concorrentes e retas paralelas.

Fonte: Elaborada palo autor.

A essa altura é natural indagar se ha um critério para identificar se determinadas
retas sao paralelas. Esse critério existe, porém necessita-se de alguns resultados sobre
angulos para torna-lo compreensivel. Sendo assim, a secao seguinte traz resultados

importantes sobre angulos.

3.2 Angulos

Definicao 3.2.1. Um dngulo é uma regiao do plano delimitada por duas semirretas

de mesma origem.

—
Denotamos por ZAOB o angulo delimitado por duas semirretas OA e (ﬁ de
mesma origem O. Uma ilustracao esta na Figura [3.4
—
O ponto O é denominado vértice do angulo e as semirretas OA e O? sao cha-

madas de lados do angulo.
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Figura 3.4: Angulo.

B

(=)ee+)

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com a definicao de angulo, as semirretas consideradas determinam
dois angulos, sendo que fica a cargo do contexto qual deve ser considerado. Quando
nao houver perigo de confusao, utilizaremos a notacao O para nos referirmos a um
dos angulos especificos de vértice O.

Para medirmos um angulo, utilizaremos como unidade de medida o grau, repre-

sentado pelo simbolo °. A definicdo a seguir formaliza essa unidade de medida.

Definicao 3.2.2. Dada uma circunferéncia de centro O e dois pontos X e Y posi-
cionados sobre a circunferéncia, convenciona-se que um grau ¢ a medida do dngulo
/ZXOY tal que o menor arco com extremidades em X e Y represente 360 da cir-
cunferéncia.

Usualmente se utilizam letras gregas mintsculas para representar a medida de
um angulo. Um angulo que mede 90° é chamado angulo reto e um angulo cuja
medida é 180° é chamado angulo raso. Um angulo agudo é aquele com medida «
tal que 0 < a < 90°. Se um angulo tem medida «, com 90° < a < 180°, ele sera

chamado de angulo obtuso. Observe na Figura[3.5|a representacao geométrica dessa

classificacao.
Figura 3.5: Angulo: raso, obtuso, reto e agudo.
Y Y
a = 180° 90° < o < 180°
3\ o = 907 0<a<90°
Y 0 X o] X 0 X 0 X

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para simplificar a escrita, as vezes escreveremos “dngulo a” para indicar um
angulo ZXOY cuja medida é de a graus.
De acordo com a Definicao podemos considerar que 1° equivale a um arco

1
de 360 da circunferéncia e, com isso, um angulo ZXOY de 180° equivale a um arco

de 5 da circunferéncia. Portanto, a reta W contém o diametro da circunferéncia
considerada. Diremos, entao, que os lados de um angulo raso ZXOY sao duas
semirretas opostas, ou seja, os pontos X, O e Y pertencem a uma mesma reta, com
O entre X e Y. Essas informacoes proporcionam a defini¢ao de angulos opostos pelo

vértice que segue.

Definicao 3.2.3. Dois dngulos ZAOB e ZCOD sao opostos pelo vértice quando

0s lados de um sao as semirretas opostas aos lados do outro.

Figura 3.6: Angulos opostos pelo vértice.

D B

C A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.2.1. Dois dngulos opostos pelo vértice possuem a mesma medida.

Demonstracao. Sejam ZAOB, ZCOD dois angulos opostos pelo vértice, conforme

a Figura|3.7] Denote por «, [ e 7, respectivamente, as medidas dos angulos ZAOB,
ZCOD e £ZBOD.

Figura 3.7: Angulos opostos pelo vértice: demonstracio.

X " p 7 B D v B
C A C A O )
(=Jbe(+)

Fonte: Elaborada pelo autor.

—
Como ZAOB e ZCOD sao opostos pelo vértice, segue que OA e O-IS sao se-

mirretas opostas e, consequentemente, a + v = 180°. Analogamente, temos que
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B+ v = 180°. Dessas duas equagoes, obtemos
a+y=180"=0+7y=a+y=0+7=a=0,

como queriamos demonstrar. O]

Agora vamos enunciar um critério que permite identificar se duas retas sao pa-

ralelas.

Proposicao 3.2.2. Sejam trés retas distintas v, s et de forma que t intersecta as
outras duas, respectivamente, nos pontos A e B. Sejam C e D pontos de s tais
que B € CD e E um ponto de r que esteja no mesmo semiplano que C' em relacdo
a reta t, de forma que LZEAB = o, ZDBA = 3 e ZCUBA = ~, conforme Figura
[3.8, Nessas condigoes, tem-se que r e s sao paralelas se, e somente se, « = [3 ou,

equivalentemente, a + v = 180°.

Figura 3.8: Critério para identificar retas paralelas.

t
(=)ee+)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

A demonstracdo desta proposigao pode ser encontrada em Neto [13].

3.3 Estudo dos Triangulos

Dados trés pontos A, B e C' de um plano, diremos que eles sao colineares se

pertencerem a uma mesma reta. Caso contrario, diremos que eles sao nao colineares.

Definicao 3.3.1. Um tridngulo é a figura geométrica plana determinada pelos

segmentos que unem trés pontos nao colineares.
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Figura 3.9: Triangulo ABC.

C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cada um dos pontos é denominado vértice e cada um dos segmentos que os unem
é chamado de lado. Assim, um triangulo possui trés vértices e trés lados.

Os triangulos sao classificados de duas maneiras: de acordo com os angulos
internos e de acordo com as medidas de seus lados.

Quanto aos lados, um triangulo ¢ denominado: equildtero, se possuir todos os seus
lados com medidas iguais; isdsceles, se possuir exatamente dois lados com medidas
iguais; e escaleno, se possuir todos os lados com medidas diferentes. Quanto aos
angulos, um triangulo é denominado: acutdngulo, se possuir todos os seus angulos
internos agudos; retdngulo, se possuir um angulo reto; e obtusdngulo, se possuir um
angulo interno obtuso.

Existem muitos resultados que envolvem triangulos. Destacaremos nesta secao
alguns dos mais importantes e que serao utilizados na criacao da sequéncia didatica,
apresentada no Capitulo [f] Dentre eles, destacam-se os casos de congruéncias de
triangulos. Comecaremos estabelecendo um resultado que diz que a soma dos angu-
los internos de um triangulo é igual a 180°. Para provarmos esse resultado, faremos

uso do axioma a seguir, conhecido como o quinto postulado de Euclides.

Axioma 3.3.1. Por um ponto fora de uma reta r, pode-se tracar uma unica reta

paralela a reta r.

Proposicao 3.3.1. A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é
igual a 180°.

Demonstracao. Considere um tridangulo ABC, com angulos internos A=a,B=¢
e C = . Trace pelo vértice C' a reta r paralela a j@ e marque os pontos P e ()
sobre r de forma que C' € QP. Vamos mostrar que /BCP = 0 e ZACQ = a.

Acompanhe a animacao da Figura [3.10
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Figura 3.10: Soma dos angulos internos de um triangulo.

A "B
(=Jee(+]

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Barbosa [15].

Sendo r || f@, segue imediatamente da Proposicao que ZBCP = 0 e
ZACQ = a. Sendo P, C e () pontos sobre r, segue que ZPC( é um angulo raso e,

portanto, 6 + ¢ + a = 180°. H

Definicao 3.3.2. Dois segmentos sao ditos congruentes quando possuem a mesma

medida. De forma andloga, dois dngulos sao congruentes se possuem a mesma me-
dida.

“—

Utilizaremos o simbolo “=" para denotar congruéncia. Assim AB = CD e
/ABC = ZCDE indicam, respectivamente, que o segmento AB é congruente ao

segmento C'D e que o angulo ZABC' é congruente ao angulo ZCDE.

Definicao 3.3.3. Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e dngulos corres-

pondentes sejam congruentes.

A Definicao sugere que para identificar se dois triangulos sao congruentes,
devemos verificar se os trés lados e os trés angulos correspondentes dos dois triangu-
los sao congruentes. Entretanto, nao é necessario que facamos estas verificagoes em
sua totalidade, pois existem os resultados conhecidos como casos de congruéncia de
tridngulos que facilitam a identificacao de triangulos congruentes.

A vpartir das Definicoes e podemos apresentar o primeiro caso de
congruéncia de triangulo, conhecido como caso LAL (lado, angulo, lado), o qual
trataremos como axioma. Em seguida, apresentaremos outros dois casos como teo-

remas.

Axioma 3.3.2. (Caso de congruéncia LAL). Se em dois tridngulos ABC e DEF
ocorrerem AB = DE, /CAB = /FDFE e AC = DF, entio ABC € congruente a
DEF.

A Figura representa de forma geométrica o Axioma [3.3.2]
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Figura 3.11: Caso de congruéncia de triangulos LAL.

D
c

A B E

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 3.3.1. (Caso de congruéncia ALA). Se em dois tridngulos ABC e DEF
ocorrerem A= D, AB= DE ¢ B=F, entio ABC ¢é congruente a DEF.

Demonstracao. Sejam ABC e DEF dois triangulos, tais que A=D, AB=DE e
B = E. Considere o pondo G sobre a semirreta 1@ tal que AG = DF.

Figura 3.12: ABC' = DFEF.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Barbosa [15].

Sendo, por construcao, AG = DF e, por hipotese, A=De AB = DE, segue
do Axioma que ABG = DEF. Consequentemente, ZABG = E. Mas, por
hipotese, E = B, logo ZABG = B. Isso mostra que as semirretas % e B%
coincidem, e, por consequéncia, os pontos C' e G também coincidem, o que nos leva
a concluir que os triangulos ABC e ABG sao congruentes. Como ABG = DEF,

concluimos que ABC' é congruente a DEF', por transitividade. O

O Teorema [3.3.1] nos permite estabelecer o seguinte resultado, que relaciona os

triangulos equilateros, isosceles e escalenos de acordo com os angulos internos.

Proposicao 3.3.2.

(a) Um tridngulo é equildtero se, e somente se, possui os trés dngulos internos

com a mesma medida.

(b) Um triagngulo € isdsceles se, e somente se, possui exatamente dois dngulos

mnternos congruentes.
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(¢c) Um triangulo é escaleno se, e somente se, as medidas dos seus dngulos internos

sao todas distintas.

Demonstragao. Iniciemos a demonstracao pelo item (b). Vamos provar primeiro que
se um triangulo é isdsceles, entao ele possui exatamente dois angulos congruentes.
Para tal, considere um triangulo isoésceles ABC com AB = AC. Compare este
triangulo com ele mesmo, fazendo corresponder os vértices A <+ A, B < C e

C < B, conforme a Figura [3.13

Figura 3.13: ABC isosceles = B = (.

A A

B C C B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Barbosa [15].

Por hipotese AB = AC e, como A = A, segue do caso de congruéncia LAL
(Axioma [3.3.2), que a correspondéncia dos vértices determina uma congruéncia, e
como consequéncia, B = C, o que mostra a primeira parte da proposicao.

Agora, considere a mesma correspondéncia de vértices e que os angulos B e C

do triangulo ABC sejam congruentes, como na Figura [3.14

Figura 3.14: B = C' = ABC isosceles.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A

Sendo, por hipotese, B = C' e como BC = CB, segue do caso de congruéncia
ALA (Teorema que a correspondéncia estabelecida com os vértices determina
uma congruéncia e, portanto, AB = AC, o que prova a reciproca da proposicao.

Para o item (a), suponha que o triangulo ABC seja equilatero. Assim, temos
que AB = AC, BC = BA e CA = CB. Essas congruéncias, juntamente com o item
(b), nos permitem concluir, respectivamente, que B=C,C=Ae A= B, o que
implica B=(C=A.

Reciprocamente, suponha que os angulos internos do triangulo ABC' possuem

medidas iguais. Fazendo as correspondéncias B = C, C = Ae A = B e seguindo um
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raciocinio analogo ao utilizado na demonstragao da reciproca do item (b), concluimos
que AB = AC, BC = BA e CA = CB, o que implica AB = AC = BC. Logo,
ABC é equilatero.

Para o item (c), seja ABC um triangulo escaleno. Com isso, ABC nao é equi-
latero nem isosceles, logo, pelas contrapositivas dos itens (a) e (b), concluimos que
as medidas dos angulos internos do triangulo ABC' sao todas distintas.

Agora, suponha que o triangulo ABC' possui as medidas dos angulos internos
todas distintas. Novamente pelas contrapositivas dos itens (a) e (b), o triangulo

ABC nao é equilatero, nem isosceles, restando ser escaleno. O

Esta demonstracao pode parecer enganosa, visto que um triangulo ABC' é sempre
congruente a si mesmo, porém, o que a torna valida é a correspondéncia estabelecida
entre os vértices ser utilizada em um triangulo isésceles. Se tentarmos seguir os mes-
mos passos supondo que o tridngulo seja escaleno, certamente em algum momento

aparecera uma contradicao.

Teorema 3.3.2. (Caso de congruéncia LLL) Dados dois triangulos ABC e CDE,
se AB=DFE, BC =FEF e CA=FD, entao ABC ¢ congruente a DEF.

Demonstracao. Considere dois triangulos ABC e DEF tais que AB = DE, BC' =
EF e CA= FD. Construa o angulo congruente a D com vértice em A e que possui
um dos lados sobre AB e o outro situado no semiplano oposto ao que contém o
ponto C'. Marque o ponto G sobre o lado que nao contém B tal que GA = FD.

Para melhor compreensao, acompanhe a animagao representada na Figura [3.15]

Figura 3.15: Caso de congruéncia LLL.

C F

G
(=)o)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Barbosa [15].

Sendo, por hipotese, AB = DFE e, por construcao, ZBAG = De GA = FD.
Segue, do caso LAL (Axioma[3.3.2)), que os tridngulos ABG e DEF sao congruentes.
Temos entao que CA = FD = GA e BC = EF = BG, o que nos permite constatar
que os triangulos ACG e BCG sao isosceles. Assim, pela Proposi¢ao tem-se
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LACG = LAGC e /BCG = /ZBGC, logo, LZACB = ZAGB. Utilizando o caso
de congruéncia LAL, concluimos que os tridngulos ABG e ABC' sao congruentes.
Como ABG = DEF, concluimos que ABC = DEF, por transitividade. n

Além dos trés casos de congruéncia de triangulos LAL, ALA e LLL apresentados,
existe um quarto resultado que é consequéncia direta do caso ALA, o qual chamamos

de caso de congruéncia LAA, (lado, angulo, angulo oposto).

Proposicao 3.3.3. (Caso de congruéncia LAA,). Dados dois tridngulos ABC e
DEF, se AB = DE, B=F ¢ (C = F, entio os tridngulos ABC e DEF sao

congruentes.

Demonstracao. Sejam ABC' e DEF dois triangulos, tais que AB = DF, B=FEe
C=F. Sejama:121,ﬁszE,’yzf)egpzézF,conformeaFiguram
Vamos provar que ABC = DEF.

Figura 3.16: Caso de congruéncia LAA,.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com a Proposicao|3.3.1] a soma dos angulos internos em cada triangulo

resulta em 180°, o que nos leva a
a+f+e=180=v+F+p=a=1.

Isso nos permite concluir que A = D e, fazendo uso do caso ALA de congruéncia de

triangulos, concluimos que os triangulos ABC' e DEF sao congruentes. [

A seguir, vamos apresentar as nocoes de altura, bissetriz e mediana de um tri-

angulo.

Definicao 3.3.4. Dado um triangulo ABC, define-se a altura relativa ao lado BC

(ou ao vértice A) como sendo o segmento que une o vértice A ao pé da perpendicular
baizada de A sobre a reta %

Definicao 3.3.5. Dado um tridngulo ABC, define-se a bissetriz interna relativa
ao lado BC' (ou ao vértice A) como sendo o segmento que une o vértice A ao ponto

de intersecao da bissetriz do dngulo A e o lado BC.
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Definicao 3.3.6. Dado um tridngulo ABC, define-se a mediana relativa ao lado

BC' (ou ao vértice A) como sendo o segmento que une o vértice A ao ponto médio

do lado BC.

Seguindo estas definicoes, é evidente que um triangulo ABC possui trés alturas,
trés bissetrizes internas e trés medianas, cada uma relativa a cada um dos lados do
triangulo, conforme Figura [3.17, onde as alturas estao representadas a esquerda, as

bissetrizes ao centro e as medianas a direita.

Figura 3.17: Altura, bissetriz e mediana.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 3.3.7. Em um tridngulo isosceles, os lados congruentes sao chamados

de laterais e o terceiro lado, de base.

Proposicao 3.3.4. A altura relativa a base de um tridngulo isdsceles coincide com

a bissetriz interna e com a mediana relativas ¢ mesma base.

Demonstracao. Considere um triangulo ABC' is6sceles de base BC. Vamos mostrar

que a altura, a bissetriz interna e a mediana relativas a este lado coincidem.

Figura 3.18: Altura de um triangulo isésceles.

A

B H C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja H o pé da altura relativa ao lado BC. Como ABC' é isosceles de base
BC, segue que AC = AB e Z/ACH = /ABH. Sendo AH a altura relativa a BC,
segue que ZAHB = ZAHC (pois ambos os dngulos sao retos). Assim, pelo caso de
congruéncia LAA,, segue que AHB = AHC e esta congruéncia nos permite concluir
que /ZBAH = /CAH e HC = HB, o que implica, respectivamente, em AH ser a

bissetriz e a mediana relativa ao lado BC. O
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3.4 Estudo dos Quadrilateros

Por quadrildtero, entendemos a figura geométrica plana formada pela juncao
de quatro pontos, trés a trés nao colineares e posicionados de forma a determinar
exatamente quatro segmentos de reta. Assim como nos tridngulos, cada um dos
pontos é chamado de vértice e cada um dos segmentos, de lados. Portanto, um
quadrilatero possui quatro vértices e quatro lados.

Diremos que um quadrilatero é convezo se ao prolongarmos qualquer um de seus
quatro lados, este prolongamento nao possuir outro ponto do quadrilatero além dos
que o determina. Caso contrério, diremos que ele é concavo. Em outras palavras,
um quadrilatero é convexo se qualquer prolongamento de seus lados nao o divide
em duas ou mais figuras. Observe a Figura nela o quadrilatero da esquerda é

convexo e o da direita é concavo.

Figura 3.19: Quadrilateros convexo e concavo.

-2 > - - - -
A Tso B~
Ay
N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposigao 3.4.1. A soma dos dngulos internos de um quadrildtero € igual a 360°.

Demonstracao. Dado um quadrilatero ABC D, trace o segmento AC, particionan-
do-o nos dois triangulos ABC e ACD, conforme a Figura de modo que a
soma dos angulos internos dos dois triangulos ¢ igual a soma dos angulos internos
de ABC'D. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°, o

resultado segue imediatamente. O]

Figura 3.20: Particdo do quadrilatero ABC'D em dois triangulos.

D

B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Definicao 3.4.1. Chama-se paralelogramo o quadrildtero convexro que possui 0s

lados opostos paralelos.

Sobre os paralelogramos destacamos as proposicoes que seguem. Elas sao muitas
vezes utilizadas no Ensino Médio de forma natural, mas é de suma importancia que

saibamos que elas sao passiveis de demonstracao.

Proposicao 3.4.2. Um quadrildtero convexo € um paralelogramo se, e somente se

possui 0s angulos opostos congruentes.

Demonstracao. Considere um quadrilitero convexo ABC D, e suponha primeiro que
A=CeB= D, conforme Figura . Vamos mostrar que este quadrilatero é um

paralelogramo.

Figura 3.21: A=CeB=D= ABCD paralelogramo.

Fonte: Neto [13].

Da congruéncia dos angulos opostos é possivel formar as seguintes equacoes:
A+B=D+CeA+D = B+C. Sabemos, da Proposi¢ao , que A+B+C+D =
360 °, agora basta utilizarmos convenientemente nesta equagao as duas igualdades

anteriores para obtermos

A ~

A+B+C+D=360°—=D+C+C+D=2360°

— 2. (D+C)=360°

Comisso, A+ B=D+C =180°e A+ D = B+( = 180°. Segue, da Proposicao
, que 3] I BC e AB [ DC. Portanto, ABC'D é paralelogramo.

Agora suponha que ABC'D é um paralelogramo. Vamos mostrar que A=Ce

31



B=D. Da definicao de paralelogramo e da Proposicao temos que

AB|DC—= A+D=180° ¢ B+C=180°, (3.1)
AD | BC—= A+ B=180° ¢ D+ =180°. (3.2)

Das equacoes em (3.1) e (3.2), obtemos A+ B =180°=B+C = A=Ce
A+B=180°=A+D = B= D, 0 que completa a demonstracgao. O
Proposicao 3.4.3. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somete se

possui 0s lados opostos congruentes.

Demonstracao. Considere um quadrilatero ABC' D, com os lados AB e AD opostos
a CD e CB, respectivamente. Suponha que se tenha AB = CD e AD = CB.
Vamos mostrar que este quadrilatero ¢ um paralelogramo. Para tal, considere o

segmento BD como na Figura |3.22

Figura 3.22: AB=CD e AD = CB = ABCD paralelogramo.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

Tem-se pelo caso de congruéncia LLL que ABD = CDB e consequentemente
A=C. Tragando o segmento AC' e seguindo um raciocinio anélogo, conclui-se
que B = D. Portanto ABCD possui os angulos opostos congruentes, logo é um
paralelogramo.

Agora, suponha que ABCD seja um paralelogramo, vamos mostrar que AB =
CD e AD = CB. Para tal, trace o segmento BD como na Figura [3.23]

Figura 3.23: ABCD paralelogramo = AB=CD e AD = CB.

D C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

Sendo ABC'D um paralelogramo, segue que A= C e como @ [ %, tem-se
/ADB = ZCBD. Portanto, ABD = C'DB pelo caso de congruéncia LAA,, donde
segue imediatamente que AB =CD e AD = CB. O
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Definicao 3.4.2. Chamamos de diagonal de um quadrildtero, o segmento que liga

dois vértices nao consecutivos.

Proposicao 3.4.4. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somete se

suas diagonais se intersectam em seus pontos médios.

Demonstracao. Dado um quadrilatero ABC' D, suponha que as diagonais AC' e BD
se intersectam no ponto M e que ele seja o ponto médio de ambas. Vamos provar

que ABCD é paralelogramo, conforme ilustrado na Figura [3.24

Figura 3.24: M ponto médio de AC' e BD = ABC'D paralelogramo.

D C

M

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

Sendo M o ponto médio das diagonais segue que AM = CM e BM = DM. Note
que ZAMD = ZBMC, pois sao opostos pelo vértice. Logo, pelo caso de congruéncia
LAL, os triangulos AM D e CM B sao congruentes, donde segue imediatamente que
AD = CB. Analogamente, conclui-se que AB = CD. Logo, ABCD possui os lados
opostos congruentes e, portanto, ¢ um paralelogramo.

Agora suponha que ABCD é um paralelogramo. Vamos provar que M é ponto

médio das diagonais.

Figura 3.25: ABCD um paralelogramo = M ponto médio de AC' e BD.

D C
M

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

Sendo ABC'D paralelogramo, segue que AD = C'B. Por definicao fﬁ é paralela
a %, portanto /DAM = /BCM e /MDA = ZMBC'. Logo, AM D é congruente
a CM B, pelo caso de congruéncia ALA, donde segue imediatamente que AM = C'M
e BM = DM, isto é, M é ponto médio das diagonais de ABCD. m

Definicao 3.4.3. Um retdngulo é um quadrildtero convero que possui 0s quatro

angulos internos retos.
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Proposicao 3.4.5. Todo retangulo € paralelogramo.

Demonstra¢ao. Como em um retangulo todos os angulos internos sao retos, os an-
gulos opostos sao congruentes. Logo, pela Proposicao todo retangulo é para-

lelogramo. O]

E importante ressaltar que a reciproca da Proposicio nao é verdadeira,
isto é, nem todo paralelogramo ¢ retangulo, visto que para isso ocorrer é necessario
que o paralelogramo possua os angulos internos retos. Além disso, a proposicao a
seguir nos permite estabelecer uma condi¢ao necesséria e suficiente para determinar

quando um paralelogramo é também retangulo.

Proposicao 3.4.6. Um paralelogramo € retingulo se, e somente se, possui as dia-

gonais congruentes.

Demonstracao. Suponha que um paralelogramo ABCD seja retangulo e sejam AC

e BD suas diagonais, como na Figura [3.26

Figura 3.26: ABCD um paralelogramo retangulo =— AC' = BD.

D C D C

A B A i B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como ABC'D é paralelogramo e retangulo, segue que DC = AB e D=A=90°.
Agora note que os lados AD e DA sao comuns aos triangulos ACD e DBA. Assim,
pelo caso de congruéncia LAL, conclui-se que ACD = DBA, logo AC' = BD.

Agora suponha que ABCD seja um paralelogramo com AC = BD, como na
Figura Vamos provar que ele é retangulo.

Figura 3.27: ABC'D um paralelogramo com AC' = BD = ACBD retangulo.

B H ¢ D H ¢

B A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo ABC'D paralelogramo, segue que AB=CD = DC = BAe AD=CB=
BC = DA e, como por hipotese, AC = BD, isto é, AC = BD = DB = CA,
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segue do caso de congruéncia LLL que BAD = ABC = DCB = CDA, logo,
A=B=C=D. Ja sabemos, da Proposicao m, que a soma dos angulos internos
de um quadrilatero convexo é igual a 360 °. Segue, dai, que A=B=C=D=9 °,
isto ¢, ABC'D ¢ um retangulo. O

Definicao 3.4.4. Um losango ¢ um quadrildtero convexo que possui 0s quatro lados
congruentes.
Figura 3.28: Losango ABCD com AB = BC = CD = DA.

D

B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.4.7. Todo losango é um paralelogramo.

Demonstracao. Por definicao, um losango possui os quatro lados congruentes e,
consequentemente, os lados opostos também o sao. Logo, pela Proposicao [3.4.3

todo losango é paralelogramo. O

A reciproca da Proposicao nao é verdadeira, isto ¢, nem todo paralelogramo
é um losango, visto que, para ele o ser, deve possuir, além dos lados opostos para-
lelos, os quadro lados congruentes, o que nem sempre ocorre em um paralelogramo,
conforme Figura [3.29] Para além disso, uma condi¢ao necessaria e suficiente para
que um paralelogramo seja um losango ¢ apresentada na proposicao a seguir, cuja

demonstracdo pode ser encontrada em Neto [13].

Proposicao 3.4.8. Um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas diagonais

forem perpendiculares.

Figura 3.29: Paralelogramo ABC'D que nao ¢ losango.

D C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

O ultimo paralelogramo que apresentaremos é o quadrado cuja definicao é:
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Definicao 3.4.5. Um quadrado ¢ um quadrildtero que possui os quatro lados con-

gruentes e 0s quatro dngulos internos retos.

Figura 3.30: Quadrado ABCD.

D C
il L]

| []
A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

E imediato, das Proposicoes e , que todo quadrado é paralelogramo,
e segue da definicao de retangulo que todo quadrado é retangulo e da definigao de
losango que todo quadrado é losango. Também é facil constatar que as reciprocas
destas afirmacoes nao sao verdadeiras.

Encerramos esta secao com a defini¢ao de trapézio, quadrilatero muito estudado

no Ensino Médio.

Definicao 3.4.6. Um trapézio é um quadrildtero convero que possui exatamente

um par de lados paralelos.

Figura 3.31: Trapézio ABC'D com AB || CD.

D C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.5 Poligonos regulares e o circulo

Nesta secao, trataremos das definicoes e principais resultados envolvendo poligo-
nos regulares e o circulo. A estrutura da presente secao converge para a apresentacao
e demonstracao do fato de que todo poligono regular é inscritivel em um circulo,
fato que serd utilizado na proposta de sequéncia didatica apresentada no Capitulo

6l Comecemos, entao, pela definicao de poligono.

36



Definicao 3.5.1. Dados n pontos distintos Ay, As, Az, ..., A,, com n > 3, cha-
mamos de poligono a figura geométrica plana formada por n segmentos que unem
estes n pontos de forma que nenhum segmento cruze outro em um ponto que nao

seja uma de suas extremidades.

Cada um dos n pontos que determinam o poligono é chamado de vértice e cada
segmento, de lado.

Assim como nos quadrilateros existem os poligonos converos e os concavos cuja
definicao é a mesma apresentada para os quadriliteros, isto é, um poligono é convezo
se, ao prolongarmos qualquer um de seus lados, este prolongamento nao contiver
outro ponto do poligono, a nao ser os pontos que determinam o segmento prolongado.

Caso contrario o poligono é dito concavo.

Figura 3.32: Poligono convexo e concavo.

-

~ Ay B, K

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com Neto [13], ¢ comum nomear um poligono com n vértices (ou n
lados) de n-dgono, mas existem nomes especificos para alguns poligonos, tais como:
tridngulo (n = 3), quadrildtero (n = 4), pentdgono (n = 5), hexdgono (n = 6),
heptdgono (n = T7), octégono (n = 8), enedgono (n =9), decigono (n = 10), etc.

A definicdo a seguir nos apresenta um grupo particular de poligonos, os chamados

poligonos requlares.

Definicao 3.5.2. Um poligono é regular se for convexo e possuir todos os seus

lados iguais e todos os seus dngulos internos congruentes.

E 6bvio que um triangulo equilatero e um quadrado sdo poligonos regulares.
Observe na Figura [3.33| estes dois poligonos juntamente com um pentagono, um

hexagono e um heptagono regulares.
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Figura 3.33: Poligonos regulares.

/N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 3.5.3. Dado um ponto O e um nimero real v, definimos um circulo de
centro O e raio r como sendo a figura geométrica formada por todos os pontos do

plano que estao a uma distincia igual a r do ponto O.

Definicao 3.5.4. Dados dois pontos distintos A e B sobre um circulo de centro O,

chamamos ZAOB de dngulo central.

E evidente que dois pontos distintos sobre um circulo determinam dois angulos
centrais.

Dois pontos A e B distintos sobre um circulo o dividem em duas partes, as
quais chamaremos de arcos e os denotaremos por AB e E?l, sendo que esta notagao
diferencia um arco do outro levando-se em conta o sentido anti-horéario de rotagao,
isto é, AB ¢ a porcao do circulo que inicia em A e vai no sentido anti-horario
em direcao ao ponto B e o arco BA ¢ a porcao do circulo que inicia em B e vai
em direcao, também no sentido anti-horario, ao ponto A. Observe na Figura [3.34] a
representacao do angulo central ZAOB e do arco AB (linha mais espessa do circulo)

¢ 0 arco BA (linha mais fina do circulo).

Figura 3.34: Angulo central e arcos de um circulo.

B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposigao 3.5.1. Se dois dangulos centrais ZAOB e ZCOD de um circulo de
centro O tém medidas iguais, entao as medidas dos segmentos AB e C'D também

S0 LGUGLS.
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Demonstracao. Suponha primeiro que ZAOB = ZCOD = ¢ < 180°, conforme
Figura [3.35

Figura 3.35: ZAOB = ZCOD < 180° = AB = CD.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Neto [13].

Basta notar que AO = CO, BO = DO (pois sao raios do mesmo circulo) e
LAOB = ¢ = ZCOD (por hipétese), e, com isso, os triangulos AOB e COD sio
congruentes pelo caso LAL, donde segue imediatamente que AB = CD.

Agora suponha que ZAOB = ZCOD = ¢ > 180°, conforme Figuras
(considere que os circulos sdo o mesmo, construimos separados para facilitar a com-

preensao).

Figura 3.36: ZAOB = ZCOD > 180° = AB = CD.

360° — ¢

o
?
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g
-
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360° — ¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

— —
Como os angulos centrais que correspondem aos arcos AB e C'D sao congruentes

e de medida ¢, segue que os angulos que correspondem aos arcos BA e DC medem

360° — . Ora, AO = CO e BO = DO, pois sao raios de um mesmo circulo
e novamente, podemos concluir, pelo caso de congruéncia LAL, que os tridngulos
AOB e COD sao congruentes, consequentemente AB = CD.

Por fim, se ZAOB = ZCOD = ¢ = 180°, entdo AB = CD = 2r, onde r ¢ o raio

do circulo. O
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Definicao 3.5.5. Diremos que um poligono € inscritivel em um circulo se existir

um circulo que passe por todos os seus vértices.
Proposicao 3.5.2. Todo tridngulo € inscritivel em um circulo.

A demonstracao da Proposicao pode ser encontrada em Barbosa [15].
Proposicao 3.5.3. Todo poligono regular € inscritivel em um circulo.

Demonstracao. Seja A;AsAsz--- A, um poligono regular. Trace o circulo que ins-

creve o triangulo Ay As A3 e seja O o centro deste circulo, conforme Figura [3.37]

Figura 3.37: Poligono regular inscritivel.

A T

(=)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Barbosa [15].

Como OA; = OAs, pois sao raios de um mesmo circulo, segue que o tridngulo
OAs A3 & isosceles e, com isso, ZOA3A; = ZOAyA3. Sendo A1 A3As -+ A, um poli-
gono regular, segue que os angulos internos LA3AsA; e LA4A3A5 sdo congruentes,
logo, ZOAA; = ZOA3A4. Temos, entao, que OAy; = OAz, LOAA; = ZOA3A,
e AyA; = AzAy, portanto, pelo caso de congruéncia LAL, os triangulos OAsA; e
O A3 A, sao congruentes e, com isso, OAy; = OAq, isto é, A4 pertence ao circulo cons-
truido. De forma analoga conclui-se que os demais pontos As, Ag, - - -, A, pertencem

ao mesmo circulo, o que implica o poligono A;A;As - -+ A, ser inscritivel. n

3.6 Transformacoes Geométricas no Plano

Apresentamos nesta secao algumas transformacoes geométricas no plano, as quais
servirao de base para a explicacao das construgoes e animacgoes das figuras apresen-
tadas no Capitulo

Inicialmente vamos definir formalmente uma transformacgao geométrica.

Definicao 3.6.1. Uma transformacao geométrica no plano 11 é uma funcao

T : 11— II que associa a cada ponto P do plano 11 um ponto P’ = T(P) de II.
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Se uma transformacao no plano preserva distancias, dizemos que ela é uma iso-
metria. Simbolicamente, dizemos que T é uma isometria quando d(T'(Py), T'(FP)) =
d(Py, P,), para quaisquer P, e P, em II, onde d(A, B) denota a distancia entre os
pontos A e B no plano II. E relevante ressaltar que, de acordo com Wagner [16], as

isometrias possuem as seguintes propriedades:
i. a imagem de uma reta por uma isometria é sempre uma reta;
ii. uma isometria preserva paralelismo;
iii. uma isometria preserva angulos.

Por consequéncia da definicao, e das trés propriedades anteriores, a imagem de
uma figura F' por uma isometria, é uma figura F’ congruente a F. A seguir, apre-
sentaremos as seguintes transformacoes: translag¢ao, rotacao, simetria e reflexdo, as
quais provaremos que sao isometrias e, por consequéncia, assumiremos que satisfa-
zem as propriedades listadas acima. As demonstracoes para tais afirmacoes podem

ser encontradas em Lima [17].

3.6.1 Translacoes

Nesta secao vamos assumir que o leitor é familiarizado com o sistema de coor-
denadas cartesianas, utilizado para localizar pontos no plano. Esse sistema tem por
base duas retas numeéricas perpendiculares, designadas por Ox e Oy, ambas com ori-
gem no ponto O. A reta Oz é chamada eizo Ox (ou eizo das abscissas), a reta Oy
é chamada eizo Oy (ou eizo das ordenadas) e o ponto O, onde as retas concorrem,
¢ denominado a origem do sistema de coordenadas.

No sistema de coordenadas cartesianas, também chamado de plano cartesiano,
escrevemos P(x,y) para indicar que o ponto P do plano é representado pelo par
ordenado (z, y) de nimeros reais (as coordenadas cartesianas de P), de forma que
x, denominado abscissa de P, representa a projecao de P sobre o eixo Oz, e y, de-
nominado ordenada de P, representa a projecao de P sobre o eixo Oy. Usualmente,
ao desenharmos o plano cartesiano, colocamos o eixo das abscissas na horizontal,
com a parte positiva para a direita, e o eixo das ordenadas na vertical, com a parte

positiva para cima. Veja a Figura [3.38
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Figura 3.38: Representacao do ponto P(z, y) no plano cartesiano.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos também representar segmentos por meio de coordenadas cartesianas,
basta dotar os pontos de suas extremidades de coordenadas. Observe a Figura [3.39

a representacao do segmento QR cujas extremidades sao os pontos Q(1, 1) e R(3, 3).

Figura 3.39: Representacao do segmento QR no plano cartesiano.

R(3, 3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O sistema de coordenadas cartesianas nos permite calcular a distancia entre pon-
tos do plano, de acordo com a féormula dada no teorema a seguir, cuja demonstracao

segue do Teorema de Pitagoras.

Teorema 3.6.1. Dados os pontos Py(z1, y1) e Py(xs, y2), 0 comprimento do seg-
mento PPy é dado por PP, = \/(x2 —1)2+ (y2 — 11)2.

No momento, estamos interessados na seguinte definicao.

Definicao 3.6.2. Dados dois pontos Pi(z1, y1) € Py(x2, y2), definimos um vetor v

como sendo o par de nimeros («, [5) tais que « = To—1x1 € B = Yya — Y1 € escrevemos

U= (a, B).
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Perceba que a definicao de vetor o torna exclusivamente dependente dos pontos
P, e P, considerados. Diremos entao que o segmento Py P, é um representante do
vetor U. Note também que um vetor pode ser representado por mais de um segmento.
Por exemplo, o vetor ¥ = (1, 2) pode ser representado por AB com A(2, 3) e B(3, 5)
ou pelo segmento C'D com C(—1, 5) e D(0, 7).

Estabeleceremos também que a ordem com que escrevemos os pontos do seg-
mento representante do vetor é importante, visto que para calcularmos os valores
do vetor subtraimos as coordenadas do primeiro ponto do segundo. Portanto, a
partir de agora dois segmentos com mesmas extremidades, digamos AB e BA, serao
tratados como segmentos que possuem orientacoes diferentes.

Geometricamente representaremos os vetores por um dos segmentos que o re-
presenta com uma seta em uma de suas extremidades para indicar a orientacao
estabelecida. A Figura traz a forma geométrica do vetor ¢ representado pelo

segmento orientado P Ps.

Figura 3.40: Representacao geométrica de um vetor.

Y,

Y2 P2

Pl?/___

1
1
1
}

T To T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora temos condicoes de definir formalmente uma translacao:

Definicao 3.6.3. Dado um vetor v = («, 8) em um plano 11, chamamos de trans-
lagao determinada por U a transformacgao Ty : Il — 11 que associa a cada ponto
P(x,y) do plano 11, um ponto P’ tal que P' = T,(P) = (z + o, y + ).

Proposicao 3.6.1. Uma translagao € uma isometria.

Demonstragdao. Sejam A'(x,+ «, y, + 8) e B'(xy+a, yp + 3) as imagens dos pontos
A(Za, Ya) € B(xy, yp) pela translagdo Ty determinada pelo vetor ¥ = (a, ). Vamos
mostrar que AB = A'B'.

Fazendo uso do Teorema [3.6.1] obtemos

AB = /(w5 — 22)? + (b — Ya)? (3.3)
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AB =/(zp+ 0 — (0 + )2+ (+ B — (ya + B))?
:\/(xb+oz—$a—a)2+(yb+5—ya—5)2

= \/('rb - xa)Q + (yb - ya)Z- (34)
Segue de 1 e 1) que AB = A'B’, logo Ty ¢ uma isometria. m

Proposicao 3.6.2. Seja P, P, um segmento representante de um vetor v = («, [3).

Se A" € a imagem do ponto A pela translacio Ty determinada por U, entio AA’ =
N ?}
P1P2 GAA/ H 1P2.

Demonstracao. Sejam A’ a imagem de A pela translacao Ty determinada pelo vetor

U= (a, B8) e PP, um segmento representante de ¥, conforme Figura

Figura 3.41: Translagoes determinam segmentos congruentes e paralelos ao
representante de .

Yy
Ps(x2, y2)
"
& Al +a, y+ )
W
D
Pl(xhyl)
Az, y) .
x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela definicao de vetor e pelo Teorema [3.6.1,, obtemos

PP, = \/(x2—131)2+(’y2—y1)2 =Vval+ 52 (3.5)

AA = \J(z+a -2+ (y+ -y = a2+ B, (3.6)

AP = \J(21— 2)* + (31 — y)* (3.7)
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APy = [ (w2 — (x+ )+ (12— (y + B))?
= (22— — Q)2+ (o — y — B)?
= \/(:L“Q — (2 — 1))+ (2 —y— (2 —11))?
:\/(l’g T — x4+ 1)+ (Y2 —y — Y2 +11)?
= /(21— 2)2 + (1 —v)? (3.8)

De e , obtemos AA’ = P, P,, de e , obtemos AP, = A'P,, de

sorte que AA' PP, é um quadrilatero com lados opostos congruentes e, portanto, é
—
um paralelogramo, logo AA’ || glPQ. O

De acordo com a Proposi¢ao |3.6.2] numa translacao, a distancia entre os pontos
e suas respectivas imagens é igual a medida do segmento representante do vetor
considerado na translacdo. Para obtermos translacoes com distancias diferentes
entre ponto e imagem, basta tomar um novo vetor ou utilizar o que chamaremos de

multiplo do vetor considerado, que definiremos a seguir.

Definicao 3.6.4. Dado um vetor v = («, B) e um nimero real nao nulo A, chama-

mos o vetor AU, dado por \v = (\-«a, \-f3), de miiltiplo de v.

O valor de X conserva a direcao da translacao, isto é, a translacdo continua a
mover os pontos de forma paralela a reta suporte do segmento representante do
vetor ¥, porém modifica a distancia entre os pontos e suas respectivas imagens, de
forma que a imagem A’ de um ponto A, determinada por uma translaciao segundo
um vetor \v, é tal que AA’ = |\ - P, P, sendo P, P, um representante de ¥, e para
valores negativos de A, o sentido da translacao é alterado. Observe na Figura
as translacoes dos pontos A e B determinadas, respectivamente, pelos vetores 517 e
—2¢ maltiplos de v = (2, 1).
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Figura 3.42: Translacao segundo multiplos do vetor v.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O uso de maltiplos de vetores na realizacao de translagoes desempenha um papel
de suma importancia para a criacdo de desenhos e animagoes no Capitulo [5 pois
serd através deles que conseguiremos obter pontos especificos para criar e simular

movimentos de figuras, assim como apresentado na Figura |3.42

3.6.2 Rotacao

Outra isometria que utilizaremos para a producao de animacoes é a rotacao.

Definicao 3.6.5. Dado um ponto O e um dngulo de medida o, denomina-se rota-
cao de centro O e amplitude o a transformacgao Ro o : 11 — 11 que associa a cada
ponto P do plano 11 o ponto P' = Ro(P) tal que OP' = OP e cuja medida do
angulo ZPOP' € a.

Assumiremos que o ponto P’ serid obtido considerando o sentido anti-horario
quando aplicada uma amplitude positiva, conforme animagao da Figuras |3.43] e o

sentido horario ao se utilizar uma amplitude negativa.
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Figura 3.43: Rotacao de centro O e amplitude o do ponto P.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando aplicamos uma rotacao em uma figura, obtemos outra congruente a pri-
meira, isto ¢, a imagem de uma figura F' por uma rotacao ¢ uma outra figura £’
congruente a F'. O que a rotacao faz é simplesmente rotacionar a figura original para
outra posicao de acordo com o centro O e a amplitude considerada. Este fato é jus-
tificado por conta das rotacoes serem isometrias e, consequentemente, preservarem

distancias, paralelismo e angulos, e transformarem retas em retas. A prova desses

fatos podem ser encontradas em Lima [17]. Como exemplo, acompanhe a animagao
da Figura Nela ha uma rotacao de centro O e amplitude a = 80° do triangulo
PQR, onde tem-se PQR = P'Q'R.

Figura 3.44: Rotacao de centro O e amplitude 80° do triangulo PQR.

Q
(=Jbe+)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Wagner [16].

3.6.3 Simetria

A definicao da transformacao simetria utiliza o conceito de ponto médio.

Definicao 3.6.6. Dado um segmento AA" com A # A, dizemos que M ¢ o ponto
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médio de AA" se M € AA" ¢ AM = MA’. Nesse caso, dizemos que A" é o stmé-

trico de A em relacdo ao ponto M.

Sabendo da definicao de ponto médio, podemos agora apresentar a definicao de

simetria.

Definicao 3.6.7. Dado um ponto M no plano 11, definimos simetria em torno de
M como sendo a transformacao Sy : I — 11 que associa a cada ponto P do plano
o ponto P' = Sy (P) tal que P" é o simétrico de P em rela¢io ao ponto M e para
P=M, P =Sy(P)=P.

Figura 3.45: Simetria em torno do ponto M.

B/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.6.3. Uma simetria é uma isometria.

Demonstracao. Sejam A’ e B’ as imagens dos pontos A e B pela simetria em torno de
M. Quando pelo menos dois dos pontos A, B ou M coincidem nao ha o que provar.
Sendo eles dois a dois distintos, consideraremos, entao, dois casos. O primeiro
quando A, B e M nao sao colineares, conforme Figura . Por definicio, AM =
MA" = AM e BM = MB' = BM e ZAMB = ZA'MB’, pois eles sao opostos
pelo vértice. Portanto, pelo caso de congruéncia LAL, os triangulos AMB e A'M B’

sao congruentes, logo AB = A'B’.
No segundo caso, os pontos A, B e M sao colineares e ambos pertencem a mesma
semirreta de origem M. Quando eles estiverem em semirretas opostas, o raciocinio

é analogo. Assim, basta fazer uso da definicdo de simetria e observar que

AM = MA' = AB+ BM = MB' + B'A’
— AB+ BM = BM + B'A’
— AB = B'A’.

Em todo caso, AB = B’A’, o que mostra que uma simetria conserva distancias
b 7 b

logo é uma isometria. O]
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Por ser uma isometria, a imagem de uma figura F' por simetria ¢ uma figura F”
congruente a F'. Porém, utilizaremos simetrias apenas para obtermos pontos auxi-
liares na producao das animacoes, pois, como veremos no Capitulo [5, os comandos
em IXTEX que utilizaremos nao possibilitam a simulacao de movimento por meio
de simetria. No entanto, se for necessario, pode-se utilizar as macros destinadas as

translagoes para simular simetrias.

3.6.4 Reflexao

Para compreendermos a transformacao denominada reflexao, precisamos de duas

definicoes.

Definicao 3.6.8. Dado o segmento AB, definimos mediatriz de AB como sendo

a reta r que passa pelo ponto médio de AB e que € perpendicular a fﬁ

Definicao 3.6.9. Dada uma reta r e um ponto A, diremos que A’ é o stmétrico
de A em relagdo a reta v, quando v for a mediatriz de AA'. Se A € r, diremos que

A € o simétrico dele proprio em relagao a r.
De posse das Definicoes e 3.6.9, definimos a transformacao reflexao.

Definicao 3.6.10. Dada uma reta r no plano 11, chamamos de reflexao em torno
de r a transformacao R, : 11 —— II que associa a cada ponto P de 11 o ponto

P' = R.(P), tal que P’ € o simétrico de P em relagdo a reta .

Figura 3.46: Reflexao do ponto P em torno da reta r.

P

Pl

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Lima [17].

Proposicao 3.6.4. Uma reflexao é uma isometria.

Demonstracao. Dados uma reta r e os pontos A e B, considere que A" e B’ sejam as
imagens desses pontos por reflexao em torno de r. Temos dois casos a considerar. O
primeiro, quando A e B estao em um mesmo lado da reta r. Marque o ponto M de

——
intersecao entre r ¢ BB’ e trace duas paralelas a reta r, a que passa pelo ponto A e
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a outra que passa por A’ marcando, respectivamente, os pontos C' e C’ de intersecao
dessas retas com BB'. Tome como base a Figura M

Figura 3.47: Reflexdao de A e B em um mesmo lado de r.

-
U W

A,wc
Fonte: Elaborada pelo autor com base em Lima [17].

Note que B’ e C' sdo, respectivamente, as imagens de B e C por simetria em
torno de M, e, como ja sabemos que uma simetria preserva distancias, segue que
BC = B'C'". Por construcio, C e (' sdo retos e AC = A'C'. Assim, pelo caso de
congruéncia LAL, temos que ABC = A'B'C’ e com isso AB = A'B'.

No segundo caso, os pontos A e B estao em lados opostos de . Marque os pontos
C e D de intersegdes da reta r com AB e AA’ conforme a Figura [3.48]

Figura 3.48: Reflexao de A e B em lados opostos de r.

B/

B

Fonte: Lima [17].

Os triangulos ADC e A'DC compartilham o lado DC, sao retangulos em D
e, por conta da reflexdo em torno de r, possuem os lados AD e A'D congruentes.
Logo, pelo caso de congruéncia LAL, temos que ADC = A'DC e, consequentemente,

a = o/. Analogamente, conclui-se que 3 = . Por construciao, o = ', pois sdo
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medidas de angulos opostos pelo vértice. Segue destas trés igualdades que «, 3, o
e 3’ sao todos iguais, de forma que a +ao' = 3+ 3.
Note que 3+ 3 é o que falta ao angulo ZAC B’ para 180° de modo que o + o’

também o é. Logo, A, C' e B’ sao colineares e, portanto,

AB=AC+(CB=AC+CB =AB".

Em todo caso uma reflexao conserva distancia, consequentemente é uma isome-
tria. O

Sendo uma reflexdo uma isometria, a imagem de uma figura F' por reflexao é
outra figura F’ congruente a F. Porém, assim como nas simetrias, os comandos que
utilizaremos para animar com IXTEX nao permitem simular movimento por meio de
reflexoes. Por isso, serao utilizadas apenas para obtermos pontos auxiliares para a
construcao de figuras. Todavia, se necessério, é possivel utilizar as macros destinadas

as translacoes para simular reflexdes.
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Capitulo 4

O programa IATEX

Escrever equacoes e simbolos matematicos por meio de editores de textos tradici-
onais como Microsoft Word ou Google Documents pode ser algo frustrante para um
professor de Matematica do Ensino Médio, principalmente para aqueles mais per-
feccionistas, pois as equagoes muitas vezes nao agradam esteticamente ficando de
forma desalinhada com o texto em que esta inserida. Mas o que muitos nao sabem
é que existe um programa capaz de escrever textos simples, equacoes e simbolos de
forma tao perfeita que chega a impressionar. Esse programa é o IXTEX.

Neste capitulo, apresentaremos o IXTEX ao leitor, destacaremos a importancia
do programa para a producao de trabalhos académicos e cientificos, instruiremos o
que deve ser instalado no computador para que o programa funcione corretamente e
apresentaremos instrucoes de manuseio de comandos basicos de forma a preparé-lo

para produzir textos com desenhos e animagoes.

4.1 O que é o BTEX?

Para entender o que é ETEX, temos antes que entender o que é TEX. De acordo
com Lourengo [I8] e Oetiker et al. [19], TEX é um sistema computacional para
edicao de textos criado por Donald Ervin Knuth, entre os anos de 1977 e 1982, com
o objetivo de explorar os potenciais dos equipamentos eletronicos de impressao que
comecavam a ser utilizados nas publicacoes académicas daquele tempo.

Ainda de acordo com Lourengo [I§], para produzir textos de qualidade com o
TEX, eram necessarios conhecimentos especificos de editoracdo. A fim de contornar
essa barreira, isto é, tornar a producao de texto mais acessivel ao publico, Leslie
Lamport desenvolveu o ITEX, no ano de 1985, que adicionou novas configuragoes ao
TEX. Por meio do ETEX tornou-se possivel produzir textos de qualidade profissional,
assim como era com o TEX, mas de forma mais simples.

Para compreendermos melhor a relacao entre XTEX e o TEX, destacamos de
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Oetiker et al. [19], a seguinte metafora:

Para publicar alguma coisa, os autores dao um manuscrito dactilo-
grafado & companhia de publicacdo. Um dos seus paginadores decide
o formato do documento (largura da coluna, tipos de letra, espagos
antes e apos os cabegalhos,...). Este escreve as suas instrugdes no ma-
nuscrito, que é entregue ao tipoégrafo que imprime o livro de acordo
com estas instrugdes. [...] Num ambiente IXTEX, o paginador é o
ITEX, que usa o TEX como seu tipografo.

O ETgX tem uma grande diferenca dos editores de textos comuns e mais po-
pulares atualmente como Microsoft Word, LibreOffice Writer e Google Documents.
Esses editores utilizam um sistema de escrita conhecido como WYSIWYG, fazendo
alusao as iniciais das palavras na frase em inglés “What You See Is What You Get”,
que significa “o que vocé vé é o que vocé recebe”, isto é, nesses editores escrevemos
e vemos o resultado de forma imediata, pois o resultado é o que estamos escre-
vendo. J& o BTEX utiliza o sistema WYSIWYM, que é acronimo da frase em inglés
“What You See Is What You Mean”, que em traducao livre significa “o que vocé
vé é o que vocé quer dizer”. Nesse tipo de escrita, o que estamos escrevendo nao
representa o documento em si, mas sim o que queremos que o computador trans-
forme em documento (geralmente em formato PDF), e, por esse motivo, além de
escrevermos o texto do documento, utilizamos varios comandos (também chamados
de macros), semelhantes a linguagem de programagio, para orientar o computador
nesse processo.

Outra grande diferenca do KIEX para os programas WYSIWYG, é que o KTEX
requer, no minimo, dois softwares para que consigamos escrever: um compilador
e um editor. O editor é utilizado para escrever os comandos e o texto que for-
mard o documento, enquanto o compilador é responsavel por gerenciar e instalar no
computador os pacotes de comandos que sao utilizados no editor.

Existem plataformas que possibilitam a utilizacao do KTEX de forma online,
como o Overleaf e o Papeeria, sem a necessidade de instalacao de nenhum software,
sendo necessario apenas realizar um registro de usuario. No entanto, para a criacao
de animacoes, a utilizacao do KTEX por meio destas plataformas nao é recomendada,
visto que, como veremos na Secao 4.3 as animagoes s6 funcionam em leitores de PDF
especificos e isso exige que, toda vez que se queira testar a animacao produzida, sera
necessario realizar o download do arquivo PDF | isso pode representar um empecilho.
Mesmo assim, se o leitor desejar utilizar uma das plataformas citadas, recomendamos
os enderecos eletronicos www.overleaf.com ou www.papeeria.com.

Pelo fato de o TEX ser de dominio livre, qualquer um que tenha conhecimento
para tal, pode desenvolver novos pacotes. Por isso, desde a sua criacao, ja foram

desenvolvidos e disponibilizados de forma gratuita varios desses pacotes que pos-
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suem macros para executar as mais diversas funcgoes, tais como: insercao de figuras,
producao de figuras geométricas, criacao de graficos e até producao de animacoes.
Sendo assim, nao é justo afirmar que o BTEX seja um simples editor de texto, pois
atualmente ele faz muito mais do que isso. E mais justo defini-lo como um sistema de

producao de textos ou elementos graficos que usa o TEX como base de formatacao.

4.2 A importancia e vantagens do uso do BKTEX

No ETEX existem comandos que determinam, entre outras coisas, a estrutura de
um documento como margens, distancia entre linhas, notas de rodapé, numeracao
das paginas, sumarios e citagoes, de forma a possibilitar a criagado de modelos (tam-
bém chamados de templates) que sao de facil compartilhamento. Essa possibilidade,
juntamente com o fato do TEX construir documentos de qualidade profissional, fa-
zem com que ele seja constantemente utilizado em eventos cientificos, como em con-
gressos, onde os organizadores disponibilizam templates para que os participantes
os utilizem para producao dos trabalhos e os submetam para publicacao.

E notoria a importancia da utilizacdo do ITEX para producdo de textos cientifi-
cos/académicos. Mas por que utilizéd-lo no Ensino Médio em vez de usar programas
como Microssoft Word? Para responder essa pergunta, podemos nos basear no texto
da BNCC [5], o qual trata da ocupagao desse nivel de ensino em desenvolver nos

estudantes competéncias e habilidades que os permitam, dentre outras coisas:

usar diversas ferramentas de software e aplicativos para compreen-
der e produzir conteidos em diversas midias, simular fené6menos e
processos das diferentes areas do conhecimento, e elaborar e explorar

diversos registros de representacao matematica;

Além disso, a BNCC [5] exige que se deve desenvolver no aluno a habilidade de
“utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementacao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemética”.

Com base nisso, vemos no KIEX uma maneira de apresentar aos professores do
Ensino Médio uma possibilidade de utilizarem uma nova ferramenta que além de
ser capaz de produzir conteidos com escrita mateméatica em qualidade profissional,
desperta a busca por conhecimento sobre linguagem de programacao o que nao
acontece com a utilizacao do Microsoft Word e similares.

Além da possibilidade de despertar interesse sobre a linguagem de programacao
TEX, o TEX possui outras vantagens em relacao ao Microsoft Word. Lourenco
[18] constréi uma lista de nove vantagens, das quais destacamos trés: a edigao
de formulas mateméticas no IXTEX é mais robusta do que no Word, favorecendo
a harmonizacao visual e agilidade na construcao das mesmas; a possibilidade de

incorporacao de objetos multimidias como imagens, videos, dudios e animagoes no
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arquivo de formato PDF; e a gratuidade dos programas utilizados.
E valido ressaltar que a segunda vantagem listada acima, possibilitou a producao

deste trabalho académico.

4.3 Instalando o BETEX

Como vimos na Secao [4.1] para escrevermos em KTEX precisamos de no minimo
dois programas: o compilador e o editor. Porém, como pretendemos produzir ani-
macoes com o KIEX em arquivos no formato PDF, devemos instalar um programa
de leitor desse tipo de arquivo para visualizarmos as animacoes, pois, de acordo
com Grahn [20], s6 poderemos visualiza-las com um dos seguintes leitores de PDF

instalados no computador:
1. Adobe Acrobat Reader;
2. KDE Okular;
3. PDF-XChange;
4. Foxit Reader.

Avaliamos a funcionalidade das animacoes nos leitores de PDF listados, testando-
os em computadores que possuem sistemas operacionais Windows e Linux (nao
testamos as animagoes com o sistema MacOS). Constatamos que, no sistemas Linux,
as animacoes nao funcionam em todos os leitores. A Tabela informa em qual

sistema operacional e sob qual leitor as animacoes funcionam corretamente.

Tabela 4.1: Leitores de PDF que reproduzem animagoes.

Sistema/ Leitor Windows Linuzx

Adobe A. Reader v X
KDFE Okular v v
PDF-XChange v X
Foxit Reader v X

Legenda: v — reproduz a animacao;

X —nao reproduz a animagao ou indisponfvel para o sistema operacional.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em relagao aos dispositivos moveis (celulares e tablets), as animagoes nao funcio-
nam em nenhum dos leitores de PDF listados. Portanto, as animacoes s6 funcionam

em computadores com sistemas operacionais e leitores de PDF conforme a Tabela

4.1l
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Nesta secao, trataremos das opgoes de compiladores e editores disponiveis para
download, e apresentaremos um tutorial para instalacao do compilador MiKTeX, do
editor TeXstudio e do leitor de PDF Adobe Acrobat Reader.

4.3.1 Instalando o compilador MiKTeX

Existem varios compiladores que podem ser usados no TEX, dos quais destacamos
trés: MiKTeX, TeXLive e o MacTeX. A escolha de um deles depende do gosto
e/ou do sistema operacional que se utiliza no computador. O MiKTeX pode ser
utilizado no Windows, Linux ou sistemas MacOS, o TeXLive pode ser usado em
Windows ou Linux e o MacTeX é dedicado apenas ao sistema MacOS. O download
desses programas pode ser realizado, respectivamente, em Miktex [2I], Texlive [22]
e Mactex [23].

Por ser possivel instalar nos trés sistemas operacionais, utilizaremos neste tra-
balho o MiKTeX e vamos explicar como instalé-lo no Windows. Orientacoes sobre
como instalar o MiKTeX em sistemas MacOS ou Linux podem ser encontradas em
MikTeX [21].

Existem sistemas Windows que possuem processadores baseados em 32 bits e
outros em 64 bits. O primeiro passo é descobrir qual desses processadores a sua
maquina possui. Esta identificacao ¢ importante, pois para instalar o MiKTeX
devemos baixar arquivos diferentes a depender do tipo de processador. Para obter a
informagao se o processador usa 32 ou 64 bits, digite “sistema” no local de pesquisa

da barra de tarefas da area de trabalho, como na Figura [4.1}

Figura 4.1: Identificando o tipo de sistema operacional 01.

{ Tudo Aplica

Melhor correspondéncia

Wy Sistema
=" Painel de controle

Configuragdes
) @ Alterar os sons do sistema

™ Editar as variaveis de ambiente do
sistema

= Ativar ou desativar icones do
sistema

™ Exibir configurages avangadas do
sistema

@ Ver se a sua versio do Windows é de
32 ou de 64 bits

g% = Area de notificagao da barra de
tarefas

Pesquisar na Web
R sistem - Ver resultados da Web

Aplicativos (3)

Ll O siste:

Fonte: Elaborada pelo autor.

Clique na opcao “Sistema” que aparece como um dos resultados da pesquisa.
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Figura 4.2: Identificando o tipo de sistema operacional 02.

Aplicativos
Melhor correspondéncia

w Sistema
== Painel de controle

Configuragdes
Sistema

s/ © Alterar os sons do sistema

Editar as variaveis de ambiente do
sistema

Ativar ou desativar icones do
sistema

Exibir configuragdes avangadas do
sistema

Ver se a sua versao do Windows é de
32 ou de 64 bits

B I Area de notificagio da barra de

tarefas
Pesquisar na Web
L sistem - Ver resultados da V

Aplicativos (3)

=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos clicar em “Sistema” serd exibida uma tela com as especificacoes do com-

putador semelhante a imagem da Figura [£.3] onde ¢ possivel identificar sobre qual

sistema o processador funciona: se é baseado em 32 ou 64 bits.

Figura 4.3: Identificando o tipo de sistema operacional 03.

Configuragdes

@ Inicio

Sobre

] O computador esta monitorado e

Sistema

3 video

49 Som

[ Notificacdes e acdes
D Assistente de foco
( Energia e suspensao
3 Bateria

= Armazenamento

&

Tablet

o

Multitarefas

protegido.

Veja detalhes em Seguranca do Windows

Especificagées do dispositivo

Master

Nome do dispositivo

Processador Intel(R) Core(TM) i3-10110U
2.59 GHz

RAM instalada
1D do dispositivo
1D do Produto

8,00 GB (utilizavel: 7,79 GB)

CPU @ 2.10GHz

Sistema operaci
4

» Tipo de sistema

baseado em

onal de 64 bits, processador

Caneta e toque

disponivel para este video

Copiar

Renomear este computador

Nenhuma entrada a caneta ou por toque

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos a identificacao do tipo de sistema, acesse o site disponivel em MikTeX [21]

e clique em “all downloads” ou em portugués “todos os downloads”.
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Figura 4.4: Baixando o MiKTeX 01.

B Getting MiKTeX x |+

&« &) & miktex.org/download

28 Windows & Mac O Linux & Docker All downloads «

Installer Portable Edition Command-line installer

To install a basic TeX/LaTeX system on Windows, download and run this installer.

Please read the tutorial, if you want step-by-step guidance.

Date: 3/18/2022

File name: basic-miktex-22.3-x64.exe

Size: 130.61 MB

SHA-256: 17d1ccad25e7182b07872c11d3440f66281ea64782c4cd6fa0850ef75d3aaa59

& Download

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sera exibida uma lista de links para download do MiKTeX, organizada de acordo
com os sistemas operacionais. Escolha “Basic Installer 64-bit” ou “Basic Installer

32-bit”, conforme o tipo de sistema em que seu processador funciona. Observe, na
Figura [1.5] a ilustracdo das duas escolhas mencionadas.

Figura 4.5: Baixando o MiKTeX 02.

© Getting MiKTeX X +

€ C @& miktex.org/download

58 Windows & Mac & Linux @ Docker All downloads

Basic Installer &@ 64-bit

M/

Basic Installer 5& 32-bit

Net Installer B§ 64-bit

Net Installer 88 32-bit

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao clicar em uma das opgoes (escolha a adequada para seu sistema) aparecera
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um botao “Download”, clique nele que o MiKTeX sera baixado automaticamente.
Considere a Figura [£.6] como base.

Figura 4.6: Baixando o MiKTeX 03.

Getting MKTeX x o+

- C @& miktexorg/download

& Windows % Mac d Linux & Docker All downloads
Basic Installer g 64-bit
To install a basic TeX/LaTeX system on Windows, download and run this installer.
Date: 3/18/2022
File name: basic-miktex-22.3-x64.exe
Size: 13061 MB
SHA-256: 17d1ccad25e7182b07872¢11d3440166281ea64782c4cd6fa0850ef75d3aaa59
Ll 3 Download

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apoés o arquivo ser baixado completamente, abra-o para iniciar o processo de
instalagdo. Apos aberto, sera exibida na tala a janela representada na Figura [4.7]
onde deve-se marcar o quadradinho da opcao “I accept the MiKTeX copying condi-
tions” para aceitar as condicoes de uso do MiKTeX e clicar em avancar para ir a

proxima tela.

Figura 4.7: Instalando o MiKTeX 01.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit) X
Copying Conditions
MiKTeX is freely redistributable under certain conditions. TEX

The following article is an adaption of the article “Copying A
conditions for TeX Live” (reference given at the end).

Copying conditions for MiKTeX

To the best of our knowledge, all software in the MiKTeX
distribution is freely redistributable (libre, that is, not
necessarily gratis), within the Free Software Foundation’s
definition and the Debian Free Software Guidelines. Where
the two conflict, we generally follow the FSF. If you find any non-
free files included, please contact us (reference given at the
and)

I | accept the MiKTeX copying conditions.l ‘

% Votar Gl

Fonte: Elaborada pelo autor.

E comum que em um computador com Windows se tenha varios perfis de usué-
rios. Assim, apo6s aceitar as condi¢oes de uso do programa, serd exibida a tela
representada na Figura [4.8] onde devemos escolher se a instalagao sera privada ou
compartilhada, isto é, se o uso e administracao do programa serd de uso restrito ao

perfil que o esta instalando, ou se serd compartilhada com todos os perfis presentes
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no computador. Escolha a opgao que se adéqua as suas necessidades. A Figura 4.8

ilustra a escolha de instalacdo privada. Apds marcar uma das opcoes, clique em

avangar.

Figura 4.8: Instalando o MiKTeX 02.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit)

Installation Scope

directories in sync.

If you are administrator, you have the option to set up MiKTeX for all users.

» (® Install MiKTeX only for me|(Carmos Femandes, Cammos Femandes)

Almost always this is the recommended option.
O Install MiKTeX for anyone who uses this computer (all users)

This option usually only makes sense if you are the administrator of a multi-user
system. You and and your users must be prepared to cope with an increased
management effort in order to keep competing (admin vs user) installation

X

Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na proxima tela escolhemos onde o programa sera instalado. E apresentado de

forma automatica um local semelhante ao que aparece na Figura [4.9] Se quiser

instalar o MiK'TeX em outra pasta, clique em “Browse” e escolha uma pasta de sua

preferéncia. Quando estiver satisfeito com o local de instalacao clique em “Avancar”.

Figura 4.9: Instalando o MiKTeX 03.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit)

Installation Directory

Install MiKTeX to:

Choose a location for the installation directory.

\Users\Camos Femandes\AppData\Local\Programs\MiKTeX]}

TeX

Browse...

Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Estamos instalando a versao basica do MiKTeX e, por isso, é possivel que alguns

pacotes estejam ausentes. Além disso, frequentemente sao criados novos pacotes ou
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os existentes sofrem atualizacoes. Assim, na proxima tela escolhemos como quere-
mos que o MiKTeX realize essas atualizacoes. Ha trés opcoes: escolha “Ask me first”
se desejar que o programa peca permissao para instalar os pacotes ausentes, escolha
“Always” para que os pacotes ausentes sejam instalados sem pedir confirmacao ou
escolha “Never” para nunca instalar pacotes ausentes. Aconselha-se escolher a pri-
meira opcao, pois quando tentarmos usar um pacote que nao esteja instalado, sera
pedida permissao para instala-lo, o que serd feito se o computador estiver conectado

a internet. Portanto, escolha de acordo com a Figura [4.10] e clique em “Avancar”.

Figura 4.10: Instalando o MiKTeX 04.

Settings
Set your preferences. TEX

Preferred paper: | A4 v

Install missing packages onthely:

t

¢

< Voltar Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na proxima tela serd exibido um resumo das escolhas realizadas nos passos an-

teriores. Se estiver tudo certo, clique em “Start” para iniciar a instalacao.

Figura 4.11: Instalando o MiKTeX 05.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit) X
Review
Review the settings. TEX

MiKTeX Setup Wizard has enough information to start the task. If you want to review or
change any of the settings, click Back. If you are satisfied with the settings, click Start.

Install basic packages to
C:\Users\Carmos Femandes\AppData\Local\Programs\MiKTeX

Install MiKTeX only for the cumrent user
Preferred paper size is A4

Packages will be installed after confiation by user

< Voltar Start Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Apos clicar em “Start” sera exibida uma tela semelhante a Figura4.12 mostrando
o progresso da instalacao.

Figura 4.12: Instalando o MiKTeX 06.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit) X

Executing
The main task is being executed

TeX
“‘__‘ “‘_i
Installing: arabi

Overall progress

this is MiKTeX Setup Service 5.0 (MiKTeX 22.3)

starting installer.

Loading package database.

starting package maintenance...

installation directory: "C:\Users\Camos Femandes\AppData‘\Local\Programs\MiKTeX"
package repository: C:\Users\CARMOS™~1\AppData\Local\Temp\mik619 v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos o progresso de instalacao finalizar, clique em “Avancar”, conforme a Figura
4, 1)

Figura 4.13: Instalando o MiKTeX 07.

Executing
The main task is being executed TEX

this is MiKTeX Setup Service 5.0 (MiKTeX 22.3) ~

starting installer...

Loading package database...

starting package maintenance.

installation directory: "C:\Users\Carmos Femandes\AppData‘Local\Programs\MiKTeX"

package repository: C:\Users\CARMOS™~1\AppData'\Local\Temp\mik619 v
==

Fonte: Elaborada pelo autor.

A proxima tela exibida é destinada & checagem de atualizacdes do programa.
Como estamos instalando a versao mais recente, nao é necessario procurar por atua-

lizagOes. Portanto, desmarque a opcao “Check for updates now” e clique em Avancar.
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Figura 4.14: Instalando o MiKTeX 08.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit) X

Update Check
Check for updates now. E

MiKTeX has been successfullly installed.

In order to obtain an up-to-date installation, it is recommend that you allow MiKTeX to
check for updates now. This will happen in the background. You will be notified, if
updates are available.

[] Check for updates now

t

4

ot ==

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, a tdltima tela sera exibida. Clique em “Close” e o MiKTeX estara

instalado..

Figura 4.15: Instalando o MiKTeX 09.

Basic MiKTeX Installer (22.3, 8110, 64-bit) X

Completing the MiKTeX Setup Wizard

You have sucessfully completed the MiKTeX Setup Wizard.

A SHORT STORY
by A. U. Thor

Once upon a time, in a
distant galaxy called O,
there lived a computer
named R. J. Drofnats.

Please help keep the machinery going. Donate to the MiKTeX
project!

Mr. Drofnats—or R. 17, [ Tell me more

35 he preferred to be

called—was happiest when

he wias at work typesetting

beautiful documents.

To exit the wizard, click Close. ‘

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3.2 Instalando o editor TeXstudio

O MiKTeX é responsavel por instalar os pacotes no computador. Ele funciona
como um gerenciador e, portanto, é executado em segundo plano. O programa
que utilizaremos de forma explicita é o editor, onde escrevemos textos e as macros
(codigos) instaladas por meio do MiKTeX. Por isso, apos a instalacao do MiKTeX,

devemos instalar o editor.
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Existem varios editores KIEX, dos quais destacamos trés: TeXstudio, TeXmaker
e 0 TeXworks, os quais podem ser obtidos, respectivamente, em [24], [25] e [26]. To-
dos eles podem ser instalados em computadores que utilizam sistemas operacionais
Windows, Linux ou MacOs, porém, o TeXstudio se sobressai por possuir recursos
que facilitam a escrita, como realce de erros ortograficos e de sintaxe, dicionario,
assisténcia que sugere o autopreenchimento de comandos, etc. Por esse motivo uti-
lizaremos o TeXstudio.

A instalacao do TeXstudio é muito simples. Primeiro acesse o site disponivel em
[24] e clique no botao de download ilustrado na Figura para baixar o arquivo

de instalacao.

Figura 4.16: Instalando o TeXstudio 01.

www.texstudio.org

Welcome to TeXstudio

Home I

News
Download now
Features =

Nownlaad

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos baixar o arquivo, abra-o que sera exibida a tela representada na Figuras
Clique em “Proximo”.

Figura 4.17: Instalando o TeXstudio 02.

Bem-vindo ao Instalador do
TeXstudio

O instalador guiara vocé durante a instalagdo do TeXstudio.
Antes de comecar a instalaco, € recomendado que vocé
feche todos os outros aplicativos. Isto tornara possivel
atualizar os arquivos de sistema relevantes sem ter que

reiniciar seu computador.

Clique em Préximo para continuar.

» Préximo > Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

A proxima tela é destinada & escolha do diretorio da pasta em que seré instalado
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o TeXstudio. Clique em “Instalar”, se estiver satisfeito com a pasta padrao indicada

na tela, ou clique em “Procurar”, para escolher outra pasta.

Figura 4.18: Instalando o TeXstudio 03.

(9 Instalagdo do TeXstudio - X

Escolha o Local da Instalagdo o
Escolha a pasta na qual instalar o TeXstudio. K 'y 7

O TeXstudio ser instalado na pasta a seguir. Para instalar em uma pasta diferente, dique em
Procurar e selecione outra pasta. Clique em Instalar para iniciar a instalac3o.

Pasta de Destino

| | Proarar...

Espaco necessario: 472.7 MB
Espago disponivel: 340.0 GB ‘

< Voltar Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos clicar em “Instalar”, serd iniciado o processo de instalagdo, conforme a
Figura 4.19

Figura 4.19: Instalando o TeXstudio 04.

(9 Instalagdo do TeXstudio —

Instalando -
Por favor espere enquanto o TeXstudio esta sendo instalado. ( 'y )

Extrair: template_Prosper.tex... 100%

Mostrar detalhes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando a barra de progresso da instalacao estiver totalmente preenchida, o TeXs-

tudio estara instalado. Clique em “Fechar”.

65



Figura 4.20: Instalando o TeXstudio 05.

(9 Instalagdo do TeXstudio -

Instalagao Completa p—
A instalaco foi completada com sucesso. (47
Completado

Mostrar detalhes

< Voltar Fechar Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3.3 Instalando o leitor de PDF Adobe Acrobat Reader

Como veremos, dentro do TeXstudio ha um visualizador interno de PDF, po-
rém, nao é possivel executar as animacoes por meio deste visualizador. Para isso
é necessario que utilizemos um dos visualizadores externos mencionados no inicio
desta secao. Da lista apresentada, escolhemos o Adobe Acrobat Reader por ser o
mais conhecido e mais simples de instalar.

Para baixar o arquivo de instalacdo do Adobe Acrobat Reader, acesse o site
disponivel em Adobe [27] para ter acesso a tela representada na Figuram

Figura 4.21: Instalando o Adobe 01.

—— vi o= B %

& hups//getadobe.com/br/reader e % 0O
Al Etapa 1 de 3: Baixar o software
)
OFERTAS OPCIONAIS
I McAfee
instalar o utilitirio gratuito McAfee Security Scan
Pus pa vertca o tatusde seguranga do med computador, Adobe Acrobat Reader DC
PR O prANGIpal visu3lZador dé POF para IMPAMIE 3553 & 1a2ef anOLIDES &M POFS
segurss com um tinico toque. Saiba mars
APROVEITE MAIS O ACROBAT: ! Sk o iz
Acrobat DC. E assim que o Instalar Acrobat Resder Chrome Extnsion s
mundo funciona. s i s oo i
Acr Adobe Acrobat Pro DC
Visualize, assine, comente e - aiom o o,
compartilhe PDFs gratuitamente. peiodade et

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desmarque os quadradinhos indicados pelas trés setas ao centro da imagem para
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que seja instalado apenas o Adobe Acrobat Reader e clique no botao “Baixar o
Acrobat Reader”.
Apébs o arquivo ser baixado completamente, abra-o para que a instalacao seja

iniciada. Sera apresentada uma tela semelhante a Figura [4.22]

Figura 4.22: Instalando o Adobe 02.

Adobe Acrobat Reader DC Instalador - X

Adobe Acrobat Reader DC: Baixando...

Fonte: Elaborada pelo autor.

Espere a barra de progresso preencher por completo até aparecer a tela repre-
sentada pela Figura

Figura 4.23: Instalando o Adobe 03.

Adobe Acrobat Reader DC Instalador - X

Adobe Acrobat Reader DC: / o i "

| ! mniciar o Adobe Acrobat Reader DC |

t

» | Concluir

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desmarque a opcao “Iniciar o Adobe Acrobat Reader DC” e clique em “Concluir”.
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4.4 Configurando e conhecendo o TeXstudio

Como dito anteriormente, o TeXstudio possui um visualizador integrado de PDF,
porém, ele nao serve para executar as animacgoes que pretendemos produzir. Por
isso, devemos configurar o TeXstudio para que utilize o Adobe Acrobat Reader como
visualizador de PDF externo. Para realizar essa configuracao, siga as instrucoes a
seguir.

Abra o TeXstudio, para ter acesso as configuracées do programa.

Ao abrir o TeXstudio, clique em “Opcgoes” e posteriormente em “Configurar o

TeXstudio”. Veja na Figura [4.24] onde encontrar estas opgoes.
Figura 4.24: Configurando o TeXstudio 01.

! TeXstudio
Arquivo  Editar ldefix Ferramentas LaTeX Matematica Assistentes Bibliografia Macros  Visualizar _Opces Aw
9 [ o | 9 % r » » o Vel ~ rghty - I/‘ Configurar TeXstudio...

Estrutura X Carregar Perfil
Salvar Perfil.
Salvar Configuragdo Atual

Restaurar Configuragio Padrio

Documento Raiz 3

= [ =] [l /7]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sera exibida a janela da Figura [4.25] Clique em “Comandos”.

Figura 4.25: Configurando o TeXstudio 02.

B Configurar o TeXstudio X

G I Aparéncia
fpe Cera

Estilo: predefinicdo ~

Comandos e
Esquema de cores: Classico ~

E Compilagdo Letra: ‘ Segoe Ul ~ ‘

N Tamanho da letra: ‘9 ~
Atalhos
Idioma: predefini¢do b
Editor
Inicio
Realce de sintaxe . 3 -
Verificar a configuragdo LaTeX
Conclusdo Actualizar
Verificacdo ortografica Procura automética cada Actualizar para: Versées estaveis ~
Ultima verificag&o: Nunca Procurar agora
Antever

n Visualizador PDF interno
SVN/GIT

|j‘Ht-c de opc¢des)

[ Mostrar opgoes avancadas Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Seré exibida uma lista com varios diretorios de arquivos que estarao preenchidos

de forma automaética pelo TeXstudio. Estes arquivos sao, em sua maioria, oriun-

dos do MiKTeX. Procure por “Visualizador PDF externo” e verifique se o diretorio

relacionado termina em “Acrobat.exe”. Se assim for, ele leva ao programa Adobe

Acrobat Reader. Caso contrario, clique na pasta indicada na Figura [£.26]

Figura 4.26: Configurando o TeXstudio 03.

B configurar o TeXstudio

Geral

Comandos

E Compilagdo

Atalhos

Editor

E Realce de sintaxe
Concluséo
Verificagdo ortografica
n Antever

E Visualizador PDF interno
SVN/GIT

‘ (filtro de opgdes)

] Mostrar opgdes avangadas

Comandos (%: nome de ficheiro sem extenséo - @: nimero de linha - ?: op¢des de nome de ficheiro estendidas)

LaTeX ‘\atex.exe -src -interaction=nonstopmode %.tex

PdfLaTeX ‘pdﬂalex.exe -synctex=1 -interaction=nonstopmode %.tex

XelaTeX ‘xelatex.exe -synctex=1 -interaction=nonstopmode %.tex

LualaTeX ‘\ualatex.exe -synctex=1 -interaction=nonstopmode %.tex

Visualizador DVI “'C:\ngram Files\MiKTeX\miktex\bin\x64\yap.exe" -1 -s @?"c:ame "?am.dvi"
Visualizador PS ‘C:\Wir\dows\systemSZ\OpehW\th.exe “?am.ps”

I Visualizador PDF externo ILas (x86)\Microsoft\Edge\Application\msedge.exe" --single-argument ?am.pdf

s [ir] oo o

DviPs ‘dvips.exe -0 %.ps %.dvi

DviPng ‘dvipng.exe -T tight -D 120 %.dvi

Ps2Pdf ‘psZpdf.exe 9%.ps =

DviPdf ‘dwpdfmx.exe %.dvi =

BibTeX ‘bibtex.exe % =

RiLTaV 0 Dis [T e

|
|
|
|
I
Iﬁlil
|
|
|
|

Caracteres especiais

%: nome de ficheiro sem extenséo; @: nimero de linha; ?[selector][partes do caminho][caracter terminal]: nome de ficheil

%%, @@ e ?? tornam-se em: %, @ ou ?

Aceitar Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas telas que aparecerao, siga a sequéncia de pastas: Arquivos e Programas,

Adobe, Acrobat DC e Acrobat. Esta sequéncia leva ao programa Adobe Acrobat

Reader. Considere a Figura [£.27] como referéncia e clique em “Abrir”.

Figura 4.27: Configurando o TeXstudio 04.

® Navegar no programa X
« > 1 ‘I Arquivos de Programas > Adobe » Acrobat DC » Acrobat » I « v D » Pegqmsar Acrobat
Organizar ~ Nova pasta = m 0
~
<= Nome Data de modificagdo Tipo Tamanho ~
i I Acrobat 02/03/2022 17:56 Aplicativo 4.106 KB I
& | | acrobat.tlb 24/12/2021 16:03 Arquivo TLB 66 KB
@&o [ acrobat sl 24/12/2021 16:03 Aplicativo 28 KB
"
V) [ Acrobatinfo 02/03/2022 17:56 Aplicativo 33 KB v
Nome: |Program v| Program =z
=

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Apos este passo, o TeXstudio estard pronto para uso.
A interface do TeXstudio é dividida em quatro regiGes, as quais estao represen-
tadas na Figura [4.2§

Figura 4.28: Conhecendo o TeXstudio 01.

[® crdio — X
Arquive  Editar Idefix Ferramentas LaTeX Matematica Assistentes Bibliografia Macros  Visualizar Opgbes  Ajuda
L HO e p W ol owen v oy v et v me v wy S FEESEEEYM 224 TET T
Estrutura x Ban Tde 1 1= —@o X
= ©
]
E3l
el
=]
)
E @

Mensagens  Log  Visualizagio  Resultados da Pesquisa X

@

AR pagnataet er%. [© | ®

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na regiao I, aparecem os arquivos TEX caracterizados pelo final “.tex”. Para criar

um desses arquivos, clique em “Novo”, representado pelo icone da Figura [4.29]

Figura 4.29: Conhecendo o TeXstudio 02.

o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em seguida, clique no icone “Gravar”, representado pelo botao da Figura [4.30
para salvar o arquivo TEX. Escolha um nome para o arquivo e uma pasta onde o

arquivo sera salvo.

Figura 4.30: Conhecendo o TeXstudio 03.

3

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Apos salvar o arquivo TEX, ele aparecerd na regiao I da Figura [4.28 com o nome
escolhido no ato do salvamento.

Na regiao II, digitamos os c6digos e os textos que controlam e compoem o ar-
quivo PDF que se pretende produzir (ver Segdo . Lembrando que o IXTEX é
um sistema WYSIWYM, o que digitamos nesta regiao nao representara o arquivo
em si, mas sim o que queremos que seja posto no PDF conforme especificamos com
os comandos apropriados. Porém, a visualizacao do arquivo PDF pode ser feita a

qualquer momento, clicando no botao “Compilar” representado pelo icone da Figura

4311
Figura 4.31: Conhecendo o TeXstudio 04.

»

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao clicar no botao “Compilar”, seréd iniciado o processo de compilacao, isto é,
o computador daré inicio ao processo de criacao do PDF seguindo os comandos
escritos na regiao II da Figura [£.28] Neste momento, sera exibida na regiao III
uma mensagem indicando que a compilacao foi iniciada. Ao final da compilacao,
se estiver tudo certo com os codigos, serd exibida uma mensagem informando que
o processo foi finalizado normalmente, ou uma mensagem de erro, se existir algo
de errado com os codigos digitados. No ultimo caso, deve-se identificar o erro e
conserta-lo, para recompilar o arquivo. Caso esteja tudo certo, o arquivo PDF sera
exibido na regiao IV com os resultados esperados.

A compilacao do codigo é realizada por um compilador TEX. Atualmente os qua-
tro compiladores mais utilizados sao: LaTeX, PdfLaTeX, LuaLaTeX e XeLaTeX. A
escolha de um compilador se relaciona diretamente com os pacotes utilizados, os ti-
pos de imagens utilizadas no documento e o tipo de arquivo que se pretende produzir.
O compilador LaTeX suporta somente imagens do tipo EPS (Encapsulated PostS-
cript), o PdfLaTeX suporta imagens no formato PNG (Portable Network Graphics),
JPEG (Joint Photographics Ezperts Group) e PDF. Ambos os compiladores, Lua-
LaTeX e XeLaTeX, suportam os quatro tipos de imagens citados. Dependendo
dos comandos e pacotes que se utiliza na produgao de um documento TEX pode
ser necessario alterar o compilador. No entanto, para o que pretendemos produzir
nesta dissertacao, o compilador PdfLaTeX ¢é suficiente, sendo que o TeXstudio é
pré-configurado para utilizé-lo, e por isso nao é necessario alterar esta configuracao.
Para informacoes sobre como alterar o compilador no TeXstudio, consulte a Secao
do Apéndice [A]

Para usar o leitor de PDF externo, basta, ap6s a compilacao, clicar no botao
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“Visualizador Externo” representado pelo icone da Figura [4.32, que o arquivo PDF

serd aberto automaticamente com o leitor externo sendo, no nosso caso, o Adobe

Acrobat Reader.

Figura 4.32: Conhecendo o TeXstudio 05.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apresentamos nesta secao apenas o essencial para utilizacao do TeXstudio. Ele
possui varias outras funcoes que facilitam a digitacao e insercao de comandos. En-
corajamos o leitor a explorar os icones do programa, passando o mouse sobre eles e
lendo suas descricoes. Eles sao, em sua maioria, autoexplicativos. Na proxima se-
cao, exploraremos os comandos imprescindiveis para a criacao de arquivos em PDF
por meio do KTEX. Todos os comandos e textos apresentados nos exemplos devem

ser escritos na regiao representada por Il na Figura [4.28

4.5 Primeiros comandos

Um arquivo TEX ¢é dividido em duas partes: o preambulo e o corpo do docu-
mento. No preambulo, escrevemos os comandos que cuidam da arquitetura geral do
documento como margens, tamanho e tipo da fonte da letra utilizada. No corpo do
documento, escrevemos tudo o que compoe o arquivo PDF (textos, figuras, tabelas,
graficos, etc) e comandos que sao utilizados para formatagao especifica de um trecho
do documento, por exemplo, a inclusao de texto em negrito, italico ou sublinhado.

O corpo do documento é iniciado com \begin{document} e finalizado com
\end{document}, tudo o que vier antes de \begin{document} é considerado como
preambulo, o que estiver entre estes comandos formard o PDF e tudo o que estiver
depois de \end{document} serd totalmente ignorado.

O primeiro comando a ser escrito em um arquivo TEX é
\documentclass[opgdes]{classe}. (4.1)

Este comando é obrigatorio e tem a funcao de especificar a classe do documento
que se pretende construir. Tal classe deve ser especificada entre chaves e escolhida
conforme a finalidade do documento que se pretende produzir. A Tabela traz as
principais classes disponiveis e suas indicacoes, em especial, a classe standalone que

utilizaremos no Capitulo o]
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Tabela 4.2: Classes de Documentos.

Classe Indicacao

article Indicados para artigos cientificos e pequenos relatérios.

report Indicado para relatorios longos, pequenos livros e teses.

book Indicado para livros longos.

slides Indicado para criacdo de apresentagoes em slides (pouco uti-
lizado).

beamer Indicado para criagoes de slides de apresentagbes (muito uti-
lizado).

standalone Indicado para criagao de desenhos geométricos e graficos.

Fonte: Construido pelo autor com base em Lourengo [18] e Oetiker et al. [19].

No espago “opcoes” do comando podemos especificar algumas caracteristicas
do documento, como tamanho da fonte e tipo de papel. A Tabela traz as
principais opgdes que julgamos tteis, para as demais, consulte Oetiker et al. [19).
Estas opcoes devem ser digitadas dentro dos colchetes da macro e, quando

utilizadas mais de uma, deve-se separé-las por virgulas.

Tabela 4.3: Principais opcoes para classes de documentos.

Opcao Funcao

Define o tamanho principal das letras do documento. Caso
10pt, 11pt, 12pt - . ) .
nao especifique uma delas, ¢ assumido 10pt.

a4paper,
letterpaper,
adpaper, Define o tamanho do papel. Por omissao, ¢ utilizado o letter-
bopaper, paper.
executivepaper,

e legalpaper

twocolumn Instrue o K'TEX a escrever o documento em duas colunas.

Fonte: Oetiker et al. [19].

Existem comandos que pertencem a um pacote especifico de macros e, por esse
motivo, s6 serao efetivamente reconhecidos no corpo do documento se o pacote
for referenciado no preambulo. Portanto, devemos ficar atentos aos comandos que
digitamos no corpo do documento, pois, caso utilizemos um comando que pertenca a
um pacote que nao tenha sido referenciado no preambulo, ele ocasionara um erro na
compilagao, fazendo com que o PDF seja gerado inadequadamente ou até impedindo

a sua criacao.
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Para referenciar um pacote e consequentemente liberar o uso de suas macros, es-
crevemos no preambulo o comando \usepackage [opgdes]{nome do pacotel, sendo
colocado o nome do pacote entre chaves e entre colchetes as opgoes, se houver, que
controlam suas propriedades.

Também existem pacotes que alteram as caracteristicas gerais do documento,

como ¢ o caso do geometry que controla as margens do documento. Sua estrutura é

\usepackage [top=Xcm, bottom=Ycm, left=Zcm, right=Wcm]{geometry},
(4.2)
onde os valores especificados em X, Y, Z e W redefinem as margens do documento.
Estes valores representam, respectivamente, as medidas das margens superior (top),
inferior (bottom), esquerda (left) e direita (right).

O ETEX possui suporte para varias linguas, sendo o inglés a padrao. Para espe-
cificar com qual lingua estamos escrevendo, utilizamos o pacote babel. A escolha
da lingua é muito importante, pois permite ao KTEX escrever corretamente os tex-
tos segundo as normas de cada uma. Um exemplo disto é a hifenizagao, isto é, a
separacao das sflabas quando uma palavra nao cabe completamente em uma linha
do texto. Em portugués, esta separacao nao deve dividir letras que pertencem a
uma mesma silaba, se nao especificarmos que estamos trabalhando com a lingua
portuguesa, a hifenizacao se dara de forma inadequada.

A Escolha da lingua é feita pelo comando
\usepackage [op¢des] {babell}, (4.3)

onde, especificamos entre os colchetes em qual lingua estamos trabalhando. Para
escolhermos o portugués brasileiro basta escrevermos brazil no espaco de opcoes,
isto é, utilizamos o comando \usepackage [brazil]{babel}.

Além dos pacotes geometry e babel, existe o inputenc que agrega propriedades
a todo o documento e é responsavel por reconhecer a codificagao dos acentos das
letras em linguas que os utilizam, como é o caso do portugués. Aconselha-se utilizar
neste pacote, embora existam outras, a opgao latinl, isto é, a escrita completa
para referenciar o pacote no preambulo é \usepackage[latinl]{inputenc}.

Assim, uma estrutura béasica para a criacao de um documento da classe article

é o seguinte:

\documentclass[12pt,adpaper]{article}

\usepackage [brazil]{babel}

\usepackage [top=3cm, bottom=2cm, left=3cm, right=2cm]{geometry}
\usepackage[latinl]{inputenc}

\begin{document}
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0 corpo do documento & construido aqui.
\end{document}

O TeXstudio possui a opgao de inicio rapido de um arquivo TEX que permite
sua criagao de forma simples e rapida. Para utilizar esta opgao, procure na parte
superior do programa a opcao “Assistentes”, chique nela e depois em “Inicio rapido...”,
aparecerd a tela representada pela Figural4.33l Nela é possivel escolher, entre outras

coisas, a classe do documento, o tamanho da letra, o tipo de papel e a lingua.

Figura 4.33: Usando o assistente do TeXstudio para inicio rapido de documentos.

® Inicio répido X

Opcdes da classe Geometria
Classe do documento | article v .JUL.
Tamanho da letra 10pt ™
Tamanho do papel adpaper v
Codificacéo de entrada | utf8 v
Codificacéo da letra T1 v
Babel Brazil v | op
Pacotes AMS [[] Pacote makeidx Pacote graphicx
Autaor | |
Titulo | |

landscape ~

draft

final

oneside

twoside

openright :
Outras opgées openany oF

onecolumn

twocolumn

titlepage

notitlepage

openbib

leano h

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na mesma janela de inicio rapido, pode-se especificar as margens do documento,
basta clicar em “Geometria”’, que serd exibida a tela representada na Figura [4.34
Para controlar as margens, basta clicar nos quadradinhos da margem que se pretende

especificar e digitar o tamanho da margem em centimetros.
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Figura 4.34: Usando o assistente do TeXstudio para definicao das margens.

B Inicio rapido X
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1)
(
g

0.00cm

[ ] Direita:

4r
s
=]

0.00cm

[ ] Superior:
[ ] Inferior:

4r
s
=]

0.00cm

Aceitar Cancelar

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando estiver tudo pronto, basta clicar em “Aceitar”, que serd criada uma
estrutura com preambulo e o ambiente destinado ao corpo do documento TEX sendo

possivel adicionar, sempre que quiser, outros pacotes no preambulo.

4.6 Configuracoes textuais basicas

Na secao anterior, aprendemos a configuracao béasica para um arquivo TEX que
servem para todo o documento. Nesta secao apresentaremos os principais comandos

para alterar caracteristicas do texto em trechos especificos.
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4.6.1 Espacos entre palavras, criagao de paragrafos e espacos

horizontais e verticais

Uma caracteristica basica da escrita TEX é o espacamento entre palavras. Por
mais que se adicione mais de um espaco entre elas, quando compilamos, o IXTEX
imprime apenas um no PDF. Se, por algum motivo, quisermos colocar um espaco
diferente, podemos fazer uso de alguns comandos que alteram este espacamento
em intensidades diferentes. Alguns comandos estao representados na Tabela

Observe como utiliza-los e os resultados esperados.

Tabela 4.4: Comandos para alterar o espacamento entre palavras.

Comando Uso Resultado esperado
\, Texto\,texto texto. Texto texto texto.
\: Texto\:texto texto. Texto texto texto.
\; Texto\;texto texto. Texto texto texto.
\ quad Texto{\quad }texto texto. Texto texto texto.
\ gquad Texto{\qquad }texto texto. Texto  texto texto.
\hspace{zem} | Texto\hspace{lcm}texto texto. | Texto texto texto.

Fonte: Construido pelo autor com base em Lourenco [18].

Outra acao importante é a criacao de paragrafos. Uma maneira simples de se
criar um paragrafo é deixar uma linha em branco entre os textos que compdem o
paragrafo anterior do proximo. Porém, se a intencao for adicionar uma quebra de
linha sem criar um paragrafo, basta adicionar duas barras invertidas no local em
que se pretende quebrar a linha. E importante ressaltar que a utilizacio de varias
linhas em branco entre textos, nao adiciona espacos adicionais entre os paragrafos,
enquanto a utilizacao de varios pares de barras invertidas criam no PDF uma linha
em branco para cada par de barras utilizado.

Se a intencao for adicionar um espaco vertical vazio entre textos, é recomendado
o uso do comando \vspace{xcm}, onde especificamos entre chaves a medida do

espaco em centimetros.
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Tabela 4.5: Comandos para criar paragrafos, quebra de linhas e espaco vertical.

Comando

Uso

Resultado esperado

Uma linha em

branco.

Texto texto texto texto texto

texto texto.

Texto texto texto texto.

Texto texto texto texto
texto texto texto.

Texto texto texto texto.

\\

Texto.\\Texto.\\\ \ Texto.

Texto.
Texto.

Texto.

\wspace{x cm}

Texto texto texto.

\wspace{1em}
Texto texto texto.

Texto texto texto.

Texto texto texto.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.6.2 Alterando o tamanho da fonte no corpo do documento

Embora o tamanho da letra seja definido no preambulo do arquivo, é possivel

altera-lo por meio de alguns comandos que o redefine para tamanhos preestabeleci-

dos. A Tabela[4.6] traz esses comandos, como utiliza-los e os resultados da utilizagao

de cada um.

Tabela 4.6: Comandos para alterar o tamanho da fonte no corpo do arquivo.

Comando Uso Resultado esperado
\tiny {\tiny Texto texto.} Texto texto.
\scriptsize {\scriptsize Texto texto.} Texto texto.
\footnotesize | {\footnotesize Texto texto.} | Texto texto.
\small {\small Texto texto.} Texto texto.
\normalsize | {\normalsize Texto texto.} | Texto texto.
\large {\large Texto texto.} Texto texto.
\ Large {\Large Texto texto.} Texto texto.
\LARGE | {\LARGE Texto texto.} Texto texto.
\ huge {\huge Texto texto.} TeXtO teXtO )
\ Huge {\Huge Texto texto.} T@Xt O teXt O

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Lourenco [18].
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Observe na segunda coluna da Tabela que colocamos os comandos, junta-
mente com o texto, entre chaves, isso faz com que apenas o texto no interior das
chaves seja alterado pelos comandos.

Se nenhuma das opc¢oes apresentadas na Tabela atender suas necessidades,

ha a opcao de especificar o tamanho da fonte por meio do comando
\fontsize{size}{skip}\selectfont, (4.4)

sendo size o tamanho da fonte e skip o distanciamento entre linhas e, para obtermos
um resultado agradavel, recomenda-se que o valor de skip seja 1.2 vezes o valor
escolhido para size.

Ao utilizarmos o comando , todo texto que estiver posicionado depois dele
serd alterado para o tamanho especificado, sendo que, para voltarmos a escrever

com o texto em tamanho original, devemos digitar \normalsize.

4.6.3 Negrito, italico e sublinhado

E comum, quando se esta escrevendo, enfatizar uma palavra ou frase por meio
de realces do texto com negrito, itdlico ou sublinhado. No KTEX, estes realces
podem ser produzidos, respectivamente, por meio dos comandos \textbf{texto},
\textit{texto} e \underline{texto}. Todo texto que estiver escrito dentro das

chaves sofrera alteracao pelo comando, observe os resultados na Tabela [4.7]

Tabela 4.7: Comandos para negrito, italico e sublinhado.

Comando Uso Resultado esperado
\textbf{texto} Texto \textbf{texto} texto. Texto texto texto.
\textit{texto} Texto \textit{texto} texto. Texto texrto texto.

\underline{texto} | Texto \underline{texto} texto. | Texto texto texto.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.7 Modo matematico e escrita matematica basica

4.7.1 Caracteres reservados

Para escrevermos equagoes matematicas por meio do WTEX, devemos primeira-
mente compreender que alguns caracteres sao reservados para determinadas funcoes
e, caso nao sejam utilizados adequadamente, podem ocasionar erros ou resultados

indesejados. Alguns desses caracteres estao representados na Tabela
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Tabela 4.8: Lista de caracteres reservados.

Caractere

Funcao

Imprimar
no PDF

Barra invertida: utilizada principalmente
para iniciar um comando (macro) e escrever
caracteres especiais. Ja o utilizamos véarias

vezes.

\textbackslash

Jogo da velha: utilizado em criagoes de no-

vos comandos. Nao o utilizaremos neste tra-

balho.

\#

Cifrao: utilizado para delimitar o ambiente

matemaético.

Acento circunflexo: utilizado para escrever
textos sobrescritos ou expoentes. E usado

em ambientes matemaéticos.

it

Underline: utilizado para escrever textos

subscrito. E usado em ambientes matema-

ticos.

{}

%

Porcentagem: utilizado para adicionar co-
mentarios. Ao utiliza-lo, todo texto que esti-
ver entre ele e o proximo paragrafo, nao sera

impresso no PDF.

\ %

“e” estilizado: utilizado para separar colunas

em quadros, tabelas e matrizes.

\&

“Til”. adiciona um espaco inquebréavel entre
palavras, isto é, ele forca a escrita de duas

palavras em uma mesma linha.

Y

{1

Par de chaves: ¢é utilizado em comandos,
onde o que estiver em seu interior, é tratado
como parte da macro. Também é chamado
de bloco de processamento e ja o utilizamos

vAarias vezes.

Y

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Lourenco [I8].

Para utilizar os caracteres apresentados na Tabela de forma a exercerem as

funcoes descritas, devemos digita-los tais como estao escritos na primeira coluna da

tabela, o modo como estao escritos na terceira coluna faz com que o caractere seja

impresso no PDF ao se compilar o arquivo.
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4.7.2 Modo matematico

Para escrevermos expressoes matemaéaticas, é necessario que entremos no modo
matematico. Este modo é iniciado e finalizado com o simbolo do cifrao $, isto é,
os elementos matematicos devem ser escritos entre cifroes. Por exemplo, a escrita
$ax+b y+c=0%$ gera a equagao ax + by + ¢ = 0. Observe neste exemplo que a fonte
da equacao sofreu alteracoes, ela foi impressa de forma ligeiramente semelhante ao
italico e os sinais de adicao e de igualdade sofreram uma ligeira alteracao. Isto é
comum, visto que o modo matemético possui fonte propria que difere dos demais ele-
mentos textuais do documento. Além disso, no modo matemético, o distanciamento
simples entre textos é desconsiderado e é colocado um pequeno espaco automatico
entre simbolos e textos, observe que, mesmo colocando um espaco entre as letras b e
y no codigo da equacao, ele nao apareceu na equacgao compilada e que foi adicionado
um pequeno espaco entre a o simbolo de adigao + e a letra ¢, mesmo este espago nao
existindo no c6digo. Se quiser adicionar espacos entre textos no modo matematico,
deve-se utilizar as opoes apresentadas na Tabela

Também ¢ possivel escrever as equacgoes de forma destacada em relagao ao texto
comum do PDF. Para isso, basta escrever cifroes duplos para iniciar e finalizar o
modo matematico. Por exemplo, a equacao descrita no exemplo anterior podeira
ter sido escrita na forma $$ax+by+c=0$$. Neste caso, a equacao apareceria na linha

seguinte ao centro da péagina, do seguinte modo:

ar + by +c=0.

4.7.3 Simbolos matematicos

Além dos caracteres reservados, apresentados na Tabela [4.8] existem os simbolos
matematicos. O KIEX possui suporte para uma grande quantidade de simbolos
matematicos, os quais possuem codificacoes especificas para serem impressos no
PDF e para tal, devem ser escritos no modo matemético. Observe na Tabela
os principais simbolos e como escrevé-los no corpo do documento para que sejam
exibidos no PDF.
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Tabela 4.9: Lista dos principais simbolos matemaéticos.

Nome do simbolo Uso Resultado esperado
Conjunto dos Naturais $\mathds{N}$ IN
Conjunto dos Inteiros $\mathds{Z}$ Z
Conjunto dos Racionais $\mathds{Q}$ Q

Conjunto dos Reais $\mathds{R }$ R

Conjunto dos Complexos $\mathds{C}$ C
Pertence $\in$ €
Néao pertence $\notin$ ¢
Esta contido $\subset$ C
Nao esta contido $\not\ subset$ Z
Vazio $\ varnothing$ %)
Menor do que, ou igual a $\legslant$ <
Maior do que, ou igual a $\ gegslant$ >
Menor do que $\ textless$ <
Maior do que $\ textgreater$ >
Diferente $\neq$ #
Semelhante $\sim$ ~
Congruente $\ equiv$ =
Aproximado $\ simeq$ ~
Paralelo $\parallel$ I
Angulo $\angle$ /
Vezes $\times$ X

Vezes (ponto) $\ cdotp$
Dividido $\ div$ +

Fonte: Elaborado pelo autor.

E possivel que algum dos simbolos apresentados na Tabela pertenca a um
dos trés pacotes: amssymb, dsfont ou amsmath. Portanto, para evitar problemas de
compilagao, é recomendado carregar estes pacotes no preambulo do arquivo TEX.

A quantidade de simbolos que o IXTEX suporta é muito grande e é quase im-
possivel que nos lembremos de todos os codigos que os representa. Felizmente, o
TeXstudio possui uma lista de muitos simbolos que facilita a utilizacao. Para ter
acesso a esta lista, basta clicar na opc¢ao “Simbolos”, representada pelo icone em

forma de asterisco situado no lado esquerdo do programa. Veja a representacao na
Figuras [4.35
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Figura 4.35: Opcoes de simbolos matematicos do TeXstudio.

Ficheiro Editar IDEfix Ferramentas LaTeX M
[+ . 2
= @ ‘i;) d% |_T

Simbolos X

lE‘ Favoritos

Mais usado

—
= / e ... abc

e ® § X —abe

Todos .

RV ~

* El 2 2 E & Ex)=

LIl{;’ _’;I;I. Jiﬁj:f J - [ arccos arcsin

arctd “Comando: \jint 1 coth
Pacote: amsmath COt

Caréacter Unicode: [}

csC aeger @ exp ged
hom lIlf ker lg lim
limsup P :

! lﬂ ]Og max min PI'

proflim

liminf

sec sin Sinb sup tan

tanh Jjm lim hg; gﬂ DL

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que ao posicionar o mouse sobre o simbolo, além de indicar o comando,
o TeXstudio também indica a que pacote o simbolo pertence.

Na mesma opcao de simbolos, representada na Figura [4.35, encontram-se os
comandos para imprimir no PDF todas as letras gregas comumente utilizadas em

textos matematicos.

4.7.4 Escrita de operacoes matematicas

Em relacao as operacoes de potenciacao e radiciacao, bem como a escrita de
numeros em forma de fracao e de elementos matemaéticos com utilizacao de indi-
ces, utilizamos os comandos representados na Tabela .10l Alertamos que esses

comandos devem ser escritos no modo matemaético.
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Tabela 4.10: Escrita de operacoes matemaéticas.

Operacgao/Escrita Uso Resultado esperado
Potenciagao $a"{b}$ ab
Raiz quadrada $\sqrt{a}$ Va
Raiz n-ésima $\sqrt/n/{a}$ Va
Logaritmo $\log_{b}(a)$ log,(a)
Logaritmo natural $\In(a)$ In(a)
Fracao $\frac{a}{b}$ %
Indices $a_ {i}$ a;

Fonte: Elaborado pelo autor.

Esses comandos podem ser utilizados em conjunto para criar expressoes mais

complexas, como, por exemplo, o codigo
$$2~{\sqrt [41{16}}+\frac{7+3}{\log_{2} (4)}$$,

que gera a expressao:
9 Y16 7+ 3 '
log,(4)
Dependendo da necessidade, pode-se fazer uso dos comandos apresentados para

criar outras expressoes.

4.8 Ambientes

Na escrita TEX, existem o que chamamos de “ambientes”, que sao regioes des-
tinadas a digitacao e criacao de elementos que possuem caracteristicas especificas.
Eles podem ser utilizados para criar tabelas, matrizes, inserir enumeracao de itens e
figuras, alinhamento de texto, insercao de equagoes enumeradas, etc. Existem mui-
tos ambientes, sendo que, trataremos nesta segao, apenas dos ambientes equation e
figure. Posteriormente, nas se¢oes e[5.3.2] exploraremos, respectivamente, os
ambientes tikzpicture e animateinline, para informagoes sobre outros ambientes,
consulte Oetiker et al. [19].

Para iniciar um ambiente, basta digitar \begin{*nome-do-ambiente*} e para
finalizar, escrevemos \end{*nome-do-ambiente*}. Tudo que fizer parte do ambiente
deve ser escrito entre estes dois comandos, sendo que, o nome do ambiente é escrito
dentro das chaves no lugar de *nome-do-ambientex*. Em muitos casos é necessario
que referenciemos o pacote ao qual o ambiente pertence no preambulo do arquivo,

e, geralmente, o pacote e o ambiente, possuem 0 mesmo nome.
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4.8.1 O ambiente equation

Como vimos na Se¢ao utilizamos o cifrao $ para delimitar o modo mate-
méatico, que ¢ utilizado para escrever equacoes matematicas, porém existe outra
maneira de se escrever equagoes, que ¢ utilizando o ambiente equation.

A vantagem de se utilizar este ambiente ¢ que ele enumera as equagoes, o que é

util quando se pretende cita-las no texto. Por exemplo, o coédigo

\documentclass[12pt,adpaper]{article}
\usepackage[brazil]{babel}
\usepackage [top=3cm, bottom=2cm, left=3cm, right=2cm]{geometry}
\usepackage[latinl]{inputenc}
\begin{document}

\begin{equation}

ax~{2}+bx+c=0.

\end{equation}

\end{document}

gera um PDF com a equagao

ar® +bx +c=0. (1)

Observe que a equagdo gerada recebeu a numeragao (1), esta numeragdo é au-
tomaética, o que significa que, ao digitarmos outra equacao por meio do ambiente
equation, ela receberd a numeracao (2) e todas as outras que forem digitadas poste-
riormente continuarao a contagem. Mas caso queira colocar um nome especifico para
a equacao basta digitar \tag{nome da equagdo} dentro do ambiente equation e
especificar entre chaves o nome desejado para a equacao. Observe que o co6digo a
seguir gera a mesma equac¢ao do exemplo anterior, mas com o nome (polinémio do
29 grau), perceba também que referenciamos no preambulo o pacote amsmath que é

responsavel por liberar, entre outras opgoes, a opcao tag.

\documentclass[12pt,adpaper]{article}
\usepackage[brazil]{babel}
\usepackage[top=3cm, bottom=2cm, left=3cm, right=2cm]{geometry}
\usepackage[latinl]{inputenc}
\usepackage{amsmath}
\begin{document?}

\begin{equation}

ax~{2}+bx+c=0. \tag{polindmio do 22 grau}
\end{equation}
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\end{document}

Equagao gerada no PDF:
az’® + bz + ¢ = 0. (polinomio do 29 grau)

Outra observacao importante é que nao é necessario escrevermos entre cifroes as
equacoes dentro do ambiente equation, na verdade se o fizermos, serd apresentado
um erro de compilacao e o PDF nao sera gerado.

Também é possivel utilizar o ambiente equation de forma que ele nao enumere as
equacoes, basta adicionar um asterisco no nome do ambiente, isto é, basta abrirmos
o ambiente com \begin{equation*} e fecharmos com \end{equation*} que as

equacoes nao serao enumeradas.

4.8.2 O ambiente figure

Para inserirmos uma figura externa ao documento TEX utilizamos o comando
\includegraphics[op¢des]{nome_da_imagem}, (4.5)

o qual exige que se referencie no preambulo o pacote graphicx.

No espaco entre as chaves do comando inserimos o nome do arquivo da
imagem que pretendemos inserir no PDF, este arquivo deve estar salvo na mesma
pasta em que se encontra o arquivo TEX e pode ser em formato PNG (Portable
Network Graphics), JPEG (Joint Photographic Ezperts Group) ou até mesmo em
formato PDF, dependendo do compilador que se utiliza, pois cada compilador possui
uma lista propria de extensoes de arquivos permitidas. Se o TeXstudio estiver
configurado de acordo com as instrucoes apresentadas na Secao seré& possivel a
insercao de aquivos nos trés formatos supracitados. No espago de opcao do comando
, ¢é possivel controlar caracteristicas da imagem como escala, altura, largura ou
rotaciond-la segundo um angulo especifico, a Tabela traz um resumo destas

opcoes e como utiliza-las.
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Tabela 4.11: Resumo das opcoes para a macro (4.5]).

\includegraphicsfop¢ées]{nome da imagem}

Opcao Funcao Exemplos

Redimensiona de forma proporcional a
seale—“valor” imagem conforme o nimero especifi- scale=0.5
cado em “valor”, sendo 1 o tamanho ori- scale=1.3

ginal.

Altera a altura da imagem conforme

o numero especificado em “valor” que
height="valor” pode ser um percentual da altura ori- height=0.3
ginal ou um valor especifico em centi- height=4cm

metros. Esta opcao pode deformar a

imagem, gerando resultados estranhos.

Controla a largura da imagem conforme

o numero especificado em “valor” que
width—alor” pode ser um percentual da largura ori- width=0.7
ginal ou um valor especifico em centi- width=>5cm

metros. Esta opcao pode deformar a

imagem, gerando resultados estranhos.
Rotaciona a imagem no sentido anti- rotated0

rotate="“dngulo” | horério conforme o nimero especificado
rotate=90

em “dngulo” que deve ser em graus

A macro pode ser utilizada dentro do ambiente figure que, com o auxilio
do pacote caption, possibilita adicionar legendas a imagem por meio dos coman-
dos \caption{legendal} e \caption*{legendal}, de forma que, o primeiro escreve
automaticamente a palavra “Figura” e enumera a imagem, também de forma au-
tomética, enquanto que o segundo comando escreve a legenda no PDF exatamente
como a escrevemos. Observe o codigo a seguir, ele insere a Figura tal qual
estd representada, perceba que referenciamos o pacote caption no preambulo para

que as legendas sejam adicionadas corretamente, note também que adicionamos o

Fonte: Elaborado pelo autor.

comando \centering, esta macro é responsavel por centralizar a imagem.

\documentclass[12pt,adpaper]{article}

\usepackage [brazil]{babel}

\usepackage[top=3cm, bottom=2cm, left=3cm, right=2cm]{geometry}

\usepackage[latinl]{inputenc}

\usepackage{graphicx}
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\usepackage{caption}
\begin{document}
\begin{figure} [h]
\caption{Exemplo de insercdo de figuras.}
\centering
\includegraphics[scale=0.1]{Simbolo_principal_da_UFCA}
\caption*{Fonte: https://www.ufca.edu.br}
\end{figure}
\end{document}

Figura 4.36: Exemplo de insercao de figuras.

UrCA

Fonte: https://www.ufca.edu.br

E possivel que ao inserir uma figura por meio do ambiente figure, ela seja posi-
cionada em lugares indesejados na pagina do PDF, isso ocorre por que o ETEX tenta
posicionar a imagem de forma a equilibrar texto e figura, na tentativa de aproveitar
a0 maximo os espacos da pagina. Caso seja necessario alterar o posicionamento da
imagem, podemos nos valer de algumas op¢oes para o ambiente figure, perceba
que no co6digo responsavel pela insercao da Figura [4.36] esta escrito [h] na frente
do comando \begin{figure}. Este “h” forca o IXIEX a posicionar a imagem exata-
mente onde a posicionamos no arquivo TEX, isto ¢, exatamente entre os textos que
digitamos.

Existem outras opcoes de posicionamentos, o uso de “t” no lugar do “h” instrui o
KTEX a posicionar a figura no topo da péagina, enquanto que o uso de “b”, posiciona
a imagem no final da péagina. Ainda é possivel utilizar o sinal de exclamacao “!”
seguido de uma sequéncia das letras apresentadas para que o IXTEX posicione a
imagem da melhor forma possivel de acordo com a sequéncia estabelecida, isto é, se
escrevermos [!'htb] na frente de \begin{figure}, serd estabelecida uma hierarquia
de preferéncia para o posicionamento da imagem seguindo da esquerda para a direita.

O ambiente figure também pode ser utilizado quando criamos as imagens com
o proprio BTEX. A criagdo dessas figuras exige conhecimentos sobre os pacotes
TikZ ou tkz-euclide e, por isso, passaremos a apresentar no capitulo a seguir
como manosear as principais macros e opgoes destes dois pacotes que, utilizadas em

conjunto com comandos do pacote animate, possibilitam a criagao de animacoes
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que também sao compostas por imagens e, portanto, podem ser inseridas dentro de

um ambiente figure.
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Capitulo 5

Desenhando e Animando no IATEX

5.1 Um pouco dos pacotes TikZ, tkz-euclide e animate

Neste capitulo, trataremos do manuseio de comandos que fazem parte dos pacotes
TikZ, tkz-euclide e animate. O foco é explorar macros que permitam desenhar e
animar elementos e figuras da Geometria Euclidiana Plana.

O TikZ foi criado pelo alemao Till Tantau em 2005 e é definido pelo préprio
criador em [28] como sendo um conjunto de macros que definem uma série de co-
mandos TEX que desenham graficos. O autor alerta que o TikZ nao é um programa
de desenho, mas que permite programar desenhos onde se tem vantagens como cri-
acao rapida de graficos simples e posicionamento altamente preciso dos elementos
do desenho, no entanto, como desvantagem apresenta curva de aprendizagem muito
ingreme e pequenas mudancas no cédigo requer muito tempo de recompilacao.

De acordo com Matthes [29], pensando em tornar a programacdo de desenhos
geométricos mais simples, o francés Alain Matthes baseou-se no TikZ e construiu o
tkz-euclide, tendo como publico alvo os professores de Matematica. Isso facilitou
bastante a criacao de figuras geométricas, pois o TikZ nao é focado nesse tipo de
desenho. Por esta razao, utilizaremos principalmente o tkz-euclide para elabo-
rar as figuras. Basicamente, usaremos as macros do tkz-euclide e as opcoes do
TikZ para alterar as caracteristicas dos elementos das figuras como, por exemplo, a
espessura dos segmentos de reta.

Tanto o TikZ quanto o tkz-euclide estao em constante transformacao e ha
varias versoes produzidas, sendo que as mais recentes sao mais aprimoradas e buscam
correcoes de bugs que surgiram nas versoes anteriores. Em relagao a estas versoes,
destacamos que as macros apresentadas neste trabalho, sao baseadas na versao 3.06¢
do tkz-euclide, produzida no ano de 2020, cujo manual esta disponivel em [29).
Essa versao, exige uma versao igual ou superior a 3.0 do TikZ. Utilizamos neste

trabalho, o TikZ 3.1.9a, do ano de 2021, cujo manual pode ser encontrado em [28].
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Versbes mais recentes e seus manuais estdo disponiveis em https://www.ctan.org.

Os pacotes TikZ e tkz-euclide serao utilizados para desenhar as figuras geo-
métricas. Para a animacao, utilizaremos as macros do pacote animate, criado por
Alexander Grahn, o qual é definido em [20] pelo proprio criador como sendo um
pacote IXTEX para gerar animacoes PDF e SVG, baseadas em JavaScript a par-
tir de conjuntos de gréaficos vetoriais ou arquivos de imagem raster ou de graficos
embutidos.

A proposta é utilizar as macros do animate para produzir animacoes quadro a
quadro, isto é, animacoes que fazem uso de uma sequéncia de imagens que, ao serem
sobrepostas em uma dada velocidade, simulam a movimentacao de elementos dentro
das imagens. Para isso, é necessario que saibamos desenhar utilizando as macros

dos pacotes supracitados.

5.2 Desenhando no IXTEX

Nesta secao, explicaremos como desenhar figuras euclidianas com o BTEX, atra-

vés das principais macros do pacote tkz-euclide.

5.2.1 Preparando o ambiente para desenho e estrutura das

macros

Para desenhar figuras geométricas no IXTEX, pode-se utilizar o pacote TikZ ou o
pacote tkz-euclide, sendo que o primeiro pode ser utilizado tanto para desenhos
bidimensionais quanto para desenhos tridimensionais e projetos mais complexos,
enquanto o segundo oferece suporte para desenhos no plano de forma mais simples
e acessivel. Em algumas situacoes utilizaremos comandos em TikZ, mas na grande
maioria dos casos, utilizaremos comandos do pacote tkz-euclide, por ser mais
simples de se utilizar. Os comandos TikZ se caracterizam, entre outras coisas,
por apresentarem em seu final o ponto e virgula e os comandos tkz-euclide, por
iniciarem com \tkz.

Para fazer o proposto nesse capitulo, nao é necessario carregar o pacote TikZ. Em-
bora utilizemos o ambiente tikzpicture para desenhar as figuras, o carregamento
do pacote tkz-euclide é suficiente, pois ele carrega automaticamente o TikZ. A

estrutura do arquivo que utilizaremos ¢ a seguinte:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}
\begin{tikzpicture}
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% O0s comandos para desenho serdo escritos aqui.
\end{tikzpicture}

\end{document}

Perceba que escolhemos a classe de documento standalone, pois nessa classe
temos mais liberdade de espaco para desenhar, mas pode-se escolher naturalmente
outra classe, sempre tomando cuidado para que o desenho fique dentro das margens
da folha e que fique com tamanho adequado a visualizacao. Uma forma de controlar
a area de desenho é construir uma ‘“caixa delimitadora” que ficard em volta do
desenho. Para mais informagoes veja a Subsecao [5.3.1

Ambos os pacotes utilizam tanto o sistema de coordenadas cartesianas quanto o
sistema de coordenadas polares para as definicoes e desenho dos objetos geométri-
cos. Optaremos pelo sistema cartesiano por ser mais utilizado no Ensino Médio. E
para facilitar a construcao dos desenhos geométricos, pode-se pedir ao IXTEX para
desenhar os eixos coordenados Ox e Oy bem como uma malha quadriculada, utili-
zando para isso, respectivamente, os comandos \tkzAxeXY e \tkzGrid. Por padrao
o comando \tkzAxeXY desenha os eixos Ox e Oy com valores minimos iguais a zero e
valores maximos iguais a dez centimetros, mas isso pode ser alterado pelo comando
\tkzInit [xmin=x,,xmax=x;,ymin=y,,ymax=y;], sendo xy e y, respectivamente os
valores minimos para os eixos Ox e Oy, e x; e y; os valores maximos. A malha
quadriculada vem, por padrao, com quadrados de um centimetro de lado. Podemos
alterd-la com o comando \tkzGrid[step=x], sendo x o novo valor dos lados dos
quadrados que compoem a malha. A Figura traz os eixos com xg = y, = —3
e x; = y; = 3 e a malha quadriculada com x=0.5cm. Nela foram utilizados os

seguintes comandos:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}
\begin{tikzpicture}
\tkzInit [xmin=-3,xmax=3,ymin=-3, ymax=3]
\tkzGrid[step=0.5cm]
\tkzAxeXY
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.1: Eixos cartesianos e malha quadriculada.

-3

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [30].

A construcao da malha quadriculada e dos eixos coordenados nao é obrigatoria
para se desenhar no IXTEX, eles servem apenas de apoio para se orientar no plano.
Nas proprias secoes, nao os desenharemos, a fim de simplificar os desenhos, evitando
sobrecarrega-los. Mais informacoes sobre a malha e os eixos coordenados podem ser
encontradas em Matthes [30].

De acordo com Matthes [29], os desenhos feitos com tkz-euclide sdo basea-
dos em cinco acgoes: definir, criar, desenhar, marcar e rotular. Com excecao da
segunda, essas serao as agoes que mais utilizaremos e sao produzidas com comandos
que iniciam, respectivamente, com \tkzDef, \tkzDraw, \tkzMark e \tkzLabel. Os
comandos relacionados as acoes de criagao nao apresentam prefixo constante, mas
geralmente possuem \tkzGet em sua estrutura. Esse tipo de comando é essenci-
almente dedicado a “criacao” de pontos a partir de outros elementos predefinidos,
como a intersecao de duas retas ou a obtencao do ponto médio de um segmento
de reta ou ainda a obteng¢ao de pontos por transformagoes geométricas (translagao,

rotacao, simetria ou reflexao).

5.2.2 Ponto
Definindo pontos

Os pontos sao os elementos principais para se desenhar figuras geométricas. E a
partir deles que sera possivel desenhar retas, semirretas, segmentos, poligonos, etc.
Em tkz-euclide, s6 é possivel desenhar ou nomear um ponto e, consequentemente,
os objetos que se associam aos mesmos, se os definirmos previamente. Entao, as

primeiras macros a serem digitadas referentes aos desenhos devem ser as que de-
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finem pontos, pois nao poderemos desenhda-los se nao estiverem definidos. Além
disso, os comandos de definicoes devem ser digitados antes dos destinados a criar,
desenhar, marcar ou rotular, e esta ordem nao pode ser desrespeitada. Por exemplo,
se pedirmos para desenhar um ponto A antes do comando que o define, serd apre-
sentado um erro com os dizeres “Package pgf Erro: No shape named ‘A’ is known”,
que em traducao livre significa “Erro no Pacote pgf: Nenhuma forma chamada ‘A’
€ conhecida’.

Os pontos sao divididos em duas categorias: os “fixos” e os “criados”. Vamos
tratar inicialmente dos pontos fixos, os pontos criados serao abordados conforme
a necessidade e de forma mais aprofundada na Subsecdo [5.2.10] Os pontos fixos
sao aqueles que definimos por meio de coordenadas, enquanto os pontos criados sao
obtidos as custas dos pontos fixos. Eles também possuem coordenadas, mas nao
precisamos conhecé-las para defini-los, desenhé-los ou nomeé-los.

Para se definir um tnico ponto fixo, pode-se utilizar o comando
\tkzDefPoint [opgdes] (x,y) {ponto,}, (5.1)

onde, no espaco de opgoes, entre colchetes, pode-se colocar 1label="nome do ponto"
quando se pretende nomear o ponto. Esse argumento nao é obrigatério e pode ser
qualquer caractere aceito pelo TEX, até mesmo uma frase. Mais adiante veremos
outra op¢ao para nomear os pontos. As coordenadas cartesianas podem ser valo-
res decimais e sao colocadas em x e y, acomodadas entre parénteses e separados
por virgula (o ponto é reservado para separar inteiros de decimais). Por padrao, é
assumido o centimetro como unidade de medida para as coordenadas. Entre cha-
ves, colocamos a referéncia do ponto, a qual serd usada para se fazer referéncia ao
ponto posteriormente. Essa referéncia pode ser uma letra latina, um ntmero, uma
letra com texto subscrito ou sobrescrito (nesses casos a referéncia é escrita como no
ambiente matematico, mas sem usar os cifroes) ou até mesmo uma frase, mas ndo
S0 aceitos caracteres especiais, como ®, X, % ou ®. E aconselhdvel que se use,
sempre que possivel, o mesmo simbolo para o nome e para a referéncia, pois isso
evita confusao na hora de se referir ao ponto. Para este fim, usaremos letras latinas

maitsculas. Veja a seguir um exemplo de definicao do ponto A:
\tkzDefPoint [label=A] (-2,4){A}.

Para se definir um ou mais pontos fixos com uma tnica macro, pode-se fazer uso

do comando

\tkzDefPoints [opgdes]{x,/y,/n1, X2/y,/n2, ...,%;/y,/n;}. (5.2)
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Nessa macro, podemos colocar na parte de opgoes, entre colchetes, os argumentos
[xshift="valor",yshift="valor"]. (5.3)

Essa opcao move todos os pontos definidos com essa macro conforme os valores espe-
cificados em "valor", sendo xshift="valor" referente & abcissa e yxshift="valor",
a ordenada (essa op¢do nao é obrigatoria e também pode ser utilizada na macro
(5.1)). Os valores das abcissas e das ordenadas sdo colocados, respectivamente, em
x; e y; e as referéncias em n;. A seguir, definimos os pontos A, B, C' e D utilizando

essa macro, onde deslocamos a abcissa em 2cm e a ordenada em -1 cm:
\tkzDefPoints[xshift=2cm,yshift=-1cm]{0/0/4,1/2/B,-1/-2/C,-1/2/D}.

Esse deslocamento das coordenadas utilizando shift é opcional, ele é Gtil quando
se pretende, por algum motivo, deslocar os valores das coordenadas de todos os

pontos evitando que se faca isso ponto a ponto.

Desenhando pontos

A definicao de um ponto nao o desenha. Para esse fim devemos utilizar a macro
\tkzDrawPoint [opgdes] (ponto,), (5.4)

se desejarmos desenhar um tnico ponto, ou
\tkzDrawPoints [opg¢des] (ponto, ,ponto,,ponto,, ...,ponto,), (5.5)

para desenhar mais de um ponto.

Os comandos colocados no espago de opcgoes, em ambos os casos, modificam o
ponto em relacao ao formato, tamanho e cor. Para modificar o formato do ponto
utilizamos shape="formato", onde podemos usar cross que faz o ponto com a
forma de uma cruz, cross out que faz o ponto no formato de “x” e circle para o
ponto em forma de circulo. Por padrao, o ponto possui o formato de um circulo, isto
é, se a opcao do formato do ponto for omitida, serd assumido o argumento circle.

Para modificar o tamanho do ponto, utilizamos size="valor", onde se deve
especificar a medida do diametro desejado do ponto. A unidade de medida padrao
para esse fim da versao 3.06c¢ do tkz-euclide é o “ponto”’, mas podemos utilizar as
unidades métricas com a correspondéncia aproximada de 1 pt para cada 0.03527 cm.
Se o tamanho do ponto nao for especificado, como padrao, serd assumido o diametro
de 3pt o que é equivalente a aproximadamente 0.10581 cm.

Por padrao, o ponto possui fronteira e interior na cor preta, mas podemos mudar

essas cores usando, respectivamente, draw="cor" e fill="cor".

95



Devemos especificar os pontos que desejamos desenhar, entre parenteses e sepa-
rados por virgulas, por meio das referéncias criadas ao definir os pontos.

A Figura traz alguns exemplos de como desenhar pontos com possiveis com-
binacoes de opgoes para forma, tamanho e cores. Tais pontos foram obtidos por

meio do codigo a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoint [label=A] (0,0){A}
\tkzDefPoint (1,0){B}
\tkzDefPoints{2/0/C, 3/0/D, 4/0/E}
\tkzDefPoints[xshift=4cm,yshift=-3cm]{1/3/F, 2/3/G}
\tkzDrawPoint [size=0.2cm,fill=yellow,draw=black] (4)
\tkzDrawPoints(B,C)
\tkzDrawPoints [shape=cross,draw=red,size=0.5cm] (D)
\tkzDrawPoints[shape=cross out,size=0.15cm,draw=blue] (E,F)
\tkzDrawPoints[size=0.15cm,draw=blue,fill=red] (G)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.2: Pontos com diferentes caracteristicas.

8« o 1 x x e

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Nomeando pontos

Observe que, na Figura [5.2] apenas o ponto A foi nomeado, pois foi o tinico que
recebeu a opcao label ao ser definido. Essa forma de nomear um ponto nao é muito
util, pois nao ha como editar, por exemplo, sua posicao ou alterar o tamanho do

nome. Assim, para nomear um tnico ponto é aconselhéavel utilizar a macro
\tkzLabelPoint [opg¢des] (ponto,){nome}. (5.6)

Por meio da macro (5.6, podemos controlar caracteristicas do nome como ta-
manho, cor e posigao de ancoragem (onde o nome do ponto ficard posicionado con-

siderando seu entorno), colocando op¢oes especificas no local destinado.
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Para controlar o tamanho, podemos utilizar scale="valor". Essa opcao au-
menta ou diminui o tamanho da etiqueta do ponto conforme o valor especificado
em percentual, sendo obtido o tamanho normal quando se assume o valor 1 como
argumento ou quando se omite essa opcao.

Por padrao, a cor do nome é preta. Se quisermos altera-la, basta escrever a
cor desejada no local de opcoes da macro, que a etiqueta do ponto assumiré a cor
especificada.

O controle da posicao de ancoragem do nome do ponto é feito por meio de below,
above, right, left, below right, below left, above right ou above left. Es-
tas opcoes significam que o nome do ponto serd ancorado, respectivamente, em
regioes situadas ao sul, norte, leste, oeste, sudeste, sudoeste, nordeste e noroeste
do ponto, sendo ainda possivel especificar a distancia entre o nome e o ponto, co-
locando o valor dessa distancia apds a definicio da posicdo de ancoragem. Por
exemplo, below=3mm, faz 0 nome ficar ancorado ao sul do ponto a uma distancia de
3 milimetros.

Para um resultado ainda mais preciso para o posicionamento, pode-se utilizar as
opcoes xshift="valor" e yshift="valor" que permitem deslocar o nome de sua
posi¢ao padrao (below right), conforme valores especificados em "valor". Estas
opcoes sao muito tteis, pois quando desenhamos uma figura muitas vezes o nome
do ponto fica posicionado sobre um elemento desenhado como, por exemplo, um
segmento ou no interior de um angulo, essas opc¢oes possibilitam mover a etiqueta
para um espaco adequado. A Figura representa uma dessas situagoes, onde do
lado esquerdo as macros nomeiam os pontos A e C' em regioes indesejadas e, do lado

direito, o problema é resolvido com as opc¢oes apresentadas.

Figura 5.3: Posicionamento adequado dos nomes de pontos.

\tkzLabelPoint(A){$A$} \tkzLabelPoint[above left] (A){$A$}
\tkzLabelPoint (B) {$B$} \tkzLabelPoint (B) {$B$}
\tkzLabelPoint(C){$C$} \tkzLabelPoint[below left] (C){$C$}
A
B B
C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos as opgoes na macro (5.6, colocamos entre parénteses a referéncia do ponto
previamente definido que se pretende nomear. Depois da referéncia, colocamos entre

chaves o nome desejado do ponto. Note que, na Figura [5.3, o nome do ponto foi
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colocado entre cifroes ao utilizar essa macro. Isso é necessario para que o nome fique
na forma matemaética.

Observe, na Figura [5.4] e no cédigo a seguir, exemplos de nomeacao de pontos

utilizando a macro (5.6).

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A,1.5/0/B*,3/0/C,4.5/0/D_a,6/0/E,7.5/0/F,9/0/G}
\tkzDrawPoints(A,B’,C,D_a,E,F,G)
\tkzLabelPoint[red,above left] (A){$A$}
\tkzLabelPoint [above] (B’){$B’$}

\tkzLabelPoint [above right,yshift=-0.1cm] (C){$C$}
\tkzLabelPoint [right] (D_a){$D_a$}
\tkzLabelPoint [below] (E) {$E$?}
\tkzLabelPoint [xshift=-0.4cm,scale=0.8] (F){$F$}
\tkzLabelPoint [left] (G) {$G$}
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.4: Algumas possibilidades para nomeacao de pontos.

A, 5 .C

.Da E F. G.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E possivel nomear varios pontos de uma so vez utilizando a macro
\tkzLabelPoints [opgdes] (ponto, ,ponto,,ponto;, ...,ponto,). (5.7)

A vantagem de se utilizar esta macro é 6bvia, economizamos linhas ao digitar um
codigo, mas como desvantagem todos os pontos apresentarao as mesmas caracteris-
ticas especificadas no espaco de opcoes. Por isso, ele é indicado para nomear pontos
que compartilham as mesmas opcoes utilizadas.

Observe que a macro (5.7)) nao apresenta lugar para se digitar o nome do ponto
como ¢ no comando (5.6]), isto porque, ela assumird como nome a referéncia dada
quando o ponto foi definido, isto é, o ponto serd nomeado conforme a referéncia. O
codigo a seguir traz exemplos de utilizacao dessa macro e a Figura representa o

resultado esperado.
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A,1.5/0/B,3/0/C,4.5/0/D,6/0/E}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E)
\tkzLabelPoints[left] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[right] (D,E)

\end{tikzpicture}

\end{document?}

Figura 5.5: Nomeando mais de um ponto com um comando.
Ae Be Ce oD o

Fonte: Elaborada pelo autor.

E valido ressaltar que o nome do ponto sera apresentado automaticamente no for-
mato matematico quando se utiliza a macro (5.7). A Tabela traz um resumo

das opcgoes para nomeacao de pontos.

Tabela 5.1: Resumo das op¢oes para as macros 1 e 1)

| tkzLabelPoint[op¢oes](ponto, ) {nome}
| tkzLabel Points[op¢ées](ponto,,pontos,pontos,...,ponto;)

Opcao Funcao Exemplo
scale="valor” | Controla o tamanho do nome. scale=0.4
color Altera a cor de preta para a especificada. red
below Posiciona o nome ao sul do ponto. below
above Posiciona o nome ao norte do ponto. above

right Posiciona o nome ao leste do ponto. right=-2mm
left Posiciona o nome ao oeste do ponto. left=1mm
below right | Posiciona o nome ao sudeste do ponto. below right
below left Posiciona o nome ao sudoeste do ponto. below left
above right | Posiciona o nome ao nordeste do ponto. above right
above left Posiciona o nome ao noroeste do ponto. above left
xshift="valor” | Posiciona o nome conforme valor especificado. | zshift=2mm
yshift="valor” | Posiciona o nome conforme valor especificado. | yshift=1mm

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Matthes [29].
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5.2.3 Reta, Semirreta e Segmento
Desenhando retas, semirretas e segmentos

Para se desenhar uma reta, é necessario que dois pontos sejam definidos, a reta

incidira nos dois pontos. A macro destinada ao desenho da reta é
\tkzDrawLine [opgdes] (ponto, ,ponto,). (5.8)

Colocamos estre parénteses as referéncias dos dois pontos por onde a reta incidira
e no espaco de opgoes podemos colocar argumentos para controlar as caracteristicas
da reta como cor, espessura e estilo da linha.

Por padrao, a cor da linha que representa a reta é preta, mas podemos altera-la
colocando simplesmente o nome da cor no espaco de opc¢oes. A Figura traz, a
esquerda, o resultado padrao obtido com a macro sem nenhuma opcao e, a direita, a
macro com a opgao que altera a cor de black (preto) para purple (roxo). Os pontos e
seus nomes foram desenhados por meio dos comandos e , respectivamente.

Figura 5.6: Exemplo de mudanca na cor de uma reta.

\tkzDrawLine(A,B) \tkzDrawLine[purple] (A,B)
B D

A C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se alterar a espessura da linha por meio das opcoes thick, very thick
ou ultra thick que alteram a espessura para valores predefinidos. Porem, se de-
sejar uma espessura precisa, a opcao line width="valor" ¢é mais indicada onde
especifica-se o valor desejado em centimetros (cm) ou milimetros (mm). Veja, na

Figura os resultados da utilizagao dessas opcoes.

Figura 5.7: Exemplo controle da espessura de uma reta.

\tkzDrawLine[] (A,B)
\tkzDrawLine[thick] (C,D)
\tkzDrawLine[very thick] (E,F)
\tkzDrawLine[ultra thick] (G,H)
\tkzDrawLine[line width=0.8mm] (I,J)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O estilo padrao da reta é uma linha continua. Esse estilo pode ser alterado para
tracejado ou pontilhado, utilizando-se as opcoes dashed ou dotted, respectivamente.
A Figura ilustra os trés resultados possiveis de estilo de linha.

Figura 5.8: Exemplo estilo da linha de uma reta.

\tkzDrawLine[] (A,B)
\tkzDrawLine[dashed] (C,D) =-----------=----------~-----
\thDraWLine [dOtted] (E s F) ..............................................................

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se desejarmos, é possivel colocarmos uma seta na ponta da reta. Para isso, basta

digitar <-> no espaco de opgoes. Veja alguns resultados na Figura 5.9
Figura 5.9: Exemplo de estilos das pontas de uma reta.

\tkzDrawLine [<->] (A,B) <

\tkzDrawLine [<->,>=1latex] (C,D)
\tkzDrawLine [<->,>=triangle 45] (E,F) <=
\tkzDrawLine [<->,>=stealth] (G,H)
\tkzDrawLine [<->,>=stealth’] (I,J)

y 4

v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que, na Figura [5.6] as retas desenhadas excedem os segmentos AB e
CD nas duas pontas. Por padréo, esse excesso ¢ equivalente a 20% do tamanho
do segmento, mas pode ser controlado com a opcao add="valor" and "valor". O
primeiro valor, controla o excesso do primeiro ponto, e o segundo valor controla o
do segundo ponto. Esses valores podem ser em percentuais (tomando como base
o tamanho do segmento) ou em centimetros. Podemos nos valer desta op¢ao para
desenharmos semirretas, sendo que, basta considerar um dos pontos como origem
da semirreta e adotar zero no valor que controla o excesso neste ponto. A Figura
5.10| mostra o resultado do cédigo completo a seguir, exemplificando a obtencgao de

semirretas por meio da opc¢ao add.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-3/1.5/A,-1/2/B,-3/0.5/C,-1/1/D,-3/-0.5/E,-1/0/F}
\tkzDrawLine[add=0 and 0.3,->,>=stealth’](A,B)
\tkzDrawLine[add=0.4 and 1cm] (C,D)
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\tkzDrawLine[add=0.6 and 0,<-,>=stealth’](E,F)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F)
\tkzLabelPoints(A,B,C,D,E,F)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.10: Utilizando add para desenhar semirretas.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Podemos ainda utilizar a opgao add na macro (5.8) para desenhar segmentos.
Para isso, basta colocar zero em ambos os excessos. Porém, esta é apenas uma

alternativa, pois existe uma macro especifica para desenhar segmentos, a saber,
\tkzDrawSegment [op¢des] (ponto, ,ponto,). (5.9)

Todas as op¢oes apresentadas referentes a macro (5.8) podem ser utilizadas na
macro (5.9). No entanto, uma opg¢do muito util para segmentos é a dim que serve
para adicionar uma linha com setas nas pontas e indicar o comprimento do segmento.

A Figura [5.11] representa a utilizacao desta opgao.

Figura 5.11: Exemplo de utilizacao da opcao dim.

\tkzDrawSegment [dim={$3cm$,0.5cm, }] (A,C)
\tkzDrawSegment [dim={$4cm$,-0.5cm,below=1mm}] (B,D)

f«———3cm

C
A B D

4dcm

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe, na Figura que no segundo comando, usado para desenhar o seg-
mento BD, foi utilizada a op¢ao dim={$4cm$,-0.5cm,below=1mm}. O primeiro
argumento deve ser o que pretendemos que apareca proximo a linha, geralmente é o

comprimento do segmento, neste exemplo, $4cm$. O segundo argumento controla a
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distancia que a linha com setas aparecerd em relacao ao segmento: valores positivos
a colocarao acima ou a direita e valores negativos a colocarao abaixo ou & esquerda
(isso também depende de como estdo escritas as referéncias dos pontos: escrever
(D, B) em vez de (B, D) alterara o sentido), -0.5cm indica que a linha com setas
ficard abaixo do segmento BD a uma distancia de 0.5cm. O terceiro argumento
controla a posi¢ao/ancoragem e a distancia que o texto escrito no primeiro argu-
mento aparecerd. Por exemplo, below=1mm indica que o texto ficara abaixo e a uma
distancia de 1 mm da linha com setas. Caso esse argumento seja omitido, o texto
ficara posicionado no centro da linha como foi o caso do segmento AC. E importante
ressaltar que, mesmo omitindo o terceiro argumento, é obrigatorio colocar a virgula
antes de fechar a chave.

As macros e sdo utilizadas para desenhar uma tnica reta e um tnico
segmento. Com o objetivo de diminuir o ntimero de linhas do c6digo, é possivel

desenhar vérias retas e varios segmentos fazendo uso, respectivamente, das macros

\tkzDrawLines [op¢8es] (ponto, ,ponto, pontos,ponto, ...ponto,,ponto;)
(5.10)
e
\tkzDrawSegments [op¢des] (ponto, ,ponto, pontos,ponto, ...ponto,,ponto,),
(5.11)

onde os pares de pontos (referéncias) devem ser separados com um espago simples
e cada par representara um segmento. A desvantagem da utilizacdo dessas macros
é que todas as retas ou todos os segmentos ficarao com a mesma aparéncia, de
acordo com as opgoes digitadas. A Figura[5.12|traz um exemplo, que foi obtido pelo

seguinte codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-1/0/A, 2/-1/B, 0/-3/C, 2/-2/D}
\tkzDrawLines [<->,>=stealth’] (A,B C,D)
\tkzDrawSegments(A,C B,D)
\tkzDrawSegments [dashed] (A,D B,C)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[above right] (A,B)
\tkzLabelPoints(C,D)

\end{tikzpicture}

\end{document}
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Figura 5.12: Desenhando mais de uma reta ou segmento com o mesmo comando.

A

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nomeando retas e segmentos

Além de desenhar, podemos nomear uma reta ou um segmento, respectivamente,

por meio dos comandos
\tkzLebelLine [op¢des] (ponto,,ponto,) {nome’} (5.12)

ou

\tkzLebelSegment [opgSes] (ponto, ,ponto,) {nome}. (5.13)

Nestas macros, colocamos entre parénteses as referéncias dos pontos por onde a
reta ou o segmento incidird e entre chaves colocamos o nome que desejamos. Em
relacao as opcoes, sao validas todas as apresentadas na macro e, além delas,
podemos utilizar a op¢ao pos="valor", que controla a posi¢ao do nome ao longo da
reta ou do segmento. Para esse controle, devemos indicar, em "valor", o percentual
em decimal do segmento definido pelos pontos de referéncia. Veja alguns resultados

possiveis na Figura .13

Figura 5.13: Nomeando retas e segmentos.

\tkzLabelLine[above right,pos=1.1](A,B){$r$}

A B
\tkzLabelLine[above left,pos=-0.1](C,D){$s$} 5 S )
\tkzLabelSegment (E,F) {$x$} . i °
E F

3em
\tkzLabelSegment [pos=0.3] (G,H) {$3cm$} & 3
\tkzLabelSegment [pos=0.7] (I,J){$3cm$} } sem }

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Quando o segmento nao estiver na horizontal, pode ser util utilizar a opcao
sloped para alinhar o nome do segmento com a sua diregao. Esse alinhamento pode
ser controlado com precisao por meio da op¢ao rotate="valor", onde especificamos

o angulo de rotagao do nome. Veja a Figura [5.14]

Figura 5.14: Rotacionando o nome de um segmento.

\tkzLabelSegment[sloped] (A,B){3cm} \tkzLabelSegment[rotate=-90,below] (C,D){2cm}

e D

S
A S
C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando os segmentos sao congruentes, é conveniente nomea-los com o mesmo

valor ou com o mesmo simbolo. Nesse caso, podemos fazer uso da macro

\tkzLebelSegments [op¢es] (ponto,,ponto, ... ponto,,ponto,){nome},
(5.14)
onde os segmentos sao indicados pelos pares de referéncias (pontos) separados por
um espaco simples e todos receberao o mesmo nome especificado entre chaves. Veja

um exemplo na Figura [5.15] a qual foi construida por meio do co6digo a seguir:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 1/1/B, 3/0/C, 4/1/D, 5/0/E, 7/1/F, 8/0/G,
9/1.5/H, 10/0/1, 11/1/3}
\tkzDrawSegments(A,B B,C C,D D,E E,F F,G G,H H,I I,J)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,G,H,I,J)
\tkzLabelPoints[below] (A,C,E,G,I)
\tkzLabelPoints[above] (B,D,F,H,J)
\tkzLabelSegments(A,B C,D D,E F,G I,J){$x$}
\tkzLabelSegments(B,C E,F){$y$}
\tkzLabelSegments(H,G I,H){$z$}
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.15: Nomeando segmentos congruentes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Marcando segmentos

Também ¢ comum marcar os segmentos para indicar que eles sao congruentes.

Essa marcacao é feita com as macros

\tkzMarkSegment [op¢des] (ponto, ,ponto,) (5.15)

\tkzMarkSegments [op¢des] (ponto, ,ponto, ... ponto,,ponto,). (5.16)

A macro ¢ indicada quando se pretende marcar apenas um segmento,
enquanto a macro é indicada para marcar varios segmentos com a mesma
marcacao. Em ambos os casos, é possivel especificar no espaco de opcoes o for-
mato da marcacao do segmento colocando mark=|, mark=||, mark=|||, mark=s]|,
mark=s| |, mark=s| ||, mark=s, mark=x, mark=z, mark=0 ou mark=o0 para obter es-
tilos diferentes de marcacoes. Veja, na Figura [5.16] o resultado de cada uma dessas

opcoes.
Figura 5.16: Exemplo marcacao de segmentos.

\tkzMarkSegment [mark=|] (A,B) ———
\tkzMarkSegment [mark=||] (C,D) ———f——
\tkzMarkSegment [mark=|||] (E,F) i
\tkzMarkSegment [mark=s|] (G,H) ——~——
\tkzMarkSegment [mark=s| |] (I, J)
\tkzMarkSegment [mark=s| | |] (K,L)
\tkzMarkSegment [mark=s] (M,N) —G—
\tkzMarkSegment [mark=x] (0,P) —>¢——
\tkzMarkSegment [mark=z] (Q,R)
\tkzMarkSegment [mark=0] (S, T) &
\tkzMarkSegment [mark=00] (U, V)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2.4 Angulo e Arco
Desenhando angulos

Para desenharmos um angulo, precisamos de trés pontos e utilizamos a macro
\tkzMarkAngle [opgdes] (ponto, ,ponto,,ponto,), (5.17)

onde especificamos, entre parénteses e em ordem anti-horaria, as trés referéncias dos
pontos sendo, a central, o vértice do angulo.

As opcoes permitem controlar caracteristicas do angulo, como tamanho do di-
ametro, cor e estilo, além de colocar marcacdes como nas macros e (p.16),
sendo por padrao, colocada a marcacao da opgao mark=|, mesmo que nao seja so-
licitada. Para desenharmos o angulo sem marcacao, devemos colocar no espaco de
op¢oes um dos comandos mark= ou mark=none. A Figura traz trés resultados

com marcacoes diferentes.

Figura 5.17: Exemplo desenho e marcacao de angulos.
\tkzMarkAngle[mark=] (A,B,C) \tkzMarkAngle(D,E,F) \tkzMarkAngle[mark=||](G,H,I)
B " FE ) H e
Fonte: Elaborada pelo autor.

O tamanho do diametro do angulo é controlado pela opcao size="valor" onde
podemos utilizar valores em centimetros. Veja a Figura [5.18 onde o angulo do

centro apresenta o tamanho padrao de 1 cm de diametro.

Figura 5.18: Exemplo tamanho do diametro do angulo.

\tkzMarkAngle[size=0.5cm] (A,B,C) \tkzMarkAngle(D,E,F) \tkzMarkAngle[size=1.5cm] (G,H,I)
C F I

B E H
A D G

Fonte: Elaborada pelo autor.

A cor da linha do angulo é alterada por meio da opcao color="cor" ou, simples-
mente, informando a cor desejada no espaco de opcoes, enquanto o estilo do angulo

é alterado por meio das opcoes arc=1, arc=11 ou arc=111, sendo que cada letra “[”
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equivale a uma linha desenhada no angulo. A Figura traz resultados com cores

e estilos diferentes de angulos.

Figura 5.19: Alterando a cor e o estilo do angulo.

\tkzMarkAngle[red] (A,B,C) \tkzMarkAngle[arc=11](D,E,F) \tkzMarkAngle[arc=111] (G,H,I)
C F I

B " E ) H el

Fonte: Elaborada pelo autor.

A fim de economizar linhas, podemos utilizar a macro a seguir para desenhar

varios angulos de uma so vez:

\tkzMarkAngles [op¢8es] (ponto, ,ponto,,ponto; ... ponto,,ponto;,ponto,),

(5.18)

sendo que, cada trio de referéncias dos pontos representa um angulo e devem ser

separados por um espaco simples. Além disso, todas as opcoes apresentadas para a

macro também sao validas, porém, todos os angulos apresentarao as mesmas
caracteristicas conforme as opcoes utilizadas.

E comum desenhar o angulo reto na forma de um quadrado. Essa forma é obtida

utilizando-se a macro
\tkzMarkRightAngle [opgSes] (ponto, ,ponto,,pontos) (5.19)
para desenharmos um tnico angulo reto, ou o comando

\tkzMarkRightAngles [opg¢des] (ponto,,ponto,,ponto,...ponto,,ponto,,ponto,),
(5.20)
para desenharmos varios angulos retos ao mesmo tempo.
As opcoes TUteis para as macros e sao color="cor" e size="valor"
que alteram, respectivamente, a cor e o tamanho do raio do angulo. Veja na Figura
[.20]o resultado do codigo a seguir, com alguns exemplos de utiliza¢ao dessas macros

e dessas opcoes.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{5/0/0, 7/0/A, 5/1.5/B, 3/0/C, 5/-1.5/D}
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\tkzMarkRightAngle[size=0.5] (A,0,B)
\tkzMarkRightAngles[color=red,size=0.35](B,0,C D,0,A)
\tkzDrawLines[add=0 and 0.2](0,A 0,B 0,C 0,D)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[below left] (0,A,C,D)
\tkzLabelPoints[above left] (B)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.20: Desenhando angulos retos.

B

sl
o

D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pintando angulos

E possivel pintar uma regido angular com o comando
\tkzFillAngle[opgdes] (ponto, ,ponto,,ponto,), (5.21)
ou varias regides angulares, com o comando

\tkzFillAngles[opg¢des] (ponto,,ponto,,ponto; ...ponto,,ponto,,ponto,),

(5.22)

sendo que, devemos escrever a opcao fill="cor" especificando a cor desejada em
"cor'".

Caso as macros e sejam utilizadas em conjunto com as macros

e para desenhar e pintar o mesmo angulo, devemos nos atentar para a opcao

size="valor" que controla o tamanho do didmetro do angulo. O ideal é que se

escolha o mesmo valor para evitar que a regiao angular pintada fique desencontrada

com a linha do angulo desenhado. A Figura mostra um angulo que apresenta

esse problema. Isso acontece porque os valores utilizados para size nas macros

referentes ao angulo ZCOD (linhas 8 e 9 do c6digo a seguir) sdo diferentes.

\documentclass{standalone}

109



\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{5/0/0, 7/0/A, 6/1/B, 4/1.25/C, 3/0/D}
\tkzFillAngles[size=0.5cm,fill=blue!30] (A,0,B)
\tkzFillAngle[size=0.8cm,fill=orange!40] (B,0,C)
\tkzFillAngle[size=0.7cm,fill=purple!60](C,0,D)
\tkzMarkAngles[size=0.5cm,mark=] (A,0,B C,0,D)
\tkzMarkAngle[size=0.8cm,mark=] (B,0,C)
\tkzDrawLines[add=0 and 0.2](0,A 0,B 0,C 0,D)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[below] (0,A,D)
\tkzLabelPoints[above left] (B)
\tkzLabelPoints[below left] (C)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.21: Pintando angulos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que nas macros das linhas 6, 7 e 8 do codigo da Figura[5.21] foi utilizada
a opgao fill="cor" especificando as cores azul (blue), laranja (orange) e roxo
(purple) seguidas do sinal de exclamagao e de um ntimero. Essa exclamagao e esse
nimero controlam o percentual da cor utilizada. Por exemplo, blue!30 indica que
serd utilizado 30% da cor azul padrao.

Para pintarmos os angulos retos, devemos utilizar a op¢ao £ill="cor" nas ma-

cros (p.19)) e (5.20). A Figura traz um exemplo que foi construido por meio do

seguinte codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/0, 2/0/A, 0/1/B, -2/0/C, 0/-1/D}
\tkzMarkRightAngle[size=0.5,fill=blue!20] (A,0,B)
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\tkzMarkRightAngle[color=red,size=0.35,fill=red!20] (B,0,C)
\tkzMarkRightAngle[color=blue,size=0.25,fill=gray!20](D,0,A)
\tkzDrawLines (C,A B,D)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[below] (A)
\tkzLabelPoints[above left] (B)
\tkzLabelPoints[below left] (C,D,0)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.22: Pintando angulos retos.

B

1 |
O

] A

D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nomeando angulos

Podemos nomear um tinico angulo por meio da macro
\tkzLabelAngle[opgSes] (ponto, ,ponto,,ponto,){nome} (5.23)
ou nomear varios angulos com o mesmo nome, através do comando

\tkzLabelAngles [op¢des] (ponto, ,ponto,,ponto,. . .ponto,,ponto;,ponto,) {nome}.
(5.24)

As referéncias dos pontos sdo organizadas como nas macros e e
podemos controlar caracteristicas como cor, tamanho e posicionamento do nome em
relacao ao angulo desenhado.

O controle da cor é feito indicando a cor desejada no espaco de opcoes ou através
do comando color="cor" especificando a cor desejada em "cor".

O controle do tamanho do nome é feito por meio da op¢ao scale="valor", sendo
que o valor digitado em "valor" deve ser em percentual, a omissao dessa opcao ou
a utilizagao de scale=1 desenhard o nome do angulo em seu tamanho padrao.

Em relacao ao posicionamento, podemos utilizar varias opcoes, como as utiliza-
das na macro (above, below, right, etc.), sendo que para um posicionamento

mais preciso aconselha-se utilizar as opc¢oes xshift="valor" e yshift="valor".
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Além disso, podemos fazer uso da opgao pos="valor", sendo esta mais indicada

para controlar a distancia do nome em relacdo a linha do angulo desenhado. A

Figura traz o resultado do coédigo abaixo com a utilizagao de algumas dessas

opcoes.

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{5/0/0,

\tkzFillAngle[size=0.
\tkzFillAngle[size=0.
\tkzFillAngle[size=0.
\tkzMarkAngle[size=0.
\tkzMarkAngle[size=0.
\tkzMarkAngle[size=0.
\tkzMarkAngle[size=0.

7/0/A, 6/1/B, 4/1.25/C, 3/0/D}
5cm,fill=blue!30] (A,0,B)
8cm,fill=pink!20] (B,0,C)
7cm,fill=red!50](C,0,D)
5cm,mark=](A,0,B)

8cm,mark=] (B,0,C)

7cm,mark=] (C,0,D)

3cm,mark=] (E,Q0,4)

\tkzDrawLines[add=0 and 0.2](0,A 0,B 0,C 0,D)

\tkzDrawPoints (0,A,B,

C,D)

\tkzLabelPoints[below left] (A,C,D,0)
\tkzLabelPoints[above left] (B)

\tkzLabelAngle[pos=0.
\tkzLabelAngle[scale=
\tkzLabelAngle[scale=

\end{tikzpicture}
\end{document}

71(A,0,B){$\alpha$}
2,yshift=-0.4cm] (B,0,C){$\betat}
1.1,p0s=0.9,red] (C,0,D){$60"\circ$?}

Figura 5.23: Nomeando angulos.

AN B

(0] A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ainda é possivel utilizar a opcao rotate="valor" para rotacionar o nome do

angulo em torno do seu proprio eixo de acordo com o valor, em graus, especificado em

"valor". A Figura traz o resultado do c6digo completo a seguir, exemplificando

o uso dessas opgoes.
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{5/0/0,7/0/A,6/1/B,4/1.25/C,3/0/D,5.5/-1.25/E}
\tkzFillAngles[fill=red!30] (A,0,B B,0,C C,0,D D,0,E E,0,A)
\tkzMarkAngles[mark=] (A,0,B B,0,C C,0,D D,0,E E,0,A)
\tkzDrawLines[add=0 and 0.2](0,A 0,B 0,C 0,D 0,E)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,D,E)
\tkzLabelPoints[below left] (A,C,D,0,E)
\tkzLabelPoints[above left] (B)
\tkzLabelAngle[pos=1.2,rotate=-65] (A,0,B){$30"\circ$}
\tkzLabelAngle[pos=1.2] (B,0,C){$90"\circ$}
\tkzLabelAngle[pos=1.2,rotate=65] (C,0,D){$60"\circ$}
\tkzLabelAngle[pos=1.2,rotate=145] (D,0,E){$110~\circ$}
\tkzLabelAngle[pos=1.2,rotate=-120] (E,0,A){$70"\circ$}

\end{tikzpicture}

\end{document?}

Figura 5.24: Rotacionando nomes de angulos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desenhando arcos

A macro responsavel por desenhar um arco é
\tkzDrawArc [op¢des] (ponto, ,ponto,) (ponto,), (5.25)

onde ponto; representa o ponto central do arco e a distancia de ponto; ao ponto,
equivale ao raio do arco que sera desenhado no sentido anti-horario do ponto, para
0 pontos.

As opcoes para os arcos sao diversas e controlam caracteristicas como cor, estilo

da linha, espessura e até o estilo das pontas do arco. A Tabela apresenta as
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principais opgoes e suas funcoes.

Tabela 5.2: Resumo das opc¢oes para a macro (|5.25]).

| tkzDrawArc[opgoes](pontol,ponto2)(ponto3)

Opcoes Funcao Exemplos

color="“cor” Controla a cor do arco. color=red
dashed O arco fica tracejado. -
dotted O arco fica pontilhado. -
double Duplica a linha do arco. -
thick O arco fica um pouco mais grosso. -
very thick O arco fica ainda mais grosso. -

ultra thick O arco fica bem mais grosso. -
line width=0.6mm
> <, <>

delta=20

line width="valor” | Controla a espessura do arco.

<> Coloca uma seta nas pontas do arco.

delta="valor” Faz o arco ultrapassar os pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Veja na Figura resultados da utilizacao de algumas dessas opgoes na macro
(5.25)). Tal figura foi obtida por meio do seguinte codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/0,0.75/0/A,1.5/0/B,2.25/0/C,3/0/D,1.25/1.25/E}
\tkzDrawLine[add=0 and 0.8](0,E)

\tkzDrawLine[add=0 and 0.2](0,D)
\tkzDrawArc[color=black,very thick] (0,A) (E)
\tkzDrawArc[color=red,->,>=stealth’,thick] (0,B) (E)
\tkzDrawArc[color=blue,->,>=stealth’,delta=20,ultra thick] (0,C) (E)
\tkzDrawArc[dashed,->,>=stealth’] (0,D) (E)
\tkzDrawArc [double] (0,E) (D)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,D,E)
\tkzLabelPoints[below left=-0.1cm] (0,A,B)
\tkzLabelPoints[below right=-0.1cm] (C,D)
\tkzLabelPoints[above] (E)
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.25: Desenhando arcos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Existem variagoes da macro (5.25)) que permitem desenhar arcos. Por exemplo a
macro \tkzDrawArc[rotate] (ponto;,ponto,) (angulo), onde devemos especificar
o valor da abertura do angulo em graus correspondente ao arco. As demais macros

e explicagoes de como utiliza-las podem ser encontrados em Matthes [29].

Nomeando arcos

A versao 3.06¢ do tkz-euclide nao possui macro para nomear arcos, mas pode-
mos utilizar as macros que nomeiam angulos e e ajustar a posicao do
nome com a opgao pos="valor". A Figura[5.26|traz o resultado do codigo completo
a seguir, que exemplifica essa situacao, onde o arco AB é “nomeado” (na verdade é

indicada sua medida) com o comando da linha 16 do codigo.

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{5/0/0, 6/-1/A, 7/1/B}
\tkzFillAngle[size=0.5cm,fill=gray!30](A,0,B)
\tkzMarkAngle [mark=,size=0.5cm] (A,0,B)
\tkzLabelAngle[pos=0.8] (A,0,B){$60"\circ$}
\tkzDrawCircle[dashed] (0, A)
\tkzDrawLines [add=0 and 0.2](0,A 0,B)
\tkzDrawPoints (0,A,B)
\tkzLabelPoints[below] (A)
\tkzLabelPoints[above left] (0,B)
\tkzLabelSegment (A,0) {1}
\tkzDrawArc[color=black,thick] (0,A) (B)
\tkzLabelAngle[pos=1.2,scale=1.4](A,0,B){$\frac{\pi}{3}$}
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\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.26: Nomeando arcos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.5 Poligonal e Poligono
Desenhando poligonais

A construcao de poligonais é feita pela macro
\tkzDrawPolySegl[opgdes] (ponto, ,ponto,,ponto,,...,ponto,), (5.26)

onde especificamos a sequéncia das referéncias dos pontos entre parénteses e sepa-
radas por virgula. Essa sequéncia define por onde a poligonal passara.

Em relagao as opcoes, podemos controlar a cor, estilo da linha, espessura da
linha e mudar a cor do interior da poligonal (que é transparente por padrao). A

Tabela traz um resumo dessas e outas opcoes.
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Tabela 5.3: Resumo das opcoes para a macro 1)

| tkzDrawPolySeg[op¢bes](ponto,,pontos,pontos,...,ponto;)

Opcoes Funcao Exemplos

color="“cor” Controla a cor da linha. color=blue
dashed A linha fica tracejada. -

fill="color” Pinta o interior da poligonal fechada. fill=gray!20
dotted A linha fica pontilhada. -
double Duplica a linha da poligonal. -
thick A linha fica um pouco mais grossa. -
very thick A linha fica ainda mais grossa. -
ultra thick A linha fica bem mais grossa. -

line width—"valor” | Controla a espessura da linha. line width=0.6mm
-> Coloca uma seta na ponta da linha. > > >

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A Figura traz o resultado do c6digo completo a seguir, a qual exemplifica a
utilizacao da macro (5.26)) e algumas de suas opgoes.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-6/-3/A,-2/-3/B,-4/-0.5/C,-4.8/-2/D,-3.5/-2/E,
-1/-3/¥,-1/-2/G,1/-2/4,1/-3/1,3/-3/3,3/-1/K,5/-1/L}
\tkzDrawPolySeg[->,>=latex] (A,B,C,D,E)
\tkzDrawPolySeg[thick,fill=gray!30] (F,...,L)
\tkzDrawPoints (A, ...,L)

\tkzLabelPoints[below] (A,B,D,E,F,I,J,L)
\tkzLabelPoints[above left] (C,G,H,K)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.27: Desenhando poligonais.

A B F 1 J

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Note que, nas macros das linhas 8 ¢ 9 do cddigo que origina a Figura [5.27]
algumas das referéncias dos pontos foram substituidas pela pontuagao de reticéncias.
Isso sempre é possivel quando as referéncias estao dispostas em ordem alfabética.
Observe também que a opgao fill=gray!30, utilizada na macro da linha 8, pintou
todas as regioes fechadas da poligonal admitindo-se o fechamento da poligonal pelo

segmento F'L.

Desenhando poligonos

A macro responsavel por desenhar poligonos é
\tkzDrawPolygon[opgdes] (ponto, ,ponto,,ponto,, ...,ponto,), (5.27)

onde especificamos, entre parénteses e separados por virgula, as referéncias dos pon-
tos representantes dos vértices do poligono.

Em relacao as opcoes, destacamos as que controlam a cor, estilo e espessura da
linha do contorno e cor do interior do poligono. A Tabela traz um resumos
dessas opcoes e exemplos de como utilizé-las. Caso nao seja digitado nenhuma
opcao, o poligono serd desenhado com as caracteristicas padroes: bordas na cor

preta, continua e com espessura de 0.2 mm e interior totalmente transparente.
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Tabela 5.4: Resumo das opcoes para a macro 1)

| tkzDrawPolygon[op¢ées](ponto,,pontos,pontos,...,ponto;)

Opcoes Funcao Exemplos
draw="cor” Controla a cor da linha do contorno. draw=red
fill="cor” Pinta o interior do poligono. fill=blue!30

dashed A linha do contorno fica tracejada. -

dotted A linha do contorno fica pontilhada. -
double Duplica a linha do contorno. -
thick A linha fica um pouco mais grossa. -

very thick A linha fica ainda mais grossa. -
ultra thick A linha fica bem mais grossa. -

line width—"valor” | Controla a espessura da linha. line width=0.6mm

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29] e Tantau [2§].

A Figura [5.28] é resultado da compilagao do codigo a seguir, ela ilustra os resul-

tados esperados da utilizagdo da macro (5.27) e algumas de suas opgoes.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-1/-1/A, 2/-1/B, 0/0.5/C, 3/0/D, 6/0/E, 6/-1/F,
3/-1/G,8.5/1/4, 9.5/0/1, 10/-1.5/J3, 7/-1/K, 7/0/L}
\tkzDrawPolygon[fill=brown!30] (A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!20,draw=red] (D,E,F,G)
\tkzDrawPolygon[fill=blue!20,dashed] (H,I,J,K,L)
\tkzDrawPoints(A,...,L)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,F,G,J,K)
\tkzLabelPoints[above] (C,D,E,L,H)
\tkzLabelPoints[right] (I)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.28: Desenhando poligonos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.6 Triangulos

Para desenharmos um triangulo, temos duas estratégias: por meio de pontos
fixos ou por meio de pontos fixos e criados. A primeira estratégia é indicada quando
se pretende desenhar triangulos com vértices em coordenadas especificadas manu-
almente, onde, por ser desenhado utilizando pontos fixos, temos total controle do
posicionamento dos vértices. A segunda estratégia é mais indicada quando preten-
demos desenhar triangulos que possuam certas caracteristicas, como os triangulos
equilateros, isosceles e retangulos, ou quando conhecemos alguns de seus elementos
como, por exemplo, um angulo, os vértices de um lado e um angulo, respectivamente.

Com base em Tantau [28] e Matthes [29], destacamos a seguir como utilizar as

duas estratégias.

Desenhando tridngulos utilizando pontos fixos

Para desenharmos um triangulo por meio de pontos fixos, basta definirmos os trés
pontos por meio da macro , os quais corresponderao aos vértices do triangulo.
Apos a definicdo dos pontos, desenhamos o tridngulo por meio da macro . A
Figura [5.29 representa um triangulo ABC obtido por meio do seguinte codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{3/1/A, 6/1/B, 4/2.5/C}
\tkzDrawPolygon(A,B,C)
\tkzDrawPoints(A,B,C)
\tkzLabelPoints[below] (A,B)
\tkzLabelPoints[above] (C)

\end{tikzpicture}
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\end{document}

Figura 5.29: Desenhando um tridngulo por meio de pontos fixos.

C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode ser dificil desenharmos triangulos que possuam caracteristicas especificas
por meio de pontos fixos, pois, para isso, devemos saber exatamente as coordena-
das dos pontos, por exemplo, dos vértices de um tridngulo equilatero. A seguir

destacamos as macros para a obtencao desse e de outros tipos de triangulos.

Desenhando tridngulos por meio de pontos criados

Para desenharmos tridngulos especiais como equilateros, isosceles, retangulos,

etc. podemos fazer uso da macro
\tkzDefTriangle [opgSes] (ponto, ,ponto,), (5.28)

onde colocamos entre parénteses as referéncias de dois pontos predefinidos e, no es-
paco de opcoes, especificamos o tipo de triangulo que queremos. Portanto, para uti-
lizarmos essa macro, ¢ obrigatorio que se tenha pelo menos dois pontos previamente
definidos, o segmento formado pelos dois pontos serd um dos lados do triangulo.
Para desenharmos um triangulo, é necessario que tenhamos definido trés pontos;
0 que a macro faz é definir (criar) um terceiro ponto que sera posicionado
convenientemente de forma a construir um tridngulo conforme a opcao digitada no
espaco de opcoes. As principais opcoes, e a funcao de cada uma, estao descritas
na Tabela onde consideramos que A e B sao os dois pontos predefinidos e C, o

ponto criado.
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Tabela 5.5: Resumo das opcoes para a macro 1)

\tkzDefTrianglef[opgbes](A, B)

Opcoes

Funcao

two angles=“ang,” and “ang,”

Determina C' tal que ABC possua
/ZBAC = “ang,” e ZACB = “angy”

com medidas em graus.

equilateral Determina C' para que ABC' seja equilatero.
Determina C' para que ABC seja

pythagore T
retangulo com lados proporcionais a 3, 4 e 5.
Determina C' para que ABC' possua

school ) i
angulos internos com medidas 30°, 60°e 90°.
Determina C' para que ABC seja
half

retangulo em B e AB =2 x BC.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Para referenciar o ponto criado pela macro (5.28), devemos colocar imediata-

mente apds seu uso, a macro

\tkzGetPoint{ponto,},

(5.29)

onde colocamos estre chaves a referéncia do ponto. A Figura traz o resultado

do codigo a seguir.

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}
\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/1/A, 2/1/B, 3/1/D, 7/1/E}
\tkzDefTriangle[two angles=120 and 30](A,B)\tkzGetPoint{C_1}
\tkzDefTriangle[equilaterall (A,B)\tkzGetPoint{C_2}
\tkzDefTriangle[pythagore] (D,E) \tkzGetPoint{C_3}
\tkzDefTriangle[school] (D,E)\tkzGetPoint{C_4}
\tkzDefTriangle[half ] (D,E)\tkzGetPoint{C_5}
\tkzDrawPolygon(A,B,C_1)

\tkzDrawPolygon(A,B,C_2)

\tkzDrawPolygon(D,E,C_3)

\tkzDrawPolygon(D,E,C_4)

\tkzDrawPolygon(D,E,C_5)
\tkzDrawPoints(A,B,D,E,C_1,C_2,C_3,C_4,C_5)
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\tkzLabelPoints[below] (A,B,D,E)
\tkzLabelPoints[above] (C_1,C_2)
\tkzLabelPoints[right] (C_3,C_4,C_5)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.30: Definindo e desenhando tridngulos especiais.

Cs

Cy
Ch Cs Cs

9

A B D E

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Caso nao seja necessario referenciar o ponto criado, podemos desenhar o triangulo

fazendo uso do comando
\tkzDrawTriangle [op¢des] (ponto,,ponto,), (5.30)

onde devemos especificar o tipo de triangulo no espago de opcoes, conforme a Tabela
5.5), e os dois pontos predefinidos entre parénteses. Se ainda assim quisermos utilizar
o ponto criado, podemos utilizar o comando tkzPointResult, sem a barra invertida,
para fazer referéncia ao mesmo dentro de outras macros que devem ser posicionadas
imediatamente apds a macro . Além disso, todas as opcoes apresentadas na
Tabela [5.4] sao validas. Veja um exemplo na Figura [5.31] onde nao desenhamos os

pontos nem os nomeamos. Tal figura foi obtida por meio do codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{2/1/A, 6/1/B}
\tkzDrawTriangle[half,fill=gray!20] (A,B)
\tkzMarkRightAngle (A,B,tkzPointResult)
\tkzLabelSegment [right] (tkzPointResult,B){$2\,cm$}
\tkzLabelSegment (B,A) {$4\, cm$}
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.31: Exemplo de utilizacao do comando tkzPointResult.

2cm

4cem

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

5.2.7 Quadrilateros

A obtencao de quadrilateros é feita de maneira semelhante aos tridangulos: pode-
mos utilizar pontos fixos ou pontos fixos e criados. A seguir descrevemos a utilizacao

dos dois métodos.

Desenhando quadrilateros por meio de pontos fixos

Para desenharmos um quadrilatero por meio de pontos fixos, basta definir os
quatro vértices com a macro (5.2)) e, apos a definigao, utilizarmos a macro (5.27)).
A Figura traz um exemplo de quadrilatero desenhado utilizando esse processo,

o qual esta representado no codigo a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/1/A, 3/1/B, 2/2.5/C, 0.5/2/D}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (A,B,C,D)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[below] (A,B)
\tkzLabelPoints[above] (C,D)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.32: Desenhando um quadrilatero por meio de pontos fixos.

C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Assim como no caso dos triangulos, esse método nos da liberdade de especificar,
por meio de coordenadas, a posi¢ao de cada vértice, mas isso pode ser inconveniente
quando, por exemplo, desejarmos desenhar um quadrado ou um paralelogramo. As-
sim, para facilitar o desenho desse tipo de quadrilatero utilizamos macros especificas,

as quais apresentamos a seguir.

Desenhando quadrados por meio de pontos fixos e criados

Dados dois pontos fixos, para definirmos um quadrado que os possuam como

vértices, utilizamos a macro
\tkzDefSquare(ponto, ,ponto,), (5.31)

onde especificamos os dois pontos predefinidos entre parénteses. Como se sabe, para
desenharmos um quadrado sao necessarios quatro vértices, o que essa macro faz
é criar os outros dois pontos de forma que eles fiquem posicionados formando um
quadrado juntamente com os pontos predefinidos, claro que o comprimento do lado
do quadrado dependera dos dois pontos iniciais.

Para referenciar os dois pontos criados, utilizamos a macro
\tkzGetPoints{ponto, }{ponto,} (5.32)

imediatamente apos a utilizacao da macro e os pontos serao referenciados no
sentido anti-horario, conforme os pontos especificados na macro (ver Figura
5.33)).

Apos a definicdo dos pontos fixos, da criacao dos pontos e da referenciacao dos
pontos criados, desenhamos o quadrado por meio da macro . A Figura m
traz o resultado do codigo a seguir, onde sao apresentadas as definicoes e os dese-
nhos de dois quadrados utilizando esse processo, sendo que o quadrado ABCD foi
definido com \tkzDefSquare(A,B), enquanto o quadrado BAC'D’ foi definido com
\tkzDefSquare(B,A). Observe que os vértices sao dados no sentido anti-horario e

que a troca da ordem de (A, B) para (B, A) altera o resultado.
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/1/A, 1.5/2.5/B}
\tkzDefSquare (A,B) \tkzGetPoints{C}{D}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30] (A,B,C,D)
\tkzDefSquare (B,A) \tkzGetPoints{C’}{D’}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!5] (B,A,C’,D’)
\tkzDrawLine[add=0.5 and 0.5] (A,B)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,C’,D’)
\tkzLabelPoints[left] (A,C’,D)
\tkzLabelPoints[right] (B,C,D’)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.33: Desenho de quadrados por meio de pontos fixos e criados.

C

C

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Se quisermos referenciar separadamente cada ponto criado, devemos utilizar a

macro

\tkzGetFirstPoint{ponto,} (5.33)

para o primeiro ponto, e

\tkzGetSecondPoint{ponto,} (5.34)

para o segundo, colocando, em ambos os casos, a referéncia entre chaves. Tomando

como exemplo a Figural|.33] o primeiro ponto criado pela macro \tkzDefSquare (A,B)

é o ponto C, enquanto o segundo é o ponto D, os quais poderiam ter sido referen-

ciados, respectivamente, pelos comandos

\tkzGetFirstPoint{C} e \tkzGetSecondPoint{D}.
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Caso nao haja intencao de referenciar ou nomear os pontos criados, ou seja, se
a intencao for apenas desenhar um quadrado cujo lado possui o comprimento do

segmento formado pelos dois pontos predefinidos, podemos fazer uso do comando
\tkzDrawSquare [op¢des] (ponto, ,ponto,). (5.35)

Os dois pontos criados, ainda podem ser utilizados em comandos posicionados
especificamente apOs as macros e por meio de tkzFirstPointResult
e tkzSecondPointResult, sem a barra invertida. Veja um exemplo na Figura [5.34
obtida com o uso do cédigo completo a seguir, onde desenhamos uma das diagonais

do quadrado fazendo uso de tkzSecondPointResult.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{1.75/1.5/A, 2.75/2.5/B}
\tkzDrawSquare[fill=gray!15] (A,B)
\tkzDrawSegment [dashed] (B, tkzSecondPointResult)
\tkzDrawLine[add=0.5 and 0.5](A,B)
\tkzDrawPoints (A,B)
\tkzLabelPoints[below] (A,B)

\end{tikzpicture}

\end{document?}

Figura 5.34: Desenhando um quadrado utilizando tkzSecondPointResult.

A

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

As opcoes apresentadas na Tabela também sao validas para a macro (5.35)).
Veja a Figura que representa a interpretacao geométrica do Teorema de Pita-

goras, obtida por meio do seguinte codigo:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}
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\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 2/0/B, 0/1/C}
\tkzFillPolygon[fill=red!50] (A,B,C)
\tkzDrawSquare[fill=teal!30,very thick] (C,B)
\tkzDrawSquare [fill=blue!30,very thick] (B,A)
\tkzDrawSquare[fill=yellow!30,very thick] (A,C)
\tkzDrawPoints (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[right] (B)
\tkzLabelPoints[above,xshift=-0.1cm] (C)
\tkzLabelSegment (C,B) {$a$}
\tkzLabelSegment (A,C) {$b$}
\tkzLabelSegment (B,A) {$c$?}
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.35: Interpretagao geométrica do Teorema de Pitagoras.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Desenhando paralelogramos por meio de pontos fixos e criados

Para definirmos um paralelogramo devemos ter trés pontos fixos, o quarto ponto

serd obtido por meio da macro
\tkzDefParallelogram(ponto,,ponto,,ponto,), (5.36)

sendo que o paralelogramo serd construido considerando a ordem dos pontos especi-
ficados na macro ([5.36)) e o ponto criado, isto &, o paralelogramo possuira os vértices

na ordem "ponto;", "pontos", pontos" e "ponto criado".
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Para referenciar o ponto criado, utilizamos a macro (5.29) que deve ser usada
imediatamente apos a macro (5.36). Observe o cddigo a seguir, ele da origem a
Figura Nesse codigo, os vértices do paralelogramo ABC'D sao tais que A, B e

C sao os pontos fixos e D é o ponto criado.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 2.5/0/B, 3.5/1.5/C}
\tkzDefParallelogram(A,B,C) \tkzGetPoint{D}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (A,B,C,D)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D)
\tkzLabelPoints(A,B,C,D)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.36: Desenhando um paralelogramo.

D c

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A versao 3.06¢ do tkz-euclide nao possui uma macro para desenhar um pa-
ralelogramo sem antes defini-lo com o comando , mas é possivel utilizar os
pontos criados sem a necessidade de criar uma referéncia. Para isso, basta utilizar
tkzPointResult dentro dos comandos posicionados apos a macro . Por exem-
plo, poderiamos obter um paralelogramo idéntico ao da Figura substituindo o
codigo que o gera pelo codigo a seguir. O resultado do novo cédigo esté representado
na Figuras

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 2.5/0/B, 3.5/1.5/C}
\tkzDefParallelogram(A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (A,B,C,tkzPointResult)
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\tkzDrawPoints(A,B,C)
\tkzLabelPoints(A,B,C)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.37: Desenhando um paralelogramo utilizando tkzPointResult.

C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Para obtermos um retangulo, basta definir as coordenadas dos pontos fixos na
macro (5.36) de forma a determinarem um &ngulo reto ou, ainda, desenhar um

retangulo por meio da macro
\tkzDrawRectangle (ponto, ,ponto,), (5.37)

sendo necessario definir previamente dois pontos e colocar entre parénteses suas
referéncias. O retangulo serd determinado pela diagonal representada pelo segmento
formado pelos dois pontos fixos. Observe na Figura|5.38|a obtencao de um retangulo

construido com base na diagonal AC, conforme a seguinte sequéncia de comandos:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 4/2/C}
\tkzDrawRectangle[fill=gray!10,thick] (A,C)
\tkzDrawPoints(A,C)
\tkzLabelPoints(A,C)
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.38: Desenhando um retangulo.

C

A

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Para obter outros tipos especiais de quadrilateros, como losango e trapézio, po-
demos definir os seus vértices por meio de pontos fixos ou utilizar as macros da
Subsecao [5.2.10, pois nao existem na versao 3.06¢ do tkz-euclide macros que pos-

suam finalidades especificas para definicao e desenho desses quadrilateros.

5.2.8 Poligonos Regulares

A maneira mais simples de obtermos um poligono regular é por meio da macro
\tkzDefRegPolygon[opgdes] (ponto, ,ponto,), (5.38)

onde devemos especificar no espaco de opgoes a quantidade de lados do poligono
por meio de sides=n, sendo n um numero natural maior que 2.

Para a utilizagao dessa macro é necessario que sejam definidos previamente dois
pontos que devem ser digitados entre parénteses, sendo que o segmento formado
por eles pode representar o raio do poligono, se for digitado nas opc¢oes center, ou
um dos lados do poligono, se for digitado side. Caso nenhuma dessas opcoes seja
digitada, por padrao, serd assumida a opcao center.

As referéncias dos vértices do poligono sao definidas por padrao como P1, P2, ...,
Pn, mas podem ser alteradas por meio da op¢ao name=X passando a ser X1, X2, ...,
Xn, conforme o que for digitado em X.

A macro apenas cria os vértices do poligono, para desenhé-lo é necessario
utilizar o comando (5.27). Veja a Figura[5.39] a qual ¢ o resultado do codigo a seguir
que define e desenha dois pentagonos regulares, um utilizando a opgao side e outro

utilizando a opcao center.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 1.5/0/B, 3.76/1/C, 5/1/D}
\tkzDefRegPolygon[side,sides=5] (A,B)
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\tkzDefRegPolygon[center,sides=5,name=X] (C,D)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (P1,P...,P5)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (X1,X...,X5)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,C,D)
\tkzDrawSegment (C,D)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.39: Desenhando poligonos regulares.

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Quando utilizamos a opcao center, o primeiro ponto especificado na macro
representa o centro do poligono. Caso queiramos determinar o ponto central
quando utilizamos a opcao side, devemos digitar a macro imediatamente ap6s
a definicao do poligono. Além disso, pode ser tutil nomear os vértices do poligono,
essa acao pode ser realizada utilizando a macro para cada vértice. Podemos

ainda utilizar a macro
\tkzLabelRegPolygon(centro){nome, ,nomey, . ..,nome,}, (5.39)

para nomear todos os vértices de uma so vez, colocando entre parénteses a referéncia
do centro do poligono e os nomes dos vértices entre chaves. Observe o resultado no

hexagono da Figura |5.40, a qual foi construida pelas seguintes macros:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/0/A, 1.5/0/B}
\tkzDefRegPolygon[side,sides=6] (A,B) \tkzGetPoint{0}
\tkzLabelRegPolygon(0){A, ... ,F}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (P1,P...,P6)
\tkzDrawPoints(P1,P...,P6,0)
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\tkzDrawSegment [dashed] (4,0)
\tkzLabelPoints (0)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.40: Nomeando os vértices de um poligono regular de uma s6 vez.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A utilizacao da macro pode gerar resultados indesejados em relacao ao po-
sicionamento dos nomes dos vértices. Observe, na Figura [5.40 que as letras ficaram
muito proximas dos pontos. Para obtermos resultados mais exatos, nomeamos cada
vértice por meio da macro com o custo de aumentar a quantidade de linhas do

codigo. Veja a Figura [5.41] ela foi obtida por meio dos seguintes comandos:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 1.5/0/B}
\tkzDefRegPolygon[side,sides=6] (A,B) \tkzGetPoint{0}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!20] (P1,P...,P6)
\tkzDrawPoints(P1,P...,P6,0)
\tkzDrawSegment [dashed] (A,0)
\tkzLabelPoints(0)
\tkzLabelPoint [below left] (P1){$A$}
\tkzLabelPoint [below right] (P2){$B$}
\tkzLabelPoint [right] (P3) {$C$}
\tkzLabelPoint [above right] (P4){$D$}
\tkzLabelPoint [above left] (P5){$E$}
\tkzLabelPoint [left] (P6){$F$}
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.41: Nomeando um vértice de cada vez de um poligono regular.

E D

A B

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.9 Circulos
Desenhando circulos

Para desenharmos um circulo, utilizamos a macro
\tkzDrawCircle[opgdes] (ponto,,ponto,), (5.40)

onde devemos especificar entre parénteses duas referéncias de pontos predefinidos.
O segmento formado por esses pontos representard, por padrao, o raio do circulo,
sendo o primeiro ponto o centro, e o segundo, um ponto sobre a circunferéncia. No
entanto, é possivel desenhar um circulo que possua o diametro representado pelo
segmento formado pelos dois pontos. Para isso, basta escrever diameter no espaco
de opcoes da macro. A Figura foi obtida pelo codigo a seguir, onde obtivemos

dois circulos, em um deles, o segmento AB representa o raio e no outro, o diametro.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture
\tkzDefPoints{0/0/A, 1.5/0/B}
\tkzDrawCircle(A,B)
\tkzDrawCircle[diameter] (A,B)
\tkzDrawPoints (A,B)
\tkzLabelPoints[left] (A)
\tkzLabelPoints[right] (B)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.42: Desenhando um circulo dados dois pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

E possivel desenhar um circulo com raio de medida especifica. Para isso, basta
escrever nas opgoes da macro (5.40) a letra R e especificar, no lugar da segunda
referéncia do ponto predefinido e em centimetros, o tamanho desejado do raio, isto

é, a macro ([5.40)) sofre uma alteragao para
\tkzDrawCircle[R,op¢des] (ponto,,"valor"). (5.41)

Veja um exemplo da utiliza¢io dessa opgao na Figura [5.43] onde foram desenhados
trés circulos centrados em A, B e C com raios de comprimentos respectivamente

iguais a 1cm, 1.25cm e 1.5 cm, conforme os comandos a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 2/0/B, 1/1.5/C}
\tkzDrawCircle[R] (A,1cm)
\tkzDrawCircle[R] (B,1.25cm)
\tkzDrawCircle[R] (C,1.5cm)
\tkzDrawPoints(A,B,C)
\tkzLabelPoints[below] (A,B)
\tkzLabelPoints[above] (C)
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Figura 5.43: Desenhando circulos dado o centro e a medida do raio.

N

V

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Também é possivel desenhar varios circulos de uma s6 vez utilizando a macro

\tkzDrawCircles [opg¢des] (ponto, ,ponto, ponto,,ponto, .. .pontoi,pontoj)
(5.42)
ou
\tkzDrawCircles[R,opgdes] (ponto,,"valor;" ... ponto,,"valor;"), (5.43)

onde devemos, nos dois casos, separar com um espaco simples os pares de referéncias
ponto;,ponto; e ponto;,'valor;". Veja um exemplo na Figura obtida por

meio da sequéncia de comando a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-0.5/1/A, 1/0/B, 0/0/C}
\tkzDrawCircles(A,B B,C C,A)
\tkzDrawPoints(A,B,C)
\tkzLabelPoints(A,B,C)

\end{tikzpicture}

\end{document?}
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Figura 5.44: Desenhando vérios circulos.

.
<

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Existem alguns circulos especiais que ficam situados em regioes especificas em relacao
a um triangulo. Por exemplo, os circulos circunscrito, inscrito e exinscrito de um

triangulo. Para desenhar esses circulos utilizamos a macro
\tkzDrawCircle[opgdes] (ponto,,ponto,,ponto,), (5.44)

sendo as referéncias dos vértices do triangulo colocados entre parénteses e, no espaco

de opcoes, especificamos o circulo que queremos desenhar, conforme a Tabela [5.6

Tabela 5.6: Resumo das opcoes para a macro 1)

|\ tkzDrawCircle[opgébes](ponto, ,ponto,,pontos)

Opcgoes Funcao

circum | Desenha o circulo circunscrito ao triangulo.

mn Desenha o circulo inscrito ao triangulo.

Desenha o circulo ex-inscrito de um tridngulo em relacao ao lado
ex

formado pelo primeiro e terceiro ponto especificado na macro.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A Figura traz o resultado do codigo completo a seguir, que exemplifica a
obtengao dos triangulos circunscrito, inscrito e exinscrito (em relagao ao lado BC') do
triangulo ABC, onde os centros foram obtidos por meio da macro \tkzGetPoint{ponto;}

posicionada imediatamente apds o comando ([5.44])).

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 4/0/B, 3/1.5/C}
\tkzDrawCircle[circum,draw=red] (A,B,C)\tkzGetPoint{0_1}
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\tkzDrawCircle[in, fill=gray!20](A,B,C)\tkzGetPoint{0_2}
\tkzDrawCircle[ex] (B,A,C)\tkzGetPoint{0_3}
\tkzDrawPolygon(A,B,C)
\tkzDrawSegments [add=-1 and 0.8,dashed] (A,B A,C)
\tkzDrawPoints(A,B,C,0_1,0_2,0_3)
\tkzLabelPoints[left] (A)
\tkzLabelPoints (B)
\tkzLabelPoints[above] (C)
\tkzLabelPoints[below] (0_1,0_2,0_3)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.45: Desenhando circulos circunscrito, inscrito e exinscrito.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

E valido ressaltar que em todas as macros utilizadas para desenhar circulos sao
validas as opgoes da Tabela[5.4] que alteram caracteristicas como cor e estilo da linha

da circunferéncia e preenchimento do circulo, conforme exemplificado na Figural5.45

Pintando circulos

Como vimos na Figura podemos pintar o circulo com a opgao fill="cor"
nas macros destinadas ao desenho do mesmo, mas caso a intencao seja pintar apenas

o interior do circulo e nao desenhar a circunferéncia, devemos utilizar a macro
\tkzFillCircle[opgdes] (ponto, ,ponto,), (5.45)

onde especificamos a cor nas op¢oes por meio de color="cor", fill="cor" ou
simplesmente escrevendo a cor desejada. Essa macro funciona de forma semelhante

ao comando (5.40|) podendo ser adaptada para uma macro que use um ponto (centro)

138



e a medida do raio, assim como na macro (5.41)), porém, nao podemos utilizar a op¢ao

diameter. Veja como exemplo a Figura [5.46| ela foi obtida por meio dos comandos:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document?}

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/2.5/A, 0.3/1.5/B, 2.5/2.5/C}
\tkzFillCircle[color=gray!60] (A,B)
\tkzFillCircle[R,color=blue!60](C,1cm)
\tkzDrawPoints(A,B,C)
\tkzLabelPoints(A,B,C)

\end{tikzpicture}

\end{document?}

Figura 5.46: Pintando circulos.

A

B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Nomeando circulos

Geralmente nos referimos a um circulo por meio de seu centro ou através do
segmento que representa seu raio, mas caso seja necessario nomear o circulo com

uma letra (ou até mesmo uma frase), podemos fazer uso da macro
\tkzLabelCircle[opgdes] (ponto, ,ponto,) (dngulo){nomel, (5.46)

onde especificamos entre parénteses, respectivamente, o centro e um ponto sobre a
circunferéncia. Em seguida, também entre parénteses, especificamos o angulo, em
graus no sentido anti-horario de posicionamento do nome e, finalmente, entre chaves
escrevemos o nome desejado do circulo.

Em relacao as opcoes, podemos utilizar todas as descritas para pontos, onde
controlamos a cor, o tamanho e o posicionamento do nome, de acordo com a Tabela
5.1} Veja um exemplo na Figura [5.47] a qual foi construida por meio dos seguintes

comandos:
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/1/A, 1/0/B}
\tkzDrawCircle(A,B)
\tkzDrawPoints (A,B)
\tkzLabelPoints(A,B)
\tkzLabelCircle[below left] (A,B) (240){$\mathcal{C}$}
\tkzLabelCircle[above,yshift=0.3cm,xshift=-0.5cm] (A,B) (110){
Circulo de Centro $A$.}
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.47: Nomeando circulos.

Circulo de Centro A.

B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

5.2.10 Comandos para definicoes e desenhos de objetos a par-
tir de outros ja definidos

Como dito no inicio desse capitulo, os pontos “criados” sao aqueles obtidos por

meio da utilizacao de outros pontos ou elementos predefinidos. Em algumas situa-

coes, a criagao desses pontos auxiliam no desenho de figuras que possuem determina-

das caracteristicas. Essa subsecao é destinada a exploracao de macros que possuem

fins de criacao de pontos, bem como & apresentagao de exemplos de utilizacao das

mesmas em construcoes de figuras.

Determinando pontos sobre uma reta: ponto médio e outros

Dada uma reta definida por meio de dois pontos, podemos determinar um ponto

sobre essa reta fazendo uso da macro

\tkzDefPointOnLine [opgdes] (ponto, ,ponto,), (5.47)

140



sendo colocados entre parénteses as referéncias dos pontos predefinidos por onde a
reta incide. No espaco de opcoes, colocamos pos="valor", onde especificamos o
percentual do segmento no qual o ponto seré criado, sendo que o calculo da posicao
seré no sentido do primeiro ponto para o segundo, conforme especificado na macro.

Observe na Figura [5.48], obtida pelo c6digo a seguir, que valores negativos para
a opgao pos criam pontos posicionados antes do primeiro ponto e valores maiores
do que 1, criam pontos apos o segundo. Além disso, a macro apenas cria o

ponto. Para referencia-lo, utilizamos o comando \tkzGetPoint{ponto;}.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 3/1/B}
\tkzDefPointOnLine [pos=-0.25] (A,B) \tkzGetPoint{C}
\tkzDefPointOnLine [pos=0.5] (A,B) \tkzGetPoint{D}
\tkzDefPointOnLine [pos=1.25] (A,B) \tkzGetPoint{E}
\tkzDrawLine[add=0.4 and 0.4] (A,B)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E)
\tkzLabelPoints[below] (A,B)
\tkzLabelPoints[below,red] (C,D,E)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.48: Criando pontos sobre uma reta.

C

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A macro é util para obtermos pontos médios de segmentos. Para isso, basta
colocar a opgao pos=0.5, como fizemos na linha 7 do codigo da Figura quando
criamos o ponto D. A obtencao do ponto médio é muito importante para desenhar
véarias figuras geométricas. Um exemplo estd na Figura [5.49) onde obtivemos o
triangulo médio M7 My M3 em relagao ao triangulo maior ABC, conforme a sequéncia

das macros a seguir.
\documentclass{standalone}
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\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 5/0/B, 4/3/C}
\tkzDefPointOnLine [pos=0.5] (A,B) \tkzGetPoint{M_1}
\tkzDefPointOnLine [pos=0.5] (B,C) \tkzGetPoint{M_2}
\tkzDefPointOnLine[pos=0.5] (C,A) \tkzGetPoint{M_3}
\tkzDrawPolygon(A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!10] (M_1,M_2,M_3)
\tkzDrawPoints(A,B,C,M_1,M_2,M_3)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,M_1)
\tkzLabelPoints[above] (C)
\tkzLabelPoints[right] (M_2)
\tkzLabelPoints[above left] (M_3)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.49: Triangulo médio.

C

M;

Mo

A M, B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Como vimos, a obtencao de pontos sobre uma reta é simples e pode ser utilizada
conforme a necessidade, como na obtencao de pontos médios ou determinacao de
pontos equidistantes sobre um reta. Nessa segunda situacao, aconselha-se utilizar a
opcao pos com valores em forma de fragoes. Por exemplo, a utilizacao de pos=1/3
e pos=2/3 em macros do tipo e com mesmas referéncias, criam dois pontos

que dividem o segmento em trés pedacos iguais.

Determinando intersecoes entre retas e circulos

Determinar intersecoes pode ser importante para desenhos especificos. Essas

intersecoes podem se dar entre retas, entre circulos ou entre retas e circulos.

142



Para obtermos a intersecao entre duas retas concorrentes utilizamos a macro
\tkzInterLL(ponto,,ponto,) (ponto,,ponto,), (5.48)

onde colocamos entre parénteses, respectivamente, as referéncias dos pontos por
onde as retas incidem.

Como a intersecao entre duas retas concorrentes ¢ um tnico ponto, utilizamos
apenas \tkzGetPoint{ponto,} para referencid-lo ou tkzPointResult dentro de
outras macros, caso nao seja necessario nomeé-lo. Veja a Figura [5.50) onde o ponto
E foi criado com objetivo de obter a intersecao das diagonais do retangulo ABCD,

conforme o codigo a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 3/0/B, 3/2/C, 0/2/D}
\tkzDrawPolygon(A,B,C,D)
\tkzDrawSegments [dashed,draw=gray] (A,C B,D)
\tkzInterLL(A,C) (B,D)\tkzGetPoint{E}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)
\tkzLabelPoints[above right] (C)
\tkzLabelPoints[above left] (D)
\tkzLabelPoints [below] (E)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.50: Intersecao entre retas.

D C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

E importante ressaltar que, caso as retas determinadas pelos pares de pontos infor-

mados na macro (5.48)) sejam paralelas, sera informado um erro, pois nao existira
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ponto de intersecao.

Em relacao a intersecoes entre circulos, utilizamos a macro
\tkzInterCC(ponto,,ponto,) (ponto,,ponto,), (5.49)

onde os pares de pontos entre parénteses representam os raios dos circulos, onde o
primeiro ponto de cada par representa o centro.
Também é possivel obter as intersecoes de dois circulos quando conhecemos o

centro e o valor do raio. Para isso, utilizamos a macro
\tkzInterCC[R] (ponto,,"valor") (ponto,,"valor"). (5.50)

Em ambos os casos, os pontos de intersecoes sao referenciados com o comando
ou, caso queira obter separadamente cada ponto, utilizamos os comandos
e . E claro que duas circunferéncias podem ter dois, apenas um ou ne-
nhum ponto em comum. Quando o segundo caso ocorre, os dois pontos referenciados
com as macros citadas coincidem. No terceiro caso, sera exibida uma mensagem de
erro ao compilar o cédigo, pois nao existe intersecao. Observe, na Figura [5.51] a
obtencao das interse¢oes dos circulos dados. Tal figura foi construida por meio do

seguinte codigo:

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/3/A, 2.5/3/B, 5/3/C, 1.25/2/D, 3.75/2/E}
\tkzDrawCircles[R,thick] (A,1cm B,1cm C,1cm D,1cm E,1cm)
\tkzInterCC[R] (A,1cm) (D, 1cm) \tkzGetPoints{F}{G}
\tkzInterCC[R] (B,1cm) (E, 1cm) \tkzGetPoints{H}{I}
\tkzInterCC(B,H) (D,F)\tkzGetPoints{J}{K}
\tkzInterCC[R] (C,1cm) (E, 1cm) \tkzGetPoints{L}{M}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M)
\tkzLabelPoints[above] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below] (D,E)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.51: Intersecao entre circulos.

0919

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A obtencao das intersecoes entre uma reta e um circulo é feita de forma semelhante
a apresentada nos comandos (5.49) e (5.50), porém devemos utilizar a macro

\tkzInterLC(ponto,,ponto,) (ponto,,ponto,), (5.51)

se conhecemos dois pontos sobre a reta e o centro e um ponto sobre o circulo, ou a
mMacro

\tkzInterLC[R] (ponto,,ponto,) (ponto,,"valor"), (5.52)

caso o circulo seja definido pelo centro e o valor do raio.

Assim como no caso de intersecoes de circulos, referenciamos os pontos obtidos
na intersecao entre uma reta e um circulo por meio do comando ou, caso
queiramos obter separadamente cada ponto, utilizamos os comandos e (5.34).
Ha também trés casos possiveis: a intersecao ser composta por dois, um ou nenhum
ponto. No segundo caso, os dois pontos referenciados coincidem e no terceiro caso
serd apresentada uma mensagem de erro ao compilar o codigo. A Figura[5.52] mostra
um exemplo de utilizacao das macros e , a qual foi produzida por meio

da seguinte sequéncia de macros:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/3/A, 2/2/B, -1/2/C, -1/5/D, 3/2.25/E}
\tkzDrawCircles|[R,thick] (A,1cm)
\tkzDrawLines(C,B B,D)
\tkzInterLC[R] (C,B) (A,1cm)\tkzGetPoints{E}{F}
\tkzInterLC(B,D) (A,E)\tkzGetPoints{G}{H}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,G,H)
\tkzLabelPoints[above] (A)
\tkzLabelPoints[below] (C,E)
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\tkzLabelPoints[above right=-0.1cm] (B,D,G,H)
\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.52: Intersecao entre retas e circulos.

o B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Obtendo pontos por translagao

Como vimos no Capitulo [3 a translagdo é uma isometria que depende de um
vetor. Ela determina imagens dos pontos sobre um plano, segundo as caracteristicas
desse vetor. Assim, para obtermos por meio do tkz-euclide pontos por translacoes,
devemos adotar um segmento de reta como representante do vetor a ser considerado
na transformacao. Isso significa que inicialmente é obrigatorio que se tenha no
minimo trés pontos predefinidos: os dois que determinam o segmento representante
do vetor e um terceiro que sofrerd translagao, isto é, do qual sera calculada a imagem

por translacdo. A macro responsavel por determinar as imagens dos pontos é
\tkzDefPointsBy[op¢des] (1ista de pontos){lista de pontos}, (5.53)

onde devemos especificar entre parénteses uma lista de pontos separados por virgulas
que sofrerao translacao, enquanto as respectivas referéncias das imagens devem ser
escritas também separadas por virgulas, mas entre chaves. No espago de opcoes,
escrevemos translation = from A to B, sendo A e B as extremidades do segmento
representante do vetor.

Devemos ter em mente que toda translacao ¢ totalmente dependente do segmento
considerado e que alteragoes nas coordenadas ou no sentido de suas extremidades
acarretarao resultados diferentes. Portanto, o segmento escolhido deve ser adequado
para o que se pretende. Na Figura [5.53] construida por meio do co6digo a seguir,
os triangulos A'B'C" e A"B"C" sao os respectivos resultados para as translagoes,

segundo os segmentos AA" e A’'A.
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/3.5/A, 2/3.5/B, 1/4.5/C, 2/2.75/A°}
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’](B,C){}
\tkzDefPointsBy[translation=from A’ to A](A,B,C){A’>’,B’’,C’’}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30] (A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=red!30] (A’,B’,C?)
\tkzDrawPolygon[fill=orange!30] (A’>,B*>?,C??)
\tkzDrawSegments[->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (A,A’)
\tkzDrawSegments [dashed,->,>=stealth’,shorten >=0.8mm,gray] (%
B,B’ C,C> A,A°’ B,B’’ C,C??)
\tkzDrawPoints(A,B,C,A’ ,B’,C’,A’> ,B’?,C??)
\tkzLabelPoints[above right=-1mm] (B,B’,B’’,C,C’,C’’)
\tkzLabelPoints[below left=-1mm] (A,A’,6A’’)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.53: Translacao de pontos.

C//

X -~

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Observe que na linha 6 do codigo da Figura [5.53] o interior das chaves esta vazio.
Isso foi feito de proposito para que a macro referencie automaticamente as imagens
dos pontos B e C com B’ e C'. Isso é sempre possivel, mas deve ser utilizado com
cautela para nao correr o risco de referenciar pontos com o mesmo caractere.
Podemos nao querer que a translacao seja efetuada considerando o comprimento
do segmento representante do vetor em sua totalidade, isto é, podemos querer re-
alizar translacoes onde o vetor considerado seja miltiplo do representado pelo seg-
mento. Sendo assim, antes de utilizar o comando , devemos fazer uso da
macro
\tkzDefPointWith[op¢des] (ponto,|,ponto,), (5.54)
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onde colocamos entre parénteses as referéncias dos pontos das extremidades do seg-
mento representante do vetor, tal como na macro (5.53). No espaco de opgoes,
colocamos, separados por virgula, linear e K="valor". O uso dessas opgoes criaréd
um ponto sobre a reta suporte do vetor, de forma que o vetor representado pelo
primeiro ponto especificado na macro e o ponto criado, nessa ordem, serd um
multiplo do vetor original conforme o valor de K. Por exemplo, suponha que foi di-
gitado em um codigo \tkzDefPointWith[linear,K=2] (A,B) e que o ponto criado
tenha sido referenciado, por meio da macro , como C. Entao, esse ponto seria
talque/@:2x1@.

Apos usar a macro e referenciar o ponto criado pelo mesmo, utilizamos
o comando para determinar as imagens dos pontos desejados por translagao,
considerando o novo vetor. Observe um exemplo na Figura [5.54] a qual é resultado

do codigo a seguir.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/4/A, 2/4/B, 1/5/C, 2.5/3.25/A°}
\tkzDefPointWith[linear,K=1.5] (A,A’)\tkzGetPoint{A’’}
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’’](B,C){B’’,C’’}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30] (A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=orange!30] (A’’,B>?,C’’)
\tkzDrawSegment [->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (A,A’)
\tkzDrawSegments [gray,dashed,->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (%
A’,A°? B,B’’ C,C’?)
\tkzDrawPoints(A,A’,B,C,A’?,B>?,C??)
\tkzLabelPoints[below] (A,A’,A?)
\tkzLabelPoints[above right=-0.1cm] (C,C’’,B,B*’)
\end{tikzpicture}
\end{document?}
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Figura 5.54: Translagao segundo um miltiplo de um vetor.

A//

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

A macro desempenha um papel semelhante & macro utilizada para
determinar pontos sobre uma reta. No entanto, a macro possui outras opcoes
de uso, como, por exemplo, ser utilizado para obter retas paralelas e perpendiculares.
O leitor interessado pode encontrar uma apresentacao dessas funcoes em Matthes
[29]. Além disso, a macro , como foi apresentada aqui, desempenha papel

crucial para a criacao de animacoes como as que serao abordadas na Secao 5.3

Obtendo pontos por rotacao

A rotacao também é uma isometria, mas determina imagens de pontos sobre o
plano segundo um angulo de rotacao considerando um centro referencial. Portanto,
para determinarmos essa transformacao no tkz-euclide, precisamos de um ponto
que serd o centro de rotacao, de uma medida de angulo em graus e de pontos para
aplicar a rotacao.

As imagens dos pontos aplicados nessa transformacao sao obtidas utilizando a
mesma macro para translagao (5.53)), porém nas op¢oes devemos escrever rotation
= center 0 angle "valor" onde especificamos em 0 o ponto central da rotacao e
em "valor" a medida do angulo. Para todo ponto colocado entre parénteses, sera
determinada uma imagem por rotacao, a qual devera ser referenciada entre chaves,
de forma respectiva e, se houver mais de uma, separadas por virgula. Veja exemplos

na Figura 5.55] construida conforme a sequéncia de macros a seguir.

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{-2/3/0, -2.5/5/A, -1/5/B, -2/6/C}
\tkzDefPointsBy[rotation=center 0O angle 70](A,B,C){}
\tkzDefPointsBy[rotation=center 0 angle -70](A,B,C){A>’,B’’,C’>’}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30] (A,B,C)
\tkzDrawPolygon[fill=red!30] (A’,B’,C?)
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\tkzDrawPolygon[fill=orange!30] (A’’,B’?,C??)
\tkzDrawSegments [gray,dashed] (0,B 0,C 0,B” 0,C’ 0,B’’ 0,C’?)
\tkzDrawSegments[red,add=0 and 0.4]1(0,A 0,A’ 0,A°’)
\tkzDrawPoints(0,A,B,C,A> ,B>,C’ ,A’’ ,B*?,C??)
\tkzLabelPoints[above left=-1mm] (C,B’,C’,A’?)
\tkzLabelPoints[left] (A)
\tkzLabelPoints[below] (0,A’,B’’)
\tkzLabelPoints[right] (B,C’’)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.55: Rotacao de um triangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Observe que para valor positivo do angulo informado na macro, o sentido de rotacao
é o anti-horéario, e para valor negativo, é horéario.
O uso dessas opgoes possibilitard animar figuras tendo o valor do angulo de

rotagao como controle da animacao, como veremos na Secao [5.3]

Obtendo pontos por simetria em relacao a um ponto

Outra isometria muito importante para a criacao de pontos e desenho de figuras
¢ a simetria. Como sabemos do Capitulo [3] uma simetria em relacdo a um ponto
é uma transformacao geométrica que determina os pontos simétricos em relacao ao
ponto dado. Portanto, para determinarmos as imagens de pontos por simetria com
0 tkz-euclide, devemos ter um ponto previamente definido além dos pontos dos
quais se deseja obter seus simétricos.

Assim como nas transformacoes anteriores, a obtencao de pontos por simetria é
dada pela macro , porém com a utilizagao da opgao symmetry=center 0, sendo
0 a referéncia do ponto central da simetria. Observe na Figura [5.56| a obtencao dos

simétricos A" e B' aos pontos A e B em relacao a O, conforme as macros a seguir.
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\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{-2/4/0, -1/3.5/A, 0/5/B}
\tkzDefPointsBy[symmetry = center 0] (A,B){}
\tkzDrawSegments [dashed,->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (A,A’ B,B’)
\tkzDrawPoints(0,A,A’,B,B’)
\tkzLabelPoints[below right=-0.1cm] (A,B)
\tkzLabelPoints[above left=-0.1cm] (A’,B’)
\tkzLabelPoints [below] (0)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.56: Determinacao de pontos simétricos.
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Fonte: Elaborada pelo autor com base em Matthes [29].

Também é possivel obter figuras simétricas em relagao a um ponto. Para isso, basta
criar os pontos simétricos aos que determinam a figura. Veja um exemplo na Figura

a qual foi obtida por meio do seguinte codigo:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/4/0, -2/5.5/A, -1/5.5/B, 0/6/C, 0.5/5/D}
\tkzDefPointsBy[symmetry = center 0] (A,B,C,D){}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30] (A,B,C,D)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!30](A’,B’,C’,D’)
\tkzDrawSegments [dashed,->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (A,A’
B,B’ C,C’ D,D’)
\tkzDrawPoints(0,A,A’,B,B’,C,C’,D,D’)
\tkzLabelPoints[above] (B,C)
\tkzLabelPoints[below] (C’,B’)
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\tkzLabelPoints[left] (A,D’)
\tkzLabelPoints[right] (A’,0,D)
\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.57: Obtendo figuras simétricas em relacao a um ponto.

C
B
A ~
\\ \
N T>D
RN .
~ /
~ \ II
<\ 1y
%o
/1
7 \\\\\
V| N
D& TN
AY ~
N
Ay A/
; :: B’ A
C/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Obtendo pontos por reflexao em relacao a uma reta

A reflexdo em torno de um reta é uma transformacao isométrica que associa a
cada ponto do plano, seu simétrico em relacao a reta dada. Portanto, é necessario
que se tenha uma reta predefinida para que possamos aplicar a reflexao.

Para obtermos as imagens de pontos por meio de reflexdes, utilizamos mais uma
vez a macro ({5.53)), porém com as opgoes reflection = over A--B, sendo A e B
pontos sobre a reta que serd considerada na transformacao. Observe na Figura[5.58
construida com o codigo a seguir, a obtencao dos pontos C', D', E' e I’ por meio
da reflexao dos pontos C', D, F e F em torno da reta ZE

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/6/A, 0/2/B, 1/2.5/C, 1.5/3/D, 0.5/4/E, 1/5/F}
\tkzDefPointsBy[reflection = over A--B](C,D,E,F){}
\tkzDrawSegments [gray,dashed,->,>=stealth’,shorten >=0.8mm] (
c,C’ D,D’> E,E’ F,F?)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,C’,D’ ,E’ ,F’)
\tkzDrawLine[add=0.1 and 0.1](A,B)
\tkzLabelPoints(A,B,C,D,E,F)
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\tkzLabelPoints[below left] (C’,D’,E’,F’)

\end{tikzpicture}
\end{document?}

Figura 5.58: Aplicagao de reflexao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A utilizacao de reflexdes é muito util para desenhar figuras que gozam de simetrias

em relacao a uma reta. Veja, na Figur

a um exemplo da utilizagao dessa

transformacao na construgao dada. Tal figura foi construida por meio do seguinte

codigo:

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

\begin{document?}
\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/5.4/A,0/2/B,0/4.75/C,0/4/D,1/4/E,0.8/4.75/F,

2.2/4.4/G,1.6/5/H,0.7/5.4/1%}
\tkzDefPointsBy[reflection

over A--B](E,F,G,H,I){}

\tkzDrawPolygon[draw=gray,top color=grayl (H,I,I’,H’,F’,F)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,left color=gray!20](E,F,F’,E’)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,top color=grayl (G,H,F,E)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,top color=gray] (G’ ,H’ ,F’,E’)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,left color=gray] (B,E,E’)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,top color=gray] (B,G,E)

\tkzDrawPolygon[draw=gray,top color=grayl] (B,G’,E’)

\tkzDrawLine [dashed] (A,B)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,G,

H,I)

\tkzLabelPoints[above right] (A,C,F,G,H,I)
\tkzLabelPoints[below right] (B,D,E)
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\end{tikzpicture}
\end{document}

Figura 5.59: Criando figura utilizando reflexao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3 Animagoes no BETEX

Até o momento aprendemos como desenhar as figuras geométricas euclidianas por
meio do pacote tkz-euclide e TikZ. Nessa secao, exploraremos macros do pacote
animate com o objetivo de animar figuras geométricas por meio de algumas das
transformacoes apresentadas anteriormente. Tomaremos como principal referéncia

o manual do pacote animate, disponivel em Grahn [20].

5.3.1 Preparando o ambiente de animagao

De acordo com Grahn [20], as animagoes produzidas pelo animate podem ser
criadas utilizando o ambiente animateinline ou a macro \animategraphics. Em
ambos os casos, a animacao ¢é feita por meio de sucessoes de imagens que, adequa-
damente ordenadas, se sobrepoem e simulam o movimento. Esse tipo de animacao é
chamado de animagao “quadro a quadro”. A diferenca entre essas duas maneiras de
animar é que a macro \animategraphics pode ser usada para montar animacoes
de conjuntos de arquivos graficos ou PDF de varias paginas, enquanto o ambiente
animateinline destina-se a criar a animacao a partir do material tipografico que ele
inclui. Este material pode ser imagens desenhadas no ambiente ETEX ‘picture’ ou
usando os recursos avangados do PSTricks ou pgf/TikZ; até mesmo material textual

comum pode ser animado dessa maneira.
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Portanto, a utilizagao da macro \animategraphics exige que as imagens ja es-
tejam produzidas em um arquivo composto por varias paginas ou de forma separada
e que, nao necessariamente, tenham sido produzidas com o I¥TEX, enquanto para
animar com o ambiente animateinline, precisamos desenhar as imagens dentro do
corpo do ambiente de animacao que, no nosso caso, serao produzidas com os pacotes
TikZ e tkz-euclide.

A configuragao completa da macro \animategraphics ¢é

\animategraphics[opgdes]{frame rate}{file basenamel}{first}{last}.
(5.55)
Para essa macro funcionar, devemos incluir o pacote animate no preambulo, bem
como, determinar a classe de documento, que mais uma vez adotaremos standalone
por oferecer mais liberdade de espago. No entanto, pode-se escolher outra classe e
incluir outros pacotes, conforme a necessidade. Também é necessario carregar o
pacote graphicx visto que trabalharemos com imagens. A estrutura do cédigo

seguird a seguinte organizagao:

\documentclass{standalone}
\usepackage{animate}
\usepackage{graphicx}
\begin{document}
\animategraphics[op¢des]{frame rate}{file basename}{first}{last}
\end{document}

Caso se faga uso de outra classe de documento, é aconselhavel que se posicione
a macro dentro de um ambiente figure, jA que o mesmo faz uso de imagens.
A seguir, vamos explicar como utilizar essa macro.

Como dito anteriormente, a animacao causa a impressao de movimento por meio
da sobreposicao de imagens que possuem os elementos que se pretende animar em
posicoes diferentes, simulando movimento. A cada uma dessas imagens damos o
nome de frame ou quadro. A velocidade com que esses frames se sobrepoem é
determinada por um nimero, geralmente natural, especificado no primeiro par de
chaves designado por frame rate que em traducao livre significa “taxa de quadros”.
A unidade considerada no frame rate é o fps (do inglés frames per second), isto é,
o nimero especificado nessa opc¢ao indicara quantos frames passara em uma unidade
de tempo de um segundo.

O nimero de fps é muito importante para a criacao da animacao. Valores peque-
nos podem gerar animagoes que dao saltos bruscos, prejudicando a fluidez, enquanto

valores muito altos, tornarao a animagao muito rapida, prejudicando a visualizacao
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em sua totalidade. Além disso, de acordo com Almeida [31], animages quadro a
quadro devem evitar altos valores de fps, pois a producao da animacgao se torna
muito lenta, visto que serd necessaria a criacao de muitos quadros. Ainda de acordo
com Almeida [31]], na criagdo de animacoes costuma-se utilizar de 12 a 24 fps.

A Figura mostra uma animacao produzida com uso do frame rate. Em
cada relogio que aparece na figura, foram utilizados 60 frames, com quantidades de
fps distintas. As quantidades de fps utilizadas, olhando da esquerda para a direita,
foram 1, 12, 24 e 60.

Figura 5.60: Relogios exemplificando o uso de 1, 12, 24 e 60 fps.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A quantidade de quadros também é importante. Eles podem ser produzidos em
imagens separadas, isto ¢, um arquivo para cada imagem, ou em um Gnico arquivo
com varias paginas, sendo que cada uma delas sera considerada como um frame. Se
as imagens forem produzidas em um arquivo tnico, deve-se digitar, na macro (5.55|),
o nome do arquivo no segundo par de chaves (no lugar do texto file basename).
Tal arquivo deve estar salvo na mesma pasta do arquivo TEX da animacao. No
terceiro par de chaves, digita-se o nimero do quadro por onde se pretende iniciar a
animacao (no lugar de first) e no quarto e ultimo par de chaves, digita-se o niimero
do ultimo quadro onde a animagao terminara (no lugar de last). De acordo com
Grahn [20], a primeira pagina do arquivo é equivalente ao quadro de nimero zero,
ou seja, em um arquivo de n paginas, a primeira equivale ao frame de nimero zero
e a ultima pagina equivale ao de nimero n — 1. Caso queira, é possivel deixar os
dois ultimos pares de chaves em branco. Nesse caso, o animate iniciara a animacao
pela primeira pagina e terminara na ultima péagina do arquivo.

A Figura [5.62] ¢ um exemplo de animagao produzida por meio de um arquivo
unico. A mesma foi produzida com as imagens do arquivo de nome PenduloDeNew-

ton, representadas na Figura [5.61, com o cédigo

\documentclass{standalone}

\usepackage{animate}
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\usepackage{graphicx}

\begin{document}
\animategraphics[autoplay,loop]l{30}{PenduloDeNewton}{0}{47}

\end{document}.

Esse codigo indica que a animacgao rodarda a uma velocidade de 30 fps, iniciara
pela primeira pagina (quadro 0 ou pagina 1) e terminara na dltima (quadro 47 ou
pagina 48). Ao chegar no tltimo quadro, a sequéncia de sobreposi¢ao das imagens
reinicia.

Figura 5.61: Paginas do arquivo PenduloDeNewton.
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Fonte: Elaborada pelo autor.




Figura 5.62: Péndulo de Newton.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para animar utilizando arquivos separados, cada um deles deve possuir uma tnica
pagina e todos devem ser nomeados de forma a possuirem a primeira parte do nome
comum a todos. Apoés a parte comum coloca-se o simbolo de underline seguido
de um numero que indicard a posicao do arquivo na sequéncia de sobreposicao.
Cada um dos arquivos representa um frame e serao exibidos na ordem como foram
nomeados. Por exemplo, em uma sequéncia com n arquivos, os mesmos podem ser
nomeados, respectivamente, com frame_ 1, frame_ 2, frame_ 3, frame_ 4, ..., frame_ -
n, € a animacao seguird os numeros especificados nos nomes dos arquivos.

Diferente da animacao com arquivo tinico, quando utilizamos arquivos separados,
no segundo par de chaves da macro digitamos apenas a parte comum dos
nomes dos arquivos, seguido do simbolo de underline e nos dois tltimos pares de
chaves digitamos, respectivamente, o nimero do primeiro e do dltimo arquivo por
onde iniciard e terminard a animagcao.

Como exemplo de animagao produzida com arquivos separados, temos a Figura
a qual foi produzida a partir dos arquivos da Figura 5.63, nomeados conforme

os textos situados acima de cada uma. O codigo utilizado foi

\documentclass{standalone}

\usepackage{animate}

\usepackage{graphicx}

\begin{document}
\animategraphics[autoplay,loopl{12}{frame_}{1}{96}

\end{document},

que usa os 96 arquivos da Figura funcionando a uma velocidade de 12 fps, e es-
tabelece uma sequéncia de sobreposicao do arquivo frame_1 até o arquivo frame_96.

Ao chegar no tltimo arquivo, a sequéncia reinicia, formando um ciclo infinito.
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Figura 5.63: Frames Teorema de Pitagoras.

frame_1 frame_2 frame_3 frame_24
frame_25 frame_26 frame_27 frame._:
= 5 .
*l I - / I
frame_49 frame_50 frame._. frame_72
frame_73 frame_74 frame_75 frame_96

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Warehouse [32].

Figura 5.64: Teorema de Pitagoras.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Warehouse [32].

Em relacdo as opgoes da macro (5.55)), podemos utiliza-las para adicionar botoes
que controlam a reproducao da animacao. Para isso, basta digitarmos controls ou

controls={all} no espaco reservado para as op¢oes. Com isso, serao adicionados
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automaticamente nove botoes abaixo da regiao de animacao, conforme a Figura
5.65]

Figura 5.65: Botoes do animate.

stop
step
play speed

o B

123456 789

(=)ee+)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Grahn [20)].

Segundo Grahn [20], o significado de cada botdo é, da esquerda para a direita:
parar e ir para o primeiro quadro, voltar um quadro, reproduzir para tras, reproduzir
para frente, ir um quadro a frente, parar e ir para o ultimo quadro, diminuir a
velocidade, reproduzir em velocidade padrao e aumentar a velocidade. Ambos os
botoes “play” sao substituidos por um grande botao “pause” enquanto a animagao
estd sendo reproduzida. Sugerimos ao leitor interagir com os botoes da animacao

da Figura[5.66] clique em um de cada vez, verificando o que ocorre com a animagcao.

Figura 5.66: Metronomo animado.
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Fonte: Elaborada pelo autor com base em Grahn |20].

Ainda de acordo com Grahn [20)], é possivel escolher grupos de botoes dentre

os nove disponiveis. Para isso, escrevemos controls={} no espaco de opcoes e
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escolhemos os grupos digitando stop, step, play ou speed, dentro das chaves.
Digitando stop, serao exibidos os botoes 1 e 6, digitando step, apenas os botoes
2 e 5 sao exibidos, escrevendo play, os botoes 3 e 4 sao exibidos e speed exibe o
trio de botdes 7, 8 e 9. E possivel ainda fazer combinacdes com esses grupos, basta
escrever o texto que os controla separados por virgulas.

Existem outras opg¢oes para a macro que modificam as animagoes, como
autoplay e loop que fazem, respectivamente, a animacao reproduzir automatica-
mente e reiniciar em um ciclo infinito. Note que essas opcoes foram utilizadas nas
animacoes das Figuras e pois elas iniciam automaticamente e repetem
infinitamente. A Tabela traz essas e outras opgoes que julgamos tteis para a
macro . Para obter todas as op¢oes, consulte Grahn [20)].

Tabela 5.7: Resumo das opc¢oes para a macro (|5.55]).

| animategraphics[op¢oes][{frame rate}{file basename}{first}{last}

Opcao Funcao Exemplo

Define qual quadro deve ser ex-
poster= “nimero” posto quando a animacao nao poster==0

estiver em reproducao.

Reproduz automaticamente a
autoplay animacao assim que se abre a autoplay

pagina em que ela esta.

Faz a animacao reiniciar auto-
loop maticamente ao chegar ao final, loop

produzindo um ciclo infinito.

lind Faz a animacao ir para frente e lind
palindrome . palindrome
para traz continuamente.

Adiciona botdes para controle controls={all}
controls i ~
da animacao. controls={stop,play}

Controla o posicionamento dos
_ w . . | botoes de controle da anima- _
controlsaligned="posi¢ao”| _ o controlsaligned=left
¢ao, se aparecerao a esquerda,

no centro ou a direita.

, Controla o tamanho dos botoes ‘
buttonsize="tamanho” ) ~ buttonsize=0.8¢cm
de controle das animacoes.

Faz a area de animacao nao
nomouse responder aos comandos do nomouse

mouse, os botoes responderao.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Grahn [20)].
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5.3.2 Animando com o ambiente animateinline.

Como dito na Subsecao [5.3.1) o ambiente animateinline é utilizado para pro-
duzir animagcoes onde as imagens sao criadas dentro do corpo do documento TEX.

Organizaremos este ambiente da seguinte maneira:

\begin{animateinline}[opgdes]{frame rate}
\multiframe{n® de frames}{variaveis}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (Xmax,Ymax) rectangle (Xmin,Ymin);
%#Comandos para a produgdo dos desenhos.
\end{tikzpicture}}

\end{animateinline}

As opc¢oes do animateinline sdo as mesmas apresentadas na Tabela [5.7] e no
interior do par de chaves, apos o espaco de opgoes, colocamos o nimero de fps com
que a animagao funcionara.

Na segunda linha escrevemos \multiframe, seguido de trés pares de chaves. No
primeiro par, especificamos o nimero de quadros que serao construidos. O segundo
par de chaves é reservado para a declaracao das variaveis que controlarao a cons-
trucao dos frames e, consequentemente, a animacao. Essas variaveis podem assumir
valores inteiros ou reais, sendo que, de acordo com Grahn [20], a primeira letra da

{33}
1

varidvel define a qual conjunto ela pertence, ou “I” sao reservados para variaveis
inteiras e “n”, “N”, “0” ou “R” sdo reservadas para valores reais. E aconselhavel que
se usem variaveis reais para evitar erros de compilacao. O controle dos valores das
variaveis ¢ feito por meio de um ntmero inicial somado a um incremento. Por exem-
plo, uma variavel real pode ser declarada do seguinte modo: Ra = 0+ 1/10. Isso

significa que a variavel receberd os valores
0, 1/10, 2/10, 3/10, 4/10, ..., (z — 1)/10,

sendo x o nimero de quadros especificado no primeiro par de chaves, e para cada
valor assumido pela variavel, serd produzido um frame.

Dentro do terceiro par de chaves, escrevemos o ambiente tikzpicture que pos-
suird os comandos para a construcao das figuras. Observe que dentro desse ambiente

escrevemos o comando
\path[use as bounding box] (Xmax,Ymax) rectangle (Xmin,Ymin);.

Tal comando tem a funcao de determinar uma caixa delimitadora em forma de re-

tangulo que possui diagonal determinada pelos pontos de coordenadas (Xman, Ymax)
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e (Xmin,Ymin), os quais devem ser escolhidos de forma a posicionar todas as ima-
gens desenhadas no interior do retangulo. A nao utilizacdo dessa caixa delimitadora
distorce as imagens utilizadas na animacao, a sua utilizagao evita tal problema.

Embora as variaveis sejam declaradas sem a barra invertida, quando as utilizar-
mos nas macros, dentro do ambiente tikzpicture, devemos fazer uso da barra e
essas variaveis podem ser usadas nas mais diversas situagoes: em coordenadas de
pontos, no controle da cor do interior de um poligono (porcentagem da cor), na
espessura de uma linha, na medida do raio de um circulo, enfim, em toda situacao
em que o elemento substituido pela variavel seja de cunho numérico.

Para exemplificar, observe o codigo completo a seguir e o resultado da animacao

na Figura [0.67

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\usepackage{animate}
\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=last, controls={all}]{12}
\multiframe{12}{Ra=0+1/11, Rb=0+5}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (3.5,2.2) rectangle (-1.5,-0.1);
\tkzDefPoints{0/0/0, 1/1/A}
\tkzDefPoint (0,2*\Ra){B} \tkzDefPoint (2*\Ra,0){C}
\tkzDefPoint (2,2*\Ra){D} \tkzDefPoint(2*\Ra,2){E}
\tkzFillCircle[R,fill=gray!\Rb] (A,\Ra cm)
\tkzDrawSegments(0,B 0,C C,D B,E)
\tkzDrawCircle[R] (A,\Ra cm) \tkzDrawPoints(A)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document?}

Figura 5.67: Circulo inscrito em um quadrado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tudo o que estiver dentro do ultimo par de chaves do comando \multiframe, e fizer
uso das varidveis declaradas, serd animado de maneira simultanea. Para animar
de maneira sequencial, devemos definir novos “multiframes” por meio do comando
\newframe e, logo em seguida, escrever um novo multiframe com novas variaveis.

Por exemplo, o ambiente animateinline pode ser organizado da seguinte forma:

\begin{animateinline} [opgdes]{frame rate}
\multiframe{n® de frames}{variiveisl}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (Xmax,Ymax) rectangle (Xmin,Ymin);
%Comandos para a produgdo dos desenhos.
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{n® de frames}{variiveisl}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (Xmax,Ymax) rectangle (Xmin,Ymin);
#Comandos para a produgdo dos desenhos.
\end{tikzpicture}}

\end{animateinline}

Também podemos utilizar \newframe*, com asterisco, para adicionar uma pausa
quando a animagao chegar no fim do multiframe anterior a esse comando

Cada multiframe funciona como se fosse uma cena da animagao e atua de ma-
neira independente, isto é, o que foi definido, desenhado ou nomeado no multiframe
anterior deixa de existir no multiframe posterior. De acordo com Neves [33], para
que o animate lembre dos pontos definidos nos multiframes anteriores, basta digi-
tar \tikzstyle{every picture}=[remember picture] no preambulo do arquivo
TEX. Em relacao aos desenhos e nomes dos elementos, é necessério que seja dese-
nhado novamente o que se deseja conservar de um multiframe para outro.

Observe a organizagao do codigo a seguir, o qual d4 origem & animagao da Figura
que faz uso de quatro multiframes para construir um quadrado, sendo que as

variaveis sao utilizadas nas coordenadas dos vértices do quadrado.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\usepackage{animate}
\tikzstyle{every picturel}=[remember picturel
\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=last, controls={all}]{12}
\multiframe{21}{Rb=0+0.1}{
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\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (4,2.2) rectangle (-2.2,-0.25);
\tkzDefPoint (0,0){A}
\tkzDefPoint (\Rb,0) {B}
\tkzDrawPoints(4,B)
\tkzDrawSegment (A,B)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{21}{Rc=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (4,2.2) rectangle (-2.2,-0.25);
\tkzDefPoint (2, \Rc) {C}
\tkzDrawPoints (4,B,C)
\tkzDrawSegments(A,B B,C)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{21}{Rd=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (4,2.2) rectangle (-2.2,-0.25);
\tkzDefPoint (2-\Rd,2) {D}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D)
\tkzDrawSegments(A,B B,C C,D)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{21}{Re=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (4,2.2) rectangle (-2.2,-0.25);
\tkzDefPoint (0,2-\Re) {E}
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E)
\tkzDrawSegments(A,B B,C C,D D,E)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document?}
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Figura 5.68: Utilizando as varidveis em coordenadas.

(=Jbe(+]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como vemos, é possivel animar utilizando as variaveis nas coordenadas dos pon-
tos fazendo-os se mover. Porém, mover uma grande quantidade de pontos pode ser
um problema, pois devemos definir individualmente suas coordenadas, e isso, além
de ser trabalhoso, pode aumentar a quantidade de linhas do cédigo e, consequente-
mente, o tempo de compilagao. Como alternativa, podemos utilizar as macros que
criam os pontos por translacao ou rotacao (vistos na Subsecdo [5.2.10) que movem
os varios pontos de uma s6 vez. E claro que a utilizacio dessas macros depende
da intencao, isto é, translacoes sao indicadas quando se pretende mover pontos em
linha reta e rotagoes quando se pretende rotacioni-los em torno de um eixo. Nas
subsecoes a seguir explicaremos como utilizar essas transformacoes geométricas para

produzir animagoes.

5.3.3 Animando por Translacao

Vamos explicar a utilizacao de translacoes para producao de animagoes por
meio de um exemplo. Suponha que se queira transladar, por meio do ambiente
animateinline, um tridngulo ABC para a posicao do triangulo DEF indicados na
Figura [5.69

Figura 5.69: Translacao de um triangulo.

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

166



A translagao sera realizado por meio do comando
\tkzDefPointWith[linear,K=\Ra] (A,D)\tkzGetPoint{A’}.

Esse comando cria um ponto A’ que serd determinado seguindo multiplos do vetor
representado pelo segmento orientado AD, sendo que esses miltiplos sao determina-
dos pela variavel declarada no multiframe como Ra = 04 0.1. Cada valor assumido
pela variavel determinard um quadro da animacao, onde o ponto A’ estara posici-
onado gradativamente mais préoximo do ponto D e sempre sobre a semirreta E
Quando Ra assumir valor 0 o ponto A’ coincidird com o ponto A e quando Ra as-
sumir valor 1, A" estara sobre o ponto D. Portanto a quantidade de frames a serem
especificados no multiframe deve ser igual a 11. Essa quantidade de quadros ga-
rante o deslocamento do ponto A’ da posicao de A até D, pois os valores assumidos
pela variavel serao 0, 0.1, 0.2, 0.3, ..., 0.9 e 1.

O procedimento apresentado, apenas translada o vértice A do triangulo ABC.

Para transladar os outros dois vértices, devemos fazer uso do comando
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’](B,C){}.

Esse comando cria os pontos B’ e C' que sao, respectivamente, imagens dos pontos
B e C por translagdo segundo o vetor representado pelo segmento orientado de
extremidades A e A’. Como A’ é deslocado de maneira gradativa, pois depende da
variavel Ra, os pontos B’ e ¢’ também se deslocarao de forma gradativa, em direcao,
respectivamente, aos pontos E e F.

Apos a criagao dos pontos A’, B’ e C’, basta desenhar o triangulo A’B'C’, que
veremos o deslocamento do triangulo ABC' em direcao ao triangulo DEF'. Veja o

codigo completo a seguir e o resultado na animacao da Figura [5.70

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\usepackage{animate}
\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=first, controls]{12}
\multiframe{11}{Ra=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (6,2) rectangle (-1,-2);
\tkzDefPoints{0/0/A,2/0/B,1/1.5/C,3/-1/D,5/-1/E,4/0.5/F}
\tkzDrawPolygon[dashed] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,D,E)
\tkzLabelPoints[above] (C,F)
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\tkzDefPointWith[linear,K=\Ra] (A,D)\tkzGetPoint{A’}
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’](B,C){}
\tkzDrawPolygon(A’,B’,C’)
\tkzDrawPolygon[dashed] (D,E,F)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F,A’,B’,C?)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document}

Figura 5.70: Animacao translacao de um triangulo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse procedimento pode ser usado para criar animagoes mais complexas, como,
por exemplo, a apresentada na Figura [5.71, que ilustra uma interpretacao do Teo-

rema de Pitagoras.

Figura 5.71: Uso de translagao no Teorema de Pitagoras.

(=)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Warehouse [32].

Nessa animagao, o movimento de cada poligono foi realizado com um multiframe,

fazendo com que eles se movam de maneira sequencial, isto é, o proximo poligono sé6
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se moverd apos o fim do movimento do anterior, quando um multiframe termina

e inicia outro. O codigo completo da animacao da Figura [5.71] esta disponivel na

Sec¢ao do Apéndice [A]

5.3.4 Animacao por Rotacao

Veremos agora como utilizar rotacoes para produzir animacoes através de um
exemplo. Considere o triangulo ABC e o ponto O da Figura e suponha que se
pretende produzir uma animacao que rotacione o tridangulo ABC em um angulo de

120° em torno do ponto O, de forma a coincidir com o tridngulo DEF.

Figura 5.72: Rotacao de um triangulo estatico.

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para realizar, de forma animada, o movimento do tridngulo ABC' por rotacao,

utilizamos o comando
tkzDefPointsBy[rotation=center 0 angle 120*\Ra] (4,B,C){}

para criar os pontos A', B" e C'. A variavel Ra, que deve ser definida como Ra =
0+ 0.1, controla o movimento dos pontos criados, conforme os valores determinados
pela multiplicacao de 120° pelos valores assumidos pela varidvel, os quais devem ir
de 0 a 1, isto é, a quantidade de frames definida no multiframe deve ser igual a 11.

Portanto, a animacao desejada sera composta por 11 quadros, sendo que cada um
deles representa os pontos A’, B’ e C' em posicoes diferentes, conforme as rotagoes
dos pontos A, B e C' determinadas pelos angulos 0°, 12°, 24°, ..., 108°, 120° obtidos
pelo produto 120*\Ra.

Apos a criagao dos pontos, basta desenhar o triangulo A’B’'C” e renomeé-lo como

DEF. Veja a seguir o cddigo completo da animacgao e o resultado na Figura |5.73

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}

\usepackage{animate}
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\begin{document}
\begin{animateinline} [poster=first, controls]{12}
\multiframe{11}{Ra=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (6.5,2.25) rectangle (-1,-1.5);
\tkzDefPoints{4/0/A, 6/0/B, 5/1.5/C, 3/-1/0}
\tkzDrawPolygon[dashed] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,0)
\tkzLabelPoints[above] (C)
\tkzDrawPoints(4,B,C,0)
\tkzDefPointsBy[rotation=center 0 angle 120](A,B,C){D,E,F}
\tkzDrawPolygon[dashed] (D,E,F)
\tkzLabelPoints [below] (D,F)
\tkzLabelPoints[above] (E)
\tkzDrawPoints (D,E,F)
\tkzDefPointsBy[rotation=center 0 angle 120%\Ra] (A,B,C){}
\tkzDrawPolygon(A’,B’,C’)
\tkzDrawPoints (A’ ,B’,C’)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document?}

Figura 5.73: Rotacao de um triangulo animado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.5 Animacao com translacao e rotacao

Podemos ainda realizar o deslocamento de uma figura geométrica de forma que
ela realize uma translacao e, ao mesmo tempo, uma rotagao em torno de um dos
pontos transladados. Para isso, basta transladar os pontos que determinam a figura,

escolher um dos pontos obtidos e rotacionar os outros em torno dele. Por exemplo,
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considere os triangulos congruentes ABC' e DEF da Figura 5.74] e suponha que se
deseja transladar o triangulo ABC para DEF de forma que, ao mesmo tempo da

translacao, o triangulo sofra rotacao de 180° em torno do seu vértice A.

Figura 5.74: Translacao com rotagao de um triangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Transladamos primeiro o vértice A para o ponto D por meio do comando
\tkzDefPointWith[linear,K=\Ral (A,D)\tkzGetPoint{A’}. (5.56)
Em seguida, transladamos os pontos B e C' por meio do comando
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’](B,C){}. (5.57)

Os comandos (5.56) e (5.57) criam os pontos A’, B" e C' sendo que, para realizar
o movimento de rotacao, devemos rotacionar B’ e C' em torno do ponto A’. Essa

rotacao ¢ determinada pelo comando

\tkzDefPointsBy[rotation=center A’ angle 180%*\Ra](B’,C’){B’’,C’’}.

(5.58)

Obtemos entao os pontos B” e C”, que juntamente com A’, compdem o tridngulo

A'B"C" que se movera de ABC até DEF, de forma a sofrer translagao e rotacao
a0 mesmo tempo.

E valido ressaltar que o nimero de frames e a variavel Ra devem ser definidos,

no multiframe, de forma que Ra assuma valores de 0 até 1 para que o ponto A’

percorra todo o segmento AD, indo de A até D, e para que B” e C” rotacione 180°

em torno de A’. Observe a seguir um codigo completo composto por 30 quadros

cuja variavel é definida como Ra=0+1/29. Verifique também o resultado esperado
na Figura [5.75]

\documentclass{standalone}

\usepackage{tkz-euclide}

171



\usepackage{animate}
\tikzstyle{every picturel}=[remember picturel
\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=first, controls]{12}
\multiframe{30}{Ra=0+1/29}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (4.5,2.25) rectangle (-6.5,-1.5);
\tkzDefPoints{-5/-1/A,-3/-1/B,-4/0/C,4/1.2/D,2/1.2/E,
3/0.2/F}
\tkzDrawPolygon[dashed] (A,B,C)
\tkzDrawPolygon[dashed] (D,E,F)
\tkzDrawPoints(A,B,C,D,E,F)
\tkzLabelPoints[below] (A,B,F)
\tkzLabelPoints[above] (C,D,E)
\tkzDefPointWith[linear,K=\Ra] (A,D)\tkzGetPoint{A’}
\tkzDefPointsBy[translation=from A to A’](B,C){}
\tkzDefPointsBy[rotation=center A’ angle 180%*\Ra] (B>,C’){B’’,C’’}
\tkzDrawPolygon(A’,B>?,C’)
\tkzDrawPoints(A’,B’’,C’’)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document}

Figura 5.75: Translagdo com rotagdo de um triangulo (Animado).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse procedimento pode ser utilizado para construir animacoes mais complexas,
como na Figura [5.76| onde fizemos uso de varios multiframes para sua construcao.
Para mover o triangulo de lados a, b e ¢, dentro do quadrado do lado esquerdo,

utilizamos translacao com rotacao, simultaneamente.
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Figura 5.76: Uso de translacao com rotagao no Teorema de Pitagoras.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.6 Utilizando o ambiente animateinline para produzir ima-

gens para animar com o animategraphics

Quando produzimos animagoes com o ambiente animateinline, dependendo do
tamanho da animacao, o codigo pode ficar muito grande e, consequentemente, a
compilacao do arquivo demora muito tempo. Além disso, esse tempo ainda pode ser
aumentado quando se produzem varias animacoes em um mesmo documento.

Como alternativa para diminuir o tempo de compilagdo, podemos utilizar o am-
biente animateinline para produzir um arquivo com varias paginas, e utilizar esse
arquivo para construir a animacao com o comando \animategraphics por meio do
procedimento descrito na Subsegdo [5.3.1] Para a produ¢do desse arquivo, devemos

escrever no preambulo
\usepackage [export]{animate}. (5.59)

A opcao export fard o animate produzir um arquivo com o nimero de paginas
equivalente & soma de todos os frames declarados nos multiframes utilizados no
codigo do animateinline, isto é, cada pagina representara um quadro da animagao.
A Figura traz a interface do programa TeXstudio com parte do cédigo que da
origem a um arquivo PDF com trinta paginas que foi utilizado para a producao da
animacao apresentada na Figura [5.75) enquanto que a Figura traz parte do
mesmo codigo, porém, sem a utilizacao da opc¢ao export. Compare os resultados

obtidos observando o lado direito de cada figura.
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Figura 5.77: Coédigo com uso da opc¢ao export.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.78: Cédigo sem uso da opcao export.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante lembrar que o arquivo PDF que possui as paginas da anima-

cao, produzido ao se utilizar a opcao export, deve estar salvo na mesma pasta

em que se encontra o arquivo TEX para a produgao da animac¢ao com o comando

\animategraphics.
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Capitulo 6
Proposta de Sequéncia Didatica

Esse capitulo é destinado a exposicao de uma proposta de sequéncia didética
para o ensino de Geometria Plana. Mais especificamente, para o ensino de areas de
figuras planas tais como: quadrado, retangulo, paralelogramo, triangulo, losango,
trapézio, poligonos regulares e circulo. Serao propostas dez atividades, nas quais
serdao utilizadas animagoes produzidas no KTEX para auxiliar no desenvolvimento
das mesmas.

As atividades propostas objetivam levar ao aluno justificativas para as férmu-
las obtidas. Essas justificativas muitas vezes sao negligenciadas pelos autores ao

elaborar os materiais didaticos.

6.1 Area de um Quadrado

6.1.1 Atividade 01: determinacao da area de um quadrado

de lado natural

Objetivo:
Esta atividade tem o propoésito de justificar o fato da area de um quadrado de

lado natural n ser dada por n?.

Tempo estimado:

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais:
Computador com leitor de PDF, projetor, régua (de preferéncia sem marcagoes),
compasso, lapis, borracha, folhas com um quadrado de lado 3 cm desenhado e folhas

com as instrugoes para o uso da régua e compasso.

Desenvolvimento:

Inicialmente o professor deve expor, por meio do projetor, a Definicao [6.1.1| e
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os Axiomas listados a seguir, os quais foram retirados de Neto [13]. Se necessario,
explicar o que sao Axiomas e discutir um pouco com os alunos sobre as informacoes

que cada um traz.

Definicao 6.1.1. Um quadrado é um quadrildtero que possui os quatro lados con-

gruentes e os quatro dngulos internos retos.
Axioma 6.1.1. Poligonos congruentes tém dreas iguais.

Axioma 6.1.2. Se um poligono convexo é particionado em um nidmero finito de
outros poligonos convexos, entao a drea do poligono maior € a soma das dreas dos

poligonos menores.

Axioma 6.1.3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior,

entao a drea do poligono maior é maior que a drea do poligono menor.
Axioma 6.1.4. A drea de um quadrado de lado 1 c¢m € igual a 1 cm?.

Apo6s a exposicao e exploragao dos axiomas, distribuir para os alunos as duas
folhas, uma com um quadrado que possua exatamente 3cm de lado e a outra com
as instrucoes para os procedimentos a serem realizados com a régua e o compasso.
Distribuir também as réguas e os compassos, caso nao possua materiais suficien-
tes para uso individual, optar por fazer esta atividade em grupo, dependendo da
disponibilidade dos materiais.

Os procedimentos com régua e compasso a seguir visam particionar o quadrado
desenhado no papel em nove quadradinhos de lados com comprimento 1cm. Nesse
momento, o professor deve mostrar a animacao da Figura [6.1] e orientar os alunos

para que sigam os seguintes passos:

1. Trace uma reta r que incida no ponto A tal que r N ABCD = {A};

2. Com o compasso com abertura arbitraria, trace um arco centrado em A mar-
cando o ponto P, sobre a reta r. Conservando a abertura do compasso, centra-o
em P, e marque o ponto P, sobre r. Ainda com a mesma abertura, centre o

compasso em P, e marque o ponto P; sobre r;
3. Trace a reta EPg;

4. Com o compasso com abertura P3P, trace um arco centrado em P; marcando

o ponto X sobre o segmento B Ps;
5. Construa a circunferéncia de raio P; P, centrada em P;;

6. Trace a circunferéncia de centro P, e raio medindo X P, e marque o ponto X’
de intersecao dessa circunferéncia com a construida no passo anterior de forma

que X' esteja no semiplano oposto a X em relacao a reta r;
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7. Trace areta X' P, marcando o ponto F de interse¢ao dessa reta com o segmento
AB;

Y

8. Com abertura AF use o compasso para dividir os lados do quadrado ABCD

em segmentos iguais, marcando os pontos F', G, H, I, J, K e L;

9. Ligue os pontos que estao em lados opostos do quadrado particionando-o em

nove quadradinhos congruentes estre si.

Figura 6.1: Area de um quadrado de lado 3 cm.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante que os alunos nao utilizem a graduacao da régua caso ela possua,

pois isso possibilitard o surgimento de questionamentos como: quem garante que o

segmento AEF mede 1 cm de comprimento? Esta questao e outras que possam surgir

sao importantes e devem ser discutidas com cautela juntamente com os alunos.

Apos a construcao com régua e compasso, de acordo com o Axioma 6.1.1 todos

os nove quadradinhos de lado 1 cm possuem mesma area e, de acordo com o Axioma

6.1.4, as medidas dessas areas sio todas iguais a 1cm?. Sendo assim, fazendo uso

do Axioma 6.1.2, a area do quadrado ABCD é igual a soma das areas dos nove

quadradinhos de lado 1cm, ou seja, a area de um quadrado de lado 3cm ¢ igual a

9cm? o que equivale a 3% cm®.
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E importante que fique claro para o aluno que esse procedimento nio constitui
prova para a féormula da area de um quadrado de lado natural n, mas serve para
facilitar a compreensao da generalizacao do mesmo, isto é, para provarmos que a
area de um quadrado de lado natural n é dada por n?, devemos proceder de maneira
semelhante, porém considerando um quadrado de lado natural arbitrario. Sendo
assim, apo6s expor aos alunos tal raciocinio e debater a respeito, o professor passara

a apresentar, via projetor, a animagao da Figura [6.2

Figura 6.2: Area de um quadrado de lado natural.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Simultaneamente a apresentacao da animacao da Figura [6.2) o professor deve

explicar, fazendo uso dos Axiomas [6.1.1] [6.1.2] e [6.1.4, que um quadrado ABCD

de lado natural n pode ser particionado em quadradinhos de lado 1 cm, sendo que,
para tanto, basta tracar sucessivas retas paralelas a AB e sucessivas retas paralelas
a AD, sempre mantendo a distancia de 1cm. Esse procedimento particiona o qua-
drado ABCD em n fileiras de n quadradinhos cada uma, totalizando n x n = n?
quadradinhos, com 1cm? de area cada um. Isso prova que a area de um quadrado

de lado natural n é dada pela formula n?.
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6.1.2 Atividade 02: determinacao da area de um quadrado

de lado racional

Objetivo:
Esta atividade objetiva justificar o fato da area de um quadrado de lado racional

r ser dada por 2.

Tempo estimado:

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais:
Computador com leitor de PDF, projetor, régua (de preferéncia sem marcagoes),
compasso, 1apis, borracha, folhas com um quadrado de lado 3 cm desenhado e folhas

com as instrucoes para o uso de régua e compasso.

Desenvolvimento:

Distribuir aos alunos duas folhas, uma com um quadrado de lado gcm e a outra
com as instrugoes para os procedimentos com régua e compasso. Distribuir também
as réguas e 0s compassos.

Os procedimentos com régua e compasso a seguir visao construir um quadrado de
lado natural utilizando a justaposicao de nove quadrados congruentes ao quadrado
) . .
de lado —cm. Neste momento, o professor deve orientar os alunos a utilizarem a
régua e o compasso para realizarem os passos a seguir, mostrando, via projetor, a

animacao da Figura [6.3| que deve ser utilizada para facilitar a construcao.
1. Prolongue as semirretas 1@, ﬁ, /ﬁ e B?;

2. Com abertura igual a AB, use o compasso para marcar os pontos F e F sobre
a semirreta f@, G e H sobre a semirreta w, I e J sobre a semirreta zﬁ e
K e L sobre a semirreta ﬁ, de forma que, AB=BE =FEF =CG=GH =
DI=1J=CK=KLeEecBF,GeCH,IeDJeKecCL;

3. Prolongue as semirretas E? e F;[-[} ;
H
4. Prolongue as semirretas [ K e Jj e marque o ponto M tal que F—})[ﬂjj ={M};

5. Desenhe o quadrado AFM J, ele possui 5cm de lado.
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; 5
Figura 6.3: Area de um quadrado de lado 3 cm.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Apébs a construcao, o quadrado AF M J serd formado por nove quadrados con-
gruentes ao quadrado ABCD e, de acordo com o Axioma [6.1.1 todos esses nove
quadrados possuem a mesma area, a qual vamos chamar de S gcp. De acordo com
o Axioma[6.1.2] a drea Sappr; do quadrado AFMJ é dada pela soma das areas dos

nove quadrados congruentes a ABC'D ou, equivalentemente,

2
Sarmg = 3° X Sapcp.

Note que o lado do quadrado AF M J é natural e igual a 5cm, visto que é dado
por 3 X 3 cm. Como ja sabemos que a area de um quadrado de lado natural é dada

pelo quadrado do seu lado, segue que Syppr; = 5% cm? e com isso

2 5 2
52cm2 = 32 X SABCD — SABCD = —cm2 — SABCD = <—) cm2.

32 3
Esse procedimento apenas sugere que a area de um quadrado de lado racional
r seja igual a r?, servindo para preparar o aluno para a demonstracio que consiste
em tratar esse procedimento de maneira genérica. Sendo assim o professor passara

a expor, via projetor, a animacgao da Figura [6.4]
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Figura 6.4: Area de um quadrado de lado racional.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando o quadrado ABCD de lado racional r = ™ 4a Figura , é
possivel enfileirar, um ao lado do outro, n quadrados congruen?es a ABCD. Apos
isso, empilhamos n dessas filas, formando um quadrado maior AEFG com lado
medindo n X % = m. Com isso, o quadrado AEF'G sera formado por n filas com n

quadrados congruentes a ABCD, isto é, AEFG sera particionado em n? quadrados
congruentes a ABC'D. Assim, pelos Axiomas el6.1.2] segue que

2
Saprc =n° X Sapcp.

Dado que o quadrado AEFG possui lado natural e igual a m e que a area
de um quadrado de lado natural é o quadrado da medida de seu lado, segue que

Saprc = m? e com isso

9 9 m2 m\ 2
m” =n" X Sapcp = Sapcp = ey = Sapcp = (g) -
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Portanto a area de um quadrado de lado racional » = —, com m e n naturais, é
n

igual a r%.

6.2 Area de um Retangulo

De posse dos resultados apresentados na secao anterior propomos a utilizacao da
animacao apresentada na Figura [6.5] para auxiliar o professor na demonstracao da

formula da area de um retangulo.

6.2.1 Atividade 03: determinacao da area de um retangulo

Objetivo:
Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um retangulo de

base b e altura h ser dada por b X h.

Tempo estimado:

Uma aula de 50 minutos.

Materiais:
Computador com leitor de PDF, projetor, régua (de preferéncia sem marcagoes),
compasso, lapis, borracha, folhas com um retangulo de base arbitraria b e altura

arbitraria h desenhado e folhas com as instrugoes para o uso de régua e compasso.

Desenvolvimento:

Inicialmente, o professor apresenta aos estudantes a Definicao [6.2.1] e a Proposi-
gao [6.2.1]

Definicao 6.2.1. Um retingulo é um quadrildtero convexo que possui 0$ quatro

angulos internos retos.

Proposicao 6.2.1. A drea Sapcp de um retingulo ABCD com base b e altura h,

€ 1gual a b X h.

Distribuir aos alunos duas folhas, uma com um retangulo ABCD de base AB = b
e altura AD = h, e a outra com as instrucoes para o uso da régua e compasso.
Distribuir também as réguas e 0os compassos.

Os procedimentos com régua e compasso a seguir visam construir um quadrado
de lado b+ h que seja formado pela justaposicao de dois quadrados, um com lado b e
outro com lado h, e dois retangulos congruentes ao retangulo ABC'D. Sendo assim,
o professor passara a orientar os estudantes a utilizarem a régua e o compasso para

seguirem o0s passos a seguir, mostrando via projetor a animacao da Figura [6.5

1. Prolongue as semirretas 1@, ﬁ, zﬁ e B?;
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2. Com o compasso com abertura AD = h, marque o ponto E sobre zﬁ eo
ponto F' sobre @ de forma que B € AF e C' € DF. Com o compasso com
abertura AB = b, marque os pontos G e H, respectivamente, sobre B? e E
tais que C € BG e D € AH,

3. Prolongue as semirretas ﬁ e 175, mancando o ponto I de intersecao das

mesmas;

4. Desenhe o quadrado AEITH, ele possui lado medindo b + h.

Figura 6.5: Area de um retangulo.

1 2 3 4
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b+h)?=0"4+2x S, + W= +2xbxh+h=0>+2xS, +h*= S, =bx h

(=Je(+)

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Lima [34].

Apos a construgao do quadrado AETH (de lado b+h), o professor deve continuar
com a animacao da Figura |6.5) mostrando que a area de tal quadrado é dada pela
soma das areas do quadrado BEFC (de lado h), com o dobro da éarea do retangulo
ABCD e com a area do quadrado DCGH (de lado b). Visto que ja sabemos calcular

a area de um quadrado e chamando a &rea do retangulo ABCD de S,, segue que
(b+h)?*=0*+2x8S, +h%
Desenvolvendo o produto notavel no primeiro membro da equacao, obtemos

P4+2xbxh+h2=0+2xS,+h*=S,=bxh.
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Portando, a area S, de um retangulo de base b e altura h é dada pelo produto
b x h, isto é, S, = b x h.

6.3 Area de um Paralelogramo

6.3.1 Atividade 04: determinacao da area de um paralelo-

gramo

Objetivo:
Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um paralelogramo

de base b e altura relativa a esta base h ser dada por b X h.

Tempo estimado:

Uma aula de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF; projetor e um arquivo PDF que possua a ani-
macao da Figura[6.6]
Desenvolvimento:

O professor deve apresentar aos estudantes, por meio do projetor, a definicao
de paralelogramo [6.3.1] e a Proposi¢ao [6.3.1} Aproveite também para definir a base
e a altura de um paralelogramo, sendo estes, respectivamente, um dos lados e a
distancia entre tal lado e 0 que esta na posicao oposta. Nos termos da Figura

temos o paralelogramo ABCD, no qual se tem a base AB com medida b e a altura
DFE cuja medida é h.

Definicao 6.3.1. Um paralelogramo é um quadrildtero que possui os lados opostos

paralelos.

Proposicao 6.3.1. A drea Sapcp de um paralelogramo ABC'D com base b e altura

h, € igual b X h.

Apos discutir as definicbes mencionadas e a Proposicao [6.3.1] o professor passa
a apresentar, via projetor, a animagao da Figura e, simultaneamente, a apre-
sentacao, explicar que é possivel prolongar a base AB do paralelogramo e tracar a
perpendicular & semirreta E que passa pelo ponto C, marcando assim o ponto P,

intersecao dessa perpendicular com ﬁ .
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Figura 6.6: Area de um Paralelogramo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo ABC D um paralelogramo, segue que AD = BC'e DE = C'P. Com isso, e
pelo fato dos angulos ZAED e ZBPC serem retos, conclui-se, pelo caso lado, lado,
angulo oposto (LLA,), que os tridngulos AED e BPC' sao congruentes.

A congruéncia dos triangulos AED e BPC garante que a area Sypcp do para-
lelogramo ABC'D seja igual a drea Sppcep do retangulo EPCD que, por sua vez é
igual a b x h, isto é, Sapcp = b X h.

Portanto a area Sypcp de um paralelogramo ABCD com base b e altura h é

dada por Sapcp = b X h, como queriamos demonstrar.

6.4 Area de um Triangulo

6.4.1 Atividade 05: determinacao da area de um tridngulo

Objetivo:

Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um triangulo de
bxh

base b e altura h ser dada por

Tempo estimado:

Uma aula de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF'; projetor e um arquivo PDF que possua a ani-
magao da Figura[6.7

Desenvolvimento:
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Apresentar, via projetor, a definicao de triangulo, Definicao[6.4.1} e a Proposicao
6.4.1] definindo também a base e a altura de um triangulo como sendo, respectiva-
mente, um dos lados do triangulo e a distancia do vértice oposto ao lado considerado
a reta suporte de tal lado. Nos termos da Figura temos o triangulo ABC', no

qual se tem a base BC e altura AE com medidas respectivamente iguais a b e h.
Definicao 6.4.1. Um tridingulo é um poligono formado por trés vértices.

Proposicao 6.4.1. A drea Sapc de um tridngulo ABC' com base b e altura h €
bxh

wgual a

Apos discutir as defini¢oes e a Proposicao [6.4.1], o professor passa a apresentar,
via projetor, a animagao da Figura e, simultaneamente, a apresentacao, expli-
car que é possivel tracar as duas retas paralelas as retas j@ e % que passam,
respectivamente, pelos pontos C' e A, marcando o ponto D de intersecao das retas

tracadas.

Figura 6.7: Area de um triangulo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo % paralela com f@, segue que os angulos /BCA e /DAC sao con-
gruentes e, pelo fato de ﬁ ser paralela a %, conclui-se que ZBAC e ZDCA
também sao congruentes. Essas duas informacoes juntamente com o fato do lado
AC ser comum aos triangulos ABC' e C'DA, garantem, pelo caso de congruéncia
angulo, lado, angulo (ALA), que os dois triangulos ABC e C'DA sao congruentes,

donde podemos concluir que a area do triangulo ABC' é igual a metade da area do
quadrilatero ABCD.
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O quadrilatero ABC'D é um paralelogramo por construcao. Portanto sua area é
igual a b x h. Assim, a area Sspc do tridangulo ABC ¢ igual a metade do produto

b x h, isto é,
bxh

2 Y

Sapc =

como queriamos demonstrar.

6.5 Area de um Losango

6.5.1 Atividade 06: determinacao da area de um losango

Objetivo:

Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um losango de

D,, xd
diagonais D,, e d ser dada por 2X .

Tempo estimado:

Uma aula de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF, projetor e um arquivo PDF que possua a ani-
macao da Figura[6.8
Desenvolvimento:

Apresentar a Defini¢ao [6.5.1] e a Proposicao [6.5.1

Definicao 6.5.1. Um losango é um quadrildtero que possui 0s quatro lados com a

mesma medida.

Proposigao 6.5.1. A drea de um losango ABC'D com diagonais medindo D,, e d,

. D, xd
¢ igual a 5

Na Figura[6.8] temos o losango ABC'D cujas diagonais sao AC, com medida D,y,,
e BD, com medida d.
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Figura 6.8: Area de um losango.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Apobs a exibicao da Definicao [6.5.1] e da Proposicao [6.5.1] o professor passa a
apresentar, via projetor, a animacao da Figura [6.8] explicando simultaneamente a
apresentacao que dado um losango ABC'D, podemos tragar as diagonais AC' e BD
representando suas medidas por D,, e d, respectivamente. Marca-se o ponto M de
intersecao das duas diagonais.

Sendo ABC'D um losango, segue que os lados AB, BC, C'D e DA dos triAngulos
ABC e ADC' possuem a mesma medida. Com isso, e pelo fato do lado AC ser
comum aos dois triangulos, concluimos, pelo caso de congruéncia lado, lado, lado
(LLL), que ABC' e ADC sao congruentes e que ambos sao tridngulos isosceles de
base AC. Assim, os angulos ZDAC, /DCA, /BCA e ZBAC possuem a mesma
medida. Considerando os triangulos ABD e CBD e utilizando um raciocinio ana-
logo, concluimos que os angulos ZADB, /CDB, Z/CBD e ZABD possuem medidas

iguais. A igualdade desses angulos juntamente com o fato do quadrilatero ABCD

188



ser um losango garantem, pelo caso de congruéncia angulo, lado, angulo (ALA), a
congruéncia dos quatro triangulos AM D, CMD, CMB e AM B. Essa congruéncia
implica a perpendicularidade das diagonais AC' e BD e o fato de M ser o ponto
médio dessas diagonais.

Assim, a area Sapcp do losango ABCD é igual a soma das areas dos quatro
triangulos AMD, CMD, CMB e AMB. Como esses triangulos sao congruentes, a

area do losango é igual a quatro vezes a area de um desses triangulos, isto é,

Dy d
2 X3
Sapcp =4 X Sayp = Sapcp = 4 X 5
D,, xd
Portanto, obtemos Sapcp = mT’ como querfamos demonstrar.

6.6 Area de um Trapézio

6.6.1 Atividade 07: determinacao da area de um trapézio

Objetivo:

Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um trapézio de bases
(B+0b) xh

B e b e altura h, ser dada por 5

Tempo estimado:

Uma aulas de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF, projetor e um arquivo PDF que possua a ani-
macao da Figura[6.9
Desenvolvimento:

Inicialmente, o professor deve apresentar, via projetor, a definicao de trapézio,
Definicao Adiantar aos estudantes que um trapézio possui duas bases, as
quais sao os lados paralelos, e uma altura que é a distancia entre as duas bases.
Nos termos da Figura temos o trapézio CDEF com bases CD e EF, cujas
medidas sao respectivamente B e b, a altura esta representada pelo segmento F'G

com medida h. Apresentar também a Proposicao [6.6.1

Definicao 6.6.1. Um trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados para-
lelos.
Proposicao 6.6.1. A drea Scprr de um trapézio CDEF com bases e altura me-
B+0b) xh
dindo, respectivamente, B, b e h, € igual a &
Apo6s a apresentacao da Defini¢ao e da Proposicao|6.6.1] o professor passa a
apresentar a animacao da Figura[6.9] explicando ao estudante que o trapézio CDEF
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pode ser particionado em dois triangulos: tracando-se a diagonal DF', construimos
os tridangulos CDF e DEF, que possuem a mesma altura h e, respectivamente, bases

iguais a B e b.

Figura 6.9: Area de um trapézio.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A area Scppr do trapézio CDEF é igual & soma das areas dos tridangulos CDF
e DEF. Como ja sabemos que a area de um triangulo é igual a metade do produto
entre a sua base e a sua altura, segue que

Bxh bxh (B+b) xh

S = = S = —
CDEF 5 + 5 CDEF 5 ;

como queriamos demonstrar.

6.7 Area de um Poligono Regular

As atividades desta secao visam auxiliar o professor do Ensino Médio na demons-
tracao das formulas das areas de um triangulo equildtero e de um hexagono regular.
Para os outros poligonos regulares pode-se seguir um raciocinio totalmente analogo.

Para a realizacao plena dessas atividades é necessario que os estudantes saibam

identificar e calcular as razoes trigonométricas no triangulo retangulo.

6.7.1 Atividade 08: determinagao da area de um tridngulo
equilatero

Objetivo:
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Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um triangulo equi-

latero ABC' de lado [, semiperimetro p e ap6tema a, ser dada por Sypc = p X a ou
V3 x [2

—

Tempo estimado:

Sapc =

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF, projetor e um arquivo PDF que possua as
animacoes das Figuras [6.10] [6.11] e [6.12]

Desenvolvimento:

Inicialmente, apresentar a defini¢ao de poligino regular[6.7.1]e a proposi¢ao[6.7.1

Definicao 6.7.1. Um poligono € reqular se for convexo e possuir todos os seus lados

com a mesma medida.
Proposicao 6.7.1. Todo poligono reqular é inscritivel em uma circunferéncia.

Apresentar, via projetor, a animacao da Figura destacando que todo poli-

gono regular possui os seguintes elementos:

1. Centro: ponto central do poligono que coincide com o centro da circunferéncia

que o circunscreve;

2. Raio: segmento que liga o centro do poligono a um de seus vértices, ¢ 0 mesmo

raio da circunferéncia que o circunscreve;

3. Semiperimetro: medida da metade da soma das medidas dos lados de um

poligono;

4. Apotema: segmento que representa a distancia de um lado ao centro do poli-

gOono;

5. Angulo central: angulo que possui o centro do poligono como vértice e dois

raios consecutivos como lados;

Nos termos da Figura o poligono ABCDE é regular (pentégono regular) e

possui centro O, raio r, apétema a e angulo central a.
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Figura 6.10: Elementos de um poligono regular.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos expor essas informacoes e debater com os estudantes, apresentar a Proposi-
¢ao [6.7.2] e enfatizar que um tridngulo equildtero é um poligono regular e, portanto,

possui todos os elementos citados anteriormente.

Proposicao 6.7.2. A drea Sapc de um tridngulo equildtero ABC de semiperimetro

p e apotema a € dada por Sapc = p X a.

Passe a apresentar, via projetor, a animacao da Figura descrevendo simul-
taneamente que o triangulo equilatero ABC' é particionado pelos seus raios em trés
triangulos ABO, BCO e C'AO, e que tais triangulos sao congruentes pelo caso lado,
lado, lado (LLL).

A congruéncia dos triangulos ABO, BCO e C'AO nos leva a concluir que a area
Sapc € igual a trés vezes a area de um deles. Mas como o apdtema do tridngulo
ABC' éigual a altura dos triangulos ABO, BCO e C'AO, segue que

Ixa 3xI

SABC:?)XSABO:3>< 5 = 7 ><CL:SABC:]9><CL7

como queriamos demonstrar.
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Figura 6.11: Area de um triangulo equilatero, dado seu lado e apotema.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A 4rea de um tridngulo equilatero também pode ser calculada por outra férmula
que esta indicada na Proposigao Para a demonstracgao dessa proposicao, faz-se
necessario o uso de um outro resultado indicado na Proposicao Portanto, o

professor deve apresentar tais proposicoes aos alunos e discuta um pouco sobre elas.

Proposicao 6.7.3. A drea Sapc de um tridngulo equilatero ABC' de lado | € dada
V3 x[?

or S =
p ABC 5

Proposicao 6.7.4. A altura relativa a base de um tridngulo isdsceles coincide com

a bissetriz do dngulo do vértice e com a mediana relativa ¢ mesma base.

Agora, o professor passa a apresentar a animacao da Figura [6.12] e simultanea-
mente a apresentacao, deve mostrar novamente para os estudantes que, pelo caso de
congruéncia lado, lado, lado (LLL), os triangulos ABO, BCO e C'AO sao congruen-
tes. Essa congruéncia garante que os angulos centrais do tridngulo ABC' sejam todos
congruentes e medem 120°; visto que, ao somé-los, devemos encontrar o angulo de

uma volta, cuja medida é 360°.
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Ao tragarmos o apdtema do triangulo ABC, ele também representard a altura
do tridngulo ABO que, por sua vez, é isosceles de base AB e, pela Proposicao[6.7.4
essa altura coincide com a bissetriz do angulo ZAOB e com a mediana relativa a
AB, ou seja, o angulo ZMOB mede 60° e o segmento M B mede [/2, sendo M o pé
do apotema relativo ao lado AB.

Temos entao, o triangulo retangulo M BO, donde podemos determinar o valor
de a em funcao de [ por meio da tangente do angulo ZMOB,

1/2 1/2 V3 x 1

tg60° = - —=V3=""—= 0= .
a a 6

Figura 6.12: Area de um triangulo equilatero, dado seu lado.

1234567 8 910111213
Passoss Q000000000000
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2
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2 2
1/2 1/2 ! [ V3 V3 x1
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g 60 a:>\/§ " X a 5 2\/§x\/§:>a s
2
SABC:pxa :>SABC:3;<ZX\/§6><Z:>SABC‘:\/§4XZ

(=Jbe(+]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como ja sabemos que a area de um triangulo equilatero ABC' é dado por p X a,

segue que

3x1 V3xl V3 x1

ABC p a 9 6 ABC 4 )

como queriamos demonstrar.
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6.7.2 Atividade 09: determinacao da drea de um hexigono

regular

Objetivo:
Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da 4rea de um hexagono regular

ABCDEF de lado [, semiperimetro p e apétema a, ser dada por Sapcper =p X a

3v3 x 2
SEER
Tempo estimado:

ou SABcDEF =

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais:

Computador com leitor de PDF; projetor e um arquivo PDF que possua as
animacoes das Figuras e

Desenvolvimento:

Apresentar aos estudantes a Proposi¢ao Se julgar necessario, revisar os
elementos de um poligono regular apresentando novamente a animacao da Figura
6.101

Proposicao 6.7.5. A drea Sagcper de um hexdgono reqular de semiperimetro p e

apdtema a € dada por Sapcprr = p X a.

Apos a exposicao da Proposicao [6.7.5) e das devidas revisoes, passar a apresentar
a animacao da Figura [6.13]
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Figura 6.13: Area de um hexagono regular dado seu lado e ap6tema.

1234567
Passos: 0 QO 0000 O

N:I——————— Q
N:I————___ Q
r\\.j——————— Q
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Nj————___ Q
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[ xXa 6 x{
5 — SABCDEF =

Sapcper =6 X Sapo = Sapcprr = 6 X X a = SABcpEF =D X a

(=Jbel(+]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Simultaneamente & apresentacao, explicar que o hexagono regular ABCDEF é
particionado pelos seus raios em seis triangulos EFO, FAO, ABO, BCO, CDO e
DEO, que sao congruentes, pelo caso lado, lado, lado (LLL), e, por esse motivo,
possuem areas iguais. Essa congruéncia garante que a area do hexagono ¢ igual a seis
vezes a area do triangulo ABO, que possui altura igual ao ap6tema a do hexégono.
Assim,

Ixa 6xI

Sapcper =6 X Sapo =6 % 5 = 3 X a = Sapcper =D X a,

como queriamos demonstrar.
Assim como o tridngulo equilatero, o hexagono regular possui uma outra férmula
para se calcular a area, a qual esta representada na Proposicao [6.7.6) apresente-a

aos estudantes e relembre a Proposicao [6.7.4] pois ela serd utilizada novamente.

Proposigao 6.7.6. A drea de um hexdgono reqular ABCDEF de lado | é dada por
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3v3 x 2
=

Apobs a exposicao e discussao da proposicao anterior, o professor passa a apre-

SaBcDEF =

sentar, via projetor, a animagao da Figura [6.14

Figura 6.14: Area de um hexagono regular, dado seu lado.

12345678910111213
Passos: 0 000000000000

1/2 V3 1)/2 3xl 3x1 /3 V3 x 1
tg30° = == Y2 _ Pe B xa= —a= Y2 .=
g a 3 a “ 2 2v/37 /3 a 2
6 x1 3x1 3vV3 x I
SABCDEF =P X @ —> S,poppr = ; X f; :>SABCDEF—\[2X

(=)o)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Simultaneamente a apresentacao, explicar que o hexdgono ABCDEF é parti-
cionado em seis triangulos congruentes FF'O, FAO, ABO, BCO, CDO e DEO.
Essa congruéncia garante que cada angulo central do hexagono é congruente e com
medida de 60°, pois ao soma-los devemos encontrar o angulo de uma volta, cuja
medida é de 360°.

Ao tracarmos o apoétema do hexagono, ele representard a altura do tridngulo
ABO, que é isosceles de base AB e, pela Proposicao [6.7.4] essa altura coincide com
a bissetriz do angulo ZAOB e com a mediana relativa ao lado AB, isto é, o angulo
ZMOB mede 30° e o segmento M B mede [/2, onde M é o pé do apdtema do
hexagono. Temos com isso o triangulo retangulo M BO donde podemos determinar
o valor do ap6tema a em funcao do lado [ por meio da tangente do angulo ZM OB,

l/ V3 )2 V3 xl

2
tg30° = — — = .
g a — 3 a — 2
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Como ja sabemos que a area de um hexagono regular é dada por p X a, segue

que

6x1 3xlI 3vV3 x I2
X = SaBcDEF = ———,

S = X =
ABCDEF =P X a 5 9 9

como queriamos demonstrar.

6.8 Area de um Circulo

6.8.1 Atividade 10: determinacao da area de um circulo

Objetivo:
Esta atividade tem o objetivo de justificar o fato da area de um circulo de raio

r ser dada por S, =7 x 2.

Tempo estimado:

Uma aula de 50 minutos.

Materiais:
Computador com leitor de PDF; projetor e um arquivo PDF que possua as

animacao da Figura [6.15]

Desenvolvimento:

Apresentar a Proposicao e discutir um pouco a respeito.
Proposicio 6.8.1. A drea S. de um circulo de raio r é dada por S. = 1 X 2.

Apos a apresentacao e discussao da proposicao anterior, passar a apresentar a
animacao da Figura pausando-a antes que apareca as equacoes. Indagar os

estudantes a respeito das seguintes questoes:

1. O que acontece com o perimetro do poligono regular em relacao ao compri-
mento da circunferéncia a medida que se aumenta a quantidade n de lados do

poligono?

2. O que acontece com o comprimento do apdétema do poligono regular em relacao
ao raio da circunferéncia a medida que se aumenta a quantidade de lados n do

poligono?

3. O que acontece com a area do poligono regular em relagdo & area do circulo

a0 passo que se aumenta a quantidade n de lados do poligono?

Se necessario, repetir a animacao do inicio varias vezes para que os alunos reflitam

sobre as questoes.
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Figura 6.15: Area de um hexagono regular dado seu lado.

1 2 3 4
Passos: @ @ @ @
n — oo
O T
i a
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(=)

Fonte: Elaborada pelo autor.

As conclusoes dos alunos devem ser proximas das seguintes:

1. A medida que se aumenta a quantidade de lados do poligono, o seu perimetro

se aproxima do comprimento da circunferéncia.

2. A medida que se aumenta a quantidade de lados do poligono, o comprimento

do apotema se aproxima da medida do raio da circunferéncia.

3. A medida que se aumenta a quantidade de lados do poligono, a area do poli-

gono se aproxima da area do circulo.

Continuar a animacgao da Figura[6.15| e destacar que, considerando uma quanti-
dade muito grande de lados para o poligono regular, o semiperimetro do poligono se
aproximarad do semiperimetro do circulo, o ap6tema do poligono se aproximara do
raio e consequentemente a area do poligono se aproximara da area do circulo, isto é,
quando n —» 00, e considerando que o comprimento de uma circunferéncia é igual

a2 X mXr, teremos

2XTXT

5 Xr=S,=m X1

Sp=pxa=5.=

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Ao realizar nossa pesquisa, constatamos que o ensino de Geometria ainda deixa
a desejar em relagao as demonstracoes dos resultados. Nesse sentido, o referido
trabalho apresenta uma ferramenta que enfatiza o uso de animacoes que buscam
facilitar a compreensao dos assuntos abordados, uma vez que as animagoes atraem,
motivam e estimulam a curiosidade dos alunos, relacionando as férmulas apresenta-
das com figuras geométricas de maneira dinamica que, utilizadas em conjunto com
as orientacoes do professor, levam a uma aprendizagem significativa.

A partir dos dados e das discussoes apresentadas no Capitulo 2| ao explorar-
mos como os assuntos de Geometria sao apresentados na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e, ao quantificarmos o consideravel percentual de questoes re-
lacionadas a conhecimentos geométricos abordadas no Exame Nacional do Ensino
Médio (Enem), evidenciamos a importancia da Geometria no curriculo do Ensino
Médio, bem como a importancia da utilizagao de ferramentas tecnologicas a servico
do ensino da Matematica.

Os conceitos e instrugdes apresentados nos Capitulos [3 [ e b, contribuem para
a formacao profissional dos professores de Matemética do Ensino Médio e os enco-
rajam a utilizar o E'TEX para a producao de materiais que os auxiliem no desenvol-
vimento de suas aulas na disciplina de Geometria Plana. Enquanto a proposta de
sequéncia didatica, apresentada no Capitulo [6] mostra efetivamente como trabalhar
as atividades de forma sisteméatica, onde o trabalho do professor é facilitado.

Com a realizacao desta dissertacdo, compreendemos o potencial do programa
KTEX, entendendo que ele é muito mais do que um simples editor de textos cien-
tificos. Enxergamos também a capacidade deste programa de produzir imagens e
animacoes de qualidade, que se mostram proveitosas no ensino de Geometria Plana.
Percebemos ainda a escassez de trabalhos académicos nacionais que explorem esta
vertente do KTEX, por meio dos pacotes TikZ, tkz-euclide e animate.

O uso das animagcoes nao se restringe aos assuntos apresentados nesta dissertacao,

elas podem ser utilizadas em outros ramos da Matematica que, no desenvolvimento
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da teoria ou na resolugao de problemas, envolvam alguma figura. Uma possibilidade
é utilizar o pacote pst-3dplot em conjunto com o animate para construir animacoes
em trés dimensoes. Veja um exemplo na Figura onde é feita a representacao de

um paraboloide de revolugao (o codigo que origina a Figura esta disponivel na

Secao do Apéndice [A)).

Figura 7.1: Animacao com os pacotes pst-3dplot e animate.

(=)ee+)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se considerar o uso das animacoes para auxiliar a compreensao de conceitos
que envolvam representacoes graficas de funcoes de variaveis reais ou até mesmo de
integrais, como ¢é o caso da Figura [7.2] que ilustra a soma de Riemann no intervalo
fechado [0, 0] da fungdo f : R — R, cuja lei de formagao é f(x) = cos(z). O codigo
para a obtengao da Figura[7.2] esta disponivel na Se¢ao do Apéndice [A] e para
sua construcao, utilizamos macros dos pacotes tkz-euclide e tkz-fct em conjunto

com o animate.
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Figura 7.2: Soma de Riemann com tkz-euclide, tkz-fct e animate.

Y,

L S-S P

(=)o)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, esperamos que este trabalho sirva de incentivo a producao de materiais
didaticos com uso do IXTEX para auxiliar os professores no ensino de Geometria Plana
no Ensino Médio, como também, estimule a busca por informacoes relacionadas ao
tema aqui discutido e a criacao de materiais semelhantes aos que expomos nesta
dissertagao, proporcionando o aumento de referencial tedrico para novos trabalhos

que auxiliem no ensino e aprendizagem da Matematica.
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Apéndice A

Codigos de Algumas Figuras

A.1 Cobdigo da Figura

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}
\usepackage{animate}

\def\xmin{-3.375}

\def\xmax{6.5}

\def\ymin{-2.7}

\def\ymax{4.8}
\definecolor[]{azul}{rgb}{0.36,0.54,0.66%}
\definecolor[]{cinza}{rgb}{0.83,0.83,0.83}

\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=last,controls={all},scale=1]1{24}
\multiframe{120}{ra=0+1/119}{

\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (\xmin,\ymin) rectangle (\xmax,\ymax);
\tkzDefPoints{0/0/a,3/0/v,-3.5/-2.5/A,6.75/5/B,-0.55/-2.8/1,
3.65/-2.8/9}
\tkzDrawTriangle[thick,two angles=60 and 60] (a,b)\tkzGetPoint{c}
\tkzDefMidPoint (a, c)\tkzGetPoint{d}
\tkzDefMidPoint (b, c) \tkzGetPoint{e}
\tkzDefPointBy[projection=onto a--b] (d)\tkzGetPoint{f}
\tkzDefPointBy[projection=onto a--b] (e)\tkzGetPoint{g}
\tkzDefPointBy[projection=onto e--f](d)\tkzGetPoint{h}
\tkzDefPointBy[projection=onto e--f](g) \tkzGetPoint{il}
\tkzDefPointsBy[rotation=center e angle 180x*\ral(i,g,b,f,h,d,
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a){i’,g’ ,b? ,f>,h?,d?,a’}

\tkzDefPointsBy[rotation=center g’ angle 180*\ral(i’,f’,h’,d’,

a’){i’’,f’’>,n>’,d’>’,a’’}
\tkzDefPointsBy[rotation=center f’’ angle 180*\ra](h’’,d’’,
a’?){h’’’,d>’?,a’’’}
\tkzDrawSegments [thick] (f,e g,i d,h)
\tkzDrawPolygon[thick] (h’>’’,d’’’,a’’’,f?)
\tkzDrawPolygon[thick] (e,i’,g’,b’)
\tkzDrawPolygon[thick] (g’,i’’,f’’)
\pgfmathtruncatemacro\cor{90*\ra}
\tkzFillPolygon[fill=cinza!\cor'!azul!](h,e,c,d)
\tkzDrawPolygon[thick] (h,e,c,d)
\tkzFillPolygon[fill=cinza!\cor'!lazul!](h’’’,d’’?,a’’’,f?’)
\tkzFillPolygon[fill=cinza!\cor'!azul!](e,i’,g’,b’)
\tkzFillPolygon[fill=cinza!\cor!azul!]l(g’,i’’,f’?)
\tkzDrawPolygon[thick] (h’’?,d’’?,a’’?,£’’)
\tkzDrawPolygon[thick] (e,i’,g’,b’)
\tkzDrawPolygon[thick] (g’,i’’,f’’)
\tkzDrawSegments [thick] (h,e h,d)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document}

A.2 C(Cobdigo da Figura .71

\documentclass{standalone}
\usepackage{tkz-euclide}

\usepackage{animate}

\tikzstyle{every picture} = [remember picture]
\def\xmax{3.5}

\def\ymax{2.5}

\def\xmin{-1.5}

\def\ymin{-2.5}

\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=first, controls, palindromel{12}
\multiframe{4}{Ri=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}

\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
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\tkzDefPoints{0/0/A, 2/0/B}
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare (B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare[fill=yellow] (C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzInterLL(A,D) (C,E)\tkzGetPoint{F}
\tkzDefParallelogram(B,A,F)\tkzGetPoint{G}
\tkzInterLL(A,E) (F,G)\tkzGetPoint{H}
\tkzInterLL(C,D) (F,G) \tkzGetPoint{I}
\tkzDefSquare (H,F) \tkzGetFirstPoint{J}
\tkzInterLL(E,D) (F,J)\tkzGetPoint{K}
\tkzInterLL(A,C) (F,J)\tkzGetPoint{L}
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E,H,F,K)
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A,L,F,H)
\tkzDrawPolygon[fill=red!50] (L,C,I,F)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F,I,D,K)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{11}{Ra=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}

\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare(B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare[fill=yellow] (C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzInterLL(A,D) (C,E)\tkzGetPoint{F}
\tkzDefParallelogram(B,A,F)\tkzGetPoint{G}
\tkzInterLL(A,E) (F,G)\tkzGetPoint{H}
\tkzInterLL(C,D) (F,G)\tkzGetPoint{I}
\tkzDefSquare (H,F) \tkzGetFirstPoint{J}
\tkzInterLL(E,D) (F,J)\tkzGetPoint{K}
\tkzInterLL(A,C) (F,J)\tkzGetPoint{L}
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A,L,F,H)
\tkzDrawPolygon[fill=red!50](L,C,I,F)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F,I,D,K)
\tkzDefPointWith[linear,K=\Ra] (F,N)\tkzGetPoint{F’}
\tkzDefPointsBy[translation=from F to F’](K,E,H){}
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\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’ ,K’)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{11}{Rb=0+0.13}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare(B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare[fill=yellow] (C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzDrawPolygon[fill=red!50] (L,C,I,F)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F,I,D,K)
\tkzDefPointWith[linear,K=\Rb] (F,B) \tkzGetPoint{F’’}
\tkzDefPointsBy[translation=from F to F’’](A,L,H){A>’,L>’ H’’}
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A’’>,L°>’ ,F’’> ,H’’)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’ ,K’)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{11}{Rc=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare(B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare[fill=yellow] (C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzDrawPolygon[fill=red!50] (L,C,I,F)
\tkzDefPointWith[linear,K=\Rc] (F,M) \tkzGetPoint{F’’’}
\tkzDefPointsBy[translation=from F to F’’’](I,D,K){I’’’,D?’’,
K>}
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A’’>,L°>’ ,F’> ,H’’)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’ ,K’)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F*>’’,I’°?,D’’’ ,K’??)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{11}{Rd=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}

\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
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\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare (B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare[fill=yellow] (C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzDefPointWith[linear,K=\Rd] (F,A)\tkzGetPoint{F’’’’}
\tkzDefPointsBy[translation=from F to F’’?’](L,C,I){L’>’?’,
cr222 12220}
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A’’>,L°>’ ,F’> ,H’’)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’,K’)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F*>’’,I’??,D’’’ ,K’??)
\tkzDrawPolygon[fill=red!50](L>???,C???’ 1’222 F?’77)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{11}{Re=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}

\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare (B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare(C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
\tkzDrawSquare(A,C) \tkzGetPoints{D}{E}

\tkzDefPointWith[linear,K=\Re] (P,C’’’’)\tkzGetPoint{P’’’°’}
\tkzDefPointsBy[translation=from P to P’’?°’](C,B,0){C’>??’?,
B)))))’0)7)77}

\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A’’>,L°>’ ,F’’> ,H’’)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’ ,K’)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F*>’*,I°?,D?’? ,K’’?)
\tkzDrawPolygon[fill=red!50] (L’>???,C???? 1’722 F?’77)
\tkzDrawPolygon[fill=yellow] (C>?>?> ,B>??22 (0?2227 PpP?2227)
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{4}{Rf=0+0.1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (\xmax,\ymax) rectangle (\xmin,\ymin);
\tkzDrawTriangle[two angles=30 and 60] (A,B)\tkzGetPoint{C}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2] (B,C,A)
\tkzDrawSquare(B,A) \tkzGetPoints{M}{N}
\tkzDrawSquare(C,B) \tkzGetPoints{0}{P}
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\tkzDrawSquare (A,C) \tkzGetPoints{D}{E}
\tkzDrawPolygon[fill=blue!50] (A’’>,L°>’ ,F’> ,H*’)
\tkzDrawPolygon[fill=gray!50] (E’ ,H’ ,F’,K’)
\tkzDrawPolygon[fill=teal!50] (F*>’’,I’°?,D’’’ ,K’??)

\tkzDrawPolygon[fill=red!50] (L’>*?>,C???’ 1’2’2 F?’7?)
\tkzDrawPolygon[fill=yellow] (C>???’ ,B>??2? (0’2722 P?2272)
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document}

A.3 C(Cobdigo da Figura 7.1

Para que o codigo funcione corretamente é necessario configurar o editor TEX
para utilizar o compilador LaTeX. Para realizar esta configuracao no TeXstudio,

bl

va em “Opcoes” e depois em “Configurar o TeXstudio...”. Na janela que aparecer,
clique em “Compilagao”. Na opc¢ao “Compilador predefinido”, aparecera quatro tipos
de compiladores: LaTeX, PdfLaTeX, LuaLaTeX e XeLaTeX. Escolha “LaTeX” e

depois confirme a configuracao clicando em “Aceitar”.

\documentclass{standalone}

\usepackage{animate}
\usepackage{amsmath,pst-all,amsfonts,graphicx,pstricks,graphics,color}
\usepackage{amssymb}

\usepackage{pst-3dplot}

\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=last,palindrome,controls,scale=1]1{7}
\multiframe{31}{ra=0+12,rb=0.5+0.04}{

\begin{pspicture}(-3.2,-2)(3.2,5.2)
\psset{Beta=15}
\psset{Alpha=\ra}
\psset{Beta=30}
\pstThreeDCoor[linecolor=black,xMax=2.5,yMax=2.5,zMin=0,zMax=5,
II1IDticks]
\pstThreeDLine[]{->}(-1,0,0)(2.5,0,0)
\pstThreeDLine[]{->}(0,-1,0)(0,2.5,0)
\pstParaboloid{3}{\rb}
\pstThreeDLine [1{->}(0,0,3)(0,0,5)
\pstThreeDDot (0,0,3)
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\end{pspicture}?}
\end{animateinline}
\end{document}

A.4 C(Cébdigo da Figura

Para utilizar todas as funcionalidades do pacote tkz-fct é necessario instalar o
programa Gnuplot que pode ser obtido gratuitamente no endereco:
http://www.gnuplot.info/download.html.

Apos a instalagao do Gnuplot, é necessario configurar o editor TEX para que ele
o utilize para plotagem. Para configurar o TeXstudio, va em “Opcoes” e depois em
“Configurar o TeXstudio...”. Na janela que aparecer, clique em “Comandos”. Na op-
cao “PdfLaTeX”, digite o seguinte texto: pdflatex.exe -synctex=1 -shell-escape
-enable-writel8 -interaction=nonstopmode. Apoés isso, confirme a configuracao
clicando em “Aceitar”.

E importante ressaltar que o TeXstudio deve estar configurado para utilizar o

compilador PdfLaTeX. Para isso, siga passos semelhantes aos utilizados na Secao

A3l

\documentclass{standalone}
\usepackage{animate}
\usepackage{tikz}
\usepackage{tkz-euclide}
\usepackage{tkz-fct}

\begin{document}
\begin{animateinline}[poster=last,controls=all]{12}
\multiframe{18}{rb=0+1/17}{

\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (-1.5,-2) rectangle (8,2.25);
\tkzDefPoints{1/0/B,0/1/D,1.6/1/P,0/0/0%}
\tkzInit[xmin=-1,xmax=7,ymin=-1.5,ymax=1.5]
\tkzDrawXY[noticks]
\tkzFct[thick,domain=-1:-1+4*pi*\rb]{cos(x)}
\tkzLabelPoint [below left] (0){$0$}
\tkzLabelPoint [left=0.6cm,opacity=\rb] (D) {$£$>}
\end{tikzpicture}}
\newframe
\multiframe{18}{rb=0+1/17}{
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\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (-1.5,-2) rectangle (8,2.25);
\tkzDefPoints{2*pi*\rb/0/C}
\tkzInit [xmin=-1,xmax=7,ymin=-1.5,ymax=1.5]
\tkzDrawXY [noticks]
\tkzFct[thick,domain=-1:2.5*%pil{cos(x)}
\tkzDrawRiemannSumMid [fill=blue!40,o0pacity=0.5,
interval=0:0+2*pi*\rb,number=6]
\tkzDefPointByFct [draw,with=a] (0+2*pi*\rb) \tkzGetPoint{A}
\tkzLabelPoint [right,opacity=\rb] (P){$S_R=\sum\limits_{i=1}"{63}
f(x_i~*)\cdotp\Delta x$}
\tkzVLine [dashed]{2*pi*\rb}
\tkzLabelPoint [below right] (C){$b$}
\tkzLabelPoint [below left] (0){$0$}
\tkzLabelPoint [left=0.6cm] (D) {$£$}
\end{tikzpicture}}
\newframe[2]
\multiframe{55}{ic=6+1}{
\begin{tikzpicture}
\path[use as bounding box] (-1.5,-2) rectangle (8,2.25);
\tkzInit[xmin=-1,xmax=7,ymin=-1.5,ymax=1.5]
\tkzDrawXY [noticks]
\tkzFct[domain=-1:2.5%pil{cos (x)}
\tkzDrawRiemannSumMid [fill=blue!40,o0pacity=0.5,interval=0:2x*pi,
number=\ic]
\tkzLabelPoint [right] (P) {$S_R=\sum\limits_{i=1}"{\ic}f(x_i~*)
\cdotp\Delta x$}
\tkzFct[thick,domain=-1:2.5*%pil{cos(x)}
\tkzDrawPoint (A)
\tkzLabelPoint [below right] (C){$b$}
\tkzLabelPoint [below left] (0){$0$}
\tkzVLine [dashed]{2*pi}
\tkzLabelPoint [left=0.6cm] (D) {$£$}
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\end{document}
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