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“Que nenhum desconhecedor da geome-

tria entre aqui”

(inscri¢do no frontispicio da Academia
de Platao)



RESUMO

O presente trabalho estd inserido dentro de um projeto que visa construir apostilas das diferentes
areas de Matematica que sdo exigidas no Enem, e este, em particular, pretende elaborar um
material que explore o conteido de Geometria Analitica, bem como uma série de questdes
resolvidas e comentadas dentro do tema que é abordado no Ensino Médio e cobrado no Enem.
Tal material servird de apoio para alunos do curso preparatério Edificar, promovido pelo programa
Edifique Acdes que € uma das atividades vinculadas a extensdo da Universidade Federal do
Cariri (UFCA). Observando que 32% das questdes de Matematica da prova do Enem estdo na
area de Geometria, e que muitas dessas questdes podem ser resolvidas por meio de argumentos
de Geometria Analitica, este trabalho tem o objetivo de confeccionar um material de suporte
para estudantes e professores do Ensino Médio, com diversas questdes resolvidas e comentadas
através de argumentos de Geometria Analitica, apresentando solucdes por nivel crescente de
dificuldade.

Palavras-chave: Enem. Geometria Analitica. Matematica.
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ABSTRACT

This work is part of a project which aims to build handouts of the different areas of Mathe-
matics that are required in the Enem, and this one in particular intends to elaborate a material
that explores the content of Analytical Geometry, as well as a number of issues resolved and
commented within the theme that is addressed in high school and charged in the Enem. Such
material will serve as support for students of the Edificar preparatory course, promoted by the
Edifique Ac¢des program, which is one of the activities linked to the extension of the Federal
University of Cariri (UFCA). Noting that 32% of the Mathematics questions on the Enem exam
are in the Geometry area, and that many of these questions can be resolved through arguments
from Analytical Geometry, this work has the objective of making support material for high
school students and teachers, with several issues resolved and commented through arguments of

Analytical Geometry, presenting solutions by increasing level of difficulty.

Keywords: Enem. Analytical Geometry. Mathematics.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), foi criado em 1998 com objetivo de
avaliar o estudante no fim de sua fase de escolaridade bésica, segundo o Ministério da Educacao.
Atualmente, a principal porta de entrada para ensino superior € através do ENEM, ele substitui o
vestibular de algumas universidades e institui¢des publicas e privadas no Brasil e no exterio
sendo utilizada por mais de 500 universidades. Com respeito a Matemaética, 25% da prova do
ENEM ¢ dedicada aos conhecimentos de Matematica.

O Cursinho Edificar, que faz parte do projeto de extensdo Edifique agdes, surgiu do inte-
resse de alunos da Universidade Federal do Cariri — UFCA em contribuir com o desenvolvimento
socioeducativo da regido. A proposta € preparar estudantes para a realizacdo do Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM), bem como contribuir com a formagdo cidada destes. E um cursinho
popular completamente gratuito destinado a alunos de escolas publicas de baixa renda.

No sentido de cooperar com esse projeto de extensdo, alguns trabalhos de conclusao de
curso do PROFMAT-UFCA vem produzindo um material de suporte para a drea de Matema-
tica. Em (SIQUEIRA, 2020) foi feita uma andlise das questdes de Matematica das provas do
ENEM entre os anos 2009 a 2019 e destacou-se que 32% das questdes exigiam dominio sobre
conhecimentos geométricos. J4 em (ALACANTARA, 2020) foram apresentados os resultados
de uma pesquisa de conteudos de Geometria das provas de Matematica do ENEM entre os anos
2009 a 2019 e destacou-se que 16% das questdes, exigiam conhecimentos algébrico e algébrico
geométricos. Com isso em mente, o presente trabalho € voltado para a unidade tematica de
Geometria.

A Geometria é imprescindivel para a formagao e o desenvolvimento intelectual do aluno.
O conhecimento geométrico desenvolve ideias que possibilitam a compreensdo do mundo no
qual ele se insere, explorando e descobrindo a¢gdes que lhe dao o sentido desse espaco. Além
disso, a Geometria pode ser compreendida como uma parte mais concreta da Matematica, que
pode ser observada na natureza e em outros aspectos criados pelo homem.

Ja a Geometria Analitica estabelece uma correspondéncia entre equacdes algébricas e

'Franca, Portugal e Reino Unido, por exemplo, possuem instituicdes, que no processo seletivo, usam as notas do
Enem para selecionar brasileiros (PEREIRA} ).
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Capitulo 1: Introdugdo

curvas geométricas. Ela é de extrema importancia, pois desenvolve o raciocinio visual do aluno,
que € essencial para resolver situacdes-problemas sem a utilizacao de instrumentos de medigao.
O principal objetivo da Geometria Analitica é desenvolver um pensamento menos abstrato das
figuras geométricas, ou seja, um pensamento mais analitico dos conceitos de Geometria.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada em 2018, é um documento
normativo que regulamenta quais sao as aprendizagens essenciais a serem trabalhadas nas escolas
brasileiras publicas e privadas de Educacdo Infantil, Ensino Fundamental e Médio. O intuito é
promover e garantir o pleno desenvolvimento cognitivo, social e cultural dos estudantes. A BNCC
ndo € apresentada em conteddos, mas sim por competéncias e habilidades, que sdo definidas,
respectivamente, como a mobiliza¢do de conhecimentos, ou seja, conceitos e procedimentos, e

préticas cognitivas e socioemocionais. Segundo a BNCC,

[...] os estudantes do Ensino Médio precisam “desenvolver habilidades para
interpretar e representar a localizagdo e o deslocamento de uma figura no
plano cartesiano, identificar transformagdes isométricas e produzir ampliacdes e
reducdes de figuras. Além disso, s@o solicitados a formular e resolver problemas
em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e semelhanga’
(BRASIL...}[2018).

>

Posi¢do e deslocamentos no espacgo, formas e relacdes entre elementos de figuras planas
e espaciais sao alguns dos objetos de conhecimento da unidade temédtica. O esperado € que esses
conceitos ajudem o aluno a desenvolver o raciocinio necessdrio para investigar propriedades,
fazer conjecturas e produzir argumentos a partir dos conhecimentos de Geometria. O eixo
também deve contemplar o trabalho com as transformacdes geométricas e as habilidades de
construcao, representacao e interdependéncia.

O Programa Internacional de Avaliacdo de Alunos (PISA), ¢ uma avaliagdo internacional
que mede o nivel educacional de jovens de 15 anos por meio de provas de Leitura, Matematica e
Ciéncias. O exame € realizado a cada trés anos pela OCDE (Organizacao para Cooperagao e
Desenvolvimento Econdmico), entidade formada por governos de 30 paises. O objetivo principal
do PISA € produzir indicadores que contribuam, dentro e fora dos paises participantes, para a
discussao da qualidade da educacdo baésica.

A edicdo 2018 do PISA, divulgada mundialmente, revela que 68,1% dos estudantes
brasileiros ndo possuem nivel basico de Matemadtica. Segundo o Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), vinculado ao Ministério da Educag¢dao (MEC),
que € responsavel pela aplicacdo do PISA no Brasil, foram envolvidas 597 escolas publicas e
privadas com 10.961 alunos, selecionados, de forma amostral, a partir de um total aproximado
de 2 milhoes de estudantes (BRASIL, 2007).

Nesse sentido, este trabalho tem como objetivo confeccionar um material de suporte para
estudantes e professores do Ensino Médio, com diversas questdes resolvidas e comentadas por
meio de argumentacOes da Geometria Analitica, apresentando as solu¢des em nivel crescente de
dificuldade.

14



Capitulo 1: Introdugdo

Neste trabalho, além da presente introducao, temos mais quatro capitulos. No Capitulo
[2] ¢ feita uma breve apresentacgio sobre vetores; para isso, sdo abordados conceitos inciais, por
exemplo, definicao e propriedades de vetores, operacdes bédsicas com vetores, mdédulo, produto
escalar e produto vetorial, que nos ajudario na resolug@o das questdes.

Ja o Capitulo [3 apresenta conceitos bdsicos, tais como: plano cartesiano, distancia entre
dois pontos, equacdo de uma reta, coeficiente angular, posicdes relativas entre retas, angulos
entre retas, distdncia de um ponto a uma reta e drea de um tridngulo.

No Capitulo[d] sdo apresentadas diversas questdes comentadas de Geometria Analitica
divididas em duas partes: a primeira delas € dedicada as principais e mais recentes questoes do
ENEM. A segunda parte trata de questdes das olimpiadas Putnam, olimpiadas internacionais, com
o mais alto nivel, retiradas do livro Putnam and Beyond. A William Lowell Putnam Mathematical
Competition € a competicdo de Matematica proeminente para estudantes universitarios de
graduacdo nos Estados Unidos e Canadd. A competi¢do Putnam, que iniciou em 1938, acontece
anualmente no primeiro sdbado de dezembro, e consiste em duas sessdes de trés horas, uma de
manha e outra a tarde. Durante cada sessdo, os participantes trabalham individualmente em 6
problemas matemadticos desafiadores.

Finalmente, as consideragdes finais, apresentadas no Capitulo[5] destacam a importancia
da elaboracdo de um material que contemple o assunto estudado, o qual servird de apoio para os

estudantes do curso preparatdrio Edificar, do programa Edifique A¢des da UFCA.

15



Capitulo 2

VETORES

Neste capitulo € feita uma breve apresentacao sobre vetores, com €nfase nos principios
basicos tais como, definicao e propriedade de vetores, operagdes basicas com vetores, mddulo,
produto escalar e produto vetorial, que nos ajudardo com a resolugdo das questdes no decorrer
dos capitulos. O texto a seguir baseia-se nas referéncias Steinbruch e Winterle (2000) e Andrade
(2022).

2.1 Reta orientada

Axioma 2.1.1. Dois pontos A e B determinam uma tinica reta que aqui denotaremos por r ou

4B,

No plano euclidiano E? ou Espaco Euclidiano [E3, uma reta r € dita orientada quando se

fixa nela um sentido de percurso, considerado positivo e indicado geometricamente por uma seta
(veja Figura[2.T)).

Figura 2.1: Reta orientada.

Fonte: O autor.

O sentido oposto € negativo. Uma reta orientada é denominada eixo.

2.2 Segmentos orientados

Um segmento orientado AB ¢ o conjunto dos pontos da reta definida por A e B que estdo

entre A e B, incluindo esses pontos; estd orientado quando escolhemos um dos pontos para ser

16



Capitulo 2: Vetores

o primeiro elemento do segmento orientado e o outro para ser o ultimo elemento do segmento
orientado. Um sera dito ponto inicial e o outro ponto final do semento.

Representamos geometricamente um segmento orientado AB por uma seta que aponta
da origem A para a extremidade B, conforme a Figura[2.2] Esta notacdo indicard que o primeiro

elemento é A e o ultimo é B.

Figura 2.2: Representacio do segmento orientado AB no plano euclidiano.

r s

y

V2

Vi

Fonte: O autor.

Fixado um eixo de coordenadas cartesianas no plano euclidiano, ou seja, duas retas
numéricas perpendiculares no origem, podemos identificar o segmento orientado com um par

ordenado de numeros, a saber.

A= (z1,51), B = (22,92)
AB = (23 — 1,92 — 41
= (22,92) — (z1,51)
=B — A

Portanto, as coordenadas de AB sdo dadas pela diferenca entre as coordenadas do
ponto final e do ponto inicial. O mesmo quando estamos no espaco euclidiano agora sdo trés

coordenadas envolvidas.

2.2.1 Segmento orientado nulo

O segmento orientado AA, ou seja, quando o ponto inicial e o ponto final do segmento

orientado coincidem, serd denominado segmento orientado nulo.

17



Capitulo 2: Vetores

2.2.2 Segmentos opostos

Se, por outro lado, B for a origem e A for a extremidade, denotaremos o segmento
orientado por BA e dizemos que o sentido é orientado de B para A. desse modo BA = —AB,

ou seja, AB e BA sdo orientados em sentidos contrarios, conforme a Figura

Figura 2.3: Representacdo do segmento orientado BA.

r 3

y

V2

Vi

Fonte: O autor.

2.2.3 Medida de um segmento

Ao ser fixada uma unidade de comprimento, é possivel associar a cada segmento orientado
um ndmero real, ndo negativo, que é a medida do segmento orientado em relacio a esta unidade.
Além disso, a medida de um segmento orientado € equivalente ao seu comprimento ou ao seu
médulo. J4 o comprimento do segmento orientado AB ¢é indicado por AB.

Desse modo, o comprimento do segmento orientado AB, representado Figura ¢de6

unidades de comprimento.

Figura 2.4: Comprimento do segmento AB.
A » B

—

u

Fonte: O autor.

Assim, AB = 6u.c.

Observacoes:
1) Segmentos nulos t€m comprimento igual a zero;

ii) AB = BA.

2.2.4 Direcao e sentido

Sejam AB e C'D dois segmentos orientados, ambos nio nulos. Diremos que AB e CD

tém a mesma diregdo se suas retas suportes forem paralelas (veja a Figura[2.5)) ou coincidentes,

18



Capitulo 2: Vetores

conforme a Figura[2.6]

Figura 2.5: Direcdo e sentido do segmento orientado AB: retas paralelas.

o
"
o
-t
-
-t

B
/ )
A
D
C

Fonte: O autor.

Figura 2.6: Dire¢ao e sentido do segmento orientado AB: retas coincidentes.

Fonte: O autor.

Observacao:

1) So6 € possivel comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém mesma
direcao;

i1) Dois segmentos orientados opostos tém sentidos contrarios.

2.2.5 Moédulo de um segmento orientado

Norma, médulo ou comprimento de um segmento orientado AB = (x, y) representado

por |AB| é um niimero real nio negativo tal que
AB| = /(2 + 7).

2.2.6 Segmentos equipolentes

Dois segmentos orientados AB e C'D sdo ditos equipolentes, quando tém a mesma

direcdo, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento, conforme a Figura [2.7]
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Figura 2.7: Segmentos equipolentes.

Fonte: O autor.

Se os segmentos orientados AB e C'D ndo pertencem 2 mesma reta. A representacio do
lado direito da Figura para que AB seja equipolente a C'D é necessario que AB//CD e
AC//BD, isto é, ABC D deve ser um paralelogramo.

Observacoes:

i) Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes;

ii) A equipoléncia dos segmentos AB e C'D é representada por AB ~ CD.

2.2.6.1 Propriedades da equipoléncia

I. AB ~ AB (reflexiva).

II. Se AB ~ CD, entio CD ~ AB (simétrica).

III. Se AB~ CDeCD ~ EF,entio AB ~ EF (transitiva).

IV. Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um dnico ponto D tal que AB ~
CD.

2.3 Vetor

Um vetor € um conjunto de todos os segmentos orientados de mesma direcao, de mesmo
sentido e de mesmo comprimento. O vetor determinado por AB € representado por 1@ ou
B — A e que ser indicado por ¥/, conforme a Figura Assim, U = AB.

Figura 2.8: Representacdo do vetor.

-~
=

X

Fonte: O autor.
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Um vetor ¥ estd associado a uma infinidade de segmentos orientados, denominados
representantes de 7 e de todos equipolentes entre si. Assim, podemos estabelecer que um vetor
¢ um conjunto de segmentos, sendo que qualquer um destes representantes determina 0 mesmo
vetor. Além disso, o médulo, a direcdo e o sentido do vetor 7 sdo os mesmos de qualquer um de
seus representantes.

O médulo de ¥ é indicado por | 7.

2.4 Operacoes com vetores

2.4.1 Adicao de vetores

Dados dois vetores @ = f@ eV = E entdo o vetor soma de W com ¥, indicado por

U + U, édado por
W+ = AC ou AL + AD = AC.

Os pontos A e C' determinam um vetor 5 que €, por defini¢do, a soma dos vetores Ue

o, ou seja, T=U+7 (vejaa Figura.

Figura 2.9: Representacao da regra do paralelogramo.

(a) (b)

Fonte: O autor.

Além disso, para quaisquer que sejam os pontos A, B, C'e D, vale a igualdade, conhecida

como regra do paralelogramo (veja a Figura[2.9(c)),

AB + AD = AC.

2.4.1.1 Propriedades da adicao
1. Comutativa: @ + v = U + .

II. Associativa: (7 + U) + W = o + (U + )
III. Existe um s6 vetor nulo 6> tal que para todo o vetor 7 setem: U + ﬁ = 6> +7 =7.

IV. Qualquer que seja o vetor ', existem um s vetor — ¢/ (vetor oposto de ) tal que

T (- =-T+7=0.
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2.4.2 Subtracao de vetores

A partir da ilustragdo representada pela Figura[2.10] na qual ABC'D ¢ um paralelogramo,
consideremos U = f@ eV = zﬁ Perceba que a diagonal fﬁ ¢ um segmento orientado

que representa a soma U + . Por outro lado, a diagonal lﬁ ¢ um segmento orientado que

representa a diferenca U — U, visto que ﬁ == lﬁ e ﬁ = B? :

% _v - a3 7D
_ 5e_Be
_ D0+ 3B
_ o8

Figura 2.10: Representacdo da regra do paralelogramo e da subtracdo.

Fonte: O autor.

Portanto, a partir do vetor inverso aditivo ou oposto pode-se definir subtracdo de vetores,
o vetor @ — ¥/, como a soma do vetor @ com o vetor — U/, ou seja,  + (—7).

2.4.3 Multiplicacdo por um niimero real

Seja o um numero real e W um vetor. A multiplicacdo de um niimero real por um vetor,

resulta em um novo vetor indicado por o, chamado produto de a por , que satisfaz as
seguintes condi¢des:

° Se?zOouazO,entﬁoaﬁzO;
e o7 tem o mesmo sentido de 7 se o > 0 e
e a7 tem o sentido oposto de U sea < 0.

e || = |a||%], ou seja, o comprimento de o7/ é igual a0 comprimento do vetor @
multiplicado por |«
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2.4.3.1 Propriedades da multiplicacio por um nimero real
Se W e U sdo vetores quaisquer e a e b nimeros reais, temos:
. a(b) = (ab) ¥ (associativa).
Il (a+b)7 =a? + b7 (distributiva em relacio a adicdo de escalares).
UL a(W + V) = aW + a0 (distributiva em relacio a adicio de vetores).
IV. 17 = ¥ (identidade).
Na Figura sdo apresentados alguns exemplos de vetores na forma oW coma = 2,

1
1, —e—1.
2

Figura 2.11: Representacdo do vetor multiplicado por um escalar.

Fonte: O autor.

2.5 Produto de vetores

2.5.1 Produto interno ou produto escalar

Sejam dois vetores W = (1, 41) e U = (22, ). O produto interno de @ e ', indicado
por @ - ¥ = (W, V), é um nimero real tal que:

° Seﬁou?énulo,entﬁoﬁ-? =0.
e Se 7 ou ¥ ndo sdo nulos e 6 é o Angulo formado entre eles, entdo (, V) = | || V| cos 0.

e Se U ou ¥ sdo vistos como coordenadas de um vetor, entao UV = T1T2 + Y1Yo.

2.5.1.1 Propriedades do produto escalar

Para quaisquer que sejam os vetores @ = (21,41), U = (T2, 42), W = (23, y3) e a € R
valem as seguintes propriedades:

I 7~72067-7:056,esomentese7:6>.
L7 - v=7-4 (comutativa).
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L. - (7 + E)) = -V + W - (distributiva em relacdo a adi¢c@o de vetores).
V. (aW) -V =a(d - 7).
V.U -U =

Vale ressaltar que o produto interno ou produto escalar de dois vetores, tem como

resultado um nimero real, ou seja, um escalar.

Exemplo 2.5.1. Iremos calcular o dngulo entre as diagonais de um retdngulo ABC D, sabendo

que sua base é o dobro da altura, conforme a Figura2.12}

Figura 2.12: Representacdo do produto escalar.

D - C

—_ -

Fonte: O autor.

Escolhendo os eixos coordenados e a unidade de medida, convenientemente, para a

realizacdo dos célculos, temos a Figura[2.13}

Figura 2.13: Representacdo do produto escalar com os eixos.

ly
D p— |

Fonte: O autor.

v

Veja que, @ = (2,1) e U = (2, —1).
Portanto,
cosf = 77
Edlcd
2:241-(-1)
V5 Vb

ot w

=0 = 53°.
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2.5.2 Condic¢ao de perpendicularismo

Dados dois vetores ndo nulos @ = (21,41) € ¥ = (22,s). Eles sdo ditos perpendicula-
res (veja a Figura 2.14)) e indicado por LT se, e somente se, (u,v) = x122 + y1y2 = 0.

Figura 2.14: Representacdo de vetores perpendiculares.

A
y
A
B
X
) >
Fonte: O autor.
De fato, usando o Teorema de Pitdgoras, temos:
— —
BAPZ = |OA]? +|0BJ?
(z1—22)* + (i — 1) = 2l +yi+a3+y;
x% — 21129 + x% + yf — 211y2 + y% = xf + yf + x% + yg —2x179 — 2912 = 0

— T1T2+y1y2 = 0

Reciprocamente, se x1x5 + y1y2 = 0, entdo 1.
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Capitulo 3

ESTUDO DA RETA

O objetivo deste capitulo € apresentar conceitos basicos, tais como, plano cartesiano,
distancia entre dois pontos, ponto médio de um segmento, mediana e baricentro, bem como as
diferentes equagdes de uma reta, coeficiente angular, posi¢des relativas entre retas, angulos entre
retas, distdncia de um ponto a uma reta e area de um tridngulo, representar pontos, segmentos de
retas e retas no plano cartesiano.

O texto a seguir baseia-se nas referéncias: (BOULOS PAULO — CAMARGUO, 2005)),
(ESCOLA| ), (PORTAL...| c), (IEZZI, 2016), (PORTAL...} a), (IEZZL ), (LEONARDO, 2013),
(MACHADO, 1982), (BARRETO, [2000) e (LIMA, 2006).

3.1 Conceitos basicos

3.1.1 Plano cartesiano

O sistema cartesiano ortogonal € formado por dois eixos perpendiculares entre si. O eixo
x (horizontal) é chamado eixo das abscissas, e o eixo y (vertical) é chamado eixo das ordenadas.
Os dois eixos se interceptam no ponto O = (0, 0), que é denominado origem das coordenadas
do plano cartesiano.

Com isso, € possivel localizar qualquer ponto P do plano cartesiano por meio de um
tnico par ordenado (z,, y,) de nimeros reais e, de modo andlogo dado um par ordenado (z,, ¥,)

de nimeros reais, a ele fica associado um tnico ponto P pertencente ao plano.

3.1.2 Quadrantes

Os pontos (x,, y,,) do plano cartesiano que ndo pertencem a um eixo sdo tais que x, 7# 0
e yp # 0. Assim, os eixos do plano cartesiano dividem esse plano em quatro regides que

chamaremos de quadrantes, conforme a Figura[3.1]
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Figura 3.1: Representacao dos quadrantes

y
22 quadrante 12 quadrante
Xp<Oey,>0 Xp>0eyp>0
ﬂ X
[¢]
32 quadrante 42 quadrante
Xp<Oeyp,<0 x,>0ey,<0

Fonte: O autor.

Exemplo 3.1.1. Represente os pontos (2,1); (—3,2); (=2, —2) e (3, —3) no plano cartesiano e,

em seguida, informar seus respectivos quadrantes.

Figura 3.2: Identificacdo de pontos dados nos quadrantes.

y
A
22 Quadrante 12 Quadrante
3
(-3,2)
L 4 T 2
1 L
4 =3 =2 - 0 2 3 E } X
(-2;-2) (3-3)
32 Quadrante 42 Quadrante
-4

Fonte: O autor.

Exemplo 3.1.2. (VUNESP - adaptado) Classifique o tridngulo PQR de vértices P = (0,0),
Q = (6,0) e R = (3,5) quanto aos seus lados.

Supondo que j4 sejam conhecidas as defini¢cdes de tridngulo equilatero, escaleno e
isOsceles, que sdo as possiveis classificacdes de uma tridngulo quanto aos lados; também ha
classificacdo quanto aos angulos em acutiangulo, retangulo ou obtusangulo. Do enunciado
podemos desenhar o tridngulo PQ) R, conforme a Figura[3.3]
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Figura 3.3: Relativo ao Exemplo m
AV

R=(315)

I
I
I
I
I
I
I
I
I

P=(0,0)| M 0-060

Fonte: O autor.
Observando o tridangulo PM R, retangulo em ), conforme a Figura[3.3] temos
(PR)? = (PM)*> + (MR)? = (PR)> =3*+ 5> = PR = /34.
No tridngulo RM @ (retangulo em M), temos
(QR)* = (MQ)* + (MR)* = (QR)’ = 3 + 5* = (QR) = V34.
Entao

PR=QR=+/34

PQ:6}:$PR:QR#PQ

Portanto, o tridngulo PQ) R possui dois lados iguais, ou seja, € um tridngulo isdsceles.

3.1.3 Distancia entre dois pontos

Dados os pontos A = (z1,y1) € B = (2, y2) situados num plano cartesiano, desejamos
calcular a distancia entre esses pontos. A maneira mais intuitiva de o fazer, seria calcular o

comprimento do segmento de reta que liga os pontos, conforme a Figura [3.4]

Figura 3.4: Distancia entre dois pontos

Fonte: O autor.
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Perceba que o segmento de reta que liga os pontos A = (z1,y1) e B = (x2,72) é a
hipotenusa do tridngulo retingulo AABP cujos catetos podem ser expressos por |rs — x1| e
|y2 — y1|. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo AABP, a distincia d entre os pontos é

dada por:

[d(A,B)]> = [d(A, P)]*+[d(B, P)
= (lze — z1])? + (Jy2 — n1])*.

Note ainda que ndo € necessdrio escrever os modulos sob a raiz quadrada, pois os

comprimentos dos catetos j estdo elevados ao quadrado. Logo, podemos escrever:
[d(A, B)]? = (z2 — 21)* + (y2 — 1)

Portanto, a distancia entre os pontos A = (x1,y;) e B = (9, y2) do plano cartesiano é

calculada por:

d(A, B) = /(w2 — 21)? + (2 — )% (3.1)

Exemplo 3.1.3. Calcule a distdncia entre os pontos A = (—1,4) e B = (3, —2), representados
na Figura[3.5] temos pela equagao (3.1):

d(A,B) = /(83— (~1))2+ (-2 —4)?

= V16+ 36

&

Figura 3.5: Representagdo da distancia entre os pontos A = (—1,4) e B = (3, —2).

4 A

Fonte: O autor.
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Exemplo 3.1.4. (UFRGS - adaptado) Calcule o valor da varidvel y, do ponto A, sabendo que a
distancia entre os pontos A = (—2,y) e B = (6,7) é 10.

Pela equacdo (3.1)), temos

d(A,B) = \[(w2—21)2+ (32— 1)?
10 = /(6 (~2))2+ (T —y)?
10 = 82+ (7 —y)?
10 = 64 + (7 —y)?;

Elevando ambos 0os membros ao quadrado, temos:

2
10 = ( (64+(7—y)2>
100 = 64+ (7—y)?
100 = 64449 — 14y + 92
Yy — 14y +13 = 0;

Resolvendo a equagdo do 2° grau.

A = b —dac
= (-14)*—-4-1-13
— 144,
b+ VA
2a

14 +£+/144

Y= 5
— y=13ouy=1.

Portanto, y pode ser 1 ou 13.

Exemplo 3.1.5. (CEFET-RN - adaptado) Dois amigos, Addo e Eva, encontram-se na origem
de um sistema cartesiano ortogonal. Eles sé podem dar um passo de cada vez para Norte, Sul,
Leste ou Oeste. Cada passo é representado, nesse sistema, pelo deslocamento de uma unidade
para uma das dire¢coes mencionadas anteriormente. Eva deu 2 passos para o Sul, depois deu 5
passos para o Leste e parou. Addo deu 7 passos para o Norte, depois deu 3 passos para o QOeste,

mais 3 passos para o Sul e parou. Calcule a distdncia entre Addo e Eva.

Podemos representar as posicoes de Addo e Eva como na Figura[3.6]
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Figura 3.6: Representacdo das posi¢des de Adao e Eva, Exemplo m

Addo 4

Eva

Fonte: O autor.

Logo,

d(Addo,Eva) = /(5 — (~3))2 + (—2 — 4)?
82 4 (—
= 64+36
— V10

Portanto, podemos afirmar que a distancia entre Adao e Eva € de 10 passos.

3.1.4 Ponto médio de um segmento

Seja M o ponto médio do segmento de extremidades A = (z4,y4) € B = (zp,y5).
Perceba, que os tridngulos AMN e ABP sdo semelhantes, pois possuem os trés angulos

respectivamente congruentes, conforme a Figura [3.7]
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Figura 3.7: Ponto médio

XA X=Xy Xp=Xp

Fonte: O autor.

Portanto, pela razdo de semelhanca, temos:

AM AN
AB AP’
Note que
AB = 2(AM), pois M é ponto médio de (AB).
Logo,

AM AN 1 AN

2(AM) AP 2 AP
= AP =2(AN).

Assim, temos:

Ty, —xal =2|zN — T4l

Como x, > xy > T4, T, = Tp € TN — Ty, podemos escrever:

Ty, —xa = 2(zn—T4)
xp—xa = 2(xp —x4)
Tp—Ta = 2oy — 2T
Ty = # 3.2)

De modo anélogo, temos que:

Ya +YB

Ym = (3.3)
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Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB, temos:

M(JEA—FZ?B yA‘i‘yB)' (3.4)

2 ’ 2
Exemplo 3.1.6. Calcule o ponto médio do segmento AB de pontos A = (2,3) e B = (4,1).

Da equagido (3.4) segue que

M:<$A+$B yA‘l'yB) _ (E E)
2 ’ 2 2 7 2
- (33)
- \272
— M(3,2).

Exemplo 3.1.7. Determine as coordenadas do ponto B do segmento AB, conhecido seu ponto
médio M = (0,2) e o ponto A = (—2,5).

Usamos a defini¢ao das coordenadas do ponto médio:

2

I’M:w — OZ#iZ‘BZQ;
+ 5+

=T 2Ty oy

Assim, B = (2, —1).

3.1.5 Mediana e baricentro

Definicao 3.1.1. A mediana AM de um tridngulo ABC' é o segmento de reta de extremidade
no vértice A do tridngulo, e o ponto médio M do lado oposto ao vértice, ou seja, o lado BC,

conforme a Figura[3.8]

Figura 3.8: Mediana
Ay

Fonte: O autor.
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Exemplo 3.1.8. Determine o comprimento da mediana AM relativa ao lado BC do tridngulo
cujos vértices sio A = (2,3), B = (4,—-2) e C = (0, —6).

As coordenadas do ponto médio M do segmento BC' sio:

4+0
Ty = ———— = 2e Ym =
2
Assim, o ponto médio do segmento BC' é M = (2, —4).

Figura 3.9: Mediana relativa ao Exemplo

c

Fonte: O autor.

O comprimento da mediana € dado por:

danr =1/(2—2)2+ (—4—3)2 = VA9 = 7.
Portanto, o comprimento da mediana AM é 7.

Teorema 3.1.1. Dado um tridngulo ABC. Se duas medianas AM e BN concorrem em um
ponto G, entdo GA = 2GM e GB = 2GN, G é chamado baricentro do triangulo ABC.

Definicao 3.1.2. O baricentro de um tridngulo ABC, é o ponto de intersecdo das medianas, o
que divide cada mediana em dois segmentos na relacdo 2 pra 1, ou seja, o segmento que contém

um dos vértices do triangulo como uma de suas extremidades mede o dobro do outro.

Observacao: O baricentro também € conhecido como centro de massa de um triangulo.

Sejam A = (z4,y4), B = (xp,yg) e C = (x¢, yc) trés pontos ndo alinhados no plano

cartesiano. As trés medianas relativas aos lados AB, BC' e AC, sdo respectivamente C N, AP e
BM. Elas se interceptam no ponto G = (z¢, yg ), baricentro do tridngulo.

Obtenha as coordenadas de G. Considere o tridngulo ABC, conforme a Figura[3.10]
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Figura 3.10: Baricentro

Y
B
Ye
N P

Ve
VB (o
Va M

A
0| x4 Xc Xp Xc =

Fonte: O autor.

Se M = (za7,yr) € ponto médio do segmento AC, entdo de (3.2), temos:

oy = AT (3.5)

Como o baricentro GG divide cada mediana na relagéo 2 pra 1. Logo,

BG 2
GM 1

Considerando as abscissas dos pontos B, G ¢ M, temos:

r¢—xrp 2
Ty — Lo 1
rg—2xp = 2(xy —xq)
3xg = x4+ 2x). (3.6)

De (3.3) e (3.6), temos:

S0 _@H(w) = (W>

De modo anélogo,
o (yA +yp+ yc)
¢=\" 3 )

Portanto, o baricentro do tridngulo ABC' é dado por:

G <$A+:EB+:BC yA+yB+yc>
3 ’ 3 '

Exemplo 3.1.9. Determine o baricentro de um tridngulo que possui vértices localizados nos
pontos A = (2,3), B=(5,—4) e C' = (—1,-2).
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a - <$A+$B+$c yA+yB+yc)
’ 3
o _ <2+5—1 3 — 4—2)
3
o
G = (a 1)

Exemplo 3.1.10. Em uma cidade, serdo instaladas trés torres de telefonia para resolver o
problema com a falha na rede e no sinal para os celulares. Acontece que as posicoes dessas
torres foram planejadas de modo que o centro da cidade coincida com o baricentro do tridngulo
com vértices em A, B e C, que sdo as localizacdes das torres. Para escolher a posicdo das torres,
definiu-se a prefeitura como a origem do eixo, e o centro da cidade se localiza no ponto (1,—1).
Certificaram-se que as localizagcoes dos pontos A e B seriam A = (12, —6), B = (—4, —10).

Localize o posicionamento do ponto C.

TA+ 2T+ Xo

3 e Yya+ys+yc
12+ (—4)+x 3
—_— =1 — —
3 N 6+ ( 10)4—1/:_1
. S+ . 6 3
= 8+zx=1-3 3
- —16+y=-1-3
= 8+zr=3
— y=16—3
— =3-28
— =13.
— 1z = —H.

Desse modo, chegamos a C' = (—5, 13).

3.2 Condicao de alinhamento de trés pontos

Segundo o postulado de Euclides, dados dois pontos distintos A = (x4,y4) € B =
(rp,yB), por eles passa uma Unica reta B,

Agora iremos verificar qual € a condi¢do para que trés pontos, dois a dois distintos
A= (za,y4), B= (2p,yp) e C = (x¢,yc), pertencam a uma reta ndo paralela a algum dos

eixos coordenados, ou seja, estejam alinhados, conforme a Figura [3.11]
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Figura 3.11: Pontos colineares

Fonte: O autor.

Perceba que os triangulos AC'E e ABD sao semelhantes. Logo,

AE_EC’ . Tc—TA Yo —Ya.
AD DB Tp—Ta Y —Ya

comzgp —z4#0eyp —ya # 0.
Dessa forma,

(xc —2a)(yB —ya) — (¥ —2a)(yc —ya) =0
= TCYB — TcYA — TAYB + TaYA — TBYCc + TBYA + Tayc — Taya =0

= oY — ToYa — Tayp — TpYc + Tpya + Tayc = 0.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por —1 e reordenando os termos, obtemos:
TAYB + Toya + Tpyc — Ty — TaYo — rpYa = 0.

Perceba que a equacgdo apresentada anteriormente € justamente o desenvolvimento de um
determinante de ordem 3, onde a primeira coluna sdo as abscissas, a segunda coluna representa

as ordenadas dos pontos dados e todos os valores da terceira coluna sdo iguais a 1.

a4 ya 1
D=|2p yg 1 |=2ays+xcya+ rYc — Tcyp — Tayc — pya = 0.
e Yo 1

Logo, se trés pontos A = (x4,ya), B = (zp,ys) e C = (z¢, yc) estdo alinhados, entdo
o determinante da matriz formada pelas coordenadas dos pontos € nulo.
De modo andlogo, se o determinante da matriz formada pelas coordenadas dos pontos for

nulo, entdo A = (x4,ya), B = (zp,ys) e C = (z¢,yc) sdo colineares.
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Conclusao, trés pontos A = (x4,y4), B = (zp,ys) e C = (z¢, yc), sdo colineares se,
€ somente se
Ta ya 1
rg yg 1| =0.

o yo 1

Exemplo 3.2.1. Verifique se os pontos A = (3,2), B = (4,1) e C = (1,4) sdo colineares ou

vértices de uma triangulo.

Vamos calcular o determinante:

Il
— s W
= = N
N —t

= 3+24+16—-1-12-8
= 21-121

= 0.

Como D = 0, os pontos sdo colineares.

Exemplo 3.2.2. Calcule o valor da varidvel x do ponto C sabendo que os pontos A = (1, 3),
B = (3,4) e C = (x,2) sdo colineares.

Nesse caso, sabemos que o determinante da matriz formada pelos pontos A = (1, 3),
B = (3,4) e C = (y,2) é zero. Logo,

1 31

34 1(=0

z 2 1

= (Bz+4+6)—(9+4r+2)=0
= 3r—4r+10—-11=0
—
—

—r—1=0

Portanto, para que os pontos sejam colineares, o valor de x é —1.
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3.3 Reta

3.3.1 Equacao geral da reta

Teorema 3.3.1. A toda reta r do plano estd associada uma equagdo na forma ax + by + ¢ = 0

onde a, b e c sdo niimeros reais e a e b ndo sdo simultaneamente nulos.

Para chegarmos a equacdo geral da reta, iremos utilizar os conhecimentos ja desenvolvidos
anteriormente, dessa forma podemos encontrar a equacao da reta fazendo o alinhamento de trés
pontos.

Dados dois pontos distintos, A = (z4,y4), B = (xp,yg), ndo coincidentes e pertencen-
tes a reta r, no plano cartesiano, iremos determinar uma relagio entre as coordenadas de um
ponto genérico, P = (, y), também pertencente  reta r, conforme a Figura[3.11]

Utilizando a condic@o de alinhamento de trés pontos, para os pontos A, B e P, temos:

ra ya 1
B YB 1|1=0.
z y 1

Desenvolvendo o determinante encontramos a seguinte equacgao:

(2ya + 2ays + 7Y) — (TYya + 2YB +T4Y) =0

= (ya —yp)r+ (va — )y +xayp — xpyas = 0.

Perceba que, nesse determinante, os pontos sao fornecidos, ou seja, as Unicas varidveis

sdo x e y. Assim escrevendo a equagdo anterior, substituindo por:

(yA—yB) = a,

(ra—xB) = b,
(rayp —wBYA) = c.
Obtemos,
ax + by +c=0. (3.7

Essa equacdo de uma reta € denominada equagdo geral da reta.

Exemplo 3.3.1. Escreva a equagdo da reta que passa pelos pontos A = (5,—1) e B = (2, 3).
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5 —1 1
2 3 1|=0
x y 1

— 1b—-—a+4+2y—3r—-—y+2=0
— 4o —-3y+17=0.

Logo, a equacdo procurada € —4x — 3y + 17.
Exemplo 3.3.2. Encontre a equagdo geral da reta que passa pelos pontos (—1,8) e B(—5, —1).

Primeiro devemos escrever a condicao de alinhamento de trés pontos, definindo a matriz
associada aos pontos dados e a um ponto genérico P = (x, y) pertencente a reta e calculamos o

determinante.

r oy 1
-1 8 1|=0
-5 -1 1

Desenvolvendo o determinante, encontramos:

8+ 1)z + (1—5)y+40+1=0.

A equagio geral da reta que passa pelos pontos A = (—1,8) e B = (—5,—1) é
9r — 4y +41 = 0.

Exemplo 3.3.3. (EBSERH — AOCP - adaptada) Dados os pontos a seguir, analise quais deles
pertencem a reta cuja equagdo é dada por y — 2x — 10 = 0.
a) A= (5;0)e B=(-20;35).
b) C = (12;21) e D = (0;20).
¢) E=(14;-15)e F = (—7;7).
d) G=(530)e H=(0,5;4).
e) I =(0;10) e J = (—13; —16).
Observe, que a forma mais simples de encontrar a resposta correta € testar cada uma das

opg¢des, onde ambos os pontos, obrigatoriamente, devem pertencer a reta.

a) A= (5;0)e B =(—20;35). Testando o ponto A.

y—2r—10 = 0
0—2-5—-10 = O
—20 = 0 (Falso).
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Conclusao: O ponto A nao pertence a reta.

b) C' = (12;21) e D = (0;20). Testando o ponto C.

y—2x —10
21-2-12-10
21 —-24—-10
—13

Conclusdo: O ponto C' ndo pertence a reta.

= 0
= 0
=0
= 0 (Falso).

¢) E=(14;—15)e F = (=7, 7). Testando o ponto E.

y—2x—10
—15—-2-14-10
—15—-28—-10
—53

Conclusdo: O ponto £ ndo pertence a reta.

=0
=0
=0
= 0 (Falso).

d) G =(5;30)e H = (0,5;4). Testando o ponto G.

y— 2z — 10
30—-25-10
30 —10 - 10

10

Conclusdo: O ponto GG ndo pertence a reta.

0
0
0
0 (Falso).

e) I =(0;10)e J = (—13;—16). Testando o ponto /.

y—2xr—10 =
10-2-0-10 =
10-0-10 =

0 =

Conclusao: O ponto [ pertence a reta.
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Testando o ponto J.

y—2x—-10 = 0
—-16—-2-(=13)—10 = 0
-164+26—-10 = 0

0 = 0 (Verdadeiro).

Conclusao: O ponto J pertence a reta.

Exemplo 3.3.4. Obtenha a equagdo geral da reta r, que passa pelos pontos A = (3,1) e

B = (2,4) e seus pontos de intersecdo com os eixos x e .

Seja P = (x,y) um ponto pertencente a reta r de tal maneira que os pontos A, B e P

estejam alinhados. Entdo:

x
3
2

NS
—_ = =

— r+2y+12-2—-42x—-3y=0
— -3x—y+10=0.

Portanto, a equacdo geral daretar é —3z — y + 10 = 0.
Vamos determinar agora os pontos de interse¢do da reta  com oS €iXo0s & € Y.
A reta r intercepta o eixo x no ponto P = (p,0). Substituindo as coordenadas do ponto

p na equacao geral da reta r, temos:
10
P = (p,0) ET:—Sp—O—I—l():O:p:?.

Analogamente, a reta r intercepta o eixo y no ponto ) = (0,¢). Substituindo as

coordenadas do ponto () em 7, temos
Q=(0,9) er—= —-3-0—¢+ 10 = ¢q = 10.

. : 10 .
Logo, a reta r intercepta o eixo x no ponto P = <§, O) e 0 eixo y no ponto @ = (0, 10),

conforme a Figura[3.12]
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Figura 3.12: Equacao geral da reta - referente ao Exemplo m

Fonte: O autor.

3.3.2 Equacao reduzida da reta

Dada a equagdo geral da reta r, definida por ax + by + ¢ = 0, se tivermos b # 0, entdo:

by = —ar—c
— v = (~3)+(-5)
y = 2 T 5
Substituindo
—E =me — g =N
Entao,

Essa equacdo, que expressa y em fungdo de =, € denominada de equagdo reduzida da reta,
como veremos, m € coeficiente angular da reta r e n € o coeficiente linear, ou seja, € a medida

do segmento que r define no eixo das ordenadas.

Exemplo 3.3.5. Se uma reta r passa pelos pontos A = (0,3) e B = (—1,0) podemos calcule a

sua equagdo geral e reduzida.

-

o o8
[enEENGUIING

1
l|=0=3r—-—y+3=0=y=3x+3.
1 TV

|
—

Equacao geral Equacgao reduzida
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Exemplo 3.3.6. (Aerondutica — 2015 - adaptado). A equagdo reduzida da reta que passa pelos
pontos A = (0,1) e B = (6,8) é dada por:

Determinando o coeficiente angular m:

yp—ya 8—1 7
m = g = —.
IB — T4 6—0 ©

Determinando o coeficiente linear n a partir do ponto A:

Yy = m-xr+n
7
== 1 = <—)~O—l—n
6
= 1 = 0+n
== n = 1

7
A equacdo reduzida da reta serd y = <6> r+ 1.

3.3.3 Equacao segmentaria

Seja a reta r, de equacdo ax + by + ¢ = 0, ndo paralela a nenhum dos eixos coordenados

e que passe pelos pontos @ = (0,¢) e P = (p,0), conforme a Figura[3.13]

Figura 3.13: Equacdo segmentdria da reta

A y
~
(0.9)
- Lol
0 (p.0) %

Fonte: O autor.

Logo, a equacao dessa reta é dada por:

z y 1
0 g 1|=0 = qr+py—pg=20
p 0 1
= qr+py=pq
— T4l (3.9)
p q

A equagio (3.9) é denominada equag@o segmentdria da reta.
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Sendo que p e ¢ sdo as medidas algébricas dos segmentos OP e OQ). Perceba que se

compararmos a equacgdo geral da reta e a equacdo segmentdria, temos:

ax—l—by—l—c:Oef—i—g: 1.
p g
Concluimos,
c c
p a 1 b

Exemplo 3.3.7. Determine a equacdo segmentdria da reta r, conhecendo a sua equagdo geral
r: 3r—4y+12=0.

A equacio segmentdria pode ser obtida da equagdo geral de uma reta, observando-se que

3 C C
a = = —— e q¢g=—-.
12 —12
b= —4 =——=—-4 =—=3
, D 3 e ¢=—,
c=12,
Substituindo p e n na equagdo L + L 1, obtemos % + % =1
p q -

Exemplo 3.3.8. Determine a equagdo segmentdria da reta que passa pelos pontos A = (—4, —3)
e B=(2,6).

Inicialmente obtemos a equagdo geral da reta

z y 1
—4 -3 1|=0= —-92+6y—18=0.
2 6 1

A seguir, procedemos como no Exemplo [3.3.7|ou, entdo, fazemos

9 6y 18
9z + 6y 8§ =0= —9x + 6y 8§ = 18+18 13
Yy
Logo, —— + = = 1.
0go 2+3

3.3.4 Equacao paramétrica

Iremos apresentar agora, a forma paramétrica e mostrar como representar uma reta por
meio delas.
Enquanto a equagdo geral ax + by + ¢ = 0 se relaciona com as coordenadas x e y de

um ponto qualquer da reta, as equagdes paramétricas nao se relacionam diretamente com essas
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coordenadas, mas sim com um parametro ¢, que definiremos da seguinte forma:

x = f(t)
y=yg(t)
Perceba que a partir das equacdes paramétricas, € possivel encontrar a equacgdo geral da

reta, eliminando-se o pardmetro .

Exemplo 3.3.9. Seja a reta com equagoes paramétricas

r=2t—1
y=t+3

Obtenha a equacdo geral dessa reta.
A obtencdo da equagdo geral dessa reta € feita eliminado-se o parametro ¢, assim
r=2t—-1 r=2t—-1
<~
y=1t+3 y—3=t
— r=2y—3)—1
— r—-2y+7=0.
Observacao: Os pontos dessa reta podem ser obtidos atribuindo-se valores reais para o
parametro {.

Exemplo 3.3.10. Consideremos uma reta de equagoes paramétricas:

x =4t
y=3t+1
Obtenha a equagdo geral dessa reta.

Para obter a equacdo geral dessa reta, basta isolar o parametro ¢ numa das equacoes e
substitui-lo na outra equacao.

Assim, de x = 4¢, tem-se t = %

3
Substituindo em y = 3¢t + 1, vem a equacgdo geral da reta y = Zx + 1, ou, ainda,
3v—4y+4=0.

3.4 Coeficiente angular ou declividade de uma reta

A cada reta no plano cartesiano associamos um ndmero chamado coeficiente angular,

também chamado de inclinagdo da reta, que € definido da seguinte forma, conforme apresentado
na Figura|3.14] pelo angulo a.
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Figura 3.14: Coeficiente angular

%4

Y

o7 X
yd

Fonte: O autor.

Sejam r uma reta no plano cartesiano e, A, B pontos quaisquer que pertengam a 7.
Construiremos um tridngulo retangulo, passando por esses dois pontos, com catetos paralelos

aos eixos coordenados (como mostra a Figura[3.15).

Figura 3.15: Coeficiente angular da reta r passando por A e B.
A

Fonte: O autor.

O cateto vertical que € a diferenca entre as ordenadas desses dois pontos, denotado por
Ay e cateto horizontal a diferenca entre as abcissas, denotado por Ax. Portanto, o coeficiente
angular dessa reta é:
Ay __Yp —Ya

m=-—=—m .
Az TR —Ta

Ay . . .
A razio =Y significa a tangente do angulo que o eixo x forma com a reta. Logo podemos

Az

€SCrever:

m = tgo.

Vejamos agora as possibilidades para o angulo a.
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Figura 3.16: Coeficiente angular para diferentes valores de a.
va ¥ &

r

PR N
/ X

/ 0 ; [ \ .-'l.-
0° < a < 90° 90° < e < 180°
¥ v
r
"
0 x 0 x
a=0° a = 90°
Fonte: O autor.
Observacoes:

a) Perceba que o coeficiente angular de uma reta, quando calculado conhecendo-se dois de seus

pontos, € dado por:
_YB YA

m .
rBp —TA

b) Naio se define coeficiente angular para retas verticais, pois:
rg=x4<=2p—14 =0.
Que resultaria em um denominador nulo na férmula do coeficiente angular.
¢) No desenvolvimento da equagdo da geral da reta ax + by + ¢ = 0, temos:
Yya—yp=aexs—rp=>h.

Logo,

Yp—Ya _ Ya—Yyp _ 4
T —TaA TA— T b’
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Dessa forma, o coeficiente angular da reta, sabendo que a equacgdo geral é dada por
azr + by + ¢ = 0, pode ser obtida por:

Exemplo 3.4.1. A medida o do dngulo indicado na Figura € chamada de inclinacdo da reta,
e é obtida girando-se o eixo x no sentido anti-hordrio em torno do ponto (0" < o < 180° ou
0 < a < ). Chamamos de coeficiente angular ou declividade de uma reta, ndo perpendicular
ao eixo x, o numero real m expresso pela tangente trigonométrica de sua inclinagdo, ou seja:
m = tg a. Com esses dados apresentados anteriormente, podemos afirmar o coeficiente angular

da reta r do grdfico a seguir é:

Figura 3.17: Representacdo do Exemplo m

a) ﬁ ; r
3 & ¥
b) 1
) V3
V3
) 9 }45;} .
/2 X
e) —
3

Fonte: O autor.
Sabemos que

m = tgo.

Logo,
m =tg45° = m = 1.

Exemplo 3.4.2. Identifique o coeficiente angular de uma reta que contém os pontos A = (1, —2)
e B=(—4,1).

Temos
Ay yp—ya 1-(-2) 3 3

Ay zg—xy —4-1 _—_5: 5
Exemplo 3.4.3. Calcule o coeficiente angular da reta r que tem equagdo geral
r:3z—4y+3=0.

Comparando a equacdo

ar +by+c=0
3rv—4y+3=0.
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temosa =3eb=—4
Portanto,
m—_t_3_3
b -4 4
3
Logo, m = —.
0go, m 1

3.5 Equacao da reta que passa por um ponto dado e coefici-
ente angular m

Vimos anteriormente como obter a equagdo de uma reta conhecendo dois de seus pontos.

Iremos agora, determinar a equag@o de uma reta r conhecendo um de seus pontos A = (x4, y4)

e seu coeficiente angular m, conforme a Figura[3.18]

Figura 3.18: Reta passando por um ponto com z 4 diferente x 5.

¥ g r
B=(x, y)
A=(x4y4)
4 § _| .
o[/ :

Fonte: O autor.

Seja B = (z,y), um ponto genérico da reta r, de tal forma que A # B. Logo,

Concluimos que:
y—ya=m(x—xa)

Perceba que essa reta s é perpendicular ao eixo das abscissas, portanto sua equagdo é

dada por:
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Exemplo 3.5.1. Obtenha a equacdo da reta v que passa pelo ponto P = (—5,3) e possui

coeficiente angular m = 3.

y—ya=mz—xa) = y—3=3(—(-5H))
= y—3=3xr+15.

Logo,
y=3r+18oudr —y+ 18 =0.

Exemplo 3.5.2. Observe a Figura e obtenha a equacdo da reta r que passa pelo ponto A e

tem inclinagdo 45°.

Figura 3.19: Reta passando por um ponto, representacdo do Exemplo m

Fonte: O autor.

Solucao: Para determinar a equacgdo da reta r, € preciso encontrar o coeficiente angular m:
m=tga = m =tg4h° = m = 1.

A reta procurada tem coeficiente angular m = 1 e passa pelo ponto A = (7, 1).

Assim:
y—ys=m(x—z4) —=y—1=1-(—-7) = z—y—6=0.

Portanto, x — y — 6 = 0 é a equagdo geral da reta r.

Exemplo 3.5.3. Determine a equagdo da reta r que intercepta o eixo y no ponto P = (0,1) e

intercepta o eixo x segundo uma inclinacdo de 150°.

V3

Como m = tg 150° = g€ P = (0, 1) pertence a reta r, temos

y—l:—\?-(m—O)i\@x—l—By—B:O.
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Portanto, a equacdo da reta é:
V3z +3y —3=0.

Exemplo 3.5.4. Determine a equagdo da reta r representada no plano cartesiano na Figura
3.20

Figura 3.20: Reta passando pelos pontos A(—1,2) e B(4, 3).
A

Fonte: O autor.

Além do método da condicao de alinhamento usando determinante, esse problema pode
ser resolvido com o estudo do coeficiente angular da reta.
Considerando que as coordenadas dos pontos A e B sdo, respectivamente, (—1,2) e

(4, 3), vamos calcular o coeficiente angular da reta determinada por A e B:

YB — Ya 3—2 1
m = =

rg—x4 4-—(=1) 5
. 1 .
A reta procurada tem coeficiente angular m = R e passa pelo ponto B(4,3). Assim,

1
y—3:g(x—él):>5y—15:x—4=>$—5y+11=0-

Portanto, x — 5y 4+ 11 = 0 € a equagdo geral da reta r.

Exemplo 3.5.5. Sabendo que a inclinacdo da reta que passa pelos pontos A = (k,2) e B =

(—1,3) é 45°, determine o valor de k e a equagdo dessa reta.

O coeficiente angular é

m = tg45° = m = 1.
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Portanto, 59
m:M:1: S = k=2
T — Ta —-1—-k

A reta tem coeficiente angular m = 1 e passa por A = (—2,2).
Assim,
y—2=1r+2)=zx—y+4=0.

Portanto, x — y + 4 = 0 € a equacg@o geral da reta que passa pelos pontos A e B.

Exemplo 3.5.6. Um laboratorio estudou uma colonia de bactérias composta por 350 individuos
vivos. Verificou-se que, apos a aplicacdo de certa droga, o niimero de individuos na colonia
diminuia com o tempo, sendo que, apos 25 horas, ndo havia mais nenhum individuo vivo na
colonia. Supondo que o niimero y de individuos vivos varie linearmente com o tempo x de vida,

contando a partir da administragdo da droga, pede-se:
a) determine a expressdo que relaciona y a x;

b) o niimero de individuos que permaneciam vivos apos 10 horas do inicio do experimento.

a) Vamos considerar o par (z,y) para identificar que, apds x horas, havia y individuos vivos na
colonia. Assim, temos pontos com 0s seguintes significados:
e A = (0,350): estado inicial da coldnia (no tempo 0 h, havia 350 individuos.)

e B = (25,0): estado final da coldnia (no tempo 25 h, havia 0 individuo). Com a relagéo é
linear, seu grafico € um conjunto de pontos pertencentes a reta que passa pelos pontos A e
B.

O coeficiente angular m da reta j@ é

0 — 350
m = = —14.
25 -0
A reta tem coeficiente angular m = —14 e passa por B(25,0). Assim:

y—0=—14(x — 25) = y = —14x + 350.

b) Para obter o nimero de individuos vivos apds 10 horas do inicio do experimento, basta

substituir « por 10 na igualdade y = —14z + 350.

Assim:
y=—14-10+ 350 = 210.

Portanto, ap6s 10 horas, havia 210 individuos vivos na colonia de bactérias.
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3.6 Posicao relativa entre duas retas

3.6.1 Paralelismo

Duas retas 7 e s do plano cartesiano, ndo verticais, sao ditas paralelas distintas se, e

somente se, seus coeficientes angulares sdo iguais m, = m,, conforme a Figura[3.21]
Figura 3.21: Retas paralelas

v A

Oty Olg

of / /

*

Fonte: O autor.
Perceba que:
a, = oy = tg(a,) = tg(ay) = m, = ms.
Logo,

r//s <= m, = ms.

Por outro lado, duas retas e s do plano cartesiano, nio verticais, sdo ditas paralelas
coincidentes se, € somente se, seus coeficientes angulares sdo iguais m, = mg € seus coeficientes

lineares também sdo iguais n, = ns, conforme a Figura[3.22]

Figura 3.22: Retas paralelas coincidentes

v A

N

i |

Fonte: O autor.

Exemplo 3.6.1. Determine a equacdo geral da reta s sabendo que o ponto A = (1,3) pertence
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aela e que é paralela aretar : bx + 2y + 1 = 0.

Se s € paralela a r, entdo m, = m.

B a5
ms—mr——g——§.
5 o .
Conhecendo m, = —5¢ A = (1, 3), basta substituir na férmula
5
yoys=mir—ws) = y-3=—2(—1)
2 2
) 11

= Sz +2y—11=

Exemplo 3.6.2. Determine o valor de k e w para os quais as retasr : 2x —3y+1=0e

s: (k— 1)z — 3y + w = 0 sejam coincidentes.
Inicialmente vamos determinar m e n de cada reta.

2 1 k—1 w
retar . m, =——e€en,=—— Tretas:mgs= — eng = ———.
-3 -3 -3 -3

Para que as retas sejam coincidentes devemos ter:

2 k-1
r = s:>_:—:>k:3
:>1 w:> 1
Ny = Ng - = = w = 1.
3 3

Exemplo 3.6.3. Determine a posigdo relativa da reta r, de equacdo x + 2y — 6 = 0, em relacdo

areta s, de equagdo 3x + 6y — 5 = 0.

Primeiro vamos determinar os coeficientes angular e linear de r € s usando as equagdes
na forma reduzida.

Para a reta r, temos
1
:c—|—2y—6:0:>y:—§:c+3.

Portanto,

Para a reta s, temos
1
3x+6y—5:0:>y:—§x+—.
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Portanto,
1 5!
My = —= €N, = —.
" 2" 6
1 - - .
Como m, = my = —— e n, # ng, entdo as retas r ¢ s sdo paralelas distintas.

2

Exemplo 3.6.4. Calcule o valor de k para que as retas r e s, ndo verticais, de equagoes,

(k+ Dz +y+1=0e—(k*—2)x+ 2y — 3 = 0, respectivamente, sejam paralelas.

Inicialmente, vamos obter a equagdo reduzida das retas r e s e seus respectivos coeficien-

tes angulares.

Reta r:
k+1l)z+y+1=0=y=—(k+1)z—1.
Portanto,
m, = —(k+1).
Reta s: 2o 5
Portanto,
_k2—2
mg = 7

Para que as retas r e s sejam paralelas, € necessario que os coeficientes angulares de

ambas sejam iguais. Assim:

2
-2
m, =ms; =—> —(k:+1):k2
= 2k—2=Fk>-2
= k>4+2k=0.

Resolvendo a dltima igualdade, temos:
P +2k=0=k=00uk=—2.

Portanto, as retas r e s sdo paralelas quando £k = 0 ou k = —2.

3.6.2 Retas perpendiculares

Duas retas r e s do plano cartesiano, ndo verticais, sao ditas concorrentes, quando elas

apresentam coeficientes angulares diferentes m, # m, conforme a Figura[3.23]
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Figura 3.23: Retas concorrentes

¥V &

Fonte: O autor.

a 7# a = tg(ay) # tg(as) = my # ms.

Logo,
rlfs <= m, # ms.

Duas retas r e s do plano cartesiano, ndo verticais, sdo ditas perpendiculares entre si se, €

somente se, o produto de seus coeficientes angulares € —1, m, - m,, = —1, conforme a Figura

B.24

Figura 3.24: Retas concorrentes perpendiculares

VA s

/A CN «x

NS

Fonte: O autor.
Demonstracao: 12 parte:

rls=—m, mg=—1.
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No tridngulo ABC retangulo em B, temos:

=90° +
== ( s) = tg(90° + )
— tg(a,) = — cotg(a,)
1
— Og) =
tgla) g(OzT)
Logo,
1
mg = — oum, -m, = —1
My
22 parte:
m, -mgs=—1=—1r 1 s.
Partindo agora da hipétese de que mg - m, = —1, temos:
1
ms = ——.
My

Ou seja, m, # mg, portanto as retas r e s sdo concorrentes e formam um angulo 6 tal

que, conforme a Figura[3.23}

a, =0+ a,. (3.10)

Figura 3.25: Retas concorrentes perpendiculares - reciproca

Y A

Fonte: O autor.
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Temos ainda que:

m:—i = tg(a,) = — !
T omy ' tg (o)
= tg(a,) = — cotg(as)
= tg(a,) = tg (g + as>
ozrzg—kozs. G.11)

De (3.10) e (3.TT)), temos:

ng:>rj_s.

rls<=m, mg=—1.

Exemplo 3.6.5. Verifique se as retas r e s, de equagoes 2x + 3y — 6 = 0 e 3x — 2y + 1 = 0 sdo

perpendiculares.

2 2
Retar:2x+3y—620:y:—§+2:mrz—§.

3 1 3
Reta s: 3x—2y+1:0:>y:§x+§:>m5:§.
2 3
Como 33 = —1, sabemos que m,. - mg = —1, portanto r L s.

3

Exemplo 3.6.6. Escreva a equacdo reduzida da reta r que passa pelo ponto P = (—2,1) e é

perpendicular a reta s de equagdo 2x +y — 2 = 0.

Para que as retas r e s sejam perpendiculares, é necessario que o produto de seus
coeficientes angulares seja igual a —1.

Como o coeficiente angular da reta s é —2, temos
1
ms-mr:—1:>(—2)-mT:—1:>mT:_§,
O ponto P pertence a reta r, entdo:

Yp=my - Tp+n, = 1=--(-2)+n = n, =2.

N[ —

1
Logo, a equacdo da reta r, perpendicular a reta s, é y = Pk + 2.
Exemplo 3.6.7. Determine a equacdo reduzida da mediatrir do segmento AB, de extremidades
A= (1,3) e B=(—5b,—1), representado na Figura[3.26]

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio M do segmento AB:

2 2 o 2 2 '

'A mediatriz de um segmento & a reta perpendicular a esse segmento e que passa por seu ponto médio.

TyM
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O ponto médio é M = (—2,1).

O coeficiente angular da reta suporte do segmento AB é dado por

O coeficiente angular da reta mediatriz r € dado por:

2
mﬁ~mrz—1:>§~mr:—1:>mr:—§.

Como o ponto médio M de AB pertence & mediatriz r, temos:
3
yzmr-:zr+nr:>1:—5-(—2)+nr:>nr:_2.

Portanto, a equacdo da reta r mediatriz de AB é:

3
=2z -2
y=—3v

Figura 3.26: Retas concorrentes perpendiculares, referente ao Exemplo w

AV

| J

Fonte: O autor.

Exemplo 3.6.8. Obtenha as coordenadas do baricentro G de um tridngulo qualquer sabendo

que as retas suportes de duas de suas medianas sdo dadas por x —6y+8 = 0e 3xr —2y+8 = 0.

Assim, as coordenadas do baricentro G serdo determinadas pela solugdo do sistema:

r—6y+8=0
3r—2y+8=0

Isolando x na primeira equagao:
r=06y—38 (3.12)
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Substituindo x por 6y — 8 na segunda equagdo, temos
36y—8)—2y+8=0= 16y — 16 =0=y = 1.
Substituindo y por 1 na equagdo (3.12)), obtemos
r=6-1—-8=-2

Entdo G = (—2,1).

3.7 Intersecao entre duas retas

Todo ponto de intersecdo entre duas retas tem que obrigatoriamente satisfazer as equacoes
de ambas as retas. Portanto, seja (.5) o sistema formado com as duas equagdes gerais das retas r

e s, definido da seguinte forma:

(9) r:ax+by+c =0
§: asr +boyy+co =0

O sistema formado com essas equagdes, terd como solu¢do um par ordenado (zo, yo) que

representa o ponto de intersecao entre as retas r € s.

Exemplo 3.7.1. Determine o ponto de intersecdo entre duas retas concorrentes cujas equagoes

sioy=x+1ley=2—nx.

Para resolver esse problema, podemos construir um sistema linear com essas duas
equagdes ou considerar que, se ambas sdo iguais a y, entdo podemos igualar o segundo membro

da primeira equacao ao segundo membro da segunda equagdo. Observe:

y=vy
- z+1=2-x
= rz4+ax=2-1
— 2z=1
1
e = —,
T

Para encontrar o valor de y, basta substituir o valor encontrado para x em uma das duas
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equacgoes:
y=z+1
1
— y:§+1
3
— y=35

. ~ . . - , 13
O ponto de intersecao entre as duas retas, ou seja, o ponto de interse¢do entre elas é: P = 373"

Exemplo 3.7.2. Sejam x e y as coordenadas do ponto de intersecdo entre as retas de equagoes

—2x+y=—1ex+y =2, determine a soma entre x e y.

Para encontrar as coordenadas do ponto de intersecao entre duas retas, pode-se usar o
sistema formado pelas equagdes dessas retas ou igualar suas equacdes quando uma incégnita
estd isolada. Utilizaremos a segunda alternativa, isolando antes a incognita ¥y em cada uma das

equacaoes.

—2rx+y=-1
y=2x—1

—
— T+y=
==

Igualando as duas equacdes, teremos:

y=y
2r—1=2—-x
2r+x=2+1
3z =3

Ll

Substituindo o valor de z em qualquer uma das equagdes, teremos:

y=2—=x
= y=2-1

= y=1.

A soma dos coeficientes €:

r+y=1+1=2.
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Exemplo 3.7.3. Calcule a distancia do ponto de intersecdo das retas de equacoes —x + 2y = 2

ex + 1y =2eaorigemdo plano cartesiano.

Para resolver essa questdo, o primeiro passo € determinar o ponto de intersecdo entre
as duas retas, para, em seguida, encontrar a distincia entre esse ponto e a origem do plano
cartesiano. Nesse caso, observe que serd mais fécil isolar a incégnita x do que a incognita y.

Assim, teremos:

—r=2—-2y
== r=-2+42y
= r+y=2
= r=2—-y
== Y=y
= —242y=2-y
= 2yt+y=2+2
— 3Jy=4
oyt

3

Substituindo esse valor em uma das equacoes:

r=2-y

4

— I = —g
2

2 4
A distancia entre o ponto (5, §> e a origem (0, 0) sera:

2 2 4 2
(g
3 \3
22 42
Nt
— 5) T3
116
P2
— 979
20
= ==
9
:}d:@
V9
=
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Exemplo 3.7.4. Determine o produto entre as coordenadas do ponto de intersecdo entre as retas
r+y=—le—x+2y=-57?

Primeiramente, encontre o ponto de intersecao entre as duas retas. Para tanto, isolaremos

a incdgnita x em ambas as equagdes.

r+y=-—1 r=—-1—y
-
—x+2y = —5 xT=2y+5
Igualando as equagdes obtidas, temos

2+5=—-1—y = 2y+y=-1-5
= 3y =6

— y=—2.
Substituindo y = —2 na equagdo x = 2y + 5, temos

r=2y+5 —= x=2-(-2)+5
= x=-4+5

= x =1
O produto entre as coordenadas do ponto é:

1-(-2) = 2.

3.8 Angulo entre duas retas

Seja ¢ um angulo agudo formado por duas retas concorrentes, 7 € s, de coeficientes
angulares m, e mg, respectivamente. Admita agora que nenhuma das retas citadas sejam

perpendiculares ao eixo das abscissas, como mostra a Figura[3.27]

Figura 3.27: Angulo entre duas retas
¥ &

a
B
¢4 ™y
e

X

o/

Fonte: O autor.
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12 caso: Nenhuma das retas € vertical. Perceba que nesse caso f > ae f = a + 0.

Assim:

0=0—a«
— tg(0) = tg(8 — a)
tg(B) — tg(a)
= 0= @
— tg(0) =

C 14mg-m,

Assim, 0 é agudo e tg(d) > 0.

De modo andlogo, se o > 3 (como mostra a Figura |3.28). Encontrariamos tg(f) =
M, pois 6 é agudo e tg(#) > 6. Portanto, em qualquer situagdo, temos:
1+m,-m,

ms — m,

1+m,-m,

tg(0) = '

Figura 3.28: Angulo entre duas retas, em que o > 3.

L

0
B

[~

Fonte: O autor.

2¢ caso: Uma das retas é vertical, conforme a Figura[3.29]

Figura 3.29: Angulo entre duas retas, uma delas vertical

v

H1r

Fonte: O autor.
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a+60=90°
— 0=90° -«
= tg(f) = tg(90° — )
1
— tg(f) = ta(a)
= tg(h) = mir

O coeficiente angular € negativo quando 90° < o < 180°. De modo andlogo, se o fosse

angulo externo (como mostra a Figura [3.30), encontrariamos:
Figura 3.30: Angulo entre duas retas - parte I

v Ak

o

Fonte: O autor.

1
tg() = ——
8l0) =—-
Portanto, em qualquer situagdo, temos:
1
tg(0) = |—|.
g(0) ‘m

Exemplo 3.8.1. Calcule o angulo agudo formado pelas retasr : 3x—y+5=0es: 2o+y+3 =
0.

™
1

tg@z‘ ms — My

] 3-(-2)
143 (-2)
Exemplo 3.8.2. Calcule o angulo formado pelas retas cujas equagées saor : 2z + 3y —1 =10
es:br—4y+5=0.

)
1+ m, - m, '—5‘

2 3
mr:—gemsz§:>mr~msz—1:>rj_5:>9:

Exemplo 3.8.3. Calcule o angulo agudo formado pelas retasr : 4z +2y—1=0es: 3x—4 = 0.

| N
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4
m,=—-=—2 1 1] 1 1
2 —tgf=|—|=|—| === arctg | = ).
Amg param, =0 r -2 2 2

Exemplo 3.8.4. Calcule o angulo formado pelas retasr : 5x + 2y =0e s : 10x +4y — 7= 0.

5
mr:—§
- 0 5 = m, =ms=r1//s = 0=0.
T4 2

3.9 Base média de um triangulo

Teorema 3.9.1. Dado um tridngulo ABC, onde M e N sdo respectivamente os pontos médios
dos lados AB e AC, o segmento MN ¢ paralelo ao lado BC, e sua medida é igual a metade da
medida de BC, conforme a Figura m

Figura 3.31: Base média do tridngulo ABC'

AV

Fonte: O autor.

Demonstracio: Sejam M e N, respectivamente, os pontos médios de AB e AC.
— BC
Vamos mostrar que M N//BC e MN = —.

e 2
12 parte: mostrar que M N //BC.
O coeficiente angular da reta suporte do lado BC pode ser calculado por:

A _
2Y _ Y~ ¥s (3.13)
Ar 1o —1up

Como M é o ponto médio do segmento AB, temos que

_ Ta+ B _ Ya+yB
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Analogamente, o ponto médio de AC, temos

Ta+ 20

N = 9

CYn =

ya + Yo
—

O coeficiente angular da reta que passa por M e N é:

(yA+yc>

Ay ym—yn
Az Ty — TN
(ZJA+ZUB

- (wA+xB
(yB—yc

- (IB—IC

_ Y — Yo
rB — I

_ Yo~ YB
To— T

)-
) - (#5)
)
)

(3.14)

De (3.13) e (3.14), concluimos que as retas suportes dos segmentos BC' e M N sdo

paralelas.

22 parte: mostrar que M N =

BC =dpe

MN = dyy

BC
—~

903—900

+ (yB — yo)?

(25)- () () ()]

$B—$c (yB_yC>2

2
(rp — xc (yB — yc)
\/ rp — x¢)? (yB —yc)?
dsc
5
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3.10 Distancia de um ponto a uma reta

Seja a reta r dada por ax + by + ¢ = 0 e um ponto qualquer P = (xg, 4o), que ndo

pertenca a reta, conforme a Figura Entdo a distancia do ponto P a reta r, é dada por:

awo + byo + ¢

dp,
" VaZ+ b2

Figura 3.32: Distancia entre ponto e reta

AV
r s
\ p(xo, yo)
M
0 \ x

Fonte: O autor.

Demonstracio: Seja a reta r de equacdo ax + by + ¢ = 0, entdo m,. = —% (coeficiente

angular da reta ).

b
A reta s que passa pelo ponto P = (zg, yo) e é perpendicular a r, tem my = — e equagio:
a

b
y—yoza-(x—xo)<:>byc—ay+ayo—bx0:0.

O ponto M, de intersecdo entre r € s, € determinado pelo sistema

)

br — ay + ayy — bxyg =0
ar +by+c=0

cuja solucgdo resulta:

Y, b xy — abyy — ac a’yy — abzy — be
a2 + b2 ) a2 + b2 :
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Calculando a distincia entre o ponto M e o ponto P = (zy, o), obtemos

a?+b a? + b2

B \/(axo + byo + ¢)?

a4+ b2

b xy — abyy — ac 2 a’yy — abxy — be 2
dyp =dp, = —Zo | — — Yo

Finalmente:

_amo + byo + ¢

dp;
" N7

(3.15)

Exemplo 3.10.1. Calcule a distancia entre o ponto P = (2,1) earetar : 3z +4y+ 7 = 0.

Basta consideramos a = 3,b =4, ¢ =7, 1y = 2, yo = 1 e substituir em (3.13).

laxp + byp + |
Va? + b?

3-24+4-1+7]
V3% 4 42

16+ 4+ 7|

dP,r =

Exemplo 3.10.2. Considerando que a distdncia entre ponto P = (k,4) e a reta r, de equagdo

6z 4+ 8y — 80 = 0, ¢ igual a 6 unidades, calcule o valor da coordenada k.

J— lax + by + ¢ P 6-k+8-4—80|
o lok—1g
V100
o lok—ag
10
— |6k — 48| = 60.

Desse modo:

6k —48 =60 = 6k =60+ 48

— 6k =108
6
= k=18,
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ou,

6k — 48 = —60 = 6k = —60 + 48

— 6k =—-12
—12
= k= —
6
= k=-2.

O valor de k deve ser igual a —2 ou 18.

Exemplo 3.10.3. Calcule a altura do tridngulo ABC, relativa ao vértice A. Sdo dados A =
(6,5), B=(0,3)eC = (4,0).

Inicialmente vamos determinar a equacdo da reta r, suporte do lado E(} do triangulo.

=3r+4y—12 = r: 3x+4y - 12 =0.

)

Il
A O o8
[en NGNS
—_ = =

A distancia d, entre o vértice A = (6,5) e areta r, é dada por:

laz 4 + bya + |

13-6+4-5—12
VETE

|18 + 20 — 12|

d =

Exemplo 3.10.4. Calcule a distincia entre as retas paralelas r e s, de equacoes 2x —y+4 =0

e2x —y — 7 =0, respectivamente.

Sabemos que a distancia entre duas retas paralelas € igual a distancia de um ponto P
qualquer de um delas a outra reta.
Entdo, vamos calcular as coordenadas de um ponto P qualquer da reta r.
Para x = 0, temos:
2. 0-y+4=y=4

Portanto, P = (0,4).

Agora basta calcular a distancia entre P e a reta s.

azptbyp+c 20+ (—1) -4+ (=7)|
Va@ + b2 21 (—1)? V55
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Logo, a distancia entre as duas retas é

115
=

3.11 Area de um tridngulo

Anteriormente vimos que trés pontos A = (z4,y4), B = (zp,yp) e C = (z¢,yc) sdo
ditos colineares se, e somente se, o determinante da matriz formanda pelos trés pontos for igual

a zZero, ou seja, se

ra ya 1
B YB 1|=0.
ro Yo 1

Nesse topico veremos que, caso os pontos nao estejam alinhados, eles formarao vértices
de um tridngulo e o determinante formado pelas coordenadas desses trés pontos, permitird
calcular a drea do tridngulo quando conhecidos seus vértices.

Seja o tridngulo de vértices A = (x4, y4), B = (zp,yp) e C = (z¢,yc), calcular a drea

do tridngulo ABC' a partir de suas coordenadas, conforme a Figura[3.33]

Figura 3.33: Area do tridngulo

AY

\

Fonte: O autor.

Demonstracao: Inicialmente sabemos, da Geometria Plana, que a drea de um triangulo é
dada por:

1
Aviangulo = 5 Base - Altura.

Definindo S como a area do tridngulo ABC), entdo:
1

Aplicando a férmula da distancia entre pontos B e C"

d(B,C) = \/(z — 2c)? + (ys — yo)?.

72



Capitulo 3: Estudo da reta

A equacdo da reta % ¢ dada por:

r y 1
tp yp 1 |=0= (yp —yc)r + (xc —xB)y + (vBYc — rcys) = 0.
o yo 1
Fazendo,
(yp —yc) =a
(xc —xp) =Db
(zBYc — zcyp) = c.
Logo,

ar + by +c=0.
Calculando a distancia do ponto A a reta %

(ax s+ bya + ¢)
@+ )

d=

Entao:

(y8 —yc) + (xc — xB)ya + (TBYc — TcYB)
V(s —yc)? + (xzc — xp)?
ra Ya 1
rp yp 1
re Yo 1

V0es —wc)*+ (ys —yc)?|

Seja D o seguinte determinante

Ta ya 1
D=\|zp yp 1
ro Yo 1
Dai, temos: )
1 D
S =— (xB—.Tc)2+(yB_yC)2' .
2 \/ \/(933 —x0)?+ (yp — yo)?
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Concluimos entao que:

1
S=—-|D|.
D)

Exemplo 3.11.1. Calcule a drea do triangulo representado na Figura em cm?, utilizando
Geometria Analitica.

Figura 3.34: Area do tridngulo, referente ao Exemplo[3.11.1

.

lg . = . o—
Al0 1 2 3 4

Fonte: O autor.

) b-h )
A darea de um tridngulo pode ser calculada pela férmula 5 onde b é a medida do
comprimento da base e h da altura. Contudo, como o exercicio propde que seja utilizada a
Geometria Analitica, a solucdo serd feita da seguinte maneira:

A férmula para o célculo da drea do tridngulo pela Geometria Analitica é:

Lol

7 (3.16)

D é o determinante da matriz 3 x 3 formada a partir das coordenadas dos pontos A, B e
C, isto é:
Ta Yya 1
D=|2p yp 1

ro yo 1
Portanto,
0 0 1
D=4 0 1|=12.
2 31
Logo,
D] 12| 12 >
2 2 g M

Exemplo 3.11.2. Calcule a drea do tridngulo ABC, cujos vértices sdo A = (4,1), B = (=2, 3)
e C = (0,-6).
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ra ya 1 4 1 1
Dapc=|zg yp 1|=|-2 3 1[|=36+2+12=50.
o Yo 1 0 —6 1
1

1
= = |Dapc| = = - 50 = 25.
9 ’ ABC| 2

Exemplo 3.11.3. Calcule a coordenada x do ponto A = (z,1) e do ponto B(z,2) sabendo que
as coordenadas do ponto C' sdo (4,2), que eles ndo sdo colineares e que a drea do tridngulo

formado por eles é igual a 3.

Trés pontos ndo colineares formam um tridngulo. Portanto, € possivel utilizar a férmula
para o cdlculo de drea de um triangulo pela Geometria Analitica para descobrir o valor da

coordenada z.

TA Ya 1 rz 1 1
D = B YB l|l=]lz 2 1|=—-4+=x
o Yo 1 4 21
Substituindo na férmula (3.16)), temos:
D —4
A:%:>3:|—2+x’:>6:]—4+x].

Sempre que —4 + = > 0, temos:
6=—-44+r=—2=606+4=— 2 =10.

Exemplo 3.11.4. Calcule a drea do quadrildtero ABCD, dados: A = (0,0), B = (4,-2),
C = (6,8) e D =(0,4).

Inicialmente iremos dividir o quadrilatero ABC'D em dois tridngulos: AABC' e AACD,
conforme a Figura[3.35]
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Figura 3.35: Area do tridngulo, referente a0 Exemplo[3.11.4

-
X
i B
Fonte: O autor.
Area do AABC.
00 1
Daapc =16 8 1| = —44.
4 -2 1
D
SAABC:—| A;Bd = 22.
Area do AACD.
0 0 1
Daacp=16 8 1 |=24.
0 4 1
D
SAACD:—’ A;CD| =12.

Como Saapc = 22 e Saacp = 12, temos que a drea S do quadrilatero ABC' D é dada
por:

S = Saapc + Saacp = 22 + 12 = 34.
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Capitulo 4

QUESTOES COMENTADAS

Neste capitulo apresentaremos diversas questoes comentadas de Geometria Analitica
divididas em duas partes. A primeira é dedicada as principais e mais recentes questdes do
ENEM e da PUC; a segunda, corresponde as questdes retiradas do livro Putnam and Beyond,
referentes as olimpiadas internacionais - Putnam, que foram iniciadas em 1938 e ocorrem nos
Estados Unidos e Canad4. As questdes da Putnam usam contetddos do Ensino Médio e podem
ser resolvidas por argumentos de Geometria Analitica, o que possibilita auxiliar na preparacao
do candidato para o ENEM. O texto a seguir baseia-se nas referéncias: (GELCA; ANDREESCU,
2007) e (INEP, ).

4.1 Exames nacionais

1. (ENEM-2013) Gangorra € um brinquedo que consiste de uma tdbua longa e estreita equi-
librada e fixada no seu ponto central (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se nas
extremidades e, alternadamente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a extremidade
oposta, realizando, assim, 0 movimento da gangorra. Considere a gangorra representada na

figura, em que os pontos A e B sdo equidistantes do pivo:

Pivo

A projecdo ortogonal da trajetoria dos pontos A e B, sobre o plano do chido da gangorra,

quando esta se encontra em movimento, é:
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A) L .
A B
B) —
A B
)
A B
D)
A B

Y A/\ \/B

Solucio: Perceba que as trajetorias dos pontos A e B sdo dois arcos de circunferéncia, com

centro no pivo, localizados num mesmo plano perpendicular ao plano do chao.

Portanto, suas proje¢des ortogonais sobre o plano no chao é um par de segmentos da reta de

interseccdo desse tal plano com o plano do chdo, conforme a figura.

A B

Resposta: B.

2. (ENEM-2014) O acesso entre os dois andares de uma casa € feito através de uma escada
circular (escada caracol), representada na figura. Os cinco pontos A, B, C, D, E sobre o
corrimdo estdo igualmente espacados, e os pontos P, A e E estdo em uma mesma reta. Nessa

escada, uma pessoa caminha deslizando a mao sobre o corrimao do ponto A até o ponto D.
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P

A figura que melhor representa a proje¢ao ortogonal, sobre o piso da casa (plano), do caminho

percorrido pela mao dessa pessoa €:
E)

Solucao: Pelo enunciado da questdo temos que os 5 pontos, A, B, C, D e F, estdo igualmente

espagados, logo o corrimao planificado € um segmento de reta dividido em 4 partes iguais.

A B C D E

A projecao ortogonal do corrim@o completo sobre o piso(plano) é uma circunferéncia.

C

E=
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: 3 . :
A projecao do ponto A ao ponto D corresponde a 1 da circunferéncia.

C

ol bs

"

E=

Resposta: C.

3. (ENEM-2015) Devido ao aumento do fluxo de passageiros, uma empresa de transporte
coletivo urbano estd fazendo estudos para a implantacdo de um novo ponto de parada em uma
determinada rota. A figura mostra o percurso, indicado pelas setas, realizado por um 6nibus

nessa rota e a localizacdo de dois de seus atuais pontos de parada, representados por P e ().

'!"' b
— Rpyal +— +— d&— i—
32{3—'-'---'LQ
Ii
|
@
&
1
I
T 1 e
0 30 550 X

Os estudos indicam que o novo ponto 7' devera ser instalado, nesse percurso, entre as paradas
ja existentes P e (), de modo que as distancias percorridas pelo 6nibus entre os pontos P e
T e entre os pontos 7' e () sejam iguais. De acordo com os dados, as coordenadas do novo

ponto de parada sao
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A) (290:20). C) (410;20). E) (440; 20).
B) (410;0). D) (440;0).

Solucio: Adotando o Sistema de coordenadas ortogonais dado, temos

P = (30,20) e Q = (550, 320).

A distancia percorrida pelo Onibus entre as paradas P e (), pelo percurso indicado no enunci-
ado é:
(550 — 30) + (320 — 20) = 820.

O novo ponto 7' deve ser instalado nesse percurso € a distancia percorrida entre os pontos P e

T deve ser igual a

820
— =410
2 )

Logo, o ponto 7" é
(30 4 410, 20) = (440, 20).

Resposta: E.

4. A figura a seguir € a representacdo de uma regido por meio de curvas de nivel, que sdo curvas
fechadas representando a altitude da regido, com relagcdo ao nivel do mar. As coordenadas
estdo expressas em graus de acordo com a longitude, no eixo horizontal, e a latitude, no eixo

vertical. A escala em tons de cinza desenhada a direita estd associada a altitude da regido.

70.0
608

606

Um pequeno helicoptero usado para reconhecimento sobrevoa a regido a partir do ponto

X = (20;60). O helicéptero segue o percurso:
0,8°L — 0,5°N — 0,2°0 — 0,1°S — 0,4°N — 0,3°L.
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Ao final, desce verticalmente até pousar no solo. De acordo com as orientagdes, o helicoptero
pousou em um local cuja altitude é

A) menor ou igual a 200 m.

B) maior que 200 m e menor ou igual a 400 m.

C) maior que 400 m e menor ou igual a 600 m.

D) maior que 600 m e menor ou igual a 800 m.

E) maior que 800 m.

Solucao: Perceba que a questdo aborda um problema de plano cartesiano. Seguindo as

coordenadas fornecidas pelo enunciado teremos o ponto onde o helicoptero pousou. As setas

indicam a trajetdria percorrida pelo helicptero, em relacao ao solo.

700 — s

a6

60,8 [ -
|
I
I
¥

807 1~

600l ——————————— =_

Logo, o helicoptero pousou em uma regido de altitude menor ou igual a 200 m.

Resposta: A

(ENEM-2013) Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma verdadeira revolucdo, em
termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa transformacao
se deve a conversao do sinal analdgico para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda
ndo contam com essa nova tecnologia. Buscando levar esses beneficios a trés cidades,
uma emissora de televisdo pretende construir uma nova torre de transmissdo, que envie
sinal as antenas A, B e C, ja existentes nessas cidades. As localiza¢des das antenas estdo

representadas no plano cartesiano:

82



Capitulo 4: Questdes Comentadas

m. ..... ....
99 UG SO O OO WO O
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10 20 230 40 50 BO 7O BO 90

A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas. O local adequado para a

construgdo dessa torre corresponde ao ponto de coordenadas

A) (65;35). C) (45:35). E) (50;30).
B) (53;30). D) (50;20).

Solucio: Seja D = (x¢, yo) o local da construgdo da nova torre de transmisséo, equidistante
das antenas A = (30, 20), B = (70,20) e C' = (60, 50).
I) D pertence a mediatriz do segmento AB, entio

30470

II) D é equidistante de A e C, entdo:

V(50 = 30)2 + (yp — 20)2 = /(50 — 60)2 + (yp — 50)?
= 400 + (43 — 40yp + 400) = 100 + (43 — 100y + 2500)
s 60 yp = 1800

— yp =30

Portanto, D = (50, 30).

Resposta: E.

6. (ENEM-2009) Uma empresa produz jogos pedagdgicos para computadores, com custos fixos
de R$ 1.000, 00 e custos varidveis de R$ 100, 00 por unidade de jogo produzida. Desse modo,
o custo total para x jogos produzidos é dado por C'(z) = 1+ 0, 1z (em R$ 1.000,00). A

geréncia da empresa determina que o prego de venda do produto seja de R$ 700, 00. Com isso

83



Capitulo 4: Questdes Comentadas

a receita bruta para x jogos produzidos é dada por R(z) = 0,7z (em R$ 1.000, 00). O lucro
liquido, obtido pela venda de = unidades de jogos, € calculado pela diferenca entre a receita
bruta e os custos totais. O grafico que modela corretamente o lucro liquido dessa empresa,

quando sdo produzidos x jogos, é:

g 4ot 5 g
E 10+ E_ 4 g
£ 20 = 504 - 20
- - ™
[ ] “
LT & <0 -
A) - E is E
0 0 20 20 40 Cc 2 E) e
10F Nimero de jogos g 207 g
vendidos s ob— -
20t 2 '
et 7 T 20 30 45 W10
i Nimero de jogos
Humerg ﬂ_E J Lidi [ah] vendidos
i vendidos
£ w0 =
g =4
é a0 i |
T & a0t
5 E o
g ot D) & i
) . o 20+
10 20 30 A0 = 1 Ok
™ 3 4 d
10 Humero de jogos . . . ; .
204 vendidos 10 10 20 20 448
- Himero de jogos
A0 vendidos

Solucdo: Sabemos que L(z) = R(x) — C(x), logo
L(x)=0,7vr — (1+0,1z) = L(z) = 0,60 — 1.
Portanto, em milhares de reais o lucro é
0,62 — 1.

Resposta: B.
(ENEM 2011) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com ruas paralelas
e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de coordenadas

cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se no segundo quadrante, e as distancias nos eixos

sdo dadas em quilOmetros.
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A reta de equacdo y = z + 4 representa o planejamento do percurso da linha do metrd
subterrdneo que atravessard o bairro e outras regides da cidade. No ponto P = (—5,5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao comité de planejamento que
fosse prevista uma estacdo do metrd de modo que sua distancia ao hospital, medida em linha
reta, ndo fosse maior que 5 km. Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argumentou
corretamente que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava prevista a construcdo de

uma estagdo no ponto:

A) (—5,0). C) (~2,1). E) (2,6).

Solucao: Primeiramente iremos determinar quais dos pontos pertencem a equagdo da reta

y = x + 4. Depois verificar qual deles estd mais préximo do ponto P = (-5, 5).

Substituindo os valores, dados nas alternativas, na equagdo, temos:

0=-544 = 0=-1= Oponto (—5,0) ¢ areta.
1=-34+4 = 1=1= Oponto (—3,1) € areta.
1=-244 = 1=2= Oponto (—2,1) ¢ areta.
4=0+4 = 4=4= Oponto (0,4) € areta.
6=2+4 = 6=06= Oponto (2,6) € areta.

Ou seja, os pontos (—3, 1), (0,4) e (2, 6) pertencem a linha do metrd. Precisamos saber agora
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qual dista menos de 5 km do ponto P

d(=3,1) = /(=5 +3)2+ (5 1)2
d(0,4) = /(=5—0)2+ (5 4)?
d(2,6) = \/(=5—2)%+ (5 6)?

V4 +16 = v20km
V25 +1 = v26km
V49 + 1 = v/50km

O valor menor que 5km é de /20 km = 4,47 km. Ou seja, a distdncia do ponto (—3, 1) até
P =(-5,5)

Resposta: B.

8. (ENEM-2013) Durante uma aula de Matematica, o professor sugere aos alunos que seja
fixado um sistema de coordenadas cartesianas (z,y) e representa na lousa a descri¢do de
cinco conjuntos algébricos, I, II, III, IV e V, como se segue:

I. é a circunferéncia de equagio 2% +y> = 9;
II. € a parabola de equacdo y = —x? — 1, com x variando de —1 a 1;
II. é o quadrado formado pelos vértices (—2, 1), (—1,1), (—=1,2) e (=2, 2);
IV. é o quadrado formado pelos vértices (1, 1), (2,1), (2,2) e (1,2);
V. é o ponto (0,0).
A seguir, o professor representa corretamente os cinco conjuntos sobre uma mesma malha

quadriculada, composta de quadrados com lados medindo uma unidade de comprimento,

cada, obtendo uma figura. Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?

A)
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Soluc¢ao: De acordo com o enunciado, temos os seguintes conjuntos de pontos:

I. Circunferéncia de equagdo x? + y2 = 9, cujo o centro € o ponto (0,0) e o raio é 3.

II. Pardbola de equacgdo y = —22—1,com -1 <z <1.

¥

III. Quadrado de vértices (—2;1), (—1;1), (—1;2) e (—2;2).
IV. Quadrado de vértices (1;1), (2;1), (2;2) e (1;2).
V. Ponto (0, 0).

Assim, representando os cinco conjuntos sobre a mesma malha quadriculada, tem-se:

(B
P
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9.

10.

A melhor representagdo € a da alternativa E.

(ENEM-2014) A figura mostra uma crianca brincando em um balanco no parque. A corda
que prende o assento do balanco ao topo do suporte mede 2 metros. A crian¢a toma cuidado
para ndo sofrer um acidente, entdo se balanca de modo que a corda ndo chegue a alcangar a
posicdo horizontal.

Topo do
suporte

Chéo do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a trajetdria do assento do balango, no
qual a origem esté localizada no topo do suporte do balanco, o eixo X ¢é paralelo ao chao do

parque, e o eixo Y tem orientacdo positiva para cima.
A curva determinada pela trajetéria do assento do balanco € parte do gréfico da fungao.

A) f(x) = —v2 — 22 C) f(z)=2%-2 E) f(z) = V4 — 22
B) f(z) =V2—2a? D) f(z)=—v4—2?

Solucdo: A curva determinada pela trajetéria do assento do balango € uma semicircunferéncia

com centro na origem e raio 2, comy < 0 e —2 < x < 2. Assim:
=2 =y = —V4— a2

E, portanto, a curva é parte do grifico da funcdo f(z) = —v/4 — 22
Resposta: E.

(PUC) Em um sistema de eixos cartesianos ortogonais, seja o paralelogramo ABC'D em que
A= (54),B=(-3,-2)eC = (1,-5). Se AC é uma das diagonais desse paralelogramo,

a medida da outra diagonal, em unidades de comprimento, é:
A) 3V17 B) 615 C) 6V17 D) 9V15 E) 9V/17
Solucio:
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B(-3,-2) A(54)

c(1, -5) D(x0, Vo)

No paralelogramo ABC D, em que AC é uma das diagonais, temos

( x L5 3
M= ———=
2 o _1)
1) b4 1 1mphcaqueM(3, 5 )
| Ym = 5  ~ 5
( ZL’D+(—3>
2 7 1p =9
2) < implica que — D = (9;1).
yD+(_2) _ = yD:]-
0 2 2

3) A medida da diagonal BD é:

VO+3)2+ (1+2)2 =144+ 9 = V153 = V9 - 17 = 3V/17.

Resposta: A.

11. (PUC- MODELO ENEM) “De acordo com a andlise de seis avancados modelos climaticos
de computadores, combinada com observagdes da perda da camada de gelo nos verdes de
2007 e 2008, o gelo marinho derreterd nas préximas décadas até fazer do Oceano Artico um
mar aberto. Pesquisadores calculam que a drea de gelo marinho caira de 4,7 milhdes de
quildmetros quadrados (registra no inverno de 2008) para apenas 1 milhdo de quildometros
quadrados (registra no inverno de 2038).” Adaptado: Revista Planeta, Edi¢do 441, ano37,
p-30, jun/2009, Sdo Paulo: Editora Trés. Supondo que, no periodo considerado, a superficie
de gelo marinho nessa regido sofra um decréscimo linear, entdo o esperado é que no inverno

de 2014 a édrea de sua superficie, em milhdes de quildmetros quadrados, seja igual a:

A) 3,76 B) 3,84 C) 3,96 D) 4,08 E) 4,14

Solucao: Supondo que no periodo considerado a superficie de gelo marinho nessa regiao
sofra um decréscimo linear e, sendo a drea, em milhdes de quilémetros quadrados, e sua

superficie no inverno de 2014, temos os pontos A, B e C' alinhados (como mostra a figura).
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A Area (milhdes de quildmetros quadrados)

4.7 ---qﬂ\
afi-
1 |
1 |
I I
! I
]
1,0 p-mdemnna- :
1 |
I I

ol : , .

0| 2008 2014 2038 Ano

Logo, resolvendo o determinante

2008 4,7 1
2014 a 1|=0 = (9578,6 + 2008a + 2014) — (9465, 8 + 2038a + 2008) = 0
2038 1 1
= 9578,6 4 2008a + 2014 — 9465, 8 — 2038a — 2008 = 0
= —30a+118,8 =0
= a=3,96
Resposta: C.

12. (PUC) Suponha que no plano cartesiano mostrado abaixo, em que a unidade de medida nos
eixos coordenados € o quildometro, as retas r e s representam os trajetos percorridos por dois

navios, /Ny e s, antes de ambos atracarem em uma ilha, localizada no ponto /.

,
// 450
;—*"fz i /3

5

=y

Considerando que, no momento em que N; e N, se encontravam atracados em /, um terceiro
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navio, V3, foi localizado no ponto das coordenadas (26; 29), a quantos quilometros N3 distava
de I?

A) 28 B) 30 C) 34 D) 36 E) 40

Solucio: Observe que o ponto [ € a interseccdo das retas r e s.
Descobrindo a equagdo da reta r:
Ela passa por (—2,0) e (0, 1)

Portanto y = ax + b

0=—-2a-+b
X — —2a+1=0

— —2a=-1
1

—— = —
73

1
Portanto: 7 : y = §x +1

Descobrindo a equagdo da reta s:
{ a =tg4h° =
y=x+0b
Como passa pelo ponto (3,0):
0=3+b=b=—-3.

Portanto, s : y = = — 3.

Achando o ponto de intersec¢ao entre as duas retas:

y=x-3 1
1 — r—-3=-z+1
y=—-r+1 2
2
— L =4
2" =
= x =28
Logo
y=8—-3=5

Portanto a interse¢éo ocorre no ponto I = (8,5).
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O outro navio (26, 29).

A distancia d

d> = (26 —8)*+ (29 —5)?
d* = 18%+24?

d?> = 900
d = V900
d = 30.

Portanto, N3 distava de / 30 km.

Resposta: B.

13. (PUC) Relativamente a fun¢do quadratica f, dada por f(z) = az* + bx + c,em que a, b e ¢
sdo constantes reais, sabe-se que o valor minimo é —4; seu grafico tem o eixo das ordenadas

como eixo de simetria e a distancia entre as raizes ¢ 8. Assim, sendo a equacgdo da reta que

z

contém o ponto (a; ¢) e tem inclinagdo de 135° é

A) 22 +2y+15=0
B) 20 — 2y —15=0
C) dx+4y+15=0
D) 4z —4y—-3=0
E) 4 +4y+3=0

Solucao:

-4
1) O grifico da fun¢do f, de acordo com os dados, permite concluir que

f(z)=a(z —4)(x+4)e f(0) = —4.
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14.

2) f(()):a(o_z;)(o+4)=—4<=>0L:}l
3) fla) = ;1($—4)(x+4) e flz) = }1(332 _16) = f(2) = }lﬁ 4,
4) f(m):ax2+bx+c:%x2—4:>a:£ec:—4.

1
5) A equagdo da reta que contém o ponto <4_1; —4> e tem coeficiente igual a tg 135° = —1 ¢

1 1
y—|—4:—1<x—1> S ytd=—rt e drtdy+15=0.

Resposta: C.

(PUC) Em um sistema cartesiano ortogonal, em que a unidade de medida nos eixos é o

centimetro, considere:

e reta r, tracejada pelo ponto (2, 3) e paralela a bissetriz dos quadrantes impares;
e areta s, tracejada pelo ponto (2, 5) e perpendicular a r;

e o segmento OA em que O € a origem do sistema e A € a intersec¢do de r e s.

Um ponto M € tomado sobre o segmento OA de modo que OM e M A correspondam as
medidas da hipotenusa e de um dos catetos de um triangulo retangulo A. Se o outro cateto de

A mede 3 cm, a area de sua superficie, em centimetros quadrados, é:

A) 1,8 B) 2.4 C) 3,5 D) 4,2 E) 5,1

Solucao: Do enunciado, podemos concluir que o coeficiente angular m,., da reta r, é dado

por: m, = tg45° = 1. Assim, uma possivel equagdode r é y — 3 = 1 - (x — 2) e, portanto,

y=z+1. @.1)

Como s € perpendicular a r, temos m, = —1.

Assim, uma possivel equacao de s € dado por:

y—5=—1-(x—2) e, portanto

Y= —z+7 (4.2)
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15.

As coordenadas do ponto A sdo dadas pela solucio do sistema linear formado pela equacdes

@1) ¢ @2). Logo.

y=x+1
y=—-x+7

Portanto, x =3 ey = 4.

Entdo, A = (3,4) e o segmento OA € igual OA = /(4 — 0)2 + (3 — 0)2 = 5cm . Fazendo
AM = x, temos OM = 5 — z. Logo, temos, no tridngulo retdngulo A, a hipotenusa
medindo, em cm, 5 — x, e 0s catetos z cm e 3 cm. Pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se que:
(5 —x)? =12*+ 3% logo, z = 1,6.

Portanto a drea S do tridngulo retingulo de catetos 3 cm e 1,6 cm, em cm? é dada por

Resposta: B.

(ENEM 2019) Uma empresa, investindo na seguranga, contrata uma firma para instalar mais
uma camera de seguranca no teto de uma sala. Para iniciar o servico, o representante da
empresa informa ao instalador que nessa sala ja estdo instaladas duas cameras e, a terceira,
devera ser colocada de maneira a ficar equidistante destas. Além disso, ele apresenta outras

duas informacgdes:

I. um esboco em um sistema de coordenadas cartesianas, do teto da sala, onde estao

inseridas as posicdes das cameras 1 e 2, conforme a figura.
¥ T Largura da sala (m)

4 <+ ? Camera 2

------ # Camera 1

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
1
i
|
|
|
|
I
I
I
+
:
I
I
I
|

| x

1 2 3 4
Comprimento da sala (m)

II. cinco relagGes entre as coordenadas (z;y) da posi¢do onde a cAmera 3 deverd ser
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instalada.
Ri:y==x
Ry:y=-3x+5
R3 Y = —3x+ 10

r 5
R4y:§+§
T 1
Biy=3+1

O instalador, apds analisar as informacodes e as cinco relagdes, faz a op¢ao correta dentre as

relagdes apresentadas para instalar a terceira cimera.

A relacdo escolhida pelo instalador foi a:

A) Ry B) R, C) Rs D) R, E) Rs

Solucdo: Questdo muito interessante de Geometria Analitica do ENEM PPL 2019 que
aborda o conceito da equagdo de reta mediatriz. Nosso objetivo nesta questao, serd encontrar
exatamente a equacdo da reta mediatriz dos pontos C; = (3,1) e Cy = (2,4). O interessante
€ que a questdo requer isso, porém sem citar o termo "equagdo de reta mediatriz"em seu
enunciado

¥ 1 Largura da sala (m)

(2,4)

Céamera 2

z3)

______ ’ CaAmera 1
i1(3,1)
I | > X

3 4
Comprimento da sala (m)

[ TR A (. W

Calculando as coordenadas do ponto médio, temos:

3+2 5 441 5
2 2 2 2
Pela condi¢do de perpendicularismo, temos:
1 = i1
ms =My = — my =-—"——7
2-3
== m, = —3,
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entao,

mg = —.

3

Substituindo o ponto médio e o coeficiente angulara da reta s na equagdo da reta, temos:

5 5
y—1yo=m(x —x9) = y—g=ms\r g

. 5_1( 5)
Y75 73\" 3
N o _x 5
Y7573 %
xr b

Portanto, a terceira cimera, devera ser colocada em Ry.

Resposta: D.

16. (UNESP) Chegou as maos do Capitao Jack Sparrow, do Pérola Negra, o mapa da localizacdo

de um grande tesouro enterrado em uma ilha do Caribe.

Ao aportar na ilha, Jack, examinando o mapa, descobriu que P; e P, se referem a duas pedras
distantes 10 m em linha reta uma da outra, que o ponto A se refere a uma arvore ja nao mais

existente no local e que:

(a) ele deve determinar um ponto M; girando o segmento P A em um angulo de 90° no

sentido anti-hordrio, a partir de Py;

(b) ele deve determinar um ponto M, girando o segmento %A em um angulo de 90° no

sentido horério, a partir de Ps;
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(¢) o tesouro estd enterrado no ponto médio do segmento M; M,. Jack, como excelente nave-
gador, conhecia alguns conceitos matemdticos. Pensou por alguns instantes e introduziu
um sistema de coordenadas retangulares com origem em P; e com o eixo das abscissas

passando por P,. Fez algumas marcagdes e encontrou o tesouro.

A partir do plano cartesiano definido por Jack Sparrow, determine as coordenadas do ponto
de localizacdo do tesouro € marque no sistema de eixos inserido no campo de Resolugdo e

Resposta o ponto P, e o ponto do local do tesouro.

P1

L 4

Solucdo: Seja A = (a,b) e a + f = 90° (como mostra a figura).

r 3 ‘V

v X
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Os triangulos P, M,C e P; AB sdo congruentes pelo critério (LAAg). Assim CM; = AB =
—be C'P, = BP, = a. Portanto a abscissa e a ordenada do ponto M; sdo —b e a, respectiva-

mente (Como mostra a figura).
F 9 ¥

10 -a o

Os triangulos AP, B ¢ P, M5 D sao congruentes pelo critério (LAAy), entdo My D = P,B =
10 —ae P,D = AB = —b. Assim, a abscissa e a ordenada do ponto M, sdo 10 +be 10 — a
Respectivamente (como mostra a figura).

F 3 },'
10 _ a L e et M2 (1 D + b.1[} - 3:]
M

1 M H

a o [l
i@ . X

PINT® | 10+57p, (10,0)
b — -
A

Como T'(x,y) é o ponto médio de M; M,, temos:

-b+1 b
X:+—0+:>Xp:5-
2
10 —
Y:—a+2 =y, =5
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Portanto, o ponto médio do segmento M; M, é dado por T'(5,5).

A

P1 1 FE

L

4.2 Exames internacionais

As questdes a seguir foram extraidas da referéncia (GELCA; ANDREESCU, 2007).

1. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 204) Seja ABC' D um quadrildtero convexo, M,
N no lado AB e P, Q no lado, CD. Mostre que se AM = NBe CP = QD, e se os
quadrildteros AMQD e BN PC tém a mesma drea, entdo AB & paralelo a CD.

Solucdo: Ao longo da questdo observe a figura, a seguir.

Inicialmente, decompomos os quadrildtero sem tridngulos e, em seguida, use a férmula para a
area em termos do produto vetorial. Em geral, o tridngulo determinado por Ui e U3 tem drea
igual a metade da magnitude do U1 X U3. Observe também que WX v é perpendicular ao
plano do tridngulo.

Entdo, para um problema de geometria plana ndo ha perigo em identificar as dreas com 0s

produtos cruzados,desde que acompanhemos a orientacdo. A hipétese do problema implica
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que
%@ﬁxﬁé+zﬁxz@:%@¢x5§+ﬁﬁxﬁ%.
Por isso
DA x DO + AM x (AD + DO) = CP x CB + (BC + CP) x BN.
Como B_]>V =—AMe C? = —ﬁ, essa igualdade pode ser reescrita como

(AM + DQ) x (AD + CB) = 2D x AM.
Usandoofatodequeﬁ—l—@:zﬁ—kﬁ(queseguedeﬁ—i—@—k@—kl}—ﬁ:ﬁ),

nés obtemos
mx@%—lﬁxjﬁ:QD xm.

—
Daqui deduzimos que AM x Q? = lﬁ X ]\ﬁ . Esses dois produtos cruzados apontam em
direcdes opostas, de modo que a igualdade s6 pode valer se ambos forem iguais a zero, ou
seja, se AB for paralelo a C'D.

2. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 205) Dados dois tridngulos ABC' e A’B'C’ com o
mesmo baricentro, prove que se pode construir um tridngulo com lados iguais aos segmentos
AA', BB'e CC".

- = = L o )
Solu¢do: Denotamos por Z, ?, 8, A, B', (", os vetores posic¢do dos vértices dos dois

triangulos, a condicao de que os tridngulos tenham o mesmo baricentro € dada por:
=
A+ByC=A+B+0.

S A= A
Subtraindo A" + B’ 4+ C’ em ambos os membros, obtemos:

AA' + BB +CC' = 0.

Isso mostra que AA’ + B B’ + CC" forma um triangulo como desejado.

3. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 205) Dado um quadrildtero ABC'D, considere os
pontos A’, B’, C" e D' nas meias-linhas (ou seja, raios) AB, BC, C'D e D A, respectivamente,
tal que AB = BA', BC =CB',CD = DC', DA = AD’. Suponha agora que comec¢amos
com o quadrilatero A’B’C’D’. Usando apenas uma régua e um compasso, reconstrua o
quadrilatero ABC'D.

Soluc¢ao: Definiremos

. — — — —
AB, T = BC.Va=CD. 5, = DA W, = AB. 5, = BO' W, = C'D i = D'A"
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205 — v = uj,
205 — v = up,
20; — V5 = uj,
20f — vy = ui,

em que o lado direito é conhecido. Resolvendo, obtemos

- 1l 2, 4, 8
U] = DUt oo U2+ U3 o us
15 15 15 15
" . — — e .
e as formulas andlogas para v3, v3 € vi. Como o multiplo racional de um vetor e a soma
de dois vetores pode ser construida com régua e compasso, podemos construir os vetores
— = B — Dk — = —
vi, 1 = 1,2,3 e 4. Entdo pegamos os vetores A'B = —vi{, B'C = —v3, C'D = —v3 e
_> .
D'A = —7; dos pontos A, B, C' e D' para recuperar os vértices B, C, D e A.

4. (GELCA; ANDREESCU;, 2007, pagina 206) Nos lados do tridngulo ABC construa no
exterior os retangulos ABB; Ay, BCC1 By, CAA;Cs. Prove que as mediatrizes de A; As,

B1Bs e ()5 se cruzam em um ponto.

Solucdo: Seja O a intersec¢do das mediatrizes de A A; e By By. N6és queremos mostrar que

O esta na mediatriz de C';C5. Isso acontece se, e somente

(OC, + OCh) - 10 = 0.

Definindo

OA=T,0B=m,0C =744~ 3,BBy— 4,00, — 2.

como as mediatrizes de A; A, e By B, passam por O, entdo ela pode ser escrita algebricamente

comao:
QT +T+7)(C—T)=0e@m+d+0) (T —
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A ortogonalidade dos lados dos retangulos € dada por:

Agora s6 nos resta provar que

De fato,
— —
Q7 +b+72)(d—-10)
— 9T 27 b+ 72— b2
— — — —
= o2m—-1)-d—-20 -7 —-2m-b+¢d>— b2
— — — —
= 2m-d—-2m- b+ A+ b2+20 - 21 -d-d*+7?
= 0.

Portanto, as mediatrizes de A; As, B1 By e C1 (5 se cruzam em um ponto.

5. (GELCA; ANDREESCU;, 2007, pagina 206) Seja ABC'D um quadrilatero convexo. As
linhas paralelas a AD e C'D através do ortocentro H do tridngulo ABC intercepta AB e
BC, respectivamente, em P e ). Prove que a perpendicular de H a linha PQ passa pelo
ortocentro do tridngulo ACD.

Solucao: seja H' o ortocentro do tridngulo AC'D. Os quadrilateros HPBQ ¢ HCH'A

satisfaz

HC | BP,H'C L HP, A | HQ,AH | BQ,AC 1 HB.

(como mostra a figura) a conclusio decorre de um resultado mais geral.

Lema 1. Seja MNPQ e M'N'P'()’ dois quadrildteros tais que MN 1. N'P', NP L M'N’,
PQLQM,QM L P'Q"e MP L N'Q' entdo NQ L. M'P'.

102



Capitulo 4: Questdes Comentadas

—
Prova: Seja MN — o}, NP — 0, PO = w,QM = w, e M'N

— —
wh, P'Q' = wh, @' M’ = w,

As condi¢des acima podem ser escritas na forma vetorial como

Devemos mostrar que

Primeiro, perceba que

— | — —
0 = (Ul"’/UQ) (U}2+w3)
= U] Wb+ V] - wh + V5 - wh + 5 - wh
= Of - w5+ V3 - wh + V5 - wh.

— — — —
(02+v3)~(w1+w2)
= U W, + V3 - Wh+ V5 - W, + V3 - Wh
= U -wh+ V5 Wi+ 03 - W,

Isso realmente seria igual a zero se mostrassemos que

vy - Wh A+ vs - wh = 03 - w) + 0% - W),
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7.

De fato,
ol - wh+ s ws = (0] + 03) - W
= —(v +v3) - wh
= 0 - wh — vf - wh
= 0 - wh

Como queriamos demonstrar.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 206) Prove que se as quatro linhas que passam pelos
baricentros das quatro faces de um tetraedro perpendiculares a essas faces sdo concorrentes,
entdo as quatro alturas do tetraedro também s@o concorrentes. Prove que a reciproca também

¢ verdadeira.

. - .
Solucao: Solugdo: Sejam a,b,7, j e 7' denotam vetores de uma origem comum aos
vértices A, B, C, D do tetraedro, e ao ponto P de interse¢do das quatro linhas. Entdo a

equacdo vetorial para a altura de A é dada por

_>
b+7+d
m:mx{%_ﬁ]

O vetor posi¢ao do ponto correspondente a\ = 3 €
%
T+ b +T+d-37,

que € o mesmo para todos os quatro vértices do tetraedro. Isso mostra que as alturas sao

concorrentes.

~ P
Por outro lado, se as quatro alturas sdo concorrentes em um ponto H com vetor posi¢do h ,

entdo a linha que passa pelo baricentro da face BC' D e perpendicular a essa face € descrito
por:

%
—h

).

%
?_Wb+?+7

@ 3 ]+M7

) , 1
Desta vez, o ponto comum das quatro linhas corresponderd, a A = 3

Logo concluimos o problema.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 207) Prove que os pontos médios das trés diagonais
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de um quadrildtero completo (sistema de quatro linhas, nenhuma das quais passa pelo mesmo

ponto, e os seis pontos de intersec¢ao dessas linhas) sdo colineares.

Solucdo: Primeiramente, iremos escolher os eixos de coordenadas a serem lados do quadril4-

tero, como mostrado na figura a seguir.

0.d)

(0.0)

(U.ﬂ) (b(})

Cinco dos vértices tém coordenadas (0, 0), (a,0), (b,0), (0,c¢) e (0,d), enquanto o sexto é
encontrado como a interse¢do das retas por (a,0) e (0, d), respectivamente, (0,¢) e (b,0).

Para essas duas retas, conhecemos as interse¢des x € y, entdo suas equagdes sao:

=0 = ad—ay—dx =0

S 2 08
Q O
— = =

1 1
== -—r+-y=1
b c

O sexto vértice do quadrilatero completo tem, portanto, as coordenadas

(=t st )

Descobrimos que os pontos médios das diagonais sdo:
(g E) <§ 51) <ab(c—d) cd(a —b) >
2277 \2°2/)7 \2(ac—bd)’ 2(ac—bd)/"

A condic¢do de que esses trés pontos sejam colineares € dada por:

c 1
1
ab(c —d) cd(a—b) ac—bd

1
2(ac — bd)
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Calculando o determinante, temos:

a c 1
b d 1
ab(c —d) cd(a—0b) ac—bd

= ad-(ac—bd)+c-1-(abc—abd)+1-b(acd—bed) — (abc—abd)-d-1—(acd—bed)-1-a— (ac—bd) -be = 0.

Portanto, como o determinante acima € igual a zero, os pontos médios das trés diagonais de

um quadrildtero completo sdo colineares.

8. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 208) Em um circulo estao inscritos um trapézio
com um lado como didmetro e um tridngulo com lados paralelos aos lados do trapézio. Prove

que os dois t€ém a mesma area.

Solucao: Para a resolugdo dessa questdo, observe a Figura a seguir. Suponha que o circulo

tenha raio 1, e o trapézio tem vértices (1,0), (a,b), (—a,b) e (—1,0).

(0.1)

O tridngulo é is6sceles e tem um vértice em (0, 1). Precisamos determinar as coordenadas
dos outros dois vértices. Um deles estd sobre a paralela através de (0, 1) a reta determinada

por (1,0) e (a, b) que intercepta o circulo. Logo temos que a equagio dessa reta é dada por:

yza_1x+1. 4.3)

A relacdo a? + b? = 1 é dada por

_1+a
1—a b °

b> = (1—a)(1+a)ou

Entdo a equacdo (4.3) pode ser reescrita como:

1+a

1.
p ot

Yy==-

Agora é facil ver que a interse¢@o desta linha com o circulo é (b, —a) (note que este ponto

satisfaz a equagdo do circulo).
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10.

O outro vértice do tridngulo é (—b, —a), entdo a drea é dada por:

-(2b) - (14 a) = b+ ab.

N | —

E a drea do trapézio é dada por:

(2a+2)-b=>b+ ab.

DO | —

Portanto, os dois tém a mesma area.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 208) Prove que os pontos médios dos lados de um
quadrilatero formam um paralelogramo.
Solucdo: Para esse problema, iremos trabalhar com as coordenadas cartesianas de modo que

utilizaremos as diagonais do quadrilatero como eixos. (Veja a figura)

a

D

Q P

M

Sejam os vértices definidos por A = (a,0), B = (0,b), C' = (¢,0), D = (0,d).
Sejam ainda, M, N, P e () os pontos médios respectivamente dos lados AB, BC, CD e DA.

Os pontos médios dos lados sao
w55 (59 r (D)0 32)
22 2°2 2°2 2°2

Perceba, que os segmentos M P e N () tém o mesmo ponto médio,ou seja, o centro <

a+c b+ d)
T4
do quadrilétero.

Portanto, M N P() é um paralelogramo.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 209) Seja M um ponto no plano do tridngulo
ABC. Prove que os baricentros dos tridangulos M AB, M AC' e MCB formam um tridngulo

semelhante ao tridngulo ABC'.
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Solucao: Para esse problema, iremos escolher um sistema de coordenadas de modo que
coloque M na origem e deixe as coordenadas de A, B, C, respectivamente, sendo (4, y4),

(xB,yB), (xc, yc), como mostra a figura a seguir.

4

Entdo as coordenadas dos baricentros de M AB, M AC e M BC sao:

I

<xA+xB+O yA+yB+O>
Ga= 3 ’ 3

<x,4+0+£(fc yA+O+yc>

GB: ) ;
3 3

<0+$B+Ic 0+yB+yc>

Ge = 3 , 5 .

As coordenadas de G4, G, G¢ sao obtidas subtraindo as coordenadas de A, B e C de
(xa+ B+ 2c,ya + ys + yco), depois dividindo por 3.

Dai o tridngulo G 4G G € obtido tomando a projecdo do tridngulo ABC' em relagdo ao
pontode (24 + 25 + o, ya + Yp + Yo ).

1 .
Entdo, temos que a razdo de semelhanca é 3 em relacdo a origem M. Concluimos entdo, que

os tridngulos ABC e G 4G G s@o semelhantes.

11. (GELCA; ANDREESCU;, 2007, pagina 209) Encontre o lugar geométrico do ponto P no
interior de um tridngulo ABC' tal que as distancias de P as retas j@, % e m s30 0s
comprimentos dos lados de algum tridngulo.

Solugio: Seja o( P, fﬁ) a distancia de P areta Zg, I(P, %) a distancia de P 2 reta BC e
< s
d(P,CA) adistancia de P areta C'’A (Como mostra a figura a seguir).
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12.

O problema pede o lugar geométrico dos pontos P para os quais as desigualdades triangulares,

sdo simultaneamente satisfeitos. Vamos analisar a primeira desigualdade, escrita como:

F(P) = 6(P, BC) + §(P,CA) — §(P, AB) > 0.

Em fungdo das coordenadas (x, y) de P, a distdncia de P a uma reta é da forma mx + ny + p.
Combinando trés dessas fungdes, vemos que f(P) = f(x,y) e da mesma forma, f(x,y) =
ar + By + 7.

Para resolver a desigualdade f(z,y) > 0 basta encontrar a reta f(z,y) = 0 e determinar em

qual lado da reta a fungao € positiva.

A reta intercepta o lado BC onde §( P, Ezl) = (P, 1B ), portanto no ponto £ onde a bissetriz
do dngulo de A intercepta este lado. Ele cruza o lado C'A no ponto F' onde a bissetriz de B

intercepta o lado (Como mostra a figura seguir).

A

Além disso, f(z,y) > 0no lado AB, portanto, no mesmo lado da reta ﬁ, como 0 segmento
AB.

De modo andlogo, para as outras duas desigualdades, deduzimos que o lugar geométrico € o
interior do tridngulo formado pelos pontos de encontro das bissetrizes dos angulos com os

lados opostos.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 209) Sejam A;, As, ..., A, pontos distintos no
plano, e seja m o nimero de pontos médios de todos os segmentos que eles determinam. Qual

€ o menor valor que m pode ter?
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Solucao: Considere um sistema afim de coordenadas tal que nenhum dos segmentos de-
terminados pelos n pontos € paralelo ao eixo z. Se as coordenadas dos pontos médios sao
(wi,vi), 7 =1,2,...,m, entdo x; # x; parat # j. Assim, reduzimos o problema a uma tnica

situacao.

Entdo seja Ay, As, . .., dispostos nesta ordem. Os pontos médios de A; Ay, A1As, ..., A1 A,
sdo todos distintos e diferentes dos pontos médios (também distintos) de As A,,, A3A,., ..., A,_1A,.

Portanto,existem pelo menos
(n —1) 4+ (n — 2) = 2n — 3 pontos médios.
Este limite pode ser alcancado para Ay, As, ..., E os pontos 1,2, ...,n no eixo real.

Portanto, o menor valor que m pode ter

(n—1)+(n—2)=2n-3.

13. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 209) Dado um tridngulo de angulo agudo ABC'
com altura AD, escolha qualquer ponto M em AD, e entdo desenhe BM e estenda até cruzar
AC em E, e desenhe C'M e estenda até cruzar AB em F. Prove que ZADE = ZADF.

Solucdo: Consideramos um sistema cartesiano de coordenadas com BC' e AD nos eixos x e

y, respectivamente e origem em [ (como mostra a figura a seguir).

A

A

Seja A = (0,a), B = (b,0),C = (¢,0), M = (0,m).
Sabemos que o tridngulo ABC' é agudo, a, ¢ > 0 e b < 0. Além disso, m > 0.

A equagdo de BM ¢é dada por
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z y 1
b 0 1|=0=bm—by—mz=0.
0 m 1
Assim
mx + by = bm,

e a equacdo de AC € dada por

=0=cy+axr—ac=0.

o O 8
[eo BN S BN
— = =

Assim

axr + cy = ac.
Logo, a intersecdo dessas duas retas é dada por:
Isolando o y na equacdo mz + by = bm.
_ bm —mzx
T

Substituindo na equagdo ax + cy = ac, temos:

(bm—mx)
axr + ¢ T = ac

bax cbm cmx  abe

b Ty T Ty T

abxr — emx = abe — bem

z(ab — cm) = be(a — m).

Il

Dai temos que a coordenada z, do ponto £ € dado por:

be(a —m)

ab —cm

xr = >

de modo analogo, temos que a coordenada y, do ponto £ é€:

_ am(b — c)

ab—ocm
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14.

Portanto, o ponto F tem coordenadas,

E(bc(a —m) am(b— c))

ab—cm = ab—cm

Observe que o denominador € estritamente negativo, logo, diferente de zero. O ponto FE,

portanto, existe.
A inclinacdo da reta m ¢ a razdo das coordenadas de F, isto é,

am(b— c)
be(a —m)

Trocando b e ¢, descobrimos que a inclinacdo de DF' é

am(c —b)
be(a —m)’

que € o negativo da inclinacdo da reta ﬁ Segue-se que as retas ﬁ e W sdo simétricas

em relacdo ao eixo ¥, ou seja, os angulos ZADFE e ZADF sao iguais.

(GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 209) Em um sistema cartesiano planar de coordena-
das considere um ponto fixo P(a,b) e uma reta varidvel através de P. Seja A a intersec¢do
da reta com o eixo x. Conecte A com o ponto médio B do segmento OP (O sendo a origem),
e passando por C, que € o ponto de intersec¢@o desta reta com o eixo y, tome uma paralela a

OP, Esta paralela intercepta PA em M. Encontre o lugar geométrico de M que a reta varia.

Solucdo: Para esse problema observe a figura a seguir.

N\

~
M-
/

s

Seja o ponto A = (¢, 0), de modo que ¢ seja o pardmetro que determina a reta varidvel.

Perceba que B é ponto médio de OP, pelo enunciado da questio, logo, tem coordenadas

(3:3)
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Portanto, a reta 1@ ¢ dada pela equacao:

r y 1

c 01|90 — bc —bxr +ay —2cy =0
a b

- =1

2 2

ay — 2cy = bx — be

y(a —2¢) = bx — be

b n bc
x )
a—2c 2c—a

I

y:

b
Portanto, C' tem coordenadas <O, ¢ )
2c—a

I — S—r
Como C'M//OP, entdo a inclinagdo da reta C'M é

Q|

Entdo, a equacdo da reta CM é:

b be

= -z .
y a +20—a

Considerando sua intersecao com a reta Aﬁ, cuja equacao é:

z y 1
¢c 01|=0 = ay+bc—cy—bxr=0
a b 1

= ay —cy =bxr —bc

— y(a—c) =bx — be.

Igualando as equagdes das retas CM e &}7, obtemos M de coordenadas <2

2b .
Este ponto estd na reta y = —x, pois:
a

ac 2bc >
c—a 2c—al’

2bc
Ay 2c—a 20
m:A—x:>m: ac :>m:;
2c—a

) . 2b
Portanto, o lugar geométrico de M que areta variaé aretay = —ux.
a

Perceba, no entanto, que A = O produz uma constru¢do ambigua, entdo a origem deve ser

. axr
removida do local. Por outro lado, qualquer (x, y) nesta reta, produz um ponto ¢ =

2 —a’

a . . T ~ . .
exceto para r = 5 Assim, o local consiste na reta de inclinacdo — pela origem com dois
a
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pontos removidos.

15. (GELCA; ANDREESCU, 2007, pagina 209) Dado um tridngulo ABC' com AB = BC,
seja BE a altura de B e O a ponto médio do lado AC'. A perpendicular de E a BO intercepta

ABem G e BC em F. Mostre que se os segmentos GE e EF sio iguais, entdo o ngulo
£ B é reto.

Solucdo: Seja E a origem do sistema retangular de coordenadas, com a reta ﬁ pertencente
ao eixo y. Seja também A = (—a,0), B = (0,b), C' = (¢,0), onde a, b, ¢ > 0 (Como mostra

a figura seguir). Temos que provar que b* = ac (uma das relacdes métricas no tridngulo
retangulo).

Ay

Obtendo as equacdes das seguintes retas, % , f@ e CW

Reta % :

z y 1
c 01|=0 = cy+br—0bc=0
0 b1
— cy+bxr=0lc
bxr cy bc
be ' be e
— =2 Y
c b
De modo andlogo temos:
Retaj@:
.y
a b’
RetaGﬁ:
_C_a .
YT
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Ponto F":
20%c cb(c — a)
€T = = -—
Py —ac T2+ 2 —ac
Ponto G:
2ab? ab(c — a)
o = = )
T o tac—a2 T P tac—a?
Pelo enunciado da questdo, temos que GE = EI', que é equivalente a dizer que xp = —xg.
Logo,
2b%¢c 2ab?

M+ —ac 202 —ac+a?

Resolvendo a igualdade acima temos:

20%c — ac® + a’c = 2ab* + ac® — d’c = 2b%c — 2ab® — 2ac® + 2d%c =0
— b (c—a)—aclc—a)=0

— (0> —ac)(c—a) = 0.

Portanto, temos que b> = ac ou ¢ = a. Perceba, que por hipétese ¢ # a. Logo, b* = ac, com

isso concluimos que o angulo /B ¢ reto.

115



Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho estd inserido dentro de um projeto que visa construir materiais estruturados
das diferentes dreas de Matematica exigidas no ENEM, que servird para o cursinho Edificar,
do programa de extensdo Edifique Ac¢cdes da UFCA. De forma mais particular, o conteudo aqui
abordado € referente a Geometria Analitica. Para isso, apresentamos uma série de questoes
resolvidas e comentadas dentro do tema, bem como elementos da teoria necessarios para entender
suas resolugdes.

Para alicercar nossa proposta, selecionamos as questdes do ENEM que podem ser
resolvidas através de conceitos e argumentos de Geometria Analitica. Podemos comprovar
a importancia que a Geometria Analitica tem para solucdo de problemas em geral, abordando-a
como ponte entre a Geometria Euclidiana e a Algebra, visto que 32% das questdes do ENEM
estdo na area de Geometria, e que boa parte dessas questdes podem ser resolvidas através de
argumentos de Geometria Analitica.

Além disso, a relevancia desse trabalho também esta na contribui¢do para a melhoria do
ensino e aprendizagem do contetido em questdo. Sob essa perspectiva, o presente trabalho se
apresenta como fonte de estudo e capacitac¢ao para estudantes e professores do Ensino Médio,
bem como para outros interessados.

Ressaltamos que nessa dissertacdo, omitimos as demonstracdes de alguns resultados
exibidos ao longo do texto. Para quem desejar aprofundar-se nos assuntos tratados nesse trabalho
ou em outros topicos da Matemadtica, sugerimos uma leitura dos livros e materiais que foram
fontes de orientagdo do mesmo e encontram-se listados nas referéncias.

Deixamos ainda, como sugestao para proximos trabalhos, a elabora¢do de um material
semelhante, auto contido e que contemple exemplos e questdes comentadas, abordando o assunto

de Geometria Analitica voltada para outros tipos de concursos e olimpiadas.
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