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RESUMO

Esta dissertacao tem como principal objetivo apresentar um estudo sobre as fun-
coes hiperbélicas a partir de uma abordagem geométrica na hipérbole. Iniciaremos re-
visando alguns conceitos preliminares, a saber: as funcoes exponenciais, logaritmicas e
trigonométricas, que se apresentam como ferramentas e alicerces, para que as defini¢oes
e conceitos a serem estudados, no decorrer deste trabalho, se tornem mais compreensi-
veis para o leitor. Em seguida definiremos a hipérbole e, em particular, a de equagao
xy = a, que serd de fundamental importancia para a definicao das fungoes hiperbolicas.
De posse desses resultados, define-se o setor hiperbélico, o angulo hiperbélico e as funcoes
hiperbolicas com suas caracteristicas e propriedades. Por fim, serao apresentadas algumas
das principais aplicacoes das funcoes hiperbolicas, com o intuito consolidar e justificar o

motivo do desenvolvimento deste trabalho.

Palavras-chave: Hipérbole. Func¢oes hiperbolicas. Aplicacoes das funcoes hiperbolicas.



ABSTRACT

This dissertation has as main objective to present a study on the hyperbolic func-
tions from a geometric approach in the hyperbole. We will start by reviewing some pre-
liminary concepts, namely: exponential, logarithmic and trigonometric functions, which
are presented as tools and foundations, so that the definitions and concepts to be studied,
in the course of this work, become more understandable for the reader. Then, we will
define the hyperbole and, in particular, the one with equation xy = a, which will be of
fundamental importance for the definition of hyperbolic functions. With these results, the
hyperbolic sector, the hyperbolic angle and the hyperbolic functions with their characte-
ristics and properties are defined. Finally, we will present some of the main applications
of hyperbolic functions, in order to consolidate and justify the reason for the development

of this work.

Keywords: Hyperbole. Hyperbolic functions. Applications of hyperbolic functions.
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1 INTRODUCAO

Na abordagem de um contetido matematico é importante apoiar-se no seu con-
ceito, na sua manipulacao e nas suas aplicacoes. Isto significa dizer que devemos definir
o objeto matematico, exercitar o que foi definido e encontrar aplicagoes que justifiquem
a razao de se estudar tal contetdo.

Ao longo do Ensino Médio sao apresentados aos alunos aspectos gerais das fun-
¢oes, tais como: defini¢ao, notacao, dominio e imagem, sendo desenvolvidas as habilidades
de leitura, representacao e interpretacao de seus graficos. A partir da formalizacao destes
conceitos, hd um tratamento especifico das funcoes de acordo com cada tipo de modelo
matematico, sendo elas: afim, quadratica, modular, polinomial, exponencial, logaritmica
e trigonométricas, cada uma com suas particularidades. Ao se abordar as fungoes trigo-
nométricas, poucas vezes é citada a existéncia de outro tipo de funcoes similares a estas,
a saber, as hiperbélicas.

As funcoes hiperbodlicas surgiram da comparacao das funcoes trigonométricas com
as fungoes logaritmicas e exponenciais. Porém, para defini-las, foi utilizada a hipérbole
equilatera 22 — y?> = 1, de maneira analoga a definicdo das funcoes trigonométricas na
circunferéncia unitaria de equacdao 22 + y? = 1. O matemético suico Johann Heinrich
Lambert (1728 - 1777) foi o primeiro a estudar essas fungoes, apresentando o primeiro
desenvolvimento sisteméatico das Funcoes Hiperbolicas, publicando em 1768 as notacoes
senh z e cosh x para essas mesmas funcoes, que vigoram até hoje.

Dentro da Matemaética as fungoes hiperboélicas sao um topico importante, presente
nas matrizes curriculares dos cursos de graduagao em Matematica, em disciplinas como
Calculo Diferencial, sendo que muitas vezes sao abordadas de forma isolada e superficial,
nao permitindo ao estudante uma boa compreensao dos conceitos relacionados a este tipo
de funcao. Visto isso, surgiu o desejo de apresentar este contetido de forma contextualizada
e aprofundada, tornando-o mais compreensivel e significativo para o leitor.

Diante dessa questao, o presente trabalho tem como principal objetivo apresentar
um estudo sobre as fungoes hiperbolicas de forma contextualizada, a fim de servir como
material de apoio para professores do Ensino Médio que desejam apresentar esse contetido
para seus alunos em sala de aula e para estudantes que estao ingressando na graduacao,
proporcionando-lhes conhecimentos basicos que permitam ter menos dificuldades em lidar
com essas fungoes e continuar seus estudos, contribuindo para que estes possam compre-
ender os processos matematicos envolvidos na conceituacao, manipulacao e aplicacoes das
funcgoes hiperboélicas.

Deste modo, o estudo dessas funcoes se torna um tema importante de ser abor-
dado, uma vez que os leitores deste trabalho poderao obter um conhecimento mais apro-

fundado acerca deste tema e, com isso, tornar sua trajetoria de estudos, seja ela no Ensino
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Médio ou no Ensino Superior, mais prazerosa e relevante.

Assim, para uma melhor compreensao sobre o assunto, este trabalho esta or-
ganizado em seis capitulos. O primeiro capitulo se refere a introducao, em que consta
a apresentacao do tema e de sua relevancia, a motivacao para realizacao do estudo, a
justificativa e o principal objetivo do estudo realizado.

No segundo capitulo, faremos uma abordagem sobre as funcoes exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas, cada uma com suas relagoes e particularidades. Tal estudo
se faz necessario para que possamos utilizar estas fun¢oes como ferramentas na construcao
do estudo das funcoes hiperbodlicas.

No terceiro capitulo, serd apresentada a hipérbole e suas assintotas, além da
equacao reduzida da hipérbole e a rotacao hiperboélica. Também sera abordada a trans-
formagao de tensao, que se apresenta como um tipo de funcao extremamente importante
para definirmos as funcoes hiperbolicas. E finalizando este capitulo, faremos uma inter-
pretagao geométrica para o logaritmo natural.

O quarto capitulo adentra diretamente nas funcoes hiperbolicas, definindo o setor
hiperbolico e o angulo hiperbélico, fazendo um paralelo com as funcoes trigonomeétricas
circulares, a fim de definir as fun¢oes hiperbolicas, apresentando defini¢oes e demonstra-
coes relacionados aos conceitos do objeto matemaético apresentado.

No quinto capitulo, serao apresentadas algumas das principais aplicagoes da fun-
¢oes hiperbélicas, com o intuito de justificar ao leitor a importancia de se estudar e
conhecer este tipo de funcoes.

Por fim, o sexto e ultimo capitulo, é dedicado a elaboracao das consideracoes finais
do estudo realizado, no qual serd retomado o tema, considerando as principais ideias
discutidas sobre as fungoes hiperbolicas e suas aplicacoes, visando alcancar o objetivo

proposto neste trabalho.



2 CONCEITOS E RESULTADOS
PRELIMINARES

Neste capitulo, faremos uma abordagem de alguns conceitos e resultados relativos
as funcoes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. O estudo destas funcoes é de fun-
damental importancia para que possamos ter uma melhor compreensao das propriedades
e caracteristicas das funcoes hiperbolicas, objeto de estudo deste trabalho.

Vale ressaltar que abordaremos os resultados deste capitulo de acordo com |[8],
[10] e [11].

2.1 Funcao Exponencial

Definigao 1 Chama-se funcao exponencial de base a a funcao f: R — RY tal que

f(z)=a", em que 0 <a #1.

A funcao exponencial de base a possui as seguintes propriedades, para quaisquer

z,y € R:

1) a® - a¥ = a™Y;

2) a' = a;

3) f(x) é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, isto é,
o r <y=a"<a’ quando a > 1;

e r <y=a">a’quando 0 < a < 1.

4) A funcao f: R — R7 é ilimitada superiormente, ou seja, se a > 1, entdo a fungao
f(z) = a® cresce sem limites quando x é muito grande. Ese 0 < a < 1, a fungao f(z) = a”

torna-se arbitrariamente grande se z < 0 possui valor absoluto grande.

5) A funcao exponencial é sobrejetiva, isto é, para todo y € R’ existe um z € R

tal que f(x) =y.
6) A fungao exponencial também é injetiva, pois dados z1, s € R tem-se

f(x1) = f(22) = a™ = a™ = 11 = 29
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Portanto, a funcao exponencial ¢ bijetiva, isto ¢, dada a fungao f : R — R, definida
por f(r) = a”, existe uma correspondéncia biunivoca f entre os conjuntos R e R .

Ao nos depararmos com um determinado tipo de problema elementar de Matema-
tica, é bastante comum surgir dificuldades na identificacao de quais métodos matematicos
devemos utilizar para solucionar tal problema. Para que possamos identificar qual modelo
deve ser utilizado, é preciso conhecer quais propriedades caracterizam cada funcao. No
caso das fungoes exponenciais enunciaremos trés proposicoes cujos resultados nos permi-
tem identificar se o problema em questao representa ou nao uma funcao exponencial. As
demonstracoes de cada uma destas proposigoes podem ser vistas na referéncia [11], de

onde foram retiradas as mesmas.

Proposigao 2.1.1 (Caracterizacao da Funcao Exponencial) Seja f : R — RT uma
fungao mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente). As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)"™ para todo n € Z e todo x € R;

(2) f(x) = a” para todo x € R, onde a = f(1);

(3) flx+y) = f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Observacao: A hipotese (1) acarreta que, para todo ntimero racional r = m/n, (com

m € Z en €N tem-se f(rz) = f(x)". De fato, como nr = m, podemos escrever

flra)" = f(nrz) = f(mz) = f(x)™.

Proposigao 2.1.2 (Primeira Caracterizacdo das Fungoes do Tipo Exponencial)
Seja f : R — RY uma fun¢ao mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que,
para x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo [f(x+h) — f(x)]/ f(x) depende apenas de h,
mas nao de x. Entao , se b= f(0) ea= f(1)/f(0), tem-se f(x) = ba” para todo x € R.

Proposicao 2.1.3 (Segunda Caracterizagao das Fungoes do Tipo Exponencial)
Para cada b e t reais, suponhamos dado um niumero f(b,t) > 0 com as sequintes proprie-
dades:

1) f(b,t) depende linearmente de b e é mondtona injetiva em rela¢io a t;

2) f(b,s+1) = f(f(b;s),1).

Entao a = f(1,1), tem-se f(b,t) =b-a’.

Exemplo 1 Dada a funcao f : R — R* dada por f(x) = e®. Mostre, utilizando o
Teorema de caracterizac¢ao da fungao exponencial, que f(x) representa uma fung¢ao expo-

nencial de base e.

Observacao: O nimero e representa a base dos logaritmos naturais e seu valor apro-

ximado é e = 2,7182. Os logaritmos naturais sao bastante utilizados em aplicacoes do
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calculo diferencial e, de modo geral, sao os mais adequados cientificamente. No préximo
capitulo faremos uma interpretagao geométrica para este tipo de logaritmo.

Solugao: Provaremos as implicacoes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1). A fim de mostrar-
mos que (1) = (2) observamos inicialmente que a hipotese (1) acarreta que, para todo

nimero real x e todo ntimero inteiro n tem-se f(nz) = f(x)". Dai, f(1) =e' =ce

flx) = f(1-z) = f(1)" = e".

Para mostrar que (2) = (3), consideremos a hipotese (2), ou seja, pondo a = f(1)

resulta que f(z) = a” para todo z € R. Consequentemente,

flety) =a"™ =a"-a’ = f(x)- f(y).

Por fim, se (3) é valida, ou seja, f(z+y) = f(z) - f(y) para quaisquer z,y € R e

supondo n um nimero inteiro maior ou igual a zero, tem-se

flnz)=flz+a+...4x)=f(x) f(x) ...  flz) =€ € ... " =" =
n vezes

Se n é um nimero inteiro negativo, entao —n seré positivo, dai

f(nx) = fl(=n)(=2)] = f(((=2)+

—n) vezes
= fl=z)- f(=2) - f(=2)
S o
L o)t ()

_ 6(—71)(—90) — %

Ou seja, (3) = (1). Logo, pelo Teorema de caracterizagao da func¢ao exponencial, a fungao

f(z) = e* & uma fungao exponencial de base e.

2.2 Funcao Logaritmica

Iniciaremos esta secao definindo a funcao inversa, pois as propriedades e caracte-
risticas deste tipo de funcao serao de fundamental importancia para o estudo das funcoes

logaritmicas.

Defini¢ao 2 (Fungao Inversa) Dada uma funcao f: A — B, dizemos que g : B — A
é uma funcao inversa de f quando g(f(z)) = x e f(g(y)) = y para quaisquer x € A e
y € B.
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Note que, de acordo com a definicao de funcao inversa, se uma funcao g é a in-

versa de uma funcao f, entao f também é a inversa de g.

Observacao: Quando g : B — A for a inversa de f : A — B, denotaremos por g = f~1.

Exemplo 2 Sejam f : R — R e g : R — R funcées definidas por f(z) = 2z + 1 e
g(y) = L. Tem-se

(2x+1)—1

- =7

2

f(g(y))=f(yT_1) =2- (yT_l) +1=y.

Para quaisquer x,y € R. Portanto, g € a inversa de f.

9(f(x)) = g(2x +1) =

Proposicao 2.2.4 A funcdio f: A — B possui uma inversa se, e somente se, f € uma

bijecao entre A e B.

Demonstracao: Seja g a inversa da funcao f. Dai, g(f(z)) = x para todo x € A. Assim,

dados 1,12 € A tem-se

f(z1) = f(z2) = g(f(21)) = g(f(22)) = 71 = 22

Ou seja, f é injetiva. Como f(g(y)) = y, dado y € B arbitrario, tomamos = = g(y) € A
resulta que f(x) = y. Isto é, f é sobrejetiva. Portanto f é uma bijegdo (correspondéncia
biunivoca) entre A e B.

Reciprocamente, como f é uma correspondéncia biunivoca entre A e B, para todo
y € B existe um unico z € A tal que f(z) = y, pelo fato de f ser sobrejetiva. Este x é
tnico, pois f também é injetiva. Dai, pondo ¢g(y) = x, temos uma func¢ao g : B — A que
associa a cada y € B a um tnico z € A de modo que f(z) = y. Note que g(f(z)) =«
e f(g(y)) =y para todo z € Aey € B. Ouseja, g é ainversa de f. Como querfamos

demonstrar.

Defini¢ao 3 (Logaritmo) Dado um nimero real a > 0, com a # 1, o logaritmo de um
numero xr > 0 na base a € o expoente y a que se deve elevar a de modo que a¥ = x.

Escreve-se y = log, x e lé-se y € o logaritmo de x na base a.

Desse modo, dizer que y = log, x é o mesmo que afirmar que a¥ = z. Assim,
podemos escrever

y=log,x & a’ = .

Da defini¢ao de logaritmo, decorrem as seguintes propriedades:

a) log, 1 =0, pois a® = 1.
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b) log, a = 1, pois a' = a.

c) log, b" = r-log, b, com r € R.
De fato, fazendo log, b = a e log, b" = 3, temos a® = b e a’ = b", consequente-

mente
=V = ()" =d"* = B=ra

Isto é, log, 0" = r - log, b.

d) a8’ = b.
Para justificar essa propriedade podemos fazer: log,b = ¢ = a° = b. Dali,

a'8® = q¢ = p.

e) log, ry = log, = + log, y
Tal propriedade é conhecida como propriedade fundamental dos logaritmos e para
demonstra-la, basta considerar a = log, z e 8 = log, y, dai a® = z e a® = y. Deste modo
ry =a®-a’ = a*"P,
Isto é,

log, ry = log, a®™? = a4+ 8 = log, = + log, ¥.

f) log, z =log, b - log, .
De fato, se a = log, z e 3 = log, x, entdo v = a® e x = b°. Escrevendo ¢ = log, b
teremos b = a°. Dali,
z=a"=0" = (a°)’ = a’.

Portanto, « = ¢f3, ou seja, log, v = log, b - log, x. Essa propriedade é conhecida como
formula de mudanca de base para logaritmos.

Pelas Propriedades 5) e 6) vistas na secao anterior, a fun¢ao exponencial de base
a é bijetiva e, portanto, pela Proposicao 2.2.4 possui uma inversa. Assim, dada a funcao
[ R = RY dada por f(x) = a®, com 0 < a # 1, existe uma inversa de f que denotaremos
por [.

Sejam as fungbes f : R — R* e [ : RY — R dadas por f(z) = a” e I(x) = log, ,

com a positivo e diferente de 1. Note que,

f(U(x)) = f(log, ) = a“%* =2

(f(x)) = U(a*) = log, a” = .
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Ou seja, I(z) = log, =, que associa a cada nimero real positivo x o namero real log, x, é
a inversa da funcao f(z) = a®. Dai, podemos dizer que a func¢ao logaritmica na base a é
a inversa da funcao exponencial na mesma base a.

Como a func¢do I : R%. — R dada por I(x) = log,  possui uma inversa, segue da
Proposigao 2.2.4 que [ é uma bijecao entre R e R. Dai, pelo fato de a funcao z > a”
de R — R™, inversa de [, ser crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1, implica
que a fungio log, x : R™ — R também sera crescente e decrescente nesses respectivos
intervalos.

Dentre as funcgoes logaritmicas mais utilizadas em aplicagoes matematicas, destacam-
se as de base a > 1, em especial as de base 2 (logaritmos binarios), as de base 10 (loga-
ritmos decimais) e as de base e (logaritmos naturais).

A seguir enunciaremos uma proposicao que nos permite identificar se o problema
ou modelo matematico em questao representa ou nao uma funcao logaritmica. Tal re-
sultado é conhecido como Caracterizacao das Fungoes Logaritmicas e sua demonstracao

pode ser vista na referéncia [11].

Proposicao 2.2.5 Seja f : RT — R uma fungao mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € RT. Entao existe a >0 e
a # 1 tal que f(x) =log, x para todo x € RT.

Essa Proposicao sera de grande valia para que seja feita uma interpretacao geo-

métrica para o grafico do logaritmo natural no préximo capitulo.

2.3 Funcoes Trigonométricas

Considere a circunferéncia unitaria centrada na origem (ou seja, de raio 1) tam-
bém conhecida como circunferéncia ou ciclo trigonométrico, localizada no plano XOY'.
Denotando esta circunferéncia por A temos A = {(z,y) € R*/z? 4+ ¢y* = 1}.

Figura 1: Circunferéncia trigonométrica.

YA

Fonte: [8].
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Note que, para todo ponto P(z,y) pertencente a circunferéncia trigonométrica
tem-se —1 <z <le—-1<y<1.

Sendo A e P pontos pertencentes a esta circunferéncia, chamamos de setor cir-
cular a regiao limitada pelos segmentos OA, OP e pela parte da circunferéncia A com-
preendida entre os pontos A e P.

A medida do angulo 6 é dado pela razao entre o comprimento do arco AP e a
mediada do raio r da circunferéncia, isto é, 0 = med(Af\P)/fr. H4 duas unidades que se
destacam para medir angulos: o grau (indicado por °) e o radiano (indicado por rad). O
grau & um arco unitario cuja medida ¢é igual a 1/360 da circunferéncia. J& o radiano é
um arco unitario de medida igual ao raio r da circunferéncia.

Note que o arco de uma volta completa é igual ao comprimento C' da circunfe-

réncia. Dai, como na circunferécia unitaria r = 1, temos
C=2rr=21-1=2r=0=2n/r=2n/1=2m rad.

No que se segue, podemos estabelecer uma relacao entre o angulo 6 e a area A,
do setor circular. Como na circunferéncia trigonométrica r = 1, sua area é dada por
7.7 = -1 = 7 unidades de area (u.a.). Assim, chamando a area dos setor circular AOP

de A,, podemos estabelecer a seguinte relacao

Angulo do Setor (em rad) | Area (em wu.a.)

2T T

0 As

E, pela Lei das Proporcoes, tem-se
0-m=2r-A; = 60 =2A,.

Ou seja, a medida do angulo do setor trigonométrico pode ser dado pelo dobro da medida
da area do setor por ele determinado.

Pela definicao de circulo trigonométrico, cada ponto P pertencente a circunferén-
cia estd associado a um ntumero real 6 € [0, 27|. Reciprocamente, cada numero real desse
intervalo associa-se a um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica.

A fim de definirmos as fun¢oes trigonomeétricas, vamos estender o intervalo dessa
associacao. Ou seja, cada nimero real estd associado a um ponto da circunferéncia trigo-
nométrica. Deste modo, estaremos incluindo os niimeros reais negativos e os nimeros reais
maiores ou iguais a 2w, ocasionando uma ampliacao dos nossos estudos para as demais
voltas.

Sendo # um ntimero real, considere a seguinte fun¢ao ¢ : R — A, conhecida como

funcao de Euler, tal que ¢(0) = (x,y) e vamos estabelecer a seguinte relacao:

e Se § =0, entao ¢(0) = (1,0), ou seja, P = A.
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e Se 0 > 0, entao percorremos sobre a circunferéncia A, a partir de A, um arco de
comprimento #, no sentido anti-horario, de modo que o ponto final do percurso seja

o ponto P.

e Se f < 0, entao percorremos a partir de A um arco de comprimento |4|, no sentido

horario, de modo que o ponto final do percurso seja o ponto P.

O ponto P é chamado de imagem de 6 na circunferéncia. Observe a Figura 2 a

seguir:

Figura 2: Arco trigonométrico.

YA
N\
A

P

X

Fonte: O Autor.

Assim, por exemplo, se § = /4 rad, percorremos no sentido anti-horario, de A
para P, um arco de comprimento § = 7/4 unidades de comprimento (u.c.), enquanto que
se 0 = —m/4 rad, entao percorremos no sentido horario, de A para P’, um arco de mesmo
comprimento || = 7/4 u.c.

Observe que ¢(0) = (0 + 2k), isto é, se percorremos a partir de P uma volta
(0 £+ 27), duas voltas (0 £+ 47), ou de modo geral k voltas (0 + 2k7), no sentido anti-
horario ou horério, respectivamente, paramos no mesmo ponto P, ou seja, teremos a
mesma imagem.

Deste modo, por exemplo, se § = 97 /2 temos

o(5)-5(5+5) e Gra) =5 3)

Seja # um nimero real e P sua imagem na circunferéncia trigonométrica de modo
que as coordenadas de P sao OP; e OP; (Figura 3).
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Figura 3: Fungoes trigonométricas.

YA

S
o
=y

Fonte: [8].

No triangulo OP; P, definimos o seno de 6 por

P OP, _—— _
senf = —— = 2 = OP; = senf) .= 0P,
P 1
e definimos o cosseno de 0 por
_P _p
cosl) 1= ——t = & = 0P, = cosf :=0OP,.
OP 1

Nestas condigoes, definimos funcdo seno e funcdao cosseno as fungoes de R em R que
associam a cada nimero real f aos niimeros OP, = senf e OP; = cos ), respectivamente.
Isto &, ©(0) = (cosd,senb).

Definimos ainda como fun¢ao tangente a funcdo 7 de R — {mw/2 + 2k} em R
que associa a cada nimero real §, com 6 # m/2 + 2kw, o ntimero real AT = tg6, isto &,

7(0) :=tg 0.

Proposicao 2.3.6 A tangente de um dngulo trigonométrico 0, indicada por tgl, € a

razao entre o seno e cosseno do dangulo 6.

Demonstracao: Note que o angulo 6 é comum aos tridngulos OP; P e OAT e os angulos
OP,P e OAT sao angulos retos. Logo, pelo caso AA de semelhanca de triangulos, os
triangulos OP, P e OAT sao semelhantes. Dali, seus lados sao proporcionais, isto é

AT PP

OA 0P,

Como AT =tgf, OA =1, PP =OP, =senf e OP, = cos#, resulta que

Das fungoes trigonométricas ja definidas, surgem outras fungoes chamadas cotan-
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gente, secante e cossecante, definidas, respectivamente, como:

cos 1 1

cotgl .= ——, secl = e cossecl = )
& sen 0 cos sen 0

De modo que todas estas funcoes tém seus dominios restritos aos ntimeros reais para os
quais o denominador é diferente de zero.

Para um estudo mais completo a respeito das funcoes trigonométricas, sugerimos
a referéncia (8], pois os assuntos abordados nesta se¢ao sdo apenas os de interesse para o

entendimento acerca do objeto de estudo deste trabalho.



3 A HIPERBOLE

Neste capitulo, estudaremos o conceito de hipérbole, bem como seus principais
elementos. Definiremos a hipérbole como um lugar geométrico e obteremos a chamada
equacao reduzida da hipérbole.

Vale ressaltar que no presente trabalho, abordaremos apenas a hipérbole centrada
na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, e a hipérbole de equagao zy = k com

k # 0. Para estudos referente a outros casos de hipérbole sugerimos a referéncia [3].

3.1 A Hipérbole

Nesta secdo, abordaremos resultados de acordo com [3|. Definiremos a hipérbole,

suas assintotas e sua equacao reduzida.

Definicao 4 Uma hipérbole H € o lugar geométrico' de todos os pontos P do plano para
0s quais o modulo da diferenca de suas distdncias a dois pontos fixos Fy e Fy € igual a
uma constante 2a > 0 e menor do que a distdncia 2c > 0 entre os pontos Fy e Fy , ou

seja

H={P/ |d(P,F,) —d (P, F)| =2a}, 0 <a<e¢ dFy,F,) = 2c.

Figura 4: Hipérbole.

2a

2c

Fonte: O Autor.

A hipérbole H possui dois ramos, um formado pelos pontos P para os quais a
diferenca d (P, ) — d (P, F3) é positiva e igual a 2a (ramo direito da hipérbole), e outro
pelos pontos em que a diferenga é negativa e igual a —2a (ramo esquerdo da hipérbole).

Em um sistema de eixos ortogonais XOY de tal forma que os focos possuam

coordenadas Fi(—c,0) e Fy(c,0), se P(x,y) estd no ramo esquerdo da hipérbole, entao

1O lugar geométrico com uma propriedade P é constituido exatamente pelos pontos do plano que
satisfazem tal propriedade.
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P'(—x,y), simétrico de P em relac¢do ao eixo OY, estd no ramo direito. Dessa forma, os
ramos da hipérbole apresentam-se de forma simétrica em relagao ao eixo OY.

Vejamos agora alguns dos principais elementos da hipérbole:

Os pontos F} e F; sao os focos da hipérbole H.

A reta r que contém os focos é a reta focal.

Os pontos Ay e Ay que correspondem a intersecao da hipérbole H com a reta focal

r sao chamados de vértices da hipérbole.

O segmento A;A; é denominado eixo focal e seu comprimento vale 2a, ou seja,

d (Al, AQ) = 2a.

O ponto C' é o centro da hipérbole. Observe que C' é o ponto médio dos segmentos

A1As e F1F,, ou seja:
o A+ Ay _ h+F

2 2
Observe ainda que d (C, Fy) =d(C, F3) =ce d(C,A)) =d(C, Ay) = a.

C

Uma reta s que intersecta o ponto C' e é perpendicular & reta r é chamada de reta

nao focal da hipérbole (Figura 5).

e O segmento B;B,, perpendicular ao eixo focal que tem ponto médio C', e compri-

2

mento 2b, onde b?> = ¢ — a2, é denominado eixo nao focal da hipérbole, e By e By

sdo os vértices imaginarios da hipérbole (Figura 5).

Figura 5: Reta e eixo nao focal.

1

Fonte: O Autor.

e O nimero e = £, ¢ chamado de excentricidade da hipérbole H. Observe que

e > 1, pois ¢ > a.
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3.1.1 Assintotas da Hipérbole

Considere a hipérbole localizada no plano XOY e o retangulo Dy D,D3D, cujos
lados tém Ay, Ay, By e By como pontos médios (Figura 6). As retas [ e Iy que contém

as diagonais desse retangulo sao denominadas assintotas da hipérbole.

Figura 6: Assintotas da hipérbole.

l2 Y ll
Dy By D
(8]
}'71 A1 A2 }"_12 X
Ds  |By, D)

Fonte: O Autor.

Observe que as assintotas [; e [ s@o retas que passam pela origem O do sistema
cartesiano. Logo, do ponto de vista analitico, podemos determinar suas respectivas equa-
coes, que serao do tipo y = +£max, onde m é o coeficiente angular da reta. O coeficiente
angular m é dado por m = tga, sendo « o angulo forma pelo eixo X e a reta ;. Logo,

por trigonometria no triangulo retangulo O A; Dy temos:

Ang b
m=tga = ——= = —,
OA, a
isto é, m = % Portanto, a equagao das assintotas [y e [ sao, respectivamente, [y : y = gx
ely:y= —%x, ou seja, de modo geral temos y = igx.

3.1.2 Equacao Reduzida da Hipérbole

Agora iremos determinar uma equagao que representa uma hipérbole localizada
no plano em um sistema de eixos ortogonais XY, centrada na origem e com reta focal

coincidente com o eixo OX. Nesse caso temos

Fi(—=c,0); Fy(c,0); Ai(—a,0); As(a,0); By(0,b) e By(0,—b).
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Seja P(x,y) um ponto pertencente a hipérbole H. Logo, pela defini¢ao de hipér-
bole, temos
PeH= ‘d(P,Fl) —d(P,F2)| = 2a.

Assim,

d(P,F)—d(P,F) =421 & \/(a:+c)2—|—(y—0)2—\/(:c—c)2+(y—0)2::|:2a

& \/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2::|:2a.

Podemos escrever esta equacao da seguinte maneira:

V(x4 ¢)° + 2 =42a+ 1/ (x — ) + 92

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

(z+c¢)’+1y? = 4d®tda\/(x—c) + 12+ (x — )+

& 2242+ =4a® +dar/(x — )’ + 4 + 22 — 2cx + 2
& dex — 4a? = Hdan/ (x — ¢)® + 12

Dividindo por 4 e elevando novamente ambos os membros da equacao ao quadrado, temos:

(cx —a?)? = [ia (z—c)*+ yQ] 2

cx—a=+a\/(z—c)’ 412 o
& P’ —2d°cr+a =a’ [(z— )’ + v’
& Ar? —2dPcr + ot = a® (2 — 2cx + A + o)
& Ar? = 2d%cx + ot = a’2® — 2dPcx + d°P + aPy?
& 2’ —afa® — a2y2 = —a* + a*c?
=

(¢ —a*)a® —a®y’ = a* (& — d?).
Como b? = ¢ — a2, temos:
(—a?)a? —afP = (¢ —a?) & ba?—aPy? = a®b?.

Dividindo os dois membros da equacao por a?b?, obtemos:

$2 y2

A equagao (3.1) é chamada de equagao reduzida da hipérbole.

Definicao 5 (Hipérbole Equilatera) Dizemos que uma hipérbole € equildtera, sempre
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que os comprimentos dos seus eizos focal e nao focal forem iguais, isto €, a = b.

Exemplo 3 A hipérbole de equacio reduzida % — % =1 € uma hipérbole equildtera, pois
a="b=3.

Definigao 6 (Hipérbole Unitaria) Dizemos que uma hipérbole € unitdria, sempre que
0s comprimentos dos seus eixos focal e nao focal forem ambos iguais a 2, ou seja, a = b =
1.

Exemplo 4 A hipérbole de equacdo reduzida x*> — y?> = 1 é uma hipérbole unitdria, pois
a="b=1.

Observe que toda hipérbole unitéaria é equilatera, porém a reciproca nao é valida,

pois nem toda hipérbole equilatera é unitéria.

3.2 A Hipérbole zy =k

Nesta secao, mostraremos que a curva xy = k com k # 0 representa duas hipér-
boles, uma localizada no primeiro e no terceiro quadrantes, e outra localizada no segundo
e no quarto quadrantes do plano XOY. Mostraremos o caso em que k > 0, pois 0 caso em
que k < 0 segue de forma analoga.

Afim de alcancarmos os objetivos propostos desta secao, abordaremos resultados
de acordo com [4], [14] e [16].

Proposicao 3.2.7 A curva representada pela formula xy = k, com k > 0, corresponde a

uma hipérbole equildtera com eixo focal sobre o eizo X do plano cartesiano XOY.

Demonstracao: Considere a curva de equacao zy = k com k > 0, localizada no primeiro
quadrante do sistema de coordenadas XOY', e seja P(x,y) um ponto pertencente a essa
curva tal que r = OQ e y = PQ (Figura 7).

Figura 7: Hipérbole zy =k (k > 0).

Fonte: O Autor.
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Aplicando uma rotacao de 45° no sentido anti-horario no plano cartesiano XOY,

obtemos um novo sistema de coordenadas cartesianas UOV no qual o ponto P passa a

ter coordenadas u = OT e v = PT.

Como a rotacdo do plano XOY foi de 45°, NOT = OTJ = 45° e PTJ =
PTO — OTJ = 90° — 45° = 45°, ou seja, PSN = 45°. No triangulo retangulo ONT,

temos: /2
—_— = A 2
ON = OT - cos(NOT) = u - cos 45° = U
e /5
—_ = A 2
NT = OT -sen(NOT) = u - sen45° = -5
Isto é,

O_Nzﬁzgu.

No triangulo retangulo T'J P, temos:

(3.2)

- . 2
TP = PT - sen(PTJ) = v - sen 45° = \/7_1).
) V2
. . 2
TJ = PT -cos(PTJ)=wv-cosdh® = - v
Ou seja,
S — 2
JP =TJ = \/T_U.
Note que TJ = QN e
2 2 2
x:OQ:ON—QNzim—\/—_v:L—(x—v).
2 2 2
Isto é,
Y2 -
r=—(u—v
2
Como y = NT + JP, resulta que
2 2 2
LB
Logo,
2
Y= £ (u+wv).
2
Como o ponto P(xz,y) pertence a curva zy = k, segue que:
2 2 1 1
xyzg(u—v)\/?—(ujwj):i(uz—qﬂ) :k<:>§(u2—v2) =k e u’ — v =2k
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Dividindo ambos os membros da equacao por 2k, obtemos:

w?  v?

ok ok

Cuja equacao é equivalente a

Portanto, a curva xy = k, com k£ > 0, corresponde a uma hipérbole equilatera com
a=b=+2k.

Desse modo, ao realizarmos uma rotacao de 45°, no sentido horério, com o plano
UOV em conjunto com a curva zy = k, essa curva ira coincidir com a hipérbole 902/\/2_2 —
y2/\/ﬁ2 = 1 no plano XOY'.

Assim, por exemplo, tomando k£ = 1/2, temos que a hipérbole xy = k corresponde
a hipérbole unitaria 2 — y? = 1, localizada no sistema de coordenadas XOY .

Note que, no que se refere ao grafico da curva xy = k, com k # 0, no sistema
XOY, pode ocorrer duas situacoes:
1) Se k > 0, entao temos uma hipérbole cujos ramos localizam-se um no primeiro qua-
drante e o outro no terceiro quadrante do plano XOY (Figura 8).
2) Se k < 0, entao temos uma hipérbole cujos ramos localizam-se um no segundo qua-

drante e o0 outro no quarto quadrante do plano XOY (Figura 9).

Figura 8: Hipérbole zy = k (k > 0). Figura 9: Hipérbole zy = k (k < 0).
YA AY
- X
0 X @) -
Fonte: O Autor. Fonte: O Autor.

No que se segue, vamos nos deter a hipérbole da situagdo 1), pois contempla o
objeto de estudo deste trabalho.
No grafico da hipérbole xy = k& (k > 0), podemos observar que, no ramo locali-

zado no primeiro quadrante (x,y > 0), quanto maior o valor de z menor sera o valor y, e
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vice-versa, isto é, se t — +o00, entao y — 0 e se y — 00, entao x — 0. Enquanto que, no
ramo localizado no terceiro quadrante (x,y < 0), quanto maior o valor de x, menor sera
o valor de y, isto é, se z — 0, entao y — —oo e se y — 0, entao r — —oo. De modo geral,
podemos dizer que na hipérbole xy =k, |z] = 0 < |y| — +o0.

A equacao algébrica da hipérbole xy = k possui uma interpretacao geométrica
bem simples. Considere um ponto P(z,y) pertencente a hipérbole da Figura 10. As
coordenadas do ponto P sdo do tipo x = OQ e y = OR. Observe ainda, que os pontos
0(0,0),Q(z,0), P(z,y) e R(0,y) formam um retangulo cujos lados sio OQ,QP, PR e
RO. A area desse retangulo independe do ponto P pertencente a hipérbole. De fato, seja

P um ponto qualquer da hipérbole, a area Sogpr do retangulo OQ PR sera dada por:
Sogrr =0Q - QP =z -y =k

Dai, chamando o retangulo OQ PR de retangulo de coordenadas do ponto P, podemos
dizer que "a hipérbole € o lugar geométrico dos pontos do primeiro e do terceiro
quadrante do sistema de coordenadas cujos retdngulos possuem uma determi-
nada drea', para saber mais veja a referéncia [16]. Sendo assim, dados dois pontos
P(z,y) e P'(2',y) com z = OQ, y = OR, ©' = OQ' e y = OR/, os retangulos OQPR
e OQ'P'R’ possuem a mesma area cuja medida é k. De fato, como os pontos P e P’

pertencem a hipérbole zy = k, temos:

/ /

Sogrr=0Q -OR=x-y=1"-y =k = Sogprr-
Isto é,

SoqpPr = S0 PR -

Figura 10: Pontos da hipérbole.

YA

Fonte: O Autor.
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3.3 Rotacao Hiperbblica

Nesta se¢ao, utilizaremos resultados de [4], [10], [11] e [16]. O objetivo principal é
definirmos a rotacao hiperbolica. Comecaremos definindo a transformacgao de tensao, pois
a mesma ird nos auxiliar a compreender algumas das principais propriedades da rotacao
hiperbolica. Por fim, faremos uma interpretacao geométrica para o logaritmo natural,

utilizando a 4rea abaixo do grafico da hipérbole zy = 1 com z,y € R7.

3.3.1 Transformacao de Tensao

Definicao 7 Dados uma reta l contida no plano, um ponto P arbitrdrio pertencente a reta
[, um nidmero real r > 0 e um ponto A do plano tal que a semirreta P—1>4 € perpendicular
a reta l. A transformacao de tensao é uma funcao f(A) = A’ que transforma o ponto A
no ponto A’ sobre ﬁél, tal que PA’ = r-PA. Em uma tensdo a reta l e a constante r sdo

denominadas, respectivamente, eizo de tensao e constante de tensao.

Figura 11: Tensao: r > 1. Figura 12: Tensao: r < 1.
A A
A "
t l
P P
Fonte: [16]. Fonte: [16].

Em uma transformacio de tensdo, se 7 > 1, temos PA’ > PA (Figura 11), e a
tensdo é chamada de "dilatacdo". Se r < 1, entdo PA’ < PA (Figura 12), e a tensdo é
chamada de "contracdao". No caso em que r = 1, temos PA’ = PA.

Vejamos agora algumas das principais propriedades das transformacao de tensao:

Propriedade 1: Uma tensdo transforma uma reta m em outra reta m’. Neste caso,

pode ocorrer duas situacoes:

i) Se a reta m e o eixo de tensdo [ sdo paralelos, entdo as retas m e m’' também se-
rao paralelas;
ii) Se reta m e o eixo de tensdo [ sdo concorrentes, digamos que o ponto de intersecc¢ao

seja o ponto O, entao as retas m e m’ também serdo concorrentes no ponto O.
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Demonstragao:

i) Se m é paralela ao eixo de tensao [ a uma distancia d de [, entdo a reta m’ também
serd paralela [ e a uma distancia rd de [ (Figuara 13). De fato, suponha que ocorra
uma tensao que tenha eixo [ e coeficiente r. Observe que sob essa tensao todo ponto A
arbitrario pertencente a m é transformado em um ponto A’ pertencente a m’ de tal forma
que PA’ = r - PA. Isso mostra que a distancia entre qualquer ponto A’ da reta m’ e o
eixo de tensao [ é sempre a mesma, digamos rd. Portanto, as retas m’ e [ sdo paralelas

entre si e, consequentemente, as retas m e m’ também sio.

Figura 13: Tensao: m e [ paralelas.

m A

m

P

Fonte: [16].

ii) Seja O o ponto de interseccdo da reta m com o eixo de tensdo [. Sob a tensdo, o
ponto O permanece fixo, pois neste caso a distancia de O ao eixo [ vale zero. Seja A um
ponto arbitrario pertencente a reta m diferente do ponto O, e seja A’ o ponto no qual A
é transformado pela tensdo. Dai, PA’ = r - PA, onde P é um ponto pertencente ao eixo
[ tal que P—1>4 é perpendicular a [. Seja B outro ponto arbitrario da reta m e B’ o ponto

em que a semirreta Q?, perpendicular a reta [, intersecta a reta OA’.

Figura 14: Tensao: m e [ concorrentes em O.

p-----
Q

Fonte: [16].

Vamos mostrar que B’ é o ponto no qual B é transformado pela tensao de eixo [ e
coeficiente r. Isto significa que precisamos mostrar que QB’ = r-QB, onde @ é um ponto
pertencente a reta [ tal que Q@ ¢ perpendicular ao eixo [. De fato, observe Q? cruza
a reta OA’ em um ponto B’. Pelo caso LAL (Lado, Angulo, Lado), de semelhanga de
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triangulos, os triangulos OQB e OP A sao semelhantes, da mesma forma que os triangulos
OQB' e OPA’ também sao semelhantes. Dai,

PA OP PA
QB 0Q QB

Ou seja,

PA_PA _PA _QB
= = =r
OB OB PA QB

Logo, QB' = @B - r. Portanto, concluimos que a tensao transforma o ponto B no ponto
B’. Como B é um ponto arbitrario de m, segue que a reta m’ é transformada pela tensao

na reta OA" = m/.

Propriedade 2: Duas retas m e n paralelas entre si sao transformadas por uma tensao

em retas m’ e n’ também paralelas entre si.

Figura 15: Tensao: m e [ paralelas entre si.

N e

Fonte: [16].

Demonstracao: Pela Propriedade 1 temos que, sob a transformacao de tensdao com
constante de tensao r, a reta m é transformada em uma reta m’ paralela a m. Da mesma
forma, a reta n é transformada pela mesma tensao em uma reta n’ paralela a n. Por
transitividade, concluimos que m’ e n’ também sao paralelas. Observe que, as retas m’ e
n’, nas quais m e n sao transformadas, também nao tém ponto de intersec¢ao, ja que um
ponto comum a m’ e a n’ s6 poderia resultar de um ponto comum as retas m e n.
Observe ainda que, se 6 e #' sdo, respectivamente, angulos formados pela interse-

¢ao de m e m’ com o eixo de tensdo [, entdo a partir da Figura 14, temos

<
T
N

, PA PA
tgl) = — = —— =r - — =1 - tgf.
OoP OP opP

Isto é,
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Portanto, também segue-se que as semirretas paralelas m e n (interse¢do | com o mesmo
angulo #) sao transformadas em retas paralelas m’ e n’ (intersegao de | com o mesmo

angulo 0').

Propriedade 3: As proporcoes dos comprimentos dos segmentos de reta na mesma

reta nao sao alteradas por uma transformacao de tensao.

Demonstracao: Na Figura 16, temos que as semirretas P A, P,B e P3C sao inter-

sectadas pelas retas transversais m e m’. Logo, pelo Teorema de Tales, resulta que

AE AT
BC BC

Ou seja, os comprimentos dos segmentos AB, BC, A’B’ e B'C" sao proporcionais.

Figura 16: Tensao: segmentos proporcionais.

TR

e ==

Pe------

&
S

Fonte: [16].

Propriedade 4: Uma tensao transforma uma figura /' em uma figura F” que, geralmente,
nao é semelhante a figura F'. Se r > 1, entdo F’ é uma dilatacdo de FFeser <1, F' é
uma contragdo de F. De fato, cada um dos infinitos pontos (A, B,C, D, ...) da figura F'
é transformado pela tensdao em outro respectivo ponto (A', B, C’", D', ...) da figura F’ de
modo que PLA’ = r- PlA, P,B' =1 - P,B, P3C' =r - P;C, P,D' = r - P,D, ... com as

semirretas P A, P,B, P;C, P,D, ... todas perpendiculares ao eixo de tensao I.

Exemplo 5 Na Figura 17 temos r = %, o que resulta em uma contra¢ao da figura que

contem os pontos A, B, C' e D.

PA  PRB RO  PD
PA PB PC PD

1
5
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Figura 17: Tensao de figuras.

Sy

%

’E".__.q..__ -
)

[| S ~ AR —

~
p

Fonte: O Autor.

Exemplo 6 Um quadrado ABCD de lados AB = CD = BC = AD = a, sofre uma
dilatagao em relagao ao eizo | (eizo de tensdo). Determine a drea da figura A'B'C'D'
obtida a partir do quadrado ABCD apds esta tensao. Sabendo que o lado AB do quadrado
estd a uma distancia de d da reta | e que a transformacao ocorreu sob uma constante de

tensao r.

Solucao: Como o segmento AB estd a uma distancia d da reta [, pela Propriedade 1, o
segmento AB é transformado pela tensdo no segmento A'B’, tal que PLA’ = r- PLA = rd
e P,B' = P,B = rd. Assim, a distancia do segmento A’B’ ao eixo [ passa a ser dada por
rd, e ainda, os comprimentos dos segmentos AB e A’B’ permanecem o mesmo (A’B’ =
AB = a). Os pontos C e D sio transformados, respectivamente, nos pontos C’ e D' de

modo que P,C" =71-PC=r-(a+d)e PLD' =r-P,D =r-(a+d). Agora observe que

AD =P D —PA =r(a+d)—rd=r(a+d—d) =ra.

Logo, o retangulo A’B'C’'D’ tera a base e a altura medindo, respectivamente, A’B’ = a e

A'D" = ra. E temos que a area Sy o p do retangulo A’B'C'D’ sera dada por
_ 2
SA’B’C’D’ =7ra-a=ra.

Como a area Sapcp do quadrado ABCD é dada por Sagcp = a?, temos

2
Saypcp =1 (a”) =71 Sapcp-
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Figura 18: Tensao sobre um quadrado de lado [.

D' o————o ('

ra

Fonte: O Autor.

O resultado do exemplo anterior é apenas um caso particular da proposicao que

veremos a seguir.

Proposigao 3.3.8 Se uma figura F' é obtida a partir de uma transformacgao de tensao
sobre uma figura F, entdo a drea da Sp da figura F' serd dada por Spr =1 - S, onde r

€ o coeficiente de tensdo e Sp € a drea da figura F.

Figura 19: Tensao sobre uma figura F.

Fonte: O Autor.

Demonstracao: Seja F' uma figura no plano. Considere também uma grade de pequenos
quadrados, congruentes entre si, de modo que dois de seus lados opostos sao paralelos ao

eixo de tensao [. A area Sp da figura F é, aproximadamente, igual os nimero n de
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quadrados contidos em F' multiplicado pela area Sg de um desses quadrados (Figura 19).
Isto é,
SF =n- SQ.

Quanto menor for o comprimento dos lados dos quadrados da grade, menor seré o erro.
De fato, se escolhermos qualquer niimero positivo pequeno e, podemos reduzir o erro a e,
tornando os quadrados suficientemente pequenos.

Apos aplicada a transformacao, a figura F' é transformada em uma outra figura
F' de modo que, os quadrados da figura F' sdo transformados pela tensao em uma grade de
retangulos e, de acordo com o exemplo 6, a area Sk de cada retangulo é a area de um dos
quadrados originais multiplicados por r (uma das dimensoes do quadrado é inalterada,

enquanto a outra é multiplicada por ), isto &,
SR =T- SQ.

A figura F' contém exatamente o mesmo nimero de retangulos que a figura I’ de
quadrados, e a area de F' é aproximadamente igual ao nimero n de retangulos contidos

nela multiplicados pela area de um desses retangulos. Ou seja, Sg = n - Sg. Dai,
Spr=n-Sg=n-(rSg)=r-(nSqg) =r-Sp.

Logo, S = 1 - Sp, ou seja, a area da figura F’ é, aproximadamente, igual a area
de da figura F' multiplicada por r. Fazendo o erro e tender pra zero, a area Sp tenderé

para r - Sg e, portanto, podemos considerar

SF’ :T'SF.

3.3.2 Rotacao Hiperbdlica

Dada a hipérbole zy = k com k£ > 0. Vamos aplicar nesta hipérbole uma trans-
formacao de tensao sobre o eixo X e com coeficiente de tensao r. Essa tensao transforma
cada ponto P(x,y) da hipérbole zy = k em outro ponto P;(z,ry). Isto é, a equagdo
da hipérbole passa a ser xy = rk. Observe que, ap6s a transformacao, a abcissa x do
ponto P permanece inalterada, enquanto a ordenada y ¢ alterada pela tensao para ry.
Agora apliquemos outra tensdo porém, destra vez, sobre o eixo Y e com coeficiente %
Sob esta segunda tensdo, cada ponto Pi(z,ry) é transformado em outro ponto P'(%,ry)
pertencente a hipérbole xy = k. Assim, a hipérbole passa a ser xy = %, isto é, xy = k,

que corresponde a hipérbole inicial.
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Figura 20: Rotacao hiperboélica.
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Fonte: O Autor.

Portanto, concluimos que, aplicando duas transformacoes sucessivas no plano
com 0s respectivos eixos, o eixo X e o eixo Y, e com os respectivos coeficientes 1/r e
r, a hipérbole ry = k é transformada em si mesma. A aplicacao sucessiva destas duas
transformacoes resulta em uma transformacao denominada como rotagao hiperbélica.

Sendo assim, podemos definir a rotacao hiperbolica da seguinte forma:

Definicao 8 (Rotagao Hiperbélica) Dada uma hipérbole xy = k tal que k > 0, a
rotacao hiperbdlica é uma transformacao T = T, : R? em R?, que associa a cada ponto
P(z,y) € R? 0 ponto T(z,y) = (z/r, ry), obtido dividindo a abscissa porr e multiplicando

a ordenada por r.

O termo "Rotacao Hiperbolica" esta relacionado ao fato de que, sob essa trans-
formacao, todos os pontos da hipérbole "deslizam" ao longo da curva; assim, na Figura
20, o ponto P primeiro é transformado no ponto P; e depois P; é transformado em P’,
isto é, o efeito da rotacao hiperbolica é transformar o ponto P da hipérbole no ponto P’

da mesma hipérbole. Assim, podemos dizer que a hipérbole "gira".

Proposicao 3.3.9 Uma rotacao hiperbdlica nao altera a proporcao dos segmentos de li-

nha na mesma linha reta.
Demonstracao: Segue da Propriedade 3, Secao 3.3.1.
Proposicao 3.3.10 Uma rotacao hiperbolica nao altera as dreas das figuras no plano.

Demonstracao: Seja F' uma figura do plano. Pela Proposicao 3.3.8, logo ap6s a primeira
tensao a area da figura F' sera multiplicada por r, ou seja, sua area passa a ser r - Sg, em
que Sr é a area da figura F' antes da transformacao. Como resultado da segunda tensao
a area sera dividida por r. Segue que, apo6s as duas transformacgoes a area da figura F

permanece a mesina.
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3.3.3 Uma Interpretacao Geométrica para o Logaritmo Natural

Seja R a regido delimitada pelas retas © = 2; = OQ, © = x5 = ON, y = 0 e pela
hipérbole zy = 1 e, sem perda de generalidade, vamos supor que z; < x5 (Figura 21).

Vamos mostrar que a area Spona da regidao R depende das abscissas 1 e x5 dos pontos
Pe M.

Figura 21: Logaritmo natural.

YA

0 Q N Q N X

Fonte: [16].

Inicialmente, provaremos que a area Spony depende apenas da razao i—f No

sentido de que se duas regioves PQNM e P'Q'N'M’ sao tais que % = g:g,', entao as

areas dessas regioes sao iguais. De fato, aplicando a rotagao hiperbodlica que transforma

PQ em P'Q)', segue da Proposicao 3.3.3 que o ponto N é transformado em um ponto N;
tal que (Lg} = g:g, logo, N1 = N'. Isso significa que o segmento M N é transformado
no segmento M'N’ e a regiao PQN M na regiao P'QQ’N'M’. Portanto, pela Proposicao

3.3.10, Sponm = Sprgivvnr. Assim, segue que a area Spona depende apenas da razao

22 Fazendo entao z = %2, temos
T 1
SPQNM = S(Z)

Como z = %, resulta que S(z) é a 4rea da regiao delimitada pela hipérbole zy = 1 e as
retasr=1,r=2z2,y=0.

Normalmente, a area de uma figura nao ¢ um ntmero negativo. Porém, as vezes
é conveniente usar "areas orientadas", ou seja, que sao provenientes de sinal + ou —.
Assim, convencionaremos que a area da regiao serd positiva quando z > 1, negativa

quando 0 < z < 1 e zero quando z = 1. Logo, S(z) é uma fun¢ao S : RT™ — R, tal que:

e S(z) > 0 se, e somente se, z > 1.
e S(z) <0 se, e somente se, 0 < z < 1.
e S(1) =0, pois se z = 1, a regido é apenas um segmento de reta.

e A fungao S(z) é crescente. De fato, se zo > 21, entdo S(z2) > S(z1).
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Além disso, dadas trés regides PQNM, PQN,M; e PQN,M, de modo que OQ = 1,
z=121=0N, z5 = ONj e 2125 = ON, (Figura 22), temos:

. . O_N ON2 . 21 2129 .
S(z1-22) = SpoNM+SMnN M, = S <%) +S (O:N) =5 <—>+S (—) = 5(21)+S5(22).

Ou seja,
S(leg) = S(Zl) + S(ZQ)

Figura 22: Logaritmo natural.

0O

Fonte: O Autor.

Pela Proposicao 2.2.5 (Caracterizagdo das Fungoes Logaritmicas), existe um ni-
mero real positivo, que chamamos de e, tal que S(z) = log, z para z € RT. Assim, a area
da regiao PQNM (Figura 22) é dada por:

ON
Sponm = log, z = log, —

(3.4)

Escrevemos In z em vez de S(z) = log, z e chamamos o namero In z de logaritmo natural
de z. Observe que,
S(e) =log, e = 1.

Ou seja, o nimero e, base dos logaritmos naturais, é caracterizado pelo fato de que seu
logaritmo natural é igual a 1.

O numero e ¢ irracional. Um valor aproximado dessa constante é

e = 2,718281828459.



4 AS FUNCOES HIPERBOLICAS

O objetivo principal deste capitulo é definir as funcoes hiperbolicas, para isto,
utilizaremos resultados de [1], [4], [6], [16] e [17].

4.1 Setor Hiperbolico e Angulo Hiperboélico

Considere a hipérbole unitaria 22 —y? = 1 e dois pontos A e P pertencentes a um
mesmo ramo desta hipérbole (Figura 23). Definimos o setor hiperbélico como sendo
a regiao limitada pelos segmentos OA e OP e pela hipérbole 22 — y?> = 1 compreendida

entre os pontos A e P.

Figura 23: Setor hiperbodlico.

\

Fonte: O Autor.

Observe que o setor hiperbolico é representado por uma regiao do plano de area
S (area do setor hiperbdlico AOP). O angulo hiperbélico 6 ¢ definido como sendo o
dobro da area do setor AOP, isto é, # = 2S. Assim, podemos definir o angulo hiperbolico

da seguinte forma:

Definicao 9 Dados dois pontos A e P pertencentes a um mesmo ramo da hipérbole 2% —
y? = 1, definimos o angulo hiperbélico 0 como sendo o dobro da drea S do setor hiperbdlico

AOP, ou seja, 0 = 28S.

Note que o angulo trigonométrico da circunferéncia unitaria e o Angulo hiperbolico
sao definidos de maneiras analogas, apesar de possuirem conceitos diferentes. Pois, como
vimos no Capitulo 2, a medida do angulo trigonométrico é igual ao dobro da area do
setor circular por ele limitado. Porém, enquanto o angulo trigonométrico ¢ medido em
radianos, o angulo hiperbdlico ¢ medido em unidades de area.

Vimos no Capitulo 2 que o angulo trigonométrico varia de 0 a 27, o que nao

ocorre com o angulo hiperbolico 6, pois 6 pode assumir valores de 0 até co. De fato,
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considere um setor hiperbdlico AOP; arbitrario de area S; (Figura 24), o que equivale a
dizer que o angulo hiperbolico vale 6. Aplicando uma rotacao hiperboélica que transforma
o ponto A no ponto P;, depois transformando P; num ponto P, depois transformando
P, num ponto Pj3, e assim por diante. Segue da Proposicao 3.3.4, que as areas dos
setores AOP,, PLOP,, P,OP;, ..., sao iguais e, consequentemente, os angulos hiperbolicos
AOP;, AOP,, AOP;, ..., sao, respectivamente, iguais a 6,260,361, ...,. Portanto, 6 varia

de 0 a oo.

Figura 24: Angulos hiperbolicos.

v A

Fonte: [16].

4.2 Funcoes Hiperbolicas

Nesta secao, definiremos as fungoes hiperbélicas cuja teoria se assemelha a teoria
das funcoes trigonométricas. Inicialmente, definiremos as trés principais fung¢oes: senh 6,
cosh 6 e tgh#; e, a partir delas, definiremos as demais funcoes hiperbolicas.

Considere o ramo direito da hipérbole unitaria 22 — y? = 1 localizada no plano
XOY (Figura 25). Se P & um ponto pertencente a esta hipérbole, entdo o setor hiperbélico
AOP tera area 6/2 unidades de area. Isto é equivalente a dizer que o angulo hiperbolico
terda medida . Pelo ponto P tracemos uma reta PQ), perpendicular ao eixo OX, e que o
intersecta no ponto Q (OQ ¢ a abscissa de P). No vértice A da hipérbole trace uma reta
AT, perpendicular ao eixo OX, que intersecta o segmento OP no ponto 1. Observe que
a reta AT é tangente a hipérbole.

Definimos o senh 6, o coshf e a tghf como sendo, respectivamente, os compri-
mentos dos segmentos PQ), OQ e AT. Ou seja,

senh§ := PQ, coshf := O0Q e tghf := AT.
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Figura 25: Fung¢oes hiperbdlicas.

Fonte: O Autor.

Pela definicao de fungoes hiperbolicas senh 0 = tgh0 = 0 e cosh 0 = 1. Além disso,
diferentemente das fungoes trigonométricas, as fungoes hiperbolicas nao sao periddicas,
pois o angulo hiperbélico 6§ varia de 0 a +o0o. De acordo com a definicao de angulo
hiperbolico, isso é equivalente a dizer que para cada niimero real positivo 0 existe algum
setor hiperbolico AOP cuja area 2S5 é numericamente igual a . O senhf varia de 0 a
+00 € 0 cosh @ varia de 1 a +00. A tghf varia de 0 a 1, pois o segmento AT < AR =1,
onde R é o ponto de coordenadas (1,1), ou seja, R pertence a assintota y = x. Porém,
analogamente as funcoes trigonométricas, podemos considerar as fungoes hiperbolicas com
angulos negativos. Convencionaremos que:

1) Se P esta acima do eixo OX, a area do setor hiperbolico AOP tera sinal positivo (+)
e, consequentemente, o angulo hiperbolico definido por ele também terd sinal positivo.
Dai,

senh§ = PQ, coshf = OQ e tghd = AT.

2) Se P esta abaixo do eixo OX, a area do setor hiperbolico AOP tera sinal negativo (—)
e, consequentemente, o angulo hiperbolico definido por ele também tera sinal negativo.
Dai,

senh(—0) = —P'Q)Q =—PQ = —senh(h),
cosh(—#) = OQ = cosh(f),
tgh(—0) = —AT = —AT = —tgh(0).
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Figura 26: Sinal do angulo hiperbdlico.

YA
y=- R..
1| PSSR, ‘.
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Fonte: O Autor.

De modo geral, podemos dizer que o angulo hiperbélico # e o senh # hiperbélico
variam de 0 a 00, 0 cosh f varia de 1 a +0o e a tgh # varia de 0 a £1. Também podemos
observar que a func¢ao cosh é uma fungdo par, pois cosh(—6) = cosh(f), enquanto as

fungoes senh e tgh sdo fungoes impares, pois senh(—#) = senh(#) e tgh(—0) = tgh(0).

Proposicao 4.2.11 A tangente hiperbdlica de um dngulo hiperbdlico 6, indicada por
tgh @, € dada pela razao entre o seno hiperbolico e o cosseno hiperbolico do dngulo 0,
18to é,

senh 6

coshf’

tgh =

Demonstragio: Observe que o angulo TOA ¢ comum aos triangulos OAT e OQP e o0s
angulos OAT e OQT séo angulos retos. Logo, pelo casso AA de semelhanca de triangulos,
os triangulos OAT e OQP sao semelhantes. Dali,

T 7o
OA  0Q
Como AT =tghf, OA =1, PQ = senhf e OQ = cosh 6, segue que:

senh 60

tgh 0 = )
& cosh 6

Das funcoes seno e cosseno hiperbolicos, derivam as outras funcoes hiperbodlicas,
chamada de cotangente, secante e cossecante hiperbolicas, cujas definicoes sao, respecti-

vamente,

cosh # 1 1
—_— ho = ho .= .
senh @’ >° 0 coshg © O o senh 0

Vale ressaltar que todas as funcgoes, definidas por meio de quociente, tém seus dominios

cotgh :=

restritos aos niimeros reais para os quais o denominador é diferente de zero.
A proposicao a seguir é conhecida como relagao fundamental da trigonome-

tria hiperbdlica.
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Proposicao 4.2.12 Para todo 6 € R, temos
cosh? § — senh? @ = 1.

Demonstragio: Seja P(r,y) um pertencente a hipérbole unitéria 22 — y*> = 1, com
= 0Q = coshf e y = PQ = senh § (Figura 25). Logo,

0Q'-PQ' =1.

Ou seja,
cosh?# — senh?* @ = 1. (4.5)

Proposigao 4.2.13 Sejam 0 e 0" dois dngulos hiperbdlicos. Entao,

(a) senh(0 + 0’) = senh 0 - cosh 6’ + senh ¢ - cosh 6.

(b) senh(6 — 6') = senh 6 - cosh " — senh &’ - cosh 6.
¢) cosh(0 + 0") = cosh @ - cosh @ + senh § - senh §'.

(c) (

(d) cosh(6 — 0') = cosh @ - cosh@ — senh 6 - senh ¢'.

Demonstragao: A demonstracio pode ser vista na referéncia [4, p. 50|

Proposigao 4.2.14 Sejam 0 e 0" dois dngulos hiperbdlicos. Entao,

tgh 6 + tgh ¢’
h " =
(a) tgh(0 +¢") 14 tgh6-tghe

2tghf
1 +tgh?6’

tgh 6 — tgh @’
1—tgh@-tgho

e, em particular, se 0 = 0', entao

tgh(26) =

(b) tgh(6 — 0') =

Demonstracgao:
(a) Da definigao da tgh, temos:
senh(f +6)  senh@ - cosht’ + senh @’ - cosh

tgh(6 +6') = = .
gh(6 +¢) cosh(6 4+ 60")  cosh@ - cosh@ + senh - senh ¢’

Dividindo o numerador e o denominador por cosh - coshé’, obtemos:

tgh 6 + tgh ¢’
tgh(0+0') = 1+ tghf-tgh¢

Em particular, se 8 = ¢', temos:

tghf +tgho  2tght
1 —tgh#-tgh® 1+ tgh’6

tgh(6 + 0') = tgh(0 + 0) = tgh(20) =
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Isto é 5 toh
tgh(20) = —>—
1+ tgh*0
(b) Como tgh 6 é uma funcao impar, temos
tgho +tgh—0"  tght —tgho'

tgh(0 — 0') = tgh (6 + (—0)) = = :
gh(0 — 0') = tgh (0 + (-0)) T+ tgh0-tgh—0'  1—1tghf-tght’

Portanto,

tgh® — tgho’
teh(0 = 0) = T4 7 tano

4.3 Forma Analitica das Fungoes Hiperbolicas

4.3.1 Transformacao Homotética

Definicao 10 Dados um ponto P do plano e um nimero r > 0, a homotetia de centro O
e razdo r € a funcao f(P) = P', que associa a cada ponto P do plano o ponto P' sobre
a semirreta O_}%, tal que OP' = r - OP. A funcdo f(P) ¢ chamada de transformacio

homotética (ou homotetia) de centro homotético O e razao homotética r.

Figura 27: Homotetia.

e

I

Qe

Fonte: O Autor.

Note que se r > 1, a medida do segmento OP’ é maior do que a medida do
segmento OP, ou seja, (OP’ > OP), enquanto que se 0 < r < 1, ocorre que a medida do
segmento OP’ é maior do que a medida do segmento OP, isto é, (OP’ < OP). E ainda,
se r =1, temos OP’ = OP.

Nesse sentido, dizemos que duas figuras F' e F’ sao homotéticas se existir uma
homotetia que transforma cada ponto P que compoe a figura F' em um respectivo ponto

P’ que compée a figura F' de modo que OP' =1 - OP.

Figura 28: Homotetia de figuras.

e

p—

Fonte: O Autor.
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Com relagao a homotetia, vamos destacar algumas de suas principais proprieda-
des:
Propriedade 1: Uma transformacao homotética transforma uma reta r em outra reta
r’ paralela a r e, em particular, um seguimento de reta AB é transformado em outro

segmento de reta A’B’ paralelo ao segmento AB.

Figura 29: Homotetia sobre uma reta.

Fonte: O Autor.

Propriedade 2: Uma transformacao homotética transforma duas retas r e s, paralelas
entre si, em duas retas 1’ e s também paralelas entre si e, em particular, dois segmentos
AB e CD, paralelos entre si, sao transformados em outros dois segmentos de retas A’'B’

e C'D’' também paralelos entre si.

Figura 30: Homotetia sobre retas paralelas.

Fonte: O Autor.

Propriedade 3: Em uma homotetia de centro O e razao r, a razao entre as medidas
do segmento homotético A’B’ e do segmento inicial AB é sempre igual a r (razdo da
homotetia)(Figura 30). Isto &,

A'B

AB
De fato, na Figura 30 temos que: OA’ =r-OA, OB’ = r-OB (pela defini¢do de homotetia)
e AOB = AOB' (vértice comum). Logo, pelo caso LAD de semelhanga de triangulos, os

=T.
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triangulos OAB e OA’B’ sao semelhantes. Dal,

OA OB AB
OA OB AB

r.

Perceba que de acordo com as propriedades 1, 2 e 3 uma transformacao homotética altera

o tamanho da figura, porém nao altera sua forma.

Proposicao 4.3.15 Se uma figura F' € obtida a partir de uma transformacao homotética
sobre uma figura F, entdo a drea da Sg da figura F' serd dada por Spr = 1% - Sp, onde r

€ a razao homotética e Sy € a drea da figura F'.

Figura 31: Area de figuras homotéticas.

k ~
~
N\

Fonte: [16].

Demonstracao: Seja F' uma figura no plano. Considere também uma grade de pequenos
quadrados no plano sobre a figura F. A area Sp da figura F' é, aproximadamente, igual
os numero n de quadrados contidos em F' multiplicado pela area Sy de um quadrado
(Figura 31). Isto é,

Sr=n-Sq.

Quanto menor for o comprimento dos lados dos quadrados da grade, menor seré o erro.
De fato, se escolhermos qualquer niimero positivo pequeno e, podemos reduzir o erro a e,
tornando os quadrados suficientemente pequenos.

Apos aplicada a transformacao homotética, a figura F' é transformada em uma
outra figura F’ de modo que, os quadrados da figura F' sao transformados pela homotetia
em uma nova grade de quadrados, cuja area Sg de cada quadrado é a area de um dos
quadrados originais multiplicados por r? (sob a homotetia os lados dos quadrados originais
sao multiplicados por r), isto é,

Sqr = r?. Sg-

A figura F’ contem exatamente o mesmo nimero de quadrados que a figura F', e a

area de F' é, aproximadamente, igual ao nimero de quadrados contidos nela multiplicados
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pela area de um quadrado. Ou seja, Spr = n - Sg. Dai,
Sp=n-Sqr =1 (12Sq) = 1+ (nSq) =1* 5.

Logo, Sp & 1r?- Sk, ou seja, a area da figura F’ ¢, aproximadamente, igual a area
de da figura F multiplicada por r2. Fazendo o erro e tender pra zero, a area Sy tendera

para r2 - Sy e, portanto, podemos considerar

SF’ = 7“2 : SF

4.3.2 Calculo da Area do Setor Hiperbélico

Proposicao 4.3.16 A drea da regiao limitada pela ao norte pela hipérbole xy =k (k >

0), lateralmente pelas retas verticais 1 = OQ) e xo = ON, e ao sul pelo eizo das abscissas

ON
SPQNM =kln (O:Q> .

€ dada por

Figura 32: Area de figuras homotéticas.

v
P
-7 M
C [y =k
//’—’ ———— = Ty = 1
0 Q NQ N X
Fonte: [16].

Demonstracao: Aplicando um transformacao homotética com a origem O como centro
e com razao homotética r = \/LE’ a hipérbole xy = k sera transformada na hipérbole xy =
1, entdo, um ponto com coordenadas (z,y) serd transformado no ponto com coordenas
(\/LEJU, \/igy) Assim, a regiao PQNM sera transformada na regiao P'Q’N'M’. Como

vimos na subse¢ao 3.3.3, a area da regiao P'QQ’N'M’ é dada por:

ON'
SP’Q’N’M’ = ln (O_Q/) .

Por outro lado, segue-se da Proposicao 4.3.15 que

2
SP’Q'N’M’ =r SPQNM
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ICINCIE
n(—,»,=—=
00 NG PQNM
ON’
<:>SPQNM:MD(O_Q/>'

Pela Propriedade 3 da subsecao 4.3.1, temos

ON/_O_N_I'Q_ 1

0Q 0Q m

k.
ON

Assim, por exemplo, para a hipérbole zy = %, temos:

1. (ON
SPQNM = §1n <ﬁ) .

Ou seja,

Observacao: A area da regiao PQNM também pode ser encontrada utilizando o Cal-

culo Diferencial. Para isto, vejamos alguns resultados retirados da referéncia [6].

Teorema (Teorema Fundamental do Calculo): Se uma funcdo f for integrével no

intervalo [a, b], e se F' for uma primitiva de f em |[a, b], entao

b
/ f(x) de = F(b) — F(a).

Demonstragao: A demonstrac¢io pode ser vista na referéncia [6, p. 305].

Proposicao 4.3.17 Se f ¢ uma funcgao integrdvel no intervalo |a,b], com f(x) > 0 em
[a,b] (Figura 33), entdo a drea S da regiao limitada pelas retas x = a, x = b, 0 eizo X e

pelo grifico da funcio y = f(x) € dada por

S—/abf(x) dz.

Demonstragao: A demonstracao pode ser vista na referéncia [6, p. 310].
Note que, se f(z) < 0 em [a, b] (o grafico de f fica localizado abaixo de eixo X),

entao

S:—/bf(x)da:<0.
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Figura 33: Area abaixo do gréfico.

/

YA

4

Fonte: O Autor.

Demonstragao: A demonstrac¢do pode ser vista na referéncia |6, p. 310].
Note que, se f(z) < 0 em [a, b] (o grafico de f fica localizado abaixo de eixo X),

entao

S:—/bf(x)d:c<0.

Assim, a area da regido limitada pelas retas z1 = OQ, 22 = ON, y = 0 e pela

hipérbole zy = k (k > 0) (ou y = %) é dada por

T2 $21
S:/ Eda::k:/ —dzzk(lnxg—lnm):k‘ln(ﬁ).
z L z X T

1 1

Considere a hipérbole zy = % e dois pontos quaisquer M e P pertencentes a esta
hipérbole (Figura 34). O ponto M tera coordenas z = ON e y = OL e o ponto P tera
coordenadas © = OQ e y = OR.

Figura 34: Area do setor hiperbélico.

@
Q N
Fonte: [17].
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Observe que a area dos retangulos OLMN e OQPR sao iguais a % De fato,

como M e P sao pontos pertencentes a hipérbole zy = %, temos:

1
SONML:ON'OL:J,’y: 5

1
SOQPRZOQ'OR:$QZ§

Ou seja,

Sonmr = Soqpr-

A fim de calcularmos a area do setor hiperbdlico MOP (Figura 35), considere a
hipérbole de equacao 2% — y? = 1 no plano XOY. Rotacionando o plano XOY sob um

angulo de 45° no sentido horério, a equagao da hipérbole passa a ser representada, no

1

plano UOV/, por uv = 3.

Figura 35: Area do Setor Hiperbolico.
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Fonte: O Autor.

De acordo com a figura 35, podemos observar que

1 1
Sogp = §SOQPR = §SONML = SoNm-

E ainda,

Sonmp = Soqp + Sponv = Smop + Sonwm-

Como Sogp = Sonwm, resulta que

Svop = Sponu-
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Utilizando um raciocinio analogo, concluimos que

SMOP = S]VILRP-

Assim, resulta que a area do setor hiperbolico MOP ¢é igual a area da regiao
PQN M delimitado pela hipérbole uv = % e pelas retas w = OQ, v = ON, v = 0 no plano
UOV. Pela Proposicao 4.3.16, a drea Sponn € dada por

1. (ON

Ou seja,

1. (ON
Svop = Sponm = 3 In (%) .

Assim, pela defini¢ao de angulo hiperbélico, pode ocorrer duas situacoes:

1) Se P esta acima do eixo OX, a area do setor M OP possui sinal positivo:

1. (ON
SMOP == §ln (O:Q) .

2) Se P esta abaixo do eixo OX, a area do setor MO P possui sinal negativo:

1, (ON
S]WOP == —§1H (%) .

4.3.3 Forma Analitica das Funcoes Hiperbdlicas

Seja P um ponto pertencente a hipérbole 22 — y? = 1 tal que a 4rea do setor

hiperbolico MOP seja 6/2, isto é, o angulo hiperbélico MOP tera medida 6 (Figura 35).

No plano XOY, o ponto P possui coordenadas x = OT = coshf e y = PT =

senh @, enquanto que no plano UOV suas coordenados sad v = OQ e v = OR. Pelas
equacoes 3.2 e 3.3,

w=00 =

(x —y) = (cosh @ — senh 0)

[
[

v=O0R =

|
|

(x+y) = (cosh§ 4 senh 6) .

Como as coordenadas do ponto M, no plano XOY, sao x = 1 e y = 0, resulta que

__ vz
N=-(1-0)=-



CAPITULO 4. ASs FUNCOES HIPERBOLICAS 51

V2

|

Logo, pela Proposicao 4.3.16, seque que

1. (ON\ 1 2
S = = ln — = — ln 2
reNt T g ( oQ ) 2 (—2 (cosh @ — senh 0) )

2

1
—3 In (cosh 6 — senh 0)

Syvrrp = 7 In ﬁ :§n 7

1 (@) L (72 (cosh 6 + senh 0)
2 V2

) = %ln (cosh @ + senh 6).

2

Como SMOP = 9/2 e SMOP = SPQNM = SMLRP; temos

1
SpoNm = —5 In (cosh @ — senh 6)

& g = —% In (cosh 6 — senh 0)

<  —0 =In(cosh# —senhd)
& e% =coshf —senh 6 (4.6)
e
1
SMLRP = 5 In (COSh9 + senh 9)
6 1
® 5= In (cosh 6 + senh 6)
& 6 =In(coshf + senh6)
& e’ = coshf + senh 6. (4.7)

Somando e subtraindo as equacoes 4.6 e 4.7, obtemos

9 —0
coshf = cte
2
¢ 0 0
e’ —e”
ho =
sen 5

Proposicao 4.3.18 Para todo dngulo hiperbolico 6 tem-se:

e —e 0
tght = ——.
(a) te e + e
0, —0
(b) cotghf = %, sempre que 6 # 0.
e —e
2
(c) sechf =

e + et
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(d) cossech § = sempre que 6 # 0.

et — =0’

Demonstracgao: Para demonstrarmos cada um destes resultados basta substituir senh § =
(e —e79)/2 e/ou cosh® = (e’ + ¢7%)/2 nas formulas tgh = senh/cosh @, cotghf =
cosh §/senh 6, sechf = 1/ coshf e cossech = 1/senh .

4.3.4 Derivadas das Fungoes Hiperbodlicas

Nesta subsecao, iremos determinas as derivadas das principais funcoes hiperboli-

cas.

Proposicao 4.3.19 Para todo 6 € R tem-se:
(a) - (seuh 0) = cosh
a) —(sen = cosh 6.

do

(b) di(cosh ) = senh 6.

7
(c) i(t h ) = sech®§
g teh0) = sech™0.
Demonstragao:
o _ —0
(a) Como senh § = €~ °  temos
d d el —ef e’ +ef
@(Senhﬁ) = @( 5 )= S cosh 6.
o —0
(b) Como cosh = cre temos
d d e +e? e —e?
@(cosh 0) @( 5 ) S senh 6.
senh ¢
(b) Como tgh# = p— temos
d d (senhf cosh? § — senh” 0 1
—(tghf) = — [ —— ) = = = sech? 6.
d«9( gh) do <cosh6> cosh? 6§ cosh2

Desse modo, as integrais das funcoes senh 6, cosh @ e sech? § sao dadas por
e [senhf dx = coshd + k.

e [coshf dx =senhf + k.
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e [sech’6 dr = tgho + k.

Onde k£ é uma constante real arbitraria.



5 APLICACOES DAS FUNCOES
HIPERBOLICAS

Neste capitulo, apresentaremos algumas das principais aplicacoes das funcoes
hiperbolicas. Para isto, serdo apresentadas situacoes retiradas das referéncias [5], [7], [12],
[15], [16] e [17].

Inicialmente, falaremos um pouco sobre a catendria, uma importante curva pro-
vocada por uma corda ou corrente suspensa pelas suas extremidades, sob acao do seu

proprio peso, de densidade homogénea, perfeitamente flexivel e nao eléstica.

Figura 36: Catenaria.

Fonte: [9].

5.1 A Catenaria

A palavra catendria tem origem do latim (catena), que significa cadeia ou cor-
rente. Esta curva gerada por uma corrente suspensa foi batizada de catenaria pelo filosofo
e matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716).

Inicialmente, véarios estudiosos tais como Leonardo da Vinci (1452 - 1519) e Ga-
lileu Galilei (1564 - 1642) acreditavam que a curva representava uma parabola. Porém,
estudos posteriores constatou-se que na verdade essa curva representaria uma func¢ao hi-
perbolica do tipo y = k(e*/* + e7*/*)/2, ou seja, um cosseno hiperbélico.

A catenéria é uma curva bastante comum em nosso dia-a-dia, estando presente
em diversos lugares tais como: na rede elétrica de uma via férrea, nos fios de alta tensao,
nas extremidades de um ovo, nas cordas suspensas por duas hastes verticais usadas em
supermercado para o anuncio de produtos, na arquitetura (principalmente a catendria
invertida, pois estabelece um maior equilibrio e modernidade) e na engenharia com a
construcao de pontes pénseis.

Dentre as intiimeras obras de engenharia e arquitetura que utilizam a catenéria
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invertida podemos destacar alguns arcos monumentais, tais como: a ponte Juscelino Ku-
bitschek (lacalizada em Brasilia, aqui no Brasil), o Gateway Arch (localizado as margens
do Rio Mississippi, em St. Louis, nos EUA) e os Arcos na Basilica da Sagrada Familia

(em Barcelona). Veja as imagens a seguir:

Figura 37: Ponte Juscelino Kubitschek.

Fonte: [13].

Figura 38: Gateway Arch.

Figura 39: Basilica da Sagrada Familia.

Fonte: [18].



CAPITULO 5. APLICACOES DAS FUNCOES HIPERBOLICAS 56

Seja um cabo perfeitamente flexivel, homogéneo e nao elastico, suspenso pelas
suas extremidades e sob a acdo do seu proprio peso. Prova-se em [5, p. 36| que ao
tomarmos um sistema de coordenadas cartesianas onde o ponto mais baixo deste cabo
(vértice da catenaria) coincida com eixo Y em (0,b), a equagao da catenaria é dada por
x

y(x) = k - cosh <l€

>+b—h

Em que b = y(0) e k é a constante de especificidade do cabo.

Figura 40: Equacao da catenéria.

YA

(e}
=Y

Fonte: O Autor.

E bastante comum supor que k = b na resolucio de algumas problemas matema-

ticos acerca da catenaria. Dai, podemos escrever sua equacao do seguinte modo:

y(x) =k - cosh <%> .

A seguir enunciaremos uma proposicao cujo resultado nos permite calcular o comprimento

L de uma curva ou linha dada por uma fungio f definida em um intervalo [a, b].

Proposigao 5.1.20 Se f(x) é uma funcao com derivada continua em |a,b], entdo o com-
primento L do grdfico de f, ou da curva y = f(x), limitado entre x = a e x = b, ¢ dado

por
L:/"M1+wapdm

Em que f(x) representa a regra da fungao que gera a curva e f’(z) sua derivada.

Demonstracdo: A demonstragao pode ser vista na referéncia [17, p. 50].
Assim, considere a catenaria da Figura 41, cujo vértice dessa curva coincide com

o0 eixo Y no ponto (0, ).
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Figura 41: Comprimento da catenéaria.

YA
4 y(z) B
s b i
. i
c 0 d X

Fonte: O Autor.

Como vimos anteriormente, a fun¢do y(x) que representa essa catendria é dada
por
x
y(x) = k - cosh <E> +b—k.

Logo, pela Proposicao 5.1.20, o comprimento dessa curva, limitado pelos pontos A e B, é

dado por
d
L= / V1+ [y (x))? de.
C
Como o vértice da catenaria estd na origem, tem-se ¢ = —d e, consequentemente, o

comprimento da curva no intervalo [c,0] é igual ao comprimento da curva no intervalo

[0,d]. Dai,

L:/ VIt Y @E de = 2./0 VIt W@ da.

Visto que a derivada da fungao y(z) é dada por 3/(z) = senh <%>, temos

d d d
L:2-/0 \/1—|—senh2 (%) dx:2-/0 1/cosh2 (%) da::2-/0 cosh (%) dz.
Assim,
d d
L=2-k [senh (E) — senh (%)] = 2k - senh (E) .

L = 2k - senh (%) | (5.8)

Portanto,

O exemplo a seguir foi retirado da referéncia [17, p. 54].

Exemplo 7 Um cabo de transmissao de energia € esticado entre dois postes, distantes

200 m, cuja a equacao €y = TH (ellﬁ + 6%> . Calcule o comprimento do cabo.
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Solucao: Note que

z — et + eTo T
— B0 4 emn) =150 | ™" ) = 150 - cosh <_) _
y="75 <e 50 4 e 50) 50 ( 5 ) 50 - cos 150

Ou seja, essa funcao representa uma catendria cuja constante especifica é k = 150.

Representando essa curva em um sistema de coordenadas cartesianas de modo

que seu ponto médio coincida com o eixo y temos

Figura 42: Comprimento da catenéaria.

Y,
LA\“/_/B‘
\
Cabo
Poste Poste
—~100 0 100 X

Fonte: O Autor.

Dai, pela equacao 5.1, o comprimento do cabo é dado por

100 2 2/3 _ ¢2/3
L=2-150-senh (ﬁ) — 300 - senh (g) — 300 - (%) = 150 - (e2/3 — e2/3),

Isto é,
L =150(e*? — e72/3) = 215 m.

O proximo exemplo foi retirado da referéncia [5, p. 41].

Exemplo 8 Um cabo de 100 pés estd preso pelas pontas no alto de dois postes de 50 pés
posicionados a 90 pés de distdncia, veja a Figura 43. A que altura acima do solo estd o

ponto médio do cabo?

Figura 43: Comprimento do cabo.

Y

M

50m 50m

A |

—45 0 45

Fonte: O Autor.
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Solucgao: Pelo fato do cabo estar suspenso pelas suas extremidades, sob acao do seu
proprio peso, a curva gerada representa uma catendria cujo vértice corresponde ao ponto

médio do cabo. Dai, sua equagao é do tipo
x
y(x) = k - cosh <E> +b— k.

Vimos que o comprimento da catenaria com extremidades em z = —45 e x = 45

L = 2k - senh (ﬁ) )
k
Como L = 100, temos

100 = 2k - senh (%) & k- senh (%) = 50.

Utilizando o recurso numérico de uma calculadora, obtemos que k = 56,01. Dai, fazendo

é dado por

b—k = «, a equacao do cabo fica

y(x) = 56,01 - cosh (ﬁ) +a

Como y(45) = 50, resulta

45
y(45) = 56,01 - cosh (M) +a=50%T7508—+a=50<a=—2508

Logo, o ponto médio do cabo é dado por

0
y(0) = 56,01 - cosh (M) — 25,08 = 56,01 -1 — 25,08 = 56,01 — 25,08 = 30, 93.

Ou seja, o ponto médio M do cabo esta a 30,93 pés acima do solo.

5.2 Velocidade das ondas do mar

As ondas maritimas sao resultado da interacao das forcas provocadas pelo vento
e pela gravidade. Se propagando sobre a superficie da dgua do mar com determinada
velocidade de propagagao. De acordo com Elmore e Heald (1985, p. 187), conforme
citado por [15, p. 61], A velocidade v de propagacao das ondas do mar é dada pela

gA 2md
=4/=— tgh| —
! \/27T 8 ()x )’

formula
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em que d representa a espessura da lamina de liquido, A o comprimento da onda e g a
intensidade da gravidade.
Note que se o comprimento de onda for maior ou igual a 2d, ou seja, A > 2d,

temos
2nd  2wd
— <

A T 2d

De acordo com [15, p. 40|, a funcdo tgh# é uma funcao estritamente crescente. Dali,

= T.

2
tgh (%d) < tghm = 0,996 = 1.

Portanto, a velocidade de propagacao da onda é, aproximadamente,

Essa equacao nos permite calcular a velocidade de propagacao das ondas maritimas ditas
"normais" em alto-mar, que apresentam uma espessura da lamina d’agua na ordem de
quilémetros e comprimento da onda na ordem de algumas centenas de metros. Assim,

por exemplo, se A = 250 m, temos

9,8-250
Vo s S 1975 m/s =19.75-3,6 Km/k = 71,1 Km/h.

Por outro lado, de acordo com [15, p. 62|, se o comprimento da onda é muito

1%

(Y

maior que a espessura da lamina do liquido (A > d), vale a aproximagcao

thQLd 2Ld
S Y N

gA 2md gA [ 27d —
= _— h _— _— —_— = .
! \/27T te < A ) \/277 A g

U%“\/w.

Desse modo, no caso do tsunams, que se apresenta como uma onda extremamente gigante,

I

Dali,

I

Logo,

onde seu comprimento é de até centenas de quildometros, e com comprimento de onda com
cerca de 5 Km, ou seja A > d, pode-se calcular sua velocidade de propagacao utilizando
a formula v = \/gd. Assim, a velocidade de propagacao de um tsunami é muito maior do

que a das ondas maritimas ditas normais, pois se d = 4000 m, por exemplo, tem-se

v 2 +/gd = +/9,8-4000 = 198 m/s = 198 - 3,6 Km/h = 711,8 Km/h.
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5.3 Polinémios de Fibonacci e Polinémios de Lucas

5.3.1 Funcgoes Hiperboélicas e Nimeros Complexos

Vimos que as funcoes hiperbolicas senh @ e coshf sao definidas de modo que
0 representa um nimero real. Porém, alguns problemas da Matematica e da Fisica,
requerem que essa definicao seja generalizada para as fungoes do tipo senh z e cosh z, de
modo que z representa um numero complexo da forma x + yi, sendo x,y nimeros reais
e i representa a y/—1, denominado de unidade imaginaria (veja [12, p. 38|). Assim, os
valores numéricos conhecidos de cosh @ e senh 6, se apresentam como um caso particular
quando 0 =z e y = 0, ou seja, z = 0.

Desse modo, os resultados obtidos para as funcoes hiperboélicas em que o angulo
hiperbolico ¢ 6 devem, se possivel, serem generalizados, com todas as consequéncias que
dai decorrem. Assim,

eF—e’* e +e*

senhz = ———— e coshz =
2 2

Definicao 11 Dado um nimero complexo z = x + yi, dizemos que z € um numero ima-
gindrio puro se, e somente se, t =0 ey # 0.
Proposicao 5.3.21 Se z é um ndmero imagindrio puro, ou seja z = yi, entao

senh(yi) =i seny e cosh(yi) = cosy.

Demonstracao: A demonstracao pode ser vista na referéncia [12, p. 41].

5.3.2 Polindmios de Fibonacci e Polinémios de Lucas

Os polindmios de Fibonacci e de Lucas sao sequéncias polinomiais definidas por
recorréncia. De modo que os polinomios de Fibonacci sao definidos pela relacao de recor-

réncia

1, se n=1
Fo.(z)= ¢ =, se n=2
xF,_1(x) + F,_2(z), se n>2

Em que F,(x) representa o termo geral dessa sequéncia polinomial. Ja os polinémios de

Lucas sao definidos por

x, se n=1
Ly(z) =< 2*+2, se n=2
xL, 1(z)+ L, _o(x), se n>2
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Sendo L, (x) o termo geral dos polinomios de Lucas.
Note que os polindémios de Fibonacci se apresentam como uma generalizacao da

sequéncia de Fibonacci, pois fazendo z = 1 temos
Fi(l)=1, Fb(1) =1, F3(z) =1-F1()+F(1) =14+1=2, ..., F,(1) = F,,_1(1)+F,_2(1).

A tabela a seguir apresenta os seis primeiros termos dos polinémios de Fibonacci

e de Lucas
1 1 x
2 T z? + 2
3 2+ 1 x3 + 3z
4 3+ 21 xt + 42? + 2
51 2t +322+1 2 + 523 + b
6 | 25+ 42° + 3z | 2% + 62* + 92% + 2

Pode-se mostrar por inducao matemaética que o termo geral de cada uma dessas sequéncias

podem ser representados pelas expressoes

e Ln(z) = a(z)" + B(x)", (5.9)

onde a(z) e B(z) sao as solugoes (em t) da equagio caracteristica ¢ + 2t — 1 = 0 das
recorréncias Fy,(z) — xF,_1(x) — F,_2(x) =0e L,(z) — xL,_1(x) — L,—2(x) = 0, respec-
tivamente, ou seja,

alx) = H#M e f(z) = %M (5.10)

Fazendo z = 2senhz, resulta que Va2 +4 = /(2senhz)2+4 = V4senh?z +4 =
2v/senh?z +1 = 2Vcosh? z = 2coshz. Dai, substituindo os valores de z e V22 + 4

nas identidades em (5.10), temos

B T +Vr2+4 B 2senh z + 2 cosh z

a(x) 5 5 = senh z 4 cosh z = ¢*
e
r—+va?2+4 2senhz—2coshz .
Bx) = 5 = 5 =senhz — coshz = —e™°.
Substituindo «(z) = e* e f(x) = —e~* nas identidades em (5.9), temos
Fn(x) _ Oé(l‘)n _ 5(1’)” B enz _ (_1)ne—nz

a(z) — pz) e* +e?
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L,(z)=a(x)"+ B(z)" =" + (—=1)"e ™.
Desse modo,

62nz _ (_1)2n6—2nz e2nz _ e—2nz _ (e2nz _ e—2nz)/2 B senh(2nz) '

F n pu— pu— pu— =
¢ Fonla) e+ e e +e? (e* +e7%)/2 cosh z
e(2n+1)z _ (_1)2n+16—(2n+1)z €(2n+1)z + e—(2n+1)z (e(2n+1)z + 6—(2n+1)z)/2
° F2n+1(17) = — = — = — ==
e +e? e +e? (e* +e7%)/2
cosh ((2n +1)z)
cosh z

2nz —2nz
o Lo(x) =™ + (—=1)%e 2" = 2% 4 72" =2 (—e +2€ ) = 2 cosh(2nz);

(2n+1)z_,—(2n+1)z _ 9 (6(2n+1)z . 6(2n+1)z) _
2

=€

° L2n+1 — 6(271—&-1)24_(_1)2n-|—16—(2n-|—1)z

2senh ((2n+1)z).

Logo,
senh(2nz)
¢ Fonlw) = coshz
cosh ((2n + 1)z)
¢ Fonna(@) = cosh z ;

e Ly, (x) =2cosh(2nz);
o Lopi1 =2senh ((2n+1)z).

Como vimos anteriormente, cada termo da sequéncia polinomial de Fibonacci ou
de Lucas corresponde a um polinémio, sendo que o enésimo termo da sequéncia polinomial
de Fibonacci possui grau n — 1, enquanto que o enésimo termo da sequéncia polinomial
de Lucas possui grau n. Assim, podemos escrever os termos gerais F,(x) e L,(z) como

um produto de fatores do grau 1 sob a forma

Fux)=(x—r))-(x—ry) ... - (x —rp_1)
e

Ly(z)=(x—s1) (x—82) ... (z — spn),
em que, ri, ra, ..., Tp_1 € S1, S2, ..., Sp SA0, respectivamente, as raizes de F,(x) e
L,(x).

Desse modo, se quisermos determinar o Fy(z), por exemplo, basta encontrar as
trés raizes do polinomio de grau 3 correspondente ao Fy(x), que sdo: 0, —iv2 e +iv/2,
pois

Fy(z) = (z = 0)- (z — (=iV2)) - (z —iV/2) = 2® + 2.
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Assim, para obtermos as raizes da equacao polinomial de um termo qualquer,
basta fazer seu termo geral igual a zero, Ou seja, F,(z) = 0 ou L,(x) = 0.

Sendo z = x + i, resulta da definicao de funcoes hiperbolicas que para todo x
real, senhz = 0 se, e somente se, v = 0. Dai, se x = 0, temos senh z = senh(0 + yi) = 0
se, e somente se, senhyi = iseny = 0 e coshz = cosh(0 + yi) = 0 se, e somente se,
coshyi = cosy = 0 (Proposigao 4.3.21). Desse modo, podemos encontrar os nimeros

complexos necessarios e suficientes para que F,(x) e L, (x) sejam nulos.

Exemplo 9 Fazendo Fy,(x) =0, temos

senh 2nz

cosh z

Como coshz # 0, temos senh2nz = 0, o que implica que sen2ny = 0 e cosy # 0.
Como sen2ny = 0, resulta que 2ny = kmw, onde z = yi. Ora, para obtermos o termo
geral de Fy,(x) tomamos x = 2senh z, logo, x = 2senhyi = 2iseny = 2isenkr/2n. Ou
seja, os numeros complexos necessdrios e suficientes para que Fo,(x) = 0 sao do tipo
r = 42isenkn/2n, com k=0,1, 2, 3,...,n— 1.

Assim, em particular, se quisermos determinar o Fg(z), basta notar que Fg(x) =
Fys3(x), isto é, n = 3 e as solugdes para que tenhamos Fg(x) = 0 sdo do tipo v =
+2isen km /6, com k=0, 1, 2. Daf,

e k=0= 1 =+2isen07/6 = £2isen0 = 0;
e k=1=0==2isenln/6 =+2i-1/2 = +i;
e k=2=1==42isen2n/6 = +2isen7/3 = +2i - /3/2 = +i\/3.

Como Fy(z) é um polinémio de grau 5, podemos escreve-lo do sequinte modo
Fs(z) = (2 — 0)(x — i) (z 4 i) (z + iv3) (z — iV/3),

onde 0, +i —1i, ,iv/3 e—iV/3 sdo as raizes do polinémio Fg(x). Portanto,

Fo(z) = x(2* + 1)(2* + 3) = 2° + 42° + 3.

Para Fy,y1(x) =0,
cosh(2n + 1)z
it Sl A
cosh z

O que implica que cosh(2n + 1)z = 0, jd que coshz # 0. Ou seja, cosh(2n + 1)yi =
cos(2n 4+ 1)y =0, com cosy # 0. Dai, (2n+ 1)y = (2k + 1)7/2, desse modo,
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Como x = 2senh z, temos

2k +1
T = :|:2isen( +

2n—|—1> -z, comk=0,1,2 .., n—1.

2

Analogamente, fazendo r = 2senh z, também podemos encontrar as solugoes para

0s polinémios de Lucas:

2k + 1
o L2n(x):0:>x:i-2isen( + )g, comk=0,1, 2, ... n—1
n
o Loy1(z) =0= 2 ==+2isen (an—l)’ comk=0,1,2, ... n—1



CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho pretendeu realizar um estudo sobre as funcoes hiperbolicas a partir
de uma abordagem geométrica sobre a hipérbole. A fim de cumprir esse objetivo, defini-
mos a hipérbole xy = k, a rotacao hiperbolica, e fizemos uma interpretacao geométrica
para o logaritmo natural. A partir dai, foram definidos o setor hiperbdlico, o angulo
hiperbolico e, logo em seguida, as funcoes hiperbolicas. Para finalizar, como forma de jus-
tificar esse estudo, foi realizada uma abordagem sobre algumas das principais aplicacoes
das func¢oes hiperbolicas.

A abordagem ¢é feita com uma linguagem simples e acessivel para cada tipo de
leitor, seja ele um aluno do ensino médio ou que esteja cursando uma graduacao. Diante
disso, este trabalho atinge seu objetivo, servindo como material de apoio para professores
do Ensino Médio que desejam apresentar esse conteiido para seus alunos em sala de aula,
e para estudantes que estao ingressando em um curso de graduacao. Desse modo, como
este material ¢ destinado a esse piblico especifico, sugerimos as referéncias [4], [16] e [17]

para leitores que desejam aprofundar seus conhecimentos acerca desse tema.
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