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RESUMO

A Astronomia € a ciéncia natural que estuda os corpos celestes e os fendmenos que neles ocorrem.
Como ocorre em outras ciéncias, por exemplo na Matemética, na Astronomia € comum um certo
distanciamento do cotidiano dos estudantes. Os conhecimentos e priticas na Astronomia tiveram
sua origem desde as primeiras civilizagdes, perpassando por diversas etapas de evolug¢do, com
isso houve uma aproximagao com outras dreas, especialmente a Matemdtica. Para a compreensao
de aspectos astronOmicos como distancias e tamanhos relativos de astros, bem como as Orbitas
dos planetas, os estudiosos da antiguidade j4 utilizavam resultados matematicos, especialmente
da Geometria, como a semelhanca de tridngulos e propriedades da elipse. Dada a relacao
existente entre as duas ciéncias, buscamos neste trabalho evidenciar aspectos matematicos
que influenciaram na evolucao da Astronomia. Nessa pesquisa apresentamos como produto
educacional uma sequéncia didatica baseada na Engenharia Didatica. As atividade sugeridas
podem ser aplicadas em sala de aula como forma de fomentar a interdisciplinaridade e a
curiosidade dos estudantes tanto em Matemadtica, quanto em Astronomia. Por fim, esperamos
que o trabalho contribua positivamente no ensino de Matematica e de ciéncias, de modo a tornar

as aulas mais atraentes e participativas aos estudantes.

Palavras-chave: Astronomia. Engenharia Diddtica. Matemadtica. Sequéncia Didética.
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ABSTRACT

Astronomy is the natural science that studies celestial bodies and the phenomena that occur in
them. As in other sciences, for example in mathematics, in Astronomy, a certain distance from
the daily life of students is common. The knowledge and practices in Astronomy had their origin
since the first civilizations, passing through different stages of evolution, with this there was an
approximation with other areas, especially Mathematics. To understand astronomical aspects
such as distances and relative sizes of stars, as well as the orbits of the planets, scholars of
antiquity already used mathematical results, especially geometry, like the similarity of triangles
and ellipse properties. Given the relationship between the two sciences, we sought in this
work to highlight mathematical aspects that influenced the evolution of Astronomy. In this
research we present as an educational product a didactic sequence based on Didactic Engineering.
The suggested activities can be applied in the classroom as a way to foster interdisciplinarity
and students’ curiosity both in Mathematics, as in astronomy. Lastly, we hope that the work
contributes positively to the teaching of Mathematics and Science, in order to make classes more

attractive and participatory to students.

Keywords: Astronomy. Didactic Engineering. Following Teaching. Math.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A Astronomia € a ci€ncia natural que se ocupa do estudo dos corpos celestes e fendmenos
que tém origem fora da Terra. Para isso, faz uso de conceitos mateméticos aplicados a Fisica
e a Quimica. Nessa perspectiva, estuda a formacao, desenvolvimento e movimento dos astros;
colocando-se como um dos ramos mais fascinantes e importantes para responder questionamentos
relacionados a vida no universo.

No ensino das Ciéncias Naturais existe uma espécie de distanciamento entre os conceitos
tedricos e a realidade [[1]. Isso se deve, muitas vezes, a fragilidades decorridas de conceitos
matemdticos que ndo foram bem desenvolvidos. Ao estudar conceitos bdsicos de ciéncias, muito
proximos da realidade cotidiana, percebe-se certas deficiéncias e falta de relacao dessas ideias
com 0s respectivos conceitos matemaéticos aplicados [2].

Embora o estudo dos fendmenos astrondmicos ocorra a partir da conceituagao e coleta
de informacgdes, desde os primérdios os cientistas se valiam de aplicagdes matematicas, mais
especificamente da Geometria, para estimar ou calcular distincias e o tamanho dos astros.
Na atualidade nao é diferente. A aplicabilidade da Matematica na astronomia € um artificio
para grandes descobertas. Entre elas, novas galdxias e sistemas planetdrios ou na previsao de
fendmenos celestes.

A Matematica e a Astronomia sdo duas ciéncias marcantes na evolucdo da humanidade,
tendo ao longo da Histéria motivado grandes descobertas e inspirado a curiosidade humana [3]].
A Astronomia, muitas vezes, sendo a aplicacdo direta da Matemadtica, uma ci€ncia que apresenta
diversificadas caracteristicas que torna, as vezes, dificil a sua compreensdo. Por conta disso, as
pessoas apresentam duvidas e resisténcia em desenvolver alguns de seus conceitos e aplicagdes,
levando a um distanciamento e aversdo em aprendé-la [4]].

Por outro lado, o Mestrado Profissional em Matematica em rede Nacional - Profmat € um
programa que busca aprimorar a formac¢do dos professores, o que melhora o ensino na Educacao
Basica, o que torna as aulas mais atrativas e dinamicas aos estudantes. A busca por motivacao no
ensino de Matematica pode se dar por diferentes maneiras, entre elas estd a aplicacdo em outras
ciéncias, no caso a Astronomia, que desperte a curiosidade do estudante, sendo uma grande fonte

de informacdo a ser explorada.
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Capitulo 1: Introdugdo

Desse modo, o presente trabalho tem como objetivo evidenciar a importancia de con-
ceitos matematicos no desenvolvimento da Astronomia. Para isso, iremos apresentar conceitos
preliminares de Matematica e de Astronomia; evidenciar descobertas e resultados alcangados
na antiguidade; expor os procedimentos aplicados pelos gregos antigos Aristarco, Eratdstenes
e Hiparco no célculo de distancias relativas e tamanho dos astros: Terra, Lua e Sol; apresentar
procedimentos matematicos utilizados por Newton na dedugdo das Leis de Kepler; propor uma
sequéncia didatica, baseada na engenharia didética, que explore conceitos mateméticos aplicados
a Astronomia.

A pesquisa se deu por meio de abordagem bibliografica de coleta e mineragdo de dados.
As informacdes foram coletadas em documentos como artigos e livros, em portais renomados no
meio académico e em sites internacionais como o site da Administracdo Nacional da Aerondutica
e do Espaco (National Aeronautics and Space Administration - NASA). Além disso, possui
uma abordagem descritiva qualitativa, que tem por objetivo explicar a relagdo entre as varidveis.
Nesse tipo de pesquisa, o pesquisador nao interfere nos fatos, mas sim se limita a: observa-los,
explica-los, analisa-los e interpreté-los [S]].

Dentre as referéncias analisadas, foram selecionadas as que mais se adequaram aos
objetos de estudo do trabalho ora apresentado. Para a realizacdo da pesquisa ainda exploramos
a Histéria da Matematica e da Astronomia como fonte de informacdes. De acordo com [6] é
importante a exploracdo de fontes histdricas no ensino, pois estas possibilitam situar os estudantes
na sequencia temporal dos fatos, bem como nos contextos individuais e sociais.

O trabalho serd estruturado da seguinte forma:

O Capitulo [1| € a presente Introducdo, que apresenta a justificativa, os objetivos € a
estrutura do trabalho.

Ja no Capitulo 2] temos os conceitos matemdticos pré-requisitos para o estudo da Astro-
nomia; entre eles congruéncia e semelhanca de tridngulos, retas coplanares, circunferéncia e
circulo, trigonometria no tridngulo retangulo e elementos de elipse.

No Capitulo [3] expomos alguns conceitos basicos de Astronomia; entre eles universo,
galédxia, planeta, bem como distancias astronOmicas e unidade astronomica.

O Capitulo |4} traz aspectos histdricos da Astronomia, destacando desde os primérdios da
Europa, China, Egito e Grécia Antiga; como também as descobertas da Idade Média.

Ja no Capitulo[3] apresentamos os procedimentos utilizados por Aristarco, Eratdstenes
e Hiparco, no cdlculo de distancia e tamanhos relativos entre Terra, Sol e Lua. Para isso,
descrevemos o passo a passo € os resultados encontrados na época.

O Capitulo [6] descreve como Isaac Newton deduziu as Leis de Kepler por meio de
elementos da elipse: drea, perimetro e comprimentos de suas cordas.

O Capitulo [/} refere-se a uma proposta de sequéncia didatica, que teve motivacao nas
descobertas apresentadas nos capitulos anteriores do trabalho, especialmente nos Capitulos 3,
4,5 e 6. A sequéncia de atividades se justifica diante da proposta do Profmat, que entre outras

coisas, traz sequéncias diddticas como possiveis produtos educacionais resultante de Trabalhos
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de Conclusao de Curso.

Tais atividades serdo baseadas na Engenharia Diddtica, que ocupa-se em estudar processos
de ensino-aprendizagem e tem como principal caracteristica o carater experimental empirico.
Assim, sdo apresentados os passos que possibilitem ao professor e aos estudantes explorarem
conceitos da Matemadtica e da Astronomia, numa perspectiva interdisciplinar.

Os conceitos explorados nas sugestdes de atividades sdo relacionados aos resultados mos-
trados durante o corpo do trabalho. Entre os temas explorados podemos destacar a semelhanca
de tridngulos e proporcionalidade para célculo de distancias relativas e tamanhos da Terra, Sol e
Lua; exploracao das propriedades da elipse nas Leis de Kepler, usadas por Newton; e aspectos
histéricos que interliguem a Matemdtica e a Astronomia.

Por fim, no Capitulo [§] temos as Consideragdes Finais, onde concluimos que os conheci-
mentos matemdticos podem e devem ser trabalhados juntamente a outras dreas, em particular da
Astronomia.

No Apéndice [A] trazemos algumas perspectivas para o futuro acerca da Astronomia,
como a evolugdo dos observatorios e telescopios, emissdo de sinais e vida extraterrestre, € a
colonizacdo e exploracdo do universo pelo ser humano.

Por fim, ao analisarmos o trabalho em sua conjuntura geral € possivel apontar sua rele-
vancia tanto para no aspecto de aplicacdo em sala de aula, no caso da sequéncia didética, quanto
como fonte de consulta, nas demais etapas, dada a diversidade e relevancia das informagdes

expostas.
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Capitulo 2

CONCEITOS MATEMATICOS
PRELIMINARES AO ESTUDO DA
ASTRONOMIA

Neste capitulo apresentamos conceitos matematicos importantes na constru¢do dos
capitulos seguintes do presente trabalho; entre os quais: congruéncia e semelhanga de tridngulos,
angulos entre retas e na circunferéncia, trigonometria no triangulo retangulo e propriedades da
elipse. Para isso, nos baseamos nas seguintes bibliografias: [[7], [8], [9], [LO], [11], [12], [13],
[14] e [15].

2.1 Postulados e conceitos iniciais de Geometria Euclidiana

Os conceitos abordados nesta secao servem de base para constru¢ao de resultados apre-
sentados nas secdes a frente, como no caso do estudo de angulos entre retas paralelas com uma

transversal, que se estuda na Segdo [2.3]

Postulado 1 (Postulado de Determinacao). Dois pontos distintos determinam uma e somente

uma reta passando por eles.

Figura 2.1: Reta determinada pelos pontos distintos A e B.

A B

Fonte: Adaptado de [7].

Assim, dois pontos distintos A e B determinam a reta que chamamos de r e que repre-

sentamos por fﬁ . Desse modo

(A#B,Aer,Ber)jT:ﬁ.
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Ao dizermos que duas retas sdo coincidentes, equivale dizer uma tnica reta.

2.1.1 Segmentos de Reta

Sejam A e B dois pontos distintos, chamamos de segmento de reta a reunido do conjunto
desses dois pontos com o conjunto dos pontos que estdo entre eles.

Se A # B, o segmento de reta cujas extremidades sdo os pontos A e B € representado
por AB. Seja X um ponto entre A e B, conforme a Figura[2.2]

Figura 2.2: Segmento de extremidades A e B.
A X B A B

Fonte: Adaptado de [7].

Assim,
AB ={A,B}U{X|X estientre Ae B}.

Usaremos AB para indicar o comprimento de AB.
Se os pontos A e B coincidem (A = B), entdo dizemos que AB é um segmento nulo e
AB =0.

2.1.2 Semirreta

Sejam A e B dois pontos distintos, chamamos de semirreta a reunidao do segmento AB
com conjunto dos pontos X de modo que B estd entre A e X, representamos por /@ .
Na Figura o ponto A € a origem de f@ :

Figura 2.3: Semirreta de origem A.
A B X r

>
-

Fonte: Adaptado de [7].

Assim,
AB = ABU {X|Bestientre Ae X}.

Postulado 2 (Postulado do transporte de segmentos). Seja AB um segmento e uma semirreta
de origem A', conforme a Figura existe sobre esta semirreta um tinico ponto B’ de modo

que A'B' e AB possuem o mesmo comprimento.

Figura 2.4: Transporte do segmento AB.
A B

A/

B/
Fonte: Adaptado de [[7].
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2.1.3 Angulos

A N o . OAeOD .
Chamamos de angulo a reunido de duas semirretas OA e OB com a mesma origem O,

que ndo estdo contidas numa mesma reta.

Figura 2.5: Angulo de vértice O.
A

B
Fonte: Adaptado de [7]].

Representamos por

~ O z 7 t- .
A0B = OA U O@, onde: © 0 vertee; €
OA e OB sao os lados do angulo.

Observacio: Sejam AOB e A'O'B' dois angulos, conforme a Figuraﬁ Entao existe

uma relagcdo de equivaléncia entre eles de modo que é possivel comparar e soma-los.

Figura 2.6: Angulos de vértice O e O'.
A A’

B B’
Fonte: Adaptado de [7].

~ —
Postulado 3. Sejam o dngulo AOB e uma semirreta O’ A’ de um plano. Existe sobre este plano,

e em um dos semiplanos que O' A’ permite determinar, uma tinica semirreta O' B' que forma
H o~ ~
com O' A" um dngulo A'O' B’ que possui a mesma medida de AO B, conforme a Figura

Figura 2.7: Transporte do angulo AOB.
B/

B

O/

A/
A
Fonte: Adaptado de [[7].

23
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Ao considerarmos a posicdo das semirretas passando por um ponto, podemos definir

alguns tipos especiais de angulos. Considere a Figura[2.8] a seguir:

Figura 2.8: Angulos de mesmo vértice.
C B

Fonte: Adaptado de [7].

Na Figura[2.8] temos que:

i) AOC e BOD sio chamados de opostos pelo vértice, pois sdo formados por dois

pares de semirretas opostas;

ii) A@B, assim como COD, é chamado de angulo raso, pois é formado por duas

semirretas opostas, sua medida é 180°;

iii) AOC e COB sio ditos suplementares, pois a soma destes resulta em um angulo
raso: o+ = 180° = B + .

Proposicao 1. Se dois angulos o e B sdo opostos pelo vértice, entdo eles possuem a mesma

medida.

Demonstracao: Consideremos os angulos opostos pelo vértice AOC = ae BOD = B,eo
angulo BOC = 7, representados na Figura Teremos que

o+ = 180°

B4y = 180° == a+y=0+y=a=p0.

2.2 Congruéncia de triangulos

Nesta se¢do abordamos o conceito de congruéncia de tridngulos e seus respectivos casos.

Tal assunto ¢ aplicado diretamente na deducdo da Segunda Lei de Kepler no Capitulo [ Secao

6.1} Teorema[I5]

Dados dois tridngulos quaisquer, dizemos que estes sd0 congruentes se existe uma

correspondéncia biunivoca entre vértices do primeiro e do segundo tridngulo, tal que
i) os angulos internos em vértices correspondentes possuem mesma medida;

ii) os lados opostos aos vértices correspondentes também possuem mesma medida.
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Figura 2.9: Triangulos congruentes.

Fonte: Adaptado de [8].
Na Figura2.9] temos que os tridngulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes, indica-se
AABC = AA'B'C;

o simbolo “=" lé-se congruente.

A correspondéncia vértice a vértice é

A< A, B+ B C,+ (.

Desse modo, temos

assim como

AB=A'B, AC = AC", BC = B'C".

2.2.1 Casos de congruéncia de triangulos

Existem trés possiveis casos que garantem a congruéncia entre dois tridngulos. Estes

casos podem ser detalhados a seguir:

Postulado 4 (caso LAL). Dados dois tridngulos ABC e A'B'C’, se estes tridngulos possuem
dois pares de lados correspondentes vértice a vértice iguais e o par de dngulos entre esses dois

pares de lados iguais também iguais, entdo os tridngulos sdo congruentes.
Figura 2.10: Triangulos congruentes, caso LAL.
B/
B
c A v

Fonte: Adaptado de [8].
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Conforme a Figura[2.10] temos que

AB = A'B’
AC = AC" 5y = AABC = AA'B'C'.
BAC = B'A'C’

Exemplo 1. Consideremos os tridngulos ABC' e EFG, representados na Figura

Figura 2.11: Tridngulos congruentes, exemplo do caso LAL.

B D
dem_ 7 108°
5cm
A 5cm
108° 3cm
C
FE

Fonte: O autor.
Conforme a Figura[2.11] temos que:

AB = EF = 3cm
BC =DE =5cm y = AABC = ADEF.
ABC = DEF = 108°

Proposicao 2 (caso ALA). Dados dois tridngulos ABC e A'B'C", se estes tridngulos possuem
dois pares de angulos correspondentes vértice a vértice iguais e o par de lados entre esses dois

pares dngulos iguais também iguais, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Figura 2.12: Tridngulos congruentes, caso ALA.

Py

Fonte: Adaptado de [8

Conforme a Figura[2.12] temos que:

AB = A'B
BAC = BAC' Y — AABC = AA'B'C'.
ABC = A'B'C’

Demonstracao: Consultar [7, p. 39, 2° de caso de congruéncia: ALA].
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Exemplo 2. Consideremos os tridngulos ABC e EFG, representados na Figura

Figura 2.13: Tridngulos congruentes, exemplo do caso ALA.
C

45°
3cm 44° 3cm
45°
44°
Fonte: O autor.
Conforme a Figura[2.13] temos que:

BC = EF = 3cm
ABC = DEF = 44° % — AABC = ADEF.
ACB = DFE = 45°

Proposicao 3 (caso LLL). Dados dois tridngulos ABC e A’B'C', se estes tridngulos possuem

trés pares de lados correspondentes vértice a vértice iguais, entdo os triangulos sdo congruentes.

Figura 2.14: Triangulos congruentes, caso LLL.

Fonte: Adaptado de [8].

Conforme a Figura|2.14] temos que

AB = A'B’
AC = AC" y» = AABC = AA'B'C’.
BC = B'C"

Demonstracao: Consultar [[7, p. 41, 3° caso de congruéncia: LLL].

Exemplo 3. Consideremos os tridngulos ABC' e EFG, representados na Figura
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Capitulo 2: Conceitos matematicos preliminares ao estudo da Astronomia

Figura 2.15: Triangulos congruentes, exemplo do caso LLL.
D

10cm

14 cm FE

12 cm' 12cm
14 cm

10cm

A F
Fonte: O autor.

Conforme a Figura[2.15] temos que:

AB =DE =10cm
BC = EF =14cm » = AABC = ADEF.
AC = DF = 12¢cm

2.2.2 Existéncia do ponto Médio

Seja AB segmento de reta, a partir dos Postulados 2| e 3| podemos construir
CAB = DBAe AC = DB,

onde C' e D estdo em semiplanos opostos em relacio a jﬁ , conforme a Figura

Figura 2.16: Ponto médio a partir do segmento AB.
Clye B

Fonte: Adaptado de [7].

Na Figura[2.16] o ponto M representa a intersec¢do dos segmentos AB e C'D, ou seja,
CDNAB={M}.

O que resulta na sequéncia de congruéncias de tridngulos:
v ACAB = ADBA (Caso LAL, AB é comum);
v ACAD = ADBC (Caso ALA, com soma de angulos ou pelo caso LLL);
vV AAMD = ABMC (Caso ALA).
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Da tltima congruéncia decorre que AM = BM, ou seja, M é o ponto médio de AB.

Teorema 1. Em qualquer tridngulo ABC, a medida de cada dngulo externo o é sempre maior

que as medidas dos dngulos internos ndo adjacentes a c.

Figura 2.17: Angulo externo ACX.
A

B

¢ A X
B C
Fonte: Adaptado de [8].

Demonstracao: Considerando a Figura , sejam M o ponto médio de AC' e os angulos

~ ~ p— _ _
v = ACB e A\ = B'CX. Prologuemos BM até o ponto B’, de modo que BM = MB'e
tracemos os segmentos AB’ e C'B’, conforme a Figura

Figura 2.18: Angulo externo ACX projecdo B'.
Ag LB

Fonte: Adaptado de [8].

Consideremos os tridngulos AM B e CM B’. Note que

AM = MO, BM = MB e AMB = CMB'.
Desse modo, pelo caso L AL, Postulado E],
AAMB = ACMDB'.

Assim
A= BCM = BAM = 3,

desse modo,
a=A+7>\=0,

29



Capitulo 2: Conceitos matematicos preliminares ao estudo da Astronomia

portanto,
XCA > B'CA=BCM = BAM = BAC.

Para o angulo ABC = ¢, seja M’ o ponto médio de BC.

Figura 2.19: Angulo externo AC X projecdo A'.
A

. A /
Fonte: Adaptado de [8].

Prologuemos AM' até o ponto A’, de modo que AM’ = M'A’ e tracemos 0s segmentos
N ~ Iy
BA’e CA'. Seja ainda Y um ponto de A’C' e os dngulos v = ACY e A = YCX, conforme a

Figura[2.19

Consideremos os tridngulos AM’'B e CM'A’. Note que

AM' = M'C,AM = M'A'e AM'B = CM'A'.
Desse modo, pelo caso L AL, Postulado @,

ABM'A=ACM'A’.

Assim
¢ =ABM' = ACM' = ),
desse modo,
a=A+v>A=0,
portanto,

XCA>XCOY = ACM' = ABM'.
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2.3 Paralelismo

Nesta secdo apresentamos o conceito de paralelismo e alguns resultados diretamente
aplicados no Capitulo [5] se¢do[5.2] na qual Eratdstenes explica a circunferéncia do planeta Terra.
Duas retas r e s, pertencentes ao mesmo plano, sdo ditas paralelas quando, pelo menos,

uma das seguintes condicdes € satisfeita:

i) as retas sdo coincidentes ou iguais;

ii) as retas ndo possuem ponto em comum.

Notagdo: r // s.

Figura 2.20: Retas paralelas.

=

Fonte: Adaptado de [7].

Postulado 5. Por um ponto A passa uma iinica reta s paralela a uma reta r dada.

Duas retas distintas r e s, pertencentes a um mesmo plano, possuem um tnico ponto em

comum sio ditas concorrentes.

Figura 2.21: Retas concorrentes.

A

Fonte: Adaptado de [7].

Na Figura[2.21] as retas r e s sdo concorrentes no ponto A.
Se tomarmos duas retas distintas r e s, coplanares, paralelas ou ndo, e ¢ uma reta

concorrente com r e s, dizemos que ¢ € uma reta transversal de r e s, conforme a Figura[2.22]

Figura 2.22: Reta transversal.
/T

/
Fonte: Adaptado de [[7].
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2.3.1 Angulos formados por duas retas distintas e uma transversal

Postulado 6 (Euclides). Se uma reta, ao cortar outras duas, forma dngulos internos, no mesmo
lado, cuja soma é menor do que dois dngulos retos, entdo estas duas retas encontrar-se-ao no

lado onde estdo os angulos cuja soma é menor do que dois dngulos retos.

Dadas num plano as retas r, s e t, com ¢ transversal a r e s, sejam A e B os pontos de

interseccdo de ¢ com 7 e s, respectivamente, conforme a Figura [2.23]

Figura 2.23: Angulos formados por duas retas distintas e uma transversal.

Fonte: Adaptado de [8].

Na Figura[2.23] definimos que:

i) a e f( sdo alternos internos;

ii) a e vy sdo ditos colaterais internos.

Corolario 1. A partir da Figura temos que:
r//sea=p<a+y=180°".

Demonstracao: Consultar [7, p. 61-64, construcdo da paralela].

Agora consideremos o caso em que 7 // s, conforme a Figura

Figura 2.24: Angulos formados por duas retas paralelas distintas e uma transversal.
t

Fonte: Adaptado de [8].
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Na Figura[2.24] definimos que:

i) a e [ sdo alternos internos, o = [3;
ii) a e vy sdo ditos colaterais internos;

iii) « e A sdo ditos correspondentes.

Proposiciio 4 (Angulos Correspondentes). A partir da Figura temos que:
r/]s=a=A\
Demonstracao: Pelo Coroldrio I}, temos que
a=pef+y=180°.

Desse modo, temos

o+ = 180°, @.1)
note também que:
A+ v = 180°. (2.2)
De (2.1) e (2.2)), temos
a+7y=180°=A+7 = a=A\ (2.3)

Portanto, angulos correspondentes possuem a mesma medida.

2.4 Segmentos comensuraveis e incomensuraveis

De inicio, consideremos um segmento de reta AB. Para medi-lo adotaremos uma unidade

padrdo u denominada segmento unitario, representada na Figura[2.23]

Figura 2.25: Segmento unitério u.

u
S

Fonte: O autor.

Por defini¢do, a medida de u vale 1. Consideremos n — 1 pontos interiores a AB que o
decompde em n segmentos justapostos, entdo a medida de AB serd igual a soma das medidas

desses n segmentos, conforme a Figura [2.26]
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Figura 2.26: Segmento AB dividido em n segmentos.

| | | | | | | } } | | | | | | |
< n — 1 pontos >

Fonte: O autor.

Se estes segmentos interiores 2 AB possuem todos a mesma medida v = 1, entao dizemos
que um segmento C'D de comprimento u = 1 cabe n vezes em AB. Desse modo, a medida de

AB que representaremos por AB, serd igual a:
AB=n-u=n-1=n.

Pode ocorrer de o segmento C'D ndo caber uma quantidade exata de vezes em AB.
Se isso ocorre AB ndo serd um numero natural, mas sim um numero fraciondrio. Para isso,

procuramos um pequeno segmento w que caiba n vezes em C'D e m vezes em AB, conforme a

Figura

Figura 2.27: Segmentos AB e C'D multiplos de w.

A B
PO ey e e W W
< m segmentos >
C D
\w\w\w\w}w\--- L wo,ow o w o, wo wo
- n segmentos >

Fonte: O autor.

Desse modo, observa-se que a medida de w cabe uma quantidade inteira n de vezes em
C'D e uma quantidade inteira m de vezes em AB, em que CD = u e AB = n. Sempre que
for possivel decompor as medidas dos dois segmentos, AB e C'D, em um segmento menor w,
dizemos que AB e C'D sdo comensurdveis, caso contrario dizemos que sao incomensurdveis.

Em outras palavras, se a razdo entre AB = ne CD = u resulta em nimero racional,
entdo esses segmentos sdo ditos comensurdveis, ou seja,

A8 mw

CD nw

— AB e CD sao comensurdveis,

m
n
emque m,n € Z,;n # 0.

Exemplo 4. Consideremos o retingulo ABCD de base AB = Scm e altura BC = 4cm,
representado na Figura[2.28]
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Figura 2.28: Retangulo ABC'D.

D C
4 cm
A 8 cm B

Fonte: O autor.

Note que pelo Teorema de Pitdgoras podemos determinar o comprimento da diagonal
AC do retangulo ABC D, de fato,

AC” =82 4+ 42 — AC = 4V/5cm.
Desse modo, temos

BC 4 1 .
- € Q = BC(C e AB sio comensurdveis;

AB  8cm 2
AC 45 5) -
— = vem = £ ¢ Q = AC e AB sio incomensurdvelis;
AB 8 cm 2
AC 45 .
— = viem =V5¢Q = AC e BC sio incomensurdveis.
BC 4 cm

2.5 Proporcionalidade e Teorema de Tales

Esta secdo serve de base para constru¢do de resultados apresentados nas secdes a frente,

como no caso do estudo semelhanca de Tridngulos, que se estuda na Secao

Teorema 2 (Teorema de Tales). Sejam duas retas r e s, transversais a um feixe de retas paralelas

entre si. Consideremos dois segmentos AB e C'D sobre r e os segmentos correspondentes A' B’
e C'D’ sobre s. Teremos que

B _aw
CD C'D

Demonstracao: Inicialmente devemos considerar dois casos:

i) AB e CD sao comensuraveis;

ii) AB e C'D nao sdo comensuraveis.

Se o primeiro ocorre, significa que existe z que € submdltiplo racional de AB e C'D.
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Figura 2.29: Representacdo geométrica do Teorema: caso 1.

Fonte: Adaptado de [7]].

Dessa forma, temos
AB=1p- AB :
oz px}i::u:p. (2.4)

Ao conduzirmos retas do feixe pelos pontos de divisao dos segmentos AB e C'D, con-

forme a Figura[2.29] temos:

= (2.5)

AB =p-2 A'B’ o
p-x :>AB _px g
C'D'=q-2 C'D p-xt g
De (2.4) e (2.3), temos

E_p_A’B':AB_A/B’
CD q C'D cD CD

Para o caso ii), em que AB e C'D nio sdo comensurdveis, temos que nio existe um
segmento que é submultiplo comum de ABe C'D.
De inicio, iremos considerar um segmento y submiltiplo de C'D, ou seja, y cabe um

certo numero inteiro n de vezes em C' D:

CD=n-y. (2.6)
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Figura 2.30: Representacdo geométrica do Teorema: caso II.

Fonte: Adaptado de [7].

Como AB e C'D sdo incomensurdveis, marcarmos sucessivamente y em AB, para um

certo numero inteiro m de vezes, de modo que
m-y<AB<(m+1)-y (2.7)

De (2.6) e (2.7), temos que

. :CD: . . MR .
n-y y-n :>my<AB<(m—|—1)y
m-y<AB<(m+1)-y n-y CD n-y

m AB m+1

— < ==<

n CD n

(2.8)

Ao conduzirmos retas do feixe pelos pontos de divisdao dos segmentos AB e C'D, con-

forme a Figura[2.30] temos:
O'D =n-y (2.9)
Da mesma forma:

m-y <AB <(m+1)-y (2.10)
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De (2.9) e (2.10), temos que

n-y=CD =y -n m-y  AB (m+1)-y
I — < =<
m_y/<A/B/<(m+1).y/ n.y/ C/D/ n_y/
m AB  m4+1

— =<

n  C'D n

== (2.11)

Note que y é um submuiltiplo de C'D que pode variar, ao dividir y, quando variamos a

quantidade n. Assim, podemos aumentar o valor de n modo que — e sejam cada vez
n

mais proéximos, ou seja,

]m m+ 1
n— 400 — | —,
n

n

[—>k€]R.

Desse modo,

AB 1 A'B’ 1
}@7771—1— {—H{:eme_e}@,mjL [%kelel.
n

C:D < n n C'p’! n
Portanto,
AB A'B
D oD (12
O

Exemplo 5. Sejam r e s, transversais ao feixe de paralelas a,b, c e d conforme a Figura[2.31]

Determinar x,y e z, sabendo que v + y + z = 15 cm.

Figura 2.31: Representacao geométrica do Teorema de Tales, exemplo.
T S

B D

2cm 2

3cm Yy

5cm T

Fonte: O autor.
De inicio, note que
AB=5cm+3cm+2cm = 10cm .
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Como C'D = 15 cm, pelo Teorema 2} temos

10z =75cm = z = 7,5 cm;

1OCm_5cm_3cm_QCm:> 10y = 45cm = y = 4, 5 cm;

15cm x Y z
10z =30cm = z=3cm.

2.6 Semelhanca de Triangulos

Nesta secdo apresentamos o conceito de semelhanca de tridngulos e seus respectivos
casos. Tais resultados possuem aplicagdo, principalmente, no Capitulo 5 Secdes[5.1]e[5.3] onde
Aristarco e Hiparco propdem a medig¢do das distancias relativas entre Terra, Sol e Lua.

Dados dois tridngulos quaisquer, dizemos que estes sdo semelhantes se existe uma
correspondéncia biunivoca entre vértices do primeiro e do segundo tridngulo, tal que:

i) os angulos dos vértices correspondentes sdo iguais;

ii) arazdo entre os comprimentos dos lados correspondentes é sempre a mesma.

Na Figura os tridngulos ABC' e A’ B'C" sdo semelhantes, e denota-se
AABC ~ AA’B'C’, o simbolo “~” 1&é-se semelhante.

Figura 2.32: Triangulos semelhantes.
A

kc kb
B/

B C
ka'

Fonte: Adaptado de [8].

A correspondéncia vértice a vértice é
A< A, B+ B C«+ (.

Desse modo, temos que

além disso, existe £ > 0 de modo que

AB BC AC

AB BCO  AC

O valor positivo k, denomina-se razdo de semelhanga entre os tridngulos ABC' e A'B'C".

Veja que se k = 1, os tridAngulos sdo congruentes.
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Teorema 3 (Teorema Fundamental da semelhanca). Dado um tridngulo qualquer, se tracarmos
uma reta paralela a um de seus lados interceptando os outros dois em pontos distintos, conforme
a Figura[2.33] entdo o tridngulo resultante da reta, cujos vértices sdo os pontos de intersecgdo e

o0 Vértice oposto a reta, é semelhante ao primeiro triangulo.

Figura 2.33: Tridngulo ABC' com a reta paralela ao lado BC'.
A

Fonte: Adaptado de [7]].

Demonstracao: Para mostrarmos a semelhanga entre os tridngulos ADE e ABC, devemos
mostrar que eles t€ém angulos ordenadamente congruentes e os lados opostos a estes angulos sdo

proporcionais.
i) Os angulos devem ser congruentes: como % // ﬁ temos que os angulos ABC e ADE

s@o correspondentes, assim como AC'B e AED.

Figura 2.34: Triangulo ABC com a reta paralela ao lado BC' com os angulos correspondentes.
A

Fonte: Adaptado de [7].

Portanto, pela Proposicao

ABC = ADE ¢ ACB = AED (2.13)
ii) Os lados devem ser proporcionais. De inicio, observemos que pelo Teorema 2]
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Por E tracemos ﬁ paralela a reta jﬁ , interceptando BC em F, conforme a Figura

Figura 2.35: Tridngulo ABC' com a reta paralela ao lado BC' com os angulos.
A

Fonte: Adaptado de [7].

Como BD // EF e DE // BF, temos que BFED é um paralelogram O que leva a

BFED paralelogramo => DE = BF (2.15)
Pelo Teorema [2]e de (2.13), temos que

De (2.14) e (2.16), temos que

AD AE DE
AB AC BC

(2.17)

De (2.13) e (2.17), concluimos que os tridngulos ABC' e ADE s@o semelhantes.

2.6.1 Casos de semelhancas de triangulos

Existem trés possiveis casos que garantem a semelhanca entre dois tridngulos. Estes

casos podem ser detalhados nas trés proposicdes a seguir:
Proposic¢ao 5 (critério AA). Dados sobre um plano os tridngulos ABC e A'B'C’, de modo que

ABC = AB'C' e ACB = A'C'B'.

'"Um quadrildtero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui os lados opostos paralelos [7,
p. 97].
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Entdo ABC e A' B'C" sdo semelhantes com correspondéncia vértice a vértice A <+ A', B <> B’

e C « C', em particular

AB B AC B BC
AR - ACT - B'C"

Figura 2.36: Triangulos semelhantes, caso AA.

A A
A B'AC’
B C

Fonte: Adaptado de [8].

Demonstracao: Consultar [7, p. 198, 12 caso de semelhanca: AA].

Exemplo 6. Consideremos os tridngulos ABC e EF G, representados na Figura

Figura 2.37: Tridngulos semelhantes, exemplo do caso AA.

E
¢ 820
600 D
A 600
829
B
F

Fonte: O autor.

Conforme a Figura[2.37] temos que:

ABC = DEF = 60°

—~ —~ — AABC ~ ADEF.
BAC = EDF = 82°
Proposicao 6 (critério LAL). Dados sobre um plano os tridngulos ABC e A'B'C’, de modo
que
AB AC ~ —~
— = _C =ke BAC = B'A'C'.
A'B"  AC

Entdo ABC e A' B'C" sdo semelhantes com correspondéncia vértice a vértice A <> A', B +» B’

e C < C', em particular
B —~ —_~ ~ —_
B’:g =k, ABC = AB'C e ACB = AC'B’.
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Figura 2.38: Triangulos semelhantes, caso LAL.

A A
c v
kc kb
B’ o4
B C

Fonte: Adaptado de [8].

Demonstracao: Inicialmente, vamos supor que os tridngulos ABC e A’ B’C’ ndo sejam congru-
entes. Logo, os lados correspondentes vértice a vértice t€ém medidas distintas.
Sem perda de generalidade, suponhamos que AB > A’B’. Tomemos um ponto D sobre
AB de modo que AD = A’B’. Desse modo,
- ___  AB AB
AD =AB = — — — =k. (2.18)
k AD
Tracemos a paralela 4 BC, passando por D, interceptando AC' no ponto E, determinando
o tridngulo ADE, conforme a Figura[2.39]

Figura 2.39: Triangulo ADFE sobre ABC' e o tridngulo A'B'C".
A A

c v c b

B C
Fonte: Adaptado de [7].

Pelo Teorema 2] -
AE AD 1
AC AR K
assim,
AF = AC = AT
Note que

AD = AB',AE = AC" e DAE = BA'C'.

Desse modo, pelo caso L AL, Postulado E[, temos que

AADE = AA'B'C’ (2.19)
Note também que
AB  AC AB AC
A'B AC AD AFE
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além disso,

DE /) BC.

Pelo Teorema 3] temos que
AABC ~ AADE (2.20)

De (2.19) e (2.20), temos que

AABC ~ AADE = AAB'C' = AABC ~ AA'B'C’ (2.21)

Exemplo 7. Consideremos os tridngulos ABC e EFG, representados na Figura

Figura 2.40: Triangulos semelhantes, exemplo do caso LAL.

C
12m

Fonte: O autor.
Conforme a Figura[2.40] temos que:

AB AC 6m 8m 2

DE DF 9m 12m 3 \ — AABC ~ ADEF.
BAC = EDF = 95°

Proposicao 7 (critério LLL). Dados sobre um plano os tridngulos ABC e A'B'C’, de modo
que

AB  AC  BC

A'B - ACT BC
Temos que ABC e A'B'C" sdo semelhantes com correspondéncia vértice a vértice A <> A',
B+ B e C < C', em particular

BAC = BAC',ABC = AB'C' e ACB = A'C'B..

Figura 2.41: Triangulos semelhantes, caso LLL.
A A

kc kb

B/ C/

B e C
a Fonte: Adaptado de [8].
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Demonstracao: Consultar 8, p. 130, Proposicao 4.6].

Exemplo 8. Consideremos os tridngulos ABC' e EF'G, representados na Figura

Figura 2.42: Triangulos semelhantes, exemplo do caso LLL.
B D
32m

28m  35m
20m

15 40m

Fonte: O autor.

Conforme a Figura[2.42] temos que:

AB:AC:BC:QSm:ZOm:32m:é:>AABCNADEF.
DE DF FEF 35m 25m 40m 5

2.7 Circunferéncia e Circulo

Nesta se¢do sdo abordados conceitos que sdo diretamente aplicados nos capitulos [3|e

6] por exemplo na Segdo [5.3|temos a aplicagido de comprimento de arco e circunferéncia para

estabelecer a relacdo entre a duragdo de um eclipse lunar e a duracdo 6rbita lunar; ja na Secao

Teorema|I8] é exposto o procedimento de Newton para explicar orbitas circulares a partir de

comprimento de arco.

Seja O um ponto pertencente a um plano. Chamamos de circunferéncia o conjunto

dos pontos equidistantes de O. Um segmento cujo comprimento € igual a essa distancia é

denominada de raio e O é o centro da circunferéncia.

Figura 2.43: Circunferéncia.

A

Fonte: Adaptado de [[7].
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Na Figura[2.43] 7 = OA representa o raio da circunferéncia de centro O.
O segmento formado por dois ponto quaisquer da circunferéncia recebe o nome de corda.

Se uma corda passa pelo centro ela é chamada de didmetro e seu comprimento € o dobro do raio.

Figura 2.44: Circunferéncia: cordas.

Fonte: Adaptado de [7].

Na Figura[2.44) AB e C'D sao cordas: segmentos cujos extremos sao pontos da circunfe-
réncia. A primeira delas recebe a denominagdo de didmetro, pois passa pelo centro e sua medida
é 0 dobro do comprimento do raio, ou seja: AB = 2r.

A unido da circunferéncia e sua regido interior ¢ denominada circulo.

Em [, p. 203, Defini¢do 5.19], define-se: “0 ndmero real 7 como a drea de uma circulo
de raio 17.

A partir desta defini¢do e fazendo algumas adequagdes, chega-se a férmula para area A
de um circulo de raio r, dada por:

A = 712,

Ja [7, p. 282, Propriedade 3], define o nimero real m como sendo a razdo entre o
comprimento e o didmetro de um circulo. De modo equivalente, o comprimento C' de uma
circunferéncia de raio r € dado por

C = 2mr.

Exemplo 9. Dada uma circunferéncia de raio 2 cm, temos que
A=7-22=4drem? eC =27-2=4rcm

Essas duas formas ndo sio as inicas maneiras de definir o valor de . Além delas podemos
obter tal resultado por meio do Método Monte Carlo que se vale de uma modelo estatistico de
amostragem aleatdria. O valor de 7 também pode ser obtido através de séries infinitas, o primeiro
a fazer isso foi o francés Francois Viete (1540 — 1603); depois John Wallis (1616 — 1703),
Leibniz (1646 — 1716) e Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) também estabeleceram seus

métodos. Ainda € possivel exprimir o valor de m por meio do Célculo Numérico, como no
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Método de Newton-Raphson; pelo Algoritmo de Gauss-Legendre; e pelo Método de célculo

isolado das decimais.

2.7.1 Arco de circunferéncia

Sejam A e B pontos de uma circunferéncia I' de centro O, de modo que A e B ndo

determinem um didmetro da circunferéncia.

Figura 2.45: Arco de circunferéncia.

arco arco
(maior) (menor)

Fonte: Adaptado de [[7]].

Na Figura[2.43] temos que

i) arco menor AB: regido sobre a circunferéncia delimita pelos pontos A e B, que
estao no interior do angulo AOB;
ii) arco maior AB: regido sobre a circunferéncia delimita pelos pontos A e B, que

estdao no exterior do angulo AOB.

Sempre que vamos representar um arco de extremidades A e B, denotamos por AB.

2.7.2 Setor circular

Sejam A e B pontos da circunferéncia de um circulo C' de centro O, de modo que A e B

nio determinem um didmetro da circunferéncia.

Figura 2.46: Setor circular.

Fonte: Adaptado de [[7].
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Na Figura[2.46] temos que

i) setor circular menor AOB: regido do circulo delimita pelos raios OA e OB e pelo
arco menor AB;
ii) setor circular maior AOB: regio do circulo delimita pelos raios OA e OB e pelo

. —
arco maior AB.

2.7.3 Angulos na circunferéncia

Na circunferéncia, temos dois tipo especiais de angulos determinados por arcos. Estes
angulos dependem da posi¢ao do vértice.
2.7.3.1 Angulo central

Chamamos de angulo central, aquele que possui vértice no centro da circunferéncia.

Figura 2.47: Angulo central.

Fonte: Adaptado de [7].

Na Figura AOB =« é angulo central da circunferéncia de centro O.

Quando o angulo central AOB determina em uma circunferéncia de centro O um arco
;1\B, dizemos que AB é 0 arco correspondente ao angulo AOB.

A partir da medida do angulo central, podemos determinar o comprimento do arco e a
area do setor circular: seja o a medida em grauf] do angulo central correspondente a um arco
e/ou a um setor circular.

Como um arco completo de circunferéncia mede 360° e sabendo que o comprimento da

circunferéncia de raio r vale 277 unidades de comprimento (u. c.), por proporcionalidade, temos

27r Clarco c Tro
= —— == Cyreo = u.
360° o 180°

2A medida de um angulo também pode ser dada em radianos, onde um radiano equivale a 180°. Notagdo:
17 rad = 180°.

c. (2.22)
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J4 a drea do circulo correspondente vale 72 unidades de 4rea (u. a.), assim temos

™2 Asetor 4 mrla
= —— = Agtor — u.
360° o 3600

a. (2.23)

Exemplo 10. Determinar o comprimento do arco e a drea do setor circular, cujo dngulo central

é 60° e o raio é 45 cm, conforme a Figura|2.48]

Figura 2.48: Comprimento do arco e drea do setor setor circular, exemplo.

B
Fonte: O autor.
Aplicando (2.22) e (2.23)), temos
7+ 45 cm - 60° 7+ (45cm)? - 60°
arco — T a1 one 1 Ase or — — 2 . 2.24
C 180° brem e ¢ 360° 337, 5w cm ( )

2.7.3.2 Angulo inscrito

Chamamos de angulo inscrito, aquele que possui vértice em um ponto pertencente a

circunferéncia e seus lados sdo cordas.
Na Figura[2.49] temos que

v’ BAC' = « é um angulo inscrito que contém o centro O;

v’ BDC' = ¢ é um angulo inscrito que ndo contém o centro O.

Figura 2.49: Angulo inscrito.
A

B C
Fonte: Adaptado de [[7].
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Teorema 4. Se AB e C'D sdo cordas de um circulo de centro O, entdo a medida do dangulo
central BOC' é o dobro do angulo inscrito B AC.

Demonstracao: Consultar [8, p. 87-88, Proposi¢do 3.19].

Exemplo 11. Determinar o valor de « e € na Figura sendo BOC dangulo central.

Figura 2.50: Angulo inscrito, exemplo.
A

B C

Fonte: O autor.

Note que « e € s@o angulos inscritos. Portanto,

_60°

o =

=30° =¢.

Teorema 5 (Teorema das Cordas). Sejam AB e CD cordas de uma circunferéncia centrada

em O, que se cruzam num ponto P, conforme a Figura Temos que:

PC-PD = PA-PB.

Figura 2.51: Teorema das Cordas.

A

L

Fonte: Adaptado de [8].
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Demonstracio: Na partir da Figura[2.51} consideremos BC e AD. Em seguida, observe que
i) BPC = APD, pois sdo opostos pelo vértice;

—

ii) BAD = B@D, visto que sdo angulos inscritos do mesmo arco BD;

iii) ABC = ADC, visto que sdo angulos inscritos do mesmo arco C'A.

O que resulta na Figura[2.52] a seguir.

Figura 2.52: Representagio de BC e AD.

A

S

B
Fonte: Adaptado de [8].

Note que os tridngulos BPC' e DP A sao semelhantes, pelo caso AA, Proposicao [5

Portanto, -
EZP:C:>PA-PB:PC-PD.
PD PA

O

Exemplo 12. Sejam AB e C'D cordas de uma circunferéncia, que se cruzam em um ponto P.

Sabe-se que AB = 8 e CD = 7. Determinar BP, sabendo que CP = 2 - BP.

Seja x = BP, a partir do enunciado podemos esbocar a Figura

Figura 2.53: Representacdo do Exemplo[12]

A

S

Fonte: O autor.
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Aplicando o Teorema 5] temos
20 (T—27)=2-(8—2) = ldx —42® = 8x — 2*

x = 0 (ndo serve)

r =2

— 32 —6r=0—

Portanto, PB = 2.

Teorema 6 (Euclides). Seja D um ponto exterior a uma circunferéncia l'. A partir de D tracemos
dois segmentos, o primeiro tangent{] a I' no ponto B e o segundo secante a 1, interceptando a

circunferéncia nos pontos A e C, com B ¢ AC. Teremos que

BD> =CD - AD.

Figura 2.54: Representacdo da circunferéncia I' e dos segmentos BD, AD e C'D.
B

Fonte: O autor.

Demonstracio: A partir da Figura [2.54]tracemos os segmentos BC' e AB, conforme a Figura
2.55

Figura 2.55: Representacdo da circunferéncia I' com os segmentos BC' e AB.
B

Fonte: O autor.

Tomemos os tridngulos ABD e BC'D. Perceba ainda que o arco BC determina dois
angulos inscritos CAB e CBD. Pelo Teorema temos:

3Dadas uma reta e uma circunferéncia, elas seréo: tangentes se intersectam em um Unico ponto; e secantes se
intersectam em dois pontos distintos.
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—

DAB = CAB = BTC — CBD.

Além disso, o angulo D é comum aos dois tridngulos. Desse modo, os tridngulos ABD

e BC'D possuem dois pares de angulos congruentes, conforme a Figura[2.56]

Figura 2.56: Representacdo da circunferéncia I' com os angulos « e 3.
B

Fonte: O autor.

Desse modo, pelo caso AA, Proposi¢do[5] temos

AABD ~ ABCD.

Portanto,

Sy

BD _
cD

A:D:>BD2:AD-C’D

Exemplo 13. Determinar AD, sabendo que BD é tangente ao circulo da Figura

Figura 2.57: Representacdo de BD, AD e CD.
D

16 cm

C
20 cm

Fonte: O autor.

Aplicando o Teorema [f] temos

202 =16- AD = AD = 25¢m.
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Teorema 7 (Apolonio). Consideremos uma circunferéncia I' de centro C' e didmetro G P. Seja
QQ' uma corda perpendicular a GP no ponto V e T um ponto exterior que determina o

prolongamento de G P e a tangente T'(), conforme a Figura Temos que

P =CV.CT.

Figura 2.58: Representacdo da circunferéncia de raio C'G.
T

Q/

90° )0V

Fonte: O autor.

Demonstracao: De inicio, pelo fato de Q7" ser tangente a [, temos que
TQ L CQ.

Agora consideremos os tridngulos 7'Q)C' e QV C. Perceba que esses tridngulos possuem

dois pares de angulos congruentes entre si. Desse modo, temos
TOC =QVCeTCQ =VCQ.

Conforme a Figura[2.59] podemos perceber as relagdes entre os angulos.

Figura 2.59: Representacdo dos tridngulos TQC e QV C'.

Fonte: O autor.
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Pelo caso AA, Proposicao[5] temos que
ATQC ~ AQVC.
Portanto,

T _co
cQ CV

—C0Q =CV.-CT.

Como CP = CQ, temos que

P =CV.CT.

2.8 Trigonometria no triangulo Retangulo

Nesta secdo sdo apresentados resultados que sdo diretamente aplicados nos Capitulos 3| e
5] por exemplo nas Secoes [5.1]e[5.3|sdo usadas as relacdes trigonométricas seno e cosseno para

se estabelecer a distincia relativa entre a Terra e a Lua, métodos de Aristarco e Hiparco; ja na
Sec¢do[3.3]¢ explorada a relagdo trigonométrica tangente para o estudo do conceito de paralaxe.
Seja o um angulo agudcﬂ de vértice A. Marquemos sobre um de seus lados os pontos

Bl7 BQ7 B37 B47 B57

Figura 2.60: Triangulos Retangulos.

Cs
C/

Cy

90° 90° 90° 90°

‘ [] [] [] []
A B, By B3 By Bs

Fonte: Adaptado de [10].

4 Angulo cuja medida é menor que 90°.
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Em seguida, a partir destes pontos tracemos
B,Cy, BoCy, BsCs, B,Cy, BsCs, ...

perpendiculares ao outro lado, conforme a Figura [2.60]

A partir da Figura[2.60] consideremos os tridngulos
CLABy, CyAB,, C3ABs, C4AB,, CsABs, . ..

Note que pelo caso LAL, Proposi¢do [6] esse tridngulos sdo todos semelhantes entre si.

Desse modo, temos que

v/ o cateto oposto a « e a hipotensa sdo diretamente proporcionais

BlCl BQCQ BgCg B4C4 B5C5

= = = = =... (2.26)
ACh ACs ACs ACY ACs
v’ o cateto adjacente a « e a hipotensa sdo diretamente proporcionais
AB,  ABy, AB3 ABy ABs (2.27)
AC, AC, ACy; AC, AC; '
v’ 0 cateto oposto e o cateto adjacente a « s3o diretamente proporcionais
B.C By B;3C! B,C B;C
16 Doby B3y Daba  Dsbs (2.28)

AB; ABs AB; AB, ABs

De (2.26), (2.27) e (2.28)) podemos observar que as relagdes estabelecidas dependem

exclusivamente da medida do angulo «, dado que as razdes estabelecem uma mesma propor¢ao.

Agora consideremos o tridngulo retdngulo da Figura[2.61]

Figura 2.61: Tridngulos Retangulo ABC'.
C

90°

Fonte: Adaptado de [10].

Considerando o angulo «, definimos as relagdes a seguir:
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i) seno: razdo entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa. Representa-se:

(2.29)

sen o =

oS

ii) cosseno: razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa. Representa-se:

AB

VTok (2.30)

cosa =
iii) tangente: razdo entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao angulo. Representa-se:

tga = (2.31)

SN{lsy
Sl

Perceba que tais relagdes, estabelecidas por meio da propor¢do, dependem apenas da

medida do angulo a.

2.8.1 Relacoes entre seno, cosseno e tangente
Proposicao 8. Considerando o tridngulo retdngulo da Figura temos que

i) sen? a + cos? a = 1, conhecida como relacdo fundamental;

Sen «

i) tgo = .
COS ¥

Demonstracao:

i) Aplicando e[2.30} temos que

) ) <§32 (@Y
sen“ o+ cos“a = +

AC AC
BC®  AB’
I i
ACT  AC
=2 2
B AB
_ BC 4B (2.32)
AC
Observando a Figura[2.61] pelo Teorema de Pitdgoras, temos:
AC"=BC" +AC". (2.33)
De (2.32) e (2.33), temos que
sen’ o + cos® a = — =1 (2.34)
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ii) Aplicando[2.29/e[2.30} temos que

(%)
sen o AC BC AC BC

pr— pr— . prm— 2-35
cos « (AB) AC AB AB (2.39)
AC
De (2.37)) e (2.35)), temos que
senae  BC
CcoSs AB s ( )
O

Exemplo 14. Em um triangulo retangulo de hipotenusa 5cm o cateto adjacente, a um dos

angulos agudos «, é o dobro do cateto oposto. Determinar o valor de sen «, cos a e tg .

Seja x a medida do cateto oposto a . Assim, o cateto adjacente mede 2x.

Figura 2.62: Triangulos Retangulo ABC' de hipotenusa medindo 5 cm.

C
5cm
e
90°
Q [ ]
A 2x B

Fonte: Adaptado de [10].
Da defini¢ao de seno e cosseno, temos
x
senay = — € cosqu = —.
5 )

Pela relagao fundamental, temos:

(m>2+<2x)2_1 N m2+4x2_1
5 5/ 25 25

V5

— ==
r=—5 (ndo serve x > 0.)
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Portanto,
T 5
senaq = — = —;
5) 57
20 2v/5
cosay = — = —;
5 5
sen « <?) 1
thé = = —

2.9 KElipse

Nesta Secao € apresentado o conceito de elipse e alguns resultados a respeito, que sdo
diretamente aplicados no Capitulo[6] Na Secdo [6.3] por exemplo, é explorado o conceito de drea
da elipse para estabelecer a relacdo entre érbita circular e eliptica; ja na Secdo [6.2] aplica-se os
conceitos iniciais e propriedades de elipse para deduzir a primeira Lei de Kepler.

Chamamos de Elipse o conjunto ¢ de todos os pontos pertencentes a um plano cuja a
soma das distancias a dois pontos fixos desse plano € constante.

Consideremos sobre um plano dois pontos distintos // e [’ de modo que a distincia

d(F,H) = 2ce2a > 2c, em que a e ¢ s30 ndmeros reais positivos.

Figura 2.63: Representacdo da elipse &.
P

Fonte: O autor.

A partir da Figura[2.63]e considerando 2a a constante da defini¢do de elipse, teremos que

P é um ponto pertencente a essa elipse se, e somente se,
d(P,H)+d(P, F) = 2a.

Sejam F' e H focos de uma elipse £&. Tomemos as retas tangentes passando pelos pontos
daelipse G, P, K e D, conforme a Figura[2.64]
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Figura 2.64: Representacao da elipse & e seus elementos.

B
D P
Y[ H F A
C
G K
X

Fonte: O autor.

Na Figura [2.64] temos:
i) Céocentrode (e HC = FC.

ii) A, X,Y e B sio os vértices de &.
iii) GP e KD sao os diametros de & e contém C'.
iv) YA e X B sao chamados eixo maior e eixo menor da elipse, respectivamente.
v) C'Ae CB sio ditos semi eixo maior e semi eixo menor da elipse, respectivamente.
vi) HF = HC + FC é chamada distancia focal.
vii) YA = PH + PF = k,em que P é um ponto de £ e k € constante.

viii) Se K D for paralelo as tangentes que passam por G e P e se G P for paralelo as
tangentes que passam em K e D, entdo K D e G P sdo ditos didmetros conjugados.

ix) K P denomina-se Latus Retum da elipse, em que BX // K P.

O Teorema a seguir foi adaptado de [[12, p. 2] e serd usado para demonstrar a Proposicdo
O
Teorema 8 (Principio de Cavaliere para areas). Sejam R e S duas regioes limitadas em um
plano, e seja uma reta r desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r, as intersecoes

de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a razdo entre seus comprimentos é constante,

conforme a Figura[2.63| Entdo a razdo entre as dreas de R e S é essa mesma constante.

Figura 2.65: Principio de Cavaliere para areas
Regido R Regido S

a ( ka \; S
Z SaN .
)

Fonte: O autor.
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Demonstracao: Consultar [[12, p. 2, Principio de Cavaliere para dreas].

Proposicao 9. Se A é a drea de uma elipse de semieixos a e b, entdo A = mab.

Demonstrac¢io: Consideremos, em um sistema de coordenadas O,,, € suponhamos a > b > 0
2 2
en c 1L . . x .
e x > 0, onde regido semieliptica (metade da elipse) R ¢ dada por — + 'Z—Q < ; e a regiao
a
semicircular S é dada por 2% + y? < agﬂ; e a regido semicircular S € dada por , conforme a

Figura[2.66

Figura 2.66: Representacdo da elipse de semieixos a e b.

—Qa
Fonte: O autor.

Perceba que para 0 < = < b, existem y; e y, na circunferéncia, tais que:
= —Vva*t—1r2ey; =vVa2—1?> =y —y; = 2Va® —x? (2.37)

Do mesmo modo, para 0 < x < b, existem y; e y, na elipse, tais que:

I'2 .I‘Z l‘2
n=-b\l-—sep=0/l-— = ph-n=20/1-—73

2b
= yy— Y= -~ a? — z? (2.38)

De Z37) e (Z38). temos
%
L\ aE— 12

yé_yi_ a

b
Y2 — Y1 Zm a

3No sistema de coordenadas cartesianas O,,, a equagdo de uma elipse, de centro (z¢, yo) € de eixo maior a e
2 2
(x — x0) (¥ — vo) _
+ =1
a? b2
®No sistema de coordenadas cartesianas O, a equacdo de uma circunferéncia, de centro (zg,yo) € de raio a, é

dada por (z — 20)? + (y — yo)* = a*.

eixo menor b, € dada por
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Pelo Teorema [§], temos

Arp b Ap b ma’b  wab
As a Ta® a B 2a 2
2

Duplicando esse resultado, temos

b
Aelipse =2. % = 7rab.

Exemplo 15. Dada uma elipse de semieixos 4 cm e 5 cm, temos que sua drea é dada por
Aedlipse =4 -5 -m =207 cm?

Propriedade 1 (Propriedade refletora dos focos). Dada uma elipse & de focos Fy e F, se t

€ uma reta tangente a £ no ponto P, entdo o dngulo formado port e PF é igual ao dngulo

formado port e PF,, conforme a Figura[2.67)

Figura 2.67: Representacdo da elipse & de focos F} e Fh.

T ]

Fonte: Adaptado de [11].

Demonstracao: Consultar [[11, Propriedade Refletora da Elipse].

De [13]] e [[16} p. 68, Proposi¢do XVII], temos o seguinte teorema.

Teorema 9 (Apolonio). Consideremos uma elipse & de centro C' e didmetro GP. Seja QQ)' uma
corda paralela a tangente que passa em P e que cruza GP em V. Seja também T um ponto

exterior a £ que determina o prolongamento de G P e a tangente T'(), conforme a Figura|2.68

Temos

P =CV.CT.
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Figura 2.68: Representacdo da elipse de didmetro G P.
T

G
Fonte: Adaptado de [13] e [16].

Demonstracao: Consultar [16, p. 68, Proposicao XVII].

De [13] e [16} p. 72, Proposi¢ao XX], temos o seguinte Teorema.

Teorema 10 (Primeiro Teorema das Cordas para Elipse). Sejam PG, KD didmetros con-
jugados de uma elipse, e QV paralelo a K D, deslizando de modo que () coincida com D e V
com C. Temos que

2 =2

Qv CD
PV.VG CP

Demonstracido: Consideremos os pontos 1" e 717, exteriores a elipse, nos quais resultam os
prolongamentos de GP e KD, de modo que 777" tangencie a elipse no ponto (), conforme a
Figura[2.69

Figura 2.69: Elipse de diametros conjugados GP e DK.
T Q T

Fonte: Adaptado de [13] e [16].
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Além disso, seja U um ponto de modo que

QU //GPe KDNGP = {U}.

Como QU // GPeQV // KD, temos que CV QU é um paralelogramo. Desse modo,

temos que

CU=QVeCV=QU (2.39)

Pelo Teorema [9] temos

CP =CV.-CTeCD =CU-CTh (2.40)

De (2.39) e (2.40), temos

CP =CV.-CT =QU-CT 0.41)
CD' =CU-CT,=QV-CTh '
Desse modo,
CD° QV-Ch
cp: CV-CT
Note que
UQT, = VQT e LUQ = TVQ
Desse modo, pelo caso ALA, Proposicdo 2] temos
AQUT, = AQTYV.
Assim,
UThQ =VTQ (2.42)
Como CUQV € um paralelogramo
QUC = QVC (2.43)
De (2.42) e (2.43), temos
T /) UV (2.44)
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Assim, Teorema [3]

AT.CT ~ AUCV (2.45)
De (2.44) e (2.45), caso AA, Proposi¢do 5] temos

ACT\T ~ AVQT

Portanto,

2

CD' QV-CT, QV-QV

— = = (2.46)
cpP cv.cr cv.vT
Perceba também que
OV.VT - CV-(CT-CV)
= CV.CT-CV°
= P -V’
= (CP+CV)-(CP-CV)
= VP-GP (2.47)
De (2.46) e (2.47), temos que
2 2 2
C_D2 _ Qv C_Dz _ @V (2.48)
cpP cv.vT cP VP-VG
O

De [13] e [15) p. 256, Lema 12], temos o Lema a seguir.

Lema 1. Os paralelogramos cincunscritos sobre os didmetros conjugados de uma elipse sdo

todos congruentes.

Demonstracao: Consultar [13] e [15} p. 256, Lema 12].

De [13] e [16} p. 74, Proposicao XXIV], temos o seguinte Teorema.

Teorema 11. Seja & uma elipse de semieixo maior a e semieixo menor b. Temos que a drea do

paralelogramo circunscrito a &, cujos lados tocam os diametros conjugados, é 4ab.

Demonstracao: Basta considerar o Lema|l| que diz que todos paralelogramos circunscritos,

cujos lados tocam os didmetros conjugados t€m dreas iguais. Assim se pegarmos o caso particular
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do retangulo de base 2a e altura 2b, teremos
A = 4ab.

Como todos t€ém mesma area, o resultado segue.

De [13] e [14} p. 74, Proposi¢dao X, Problema V], temos o seguinte Teorema.

Teorema 12 (Segundo Teorema das Cordas para Elipse). Sejam PG e DK didmetros con-
jugados de uma elipse &, de semieixo maior AC = a e semieixo menor BC = b. Baixemos a

perpendicular de P até o segmento DK, interceptando DK em F'. Teremos que

em que k é constante.

Figura 2.70: Elipse com paralelogramo de base DK e altura PF.

B
D P
A A
% 90°
F
G K
B

Fonte: Adaptado de [[13] e [14].
Demonstracéo: Pelo Teorema [ 1] temos que
DK - PF = 2ab (2.49)
Note que

DK =CD (2.50)

N | —

~W~ﬁ:%-2ab:ab (2.51)
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Temos ainda que
CA=aeCB=b (2.52)

De (2.31) e (2.32), temos que
CD-PF=ab=CA-CB=k (2.53)

O

O Teorema a seguir foi adaptado de [13]; [15] e [[14, p. 79, Proposi¢do XI, Problema
VII.

Teorema 13. Sejam PG e DK didmetros conjugados de uma elipse & de focus S e H, AC o
semieixo maior e BC' o semieixo menor. Além disso, seja P um ponto de &, tal que PS cruza o
eixo menor e DK, conforme a Figura[2.71e E é a intersecdo de DK e PS. Teremos, entdo que
EP = AC.

Figura 2.71: Representacdo de H [ paralelo a K D na elipse &.

B
D P
L
E ~
~ A
5 o H
G K
Fonte: Adaptado de [13] e [14].
Demonstracao: Note que
EI+PI=EP (2.54)
Além disso,
SEC = STH
HI/JEC =< TH ST
EC SE

Portanto, pelo caso LAL, Proposi¢do|[6] temos

ASEC ~ ASITH
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Desse modo,
e o -
:gz— - SE=2.-85=S5I+51
SH 2
— ES=FI (2.55)
Desse modo,

2EP = EP+EP

= EI+PI+FEI+PI

= ES+EI+PI+PI
PS
= PS+PI
Portanto,
2EP = PS+PI (2.56)
Pelo fato dos tridngulos SEC' e STH serem semelhantes
IH /] EC C DK (2.57)
Como DK € um diametro conjugado,
DK /]t (2.58)

De (2.57) e (2.38), temos que

t/) HI.

Agora considere na Figura[2.72] o tridngulo PH e a reta tangente ¢, paralela & H [.

Figura 2.72: Representacdo do tridngulo PH I.

Fonte: Adaptado de [13]].
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Note que
Pl e PH sdo transversaisa [H //t
Desse modo
v’ « = (3, alternos internos;
v' € = ¢, alternos internos;
v’ ¢ = a, reflex@odos focos na tangente, Propriedade
Assim,

b=a=e=90

Logo, o tridngulo PI H € is6sceles. Portanto,

PI=PH

Desse modo,

= PS+PH
= PS+PI
Portanto,
2AC = PS+PI (2.59)
De (2.56) e (2.59)
2AC =2EP = AC =EP (2.60)

De [13] e [14} p. 74, Proposi¢do X, Problema V], temos o Teorema a seguir.

Teorema 14 (Teorema do Latus Retum). Sejam a = AC o semieixo maior e b = BC' semieixo

menor de uma elipse £. Temos entdo, que o comprimento do latus reto é dado por:

—=2
20>  2BC
L=—=———.
a AC
Demonstracao: De inicio, consideremos P() perpendicular ao eixo maior, contendo o foco H,

conforme a Figura
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Figura 2.73: Representacido de PK perpendicular a AY na elipse &.
B

Fonte: Adaptado de [13] e [15].

Pelo Teorema [I0] temos que

PH° ~ BC® AH-HY AC
——— s = ——— = —; (2.61)
AH-HY AC PH BC
Note que
BS=BH — 2AC = BH + BS
— BH+ BH
= 2BH
Portanto,
2AC =2BH — AC = BH (2.62)

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos

BC' +CH =BH =AC".
Desse modo,

BC® = AC-CTH’

— (AC - CH) (AC + TH)
_ AH . (AC +T5)
= AH-AS

= AH-AY
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Portanto,

BC” = AH-AY (2.63)

Substituindo (2.63) em (2.61)), temos

AH-AY AC BC®  AC”
—% T == T == ==
PH BC PH  BC
BC AC
PH BC
— BC-BC =PH - -AC
— 2
__ B
— PH=—_ (2.64)
A
Portanto,
BC”
L=2-PH=2 — (2.65)
O

Exemplo 16. Dada uma elipse cujos semieixos medem a = 5cm e b = 4 cm, determine:

a) A drea do paralelogramo circunscrito a elipse sabendo que seus lados tocam os diametros

conjugados da elipse.
b) O comprimento do Latus Retum da elipse.
Solucao:
a) Seja A a drea do paralelogramo. Pelo Teorema L] temos:

A=4-4-5=80cm?.

b) Seja L o comprimento do Latus Retum. Pelo Teorema[14] temos

2. 42
5

L= =6,4cm.
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Capitulo 3

CONCEITOS BASICOS DE
ASTRONOMIA

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos importantes de Astronomia, desde defi-
ni¢des bdsicas como universo, galdxia e planeta; como também resultados aplicados, no caso

calculo de distancias e unidades astrondmicas.

3.1 O universo

Em astronomia, denomina-se univers tudo aquilo que existe fisicamente, a juncao de
espaco e tempo bem como as distintas formas de matéria e energia. Quando falamos em universo,
por vezes, também podemos associar seu significado aos termos mundo, cosmos ou natureza. O
universo apresenta-se de forma oscilante, uma caracteristica pulsante, em constante expansao.

O universo € regido pelas leis fisicas, e segundo a teoria do Big bangﬂ teve sua origem a
cerca de 13,79 bilhdes anos, apresentando atualmente tamanho observdvel com um raio de cerca
de 91 bilhdes de anos luz. Como ja dito, € constituido por diversas formas e combinacdes de
matéria e energia no espago-tempo. Tal disposicao se da nas diferentes formas representadas por

galdxias, estrelas, planetas e outros astros.

3.1.1 Galaxia

Denomina-se galdxia o grupo isolado no espago césmico formado por estrelas, nebulosas,
aglomerados, poeira e gas. As galdxias apresentam diferentes formatos entre si, porém grande

parte possuem formatos mais ou menos regulares. Edwin Powell HubbleEkl 889-1953) identificou

'Do latim universum, derivada da contragio unvorsum, que combina os termos un que significa um e vorsum
que significa algo rodado.

2Teoria mais aceita para origem do universo, defende que este, em seu estado inicial, possui forma bastante
condensada e que sofreu uma violenta expansao [[17]].

3Descobriu que muitas das nebulosas tratavam-se de sistemas estelares exteriores a nossa Via-Léctea, estabeleceu
que estas galdxias estavam uniformemente distribuidas e instituiu um sistema de classificacao das galaxias.
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trés tipos principais: elipticas, espirais e irregulares; sendo que as espirais se subdividem em
dois tipos: ordindrias e barradas [18]].

Segundo [19] e [17]:

v’ Galaxias Elipticas: sdo aquelas que possuem uma distribuicao suave de luz e t€ém a aparéncia
de uma elipse, formato elipsoidal. Na Figura[3.1] temos a galdxia NGC 1316, seu didmetro é

cerca de 70 milhdes de anos luz.

Figura 3.1: Galéxia eliptica gigante NGC 1316.

Fonte: [20].

v/ Galaxias Espirais: sao aquelas que possuem formato de disco achatado, com estrelas
formando uma estrutura espiral sobre ele. Se apresenta, a partir do nucleo, duas regides em
forma de barra, denomina-se galaxia espiral barrada; caso ndo apresente essa barra sdo ditas

ordinarias ou normais.

Figura 3.2: Galéxia espiral barrada, NGC Figura 3.3: Galdxia espiral nao barrada, a

1300. Galaxia do Rodamoinho.

Fonte: [21].

Fonte: [22]

Na Figura[3.2] temos a galdxia espiral barrada NGC 1300; ja na Figura[3.3] temos a Galédxia

do Rodamoinho, que € nio barrada.
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v Galaxias Irregulares: sao aquelas que possuem uma morfologia perturbada e sem nenhum
padrao. Caracterizam-se pela assimetria, nucleos descentralizados e estrutura irregular e
cadtica, ndo apresenta formato eliptico e nem espiral. Na Figura[3.4] temos a Galaxia irregular
NGC 1427A.

Figura 3.4: Galaxia irregular, NGC 1427A.

Fonte: [23].

A galédxia na qual nos encontramos chama-se Via Ldctea, que devido a sua aparéncia
leitosa recebe tal nome. A Via Ldctea conta com um diametro de caraca de 100 mil anos-luz e
espessura em torno de 16 mil anos-luz, apresentando formato espiral, conforme a Figura[3.5] Ao
observar o céu é possivel notar facilmente uma faixa luminosa que o atravessa, esta trata-se do
plano horizontal da espiral, conforme a Figura 3.6

Figura 3.5: Via Léctea vista do Espaco. Figura 3.6: Via Lactea no céu vista do deserto

do Atacama.

Fonte: [24].
Fonte: [25].

De acordo com [17], ao observarmos por meio de um bindculo, o aspecto leitoso que
observamos a olho nu desaparece, surgindo assim intimeras estrelas isoladas. A partir de um

telescopio podemos observar os aglomerados estelares e as nebulosas, inclusive o sistema solar.
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Estes elementos dao forma a Via-Ldctea, que compreende em torno de 100 bilhdes de estrelas e

uma massa total na ordem de 1 trilhdo de massas solares.

3.1.2 Sistemas planetarios, Sistema Solar

Nas vdrias galaxias distribuidas pelo universo ha uma variedade colossal de astros que se
apresentam e formam-se a partir de diferentes elementos quimicos, sofrendo transformagdes ao
longo de suas existéncias. Entre estes podemos destacar as estrelas, planetas, satélites naturais,
cometas e asteroides. Os astros se agrupam por conta da gravidadeﬂ 0s astros nao estelares
normalmente orbitam uma estrela ou grupo de estrelas, formando o que é chamado de sistema

planetério, temos em particular o Sistema Solar.

3.1.2.1 Estrela

Chama-se de estrela um objeto celeste de formato esférico, formado por uma elevada
quantidade de plasma e que apresenta grande luminosidade, que resulta da fusdo de gases. Este
matem-se integro gracas gravidade e pressao de radiagdo, em que prevalecem temperaturas e
pressoes altissimas, principalmente nas regides proximas do seu centro, que liberam considerdvel
quantidade de energia por meio de reagdes termonucleares, se expandindo do centro para o

espaco [17]. As estrelas podem ser separadas em grupos, dentre eles estdo:

v" Ana vermelha: ¢ um tipo de estrela mais comum, apresenta brilho fraco e pouca massa, com
temperatura inferior a 3,5 mil KEL ja sua massa estd entre 0,075 e 0,5 vezes a massa solar. Na
Figura[3.7] temos a representacdo artistica da estrela SO25300.5 + 165258.

Figura 3.7: Concepgdo artistica da estrela SO25300.5 + 165258.

Fonte: [26].

“Em um agrupamento de astros o centro de massa do sistema estd préximo do corpo de maior massa e/ou
gravidade, mas ele ndo € estaciondrio. Sempre existe, mesmo que pequena, uma vibracao.

3 A unidade de temperatura Kelvin se baseia no ponto de fusdo da 4gua que ocorre a 273, 16 K e no seu ponto de
ebulicdo que é 373, 16 K, correspondem respectivamente a 0 e 100 graus Celsius; assim T = T + 100, onde Tk
¢ a temperatura em Kelvin e T € a temperatura em Celsius.
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v/ Ana amarela: estrelas muito antigas, com origem hd bilhdes de anos. Com o passar do
tempo, irdo se tornar uma gigante vermelha. Estas apresentam massa entre 0,8 e 1,2 vezes a
massa solar, com temperatura entre 5,3 mil K e 6 mil K. A nossa estrela, o Sol, estd nessa
categoria e apresenta temperatura cerca de 5,8 mil K. Na Figura[3.8] temos a representacio
do Sol.

Figura 3.8: Sol - Nasa 2020.

Fonte: [27].

v" Ana branca: formam-se a partir de nucleos estrelas que ejetaram suas camadas externas, que
J4 ndo produzem mais fusdes nucleares, rotacionando em altas velocidades em torno de seus
eixos. Sao o resultado evolutivo de estrelas com massas até 10 vezes a massa solar, altamente
densas e brilho fraco. Na Figura[3.9] temos a representacdo da estrela Sirius B, que é uma

ana branca.

Figura 3.9: Ani branca Sirius B.

Fonte: [28]].

v/ Ana azul: trata-se de estrelas que ainda ndo existe, devido a idade do universo. Se desenvol-
verdo possivelmente a partir de uma ana vermelha, quando esta esgotar seu abastecimento de

combustivel de hidrogénio.

v/ Gigantes azuis: extremamente brilhantes, apresentam temperaturas superiores a 20 mil
K, massa elevada, podendo chagar a 18 vezes a massa solar. Na Figura temos a

representacdo da estrela Bellatrix, que € uma gigante azul.
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Figura 3.10: Bellatrix - gigante azul da constelacido de Orion.

Fonte: [29].

v Super gigantes azuis: raras, extremamente quentes e luminosas. Apresentam até 50 vezes a

massa solar, com temperaturas entre 20 mil e 50 mil K.

3.1.2.2 Planeta

Chama-se planeta um corpo celeste que nao possua luz propria, sendo relativamente
frio, compacto e com a massa necessaria para se tornd esférico, ou seja, forma determinada
pelo equilibrio hidrostéticoﬁ]; que orbite uma estrela; e que possua massa predominante entre os

objetos que possuem Orbitas vizinhas. Os planetas podem ser separados em:

v/ Gigante gasoso: possui grandes dimensdes, didmetro e massa; apesar de apresentar um
pequeno nucleo sélido, é composto principalmente de gases: oxigénio, hélio e hidrogénio. No

sistema solar ha quatro desses planetas: Jupiter, Saturno, Urano e Netuno [30]], representados

na Figura[3.T1]

Figura 3.11: Planetas gasosos - de baixo para cima: Saturno, Jupter, Netuno e Urano.

Fonte: [31].

A forca gravitacional supera forca dos elementos que constituem o corpo.
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v’ Terrestre ou teliirico: possui estrutura fisica rochosa, portanto mais densa. No sistema solar,
sdo os planetas mais proximos do Sol, por isso chamados interiores: Mércurio, Vénus, Terra
e Marte [30]], representados na Figura[3.12]

Figura 3.12: Planetas gasosos - da esquerda para direita: Mércurio, Vénus, Terra e Marte.

Fonte: [32]

3.1.2.3 Planeta Anao

Chama-se planeta ando um astro que orbite em torno do Sol; possua massa suficiente
para que a sua propria gravidade supere as for¢as de corpo rigido, de modo que esteja em
equilibrio hidrostatico e possua uma forma quase esférica; nao apresente as vizinhancas da sua
Orbita desimpedida{][SS].

Figura 3.13: Planetas Andes

Fonte: [34]

A Unido Astrondmica Internacional (UAI) classifica cinco astros como planetas andes:
Plutao, Ceres, Haumea, Makemake e Eris. Os mesmos estdo representados, nessa mesma ordem,
na Figura|3.13

3.1.2.4 Satélite Natural

Chama-se satélite natural um corpo celeste que orbite em torno de um planeta ou outro

astro por conta da gravitacdo. Além disso, o termo satélite natural pode se referir a planetas

"nao é um astro dominante, podendo sofrer influéncia de algum astro préximo por conta do seu tamanho, por

exemplo de uma satélite natural que possua massa muito préxima.
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andes que orbitem uma estrela, ou até uma galdxia anad que orbite uma galdxia maior [35]. No
Sistema Solar, até o momento, ja foram descobertos cerca de 170 satélites naturais, orbitando
ao arredor dos planetas e mais seis dos planetas andes. Destes, apenas a Lua 6rbita a Terra,

representada na Figura [3.14]

Figura 3.14: Lua em 2010.

Fonte: [36].

3.1.2.5 Cometa

Chama-se cometa um corpo celeste do sistema solar que apresenta fraca luminosidade,
que pode aumentar conforme se aproxima do Sol; apresenta aspecto nebuloso ou difuso, consti-
tuido por um aglomerado de pequenas particulas s6lidas e um envoltério gasoso. Possuem suas
estruturas compostas principalmente por bolas de neve, rocha e poeira congeladas.

Ao observa-los nota-se, na maioria das vezes, dependendo da sua proximidade com o
Sol, a presenca de um nucleo, uma cabeleira e uma cauda. Suas 6rbitas sdo irregularidades, os
levando para muito préximo ao Sol e os jogando para além da 6rbita do planeta-andao Plutao.

Entre os cometas mais conhecidos estd Halley, representado na Figura [3.13] [35]].

Figura 3.15: Nicleo do cometa Halley em 1986, pela espaconave européia Giotto.

Fonte: [37].
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3.1.2.6 Asteroide

Chama-se asteroide um pequeno corpo celeste que orbite em torno do Sol. Alguns
asteroides sao agrupados em familias, segundo as suas 6rbitas. Certos asteroides, como os do
grupo Apolo, parecem ter sido antigos cometas que perderam a cobertura gasosa. Os asteroides
possuem dimensdes inferiores a 1 003 km, o didmetro do maior deles - Ceres, descoberto em

1801 pelo astronomo italiano Giuseppe Piazzi (1746 — 1826).

3.2 O planeta Terra

O planeta Terra € o terceiro mais préximo do Sol. Teve sua origem ha cerca de 4, 56
bilhdes de anos, apresentando uma estrutura predominantemente rochosa, assim como os demais
planetas teluricos. Dentre os planetas do Sistema Solar € o unico que possui abundancia de dgua,
sendo sua superficie envolta por cerca de 71% pelo liquido. Sua atmosfera é rica de oxigénio, o
gds que permite a existéncia de vida. Sua rotacdo demora em torno de 23 horas, 56 minutos e 4

segundos; ja a translagcdo € de 365 dias e 4 horas [17] e [335].

3.2.1 Estrutura

O planeta Terra possui uma forma esférica achatada, apresentando um didmetro maior
na linha do equador do que no eixo que liga os polos norte e sul, excedendo em 43km. O
seu didmetro na linha do equador é de 12 756 km, obtido a partir da circunferéncia terrestre,
que é cerca de 40 075km. A massa do planeta é em torno de 5,97 x 10**kg, composta

predominantemente por ferro (32%), oxigénio (30%), silicio (15%) e magnésio (14%).

3.2.1.1 O interior do planeta

O interior do planeta Terra é divido em camadas de acordo com sua composicao quimica:

crosta, manto, nicleo externo e nicleo interno, conforme a Figura[3.16]

Figura 3.16: Camadas internas do planeta Terra.

Crosta
Manto Descontinuidade
superior de Mohorovicic

Manto
inferior
/' Descontinuidade
Ntcleo de Gutenberg
externo /
Nucleo
interno
Fonte: [38].
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v’ crosta: é a camada mais fria e sélida, também a menos densa, formada por minerais
relativamente leves. Sua espessura é de cerca de 6 km nos oceanos e varia entre 30 e
50 km no continente [33]].

v/ manto: é a camada situada entre as descontinuidade de Mohorovicicﬂe de Gutenberg
ou Wiecher{’] sua espessura varia entre 35 e 2 890 km da superficie. Subdivide-se em
manto superior, constituido de silicatos "compactos" como olivina, € o0 manto inferior,

constituido provavelmente de sulfetos e 6xidos [17].

v nucleo externo: localizado sob o manto, trata-se de um liquido de baixa viscosidade,
composto de niquel e ferro [39]. Sua espessura estd entre 2 890 e 5 100 km da

superficie.

v nicleo interno: envolto pelo nicleo externo, trata-se uma camada s6lida, composta
majoritariamente de ferro, que gira mais rapido que o resto do planeta [35]. Sua
espessura estd entre 5 100 e 6 378 km da superficie, ou seja, seu raio é cerca de
1278 km.

O que explica essa divisdo interna, do planeta, é o fato que, durante sua formacao, a Terra
passou por um processo chamado diferenciagdo planetdria, que fez com que maior parte dos
elementos mais densos, como o ferro e o niquel, afundassem na jovem Terra liquida. Ao passo
que isso ocorreu, os elementos menos densos, como 0 magnésio e o oxigénio, foram lancados

para as partes exteriores [39]] e [35]].

3.2.1.2 O exterior do planeta

A parte exterior do planeta corresponde ao Sistema Terrestre, que abrange: a litosfera, a

atmosfera, a hidrosfera e a biosfera, conforme a Figura[3.17]

Figura 3.17: Exterior do planeta Terra.

ATMOSFERA

BIOSFERA
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Fonte: [40].

8Recebe esse nome em homenagem ao seu descobridor, o geofisico e sismologista, Andrija Mohorovicié.
9Recebe esse nome em homenagem aos sismélogos alemies Beno Gutenberg e Emil Wiechert.
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v’ Listosfera: parte solida da superficie terrestre, formada por rochas e minerais, envolve
a crosta e parte do manto superior. Sua espessura pode variar de acordo com parte do
planeta, sendo maior em regides montanhosas. Corresponde ao relevo submarino, aos

continentes e as ilhas.

v' Atmosfera: envoltério gasoso de um planeta ou satélite, em corpos cuja massa seja
suficiente para atrair os gases por meio da gravidade, é a camada exterior de onde
provém radiacdes emergentes. A atmosfera é responsdvel por proteger o planeta de

agentes externos, bem como regular o clima no planeta.

v Hidrosfera: corresponde a camada aquosa do planeta, nos diferentes estados fisicos:
liquido, sélido e gasoso [[17]]. Influencia, entre outras coisas, no clima. A hidros-
fera compreende: rios, lengdis subterraneos, geleiras e vapor de dgua presente na

atmosfera.

v" Biosfera ou ecosfera: parte do planeta onde tem ou € possivel existir vida. A biosfera
se concentra na parte inferior da atmosfera, na maior parte da hidrosfera e em uma
estreita faixa da Litosfera [17].

3.2.1.3 As placas tectonicas

A camada externa mais rigida do planeta Terra, a litosfera, é fragmentada em pedacos
denominados placas tectonicas. Estas podem ser de dois tipos: continentais e ocednicas, sendo
as primeiras mais antigas e espessas [39]. Esses fragmentos se movimentam entre si nas suas

fonteiras ou limites, conforme representado na Figura[3.18] podem se dar de modo:

v" Convergente: encontro de duas placas que se movem em direcdes opostas.
v Divergente: quando duas placas se afastam entre si.

v Transformante: quando duas placas se deslizam uma pela outra lateralmente.

Figura 3.18: Tipos de placas tectonicas.

— —

— —>

o

Fonte: [41]].

O movimento das placas tectdnicas ocorrem sobre a regido s6lida do manto terrestre, em

uma camada menos rigida denominada astenosfera, que encontra-se entre a litosfera e o manto.
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Quando duas placas resvalam entre si, produzem-se rupturas das rochas, em geral, designadas
por falhas [39] e [17].

Durante o choque entre placas € comum ocorrer a criagdo e a destrui¢ao de parte das
placas oceanicas. As bordas das placas ocednicas sofrem submersdo geralmente em placas
continentais, as vezes também, em placas ocednicas mais novas. As placas sujeitas a pressao
podem se fundir, gerando o magma, ou seja, atividade vulcinica. Também é comum a liberacdo

de energia eléstica, o que provoca os terremotos [39].

Figura 3.19: Placas tectOnicas.

&

Placa Euroasidtica

i L o, P’ﬂtt ;
Flaca Norteamericana A"atdﬁnt
Placa
Filipina
. . Placa del
laca de - Caribe :
achde Placa Pacifica
Placa Pacifica
Placa de
Mazea Placa
Sudamericana Placa Africana Placa
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Placa Antdrtica

Limire de by placas cectdnicas

Fonte: [42].

Na Figura[3.19] destaca-se a distribui¢do das placas tectonicas pelo planeta. Conforme ja
dito, as regides que limitam as placas sdo as que geram maior impacto sismico. Por outro lado,
outras regides que estdo sobre essas placas, distantes dos limites, como no caso do Brasil, ndo

costumam sofrer grandes tremores ou erupgoes.

3.2.2 O satélite natural da Terra, a Lua

A Lua € o unico satélite natural orbitando o planeta Terra, formada ha cerca de 4,5
bilhdes de anos, possui formato esférico. O astro tem cerca de 27% do didmetro da Terra e cerca
de 0,012 a massa terrestre. Sua atmosfera € quase insignificante, cuja massa esta em torno de 10
mil kg, formada basicamente por: hélio, nednio, hidrogénio e argonio.

A superficie lunar € marcada pela presencga de inimeras crateras, planicies e montanhas. A
maioria das crateras lunares apresentam um formato circular, que resultam muito provavelmente
do bombardeamento de meteoritos. Ja as planicies lunares se apresentam em grandes extensoes,

em tons variados de cinza [35]].
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O ciclo de transla¢do em torno da Terra dura 27 dias e 8 horas, e demora 0 mesmo periodo

para fazer o movimento de rotagdo em torno do proprio eixo, ou seja, a velocidade angular de

rotacdo € igual a de translac¢d@o, conforme a Figura [3.20] por isso tem sempre a mesma face

voltada para a Terra e a outra oculta. A Lua ndo possui luz prépria, mas sim reflete a luz solar

[17].

Figura 3.20: Rotacdo e translacio da Lua.

Fonte: O autor.

De acordo com o sua posi¢do, a luz emitida pela Lua tem caracteristicas distintas, que

denomina-se fases da Lua, conforme representado na Figura [3.21]

v Lua cheia: o reflexo da luz solar reflete em por toda a superficie visivel da Lua;

v Lua nova: o relexo da luz solar ilumina a face oculta da Lua, que ndo reflete luz na

Terra;

v/ Lua em quarto crescente: apenas parte da superficie visivel é iluminada, neste caso,

a quantidade de luz vai aumentando ao longo dos dias.

v' Lua em quarto minguante: apenas parte da superficie visivel € iluminada, neste

caso, a quantidade de luz vai diminuindo ao longo dos dias.

Figura 3.21: Fases da Lua.

MINGLIAMTE

Fonte: [43]].
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Como j4 dito, um aspecto curioso € o0 movimento sincronizado entre Lua e Terra. Um
dos efeitos mais conhecidos € a producdo das marés pela Lua nos oceanos da Terra, gracas a
interacdo gravitacional entre os dois astros. Por conta da atrag@o entre os dois corpos as marés
mais altas no globo terrestre sempre acontecem em regides opostas [35]].

A interagdo Lua e Terra ndo se limita aos efeitos sobre a estrutura e a fendmenos na
superficie dos astros. Estudos mostram que a Lua estd se afastando da Terra cerca de 3,8 cm
por ano, o que nao muda muita coisa, visto que a distancia entre o planeta e o seu satélite ¢ em
torno de 384 400 km. Isso vem ocorrendo por causa do movimento das marés na dire¢do oeste,
em contraste com 0 movimento das massas de terra, que se movem para leste, logo a Terra vem

perdendo velocidade de rotagéo [33]].

3.2.3 Eclipses

Chama-se eclipse o fendbmeno no qual ofusca-se o brilho ou luz de um astro, total ou
parcialmente, pela interposi¢do de outro astro entre ele e o observador. Outra forma de eclipse
ocorre quando um astro, sem luz propria, deixa de ser iluminado ao penetrar no cone da sombra
de outro astro, como no caso em que a Lua penetra a sombra da Terra [[17].

A sombra projetada pelo planeta Terra tem duas partes distintas: umbra e penumbra. A
umbra corresponde a parte da sombra onde toda luz esta bloqueada pela Terra. Para a penumbra

¢ a parte em que a Terra bloqueia parte da luz solar [35]].

Figura 3.22: Tipos de sombras projetadas pela Terra.

Fonte: O autor.

Da mesma forma a Lua pode projetar sombras sobre a Terra.
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Figura 3.23: Tipos de sombras projetadas pela Lua.

Fonte: O autor.

O tipo de sombra projetada, conforme exibido nas Figuras [3.22]e[3.23] projeta diferentes
formas ou auséncia de luz na superficie do astro que sofre a incidéncia. Para cada uma dessas

projecdes classificam-se os tipos de eclipses, que podem ser solar ou lunar.

3.2.3.1 Eclipse Solar

O eclipse solar ocorre quando a Lua estd entre o Sol e os observadores que estdo em uma
regido da superficie terrestre interceptada pelo cone de sombra da Lua. Quando isso ocorre o Sol

deixa de ser total ou parcialmente visivel.

v Eclipse solar total: ocorre quando toda luminosidade do Sol é ofuscada pela Lua.
Neste caso, a Terra intercepta a por¢do da umbra da sombra da Lua, conforme

representado na Figura[3.24]

v Eclipse solar parcial: ocorre quando parte da luminosidade do Sol é ofuscada pela
Lua. Neste caso, a Terra ndo € atingida pela umbra da sombra da Lua, conforme

representado na Figura [3.24]

Figura 3.24: Eclipse solar com a Terra interceptando a umbra da Lua.

Regido em eclipse total

Regido em eclipse parcial

Regido em eclipse parcial

Fonte: O autor.
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v Eclipse solar anular: ocorre quando um anel de luminosidade solar pode ser obser-
vado ao arredor da Lua. Isso ocorre por conta do vértice do cone de sombra da Lua

néo estd atingindo a Terra, conforme representado na Figura [3.25]

v" Eclipse solar hibrido: ocorre quando a curvatura terrestre provoca um efeito que faz
com que, em algumas partes da superficie da Terra, se observe um eclipse solar total

e em outras um eclipse solar anular, conforme representado na Figura [3.23]

Figura 3.25: Eclipse solar com a Terra ndo interceptando o cone de sombra da Lua.

Regido em eclipse anular

Regido em eclipse parcial

Regido em eclipse parcial

Fonte: O autor.

3.23.2 Eclipse Lunar

O eclipse lunar é o fendmeno no qual a Lua penetra no cone de sombra da Terra. Quando
isso ocorre a Lua deixa de ser visivel para todos os observadores terrestres que a t€ém acima do

horizonte durante aquele intervalo de tempo, conforme representado na Figura[3.26]

Figura 3.26: Eclipse lunar.

Lua em eclipse total

Lua em eclipse parcial

Lua em eclipse penumbral

Lua em eclipse penumbral

Lua em eclipse parcial

Fonte: O autor.
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v Eclipse lunar penumbral: ocorre quando a Lua cruza apenas a penumbra da Terra.

v" Eclipse lunar total: ocorre quando a face da Lua fica totalmente dentro da umbra da

Terra.

v Eclipse lunar parcial: ocorre quando a face da Lua fica parcialmente dentro da

umbra da Terra.

Na Figura[3.27] podemos observar, de forma resumida, a configura¢do do Sol e da Lua

no Céu durante os seus respectivos eclipses.

Figura 3.27: Vistas dos tipos de Eclipses no Céu.

TIPOS DE ECLIPSES SOLARES

PARCIAL ANULAL

> ()

TIPOS DE ECLIPSES LUNARES
PARCIAL PENUMBRAL

Fonte: [44].

3.3 Calculo de distancias

As distancias relativas entre os astros do cosmos, assim como o tamanho destes, sempre
foram motivos de muita curiosidade por parte do ser humano. Desde antes de Cristo ja se
exploravam maneiras de calcular os tamanhos relativos e as distancias relativas entre a Terra,
o Sol e a Lua [45]. Entre os mais bem sucedidos estdo os gregos antigos como Aristarco,
Eratostenes e Hiparco, que estudaremos nos Capitulos f]e [5]

Para a exploracao de distancias astrondmicas e tamanho dos astros sao necessarios alguns

conceitos, dentre os quais: paralaxe, unidade astronomica, ano luz e parsec.

3.3.1 Paralaxe

O método da paralaxe consiste na observagao de um angulo sob o qual um observador
ou objeto situado em uma determinada estrela veria uma base, que € um comprimento convenci-
onalmente escolhido. Em geral, os astronomos empregam como base o semi-eixo ou raio médio

da orbita terrestre [[17]].
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De acordo com [46], em Astronomia, a paralaxe p trata-se da metade do deslocamento
angular descrito a partir observador O ao longo dos extremos da base b, no caso a metade desse

valor € o semi-eixo ou raio médio.

Figura 3.28: Paralaxe.

Fonte: Adaptado de [17].

Na Figura[3.28] podemos notar que AOB, trata-se de um tridngulo isGsceles, de base
AB. O método da paralaxe explora a triangulag:é para determinar distancias.

Por outro lado, do fato do tridngulo AOB ser isdsceles e que o segmento O.S, que parte
de O e intersecta a base AB, € a bissetriz de AOB , temos que OS também € a altura relativa a
base AB. O que determina os tridngulos retangulos ASO e BSO.

Ao aplicarmos as relagdes trigonométricas, temos:

b
senAés:% — senp:%
— senp = % (3.1)
Também que
— b
tgA@S:% — tgp:%
— tap=o (3.2)

De (3.1) podemos estabelecer que ao conhecermos o dngulo p é possivel relacionar as

distancias relativas entre si. Isso torna o método pratico, porém devem ser tomados alguns

10Na atualidade, o célculo distAncias entre astros é feito por meio de radares.
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cuidados, pois quando usado para medir as distancias entre astros requer adaptacao, isto porque
0s corpos celestes encontram-se muito distantes.

Para isso, escolhe-se uma linha de base muito grande, quando deseja-se calcular esses
distancias: da Terra a Lua ou aos planetas mais préximos, geralmente usa-se o didmetro da Terra.
Ja a distancia de estrelas proximas, usa-se o didmetro da 6rbita da Terra [46]. Os dois casos

denominam-se respectivamente: paralaxe geocéntrica e paralaxe heliocéntrica.

3.3.1.1 Paralaxe geocéntrica

Para determinar certas distancias relativas e a posi¢cdo da Lua em relacdo a estrelas
distantes sdo marcados pontos opostos na superficie da Terra, determinado o diametro do planeta

como linha de base.

Figura 3.29: Paralaxe geocéntrica.

oA
.
S - —-——-—-"—-"—"— - - - - - - - - === === = = @) *
TTerra *
B
Fonte: O autor.
A partir da Figura[3.29)e das implica¢des em (3.1)), temos que
T T
senp = Terra d = Terra ) (33)
d senp
Para p muito pequeno, temos
r r T
sen p = Terra d = Terra ~ Terra. (34)
d sen p P

3.3.1.2 Paralaxe heliocéntrica

Para determinar certas distancias relativas da Terra a estrelas mais préximas sdo marcados
pontos opostos sobre a Orbita da Terra, em torno do Sol, para assim usar o didmetro desta Orbita
como linha de base. Nesse processo, ao passo que a Terra se move ao longo da érbita solar, as

estrelas que estdo mais proximas parecem se mover em relacdo as que estdo mais distantes.
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Figura 3.30: Paralaxe heliocéntrica.
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Fonte: Adaptado de [46].
A partir da Figura[3.30|e das implicacdes em (3.1)), temos que
7"; . 7"‘/ .
senp = orbita d — orbita ‘ (35)
sen p
Para p muito pequeno, temos
’r’/ . fr‘/ . ’r‘ .
senp = o6rbita d — orbita o rblta. (36)
sen p P

3.3.2 Unidades de distancias astronomicas

Na determinacdo de distancias astronOmicas, assim como outras, trabalha-se com uma
unidade base. Para isso, utiliza-se elementos que remetem ao proprio sistema solar, como a
distancia média entre Terra e Sol; bem como propriedades fisicas, como a distancia percorrida

pela luz em um determinado intervalo de tempo.

3.3.2.1 A unidade astronomica

A determinag¢do de distancias, descricao de orbitas e tamanho dos astros dentro do Sistema
Solar sdo representadas por meio da distancia média da Terra ao Sol, que denomina-se Unidade
Astronémica (UA).

A técnica empregada para obter-se o valor da unidade astrondmica consiste no uso de
radares. De inicio, suponhamos que seja enviado um sinal de radar ao planeta Marte, estando o
mesmo em um ponto oposto ao Sol em relagdo a posi¢ao da Terra, conforme a Figura[3.31] Pela
terceira lei de Kepler, a qual veremos no Capitulo[6] Teorema[I9] a distancia entre o Sol e Marte

€ de 1,52 UA, ou seja, a distincia entre os dois planetas € de 0, 52 UA.
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Figura 3.31: Terra e Marte em pontos opostos.

,’/Marte ATerra 8’51 \\] \‘,
” 0,52UA < 1UA S

Fonte: O autor.

Além disso, a distancia entre os dois planetas nessa posicao € cerca de 77 790 890 km.

Desse modo:
distancia (UA) distancia (km)
1UA — T
0,52 UA — 77790 890 km

0 que nos leva a
1UA x

0,52UA 77 790 890

77790 890 km
N 0,52

— 221,496 - 10°km (3.7)

Portanto, uma unidade astrondmica equivale a cerca de 1,496 - 108 km.

3.3.2.2 OanoLuz

O ano luz (AL) trata-se da distancia percorrida pela luz no vacuo, em um periodo de ano.
A luz no vdcuo tem uma velocidade em torno de 2,9979 - 10° km/s e um ano 365, 25 dias.

Desse modo um ano luz corresponde a uma distancia

AL = 2,9979-10°km/s - 365,25 dias
= 2,9979-10°km/s - (365,25 -24-60-60)s
= 2,9979-10°km/s - 31 557 6005
= 2,9979-10°km/s - 3,15576-10"s
=~ 9.46065 - 10 km (3.8)
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De (3.7) e (3.8), temos que

AL _ 9,46065 - 10'? km
UA 1,496 - 108km

3.3.2.3 O Parsec

AL = 3,32396 - 10* UA

(3.9)

O parsec (pc) € uma unidade de medida astrondmica que consiste medir a distancia do

observador a um objeto que encontra-se sob uma paralaxe heliocéntrica de 1”, no caso seria do

Sol a uma estrela. Como a paralaxe heliocéntrica se baseia no raio da Orbita terrestre, que € a

unidade astrondmica (UA), o parsec pode ser entendido como a distancia na qual o observador

deveria estd para ver 1 UA, sob um angulo de 1”.

Figura 3.32: O parsec.

Fonte: Adaptado de [46].

Desse modo, de[3.2]e da Figura[3.32] temos

UA
tgl” = e = pc

Além disso,

, 1 1 27
1" =
3600°

De (3.10) e (3.TT)), temos

_UA _  UA
C = = —
PE= 0 T 48481 10-9

de (3.7) e (3.12), temos

3600 360

pc = 206265 UA

>~ 206265 - 1,496 - 10° km

>~ 3,0857244 - 10" km

93

UA _ UA

= —— =4 8481 -107°.

= 206 265 UA,

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Além disso, de (3.13) e (3.8), temos

pe ., 3,0857244 - 10% km
AL~ 9,46065 - 102 km

pc = 3,26164 AL (3.14)
e concluimos que

pc =2 206 265 UA 22 3,0857244 - 10" km =2 3,26164 AL .
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ASTRONOMIA: ASPECTOS
HISTORICOS

Entre as ci€ncias da natureza a Astronomia foi a que primeiro atingiu um alto grau de
organizacio quando comparada a outras ciéncias como a Fisica e Meteorologia, que nao atingiram
o mesmo nivel de realizacdo. Isso se deu especialmente devido ao assunto da Astronomia
primitiva se basear no Sol, a Lua, os planetas e as estrelas, movendo-se em padrées complexos;
o0 assunto era matematizado com relativa facilidade, dado que na antiguidade, principalmente na
Grécia Antiga, a Astronomia era tida como um ramo da Matemética [S0]].

Os conhecimentos astrondmicos da antiguidade sao estudados pela Arqueoastronomia.
Tal ci€ncia tem por objetivo estudar os conhecimentos astrondmicos dos povos antigos, espe-
cialmente daqueles do periodo pré-historico. A Arqueoastronomia desenvolveu-se gracas as
pesquisas iniciadas em 1890 pelo astronomo inglés Sir Norman Lockyer (1836 — 1920), que
pode ser considerado como o moderno fundador dessa ciéncia em virtude dos seus estudos dos

monumentos egipcios e dos megaliticos ingleses [17].

4.1 A Astronomia na Europa Neolitica

As evidéncias mais fortes do interesse em Astronomia por parte das sociedades antigas
encontra-se nos antigos alinhamentos de circulos de pedras espalhados por toda a Europa,
particularmente no Reino Unido. O mais notdvel € Stonehenge na Inglaterra, representado
na Figura 4.1 O monumento possui um didmetro em torno de 100 m, construido cerca de
3200 a.C.. Os blocos de pedra, os maiores em geral com 50 toneladas, foram deslocados de
uma regido situada a 30 km ao norte de Stonehenge.

Os arquedlogos acreditam que Stonehenge era um altar destinado a adorac¢do do Sol, pois
ele se encontra orientado de modo que o Sol nasce, durante o solsticio de verao (no hemisfério
norte), no eixo de sua entrada. Alguns arqueoastronomos defendem que o monumento funcionava

como um antigo observatdrio. As pedras macigas estariam posicionadas de acordo com o
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movimento anual do Sol, com objetivo de marcar o inicio das estacdes. Outra possivel finalidade

seria prever eclipses da lunares [17].

Figura 4.1: Stonehenge.

Fonte: [31]].

Stonehenge ndo € Unica dessas constru¢des, 0 mais curioso: essas estruturas estao
espalhadas por todo mundo; inclusive, existem algumas mais antigas como Gobekli Tepe na
Turquia (9 000 a.C.) e Napta no Egito (4 500a.C.). O que chama aten¢do na Europa pré-
historica € a quantidade dessas estruturas, nas ilhas britanicas sdo cerca de 1 000. Outros
exemplos desse tipo de estrutura sdo: Drombeg na Irlanda, Xaghra Circle em Malta e Callanish

na Escdcia.

4.2 A Astronomia na China Antiga

Na China antiga a tradi¢do de observar os céus era muito presente. Desde o inicio, 0s
chineses mostraram familiaridade com os cosmos; ja por volta de 2300 a. C. dividiram os céus
em quatro grandes secdes e vinte e oito pequenos grupos ou constelacdes. Tal distribuicao
tratava-se, possivelmente, das coordenadas da Lua durante o ciclo mensal [52].

A medicao do tempo era uma das principais atividades astrondmicas. Para eles, manter
um calenddrio preciso possuia o significado de paz e prosperidade. Para isso, o Sol e a Lua
eram indispensaveis. O sistema de calendérios usados por eles se baseava nas fases da Lua e
na posi¢ao do Sol. Com isso, mediam as posi¢des das estrelas, em cada uma das vinte e oito
constelacdes, determinado os periodos e ocorréncia dos fendmeno.

Através de centenas de mudancas politicas e sociais, os chineses foram creditados por
manterem a vigilancia continua mais longa do céu desde o advento das inscri¢cdes de 0ssos
de oraculos por volta de 2400 a. C. Infelizmente, pelos padrdes modernos, a grande maioria
dos registros astrondmicos antes de 720 a. C. é tdo breve que muitos mal mencionam a data do
evento, sem falar em detalhes sobre como um eclipse pode parecer. Por volta de 720 a. C., foram

observadas a ocorréncia de cerca de 37 eclipses solares [53]].
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Apesar das constantes e insistentes obervacdes, ndo existem registos cientificos formais
dessas obervagdes. Assim, como outras culturas antigas, os chineses usavam técnicas e faziam
anotagdes, muito mais com a finalidade de prever eventos e associar a crengas do que propri-
amente formular um ideal cientifico. Os resultados obtidos tinham um cardter mais religioso
e politico do que propriamente cientifico, embora esse se manifestasse em certas ocasides, de

forma empirica, até.

4.3 A Astronomia no Egito Antigo

Os registros matematicos astrondmicos no Egito antigo sdo bem raros. A Astronomia
egipcia comeca desde os tempos da pré-histdria, por volta de 5000 a. C. ja haviam desenvolvido
um calendério. O ano egipcio se baseava no Sol, possuia 365 dias, com 12 meses de 30 dias mais
5 dias adicionais, destinados a cerimonias.

Foram capazes de desenvolver um sistema de constelagdes. As grandes construcdes do
Egito antigo se baseiam nas estrelas. Como por exemplo a grande pirdmide de Gizé, construida
por volta de 2550 a. C., com cerca de 46 andares e 146, 6 m de altura. Tal monumento possui
eixos aéreos voltados para a estrela de Sirids e para a constelacdo de Orion.

Os egipcios também construiram enormes estruturas que tinham por finalidade determinar
a ocorréncia de Solsticios e das estacOes chuvosas. Essas estruturas tratavam-se de uma calendério
solar e tinham o formato de circulo de pedras. A mais antiga com esse formato localizava-
se no deserto da Nubia, Nabta Playa, representada na Figura 4.2} construida por volta de
5500 — 4500 a. C, possuia um didmetro 3, 6 metros [54].

Figura 4.2: Nabta Playa.

Fonte: [33]].

Apo6s o declinio da civilizagdo egipcia antiga, a cidade de Alexandria se tornou um
dos mais importantes centros de astronomia, especialmente dos gregos. Entre eles estavam
Eratéstenes que calculou o diametro terrestre e Tales de Mileto que trouxe os fundamentos da

geometria e da astronomia.
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4.4 A Astronomia na Mesopotamia

Os astronomos mesopotamicos, mais especificamente os babilonicos, foram os primeiros
a reconhecer padrdes nos fendmenos astrondomicos. Os mesmos descobriram que tais fendmenos
se repetiam em determinados periodos de tempo. Para registrar os acontecimentos eles se
utilizavam de tabuas cuneiformesﬂ Com isso, estudaram a variagao da luz solar, o planeta Vénus,
a posi¢do das estrelas e os eclipses.

Para prever os eclipses por exemplo, faziam tracados referentes ao movimento do Sol,
Lua, estrelas e planetas. Eles também dividiram o céu em 12 constelagdes, elaborando o
calenddrio lunar, cujos meses se alternavam em 29 e 30 dias, totalizando 354 dias [17]. Também
desenvolveram as clepsidras, instrumentos que possuiam a fungdo de medir o tempo. A medida
do tempo se dava pelo escoamento da 4gua no instrumento.

Se deve aos mesopotamicos o feito extraordinario da divisao da circunferéncia em 360
partes iguais. Conforme [49], com o desenvolvimento astrondmico, os babilonicos adotaram
uma unidade de medida de distincias, milha babiléniccﬂ usada para medir distancias muito
longas. Para medir o tempo eles passaram a contar o tempo necessario para se percorrer uma
milha babil6nica. Nessa maneira de medir o tempo, um dia era formado por 12 milhas de tempo
e cada milha de tempo possuia 30 partes iguais, obtendo assim 30 x 12 = 360 partes iguais para
o ciclo completo.

Embora, provavelmente, exista grande quantidade de estudos por parte dos mesopotami-
cos, tais estudos ndo se mostraram voltados para uma teoria cientifica astronomica. Utilizavam,
na maioria das vezes, conhecimentos empiricos e aritméticos, que nao envolviam cosmologia,
geometria ou filosofia. Aparentemente, os Caldeus, como eram conhecidos os astronomos
babildnicos, estavam mais preocupados em estudar movimentos e trajetérias dos objetos [S6].

Apesar disso, os resultados e conhecimentos mesopotdmicos seriam de suma importancia
para os gregos e helenisticos desenvolverem suas teorias. Entre as influéncias estdo a elaboracio
de calendérios, o uso do sistema sexagesimal, um catalogo de 36 estrelas que relacionavam os

meses do ano e os registros de solsticios e eclipses.

4.5 A Astronomia na Grécia Antiga

Embora outras grandes culturas tenham trabalhado fortemente a observagao dos céus,
ao experimentar e teorizar sobre tal, foi na Grécia antiga que a Astronomia ganhou um caréter
cientifico. Nao somente na Grécia se deu o processo, mas também tendo a mesma como principal
centro de pensadores. Estudiosos estes, que estenderam seus experimentos.

Os experimentos € conhecimentos dos gregos, também se relacionavam com outras

culturas como os mesopotamicos e os egipcios. Muitas das experiéncias praticadas pelos gregos

IEscrita em cunhas ou tabuas, de barro ou argila, que registravam os conhecimentos dos mesopotimicos, criada
pelos sumérios cerca de 3 500 a. C, era composta por mais de dois mil simbolos.
2cerca de sete milhas atuais.
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se basearam em teorias e resultados dessas culturas, bem como as préprias observacdes e
resultados.

Como se sabe as culturas mais antigas tiveram papel influente no desenvolvimento da
Matemdtica, tendo esta influenciado na Astronomia da época, especialmente com conhecimentos

relacionados a geometria e trigonometria.

4.5.1 Tales de Mileto e os fundamentos da Astronomia

Tales de Mileto (~ 624 — 546 a. C.) foi o primeiro cientista J 6ni0(ﬂ introduzindo os
fundamentos da Astronomia. Tales buscava compreender as origens do universo, refutando a
mitologia. Baseou-se, para isso, em conhecimentos adquiridos em viagem a Mesopotamia e ao
Egito. Conta-se que Tales previu um eclipse solar, por meio observacdes feitas das posi¢des da
Lua, da Terra e do Sol, feitas a olho nu. Acreditava que a dgua era o principio para tudo que

existe. Defendia, ainda, que a Terra flutuava sobre as dguas, conforme a Figura@

Figura 4.3: Terra segundo Tales.

Fonte: [57].

4.5.2 Anaximandro de Mileto e as primeiras experiéncias cientificas

Anaximandro de Mileto (~ 610 — 547 a. C.) foi colega de Tales, o primeiro a fazer
experiéncias cientificas no campo da Astronomia. Para ele o principio de tudo era o infinito - o
apeiron. Por meio de uma vareta vertical, determinou a durag@o do ano e das estagdes. Também
foi o primeiro, na Grécia, a fazer um reldgio de sol - Gnémon, um mapa do mundo (conhecido) e

de um globo celeste, conforme a Figura 4.4}

3Nome dado aos componentes da escola Jonica, fundada pelo préprio Tales, localizada na cidade de Mileto, na
Jonia.
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Figura 4.4: Mapa de Anaximandro.
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Fon-te: [58]].

Anaximandro afirmava que a Terra ndo era suspensa ou sustentada nos céus, sendo o
centro do universo, equidistante de todos pontos da esfera celeste. Para ele, a Terra era um
cilindro suspenso livremente. Defendia que o Sol, a Lua e as estrelas eram buracos ou bolas que
se moviam no arqueamento do céu, sobre rodas cosmicas [46].

Segundo ele o Sol estava em uma dessas rodas, deixava escapar fogo e mudava de posi¢ao
a medida que girava. Em outra bola estava a Lua, essa mesma bola era responsavel pelas fases
lunares e os eclipses que correriam quando houvesse alguma obstrugdo. As estrelas eram furos

menores, em uma terceira roda mais préxima da Terra.

4.5.3 Pitagoras de Samos e a esfericidade da Terra

Pitdgoras de Samos (~ 542 — 497 a. C.) apresentou uma nova perspectiva em relagio aos
seus antecessores. A cosmologia Pitagérica rompeu com a ideia de Terra plana ou cilindrica.
Trazia a teoria de que a Terra e os demais planetas, a Lua e Sol estariam sobre esferas co-céntricas

ao arredor de um fogo central, conforme a Figura[4.5]
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Figura 4.5: Sistema Césmico Pitagorico.

Grande Fogo

Fonte: Adaptado de [S9].

Pitdgoras e seus seguidores, Os Pitagoricos, acreditavam que o cosmo era regido pelas
relagcdes matematicas, inclusive o termo cosmo advém dessa crenca. Pitdgoras acreditava e
ensinava que o “Céu todo era uma harmonia € um nimero”. O nimero decdﬂ designa o universo,

que era considerado um sistema ou um organismo, ndo somente um aglomerado de seres.

4.5.4 Filolau de Cretona e o movimento terrestre

Filolau de Cretona (~ 470 — 390 a. C.) introduziu a teoria do movimento terrestre. Para
ele, a Terra girava em torno do seu préprio eixo, rolando no espago. Filolau deu continuidade a
ideia a qual afirmava que a Terra, o Sol, a Lua e os planetas conhecidos na época giravam em
torno de um fogo central. Filolau argumentava que tal fogo ndo era percebido porque o lado
habitado da Terra ficava oposto a este, conforme a Figura @

Filolau prop0s que o ciclo da Terra era cerca de 24 horas, do Sol durava um ano, da Lua
uma més e de Marte cerca de dois meses. Filolau ainda acreditava existir um décim(ﬂ astro, um
planeta invisivel ao qual chamou de Anti-Terra, tal astro protegia a Terra de ser queimada pelo

Fogo Central.

“4Consiste na soma dos quatro primeiros niimeros naturais, considerado a mais importante unidade da natureza,
constitufa uma estrutura perfeita e acabada de cada elemento.
>Como j4 se viu, Os Pitagéricos acreditavam que o ndmero 10 era considerado a unidade da natureza.

101



Capitulo 4: Astronomia: aspectos histéricos

Figura 4.6: Sistema Astrondmico de Filolau.

Fogo Central

Sol Lado

habitado

Fonte: Adaptado de [60].

4.5.5 Eudoxo de Cnidos e a Esfera Homocéntrica

Eudoxo de Cnidos (408 — 344 a. C.) foi o primeiro a propor que a duracio do ano era de
365 dias e 6 horas. Explicou os movimentos do Sol, da Terra, da Lua e dos planetas por meio
de um complexo sistema com 27 esferas co-céntricas, a Esfera Homocéntrica. Todos os astros

giram em torno da Terra, fixa no centro, conforme a Figura[4.7]

Figura 4.7: Esfera Homocéntrica.

Fonte: [61].

Os cinco planetas estariam ligados cada um a quatro esferas, cada uma dessas esferas
desempenhavam papeis distintos, uma do movimento diurno juntamente com as estrelas, uma
das variagGes na longitude, uma das variagdes na latitude e uma do movimento retrégrado. No

Sol e na Lua tinha-se apenas trés, pois 0s mesmos nao apresentavam movimento retr(’)gradoﬂ

®Movimento que um planeta executa em uma dire¢iio oposta a de outros corpos do seu sistema planetirio, a
partir de um ponto de referéncia.
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As estrelas estariam em uma esfera (a dltima e maior do sistema). Tais esferas giravam com

velocidades diferentes em torno de eixos inclinados distintos.

4.5.6 Aristoteles de Estagira e a sistematizacao do conhecimento astrono-
mico

Aristételes de Estagira (384 — 322 a. C.) foi responsavel por sistematizar o conhecimento
astrondmico de sua época. Aristételes, entre outras coisas, explicou as fases da Lua, dizendo que
as mesmas dependiam do quanto a face da Lua iluminada pelo Sol encontrava-se voltada para a
Terra.

Aristételes também explicou os eclipses lunar e solar. No caso do Sol ocorria quando a
Lua encontrava-se entre a Terra e o Sol; ja no da Lua, a Terra estava entre a Lua e o Sol, com a
Terra a projetar uma sombra na Lua. Aristételes defendeu a esfericidade da Terra, pelo fato da

sombra da Terra projetada na Lua, durante o eclipse Lunar, possuir o formato arredondado.

Figura 4.8: Sistema planetario de Aristoteles.

° Supralunar
° °
Sublunar

Estrelas

y Saturno

y
// °
v 4

Fonte: Adaptado de [62].

Aristételes adotou a divisdo dicotdomica do Universo entre Céu e Terra. Considerava a
Lua o astro mais proximo da Terra, sendo a Orbita lunar a fronteira entre o Céu e a Terra. Desse
modo, o0s corpos celestes (astros) eram supralunares e 0s corpos terrestres, sublunares [63]].

Por outro lado, rejeitou a hipdtese da Terra possuir movimento em relacdo as estrelas.

Para ele, se a Terra estivesse em movimento, os corpos (sobre a Terra) cairiam para trds. Afirmava,
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assim, que as estrelas deveriam apresentar movimento aparente entre si. Dizia, ainda, que o

Universo era esférico e finito, conforme a Figura[4.§|[46].

4.5.7 Aristarco de Samus: distancias relativas: Terra a Lua e Sol a Terra

Aristarco de Samus (310 — 230 a. C) foi o primeiro estudioso a propor um modelo
heliocéntrico[] consistente e que se assemelhava ao atual, tendo antecipado Nicolau Copérnico
em cerca de 2000 anos. Apesar de correta, a suposi¢do de Aristarco ndo recebeu muitas atengdes
na época.

A grande contribuicio de Aristarco foi o modelo de célculo para distancias relativas, que
exploraremos no Capitulo[5] Aristarco determinou a distancia da Terra ao Sol em fungédo da
distancia da Terra a Lua. Para determinar as distincias relativas Aristarco usou conhecimentos
da Trigonometria e utilizou-se das fases da Lua, em quarto minguante e em quarto crescente.

Além disso, Aristarco também mediu os tamanhos dos didmetros do Sol e da Lua em
relagcdo ao da Terra. Embora seus resultados sejam bem diferentes, inclusive abaixo dos atuais,
chegou a conclusio que o didmetro Terra era cerca de 3 vezes o da Lua e que o do sol era cerca
de 20 vezes o da Lua.

Por fim, explicou que o Sol ndo poderia estar na orbita da Terra, pois um corpo tdo grande
ndo poderia girar em torno de um corpo tdo pequeno, a Terra. Tais avancgos, tornou Aristarco

muito préximo dos cientistas da atualidade.

4.5.8 Eratostenes de Cirénia e a circunferéncia (diametro) da Terra

Eratostenes de Cirénia (276 — 194 a. C.) foi o primeiro estudioso a medir o didmetro da
Terra, conforme exploraremos no Capitulo 5| Para isso, Eratdstenes se valeu do solsticio de
verdo nas cidades de Sieneﬁ e Alexandria, ao meio dia, notando que ocorria uma leve diferenca
na inclinag¢do do Sol nos dois locais.

Ao observar o Sol nas duas cidades, mediu a sombra de uma pequena vareta posicionada
perpendicularmente ao solo e a partir de proporcionalidade determinou o comprimento da

circunferéncia da Terra.

4.5.9 Hiparco de Nicéia e a relacao dos tamanhos da Terra e a Lua

Hiparco de Nicéia (190 — 120 a. C.) conhecido como o pai da Trigonometria, foi o
fundador da Astronomia cientifica, para muitos, o maior astrdnomo da era pré-crista. Hiparco
criou o astroldbio, instrumento usado para medir a distancia de qualquer astro em relacao ao
horizonte, também estabeleceu o sistema de localizacdo pelo cdlculo de longitude e latitude,

dividindo o globo terrestre em 360°.

"Modelo no qual o Sol é o centro.
8Cidade egipcia, atualmente chamada de Aswan.
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Hiparco foi responsdvel pela constru¢do de um observatorio na ilha de Rodesﬂ Neste
local, fez observacdes que resultaram em um catdlogo da posi¢do no Céu e a magnitudﬂ de
cerca de 85 estrelas. Hiparco descobriu que o Sol ndo estd sempre na mesma posi¢do do zodiaco
quando ocorrem os equindcios. Porém, Hiparco ndo interpretou a causa pela precessﬁom do eixo
da Terra.

Para Hiparco a Terra ndo girava, por isso ndo possuia polos ou eixo de rotacdo. Segundo
ele quem girava era a esfera das estrelas, em torno de nés. Essa esfera possuia um eixo, polos
e equador. Dessa maneira, a precessao dos equindcios era interpretada como devido a um

deslocamento do eixo da esfera das estrelas ou do eixo da esfera que transportava o Sol [64]].

Figura 4.9: Ciclo da precessao.

Equingcios nos
dias atuais

% mil
anos

Equador

celeste

Esfera
celeste

Fonte: Adaptado de [63].

Deduziu, de forma precisa, a direcao dos polos celestes e a precessdo. Chegou a conclusao
que o ciclo demorava 26 mil anos, devido a influéncia gravitacional da Lua e do Sol. Para deduzir
tal processo, Hiparco fez comparagdes das posi¢cdes das vdrias estrelas catalogadas com as que
foram catalogadas por Timocharis e Aristyllus de Alexandriﬂ a aproximadamente 150 anos
antes, conforme a Figura[4.9]

Determinou, ainda, que a dura¢do do ano com um erro muito pequeno de 6 minutos. Para

1Ss0, observou os equindcios e solsticios consecutivos, embora os resultados fossem inconclusivos.

°Ilha situada no Mar Egeu, famosa pelo Colosso de Rodes, uma das sete maravilhas do mundo antigo.

10A magnitude especificava a intensidade do brilho da estrela, em uma escala de 1 a 6, a olho nu. A mais brilhante
estaria na escala 1, assim como a menos brilhante estaria na 6.

"Processo no qual o corpo sofre a mudanga no eixo de rotag@o.

2Timocharis e Aristyllus de Alexandria foram os primeiros a medir a distincia das estrelas no céu, por meio de
ponto fixos ou coordenadas elipticas.
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Ele ndo conseguiu distinguir entre possiveis erros observacionais e variagdes no ano tropica]ﬁ
No entanto, ao comparar suas proprias observagdes dos solsticios as observagdes feitas nos
séculos V e III a. C, Hiparco obteve uma estimativa do ano tropical de apenas 6 minutos a mais
[66].

Hiparco também determinou o tamanho relativo da Lua e a distancia da Terra a Lua. Para
1ss0, utilizou diferentes métodos, chegando a 597 perra € 67 ererra para a distincia da Terra a
Lua, conforme exploramos no Capitulo[5] Tal resultado é muito préximo do aceito atualmente,

que estd entre 577 rerra € 647 Terra-

4.5.10 Ptolomeu e 0 Almagesto

Claudio Ptolomeu (~ 90 — 168 a. C.) € para muitos o mais marcante nome da Astronomia
grega, estudiosos da drea dividem a ciéncia em pré e pés Ptolomeu. Ptolomeu € um marco
para Astronomia assim como Euclideﬂ ¢ para Matematica; além de suas teorias e descobertas,
compilou conhecimentos dos seus antecessores, especialmente de Hiparco. Foi o autor de
Matematike Syntaxis, mais conhecida como O Almagesto, do érabeEL uma obra dividida em 13
volumes, que tratava de conhecimentos matematicos e astrondmicos.

Tal obra se baseava em resultados como o sistema sexagesimal babil6nico e uma reto-
mada a resultados de Hiparco, trazendo junto conhecimentos alcancados por Ptolomeu, como
uma famosa tabela de cordas trigonométricas. Descrito como o Manual da Astronomia ou da
Matemética Aplicada, O Almagesto continha uma descricdo matematica dos céus e no terceiro
livro, Hipdteses planetdrias, aborda principios da fisica e um modelo geocéntrico [67]].

No sistema planetério de Ptolome, Sistema Ptolomaico, rompeu com paradigmas dos
seus antecessores. De inicio, diferentemente de Aristételes e Eudoxo, refutou a ideia da Terra ser
o centro das Orbitas planetdrias, embora acreditasse que a Terra era o centro do universo. Para
Ptolomeu a Terra ndo possuia movimento em relacao aos outros astros, ou seja, era estaciondria.

O Sistema Ptolomaico, assim como nos demais, os astros possuiam 6rbitas circulares.
Porém, tal sistema tinha uma peculiaridade: cada astro possuia orbita circular, esta também
tendo orbita circular em torno de um ponto fixo, ligeiramente afastado da Terra. Tais orbitas,
receberam, respectivamente, os nomes de epiciclo e deferente. Desse modo, cada astro tinha um

deferente e um epiciclo, conforme a Figura[4.10}

13 Ano tropical, refere-se ao inicio das estagdes, corresponde a 365, 2422 dias solares médios; o que equivale a
365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos.

“Euclides foi o responsdvel pela sistematizacdo de grande parte de conhecimentos matematicos da antiguidade,
em uma obra chamada Os Elementos.

1505 4rabes foram responsdveis por traduzir a obra posteriormente.
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Figura 4.10: Epiciclo e deferente.

Fonte: Adaptado de [63].

Na Figura[d.10] temos:

v' O € o centro do deferente;

v' E é ponto oposto, em relacdo ao centro do deferente, a Terra, denominado equante;
v' C'é o centro do epiciclo;

v déadistanciaentre F e C;

v’ 7 é oraio deferente;

v P é um astro, pode ser inclusive um planeta.

A representacdo de Ptolomeu, além de trazer a novidade do epiciclo e do deferente,
possuia um cardter geométrico. A distancia r, entre o centro O do deferente e o centro C' do
epiciclo, € constante, mas a velocidade de C' ao arredor de O ndo € constante; este move-se mais
rdpido quando se aproxima da Terra e diminui a velocidade a medida que se afasta.

Nesse sistema os cinco planetas orbitavam sobre seus proprios epiciclos e estavam sobre

seus respectivos deferentes, conforme a Figura[d.11]
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Figura 4.11: Sistema Planetério de Ptolomeu.

Estrelas

Fonte: Adaptado de [S9].

Somado a estes fatos ao da Terra estar fora do centro, as distincias da Terra aos demais

astros seria varidvel. Tais fatos levaram a nomenclatura sistema de epiciclos excéntricosm

4.6 A idade medieval

As ideias propostas por Cldudio Ptolomeu foram um marco na histéria da Astronomia,
tendo perdurado por mais de 1 400 anos. Embora tenham sido aceitas e utilizadas por muito
tempo, parte desses conceitos comecaram a incomodar alguns estudiosos da era medieval,
que vieram a propor novas teorias como a infinitude do universo e os modelos planetarios

heliocéntricos.

4.6.1 Nicolau Copérnico

Nascido em Tordn na Poldnia, Nicolau Copérnico (~ 1473 — 1543) foi um astrénomo e
matemadtico que se dedicou principalmente em desenvolver um modelo alternativo ao sistema
planetario de Ptolomeu. Leitor do Almagesto, Copérnico se incomodava com algumas questdes

propostas na obra. Copérnico nao concordava, por exemplo, com o fato da Terra ser estatica.

16Ptolomeu cita Apoldnio de Perga como um dos criadores do sistema de epiciclos excéntricos para representar
os movimentos do Sol, Lua e planetas, no lugar das esferas de Eudéxio e Aristételes [[17]].
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Em sua obra magma Revolotionibus Orbinum Coelestium, Copérnico traz uma reformula-
¢do do modelo planetério que durava por mais 14 séculos. Diferentemente de Ptolomeu defendia
que os astros orbitassem em torno do Sol, ndo da Terra. O Sol ndo seria o centro do universo,
mas estaria proximo.

Embora nao fosse o primeiro a propor um modelo Heliocéntrico, Copérnico foi o primeiro
a propor tal modelo de forma minuciosa e técnica. Na obra de Copérnico, publicada apenas
quando estava prestes a morrer, abordam-se varias hipdteses sobre os astros, por meio de cilculos
e observagdes. A partir dai, ele explicou o movimento e a posi¢do da Terra, Lua, Sol e dos
planetas.

Também propds retomar a ideia dos gregos antigos, que acreditavam no movimento
uniforme e com trajetdria circular dos corpos celestes. Copérnico sentia um incomodo muito
grande com a quantidade de circulos do sistema ptolomaico, embora aceitasse a ideia dos
epiciclos para explicar a variacdo das distancias e das posi¢des dos astros. Mas o que incomodava,

de fato, era o equante.

Figura 4.12: Sistema Planetério de Copérnico.

Estrelas

Fonte: Adaptado de [68]].

Copérnico buscou explicar, de forma mais simples, o movimento dos astros, conforme a
Figura[d.12] Para isso, se baseou no movimento da Terra. Atribuiu trés tipos de movimento a

Terra: rotagdo didria, volta anual e inclina¢do anual de seu eixo. Assim, considerou a translagao
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da Terra ao arredor do Sol, as estacdes do ano pela precessdo e o0 movimento retrogrado dos
planetas.

Embora apresentasse tais argumentos, Copérnico nao tinha provas para o que afirmava,
inclusive ele mesmo ndo estava seguro. Para dar mais consisténcia ao que propds, apelou para a
questdo estética ao afirmar que o Sol em repouso, no meio era o mais belo templo do Universo.

Dizia ainda que o Sol ao centro, iluminava toda familia de planetas que lhe orbitava [63].

4.6.2 Thomas Digges

Natural de Wootton, Reino Unido, Thomas Digges (1546 — 1595) foi o responsdvel
por explicar a obra de Copérnico, De Revolutionibus. Em sua obra A perfit Description of the
caelestiall orbes, de 1576, propde um modelo que era similar ao apresentado por Copérnico,
diferindo apenas na distribui¢do das estrelas [69]].

Assim como Copérnico, acreditava no modelo Heliocéntrico, embora se deixasse levar
muito pela concepg¢ao religiosa. Digges acreditava na existéncia de um céu imével situado no
espaco. Para ele, o céu era preenchido por uma infinitude de estrelas dispersas por todo o espaco,

numa altitude elevada, remetendo a ideia de infinito, conforme a Figura

Figura 4.13: Sistema Planetério de Digges.

Merciirio

0

Fonte: Adaptado de [70].

Digges descrevia as estrelas como luzes gloriosas, que ultrapassavam exceléncia do Sol,
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tanto em qualidade como em quantidade. Para ele nas estrelas habitavam os anjos celestes, a

corte de Deus, habitacdo dos eleitos. Para mais detalhes consultar [17].

4.6.3 Giordano Bruno

Giordano Bruno (1550 — 1600) foi o grande defensor das ideias, expostas na obra de
Copérnico. Suas principais obras datam de 1584: De [’infinito universo e mondi; De la causa,
principio e uno; e La cena de le ceneri [17].

Diferentemente de Copérnico e Digges, Bruno ndo se remetia tanto aos aspectos religio-
sos, rompeu com a parte mistica, ndo falando de Santos ou anjos. Tal aspecto o fez ser acusado
de heresia e depois de panteismo. Por isso foi queimado vivo.

Bruno defendeu que o Universo era infinito, que passava por diferentes transformacgdes
de forma continua. Isso ia contra a ideia pregada pela igreja catdlica, que defendia o universo
como um sistema rigido de seres, estruturados em uma certa ordem desde a eternidade[39].

Além de defender a infinitude do Universo, sem limites, Bruno afirmava que as estrelas
eram sois ao arredor dos quais giravam planetas. Para ele, tais planetas eram habitados e os
habitantes destes, acreditavam estar no centro do Universo. Bruno acreditava que tudo possuia

vida.

4.6.4 Tycho Brahe

Tycho Brahe (1546 — 1601) foi um astrobnomo observacional da era que precedeu a
invenc¢do do telescopio, em seu observatorio chamado Uranienborg, na ilha de Ven, entre a
Dinamarca e Suécia, estudou a posi¢do das estrelas e dos planetas. Deu prosseguimento a
pesquisas e resultados alcangados por Copérnico.

Suas observagdes alcancaram um nivel de precisdo sem igual para a época. Entre outras
coisas, estudou de forma detalhada as fases da lua e reuniu muitos dados que foram de suma
importancia para Johannes Kepler elaborar sua teoria, possibilitando a descoberta das leis dos
movimentos dos planetas.

Diferentemente de Thomas Digges e Giordano Bruno, Tycho Brahe nao defendia o
sistema de Copérnico. Tycho Brahe prop6s um sistema no qual os planetas orbitavam o Sol, ao

passo que o Sol girava em torno da Terra [17].

4.6.5 Johannes Kepler

Johannes Kepler (1571 — 1630) foi um dos grandes responsdveis pela chamada revolugado
cientifica no século XVII, tem como feito principal a elaboracdo das trés leis fundamentais da
mecanica celeste, as leis Kepler. Kepler foi assistente de Tycho Brahe e responsavel por dar
continuidade em suas pesquisas sobre observacdo dos astros, embora tivesse uma visao um pouco

distinta a respeito do sistema planetdrio.
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Kepler leu as ideias de Copérnico, se tornando um admirador e defensor do modelo
heliocéntrico. Kepler foi o autor da segundﬂ defesa publicada do sistema proposto por Copér-
nico. Na obra intitulada Mysterium Cosmographicum, publicada em 1597, Kepler propde que
as relacdes das distancias entre os seis planetas conhecidos até aquele momento poderiam ser
explicadas por meio dos cinco sélidos de Platdo, limitados em uma esfera que representava a

6rbita de Saturno, o dltimo dos planetas, conforme a Figura [#.14] [71]].

Figura 4.14: Os cinco s6lidos de Platdo, limitados em uma esfera que representava a orbita de

Saturno.

T.\lVL.l\ m ORBIVMPLANE TARVM DIMENSIONES, ET DISTANTIAS PER QVINQVE
REGVLARIA CORPORA GEOMETRICA EXHIBENS.

ILLVSTR.ISS PR_[NCIPI AC DNO. DNO, FKIDE.RICD DVCI WIR:
ECCIOS, COMITT MONTIS BELCARVM, ETC. CONSECRATA.

Teligce G GrontmFecfois A7 N crt

Fonte: [[72]].

Kepler herdou de Tycho Brahe os dados e o posto de matematico imperial, com a missao
de concluir os trabalhos iniciados pelo seu mestre. A partir de entdo, Kepler se dedicaria pelos
proximos 20 anos a obter informagdes sobre 0 movimento dos planetas, especialmente de Marte.
Entre outras coisas, determinou diferentes posi¢des da Terra por meio dos periodos de Marte.

Kepler possuia uma visdo mistica do cosmos, para ele o Sol representava um simbolo de
Deus, a fonte da forca que impulsionava o sistema. De inicio, Kepler sup6s que o poder emanado
do Sol diminuia de acordo com a distancia, ocasionado um movimento mais rapido ou lento a
medida que os planetas se aproximava ou distanciava do Sol [71]].

A partir de medicdes do aféliﬁ e periélidﬂ da Terra e Marte, chegou a uma férmula que

""Thomas Digges foi o primeiro a publicar uma defesa do modelo de Copérnico, em um apéndice de 1576.
18Ponto mais distante do Sol, na érbita de um planeta.
19Ponto mais préximo do Sol, na érbita de um planeta.
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relacionava a taxa de movimento de um planeta a sua distancia ao Sol, como sendo grandezas
inversamente proporcionais. Para garantir a veracidade de tal afirmativa, Kepler necessitava de
de intimeros célculos. Foi quando ele formulou a propor¢ao de maneira geométrica, levando a
segunda lei do movimento planetério: os planetas varrem dreas iguais em tempos iguais.

A partir dai, usando a lei da taxa geométrica se dedicou a calcular a 6rbita de Marte.
Inicialmente obteve a orbita da Terra, conseguindo ajusti-la ao circulo excéntrico. Para a orbita
de Marte nao obteve o mesmo resultado. De inicio, tentou representar a 6rbita marciana a
ajustando a um modelo oval. Apds inumeras tentativas, ndo obteve sucesso. Foi quando, por
volta de 1605, teve a ideia de usar a elipse, chegando na posi¢do do Sol como um dos focos de
uma elipse [46]].

A partir dai, Kepler estabeleceu que a 6rbita de Marte tratava-se de um elipse. Assim,
concluindo a Primeira Lei de Kepler para o movimento planetario: fodos os planetas movem-se
em elipses, com o Sol em um dos focos. Apesar disso, Kepler ndo fez uma andlise matematica para
os demais planetas. Mais tarde em 1609, Kepler publicou uma obra intitulada New Astronomy,
na qual aborda a primeira e a segunda lei do movimento planetério.

Ja a terceira e ultima das leis do movimento planetéario, propostas por Kepler, s6 foi
estabelecida em 1618 cerca de 22 anos depois de ser proposta. A obra originalmente estaria
em uma obra de titulo Prodromus Dissertationum de 1596, teve sua publicagdo em Harmonices
Mundi Libri V de 1619 [17]. Tal resultado tratava-se da proporcionalidade dos quadrados das
revolucdes dos cubos das distancias, foi assim enunciada: O quadrado do periodo sideral de um
planeta é diretamente proporcional ao cubo do comprimento do semieixo maior de sua orbita
[35].

4.6.6 Galileu Galilei

Galileu Galilei (1564 — 1642) foi um fisico e matematico italiano responsdvel por desen-
volver o moderno espirito cientifico, defendendo a harmodnica entre experiéncia e teoria. Galilei
foi responsavel por estudos relacionados ao movimento acelerado e do péndulo. Entre outras
coisas desenvolveu o compasso geométrico@ e um termOmetro, além de ter sido o precursor do
rel6gio de péndulo.

Certo dia, assistindo a um servico na Catedral de Pisa, se distraiu ao observar um grande
lustre de bronze suspenso. A lampada posta para fora a fim de iluminar mais facilmente, solta,
oscilava para cd e para 14, com amplitude que decrescente de forma gradativa. Ao usar as batidas
de seu pulso para medir o tempo, verificou que o periodo de uma oscilagdo da lampada nao
dependia da amplitude do arco descrito na oscilagdo [49].

Posteriormente, por meio de experiéncias, mostrou que o periodo de um péndulo em
movimento ndo dependia do peso de sua massa oscilante, mas sim apenas do comprimento de

sua haste. Segundo relatos histéricos foi dai que despertou o interesse de Galileu pela ciéncia e

2Instrumento que permitia encontrar a medida de Angulos e 4reas.
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pela Matematica. Posteriormente, teve a oportunidade de assistir a um curso de geometria na
Universidade de Pisa. Como consequéncia pediu a familia permissdo para abandonar a medicina,
passando dedicar-se a ciéncia e a Matemaética, campos estes que possuia forte talento.

Em torno de 1607 um aprendiz do oculista holandés Hans Lippershey descobriu que
colocando-se duas lentes a uma distancia apropriada da outra, os objetos vistos através do par
de lentes pareciam maiores. O patrdo arranjou as duas lentes num tubo e exibiu o instrumento
como um brinquedo na vitrina de sua loja. Certa vez, um funciondrio do governo comprou
objeto presenteando o principe Mauricio de Nassau. Nassau, também comandante das forcas
armadas dos Paises Baixos, de imediato vislumbrou a possibilidade de usar o instrumento para
fins militares.

A invencdo dos 6culos de alcance chegaram a Galileu em 1609, que logo construiu um
outro par muito superior ao de Lippershey. Do alto da igreja mais alta da cidade de Veneza,
fez uma demonstragdo de seu instrumento, representado na Figura [4.15] Através do objeto
os senadores venezianos puderam ver as velas de um navio que se aproximava, cerca de duas
horas antes que ele fosse visivel a olho nu. Galileu presenteou com esse exemplar o doge de
Venezﬂ Assim, como Nassau, reconheceu potencialidades do instrumento em operagdes navais

e militares [49].

Figura 4.15: Telescopio de Galileu.

Fonte: [73].

Galileu construiu outros quatro telescépioﬂ cada um mais potente do que o outro. O
ultimo deles possuia um poténcia cerca de 30 vezes de ampliacdo. Este instrumento possibilitou
a Galileu observar: duas pequenas estrelas a leste do planeta Jupiter e uma a oeste, na noite de 7

de janeiro de 1610. Na noite seguinte, observou que as trés estrelas estavam a oeste do planeta,

210 doge era o principal dirigente da republica veneziana.
22Como veio a se chamar o novo instrumento - do grego tele, “distante”, skopos, “observar” [49].
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e trés noites depois notou que existia uma quarta estrela pequena girando em torno de Jupiter.
Com isso, havia descoberto quatro satélites luminosos de Jupiter, o que confirmava a teoria de
Copérnico dos corpos pequenos girando em torno de outros maiores [49]].

Por meio do telescopio Galileu também conseguiu observar manchas no Sol, montanhas
na Lua, as fases de Vénus e os anéis de Saturno. Tais descobertas, fizeram com que surgissem
oposig¢oes fanaticas de muitos homens da Igreja. Os opositores, adeptos das ideias Aristotélicas,
defendiam entre outras coisas que o Sol ndo possuia manchas e a Terra como centro do Universo.
Certa vez, Galileu foi acusado de colocar os quatro satélites de Jupiter dentro do seu telescopio.

Tais fatos e a publicacdo de um livro no qual defendia a teoria de Copérnico, levaram
Galileu a ser convocado comparecer diante da Inquisicdo. Nessa época, Galileu encontrava-se
ja doente e envelhecido, mesmo assim foi for¢cado, sob ameaca de tortura, a retratar-se de suas
descobertas cientificas. A renegac¢do de sua propria consciéncia destruiu a vida do velho sabio,
ficou cego e morreu em janeiro de 1642. Mesmo momentos antes da morte ainda encontrava-se

sob a vigilancia da Inquisi¢@o, prisioneiro na sua prépria casa [46].

4.6.7 Isaac Newton

Isaac Newton (1643 — 1727) foi um fisico, matemético e astrdnomo sem igual, tendo
realizado trabalhos que serviram de legado e base a ciéncia moderna. Embora Newton seja mais
lembrado pelas suas leis da mecanica e pelo desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral,
na Astronomia teve importante contribuicao.

Newton se dedicou, entre muitas coisas, a Optica e a natureza da luz. A partir de muitas
observagdes e experi€éncias mostrou que a luz branca € formada a partir da conjungdo de cores:
vermelho, laranja, amarelo, verde, azul, anil e violeta. Tais cores separdveis por meio de um

prisma, rompendo com a ideia aristotélica de que a luz banca era uma entidade simples, conforme

a Figurad.16|[17].

Figura 4.16: Dispersdo da luz branca.

Fonte: [[74].

A partir disso, Newton concluiu que no felescopio refrator sempre ocorria uma dispersao

na luz em diferentes cores ao atravessar o prisma. Afim de corrigir isso, Newton propds e
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construiu o telescdpio refletor ou telescopio newtoniano, que possuia cerca de 15 centimetros de
comprimento.

Para constru¢do do felescopio newtoniano, Newton acoplou um espelho plano a um tubo,
com inclinagdo de 45°, refletindo a imagem para uma ocular colocada no lado. Esse telescépio,
representado na Figura[4.17] era capaz de gerar imagens nove vezes maiores do que um refrator,

que era quatro vezes mais longo [46].

Figura 4.17: Telescopio Newtoniano.

Fonte: [75].

Apesar dos resultados apresentados sobre Otica, foi na mecanica celeste que Newton
apresentou o trabalho mais relevante, a lei da gravitagdo universal. O enunciado de tal lei diz
que: Dois corpos se traem com uma forga proporcional ao produto entre suas duas massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles.

Tal resultado possibilitou um entendimento novo a respeito dos corpos celestes e suas
orbitas, traz como e por qué os planetas descrevem 6rbitas ao redor do Sol segundo as Leis de
Kepler. Para obter tal resultado, Newton imaginou que a forca centripeta na Lua era proporcio-
nada pela atracio gravitacional da Terra e se valendo da terceira lei de Kepler chegou ao novo
resultado [46].

Por volta de 1679, mostrou que a lei das dreas de Kepler era uma consequéncia da forca
centripeta, e que a Orbita era uma elipse, conforme exploraremos no Capitulo[6] Jd em 1684,
Edmond Halley (1656 — 1742) em visita Newton perguntou-lhe a respeito das orbitas planetarias,
como ja desvendo o problema muitos anos antes, mesmo nao tendo a demonstracdo do resultado
em maos a enviou logo depois [49]].

Ao receber tal demostragdo, Halley incentivou Newton a escrever um trabalho completo
sobre a nova Fisica e sua aplicacdo a Astronomia. As descobertas alcancadas por Newton foram
publicados na obra Philosophiae naturalis principia mathematica, conhecida simplesmente por
Principia, sendo o tema central da obra.

Os resultados apresentados em Principia fez da obra o marco da nova ciéncia, uma nova
visdo de mundo, inaugurando a chamada era da razio ou iluminismo. A Gravitacdo Universal

foi um dos maiores feitos intelectuais da histdria, por isso um sucesso. Explicava, entre outras
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coisas, 0 movimento dos planetas e satélites do Sistema Solar, 0 movimento dos cometas e as

marés dos oceanos [63]].
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Capitulo 5

ARISTARCO, ERATOSTENES E
HIPARCO: CALCULO DE DISTANCIAS
E TAMANHOS RELATIVOS

Neste capitulo apresentamos a descri¢cdo de resultados alcangados por Aristarco, Eras-
téstenes e Hiparco. Tais estudos evidenciam a importancia da Geometria e da Trigonometria,

principalmente para medir distancias e calcular o tamanho dos astros [435]].

5.1 Aristarco: distancias relativas Terra a Lua e Sol a Terra

De inicio, Aristarco prop0s a existéncia de um tridngulo retangulo, formado a partir de

pontos nas superficies da Terra, Lua e Sol. Este seria retangulo no ponto sobre superficie da Lua.

Figura 5.1: Esbogo dos astros Terra, Lua e Sol.

— _ _ _ LuaCrecente

" Lua Minguante

Fonte: Adaptado de [76}45].
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Aristarco utilizou-se das fases da Lua, em quarto minguante e em quarto crescente para
justificar a existéncia desse tridngulo, conforme a Figura[5.1]

Nessas fases, o Sol ilumina exatamente metade da Lua, o que fazia com que os raios
solares fossem perpendiculares a linha imagindria que ligava a Terra a Lua. Assim, a Lua, a
Terra e o Sol formavam um triangulo retangulo, com o adngulo reto na Lua.

Aristarco ainda determinou o valor do angulo 3 ao observar a luz solar no horizonte,

fazendo uma separagd@o angular, concluindo que 5 = 87°. O que resulta na Figura[5.2]

Figura 5.2: Tridngulo retangulo dos astros Terra, Lua e Sol.

Terra

Fonte: Adaptado de [43].

Em que
V' Trerra = raio da Terra; v  d(T, L) = distancia da Terra a Lua;
V' TLua = raio da Lua; v d(T,S) = distancia da Terra ao Sol;
v’ Tsel = raio do Sol; v d(L,S) = distancia da Lua ao Sol.

A partir dai, Aristarco fez:

d(T,L) .
AT, 5) = cos 87°.
Atristarco usou cos 87° = 0, 05 e obteve:
d(T, L)
=0, 05.
d(T,S) ’
Dai,
d(T, L)
- ~(0,05 = d(T,L)=0,05-d(T,S
TTg =0 (T,1) 20,05 d(T, )

— d(T,S) =20 d(T, L) (5.1)

Embora, esse resultado nio estivesse corretﬂ o procedimento de Aristarco estava certo.

LA proporgdo correta seria d(T, S) = 400 - d(T, L).
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Para determinar o tamanho relativo da Terra em relacdo a Lua, Aristarco se valeu da

sombra projetada pela Terra, durante um Eclipse Lunar, conforme a Figura[5.3]

Figura 5.3: Tamanho da Lua.

Lua antes do Eclipse -

Lua depois do Eclipse -

Sol

Fonte: Adaptado de [43].

Aristarco observou que o tempo necessdrio para a Lua desaparecer totalmente, na sombra
projetada pela Terra, era aproximadamente, 3 Vezem 0 tempo necessdrio para ela sair totalmente
da sombra. Com isso ele concluiu, que o diametro da Terra era cerca de 3 vezes maior que o da

Lua, ou seja:
dTerra = 3dLua\ (5 2)

Para determinar a distancia da Terra a Lua Aristarco utilizou semelhanga de tridngulos.
Inicialmente, tomou um objeto que teria cerca de 1 cm de didmetro. Ao posicionar o objeto, a
uma distancia aproximada de 110 cm, percebeu que 0 mesmo cobria a imagem da Lua no Céu,

conforme a ilustragdo da Figura[5.4]

Figura 5.4: Objeto posicionado a frente da Lua.

b N ) !
Fonte: Adaptado de [43].

2Na realidade, esse nimero é 4 vezes.
3na verdade, ele chegou a conclusédo que drq, = 0, 35d1errq-
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Em que

V' dpua = diimetro da Lua;
v' dop = diametro do objeto;
v d(T, L) = distancia da Terra a Lua;

v d(T,O) = distancia da Terra ao objeto, no horizonte.

O que podemos representar, geometricamente, pela Figura[5.5]

Figura 5.5: Tridngulos resultantes: distancia da Terra a Lua.

Fonte: Adaptzfdo de [45]].

Pelo Teorema [3] os dois tridngulos sdo semelhantes. Dai, Aristarco aplicou:

tridangulo maior triAngulo menor

bases — d1ua do
alturas — d(T, L) d(T,0)
O que nos leva a
dLua dO

d(T,L) _ d(T,0)

1 d 1
Como o diametro da Lua era 3 do diametro da Terra, e a razao 7 (Tf) 0) = 10’ temos
1
ngerra 1 1
2 = — — d(T,L)=="-110" drerra
d(T,L) ~ 110 (T.1) =3 T
— d(T,L) = 37 drerra- (5.3)

Com isso, também foi possivel estimar a distincia da Terra ao sol. Tal resultado pode ser

concluido a partir de (5.1)) e (5.3)). O que levou a distincia entre Terra e Sol ser:

d(T,8)=20-d(T,L) = d(T,S)=2037" drerra
— d(T,S) = 740 - drerra (5.4)
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Finalmente, para determinar o diametro do Sol, Aristarco recorreu a um Eclipse solar,
conforme a Figura[5.6] Aristarco observou que a Lua ficava alinha com a Terra e o Sol, como
jé sabia o raio lunar e as respectivas distancias, Terra & Lua e Terra ao Sol ele pode aplicar os

conhecimentos geométricos novamente.

Figura 5.6: Lua entre o Sol e a Terra.

Fonte: Adaptado de [43].

Em que

V' dpua = didmetro da Lua;

V' dgol = didmetro do Sol;

v  d(T, L) = distancia da Terra a Lua;
v d(T,S) = distancia da Terra ao Sol.

O que podemos representar, geometricamente, pela Figura[5.7]

Figura 5.7: Tridngulos resultantes: distancia da Terra ao Sol.

b d(T,S)~=—=—==="—"="—= !
Fonte: Adaptado de [43]].
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Pelo Teorema 3] os dois tridngulos sdo semelhantes. Assim, temos

dSol dLua

d(T,s) d(T,L)

Como
1
d(T> L) =37 - dTerra; dLua = § : dTerra € d(T, S) = 740 - dTerra

segue-se, de (5.5) e de (5.6), que

1
dSol _ g . dTerra
740 : dTerra 37 . dTerra '
Dai,
1 1
dso1 3 dTerra 3 - derra
o = = dso1 = - T40 - dperra
740 - dTerra 37 - dTerra Sl 37 - M T

— dSol = 67 7 dTerra

O que conclui que o didmetro do Sol era cerca de 6, 7 vezes o didmetro da Terra.

(5.5)

(5.6)

(5.7)

A partir dos tamanhos relativos encontrados, chegou a conclusao que o Sol ndo poderia

estar na orbita da Terra, dada a grande superioridade no tamanho da estrela em relag@o ao planeta.

5.2 Eratéstenes e a circunferéncia (diametro) da Terra

Eratdstenes notou que em Siena, no primeiro dia do verdo, ao meio dia, a luz solar atingia

o fundo de um poc¢o bem fundo, o que o levou a deduzir que o Sol estava perpendicular a Terra

naquele ponto.

Por outro lado, em Alexandria situada ao norte de Siena, ndo ocorria 0 mesmo. Ao medir

o tamanho da sombra de um bastdo posto verticalmente, Eratdstenes observou que em Alexandria

o Sol estava 7, 2 graus mais ao sul, conforme a Figura[5.§]
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Figura 5.8: Representagdo das cidades de Siena e Alexandria.

)

Fonte: Adaptado de [76].

Em que

V' T'rerra = raio da Terra;

v/ A é o ponto que representa onde situava-se Alexandria;

v S é o ponto que representa onde situava-se Siena;

v« o angulo correspondente ao setor circular determinar pelos ponto A e S;

v’ d representa a distincia entre A e S, sobre o arco AB.

Para determinar o angulo central «, Eratdstenes tracou uma reta r, passando pelo ponto
que representa Siena, paralela ao bastdo posto em Alexandria, conforme a Figura[5.9] Nesse
procedimento, encontraram-se os angulos abaixo da reta r, correspondentes com o angulo de

7,2°, 0 que fez concluir que esses angulos também mediam 7, 2°.
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Figura 5.9: Imagem apoés o tracado da reta paralela.

Fonte: Adaptado de [76].

Restringindo a imagem, temos

Figura 5.10: Imagem restrita.

Fonte: Adaptado de [76].

Na imagem da Figura[5.10] observa-se que a reta r é paralela a r'erra € 0 seguimento
que parte do centro passando por .S, € transversal aos dois anteriores. Com isso, os angulos «

e 7,2° sdo correspondentes, ou seja, pela Proposicao ] o = 7, 2°. Geometricamente, temos a
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Figura[5.11]

Figura 5.11: Arco de Siena a Alexandria.
A

d

r Terra

Fonte: Adaptado de [76].

Como uma circunferéncia completa possui um arco de medida 360°, Eratdstenes aplicou

proporcionalidade.

Arcode Aa S circunferéncia da Terra
medida em graus — 7,2° 360°

comprimento — d Crerra

O que resulta em:

7, 2° 360°
! — 7,2° « Cterra = 360° - d
d C’Terra ’ B
360° - d
= Ctrera = W
= Crera =50-d (5.8)

Na época, a distancia d conhecida entre Alexandria e Siena era de 5 000 estédioﬂ

Substituindo esse valor em (5.8), temos

Cterra = 90 -d —  Chterra = 50 - 5 0000 estadios
=  Cterra = 250 000 estadios (5.9)

Nao se sabe, ao certo, o valor do estddio utilizado por Eratdstenes, jd que os gregos usavam

diferentes tipos de estadios. Se supormos que Eratostenes utilizava um estadio equivalente a

6 km, o valor encontrado para a circunferéncia da Terra seria:

1
Crerra = 250 000 estddios == Crerra = 250 000 - G km
—  Cterra = 41 666, 67 km (5.10)

“Estddio era a unidade de mediada usada para medir a distancia, usada na Grécia antiga. A distancia de 5 000
estadios equivale a distancia de 50 dias de viagem de Camelo, que possui uma velocidade média de 16 km /h.
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Tal valor € bem préximo do valor correto que € 40 070 km.
Para obter o didmetro drera da Terra, Eratéstenes usou a férmula do comprimento da

circunferéncia:

CTerra

C1Terra =T7- dTerra — dTerra = (51 1)
T
Substituindo o valor de C'rerra, encontrado em (5.10)), temos,
C erra ~ 41 666, 67 km
dTerra - T - dTerra -
T m
= drerra = 13 262,90 km (5.12)

Se considerarmos o valor encontrado em (5.12)), teriamos para o raio da Terra 7rerra:

e 13 262, 90
TTerra = T; 2 = TTerra = T
= Terra = 6 631,45 km (5.13)

O valor 6 631, 45 km € bem préximo do valor conhecido atualmente, que é de 6 378 km.

O resultado encontrado por Eratdstenes em (5.12)), veio a completar a Teoria de Aristarco, para

os resultados (5.1)), (5.2)), (5.3), (53.4) e (5.7).

5.3 Hiparco: distancia da Terra a Lua

Para encontrar o tamanho e a distincia relativa entre a Terra e a Lua, Hiparco considerou

um Eclipse Lunar, conforme a Figura[5.12]

Figura 5.12: Eclipse Lunar.

Lua entrando
no eclipse

Lua saindo
do eclips\e

Fonte: Adaptado de [[77].
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Hiparco observou que durante o eclipse, a sombra da Terra era cerca de 2,6 vezes o
tamanho da Lua. Com aproximacgdes, chegou no valor correto 3 que representa a razao entre o
tamanho da Terra e o tamanho da Lua.

Para a distincia entre Terra e d(7', L), Hiparco considerou o arco determinado sobre a

circunferéncia referente a 6rbita da Lua, cujo centro coincidia com o da Terra, conforme a Figura

513

Figura 5.13: Arco da 6rbita lunar.

/‘ T,L) !

Fonte: Adziplado de [[77].

Além disso, Hiparco sabia que a 6rbita completa da Lua durava cerva de 27, 3 dias e
como a duracdo do Eclipse era cerca de 100 min pode aplicar a propor¢do. Assim:
Arco do Eclipse Circulo da 6rbita completa
tempo gasto — 100 min 27,3 dias
angulo — 20 360°

Como 1dia = 24 horas e 1 hora = 60 min, temos

100 _27,3-24-60 __ ,_ 100-360°
20 360° ©2.27.3-24-60
— 0==0,5° (5.14)

Da Figura[5.12] pode-se observar

Figura 5.14: Parte geométrica do Esboc¢o de Hiparco.

Fonte: Adaptado de [77].
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Da Figura[5.14] temos que

a4+ B+e=180° (5.15)
a+v+0+0=180° (5.16)

Por (5.13)) e (5.16)), temos

a+y+Bte=a+y+0+5 = a+y+Bre=a+y+0+6

= f+e=0+.

Hiparco ainda considerou que £ = (°, visto que 0 mesmo estava muito distante e estimou
0 = 0,25°. Como ¢ = 0, 5°, temos que

B+e=0+06 = [B+e=0,5°+0,25°

— B20,75° (5.17)
Com base no resultado obtido em (5.17) e na Figura[5.12] obtemos o triangulo:

Figura 5.15: Tridngulo Retangulo em que Lua e Terra sdo vértices.

Lua

\‘ T'Terra

Fonte: Adaptado de [77].

A partir da Figura[5.13] Hiparco aplicou a defini¢do de seno:

TTerra TTerra
0,75° = — d(T,L) = ———
sent d(T, L) (TL) = 0. 750
— d(T,L) = 76/ terra (5.18)

Em um outro método Hiparco calculou a distancia com maior precisdo. Hiparco conside-
rou dois pontos sobre os o planeta Terra, em diferentes meridianos, um na cidade de Alexandria
e outro a norte em Helesponto. A latitude em Alexandria era cerca de 31° e em Helesponto era

de 41°, havendo uma diferenca de latitude de 10°.
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Esse método se deu durante um eclipse solar. Nesse fendmeno, Hiparco observou que
os tamanhos aparentes da Lua e do Sol no céu eram iguais, o que incluia a paralaxe. Apos
algumas medig¢des, chegou a conclusdo que a paralaxe lunar era aproximadamente 0, 115° e que

a inclina¢do da Lua estava 3° abaixo do equador terrestre, conforme a Figura[5.16]

Figura 5.16: Distancia da Terra a Lua.

Terra

Lua
y 0.1

( B d(T, L)

d (T, L)

Fonte: Adaptado de [78]].

Em que
v' B: centro da Lua;
v’ O: centro da Terra;
v A: Alexandria;
v' H: Helesponto;
V' Toerra: raio da Terra;

v  d(T, L): distancia da Terra a Lua;

v d (T L): distancia da Lua ao ponto A;
v' AD perpendicular ao segmento AH;
v' FG: Equador terrestre.

Segundo o que dizia Hiparco, bastava determinar o comprimento de d’'(7’, L) que teriamos
uma boa aproximagio para d(7', L). Como a distincia entre a Terra e Lua era proporcionalmente

muito grande em relagdo ao raio terrestre, Hiparco usou a aproximacao:
d(T,L) = d(T,L) + rTerra (5.19)

A partir da Figura[5.16] Hiparco calculou a distanciade A a H.

AB Circulo Terrestre completo
comprimento — d(A, H) 27T Terra
angulo — 10° 360°

o que leva a

d(A,H) 277 Terra 27 Perra * 10°

- d(A, H) =
10° 360° 360°
— d(A H) = WT;S‘“’ (5.20)

130



Capitulo 5: Aristarco, Eratostenes e Hiparco: cdlculo de distancias e tamanhos relativos

Ainda da Figura[5.16] podemos observar que o tridngulo AHO ¢ is6sceles de base AH.

Assim, AHO = HAO = ¢. Como a soma dos angulos internos de uma tridngulos vale 180°,

temos
e+e4+10°=180° = ¢ = 85°

Como ¢ = 85° e um angulo de meia volta mede 180°, temos que
41° 4§ + 85° = 180° = § = 54° (5.21)

Delimitando na Figura[5.16]o tridngulo ABH e aplicando os valores obtidos em (5.20) e

(3.21]), temos

Figura 5.17: Tridngulo ABH.

d (T, L)

Fonte: Adaptado de [78]].

Na Figura inicialmente, observemos o tridngulo ADH. A partir deste tridngulo,
determinemos o comprimento do seguimento AD, em fungao do rmeyra € do sen 54°. Isto é, no
triangulo AD H, temos

AD —~ AD
ﬁzsenAHD — mzsenf)élo

18

— AD =senbh4°- Wrrf;”a (5.22)

De modo semelhante, determinemos o comprimento de AB, no tridngulo ABD, em

funcdo do comprimento de AD e de sen 0, 115°. Desse modo

AD . AD .
ﬁzseno,llf) — mzsen0,115
AD
= d(T,L)= ——— 2
(T, L) sen 0, 115° (5.23)
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Substituindo (5.22)) em (5.23]), temos

o TTTerra
AD , sen 54° - 13
d(T,L)y=———— = d(T,L)=
(T.L) sen 0, 115° (T.L) sen 0, 115°
= d'(T,L) = 70rterra (5.24)

Por fim, basta substituir o resultado de (5.24) em (5.19) e teremos

d(Tv L) = d/(Tv L) + T'Terra - d(T7 L) = 707'Terra + T'Terra

= d(T,L) = "1rrerra (5.25)

Segundo Hiparco estaria entre 627 rerra € 747erra-

Em um terceiro método, o mais preciso deles, Hiparco descobriu que a distancia da Terra
a Lua era cerca de 59 vezes o raio da Terra. Esse método também se deu a partir de um eclipse
solar. Nele Hiparco estimou a distdncia da terra ao sol d(7', S), por meio da paralaxe de 7°,
obtendo uma distancia minima da Terra ao Sol cerca 490 vezes o raio da Terra. Tal estimativa se

deu gracas a grande distancia entre a Terra e o Sol, que ele estimava ser a maior possivel.

Figura 5.18: Esquema referente as distancias durante o eclipse solar.

Fonte: Adaptado de [78]].

No diagrama, da Figura[5.18] temos

V' Toerra = raio da Terra;  v* d(T, L) = distancia da Terra a Lua;
v { =raio da Lua; v d(T,S) = distancia da Terra ao Sol;
v’ Tgo1 = raio do Sol; v h alinha que é paralela simultaneamente ¢ € a 7"ferra-
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A partir do tridngulo retdngulo que possui catetos ¢ e d(7', L), temos:

. —d(T.L) -tz 6
A1) g = (=d(T, L) tg

= (=d(T,L) send (5.26)

Tal resultado ocorre pois o valor do angulo 6 estd préximo de 0°, consequentemente seu
cosseno de 1.
Ja no triangulo oposto ao tridngulo anterior, cujo o angulo sobre a Terra mede ¢ e o cateto

oposto a ¢ vale h, com h € rrey,. Assim, temos

da:L>:tg¢::Jw:duﬁLytg¢ (5.27)

Substituindo a segunda implicac¢do de (5.26) em (5.27), temos

¢
h=d(T,L)-t h=— .t
(T,L)-tg¢p = -~ go

== h:tg—gb%
tg 6
~ ¢
— h_E' (5.28)

Substituindo a dltima implica¢do de (5.26) em (5.28)), temos

iﬂ¥%~€::}w¥§-dﬂlLysmm (5.29)

Na ultima implica¢do, ressaltamos como os angulos sdo consideravelmente préximos e
pequenos, suas tangentes também sdo proximas. Além disso, em angulos de baixo valor, uns
proximos aos outros, a razao entre tangentes se aproxima da razdo entre os angulos, ver tabela
de razdes trigonométricas.

Agora considere o diagrama da Figura[5.19] cujas linhas em vermelho sdo paralelas.

Figura 5.19: Linhas paralelas.

£+ 2 — TTerra

TTerra — I

Fonte: Adaptado de [78].
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Por meio de aproximacdes, temos

14 + Z — TTerra = TTerra — h
— (+x= TTerra T TTerra — h

= {4+ T = 2rrerra — N.
Para rrerra = 1, temos
{4+ =2Terra —h=—={(+2x=2—h (5.30)
Substituindo a dltima implicagdo de e de (5.29) em (5.30), temos

{4+ T = 2rrerra — R

= d(T,L)~sen9+x’£2—%§-d(T,L)-sen9
— r2- <1+%) (T, L) - senf (5.31)

A partir da ilustra¢do da Figura[5.18] identificamos os tridngulos retingulos em azul e

verde, na ilustracio a seguir

Figura 5.20: Triangulos Semelhantes.

Fonte: Adaptado de [78].

Os triangulos em azul e verde, possuem as hipotenusas paralelas, assim, como os catetos
entre si. Portanto, possuem os angulos dois a dois iguais entre si. Logo, pelo caso LAL,

Proposi¢do [f] sdo semelhantes. Desse modo, temos

Tridngulo em azul Tridngulo em verde

altura — T'Terra z
base — d(T,S) d(T,S) —d(T, L)
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Desse modo,

T'Terra X

d(T,S) ~ d(T,S) — d(T, L)
— 1.[d(T,S) — d(T,L)] =z - d(T, S)

— d(T,S) [l - 2] =d(T, L)
d(T, L)

— X

— d(T,S) = (5.32)

Substituindo o valor de z obtido em (5.31)), em (5.32)), temos

d(T, L)

¢

d(T,S) =
1- [2 — (1 + 5) -d(T, L) ~Sen9]

d(T, L)

Y a0 ]

— d(T,L)= (533)

Hiparco, a época, usou:
v 0=0,277°
v ¢ =1,385°%

v d(T,S) = 4907 Terea = 490.
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Substituindo esses valores em (5.33), temos

1
D ) ] -
0 d(T, 5)
1
— AT.L)~ i
o '(1 1’385>-s,eno 277°]—i
0,277° ’ 190

1
= d(T.L) =675

1
— d(T,L) = 67§rTerra

1
Do resultado obtido em (5.34)), se desconsiderarmos do denominador a fra¢do 190

entre repra € d(7, S), teremos

1
d(T,L) = 3
(1 + 5) -sen
— AT, L)~ !
T 1,385 .
(1 ; 2770) - sen 0,277

— d(T,L) =59

— d(T, L) = 59TTerra

(5.34)

, razao

(5.35)

A partir dos resultados obtidos em (5.34)) e (5.33), concluiu que a distancia da Terra a

Lua estava entre 597 rerra € 67§rTerra. Tal resultado é muito proximo do aceito atualmente, que

estd entre 577 rerra © 647 Terra-

O valor aceito atualmente € calculado de forma mais precisa e até rapida, por meio da

instalagdo de um espelho na superficie da Lua; a medicdo ocorre por meio de ondas de radio

emitidas da Terra que batem no espelho refletindo de volta.
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Capitulo 6

NEWTON E AS LEIS DE KEPLER

Os resultados apresentados a seguir sao baseados em [79], [[15], [80], [81] e [14]. Tratam-
se das primeiras provas para as Leis de Kepler, por meio do conhecimento cientifico existente
na época de Newton, inclusive alguns resultados precedem o desenvolvimento do Célculo
Diferencial e Integral, que hoje usamos para demonstrar tais resultados de maneira mais rigorosa.
O que iremos apesentar aqui tem o objetivo de destacar como se garantiu matematicamente a

validade das leis de Kepler nessa época.

6.1 Segunda Lei de Kepler Generalizada

De [[79] e [[15) p. 80, Teorema 1], temos o Teorema.

Teorema 15 (Segunda Lei de Kepler Generalizada - Lei das areas). As dreas descritas pelos
corpos giratorios, por raios atraidos a um centro de forca imovel S, estdo no mesmo plano e sdo

proporcionais aos tempos em que sdo descritas.

Demonstracio: Inicialmente, Newton assume uma for¢ca impulsiva atuando sobre o planeta
P, em intervalos de tempo iguais € com F direcionada ao centro imével S.

Durante o primeiro dos intervalos de tempo considerado, no trajeto entre A e B, o planeta
move-se até (', devido a forga exercida por B?m Caso contrdrio iria para C', conforme o

diagrama da Figura a seguir.

'Na Fisica o agente que modifica a velocidade ou o estado de repouso ou movimento uniforme de um objeto,
‘empurrando-o’ ou ‘puxando-o’, recebe o0 mome de forca. Usa-se a notacdo: ? [81]. O conceito de forga é
caraterizado como uma grandeza vetorial que possui médulo, sentido e direcéo.

2Chama-se de vetor o conjunto dos segmentos orientados que possuem mesma diregiio (estdo sobre uma mesma
reta), mesmo sentido (para onde se caminha na reta) e mesmo médulo (comprimento). Notacao: .

3Um segmento no qual o primeiro ponto é a origem e o segundo é a extremidade é denominado segmento
orientado. Notacdo: AB, onde A é a origem e B € a extremidade.
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Figura 6.1: Diagrama: trajeto de P passando pelos pontos A, B, C.
_-C1
Q.22

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

No diagrama a seguir, Figura a forca momentanea ? impulsiona o dngulo sobre B e

estd dirigida no sentido do ponto S.

Figura 6.2: Diagrama de Brackenridge: Forca momentanea agindo sobre B, B na direc¢do S.

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Isso ocorrendo sucessivas vezes, ao passar pelos pontos A, B, C, D, .. .; formando as-

sim, o poligono ABCD ..., a medida que aumentamos o nimero de lados do poligono nos

aproximamos da érbita do astro P.
O diagrama a seguir, chamado diagrama de Brackenridge, descreve tal procedimento.

Figura 6.3: Diagrama de Brackenridge: trajeto de P passando pelos pontos A, B,C, D, .. ..

F1
F

<
|
|
T
|
|
|
I
|
'
'

m\\\\\\

/A
Fonte: Adaptado de [15] e [[79].
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Como jd dito, na Figura [6.3] temos que BC) seria a dire¢do natural do astro, se ndo
houvesse a for¢ca impulsiva atuando sobre 5.

Por conta dos intervalos de tempos serem iguais, temos que AB = BC,. Assim, SB
trata-se de uma medianzﬁ do tridngulo S AC', conforme a Figura

Figura 6.4: Representagao dos tridngulos ASB e BS(C', de bases iguais a b e altura h.

Fonte: o autor.

O que leva a

Anassy = AaBsc) 6.1)

Consideremos também o diagrama a seguir, Figura[6.5]

Figura 6.5: Representacdo do paralelogramo B, BC,C.
&
-

-

-
-
~

7/

|
|
|
|
|
|
|
|
|
N |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

C
>
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
LA

~

By
Fonte: o autor.

“Em um tridngulo, a mediana de um lado é o segmento que une vértice oposto ao ponto médio desse lado.
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Desse modo, temos que
—_—
Bi% = BB, + B(Cj.

Pela regra do paralelogramoﬂ os deslocamentos sdo combinados; como C1C // BB; e
BB, C BS, temos que
C.C /] BS.

Agora consideremos no diagrama a seguir, Figura[6.6] uma perpendicular de C' para SB,

com o angulo S BC ndo obrigatoriamente reto.

Figura 6.6: Perpendicular de C' para SB.

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Consideremos o seguimento C’C, perpendicular a S B, deslizando para a direita ao longo
de C'CY, ao parar em C descreve o retaingulo CC'C|C}.

Assim, os tridngulos BSC' e BSC, possuem a mesma altura C'C' e a base BS em
comum.

O que leva a
Ansc) = Aasscr) (6.2)
Logo, de e (6.2), temos que

Aaase) = Aascy) = Anabso).-

Analogamente, podemos fazer o mesmo processo para os demais triangulos C'SD, DSE, . . ;

ou seja, todos tém areas de mesma medida. Segundo dizia Newton, a medida que aumentamos a

quantidade de tridngulos, a largura diminui até tender ao infinito [79].

SSejam U e U vetores com a mesma origem, representados pelos lados adjacentes de um paralelogramo. A regra
do paralelogramo estabelece que U+ U é representado pela diagonal do paralelogramo. Para isso, o seguimento

orientado correspondente a diagonal deve ter a mesma origem dos segmentos orientados que representam Ted.
Ao considerarmos na Figura que ué representado por BB e T é representado por BC, teremos que U+

serd representado por BC'.
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Assim, concluiu que qualquer setor varrido por um raio pode ser dividido em tantos
setores menores quanto se desejar, cada um deles definido sobre um incremento fixo de tempo.
Cada dois setores, também podem ser divididos em novos iguais, a partir de incrementos de
tempo iguais. Por fim, ao juntarmos todos eles, temos setores de drea iguais.

(I

6.2 Primeira Lei de Kepler Generalizada

De [[79] e [15) p. 91, Teorema 3], temos o seguinte Teorema:

Teorema 16 (Aproximacao Parabdlica). Consideremos um corpo P, girando em torno do
centro imovel S, que descreve uma curva cujo sentido vai de A para (), de modo a tangenciar
uma linha que passa pelos pontos colineares Z, P, R e Y no ponto P. Tracemos de um ponto ()
qualquer, pertencente a curva AQ) um segmento R(Q), paralelo a distancia S P, de modo que R()
encontre a tangente em R e Q)1 seja perpendicular a S P. Assim, temos que a forca centripeta
descreverd um solido da forma

SP° x QT

—m 5
desde que o solido seja formado a partir da mesma magnitude de ? adquirida quando os

pontos P e Q) coincidem. Veja a Figural6.7} a seguir:

Figura 6.7: Diagrama da aproximagao parabdlica.

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Demonstraciao: O objeto P tem sua trajetoria natural ao longo de ZY, porém este sofre a

atuacdo da forca F, dirigida ao centro S. Neste caso, o deslocamento real do corpo P passara

por Q.
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Note também que o vetor ]@ ¢ resultante da soma de ﬁ e }@ e como PS // RQ,
temos que ? em Cﬁ influi em ]@
Dessa maneira, analisemos o deslocamento () R. Para isso, Newton empregou a férmula

para o deslocamento, de Galileu.

1
h==-a-t%
g 4t

em que h representa o deslocamento, a a aceleragio e ¢ representa o tempo. Para Q R, temos
— 1 9
QR=§'a't (6.3)

A segunda lei de Newton, da forca, relaciona uma forca ? a massa m e a aceleracao a,

diz:
=m-a<=a=— (6.4)
m
De (6.3) e (6.4), temos que
1 F QR
oro LT e, QR
2 m 12
Assim,
QR
FN% (6.5)

Note ainda, que o tempo ¢ é proporcional a drea do setor circular SP(Q), lei das areas,

Teorema|I3] Esta se aproxima da drea do tridngulo S P, conforme a Figura[6.§]

Figura 6.8: Areas do setor circular SPQ e do tridngulo SPQ.

Fonte: o autor.

A drea do triangulo S P(Q) é dada por

A(ASPQ) = S_P T
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E como a drea € proporcional ao tempo, temos que

QR QR
~ 6.6
12 (1-SP. W)z ©.6)

Por (6.5)) e (6.6), temos

Desse modo,

QR QR QR
"~ i Epoony TSP ar
2
Portanto,
Pt ©67)
SP° . QT
(|

De [[79] e [[15} p. 103, Problema 2], temos o Teorema.
Teorema 17 (Lei das orbitas elipticas). Se um corpo gira, entdo sua orbita é uma elipse.

Demonstracao: Inicialmente, tomemos uma elipse centrada em C', que € o centro de forga,

em vez S. Imaginemos agora, um planeta movendo do ponto A para o P, em seguida para (),
conforme a Figura[6.9

Figura 6.9: Diagrama da forca centripeta tendendo para o centro da elipse.
B

R
?]101‘111
D /
™V
7 / p
/
! A
O /
F
G K

Fonte: Adaptado de [15] e [[79].

Consideremos a linha que passa pelos pontos colineares Z, P ¢ R a reta tangente em

P a curva descrita pelo trajeto planetdrio; o segmento de extremidades P e (G, que passa pelo
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centro C' o didmetro; e o segmento de extremidades D e K, que passa pelo centro o didmetro
conjugado.
Assim como ocorre no Teorema[I6 R() é o deslocamento em virtude da forca central.
Além disso,
RQ // PG, PF 1L DKe DKNPF =F.

De acordo com o Teorema [I0] temos que

2
PV .-VG PC
G — (6.8)

QV CD

Como PV QR é um paralelogramo PV = QR. Além disso, VG se aproxima de 2 - PC'

a medida que () se aproxima de P. Fazendo as substitui¢des necessdrias em (6.8), temos:

QR-2-PC _ PC’
2 T —===2

QV CD

- =2
multiplicando por QV~, encontramos:

2. PC.QR > PC
Qv T v
v’ CcD’
—2 —=2
— 2.70.Qr= YL 6.9)
CD

Temos ainda que os tridngulos PFC e QV'T sdo semelhantes, pois sdo retangulos e

PCF = Q/VT, angulos entre os didmetros conjugados. Logo,

—=2 52 2 =2
Ve PC — T° - PC
OT° PF PF
Substituindo o valor de QV~ encontrado (6.10) em (6.9), temos
2 2 2
—_— T°-PC" PC
2. PC-OR =2 B 6.11)
PF CD
Reorganizando (6.11)), temos
_ ) -
QR PF (6.12)

PC°.QT° 2-CD-PF
De (6.7) e (6.11)), temos

__ 1 B
Fo_wft 1 5 (6.13)
PC’ QI 2.CD -PF
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Pelo Teorema (12)), temos que

CD-PF=CA-CB=k (6.14)

em que k£ € uma constante.

De (6.13) e (6.14), temos

QR 1 — 1 __
Pt 1 (L __)Pc 619
PC’.QT" 2.CD - PF

Desse modo,

— 1 L

Portanto, pelo Teorema a forca varia conforme a distdncia PC' do planeta P ao centro

de forga C varia.
O

De [79] e [15} p. 106, Problema 3], temos o Corolario.

Corolario 2. Se um corpo gira em uma elipse: é necessdrio obter a lei da forca centripeta ?

que tende para ao foco S da elipse.

Demonstracdo: O diagrama a seguir, Figura[6.10} é semelhante ao apresentado no Teorema 17

diferentemente do caso anterior, temos S como o centro de for¢a, além disso

ZR//HI /) DK, SPNHI = I.

Figura 6.10: Diagrama da lei da forga centripeta tendendo para o centro da elipse.
B

£
D
D=
AN ? | 7
> ‘
N/ |
E SN
/ . A
S O , H
a
G 17

Fonte: Adaptado de [15]] e [[79].
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Também temos que
VePGeX e PS.

Para maiores detalhes consideremos do diagrama, Figura[6.11] a seguir:

Figura 6.11: Diagrama da lei da for¢a centripeta tendendo para o centro da elipse, recorte.

R

e

? norm

P

V
? A
E
A

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Primeiramente devemos encontrar um expressdo que represente () R, a fim de utilizarmos
o Teorema[l16] Note que os trilngulos PEC e PXV sdo semelhantes, pois possuem angulos
correspondentes iguais, uma vez que CE // V X. Também temos que QR = PX, pois sdo

lados opostos do paralelogramo ) RP X, portanto:

PE PX QR
PC PV PV’

PE QR  —
Multiplicando — = g por PV, temos
rPC PV
PE — (@R PFE
PC PV ¢ PC ( )
Pelo Teorema temos que PE = AC. Assim,
. _—_— PE _—__ AC
PC PC

Assim como no Teorema[I7] temos da equacéo (6.8) que

V. PC
T

O

[\
)

V:

@
3
S
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Substituindo em (6.18), temos

[\

m:sz'PCZ'AC - PC-PC AC
VG ©p* PC VG ©oDp* PC
_2 —_
g @ P
VG CD

(6.19)

~ —2 . . . .
Agora encontremos uma expressao para Q7" . Considere o diagrama seguir, Figura :

Figura 6.12: Diagrama da lei da forca centripeta tendendo para o centro da elipse, recorte 2.

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Observemos que EPFéo complementar EPR=EX @ e como PRQX ¢é um parale-
logramo temos que X @R = RPX , 0 que leva EPF =T @X . Assim, os tridngulos Q7'X e

PFEF sao semelhantes. Logo,

QT PF ———9 ——3 PF
Q::::>QT2:QX2'_2
QX PE AC
Pelo Teorema[12} -
PF _BC
AC  DC
Substituindo em ([6.20), temos
2
———2 ——2 BC
QT =QX - —
DC”

substituindo (6.19) e (6.21) no Teorema [16] temos que

[ _2 [—

P Qr (@ PC =) (]
SP°. QT VG oD%

Qv P_02 AC 1

Q—XQ

ox: V@ ~ 2.BC® 5P
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—2
2BC
Tomando [ = ———, temos que

v Qv PC 2 1
ox’ VG L gp°

em que L é uma constante da elipse, igual ao comprimento do Latus Retum, conforme o Teorema

14l
Além disso, conforme () se aproxima de P, QV e V G se aproximam respectivamente de

QX e de 2PC), respectivamente. Se fizermos essas aproximagdes no limite, temos:

?WP_O21 ox’ PC 2 1

I

Qx' V@ L 5P Qx° 2PC L 3P’
2

1
= —— (6.23)
L-SP
Logo,
1
Fa— (6.24)
L-SP
De (6.7) e (6.24), ao aproximarmos os resultados no limite, teremos:
7 QR B 1
S5P'.QT"  L-SP°
QR 1
QT L-SP
QR 1
—= Q_—2 = — (6.25)
Qr- L
Portanto, ao considerarmos o foco .S como centro da forca, teremos
QR 1
2—2 = (6.26)
Qr L
O

6.3 Terceira Lei de Kepler

De [[79] e [[15) p. 86, Teorema 2], temos o Teorema.
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Teorema 18 (Movimento circular uniforme). Nos lugares em que os corpos orbitam uniforme-
mente em circunferéncias, a forca centripeta ? é proporcional ao quadrado do comprimento

arco BD, descrito simultaneamente, dividido pelo raio de seu respectivo circulo.

Demonstracgiio: No diagrama a seguir, Figura[6.13] .S € o centro da circunferéncia e também o
centro da forga ? Ja& B € a localizacio inicial do planeta; BC' é o movimento tangencial, onde
nao hd incidéncia da forga centripeta.

Neste caso, a for¢a ? gravitacional que atrai o planeta para o centro S coincide com a
forca centripeta ?Cent, J4 que o movimento € circular e uniforme, ? € perpendicular a forca

?nomﬂ do movimento tangencial.

Figura 6.13: Diagrama do movimento circular uniforme.
’ C
?um'm

P B

Fonte: Adaptado de [15] e [[79].

A velocidade v resulta da razdo entre o deslocamento d, no caso r, e o tempo ¢, sendo
assim diretamente proporcional ao deslocamento. J4 a forga gravitacional ? € o produto da massa
m do planeta e aceleracdo gravitacional a, portanto € diretamente proporcional a aceleracao.

Assim, o movimento circular uniforme representado na Figura[6.13]é equivalente ao representado

na Figura[6.14] a seguir.

Figura 6.14: Diagrama do movimento circular uniforme: velocidade e aceleracdo.

o
@
r
o
T r d |B
7@ °
T
@
o

Fonte: Adaptado dé [15] e [[79].

®Em uma circunferéncia o raio é sempre perpendicular 2 uma reta tangente, ou seja, a forca ? sempre &€
perpendicular a0 movimento tangencial no movimento circular uniforme, daf a o motivagio das forcas gravitacional
e centripeta coincidirem.
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Podemos observar que

v="L=i="L (6.27)
t v
=" (6.28)
t
De e (6.28)), temos que
v v
a=- — a=
t (5)
v
1}2
— aq=— (6.29)
r

Portanto, o teorema equivale a férmula da aceleracao.
Observe que devido a deflexdo ocasionada pelo movimento circular uniforme a forga ?
€ proporcional a C'D. Temos também que o comprimento do arco BD ¢ igual a BC', com o arco

@ centrado em B. Pelo Teorema@

BC”

O_D: j———
CF

Observemos que conforme C' se aproxima de B, BC se aproxima de BD e C'F de 2r.

Assim, , ,
—— BD BD
F~CTD~ ~ 22 (6.30)
2r r
Portanto,
_—2
BD
722 6.31)
T
O

De [[79] e [15} p. 89, Corolario 2], temos o Corolério.

Corolario 3. A forca ? é proporcional ao raio da orbita dividido pelo quadrado do periodo de

revolugdo.

Demonstracao: Seja 1’ o periodo de uma revolucdo, P = 27r comprimento da orbita e v a

velocidade, temos que

= (6.32)
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De (6.31) e (6.32)), temos

~ — (6.33)
Portanto,

7ol (6.34)

De [79] e [15} p. 91, Coroldario 5], temos o Corolério.

Corolario 4. Sejam ?1 e ?2 forcas centripetas proporcionais a razdo entre os raios ri € 1o
divididos pelos quadrados dos periodos T, e Ts, respectivamente; assim como sdo aos inversos
desses raios ao quadrado. Teremos, assim, que a razdo entre os cubos dos raios é igual a razdo

dos quadrados dos periodos.

Demonstracido: Suponhamos inicialmente que dois planetas orbitem em movimento circular

uniforme em torno de circulos, pelo Corolério |3, temos

1
?1 (T_f) ?1 7’1T22

E_W@E:TT% (6.35)

3

Suponha também que a as forgas centripetas sejam proporcionais aos inversos dos raios

ao quadrado, conforme as propor¢oes em (0.31)), Teorema[I8] temos:

== <i) == r_; (6.36)

2
Ty r1 715 2 2 2 2
—5 = = r{-nmly =ry-rT
T% T2T12 1 149 2 241
= Ty =T}
3 2
71 T;
2 2
Portanto,
3 2
71 17
—_ = —. 6.38
ry T3 (6.38)
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De [[79] e [15) p. 120, Teorema 4], temos o Teorema.

Teorema 19 (Lei dos raios ao cubo periodos ao quadrado, na elipse). Sejam ?1 e ?2
forcas centripetas inversamente proporcionais aos quadrados das distancias r1 e ry ao centro de
uma orbita eliptica, respectivamente. Desse modo, temos que a razdo entre os quadrados dos

periodicos de tempo é igual a razdo dos cubos de seus eixos transversais.

Demonstracao: No diagrama a seguir, Figura[6.15] temos que AB € o eixo transversal da érbita

eliptica, PD o outro eixo e S um dos focos.

Figura 6.15: Diagrama do movimento eliptico.

Fonte: Adaptado de [15] e [79].

Tomemos um circulo de centro em S e raio S P. Tal circulo trata-se de uma érbita circular
uniforme, com a mesma for¢a que emana a partir de S e age em P.

Nesse diagrama, temos também que PR e PN sdo movimentos tangenciais, na auséncia
de uma forga atuando; QR e M N sdo desvios a for¢a, em que QR // PSe MN // PS.

Além disso, as medidas de QR e M N refletem a forca de .S sobre P, os comprimentos
desses segmentos se aproximam. Pela propriedade dos focos da elipse, 25P = AB.

Afim de aplicar [6.26] consideremos L o Latus Retum da elipse e o didmetro o Latus
Retum do circulo. Assim, temos que

L-QR=QT _ar L-QR
25P - MN = MV’ MV:  25P-MN
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Como L ¢ o Latus Retum da elipse, pelo Teorema[I4] temos

PD*  PD’
AB  25P

Desse modo,

()0
or \35p PD". P
A2 29P-MN  25P- 0N -29P 45D

Portanto,
Qr°  PD’
MV 48P
Ou seja,
QT PD
MV  25P

Além disso, os tridngulos SPQ e SPM de alturas Q7" e MV respectivamente, tém a
mesma base SP. Assim,

1 qp T —
Alasrq) = 2 SEP-QT . Aasrq) % 5P - QT
1 o =
Aaspm) = 3 SP-MV Aaspa % ﬁ MV
A __
A(ASPM) MV
Por outro lado
- PD PD
Aehpse:ﬂ-a‘b:ﬂ-'sp'_ Aeli se 7%7
2 = pse 2
Acirculo = 71-7“2 =TT S_P2 circulo /ﬂ/% SpP
N Actipse _ IE = _QT (6.40)
Acirculo 25P MV
A partir de (6.39) e (6.40), temos que:
A(ASPQ) _ Aelipse (641)

A(ASPM) B Acirculo

Portanto, os tridngulos possuem a mesma propor¢ao entre dreas que ocorre entre a elipse

e o circulo. Conforme diminuimos as bases, as areas dos tridngulos se aproximam das dreas dos
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setores circulares.

. . 1™ .
De acordo com o diagrama da Figura|6.15] a expressao (N) representa 0 movimento

da 6rbita circular, sobre determinado periodo de tempo. Ao multiplicarmos por N obtemos a
orbita circular completa.

A proporg¢ao dos setores gerados em cada momento se aproxima da propor¢do do circulo
e da elipse, ao que multiplicarmos por /N. Assim, a elipse serd percorrida exatamente a0 mesmo
tempo do circulo; portanto em periodos de tempo iguais.

Desse modo, o eixo transversal da elipse € igual ao diametro do circulo. Portanto a regra

obtida para o circulo no Coroldrio @] vale também para a elipse. Logo,

3 2
rr_ 17
3 = g2
Ty T
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Capitulo 7

PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

Diante do retrospecto histérico apresentado no Capitulo @] dos conceitos matematicos
aplicados & Astronomia abordados nos Capitulos[3] [5|e[6] e da proposta do programa de Mestrado
Profissional em Matemdtica em rede Nacional - Profmat; propomos neste capitulo um conjunto
de atividades voltadas para o ensino, mesclando conceitos matematicos e astrondmicos.

Para isso, trabalharemos com a ferramenta Sequéncia Diddtica. De acordo com Oliveira
(2013)[82], tal conceito trata-se da sistematiza¢do do processo de ensino-aprendizagem, seguindo
uma série de etapas conectadas entre si, que vao desde o planejamento inicial até a avaliagdo dos
resultados, destacando-se pelo seu papel integrador e dindmico.

Ainda de acordo com Oliveira (2013, p. 40)[82]], uma sequéncia didatica segue os passos:

v' Tema a ser explorado;

v" Problematizacao do assunto;

v Planejamento dos contetdos;

v Objetivos a serem atingidos no processo ensino-aprendizagem;

v Delimitag¢do da sequéncia de atividades: considerando a formacdo de grupos,

material didético, cronograma, integracao entre cada atividade;

v Avaliagdo dos resultados.

As atividades a serem propostas serdo baseadas na Engenharia Diddtica, que trata-se de
uma metodologia que surgiu a partir da Didatica Matematica francesa nos anos 80 e ocupa-se
em estudar os processos de ensino-aprendizagem de um conceito. Para isso, apresenta uma
sistemdtica similar a da Engenharia; tendo na maioria das vezes cardter experimental baseado
na realizacdo, observagao e andlise dos resultados (ALMOULOUD; QUEIROZ; COUTINHO,
2008)[83l].

A Engenharia Didética, quando posta como metodologia de pesquisa, é caracterizada,
inicialmente, por um esquema experimental baseado em "realiza¢des didéticas" em ambiente
didatico. Dessa forma, se baseia: na concepgao, realizacao, observagao e andlise de sessdes de

ensino. A metodologia também tem como atribui¢@o a pesquisa experimental dados o registro em
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que se situa e o seu modo de validacdo: comparativo entre antes e pés aplicagdo da experiéncia
(ALMOULOUD, PEREIRA, 2008)[184]].

A execuc¢ao de uma proposta de ensino baseada na Engenharia Didética, segue quatro
etapas metodoldgicas; sdo elas: i) Andlises preliminares; ii) Concepgoes e Andlise a priori das
situacoes de Engenharia; iii) Experimentagdo e iv) Andlise a posteriori e valida¢do (OLIVEIRA;
PEREIRA, 2018)[85]. Essa fases podem sdo descritas por Carneiro (2005)[86] da seguinte

forma:

i) Andlise do ensino cotidiano antes da intervengao e seus efeitos, concepgoes e
reflexdes dos estudantes a cerca das aulas. Nessa fase, levantam-se hipdteses para
se alcancar um ensino mais satisfatorio;

ii) Descreve as escolhas e varidveis a serem adotadas, bem como a descri¢cdo de cada
atividade proposta;

iii) Ocorre a aplicacdo das atividades, fase em que se realizam as experiéncias. Nesta
etapa, coleta-se e organiza-se duvidas e erros, bem como se faz intervengdes
pontuais;

iv) Avaliacdo da aplicacdo e retomada das hipdteses, normalmente € feito um compa-

rativo entre a andlise a priori e a experimentacgao.

Desse modo, podemos estabelecer que na elaboracido de uma sequéncia didética, ocorre a
seguinte correspondéncia: i) diagndstico da turma; ii) elaboracdo das atividades; iii) aplicacdo das
atividades e iv) avaliacdo dos resultados. Neste trabalho exploramos a segunda fase, apresentando
a sugestao de oito atividades que podem ser aplicadas apds a andlise preliminar.

De acordo com Cabral (2017)[87] a estrutura de cada atividade possui essencialmente os

seguintes elementos:

1. Delimitacdo do tema: assuntos abordados;

2. Série(s): publico alvo da atividade;

3. Objetivo(s): o que se pretende alcangar com a atividade proposta;
Duracio: tempo necessdrio para se realizar os procedimentos;

Materiais didaticos: recursos necessarios para efetivagdo do passo a passo;

Procedimentos: descri¢ao sistematica de como realizar a atividade;

NS0 e

Avaliacdo dos Resultados: diagndstico pés aplicagdo.

A partir da conceituacdo de Sequéncia Didatica e da estruturacao das atividades apresen-

tadas por Oliveira (2013)[82]] e Cabral (2017)[87]], segue a sequéncia de atividades propostas:
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7.1 Atividade I - Aspectos historicos da Astronomia e a rele-

vancia da Matematica para as descobertas

1.

Delimitacdo do tema: Apresentacao histérica dos conceitos matematicos rele-
vantes para o desenvolvimento da Astronomia na Grécia Antiga por Aristarco,

Eratéstenes Hiparco; e pelos cientistas medievais Kepler e Newton.

Série(s): 9° ano do Ensino Fundamental.

Conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nessa etapa deve-se estu-
dar: composicao, estrutura e localizag@o do Sistema Solar no Universo; Astronomia
e cultura; vida humana fora da Terra; ordem de grandeza astrondmica; evolugao
estelar [88, p. 350].

Objetivo(s): Explorar por meio de uma busca ativeﬂ em meios como livros e
sites da internet, informacdes relacionadas aos contetidos matemadticos aplicados a
Astronomia?]

Duracao: 2h/a;

Materiais didaticos: Celulares, computadores, livros de Histéria da Matematica e

textos fisicos e em sites da internet, lapis, caneta e cadernos.

Procedimentos: Inicialmente, o professor ird expor consideracdes iniciais a cerca

do tema, situando os estudantes no assunto abordado.

Em seguida, o docente dividird a turma em dois grupos, adotando a metologia Sala
de Aula Invertida. Esta metodologia € classificada como ativa e hibrida, na qual
os estudantes realizam o estudo dos conceitos essenciais antes da interven¢ao do
professor, que ocorre depois em discussao conjunta com a turma (SCHNEIDERS,
2018)[89]].

Cada grupo ficara responsavel por meio de busca ativa nos meios disponiveis, por
levantar informag¢des de modo que o:
i) Grupo I - Ird explorar aspectos inerentes as descobertas dos gregos
antigos: Aristarco, Eratdstenes e Hiparco.
ii) Grupo II - Ird explorar os resultados alcangados por Kepler e Newton.
Para isso, serdao destacados os conteidos matematicos mais relevantes nas des-

cobertas de cada grupo; nesta fase, o professor deve estimular a participacio e

engajamento dentro de cada equipe. De acordo com Zabala (1998, p. 73)[90] “Se

"Busca por informacdes de forma diligente na internet e em outros meios.
2Na busca também ¢é possivel encontrar informacdes relacionadas ao assunto no Capl’tulodeste trabalho.
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ndo h4 participagdo, o processo sO serd seguido por uns poucos, embora se tenha a

falsa impressdo de se tratar de um processo coletivo”.

Ap6s a busca ativa cada grupo ird fazer a apresentacdo dos seus resultados. Nessa
fase, o professor serd responsdvel por mediar as falas dos grupos trazendo coloca-
¢oes pontuais como fazer questionamentos e levantar hipoteses relacionadas aos
temas trabalhados. Ao assumir essa condicdo o docente permitird aos estudantes
assumirem o protagonismo, proporcionando a troca de conhecimentos, tornando-os
agentes ativos do processo de ensino-aprendizagem (SCHNEIDERS, 2018)[89]].
Desse modo, o docente ird buscar estimular o didlogo entre os grupos, promovendo

a integracao entre as equipes.

Por fim, ap6s as exposi¢cdes de cada equipe o professor retoma o tema abordado e

faz as suas colocagdes a cerca da atividade.

7. Avaliacao dos Resultados: Ocorrera por meio da participagao dos estudantes,
para isso, serdo considerados a integracdo entre os grupos, 0 engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.

7.2 Atividade II - Eratostenes e a circunferéncia da Terra, ex-
plorando comprimento de arco e angulos formados entre

retas

1. Delimitacao do tema: Calculo do raio da Terra a partir do método de Eratdstenes.

2. Série(s): 92 ano do Ensino Fundamental.

Conforme a BNCC, nessa etapa deve-se estudar: relacdes entre os angulos formados
por retas paralelas intersectadas por uma transversal; relagdes entre arcos e angulos

na circunferéncia de uma circulo 88, p. 316].

3. Objetivo(s): Explorar os conceitos: tangente de angulo no tridngulo retangulo e

comprimento de arco circular.
4. Duracao: 4h/a;

5. Materiais didaticos: Vareta, fita métrica ou régua, calculadora cientifica e celular

com internet.

6. Procedimentos: Inicialmente, o professor ird expor consideracdes iniciais a cerca
do tema, situando os estudantes no assunto abordado, indicando aplica¢des da

trigonometria e medida comprimento de arcos na Astronomia.
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Em seguida, o professor propde a atividade experimental aos estudantes, expli-
cando como Eratdstenes fez a experiéncia do cédlculo da circunferéncia terrestre no

passado, exposta no Capitulo 5] deste trabalho.

A experimentacdo tem a capacidade de despertar interesse dos estudantes, dada a
possibilidade de aprender vendo a acdo. Para isso, € de suma importancia atividades
experimentais bem planejadas e executadas (RAMOS; ROSA, 2016)[91]).

Destacamos também, o papel integrador das atividades experimentais no ambiente
didatico. “Além de seu papel pedagdgico, os experimentos também se transformam
em momentos em que se desenvolve a interagdo e a socializacdo, e potencializa a
criatividade dos alunos” (PEREIRA; CARACRISTI, 2020, p. 8)[92].

Nessa perspectiva, o docente deve estar por dentro de todo o contexto didético-
pedagdgico que envolve a turma e seus conhecimentos antes de aplicar atividade.
Na execug¢do do experimento € indispensdvel que o docente esteja atendo as di-
ferentes reacdes e entendimentos por parte dos estudantes, cabendo ao docente

intermediar e sanar eventuais davidas.

Desse modo, durante a atividade, o professor serd responsavel por mediar as agcdes
da turma trazendo colocacdes pontuais. Para isso, o docente deverd estimular o

didlogo entre os estudantes, promovendo a integracao entre 0s mesmos.

A experiéncia serd divida em etapas, a primeira delas é calcular a inclinagdo da

vareta em relacdo a luz solar. Assim,

I) Posicionar-se um pequeno bastdo ou vareta na posi¢do vertical e perpendicu-
lar em relagdo ao solo.

IT) Em seguida, usando a fita métrica, realiza-se a medi¢ao dos comprimentos da
altura do bastdo em relagdo ao solo e da sua sombra, conforme a Figura[7.1]

Figura 7.1: Representagao geométrica da medicao.
i — =

#». s

Fonte: [93]].

159



Capitulo 7: Proposta de Sequéncia Didatica

Nessa fase, chama-se aten¢do para o fato de se posicionar perpendicularmente
o bastdo ou vareta. Para assim, projetar um tridngulo retdngulo: ao unir-se as
extremidades da sombra e do bastéo

Figura 7.2: Medi¢do da sombra do bastio posicionado perpendicular ao solo.
C

y Vareta

J/ lT
Sombra
Fonte: O autor.

III) A seguir aplica-se trigonometria no tridngulo retdngulo para calcular a in-
clinagdo da luz no ponto B. Para isso, explora-se o conceito de tangente,
aplicando a funcao inversa arctg x, obtendo-se o valor do angulo . Nessa

etapa aconselha-se usar a calculadora cientifica.

Na segunda etapa o professor explica que é necessario encontrar uma cidade sobre
o globo em que os raios incidam exatamente de forma perpendicular, ou seja,
onde um bastdo posicionado perpendicularmente tem inclinacdo nula. Se isso
ocorre, ndo hd ocorréncia de sombra. Vale ressaltar que a auséncia de sombra
depende da época do ano e do hordrio, bem como do local. Por conta de tais fatores
recomenda-se utilizar o Google Maps para estabelecer uma cidade onde os raios

incidem perpendicularmente.

Logo depois, com o auxilio do Google Maps, calcula-se a distancia entre as
duas cidades: onde foi feita a medi¢ao pelos estudantes e a que encontra-se sob

inclinagdo nula.

Na terceira etapa, o professor faz algumas recapitulagdes com a turma, explica o
formato circular do planeta e que o valor aproximado do raio terrestre € 6 371 km.
Em seguida, faz a comparacgado entre os angulos determinados no experimento.
Logo apds, em posse da medida do arco que relativo a distancia das duas ci-

dades, conforme a Figura calcula-se o comprimento do raio utilizando-se
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proporcionalidadeﬂ Desse modo, encontrando o resultado proposto.

. Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacio dos estudantes, para

isso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.

O professor pode comparar o resultado encontrado pelos estudantes ao real, po-
dendo fazer a revis@o das etapas caso haja grande diferenca entre os resultados.

Para isso, fazendo as suas observagdes e colocacdes sobre a atividade.

Esse tipo procedimento remete a finalidade da avaliacdo, que de acordo com Zabala
(1998, p. 200)[90] “[...] é ser um instrumento educativo que informa e faz uma
valoracao do processo de aprendizagem seguido pelo aluno, com o objetivo de lhe

oportunizar, em todo momento, as propostas educacionais mais adequadas”.

7.3 Atividade III - Calculo das distancias da Terra a Lua e

da Terra ao Sol, pelo método de Aristarco, explorando

trigonometria no triangulo retangulo e semelhanca de

triangulos

1.

Delimitacao do tema: Célculo das distancias relativas entre a Terra e Lua e entre
Terra e Sol.

Série(s): 92 ano do Ensino Fundamental.

Conforme a BNCC, nessa etapa deve-se estudar, entre outras coisas, semelhanca

de triangulos [88) p. 316].

Objetivo(s): Explorar o conceito seno, cosseno e tangente de um angulo no

triangulo retdngulo; e de semelhanca de triangulos.

. Duracéio: 4h/a;

. Materiais didaticos: moeda ou tampa de garrafa pet, fita métrica ou régua, calcu-

ladora cientifica e celular com internet.

. Procedimentos: O professor ird expor consideragdes iniciais a cerca do tema,

situando os estudantes no assunto abordado, indicando aplica¢des da trigonometria.

Em seguida, o professor propde a atividade experimental aos estudantes, explicando

como Aristarco fez a experiéncia no passado, exposta no Capitulo [5|deste trabalho.

3Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Se¢io deste trabalho.
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Durante a atividade, o professor serd responsavel por mediar as acdes da turma

trazendo colocagdes pontuais. Para isso, o docente deve estimular o didlogo entre

os estudantes, promovendo a integragdo entre os discentes.

Ao atuar mais como um orientador do processo de ensino-aprendizagem, em vez

de assumir um papel mais centralizador, o professor estimula a interacao entre os

estudantes. Tal pratica, possibilita aos alunos sentirem-se mais confortiveis para
apresentarem seus pensamentos e argumentos (PONTE; QUARESMA, 2012)[94]].

A atividade serd divida em etapas, a primeira delas € calcular a relagao entre a

distancia relativa da Terra ao Sol e da Terra a Lua. Para isso:

D

1)

I1I)

IV)

O professor explica aos estudantes o procedimento de Aristarco, que conside-

rou a Lua nas fases quarto minguante e quarto crescente, conforme a Figura

Em seguida, considera a Lua, a Terra e o Sol como vértices de um triangulo.
Logo depois, explica que nas fases quarto crescente e quarto minguante da
Lua, em ambas, forma-se um angulo reto na superficie lunar. Desse modo,

estabelecendo tridngulos retangulos, conforme a Figura[5.2]

Logo depois, chama atencao para a medida do angulo agudo com vértice na
Terra, ressaltando que a época Aristarco estimou como sendo 87°, embora a

medida correta seja cerca de 89, 85°.

Aplicando trigonometria no tridngulo retangulo e usando o cosseno do angulo
agudo sobre a Terra cuja medida vale 89, 85°, deve-se estabelecer a relacao
entre as distancias da Terra ao Sol e da Terra a Lua.

Nessa fase, também pode ser explorado o conceito de paralaxe, visto Capitulo
Subsecdo[3.3.1] para a qual usa-se o ngulo formado por d(T, S) e d(L, S),
na Figura ; para isso, usa-se a paralaxe p = 0, 15° e d(7T', L) como raio

médio.

A segunda etapa consiste em calcular a distancia entre a Terra e a Lua em fungao

do diametro da Terra. Para isso:

D

IT)

O professor explica aos estudantes o procedimento de Aristarco, posicionou-
se um pequeno objeto circular de didmetro 1 cm a frente de seu corpo, a uma
distancia de 80 cm, conforme a Figura Nessa fase, o professor pode

utilizar uma moeda e fita métrica para realizar a medicao.

Em seguida, explica a relacdo existente entre os diametros da Terra e da Lua

descoberta por meio do eclipse lunar, conforme a Figura[5.3]
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III) Logo depois, o professor orienta os estudante como proceder por semelhanca
de tridngulos, aplicando os resultados dos itens I) e 1), para encontrar a

distancia relativa da Terra a Lua.

A terceira consiste em calcular entre a Terra e o Sol em func¢ao do diametro da

Terra. Para isso, combina os resultados da primeira e segunda etapas.

A quarta etapa consiste em calcular o tamanho relativo do Sol. Para isso,

I) Inicialmente, o professor explica aos estudantes o procedimento de Aristarco,
que utilizou o mesmo raciocinio empregado para calcular a distancia da Terra
a Lua, s6 que desta vez se valendo de um eclipse solar em vez do pequeno

objeto, conforme a Figura[5.6

ITI) Logo depois, o professor orienta os estudante como proceder por semelhanga
de tridngulos, aplicando os resultados dos item I) desta etapa, do item II) da
segunda etapa e a terceira etapa, para assim encontrar a distincia relativa da

Terra ao Sol.
Por fim, o docente faz as suas observacdes e colocacdes sobre da atividadeﬂ

7. Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacio dos estudantes, para
isso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.

Nessa fase, ocorre a comparagdo dos resultados encontrados pelos estudantes aos
de Aristarco. Com isso, € possivel fazer um paralelo entre os processos, bem como
entender o porqué dos resultados encontrados em cada época, como também com
os valores conhecidos atualmente. Feito isso, poderdo revisar as etapas do processo,

no caso de haver grande diferencga entre os resultados.

Com isso, possibilita aos estudantes avaliarem seus passos e resultados, bem como
o docente pode avaliar suas a¢des durante o desenvolvimento da atividade. Nessa
perspectiva, a auto-avalia¢do “[. . .| é um processo de aprendizagem de avalia¢do do
proprio esforco e, portanto, € algo que convém planejar e levar a sério” (ZABALA,
1998, p. 220)[90].

7.4 Atividade IV - Hiparco e distancia da Terra a Lua, com-

primento de arco e trigonometria no triangulo retangulo

1. Delimitaciao do tema: Calculo da distancia relativa entre a Terra e Lua.

“Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Segio deste trabalho.
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2.

Série(s): 92 ano do Ensino Fundamental.

Conforme a BNCC, nessa etapa deve-se estudar: relacdes entre arcos e angulos na

circunferéncia de um circulo [88, p. 316].

Objetivo(s): Explorar o conceito de tangente de um angulo no tridngulo retangulo.

. Duracio: 2h/a;

Materiais didaticos: 1apis, papel, régua, calculadora cientifica ou celular.

Procedimentos: Inicialmente, o professor ird expor consideracdes iniciais a cerca
do tema, situando os estudantes no assunto abordado, indicando aplica¢gdes da

trigonometria.

Nessa perspectiva, € essencial que o professor compreenda o estdgio de afinidade
da turma com o assunto da aula. Desse modo, “Cabe ao professor, decidir qual
a natureza das tarefas a propor aos seus alunos, em fun¢do do que verifica ser
mais aconselhdvel em cada momento do seu percurso de aprendizagem” (PONTE;
QUARESMA, 2012, p. 215)[94].

Em seguida, o professor propde a atividade experimental aos estudantes, explicando

como Hiparco fez a experiéncia no passado, exposta no Capitulo [5|deste trabalho.

Durante a atividade, o professor serd responsavel por mediar as a¢des da turma
trazendo colocagdes pontuais. Para isso, o docente ird buscar estimular o didlogo

entre os estudantes, promovendo a integrag@o entre 0S mesmos.

A atividade serd divida em etapas, a primeira delas € explicar aos estudantes a ideia

utilizada por Hiparco, que se valeu de um eclipse lunar, conforme a Figura[5.12]
A segunda epata consiste em detalhar os passos. Para isso:
I) O professor explica aos estudantes o procedimento de Hiparco, que consi-

derou o arco correspondente a orbita circular da Lua, conforme a Figura
5.13

IT) Em seguida, explica o significado da relagdo entre a 6rbita completa que

durava 27,3 dias e o tempo de 6rbita durante o eclipse, encontrando por meio
de proporcionalidade o angulo 6, exposto nas Figuras e

Na terceira etapa, como exposto na Figura[5.14] Desse modo,

I) O docente juntamente com os estudantes busca estabelecer relacdes entre os
angulos na Figura[5.14]

IT) Apds, ao executar o passo I) dessa etapa, depois de algumas manipulagdes

obtém-se o valor de j3.
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Na quarta etapa considera-se a Figura[5.15] Desse modo,

I) O professor juntamente com estudante levantam hipéteses, observando que o
tridngulo da Figura [5.15|é retangulo.

IT) Logo depois, o professor orienta os estudantes como proceder aplicando o

conceito de seno ao angulo 3, para obter a distancia relativa da Terra a Lua.

Nessa fase, pode explorado o conceito de paralaxe geocéntrica, estudado no
Capitulo [3] Subsegdo [3.3.1] para a qual usa-se o angulo cujo vértice estd
sobre a Lua, na Figura[5.15} para isso, usa-se a paralaxe p = 0, 75° € I'rerra

como raio médio.

Por fim, o professor compara o resultado encontrado pelos estudantes ao de Hiparco,
estabelecendo um paralelo com o valor conhecido atualmente, podendo fazer a
revisdo das etapas caso haja grande diferenca entre os resultados. Para isso, fazendo

as suas observagdes e colocacdes sobre da atividadeﬂ

. Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacio dos estudantes, para

1ss0, serdo considerados a integracdo e o engajamento dos mesmos na atividade.

7.5 Atividade V - Segunda Lei de Kepler e congruéncia e area

de triangulos

1.

Delimitacao do tema: Deducdo da Segunda Lei de Kepler por meio de soma de

vetores e congruéncia de tridngulos.
Série(s): 32 ano do Ensino Médio.

Objetivo(s): Explorar de congruéncia de triangulos e estabelecer relacdes entre

areas de tridngulos e seus respectivos segmentos de elipses.
Duracao: 4h/a;

Materiais didaticos: lapis, papel, régua.

. Procedimentos: O professor ird expor consideragdes iniciais a cerca do tema,

situando os estudantes no assunto abordado, indicando aplica¢des de congruéncia

de tridngulos.

Em seguida, o professor propde a atividade de aplicagc@o aos estudantes, explicando
como Newton deduziu a Segunda Lei de Kepler no passado, exposta no Capitulo[6]
deste trabalho.

SPara melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Seciio deste trabalho.
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Durante a atividade, o professor serd responsdvel por conduzir a tarefa de forma
expositiva, buscando a atencdo da turma trazendo colocagdes pontuais. Para isso, o
docente ird buscar estimular o didlogo entre os estudantes, promovendo a integracao

entre os discentes.

A atividade serd divida em etapas, a primeira delas € explicar aos estudantes a ideia
utilizada por Newton, que considerou um planeta se movendo de um ponto A para

B, em seguida para C, conforme a Figural6.1

A segunda epata consiste em detalhar os passos. Para isso,

I) O docente explica aos estudantes o procedimento de Newton, que considerou
a forga F atuando sobre B, no sentido de S, conforme as Figuras|6.1|e

II) Em seguida, explica que a cada momento essa forca atua nos respectivos

pontos A, B,C, D, E, F, ..., conforme a Figura[6.3]

Na terceira etapa, o professor explica que serd considerado que os intervalos de

tempo iguais de A para B e de B para C, na Figura[6.3] Desse modo,
I) Temos AB = BC| e BS mediana de AC,. Aqui o professor pode recapitular
o conceito de mediana e indagar sobre as dreas dos tridngulos ASB e BSC}.

II) Em seguida, o professor propde separar os tridngulos ASB e BSC; de uma
nova forma, observando que estes triangulos possuem base com o mesmo
comprimento e alturas iguais, conforme a Figura [6.4] Portanto, possuem

dreas iguais.
Na quarta etapa considerar a Figura[6.5] Desse modo,

I) O professor recapitula a regra do paralelogramo com os estudantes e conclui
— -
que BC = BB, + BC,.

IT) Explica que pela mesma regra

Na quinta etapa considera-se a Figura em que C'C” perpendicular a S B. Desse

modo,

I) O docente explica que C'C' deslisa para a direita, ao longo de C'C'y, descre-
vendo o retangulo C'C'C|C}.

II) Em seguida, concluir que os tridngulos BSC' e BSC, possuem mesma altura

e base com mesmo comprimento portanto mesma drea.
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Na quinta etapa, combina-se o passo II) da etapa 3 e o passo II) da etapa 5, para

concluir que
Aaas) = Aapsc:) = Aapsc) (7.1)

Explicando que o processo pode ser feito sucessivas vezes, aumentando a quanti-
dade de triangulos, tendendo ao infinito. Com isso, conjecturando que tridngulos
determinados em intervalos de tempo iguais, possuem mesma area. Entdo, sugere

que os estudantes repitam o processo que chegou a[/.1] a fim de provar que:
Aasscy = Aaaspy) = Anacsp)-

Explica que devem considerar de inicio a Figura[6.3] adaptando o processo resultou
[7.1l Com essa atitude, o educador estimula os estudantes a verificar o resultado

conjecturado.

Por fim, o professor faz observacdes e colocagdes sobre da atividadeﬂ em dia-
logo com os estudantes, busca atender suas demandas e sanar dividas a cerca da

abstracdo do processo.

Nessa perspectiva, Santos (2010, p. 80)[93] diz que “somente conhecendo os
interesses e necessidades de seus alunos € que os professores podem criar situagdes
de ensino que atendem as caracteristicas de aprendizagem dos estudantes, e que

garantam a eficacia do seu papel de educador”.

. Avaliacao dos Resultados: Ocorrera por meio da participacao dos estudantes, para

isso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.

7.6 Atividade VI - Relacao entre a orbita circular e orbita

eliptica, Terceira Lei de Kepler, explorando a relacao

entre e area da elipse e do circulo

1.

Delimitacao do tema: Deducido da Terceira lei de Kepler por meio de proporcio-

nalidade entre segmentos e dreas.
Série(s): 32 ano do Ensino Médio.

Objetivo(s): Explorar o conceito de proporcionalidade aplicada as dreas e aos

comprimento de segmentos, relacionando circunferéncia e elipse.

Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Se¢io|6.1|deste trabalho.
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4. Duracio: 4h/a;
5. Materiais didaticos: lapis, papel, régua.

6. Procedimentos: O professor ird expor consideracdes iniciais a cerca do tema, situ-
ando os estudantes no assunto abordado, indicando aplicacdes da proporcionalidade

em Orbitas elipticas e circulares.

Em seguida, o professor propoe a atividade de aplicacdo aos estudantes, explicando
como Newton deduziu a Terceira Lei de Kepler no passado, exposta no Capitulo[6]
deste trabalho.

Nesta atividade, o docente pode chamar atengdo para o aspecto interdisciplinar
da Matemadtica com outras disciplinas, particularmente com a Astronomia. A
interdisciplinaridade possibilita a produgdo de forma coletiva e critica do conheci-
mento escolar, estabelecendo a interagdo dos conhecimentos com as outras areas
(AZEVEDO; ANDRADE, 2007)[96].

Logo depois, o professor diz aos estudantes que a atividade terd dois momentos.
O primeiro deles consistird no professor de deduzir a lei para 6rbita circular, ja
no segundo juntamente aos estudantes fardo a deducao da lei para elipse. Para
isso, o docente ird buscar estimular o didlogo entre os estudantes, promovendo
a integracdo entre os mesmos. Nessa fase, chamamos a atengdo para o papel

motivador do professor, sendo um articulador e guia para os passos dos estudantes.

Na primeira parte da atividade o professor inicia fazendo a demonstracdo do

Teorema 18] deste trabalho. Para isso,

I) O docente recapitula com os estudantes o conceitos de for¢a centripeta,

movimento circular uniforme e movimento tangencial, conforme a Figura
6.13

IT) Em seguida, explica a relacdo entre aceleragdo, velocidade e o raio da orbita.
Para facilitar o entendimento dos estudantes o docente pode utilizar a Figura
6.14

III) Finalmente, conclui que a for¢a € proporcional ao quadrado do arco e inver-

samente proporcional ao raio, usando o Teorema [6]
A seguir o professor faz a demonstra¢do do Coroldrio [3] deste trabalho. Para isso,

I) O professor recapitula o conceito de comprimento da circunferéncia, para
entdo estabelecer o comprimento de uma 6rbita circular em um periodo de

tempo.

168



Capitulo 7: Proposta de Sequéncia Didatica

IT) Em seguida, combina o resultado do item I) com o Teorema|l8|para concluir
que a forca € proporcional ao raio e inversamente proporcional ao quadrado

do periodo de tempo.

Por 1ltimo, o professor faz a demonstragido do Corolario 4] deste trabalho. Para

1SS0,
I) Considera-se duas Orbitas circulares, estabelecendo a razao entre essas forcas
conforme o Corolério 3l
IT) Em seguida, considera o caso em que os periodos sdo iguais.
III) Por fim, combina os itens I) e II) para concluir que a razdo entre os cubos
dos raios € igual a razao entre os quadrados dos periodos de tempo.
A segunda parte da atividade consiste na atuacio dos estudantes, em que o professor
irar propor que demonstrem o Teorema

Durante essa etapa o professor deve observar o desenvolvimento, auxiliando os

estudantes em momentos pontuais e revisando conceitos necessarios nessa deducao.

O professor pode inicialmente apresentar a Figura[6.15] na qual S trata-se do centro
de uma 6rbita circular e do foco de uma 6rbita eliptica. Para isso, o docente motiva

os discentes a:

I) Estabelecer a relacio entre SP e AB, por meio da propriedade dos focos.
IT) Aplicar o Teorema |14{para concluir que
QT PD
MV~ 2SP’
III) Estabelecer a relacdo entre as dreas das Orbitas circular e eliptica.

IV) Usar o Corolério [ para concluir o resultado do Teorema

Por fim, o professor faz observagdes e colocagdes sobre da atividade[], em didlogo

com os estudantes.

7. Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacdo dos estudantes, para
1sso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressodes a respeito do estudo.

7.7 Atividade VII - Observacao das fases da Lua

1. Delimitacdao do tema: Deducdo das fases da Lua de acordo com o angulo de

observacao.

"Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Se¢iio|6.3|deste trabalho.
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2.

Série(s): 52 ano do Ensino Fundamental.

Conforme a BNCC, nessa etapa deve-se estudar: constelacdes e mapas celestes;
movimento de rotacdo da Terra; periodicidade das fases da Lua instrumentos 6ticos
[88, p. 340].

Objetivo(s): Explorar o conceito de angulo no estudo das fases da Lua.

Duracéo: 4h/a;

. Materiais didaticos: caixa de papeldo retangular e com tampa, bola de isopor,

lanterna, pedago de arame flexivel, régua, fita adesiva e moeda.

. Procedimentos: O professor ird expor consideragdes iniciais a cerca do tema,

situando os estudantes no assunto abordado, explicando a incidéncia dos raios

solares na superficie da Lua.

Em seguida, o professor propde a atividade que trata da observagao das fases da
Lua, representada por uma bola de isopor no centro de uma caixa retangular e

recebendo a luz de uma lanterna.

Logo depois, o professor diz aos estudantes que a atividade terd dois momentos. No
primeiro deles ocorrerd a confec¢do do instrumento de observagao, ja no segundo
se dard o experimento de verificacao das fases da Lua. Para isso, o docente pode

estimular o didlogo entre os estudantes, promovendo a integragdo entre 0S mesmos.

Sobre atividades experimentais, Zabala (1998)[90]] defende que estas favorecem
a relacao dos conhecimentos adquiridos durante o experimento e aqueles que se

obtém previamente, seja em sala de aula ou no cotidiano do estudante.

Na primeira parte da atividade o professor juntamente com os estudantes confecci-
onam a cupula, que trata-se de uma caixa retangular fechada com furos nas faces

laterais. Para isso:

I) Faca um furo no centro de cada face lateral da caixa; para fazer isso, com
exatiddo, € recomendado medir com uma régua e usar uma moeda para

marcar o contorno circular onde sera furado.

IT) A seguir, fixe o pedagco de arame na bola de isopor e coloque-a no meio da
caixa de modo que ela fique suspensa na altura dos furos, conforme a Figura

III) Depois, € feito um furo em uma das faces laterais, abaixo do furo ja feito na

face; em seguida, fixe a lanterna.

IV) Por fim, lacre a caixa usando fita adesiva.
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Figura 7.3: Caixa de observacdo das fases da Lua.

Orificios de
observacgdo

Lua Nova

Quarto
Minguante

Quarto
Crescente

Lua Cheia
Fonte: [97].

Na segunda fase ocorrem os experimentos. Basta seguir o passo a passo:

D

1)

Para observar a incidéncia da luz na face da bolinha de isopor recomenda-se
que o(s) observador(es) analisem o que veem ao se posicionarem em cada

um dos furos.

Em seguida, o docente explica que de acordo com a iluminagao vista sobre

a bolinha, ocorre a representacdo de uma das fases da Lua. Assim, se a

observacdo ocorrer a partir:

a) do furo que sob a lanterna, entdo a Lua estard cheia, aqui, se imaginarmos
os furos como quadrantes da circunferéncia, esse ponto representa 0°;

b) do furo a direita e a 90° daquele sob a lanterna, entdo a Lua estard em
quarto minguante;

¢) do furo oposto e 180° daquele sob a lanterna, entdo a Lua estard nova;

d) do furo a esquerda e a 270° daquele sob a lanterna, entdo a Lua estard em

quarto crescente.

Na Figura[7.4] temos o esquema descrito anteriormente.

Figura 7.4: Esquema de observagdo das fases da Lua.

»

Lua quarto
crescente

Lua cheia .

'-"'I Lua nova

Lua quarto
minguante

Fonte: [98].
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7.

Por fim, o professor faz observacgdes e colocacdes sobre da atividadeﬂ em didlogo

com os estudantes.

Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacao dos estudantes, para
1sso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.

7.8 Atividade VIII - faces da Lua - sempre a mesma face

voltada para a Terra

1.

2.

3.

4.

S.

6.

Delimitacao do tema: Faces da Lua, sempre a mesma voltada para Terra.

Série(s): 52 ano do Ensino Fundamental.

Conforme a BNCC, nessa etapa deve-se estudar: constelagdes e mapas celestes;
movimento de rotacdo da Terra; periodicidade das fases da Lua instrumentos 6ticos
(88 p. 340].

Objetivo(s): Explorar o conceito velocidade angular por meio da posicdo relativa

entre Lua e a Terra.
Duracao: 2h/a;
Materiais didaticos: dois rodos, barbante e fita gomada.

Procedimentos: O professor ird expor consideragdes iniciais a cerca do tema, situ-
ando os estudantes no assunto abordado, explicando que os movimentos de rotagao

e translacdo da Lua possuem mesma velocidade angular, conforme mostrado na
Figura[3.20]

Em seguida, o professor propde a atividade que trata da verificagdo do fato da Lua

ter sempre a mesma face voltada para a Terra.

Logo depois, o professor diz aos estudantes que a atividade terd dois momentos. No
primeiro deles ocorrera a confecc¢do do instrumento de verificagdo, ja no segundo
se dard o experimento sobre qual face da Lua volta-se para a Terra. Para isso, o
docente pode estimular o didlogo entre os estudantes, promovendo a integragcao
entre os mesmos. Nessa perspectiva, Cabral (2017)[87] explica que € importante
que o professor assuma uma postura provocadora e organizadora das ideais, ao

passo que se mostrar mais ativo estimula os estudantes.

8Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Se¢io deste trabalho.
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Na primeira parte da atividade o professor juntamente com os estudantes confecci-
onam os bastdes que ligaram dois individuos que representaram a Lua e a Terra.

Para isso:

I) Coloque os cabos dos rodos lado a lado, de modo que os rodos fiquem em

lados opostos.

IT) A seguir, use fita gomada para juntar os dois cabos de modo que fiquem bem

presos, um no outro, sem folgas, conforme a Figura[7.5]

Figura 7.5: Rodos fixados.

Fonte: O autor.

III) Por fim, verifique que os rodos estdo bem presos um no outro por meio dos
cabos unidos; e certifique-se que os rodos estio firmes nos seus respectivos

cabos.
Na segunda fase ocorrem os experimentos. Para isso,

I) Para verificar que face da Lua voltada para a Terra é sempre a mesma, sao
escolhidas duas pessoas 1" e L que representaram, respectivamente, a Terra e

a Lua.

II) Em seguida, amarra-se os rodos no abdomen de 7" e L. Para fixar bem,

recomenda-se usar barbante e fita gomada.

III) Por fim, com a estrutura de rodos bem fixa nos voluntérios, pede-se para que
L desloque-se lateralmente. Nessa etapa, percebera-se que 7' serd também

deslocado de modo que ambos continuem face a face.

Por fim, o professor faz observagdes e colocagdes sobre da atividadeﬂ, em didlogo

com os estudantes.

Outro aspecto a se destacar nessa atividade, assim como na anterior, € a facili-
dade em acessar os materiais necessdrios para constru¢do do experimento. Por
apresentarem baixo custo, os mesmos se colocam como alternativa interessante as
dificuldades financeiras, que muitas vezes, sao enfrentadas nas escolas da educacio
basica (FILHO; LACERDA, 2021) .

Para melhor entendimento dessa etapa o professor pode consulta a Se¢io deste trabalho.
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Capitulo 7: Proposta de Sequéncia Didatica

7. Avaliacao dos Resultados: Ocorrerd por meio da participacio dos estudantes, para
isso, serdo considerados a integracdo dos mesmos na atividade, o engajamento e as

impressoes a respeito do estudo.
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Capitulo 8

CONSIDERACOES FINAIS

Apo6s realizar a presente pesquisa percebemos que o ensino de Matemdtica pode se
relacionar com outras dreas, em particular com a Astronomia. Dadas as relacdes existentes entre
as duas ciéncias, seus conceitos colocam-se como ferramentas interdisciplinares que podem
ser inseridas no processo de ensino-aprendizagem da Educacio Basica, sendo que essa pratica
motiva e instiga a curiosidade dos estudantes ao relacionar os conceitos matematicos aplicados a
Astronomia.

Nesse trabalho notamos também a importancia de se estudar a Historia dos conceitos,
pois a partir de tal procedimento norteamos a presente pesquisa. Por meio da exploracdo de
documentos referentes a fatos histéricos ocorridos na Astronomia, escolhemos aqueles que foram
mais marcantes € que se aproximam mais com a proposta do trabalho, onde a Matematica foi
mais presente, o que permitiu alicerced-lo, resultando nos capitulos centrais.

Os experimentos e descobertas expostos nesse trabalho, evidenciam o quanto a Matemé-
tica foi decisiva e importante para a evolucdo da Astronomia desde os primoérdios. Entre eles,
percebemos que os conhecimentos geométricos e trigonométricos foram bastante explorados na
Grécia Antiga, assim como as propriedades e o estudo da drea da elipse foram indispensdveis
para Newton deduzir as Leis de Kepler.

Nessa pesquisa notamos também a importancia da experimentacao no processo de ensino-
aprendizagem, estabelecida por meio das etapas metodolégicas da Engenharia Didatica. Nesse
tipo de metologia, apontamos para potencialidade do papel de orientador e facilitador do professor
em acoes exploratdrias, mediando o processo. Nessa perspectiva, o professor deve ser o ponto
de equilibrio e seguranca para o estudante, possibilitando-lhes um melhor desempenho nas
atividades.

A partir da interdisciplinaridade entre Matematica e Astronomia buscamos, por meio da
realizacdo da sequéncia diddtica, que o estudante compreenda melhor os conceitos estudados,
dados o cardter experimental e exploratério desse tipo de atividade. Além disso, na realizagcdo da
sequéncia didatica, esperamos despertar nos estudantes o interesse por procedimentos € métodos
cientificos e ampliar seus conhecimentos. Para, desse modo, desenvolverem senso e compreensao

do processo cientifico.

175



Capitulo 8: Consideracdes Finais

Desse modo, podemos concluir que a interdisciplinaridade entre Matematica e Astro-
nomia podem contribuir e estimular o desenvolvimento dos estudantes, embora isso possa ndao
ocorrer de imediato, dadas as circunstancias e nivel de conhecimento da turma. Apesar disso,
se relacionadas de maneira adequada podem possivelmente resultar em ganhos didéticos e
cientificos.

Por fim, esperamos despertar e encorajar os estudantes e demais pessoas a estudar Astro-
nomia, bem como suas perspectivas futuras, ao passo que a ciéncia evolui. Como também, que as
pessoas possam ver a Matemadtica como parte importante e indispensavel para o desenvolvimento

cientifico, possibilitando assim a compreensao e exploracao do Universo.
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Apéndice A

CONCEITOS ASTRONOMICOS NA
CONTEMPORANEIDADE E
PERSPECTIVAS PARA O FUTURO

Neste apéndice apresentamos alguns conceitos e ferramentas astronomias modernos,
como observatdrios espaciais e terrestres, bem como a emissao de sinais vindos de outras partes
do Universo. Também sido destacados temas como a vida em outros astros, como também a

exploragdo e coloniza¢@o de outros planetas pelo ser humano, em especial Marte.

A.1 Obtencao de dados e a evolucao dos observatorios: teles-

copios e radiotelescopios

No presente trabalho vimos que a tarefa de observar os astros ¢ uma pratica que vem desde
antiguidade, sendo marcada por uma evolu¢do no decorrer da Histdria. Nessa perspectiva, o ser
humano buscou ferramentas que pudessem ser utilizadas a fim de potencializar as descobertas.
Entre estes instrumentos, destacamos aquelas que sdo instaladas e utilizadas aqui do préprio
planeta; como também, outras formas que sdo lancadas para a Orbita terrestre ou de outros astros,
por vezes, chegando a pousar sobre a superficie de outros astros.

No que diz respeito a observagao e instrumentos de longo alcance no Capitulof] Subsecdo
4.6.6] vimos que Galilei Galileu foi o responsdvel por construir os primeiros telescopios, por
meio destes tendo observado montanhas lunares, manchas solares, anéis de Saturno e quatro dos
satélites naturais de Jupiter. No mesmo capitulo, Subsecdo vimos que, mais a frente, Isaac
Newton desenvolveu o telescopio refletor, nove vezes mais potente que o telescopio refrator de
Galileu.

Embora a invencao dos telescopios tenha representado um grande avanco no que diz
respeito a estudos relacionados a fenomenos externos ao planeta Terra, mesmo os mais avancados

apresentam fortes limitagdes. O principal empecilho estd na atenuacdo da luz visivel pela
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atmosfera da Terra, que desvia a trajetéria da luz prejudicando as observacdes. Desse modo,
obter informacdes por meio observacdes Opticas, depende condi¢des Otimas de céu aberto,
espelhos perfeitos dos telescopios, entre outros fatores [100].

Na perspectiva de descrever as condi¢des observacionais de um determinado sitio astrond-
mico, os observadores recorrem a expressao seiing. “Em busca do melhor seiing, procura-se
instalar os observatdrios em sitios de maior altitude, menor umidade, livre de poeira e de con-
taminagédo de luzes das cidades” [101, p. 64]. Entre estes, podemos destacar o Observatério
Astrondmico da Africa do Sul (SAAO), na cidade do cabo, no qual tem-se o telescépio Gptico

Southern African Large Telescope - SALT, o maior do hemisfério sul.

Figura A.1: Telescépio SALT.

Fonte: [102].

O telesc6pio SALT representado na Figura[A.T] opera desde 2005, sendo uma versdo
melhorada do telescépio Hobby-Eberly. O SALT possui 91 espelhos hexagonais de lado 1 metro,
um espelho primdrio em torno de 9,2 metros a 11,1 metros de abertura eficaz [102]].

Desde 2005, o Observatério Europeu do Sul - ESO vem desenvolvendo um telescopio
optico / infravermelho gigantesco. O Extremely Large Telescope - ELT; trata-se de um telescépio
revoluciondrio que possuird um espelho principal de 39 metros, serd o maior telescépio de luz

visivel e infravermelha do mundo: “o maior olho no céu do mundo” [103]].

Figura A.2: Telescépio ELT.
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O ELT estd localizado em Cerro Armazones, uma montanha cuja altitude cerca de 3.046
metros na parte central do deserto do Atacama, no Chile. Representado na Figura[A.2] o ELT
serd equipado com instrumentos de ultima geracao, possibilitando uma revolucao cientifica.
Segundo [103] “O salto para a frente com o ELT pode levar a uma mudanga de paradigma em
nossa percepc¢ao do Universo, assim como o telescopio de Galileu fez hd 400 anos”.

Apesar da constante evolugdo dos telescopios, 0s mesmos ndo sdo os tnicos instrumentos
utilizados para realizar estudos direcionados aos fendmenos externos ao nosso planeta. Os
telescOpios sdo instrumentos visuais que exploram a emissao da luz, na maioria das vezes; por
conta disso, certas formas de energias sdao “invisiveis” ao olho humano. Nesse cendrio explora-se
emissoes de ondas eletromagnéticas, em especial as ondas de radio.

A Radioastronomia, como é denominada a drea da ciéncia que se ocupa no estudo das
ondas de rddio vindas do espaco viajando a velocidade da luz, apresenta vantagens quando
comparada a outras cujos os estudos exploram por exemplo o espectro visivel. Isso porque a
radiac@o das ondas de rddio passam com maior facilidade pela atmosfera do planeta, sendo assim
mais facilmente captadas por instrumentos denominados radiotelescdpios [104].

Os radiotelescopios possuem formato de antenas parabdlicas gigantescas. A regido para
a qual o radiotelescépio aponta emite as ondas e estas sao refletidas na superficie do aparelho em
direcao de um foco central, que as refletem para o centro, que por sua vez possui um estrutura

que recebe os dados, conforme a Figura[A.3]

Figura A.3: Estrutura de um radiotelescépio.

Flato secundario o subreflector

|"-_ﬂ;-_ k|

Plato principal ﬁ-‘ 'ﬁ

Fonte: [103]].

Tais instrumentos t€m como principal finalidade medir ou captar a onda, em vez de
simplesmente observar. “Um radiotelescépio funciona mais como um medidor de luz do que
como uma camera. Voc€ o aponta para uma regido razoavelmente ampla do céu e ele grava
quanta energia, em dada radiofrequéncia, estd sendo enviada para a Terra” p. 115-116].

Os radiotelescopios mais modernos possuem a capacidade de estudar ondas gravitacionais.

Para isso, buscam detectar pequenas ondulacdes das gravidade estudando os pulsares, sinais
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emitidos das estrelas que giram rapidamente. De acordo com [[106], um pulsar ocorre quando um
estrela com pelo menos 8 massas solares explode como supernova e sua massa restante colapsa
em uma esfera de néutrons densa e com giro rapido.

Um dos mais imponentes e versateis radiotelescopios do mundo € o recém inaugurado
Five hundred meter Aperture Spherical Telescope - FAST, que possui um raio de 500 metros,
sendo o maior do mundo de antena unica e esta localizado na provincia de Guizhou da China.
O FAST expandiu em cerca quatro vezes o volume do alcance espacial que os radiotelescopios

anteriormente alcangavam, representando uma revolugdo para a area.

Figura A.4: Radio telescpio FAST.

Fonte: [1O7].

Representado na Figura[A.4] o ‘Olho do céu’ como é conhecido o FAST, dado o seu
grande porte, € capaz de detectar ondas de radio com sinal extremamente fraco de diferentes
pontos do Universo, como pulsares e hidrogénio em galéxias distantes. Durante a fase de testes
o FAST detectou mais de 100 pulsares e no futuro ird possibilitar a detec¢ao ondulagdes no
espago-tempo pela Galéxia [108].

As observagdes do espago nao se limitam a equipamentos sobre a superficie terrestre,
como ja dito, as condi¢des da atmosfera acabam por interferir nas observagdes por meio destes
equipamentos, especialmente dos telescopios. Na perspectiva de superar tais obstdculos, a ciéncia
recorreu aos telescopios espaciais.

O mais famoso dos telescopios espaciais € o Hubbleﬂ trata-se de um grande observatorio
no espaco. Implantado em 1990 pelo 6nibus espacial Discovery tem operado por mais de 30
anos, evoluiu ao longo dos anos com implementacao de novos equipamentos, tendo se mostrado

revoluciondrio para Astronomia nos dltimos tempos [109].

IRecebe esse nome em homenagem ao astronomo pioneiro Edwin Hubble.

191



Apéndice A: Conceitos astrondmicos na contemporaneidade e Perspectivas para o futuro

Figura A.5: Telescopio Hubble.

Fonte: [109].

Representado na Figura[A.5] o Hubble apresenta alcance que se estende do ultravioleta
ao visivel e préximo ao infravermelho; o que permitiu ao telescépio captar imagens de estrelas,
galdxias e outros astros. No decorrer de sua atividade o Hubble fez mais de 1 milhdo e 400 mil
observagdes, entre elas estdo a descoberta de luas ao arredor de Plutdo e a colisdo de um cometa
com Jupiter [109].

O Hubble, sem duvida, representa modernidade e precisdo no que diz respeito a ob-
servacoes espaciais. Nessa perspectiva, pensando em estender e dar mais profundidade nas
descobertas do Hubble a NASA lancou, em 25 de dezembro 2021, o telescopio espacial James
Webb, um observatério orbital infravermelho.

Segundo [110], “Webb serd o maior, mais poderoso e complexo telescopio espacial ja
construido e lancado ao espaco. Ira alterar fundamentalmente nossa compreensao do universo”.
O James Webb estudard, entre outras coisas, uma parte da nuvem irradiada Barra de Orion,
representada na Figura[A.6] buscando compreender mais sobre a influéncia estrelas massivas em

seus ambientes e at€ mesmo na formacao do nosso Sistema Solar.

Figura A.6: Barra de Orion.

Fonte: [110].
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Se comparado com o Hubble, o James Webb apresenta comprimento de onda mais longo
e sensibilidade bastante aprimorada. O que lhe permitem olhar muito mais perto do inicio dos
tempos, assim como observar a formacao das primeiras galdxias, bem como olhar dentro das

nuvens de poeira onde estrelas e sistemas planetarios que estdo se formando hoje.

A.2 Buscando sinais fora da Terra

Nos tltimos tempos a busca por sinais externos ao nosso planeta se intensificou de forma
considerdvel, com isso o ser humano procura explicacdes a cerca da propria origem e dos seus
antepassados, bem como daquilo que nos rodeia. Uma das questdes mais intrigantes e que
despertam o imagindrio humano € a existéncia de vida fora do planeta Terra, principalmente vida
inteligente.

Embora haja uma grande vastidao de galéxias, estrelas e planetas no Universo, o ser
humano ainda nao encontrou nenhum vestigio ou sinal de civilizacao inteligente, nem se quer
vida que se tenha seres minimamente organizados biologicamente. Apesar disso, os cientistas da
area ndo vém medindo esfor¢os, empregando as ferramentas mais modernas a disposi¢cao, como
no caso dos radio telescopios de longo alcance, que buscam sinais de rddio em diferentes partes
do Cosmos.

Nessa perspectiva, surgiram as Search for Extraterrestrial Intelligence - SETI, Busca por
Inteligéncia Extraterrestre, sdo projetos que objetivam encontrar sinais de alguma civilizagdo
extraterrestre. Os SETI buscam principalmente por sinais de radio, apesar existirem projetos
SETI que estudam micro-ondas 6pticas e frequéncias eletromagnéticasﬂ

De forma simples, podemos classificar todos os sinais que uma civilizagdo alienigena
possa vir a emitir em duas categorias distintas: i) sinais intencionais se destinam a nossa
civilizacdo e sdo enviados deliberadamente para a Terra; e ii) sinais nao intencionais sao
acidentalmente dirigidos para a Terra, ndo sendo realmente significados para a nossa civilizagdao
(111].

Como j4 exposto neste trabalho, os observatdrios vém evoluindo, se tonando mais potentes
e precisos, alcangando distincias cada vez maiores. Apesar disso, [[111] ressalta que o radio é
uma tecnologia bastante limitada para se comunicar em grandes distancias estelares. O radio €
lento e sujeito a erros, para distancias muito longas ndo consegue transportar muitos dados, o
que torna-o descartdvel em caso de uma civilizagdo muito avangada tecnologicamente.

O avanco tecnolégico, sem duvida, € um dos fatores mais decisivos para se estabelecer
contato entre possiveis civilizacdes. Por mais avangada ou atrasada que esteja nossa civilizagao
em relacdo a outra, isso pode significar que € totalmente invidvel a comunicagdo. Para que
ocorra troca de informagdo ou contato entre duas civilizagdes é necessdrio ambas compartilhem

a mesma ferramenta tecnolégica [112].

2 As ondas 6pticas estio relacionadas a fendmenos da luz; enquanto as eletromagnéticas sio formadas a partir de
campos elétricos e magnéticos, capazes de se propagarem no vacuo.
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O aspecto tecnoldgico talvez seja o ponto crucial a se considerar para se estabelecer con-
tato com uma civilizagdo intergaldtica, mas existem outras varidveis importantes a se considerar,
como a distancia. Uma civiliza¢do que por ventura tenha enviado um sinal a milhares ou milhdes
de anos atrds pode nem existir mais, dado que se a origem do sinal estiver a muitos anos luz da
Terra esse sinal trata-se de um passado distante e ndo do presente.

Os fatores ja apontados levam em consideracdo primordialmente a existéncia dessas
civilizagdes, que é algo muito incerto. Sob essa perspectiva, cientistas ao longo dos ultimos
anos vém se debrucando sobre varidveis que possibilitem a existéncia de vida em outras regides
do Universo. Em 1950 Erick Fermi, durante um discussdo entre cientistas que debatiam sobre
objetos voadores nao identificados - OVNIs, indagou os presentes: “Onde estd todo mundo?”

De acordo com Fermi o universo deveria estd fervilhando de vida inteligente, dada a
imensidao de estrelas e planetas existentes. Para ele, se pelo menos o Sistema Solar tivesse
caracteristicas especiais, existiriam inimeros planetas capazes de abrigar vida; sendo que alguns
deles desenvolveriam vida inteligente e estes seres, mesmo viajando em baixas velocidades, em
algum momento teriam sido capazes de se espalhar pela galdxia. Desse forma, deveriam estar
em nossa volta, mas ndo € o que ocorre [113]].

Tal formulagdo ficou conhecida como o Paradoxo de Fermi. Esse paradoxo foi quan-
tificado em 1961 por Frank Drake, que estabeleceu uma férmula que estima o nimero de

civilizagdes detectdveis na Via Lactea:
N =R"X f, xnex fi x fi x fox L. (A.1)

De acordo [113]]:

v/ N: O numero de civilizagdes na Via Lactea com as quais poderiamos estabelecer

contato;
v/ R*: ataxa de formacdo de estrelas na Via Lictea;
v’ fpt A fragdo de estrelas que possuem sistemas planetarios;
v" n.: O nimero de planetas, por sistema estelar, propicio a comportar vida;
v’ fi: A fracdo dos planetas propicios em que realmente pode-se desenvolver a vida;
v fi: A fracdo dos planetas habitados que desenvolvem vida inteligente;

v f.: A fragdo dos planetas com vida inteligente que possuem os meios técnicos e que

busca estabelecer comunicagao;

v' L: O tempo esperado de vida de tal civilizagao.

Para [71] em vez de considerar a taxa de formagao das estrelas é necessario saber de
fato quantas existem; assim como além de saber o tempo de vida de uma civilizagdo também ¢é
necessario que a mesma possa dominar e utilizar certa forma tecnoldgica. Apds estas adequacdes,

as varidveis R* e L podem ser substituidas por N* e f.. De acordo [71]:

v' N*: O numero de estrelas na Via Lactea;
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v' fr: Otempo esperado de vida de tal civilizagdo domina e utiliza uma forma tecnolégica.

Dessa forma, a férmula estabelece que:
N =N"Xx f, xnex fi X fi X fex fr. (A.2)

Na equacdo (A.2) assim como na Figura[A.7] todos os f representam fra¢des, com valores
entre 0 e 1; elas agirdo como redutoras do grande valor de N* [71]].

Figura A.7: Representacao artistica da Equagao de Drake.

S
'-%.‘]-'f;‘a‘.:-
e
N. X fp x n; x fi x f; ® f. ® fi = N

Fonte: [71].

O valor de N* € de certo modo acessivel de obtermos, por meio de contagens por regides
no céu, contamos de forma representativa na ordem de 4 x 10''. Tais estrelas possuem um
brilho estdvel, massa elevada e vida curta; sendo assim, fonte de energia favordvel a origem e
desenvolvimento de vida.

Os planetas frequentemente sao companhia para estrelas recém-formadas, sendo que mui-

1
tas delas possuem planetas proximo. Desse modo, estimemos que 3 possuam essa caracteristicas,
1
ou seja, f, = 3 Desse modo,
* 11 1 4 11
N*x f,=4x10 ><§:§><10. (A.3)

O nosso proprio sistema planetdrio possui alguns astros propicios a presenga de vida: a
Terra, Marte, Tita e Japiter. Além disso, se existe vida, ela tende a ser adaptavel e tenaz, assim é
possivel que existam varios ambientes com essa caracteristica em dado sistema planetario; se

formos conservadores podemos adotar n, = 2 [71]]. Dessa maneira,
* 4 11 ~ 11
Nxfpxne:§><10 X223 x10. (A.4)

Se considerarmos que podem ocorrer diversos empecilhos que influenciem na evolucdo

da vida, especialmente no que diz respeito ao codigo genético, adotemos f, = 3 Assim, teremos

que o nimero de planetas habitdveis sera
* 1 11 11
Nxfp><ne><fl:§><3><10 =10"". (A.5)

Agora analisar f; e f. é mais complicado, dada a complexidade da evolugdo bioldgica

que leva ao surgimento de uma sociedade inteligente. Por outro lado, se ela existe, tem-se uma
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série de fatores que podem levé-la a desenvolver habilidades especificas, no caso a tecnologia do
radio. Adotemos f; X f. = 100" ou seja, 1% dos planetas produzem civilizagdes técnicas [71].

Desse modo,

1

N*xfpxnexfleixfczl()”x1—00:109. (A.6)

Assim, o numero de planetas que surgem uma civilizagdo técnica seja cerca de 1 bilhao.

Por outro lado, o tempo que uma populacdao domina e utiliza uma determinada tecnologia, no
caso do homem com o radio, é bem curto, cerca de 15" Logo,

N:N*xfpxnexfleixfcfozlogx%08:10. (A7)

Desse modo, existiriam cerca de 10 civilizagdes com capacidade de se comunicar na
via Lactea. Se comparado com o nimero de planetas habitdveis, ou até mesmo com a possivel
quantidade de civilizacdes inteligentes, esse nimero € bem pequeno [71ﬂ

Dentre varidveis exploradas na Equacao de Drake, talvez aquela que separa mundos
habitdveis dos ndo-habitdveis seja a que sirva como ponto de partida na busca por vida extrater-
restre. Como jé dito, contar estrelas semelhantes ao Sol e estabelecer aquelas que podem formar
sistemas planetdrios ndo € uma tarefa tdo complexa dada a tecnologia disponivel, ja descobrir
planetas habitdveis € bem mais complicado.

Na procura por mundos habitdveis a primeira premissa adotada pelos cientistas € identifi-
car planetas na chamada zona habitdvel, ou seja, que possuam caracteristicas semelhantes a Terra
como: a distancia para estrela, presenga de oxigénio, atmosfera e superficie estdveis com dgua
liquida. Primeiramente € necessario descobrir 0s exoplanetaf] e, entre eles, identificar aqueles
que possuem 0s requisitos propicios.

Nas ultimas décadas, a NASA inclui diversas tecnologias de busca como o Telescopio
Espacial Kepler, aposentado em 2018, e seu sucessor, o Transiting Exoplanet Survey Satellite -
TESS, ainda em operacdo. Tais telescopios foram construidos com intuito de detectar sombras
na luz das estrelas projetadas por exoplanetas, ao cruzar a face de sua estrela-mae. Tal técnica,
chamada de método de transito [[114]].

Uma das descobertas recentes, uma das ultimas do telescopio espacial Kepler, foi o
exoplaneta Kepler-1649c, representado na Figura Tal astro € 1,06 vez maior que a Terra e
embora sua estrela hospedeira seja uma ana vermelha, bem menor que o Sol, recebe cerca de

75% do total de luz que nosso planeta recebe do Sol [115]].

3E importante ter em mente que a Equagdo de Drake apresenta sérios problemas, pois ela ndo leva em conta, por
exemplo, que uma civilizagdo inteligente possa ocupar mais de um planeta [[113]].
“Planetas que orbitam outras estrelas que nio seja o Sol.
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Figura A.8: Kepler-1649c.

Fonte: [115]].

Ja o telescopio James Webb, ja mencionado, terd grande capacidade de coletar luz,
sondando as profundezas do Universo, inclusive captando a luz das estrelas na atmosfera dos
exoplanetas. Para isso, pegard amostras de gases, podendo inclusive fazer buscas por sinais de
vida, que possivelmente caberd a um sucessor do James Webb, mais avangado no futuro.

Apesar dos avancos tenoldgicos, capturar sinais de atividade bioldgica nos exoplanetas é
um grande obstdculo tecnoldgico. Para isso, é necessario nao somente a supressao da luz das
estrelas e espectroscopia, mas também novas ferramentas analiticas, bem como modelos de

computador que simulam possiveis atmosferas de exoplanetas [114].

A.3 O Destino do ser humano no Universo

O ser humano ndo tem se limitado a lancar objetos para Orbitas e superficies de corpos
celestes: diversos projetos preveem visitas tripuladas, exploracdo e até mesmo colonizagdo de
astros do Sistema Solar. Tudo comecou por volta de 1957 com a corrida espacial entre Estados
Unidos e Unido Soviética, que disputavam a supremacia na exploracdo espacial. O ponto de
partida dessa disputa se deu com o lancamento satélite artificial soviético Sputnik 1, representado
na Figura[A.9] em 4 de outubro de 1957.

Figura A.9: Réplica do Sputnik 1.

Fonte: [116].
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Os primeiros seres vivos a viajarem ao espago nao se tratavam de ser humanos, mas
sim de animais. Em fevereiro de 1947 os Estados Unidos langaram moscas das frutas por meio
do foguete V2, recuperadas vivas por paraquedas; em 3 de novembro de 1957 os soviéticos
langcaram a cadela Laika por meio da nave espacial Sputnik 2, o animal acabou morrendo por
conta da alta temperatura e do estresse. Os soviéticos continuaram a enviar cachorros para o
espaco, em 19 de agosto de 1960 o Sputnik 5 foi o primeiro a retornar animais vivos da Orbita,
entre os passageiros estavam os caes Belka e Strelka [117].

Em 12 de abril de 1961 se deu o primeiro voo espacial tripulado por ser humano, Yuri
Gagarim (1934-1968) a bordo da nave Vostok 1, representado na Figura[A.10] Tal feito e o
lancamento do Sputnik 1 anos antes, desafiaram os americanos que haviam criado a NASA
no intervalo entre os dois ocorridos, em 1958. A NASA seria a responsavel por coordenar e
conduzir os projetos espaciais americanos a partir de entdo, financiada com altos investimentos
do governo federal. Em 5 de maio de 1961 se deu voo balistico suborbital do americano Alan B.

Shepard a bordo de um foguete Mecury-Redstone [117].

Figura A.10: Vostok 1.

/

Fonte: [118]].

Em 1961 o presidente norte americano, John Kenedy, lancou o desafio de “enviar homens
a Lua e retorné-los a salvo”, antes do fim da década. Nessa época, os Estados Unidos anunciaram
o projeto Mercury, que trazia uma nave com capacidade para um tnico tripulante; foi sucedido
pelo projeto Gemini, uma nave que comportava dois tripulantes; o sucessor foi o projeto Apollo
com capacidade para trés astronautas, o qual levou o homem a pousar na Lua em 20 de julho de
1969, na missao Apollo 11; o que se repetiria pela tltima vez em 1972 na missao Apollo 1 ﬂ

A Apollo 11 langada em 16 de julho de 1969, contou com o comandante Neil Armstrong,
o piloto do médulo de comando Michael Collins e o piloto do mddulo lunar Edwin “Buzz” Aldrin.
Em 20 de julho de 1969 ocorreu o pouso no Mar da Tranquilidade, horas depois Armstrong
pisou na Lua, seguido por Aldrin minutos depois, onde posicionaram uma camera e falaram por
telefone com o presidente americano Nixon. Ao todo, Armstrong e Aldrin passaram 21 horas e

36 minutos na superficie lunar, onde coletaram amostras e fizeram experimentos [119].

3 Ao todo foram seis missdes tripuladas a pousar na Lua, pelo programa Apollo; as missdes de niimero: 11, 12,
14,15,16 e 17.
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Ap6s as missdes Apollo as viagens espaciais se intensificaram, embora o homem ndo
tenha mais retornado a Lua desde a Apollo 17. Em 1975 ocorreu um fato marcante, as naves
americana Apollo 18 e a soviética Soyuz 19 se acoplaram no espago, sendo a primeira missao

conjunta das duas agéncias, conforme a Figura[A.T1]

Figura A.11: Representacdo artistica da Apollo 18 acoplada na Suyuz 19.

Ap6s a queda do regime soviético as relagdes se estreitaram, o que permitiu a colabo-
racdo conjunta para a construcao da International Space Station - 1SS EI, a Estacdo Espacial
Internacional, tendo seu primeiro componente langado em 1998, mostrado na Figura[A.12] e

seus primeiros tripulantes de longa estadia em novembro de 2000.

Figura A.12: Primeiro médulo da ISS, em 1998.

Fonte: [121]).

Embora tenham ocorrido inimeros avangos quando se fala da exploracdo e descobertas
espaciais nas ultimas décadas, que vao desde o langamentos de sondas e observatdrios até naves
e Onibus espaciais, o ser humano ainda possui muitas ambicgdes a cerca da exploragao do espago
sideral. Um dos mais gigantescos desafios a serem superados estd numa possivel colonizagdo

humana em outro astro que nao a Terra.

6Além da NASA (EUA) e da Roscosmos (Riissia), outras trés agéncias fazem parte do projeto colaborativo:
JAXA (Japdo), ESA (Europa) e CSA (Canada).
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A possibilidade de povoar outros mundos parece cada vez mais real em futuro provido
de tecnologias avangadas e € considerada por agéncias espaciais e entidades privadas. Um dos
mais discutidos projetos com esse intuito € a colonizacdo de Marte. Dada a sua estrutura fisica
semelhante a da Terra, o planeta vermelho apresenta elementos como a possivel presenca de
agua liquida subglacial abaixo da superficie, bem como a presenga de minerais de metal e outras
substincias minerais vitais [[122].

Um dos mais ambiciosos projetos futuristas de colonizacdo € Mars One que trata-se de
um assentamento permanente em Marte. Mandar seres humanos a Marte apresenta riscos e
desafios muito reais, por isso “estabelecer um assentamento permanente € muito complexo, mas
¢ muito menos complexo e requer muito menos infraestrutura enviada a Marte do que as missdes
de retorno” [[123]].

Os responsaveis pelo projeto ja comecaram a contratar empresas aeroespaciais estabe-
lecidas que sejam capazes de desenvolver os sistemas necessarios. De acordo com [[123] cada
sistema requer projeto, construcao e testes, embora nenhum avanco cientifico seja necessario para
enviar humanos a Marte e sustentar a vida 14. Antes de estabelecer os primeiros acentados, seréd
estabelecida uma estrutura enviada anos antes dos seres humanos, contando com as ferramentas
necessdrias a sobrevivéncia e desenvolvimento no local.

Outro projeto promissor é o Mars & Beyond de responsabilidade da Space Exploration
Technologies Corp - SPACEX. A empresa é uma fabricante aeroespacial e de transporte espacial,
fundada em 2002 pelo magnata Elon Musck, tem por objetivo diminuir custos de viagens
espaciais e assim colonizar Marte. Por meio do Starship, um sistema reutilizavel de espaconaves
e foguetes, Musck espera redefinir as viagens, inicialmente voando de continente a continente,
depois da Terra a Lua e, finalmente, da Terra a Marte.

Apesar dos avangos na tecnologia de espagonaves, um grande obstaculo a ser superado
¢ a radiacdo. O planeta Terra possui uma magnetosfera agradavel que nos protege dos fortes
ventos solares e dos raios cosmicos de alta energia que chegam do espaco sideral. Por conta
disso, viajar até Marte expde os astronautas aos sérios riscos radioativos, segundo analistas da
NASA tecnicamente existem poucas solucdes que possam proteger os astronautas, podendo
fazé-los sofrer sérios danos [[124].

A colonizacdo de Marte, bem como de outro astro, envolve nao somente questdes fisicas
adequadas como clima, gravidade e presenca de suprimentos, mas também aspectos éticos e
sociais. No caso de assentamento principalmente, onde as pessoas estariam fazendo uma viajem
sO de ida, sem volta, deixando para trds seu passado terrdqueo. O ser humano, como individuo
provido sentimentos, pode nessas condi¢des desenvolver quadros de anomalias sociais como
também desilusdo, ao ver a Terra apenas como um ponto remoto.

Outro aspecto polémico € a questdo dos investimentos absurdos, na ordem de vérios
bilhdes de ddlares, para produzir veiculos espaciais, como também uma estrutura na superficie
do planeta vermelho. Além disso, dadas as condicdes fisicas hostis, seria necessario fazer o que

os cientistas chamam de terraformar, que se trata de um processo com intuito adequar o planeta
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para seres humanos, sendo que esse processo seria muito demorado, além de caro e necessitar
possivelmente bombardear Marte.

Nessa perspectiva, antes de buscar colonizar Marte ou qualquer outro astro no Espaco
Sideral a humanidade deve se ater para uma série de fatores tecnoldgicos, fisicos, éticos e sociais.
Para isso, o ser humano necessita adquirir mais experiéncia e conhecimento a cerca do universo,
em especial dos astros que se pretende colonizar, efetuando cada etapa necessdria para um

processo de exploracdo e adaptacdo desses ambientes [125]].
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