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RESUMO

Apresentamos neste trabalho atividades construidas em paginas da plataforma GeoGebra para
comprovar dinamicamente o teorema de Pitdgoras. Na organizagdo dessas atividades, selecio-
namos abordagens geométricas e vetoriais presentes na obra The pythagorean Proposition de
Elisha Scott Loomis (1852-1940). As atividades podem ser acessadas por intermédio de links
externos, sendo que o(a) professor(a) de matematica da Educag¢do Basica também pode salvi-las

com o GeoGebra App para utiliza-las em sala de aula.

Palavras-chave: Demonstracdes Geométricas; Demonstracdes Vetoriais; Teorema de Fermat;

Ensino de Matematica; Tecnologias Digitais.



ABSTRACT

This work presents activities created on GeoGebra platform pages to prove the Pythagorean the-
orem dynamically. In organizing these activities, we selected geometric and vectorial approaches
found in the work The Pythagorean Proposition by Elisha Scott Loomis (1852-1940). The
activities can be accessed through external links, and mathematics teachers in Basic Education

can save them with the GeoGebra App to use in the classroom.

Keywords: Geometric Proofs; Vectorial Proofs; Fermat’s Theorem; Mathematics Teaching;

Digital Technologies.
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1 ATIVIDADES DINAMICAS COM O TEOREMA DE PITAGORAS

Nascido na ilha grega de Samos em meados de 570 a.C., Pitdgoras de Samos € uma das
figuras mais misticas e influentes da histéria da matemadtica. Devido as lendas em torno de sua
histéria, e também de sua Irmandade, os historiadores tém dificuldades para escrever sobre sua

vida.

Como ndo existem relatos originais de sua vida e de seus trabalhos, Pitdgoras
estd envolto no mito e na lenda, tornando dificil para os historiadores separar o
fato da ficcdo. O que parece certo € que Pitdgoras desenvolveu a ideia da l6gica
numérica e foi responsavel pela primeira idade de ouro da matematica. Gracas
ao seu génio, os nimeros deixaram de ser apenas coisas usadas meramente para
contar e calcular e passaram a ser apreciados por suas préprias caracteristicas
(Singh, 2010, p. 28).

Segundo Singh (2010), ap6s vérios anos de estudo em viagens, Pitdgoras retornou a
Samos com a intenc¢do de abrir uma escola. Porém, a visao politica de Policrates, tirano que
governou Samos de 538 a 522 a.C., transformou Samos em uma cidade conservadora, e ndo mais
aberta a novas ideias. Para ndo ser perseguido, Pitdgoras se escondeu em uma caverna afim de

continuar seus estudos matematicos.

A Irmandade Pitagdrica s6 passou a existir depois que Pitdgoras fugiu de Samos com
sua mae e seu discipulo, que se acredita chamar Pitdgoras também, e se estabeleceu em Crotona,

onde recebeu o apoio de Milos, um dos homens mais fortes de toda a histéria (Singh, 2010).

Virias sdo as descobertas matematicas ligadas a Pitdgoras, como os nimeros perfeitos!,
a harmonia musical e o famoso teorema que define o angulo reto. O que poucos sabem € que
“embora este teorema esteja eternamente associado a Pitdgoras, ele ja era usado pelos chineses e
babilonios mil anos antes” (Singh, 2010, p. 40). O que faz com que esse teorema leve o nome de

Pitagoras € “que foi ele o primeiro a demonstrar esta verdade universal” (Singh, 2010, p. 40).

De enunciado simples, o teorema de Pitdgoras consta na Proposi¢do 47 do Livro I de Os

elementos de Euclides (Euclides, 2009) com o enunciado do Teorema 1.1.

Teorema 1.1 (de Pitdgoras). Nos tridngulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende

sob o dngulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o dngulo reto.

Em um tridngulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto ¢ denominado hipotenusa
(do grego hypotenousa: que se estende debaixo do angulo reto), enquanto que os lados que
determinam o angulo reto sdo denominados catetos (do grego kdthetos: descido, abaixado de
maneira reta). Desta forma, se a hipotenusa mede c e os catetos medem a e b, a tese do Teorema

1.1 pode ser enunciada pela igualdade ¢? = a? + b2

' Um niimero natural é perfeito quando & igual & soma de seus divisores.



O Teorema 1.1 fascinou diversos matematicos, entre eles Elisha Scott Loomis (1852-
1940), um professor de matemadtica em Cleveland, Ohio (EUA). Loomis colecionou durante
20 anos, de 1907 a 1927, demonstragdes desse teorema e as agrupou em um livro denominado
The Pythagorean Proposition (A proposicao de Pitdgoras) (Loomis, 1968). O livro foi langado
inicialmente em duas edi¢des: a primeira em 1927 com 230 demonstracdes; a segunda em 1940
com 370 demonstracdes. Apos a morte de Loomis, o livro foi reimpresso mais duas vezes, em
1968 e 1972, pelo National Council of Teachers of Mathematics dos Estados Unidos (Rosa,
1983).

Em seu livro, Loomis separa as demonstracdes do Teorema 1.1 em quatro categorias: a
algébrica, que utiliza as relagdes métricas no tridngulo retangulo; a geométrica, que compara
areas; a vetorial, que emprega operacdes com vetores; a dindmica, que usa conceitos fisicos,

como massa e velocidade. Na parte final do livro, apresenta cinco quadrados pitagdricos magicos.

Assim, motivados pelo trabalho de Loomis, apresentamos neste recurso educacional al-
gumas atividades dinadmicas no GeoGebra com demonstracdes algébrico-geométricas e vetoriais
do teorema de Pitdgoras, estas selecionadas do livro The Pythagorean Proposition (Silva, 2022,
2023).

1.1 ATIVIDADE 1: DEMONSTRACAO ALGEBRICO-GEOMETRICA NU-
MERO 100 DE LOOMIS

Loomis (1968) organizou 109 demonstragdes algébricas, as quais foram divididas em
sete grupos, cada um deles com um método de demonstracdo. Selecionamos as demonstragdes
algébricas de numeros 1, 16 e 100, sendo esta ultima uma demonstracio algébrico-geométrica.
A demonstragao algébrica mais utilizada nos livros didaticos de matemaética atualmente, que
depende das razdes entre os lados de tridngulos semelhantes, € também a primeira demonstragdo
algébrica apresentada por Loomis. Esta demonstragdo € direta, do tipo implicag@o simples (se ...,

entdo ...)> (Fossa, 2009). Para tanto, basta reescrever o Teorema 1.1 como:

Se em um triangulo retdngulo ABC a hipotenusa mede c e os catetos medem a e b,
entio

A =a?+ V%

Demonstragdo algébrica 1. Sejam o tridngulo ABC, retingulo em C, de lados AB = ¢, AC =
be BC = a,e h = C'H aaltura relativa ao lado AB, onde H divide esse lado nos segmentos
AH =z e BH =y, taisque v + y = ¢ - Figura 1.1.

Por construgdo, temos que HC 1 AB. Logo, os tridngulos ABC, ACH e BC'H sdo

retangulos. Como possuem o angulo A em comum, os tridngulos retingulos ABC' e AC'H sao

2 A demonstracdo também pode ser do tipo implicaciio dupla (se, e somente se).



Figura 1.1 — Demonstragao algébrica nimero 1 de Loomis (1968)

xr H [
£

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

semelhantes pelo caso AA (dngulo-angulo) (Neto, 2013). Assim, usando as razdes de semelhanga

obtemos que:

b

—:x+y<:>62:x2+xy; (1.1)
x b

h

—:g<:>hb:ax;

xr b

é:aH_y<:>ab:hx—|—hy.

h a

Os triangulos retangulos ABC e C'BH também sao semelhantes pelo caso AA. Logo,

temos que:
a :y@aQ =2y + y% (1.2)
r+y a
a_y
- == by = ah;
b h

=— & ab= hx + hy.
r+y a

Finalmente, os tridangulos retdngulos ACH e C' BH também sdo semelhantes pelo caso
AA. Portanto:

b a

— = by = ah
; y@y ah;
b
;z%@bhzaw,
h y

— =2 e hp=
. h<:> Ty

Somando as igualdades (1.1) e (1.2) e fatorando o trindmio quadrado perfeito (Coxford;

Shulte, 1994), constatamos que:
a® +b* =2 + vy + 2y + 97
a® + b =2” + 2zy + y*;
a? +b* =(z +y)* (1.3)
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Empregando AB = x + y = c em (1.3), concluimos que:
a> +b* =2
]

Outra forma de demonstracdo muito utilizada nos cursos de dlgebra € a redugdo ao
absurdo (reductio ad absurdum) (Fossa, 2009). Essa técnica consiste na obten¢do de uma
contradicao a partir da negagdo da tese do teorema. Loomis (1968) utiliza a redu¢do ao absurdo

nas demonstracdes algébricas de nimeros 16 e 32.

Demonstragdo algébrica 16. Seja o tridngulo retdngulo ABC, de hipotenusa de medida c e

catetos de medidas a e b. Pela lei da tricotomia, temos que:

a’> +b* >c? ou
a® + b =c% ou

a’ +b? <.
Suponhamos inicialmente que
a’+ b > (1.4)

Substituindo (1.3) em (1.4) e considerando que x + y = ¢ - Figura 1.1, temos que:

(x + y)2 >c?

¢ >c (1.5)
Como temos uma contradi¢do em (1.5), consideremos agora que

a’ + b < &2 (1.6)

Substituindo (1.3) em (1.6) e considerando novamente que x + y = ¢, obtemos que:

(x + y)2 <c
2 <. (1.7)

Temos em (1.7) novamente uma contradicdo. Assim, a® 4+ b?> # ¢ e a® + b* £ 2.

Portanto, a® + b* = 2.

]

Na centésima demonstracdo do teorema de Pitagoras, Loomis (1968) utiliza uma estraté-

gia algébrico-geométrica que compara areas.
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Demonstragdo algébrico-geométrica 100. Sejam o triangulo ABC/, retingulo em C e de lados
AB =¢, BC =ae AC =, o quadrado DEF'G, de lado a + b, e o quadrado ABI.J, de lado ¢
- Figura 1.2.

Figura 1.2 — Demonstragdo algébrico-geométrica nimero 100 de Loomis (1968)

F
-

(
b

1)

a
G L]
b

@ b

L
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Na Figura 1.2, o quadrado DEF'G € equivalente a unido do quadrado ABI.J com os
triangulos F'I.J, EIB, DAB e GAJ. Como esses quatro tridngulos sdo congruentes ao tridngulo

ABC, concluimos que:

A(DEFG) =A(ABI1J) + 4A(AABC);
ab

o

a® + 2ab + b* =c* + 2ab;

(a+b)?=c*+4-

a® + b2 =2,
O

Construimos no GeoGebra a visualizagdo dindmica da centésima demonstracdo de
Loomis (1968) para o teorema de Pitagoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/krkgpage>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movidos dinamicamente.
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1.2 ATIVIDADE 2: DEMONSTRACAO GEOMETRICA NUMERO 9 DE
LOOMIS

Nas demonstragdes do teorema de Pitagoras, Loomis (1968) organizou 256 demons-
tracdes geométricas. Estas foram divididas em dez grupos, cada um deles com um método de
demonstracdo. As demonstragdes geométricas de nimeros 9 a 32 consistem na divisdo dos
quadrados construidos sobre os lados de um tridngulo retangulo em partes congruentes, € na
comprovacdo de que a unido das partes dos quadrados menores forma o quadrado maior (ou que
a unido das partes do quadrado maior forma os quadrados menores). Nesse grupo, selecionamos
a demonstracdo 9, que corresponde a equicomposicao de Henry Perigal (1801-1898) (Ns;
Fernandes, 2019), ilustrada na Figura 1.3.

Figura 1.3 — Demonstragdo geométrica numero 9 de Loomis (1968): a equicomposi¢do de Perigal

E
v

- -
H % |

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstragdo geométrica 9. Sejam: o tridngulo ABC, retangulo em C e de lados AB = ¢,
BC =ae AC = b; os quadrados ACF'GG, CBDFE e ABIH construidos, respectivamente, sobre
os lados AC, BC' e AB do tridngulo ABC'; os pontos J, K, L e M, pontos médios dos lados
AB, HA, I H e BI, respectivamente, do quadrado ABI H; os pontos P, (), R e S interiores ao
quadrado ABIH,com JP || RL || ACe SM || KQ || BC,onde S € JP,Q € RL,Re SM
e P € KQ; o ponto O, centro do quadrado C'BDFE); os pontos T, U, V e W pertencentes,
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respectivamente, aos lados CB, EC, DE e BD do quadrado C BDE, tais que UW || AB e
VT 1L UW - Figura 1.3.

Desta forma, temos que o quadrado PQ RS é congruente ao quadrado ACFG, VT || BI,
VO =0T =BMe AU = BW = JP=SM = RL = KQ = DV = EU = CT. Ainda,
como UW || ABe AJ = JB = UO = OW = AK, os quadrildteros H LQK, IMRL,
BJSM,AKPJ,UCTO, TBWO,WDVO eV EUO sao congruentes. Logo, temos que:

A(ABIH) =A(PQRS) + 4A(AK P.J);
A(ABIH) =A(ACFG) + 4A(V EUO);
A(ABHI) =A(ACFG) + A(CBDE). (1.8)

Como os lados dos quadrados ABH I, ACFG e C'BDFE medem, respectivamente, ¢, b

e a, concluimos de (1.8) que ¢? = a? + b

O

A demonstracdo da equicomposicao de Perigal (demonstragdo geométrica 9 de Loomis)

pode ser efetuada com mais detalhes, como em Fernandes (2018) e Sette (2013).

Construimos no GeoGebra a visualiza¢do dinamica da equicomposicao de Perigal (de-
monstracdo geométrica 9 de Loomis (1968)) para o teorema de Pitagoras e a disponibilizamos
no link

<https://www.geogebra.org/m/vzjfw5vk>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movimentados dinamicamente.

1.3 ATIVIDADE 3: DEMONSTRACAO GEOMETRICA NUMERO 63 DE
LOOMIS

As demonstracdes geométricas de niimeros 43 a 69 de Loomis (1968) comparam, geral-
mente, as dreas dos quadrados construidos sobre os lados do tridngulo retangulo com as dreas de

outros quadrilateros - Figura 1.4. Nesse grupo, selecionamos a demonstragdo de niimero 63.

Demonstragdo geométrica 63. Sejam o tridngulo ABC, retangulo em C e de lados AB = ¢,
BC =ae AC =0, e os quadrados ACFG, CBHI e ABED construidos, respectivamente,
sobre os lados AC', BC' e AB do triangulo ABC'. Inicialmente, prolongamos o segmento G F" até
os pontos K e .J, o segmento /1] até os pontos .J e M e tragamos o segmento K L paralelamente
ao segmento H1,com LM || JK, D € KLe E € LM.Em seguida, prolongamos o segmento
FC até o ponto O € LM, o segmento GA até o ponto P € LM, o segmento C'A até o ponto
N € KL e o segmento HB até o ponto S € K L. Finalmente, demarcamos o ponto R na
intersecdo dos segmentos GP e HS. Assim, construimos o retangulo J K LM, de lados a + 2b e
2a + b - Figura 1.4.
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Figura 1.4 — Demonstragdo geométrica nimero 63 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Em decorréncia da construcao descrita anteriormente, temos que:

A(JKLM) =A(ABED) + 4A(AABC) + A(CIMO) + A(GALJ) + A(GANK);
A(JKLM) =A(NAPL) + A(ACOP) + A(CIMO) + A(GAIJ) + A(GANK); (1.9)
A(NAPL) =A(CIHB) 4+ 2A(ABC); (1.10)
A(ACOP) =A(ACFG) + 2A(ABC). (1.11)
Substituindo (1.10) e (1.11) em (1.9), obtemos que:
A(JKLM) =A(CIHB) + 2A(ABC) + A(ACFG) 4+ 2A(ABC)+
+ A(CIMO) + A(GALJ) + A(GANK);
A(JKLM) =A(CIHB) 4+ 4A(ABC) + A(ACFG)+
+A(CIMO) + A(GALT) + A(GANK). (1.12)
A drea do quadrado ABE D pode ser obtida a partir da drea do quadrilatero JK LM, ou
seja:

A(ABED) = A(JKLM) — 4A(ABC) — A(CIMO) — A(GAILJ) — A(GANK). (1.13)

Substituindo (1.12) em (1.13), constatamos que:

A(ABED) = A(CIHB) + A(ACFG). (1.14)
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Como os lados dos quadrados ABED, ACFG e C'I HB medem, respectivamente, c, b

e a, concluimos de (1.14) que ¢? = a? + b%.

]

Construimos no GeoGebra a visualiza¢do dindmica da demonstragao geométrica 63 de
Loomis (1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/qbnkx4rp>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movidos dinamicamente.

1.4 ATIVIDADE 4: DEMONSTRACAO GEOMETRICA NUMERO 153 DE
LOOMIS

As demonstracdes geométricas de nimeros 71 a 157 de Loomis (1968) empregam,
geralmente, o tridngulo retangulo contido em pelo menos um dos quadrados construidos sobre

os lados do tridngulo - Figura 1.5. Nesse grupo, selecionamos a demonstracdo de nimero 153.

Figura 1.5 — Demonstracdo geométrica numero 153 de Loomis (1968)

D

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstracdo geométrica 153. Sejam: o tridngulo ABC), retangulo em C e de lados AB = c,
BC = ae AC = b; 0s quadrados ABDFE, BCFG e ACIH construidos, respectivamente, sobre
os lados AB, BC' e AC do triangulo ABC'; JK L AB no ponto M,com M € AB,J € DF,
K e FGe C € JK;o0s segmentos AK, AG, EC' e DC - Figura 1.5.
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Devido a construcdo descrita anteriormente, temos que:

ABDE

A(ABDE) =A(AMJE) + A(BMJD):
A(ABDE) =A(ECKA) + 2A(BCD);
A(ABDE) =2A(CAK) + 2A(AGB):

( )

=A(ACIH) + A(BCFG). (1.15)

Como os lados dos quadrados ABDFE, BCFG e ACIH medem, respectivamente, ¢, a

e b, concluimos de (1.15) que ¢ = a* + b2

]

Construimos no GeoGebra a visualizacdo dinamica da demonstracdo geométrica 153 de
Loomis (1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/p7msbees>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movimentados dinamicamente.

1.5 ATIVIDADE 5: DEMONSTRACOES VETORIAIS NUMEROS 1 E 4 DE
LOOMIS

Loomis (1968) apresenta quatro demonstracdes para o teorema de Pitdgoras utilizando

operagdes com vetores - Figura 1.6. Selecionamos as demonstragdes vetoriais de nimeros 1 e 4.

Figura 1.6 — Demonstragdo vetorial nimero 1 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

— — —

Demonstragdo vetorial 1. Sejam v = AC, v =CB, W = ABeu+ v = w,comu | v-Figura

1.6. Desta forma, temos que:
W =u + U,
Il |P= | @ + o 1%

| & |P=| @ | +2a -0+ || 7> (1.16)
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Como os vetores @ e ¢ s@o perpendiculares, temos que @ - ¥ = 0 (Lipschutz, 1978).

Substituindo essa igualdade em (1.16), concluimos que || @ ||>=|| @ ||> + || ¢ ||*

]

Construimos no GeoGebra a visualizacdo dinamica da demonstragao vetorial 1 de Loomis
(1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/ejdhqyt7>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movidos dinamicamente.

Demonstragdo vetorial 4. Sejam: @ = A?]; U= C’?B; w = AB; U+v=wcomu L v;1a
circunferéncia de centro A e raio AB; o ponto N € DFE, onde DFE é um didmetro de I', com
AC C DEe AN = —u; oponto O € ', com NO = U, AO = ¢ e ¢ simétrico a w segundo o
didmetro /.J - Figura 1.7.

Figura 1.7 — Demonstragdo vetorial nimero 4 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Comow =u+v,¢d=—-u+v,u L ve AB e AO s@o raios de I', o que implica

1 || = 71|, temos que:
1 (241G 17= [l @+ + || =@+ |%
1 |2+ 1 @ P=2 ] @ || +2 || & ]|
2 [P=2 (|| @ | + || 7 11%);

Il P= 1 *+ [ 7).
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Construimos no GeoGebra a visualizacido dindmica da demonstracio vetorial 4 de Loomis
(1968) para o teorema de Pitagoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/g93wybme>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movimentados dinamicamente.

1.6 ATIVIDADE 6: A GENERALIZACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS
— O ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

A equagdo 2?2 + y? = 2%, que define o teorema de Pitdgoras, tem uma infinidade de
solugdes inteiras (z, y, z), denominadas trios (ou triades) pitagéricos. As solu¢des inteiras ainda
existem se reescrevermos a equagdo como z” + y" = 2", onde n € N e n > 2? Pierre de Fermat
(1601-1665), magistrado, matematico e cientista francés, conjecturou em 1637, na margem de
sua copia de Arithmetica de Diofante, que ndo havia solucdes inteiras para a equacgdo. Esse
teorema, uma generalizacio do teorema de Pitdgoras, é denominado ultimo teorema de Fermat e

foi demonstrado em 1994 por Andrew John Wiles (1953-), matemadtico britanico.

Nascido em 20 de agosto de 1601 em Beaumont-de-LLomagne, no sudoeste da Francga,
Pierre de Fermat recebeu formacdo no Monastério Franciscano de Grandselve e depois na
Universidade de Toulouse. “Nao hd nenhum registro de que o jovem Fermat mostrasse qualquer

talento especial para a matematica” (Singh, 2010, p. 55).

Ap06s pressoes familiares, Fermat assumiu em 1631 um cargo no servico publico na
Camara de Requerimentos. L4, intermediava os encontros entre o povo e o rei. Dessa forma, se
alguém quisesse pedir algo ao rei, deveria convencer Fermat de que seria um pedido vélido, e se

ele concordasse, o encontro aconteceria.

Como “a praga estava devastando a Europa e aqueles que sobreviviam a doenca eram
promovidos para ocupar os lugares dos que tinham morrido” (Singh, 2010, p. 56), Fermat subiu
de cargo rapidamente. Devido aos riscos da politica do século XVII, Fermat se concentrou em
fazer o seu trabalho sem se destacar demais, para ndo ser perseguido. Em seu tempo vago, se

dedicava ao seu novo hobby, a matematica.

Fermat adotou a estratégia de cumprir com suas obrigacdes de modo eficiente,
mas sem chamar a atencao para si mesmo. Ele ndo tinha grandes ambig¢des
politicas e fez o melhor que podia para evitar as disputas do Parlamento. Fermat
dedicava toda a energia que lhe sobrava a matemdtica e, quando nfo estava
mandando sacerdotes para a fogueira, ele cuidava do seu hobby. Fermat era um
verdadeiro estudioso amador, um homem que E. T. Bell chamou de “Principe
dos Amadores”. Mas era tao talentoso que, quando Julian Coolidge escreveu
sua Matemadtica dos grandes amadores, ele excluiu Fermat, dizendo que “fora
tao grande que devia ser considerado profissional” (Singh, 2010, p. 57).

Fermat ndo revelava suas demonstracdes para os outros; pelo contrario, ele “tinha um

toque travesso, o qual, combinado com o sigilo, levava-o a comunicar-se com outros matematicos
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unicamente para zombar deles” (Singh, 2010, p. 59). Ele escrevia cartas aos mateméticos dando
enunciados de teoremas mas sem qualquer demonstracdo, desafiando seus leitores a provarem

aquilo que propunha.

Quando entrou em contato com o livro Aritmética de Diofante, na versao de 1621 de

Bachet, Fermat mergulhou na teoria de ntimeros.

Felizmente, para nds, a edi¢cdo da Aritmética de Bachet tinha grandes margens
em torno do texto, em cada uma de suas paginas, e as vezes Fermat apressada-
mente escrevia comentarios e férmulas nessas bordas. Essas notas se tornariam
um valiosissimo registro, ainda que esparso, dos mais brilhantes calculos deste
génio (Singh, 2010, p. 76).

Durante seus estudos do Livro II da Aritmética de Diofanto, Fermat se deparou com o
teorema de Pitdgoras e os trios pitagdricos. Nesse momento, fez uma observagdo na margem
do livro na qual “tinha apenas mudado a poténcia de 2 para 3, do quadrado para o cubo, mas
sua nova equacao aparentemente nao tinha solucao para qualquer nimero inteiro” (Singh, 2010,
p. 79). A partir disso, formula-se o ultimo teorema de Fermat com a cldssica escrita na borda
da pagina: “Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non
caperet™ (Singh, 2010, p. 80).

A anotacdo, feita em meados de 1637, foi publicada em 1670 pelo filho mais velho
Clément-Samuel Fermat, cinco anos apds a morte de Fermat, com o titulo “Aritmética de
Diofante contendo observagoes de P. de Fermat” (Singh, 2010, p. 81). A publicagdo contém
48 observagoes de Fermat e diversos teoremas que vieram a ser provados ao longo dos anos. O

unico que desafiou os matemadticos por mais de trés séculos foi o Teorema 1.2.

Teorema 1.2 (dltimo teorema de Fermat). Ndo existe solugdo inteira ndo nula para x, y e z

quando n > 2 na equagdo x" + y" = 2"

Leonhard Euler (1707-1783) estabeleceu uma prova para o Teorema 1.2, mas apenas para
n = 3 en = 4. Em uma das piginas da Aritmética de Diofanto, Fermat deixou uma observacao
da prova por contradi¢do, conhecida como método da descida infinita, para n = 4. Ainda,
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) obteve a prova para n = 5 e Gabriel Lamé (1795-1870)
para n = 7 (Singh, 2010). O grande problema era o fato dos nimeros naturais serem infinitos e
provar o teorema para casos isolados ndo era 0 mesmo que prova-lo para todo nimero natural

maior do que dois.

O Teorema 1.2 foi finalmente demonstrado em 1994 por Andrew Wiles, apos muitos
anos de estudos. Desde os 10 anos, quando teve o primeiro contato com o teorema, Wiles sentia
que encontraria a demonstracdo. Ele tentou durante anos utilizando toda a matemaética disponivel

em seus livros diddticos, porém nao obteve sucesso em suas tentativas (Singh, 2010).

3 Tradugdo do latim: Eu descobri uma demonstragio notével deste teorema mas a margem é muito pequena para

conté-la.
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Em seu doutoramento, Wiles foi orientado por John Henry Coates (1945-2022), que o
direcionou para a pesquisa das curvas elipticas. O que Coates ndo sabia, € que “essa decisdo se
mostraria um ponto vital na carreira de Wiles e lhe daria as técnicas necessdrias para uma nova
abordagem do Ultimo Teorema de Fermat™ (Singh, 2010, p. 175), pois em 1984 Gerhard Frey

(1944-) rearranjou a equagao do Teorema 1.2 para se tornar uma equacao eliptica.

Em 1984, durante um simpdsio, Frey apresentou sua equacgao eliptica, a qual ele mesmo
chamou de “estranha”, e afirmou que se ela existisse de fato, nunca poderia ser modular*. Porém,
isso contradizia a conjectura de Taniyama-Shimura, que diz que toda equacao eliptica € uma
equacdo modular. Como a conjectura ndo havia sido provada, nascia um novo desafio para os

matematicos da época.

Segundo Singh (2010), Frey afirmou que se o tltimo teorema de Fermat estivesse errado,
entdo sua equacao eliptica existiria e ndo seria modular. Logo, a conjectura de Taniyama-Shimura
seria falsa. Porém, o contrdrio também poderia ser provado: se a conjectura de Taniyama-Shimura
fosse verdadeira, entdo toda equagdo eliptica seria modular e, portanto, a equagao de Frey nao
existiria e o ultimo teorema de Fermat seria verdadeiro. Wiles percebeu entdo que se provasse a

conjectura de Taniyama-Shimura, o ultimo teorema de Fermat seria provado.

Utilizando teoria de grupos e o método de Kolyvagin-Flach, Wiles acreditou ter provado
que a conjectura de Taniyama-Shimura era verdadeira. Assim, o ultimo teorema de Fermat
também seria verdadeiro. Wiles apresentou sua demonstracdo em um semindrio no Instituto
Isaac Newton, em Cambridge, em trés palestras ocorridas nos dias 21, 22 e 23 de junho de
1993 (Singh, 2010).

O trabalho de Wiles foi corrigido por uma banca especializada, que encontrou uma
inconsisténcia no capitulo 3. Esse erro assombrou Wiles por meses, até que um colega sugeriu
que ele confiasse em alguém qualificado para trabalharem juntos na correcao. Wiles escolheu

Richard Lawrence Taylor (1962-), um ex-aluno que era professor em Princeton (Singh, 2010).

Percebendo que o método de Kolyvagin-Flach ndo era suficiente, Wiles e Taylor se
voltaram para a dlgebra de Hecke (Erich Hecke (1887-1947)) para solucionar o problema e,
14 meses apds a palestra no Instituto Isaac Newton, Wiles entregou um manuscrito com a
demonstragdo. Dessa vez, nenhuma inconsisténcia foi encontrada e o teorema foi enfim provado.
A demonstragdo rendeu a Wiles os Prémios Wolfskehl, no valor de 50 mil ddlares, e Wolf, no

valor de 100 mil ddlares, que foram divididos com Taylor (Singh, 2010).

Diversas teorias da matemaética foram exploradas nas tentativas para se provar o dltimo
teorema de Fermat, entre elas os nimeros complexos, os nimeros primos, as formas de demons-
tracdo e os processos 16gicos associados a elas, a teoria de jogos e probabilidade, a criptografia,

a teoria de grupos e as equacoes elipticas e modulares (Singh, 2010).

Construimos uma animacao no GeoGebra com solu¢des ndo inteiras do ultimo teorema

4 Encontra-se uma defini¢io de equacio modular em Weisstein (2022a).



de Fermat e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/kbjwvrzw>.

No GeoGebra App, as superficies podem ser observadas para n variando de 3 a 100.
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