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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo realizar um estudo sobre os niimeros irracionais. No
decorrer deste trabalho, fizemos uma exposicao de algumas propriedades dos ntimeros ra-
cionais e irracionais e apresentamos diversos exemplos de nimeros irracionais, além disso,
caracterizamos os nimeros quanto a sua natureza algébrica ou transcendental. Conside-
rando que os numeros irracionais é contetido abordado na Educagdo Bésica, foram de-
senvolvidas propostas de atividades para serem executadas pelo professor na introducao
do conteudo nos anos finais do Ensino Fundamental. A pesquisa que mais se adequou ao
nosso projeto foi a bibliografica de uma metodologia exploratéria, em que a consulta de

materiais como artigos em revistas, dissertagoes, livros e outras fontes, sao primordiais.

Palavras-Chave: Numeros Irracionais; Nuiimeros Algébricos e Transcendentes; Educacao

Basica.



Abstract

This dissertation aims to carry out a study on irrational numbers. In the course of this
work, we presented some properties of rational and irrational numbers and presented sev-
eral examples of irrational numbers, in addition, we characterized the numbers in terms of
their algebraic or transcendental nature. Considering that the irrational numbers and con-
tent covered in Basic Education, proposals for activities were developed to be performed
by the teacher in the introduction of content in the final years of Elementary School. The
research that best suited our project was the bibliography of an exploratory methodology,
in which the consultation of materials such as articles in magazines, dissertations, books

and other sources, are essential.

Keywords: Rational Numbers; Irrational Numbers; Algebraic and Transcendent Num-

bers; Basic education.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa tem como objetivo realizar um estudo bibliografico dos nimeros
irracionais e por fim propor quatro atividades que auxiliem o estudo desses niimeros e a
abordagem destes no ensino fundamental. Os nimeros irracionais faz parte do contetido
abordado nos tultimos anos do ensino fundamental, mais precisamente no 8° e 92 ano e,
de acordo com as orientagoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) no que se
refere ao ensino dos niimeros irracionais no 9° ano do ensino fundamental, o aluno deve

desenvolver a habilidade de,

Reconhecer um nimero irracional como um niimero real cuja representacao
decimal ¢é infinita e ndo periddica, e estimar a localizacdo de alguns deles
na reta numérica. ([2], 2018, p. 317)

E importante salientar que, para que o aluno consiga reconhecer e entender um ni-
mero irracional como propoe a BNCC, é essencial que ele saiba primeiro que no campo dos
numeros racionais ocorrem duas possiveis representagoes, a fracionaria e a decimal e, esta
por sua vez, pode ser finita ou infinita periddica (a partir de uma sentenca os algarismos
comegam a repetirem), ou seja, para a compreensao dos nimeros irracionais é necessario

e extremamente importante um entendimento basico sobre os ntimeros racionais.

O que acontece, na grande maiorias das vezes, é que apesar dos alunos compreende-
rem e saberem trabalhar com os niimeros naturais, niimeros inteiros, nimeros fracionarios,
numeros decimais e dizimas periddicas, eles ndo conseguem associar estes com os termos
racional e irracional. Os alunos nao possuem familiaridades com as propriedades destes

numeros. Com relacdo a essa dificuldade Mendes [11] afirma que os alunos,

[...] ndo conseguem distinguir a diferenga entre um ndmero racional e um
irracional; nimeros com infinitas casas decimais periddicas sdo confundidos
com irracionais; ndao ha uma ideia formada sobre o infinito; ndo ha uma
justificativa para adquirir conhecimentos sobre os nimeros irracionais. ([11],

2012, p. 29)

De acordo com essas consideragoes e outras com mesmo sentido, surgiu o interesse
de pesquisar sobre o tema Numeros Irracionais. O objetivo era explorar mais o tema e
aprofundar o conhecimento do professor do ensino béasico sobre o assunto e, encontrar ou
criar propostas de atividades que auxiliassem no estudo de nimeros irracionais nos anos
finais do ensino fundamental. Em suma, a pergunta motivadora para este trabalho foi: De

que forma apresentar os numeros irracionais para o aluno do ensino fundamental?



Na intencao de realizar um estudo sobre os nimeros irracionais com uma breve
aplicacao no ensino fundamental, este trabalho esta organizado em 5 capitulos. Especi-
ficadamente, no primeiro capitulo, fazemos consideragoes iniciais a respeito do trabalho,
motivacdo para o mesmo e um breve resumo do que é abordado em cada capitulo do

texto.

No segundo capitulo, introduzimos conceitos e propriedades sobre os ntimeros ra-
cionais, tais como, a construcao, operagoes e representacao dos nimeros racionais, que
pode ser fracionaria ou decimal, com a finalidade de construir a teoria necessaria para o

entendimento dos préximos capitulos e de todo trabalho de um modo geral.

No terceiro capitulo, definimos niimeros irracionais e apresentamos alguns exem-
plos de niimeros irracionais. Em destaque neste capitulo, mostramos a irracionalidade de

numeros conhecidos na teoria, dentre eles destacamos o m e do ntimero de Euler e.

Ja no quarto capitulo, definimos niimeros algébricos, apresentamos algumas propri-
edades desses nimeros que sao pertinentes para o nosso trabalho e mostramos a existéncia
dos nimeros transcendentes, em paralelo apresentamos exemplos para facilitar a compre-
ensdao das defini¢oes. Finalizamos o capitulo com um estudo dos primeiros exemplos de
transcendentes, os Numeros de Liouville e apresentamos algumas propriedades dos niime-

ros transcendentes.

E no quinto capitulo, apresentamos quatro propostas didaticas para a introducao
da tematica niimeros irracionais no ensino fundamental, descrevemos o passo a passo desse
roteiro para auxiliar o docente quanto ao conhecimento matematico e sua pratica em sala

de aula.
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2 NUMEROS RACIONAIS

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre o conjunto dos Niuimeros Racionais
Q com a intencao de tornar a leitura mais acessivel. Vamos considerar a existéncia e
propriedades do conjunto dos niimeros naturais (N) e dos ntimeros inteiros (Z) que sao
subconjuntos de Q. O objetivo aqui é, a partir das defini¢des, proposi¢oes, teoremas e
operacoes do conjunto dos niimeros racionais, construir a teoria necessaria para funda-
mentar o estudo dos nimeros irracionais, que sera feita no proximo capitulo. Para o

desenvolvimento deste capitulo utilizaremos [4] e [12].

O conjunto dos ntimeros naturais N={1,2,3,4,5,...} é fechado em relagao a adi¢ao
e a multiplicagdo, ou seja, para quaisquer m e n naturais temos que a soma m+n € N
e o produto m-n € N. Entretanto, temos que a subtragdo m —n ¢ N, para n > m. Desta
forma, surge a necessidade da construcdo do conjunto dos ntimeros inteiros, ou seja, Z =
{...,—b,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5,...}, o qual é fechado em relagao a adicao, subtragao

e multiplicacao.

No entanto, nem os naturais, nem os inteiros sao fechados com relacao a divisao,

ou seja, para alguns p e ¢ inteiros, temos que a fragao % ¢ 7. Neste caso, a divisdo de

inteiros gera fragoes que nao sao numeros inteiros, como exemplo podemos citar %, %, %,
_1—115, etc. Estas fragoes fazem com que seja necessario o estudo do conjunto que é tema

central deste capitulo, o conjunto dos niimeros racionais.

Definicao 2.0.1. Um numero racional é wm niumero que pode ser representado na forma

™, onde m en sao inteiros e n ¢ diferente de zero. Na fragio ™, m é chamado numerador

e n denominador e o conjunto dos numeros racionais serd denotado por Q.

No que segue, serdao apresentados alguns exemplos de niimeros racionais e faremos

algumas observagoes relacionadas a definicdo dada anteriormente.

3
Exemplo 2.0.1. Na fracao o 3 € o numerador e 2 o denominador.
-9 .
Exemplo 2.0.2. Na fracao 5’ 9 € o numerador e 6 o denominador.

Exemplo 2.0.3. Na fragao _1—1, —15 € o numerador e 11 o denominador.

Observacao 2.0.1. Todo numero inteiro € racional, pois podem ser escritos na forma

-4 -3 -2101234

) 1 Y 1 Y 1 71717171’171?"'7

onde a cada numero inteiro, tem-se o numero 1 como denominador.
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A seguir, definiremos fragoes irredutiveis, para isso, traremos antes a definicao de
divisor, nimeros primos entre si, e maximo divisor comum. Tais defini¢des sao necessarias

para o desenvolvimento e entendimento das proximas secoes e capitulos.

Definicao 2.0.2. Diz-se que um niumero inteiro a divide um numero inteiro b se b = ac
para algum c € Z. Quando isso acontece também-se diz que a € divisor de b ou que b é

divisivel por a. O elemento ¢ tal que b= ac é chamado quociente de b por a e ¢é indicado
a
orc= —.
P b

Usaremos a notagao a | b para a divide b e a1b, caso contrério.
Exemplo 2.0.4. Note que 1|2, pois existe um inteiro ¢ =2, tal que 2 =1.2.
Exemplo 2.0.5. Observe que 215, pois ndo existe um inteiro ¢, tal que 5= 2.c.

Definicao 2.0.3. Um niumero natural maior que 1 é dito primo se possui como divisores

somente 1 e ele mesmo. Todo niumero maior que 1 que ndo for primo € dito como composto.

Exemplo 2.0.6. Os nimeros 2, 3, 5 sao exemplos de numeros primos, jd os numeros 4,

6, 8 sao numeros compostos.

Definicao 2.0.4. Um numero d é o maximo divisor comum de a e b, indicamos por

mdc(a,b) =d, para a,b € Z se, e somente se d satisfaz

i) d>0;
i) d|aed|b;

iii) Se existe um inteiro ¢, tal que c|a e c|b, entao c|d.

Em outras palavras, dados dois inteiros a e b distintos ou nao, um inteiro d sera
dito um divisor comum de a e bse d|a e d|b. Os ntmeros £1, +3 e19 sdao os divisores
comuns de 9 e 18, e 0 maximo divisor comum ¢é o maior divisor comum de 9 e 18, ou seja,

mde(9,18) =9. Vejamos a seguir , mais alguns exemplos.
Exemplo 2.0.7. mdc(—4,8) = mdc(4,8) = 4.
Exemplo 2.0.8. mdc(—3,—5) =mdc(3,5) = 1.
Exemplo 2.0.9. mdc(0,—9) = mdc(0,9) =9.
Para mais detalhes e propriedades sobre Méximo Divisor Comum , consultar [7].

Definigao 2.0.5. Se o mdc(a,b) =1, diz-se que a e b sao primos entre si.

Exemplo 2.0.10. Os inteiros 3 e 5 sao primos entre si, pois o mde(3,5) = 1.
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.~ . m . , . . .
Definicao 2.0.6. A fracio — chama-se irredutivel se m e n sao primos entre si, em
n

m . .
outras palavras, — irredutivel se mde(m,n) = 1.
n

1 5
Exemplo 2.0.11. 5 € 3 sdo fragoes irredutiveis.
—-21 10 3
Exemplo 2.0.12. As fracoes 55 e 3 nao sao irredutiveis.

Definiremos agora o conjunto dos ntimeros racionais, este representado por Q.

Definigao 2.0.7. O conjunto do niumeros racionais é definido como o conjunto dos ni-
m U . , g

meros que podem ser representados na forma —, onde m e n sao inteiros e n € diferente
n

de zero, isto é

Q= {Z‘,mez,nez, n#O}. (2.1)

No conjunto dos ntimeros racionais podemos definir as operagoes de adicao e Mul-
tiplicagao. Dedicamos a proxima secao ao estudo dessas operagoes, entendendo que elas

vao ser necessarias para a compreensao de nimeros irracionais.

2.1 Operacoes em Q

Nesta se¢ao definiremos as operagoes de adicao e subtragao no conjunto dos nu-
meros racionais, para isso, definiremos a seguir fragoes equivalentes, pois tal conceito é

importante para a compreensao desta secao.

) m r . m T )
Dois elementos a = — e b= — de QQ sdo iguais, se — = — < m.s = r.n. Vejamos
n S n s

alguns exemplos

6

Exemplo 2.1.1. As fra¢oes a =~ e b= 9 sao iguais, pois 4.9 =6.6.

Exemplo 2.1.2. As fragoes a = e b= — sdo iguais, pois 9.5 =15.3.

5

G‘“D |
w

Perceba nos exemplos anteriores que, apesar das fragoes terem representagoes dife-
rentes, elas representam o mesmo nimero, para isso, basta simplificarmos as fragoes pelo
mdc do niimerador e denominador. Fracoes como estas chamamos de fracoes equivalentes,

pois quando se tornam irredutiveis elas sao idénticas.
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2.1.1 Adicaoem Q

Definicao 2.1.1. Sejam a = ™ e b="L dois elementos arbitrdrios em Q. Defini-se a
n

s
adi¢io de a com b, indicada por a+b, o elemento de Q definido da sequinte maneira:

ms—+nr
P L
ns
3 5 3.745.2 35410 45
E 102.1.3. o+2 = _ -
xemplo 2.1.3. 5+ 2.7 4 14

No que segue, mostraremos que a adi¢gao de dois niimeros racionais a + b nao de-

pende da escolha do representante da fracao equivalente tomadas para a e b.

/ !

7 !
ms-+irn ms +rn

m m ror .
Teorema 2.1.1. Sea=—=— eb=—-=—, entdo = —
n n s s ns ns
/ i
. o, m m r T .
Demonstracao. Por hipotese, temos que — = — e — = —, entao
n n s S
/ / / /
mn =nm ers =Ssr.
Temos que
m r  ms+nr
—t = (2.2)
n s ns

(2.3)

Queremos provar que as somas (2.2) e (2.3) sdo iguais, isto é, (ms—l—rn)n/s/ =

! ! ! /A ! /A ! ! !/
ns(m s +rn),ouseja, msn s +rnsn =nsm s +nsr n , o que é de fato, pois, mn =nm
!/ !
ers =sr.

m
1 2 2 4 , , .
Exemplo 2.1.4. Se 375 2 =10’ o que ¢ verdade, pois 1-6=3-2 e2-10=>5-4. Entdao
1.5+23 210+6.4
35 6.10

Com a adicao podemos estabelecer também a subtracao de dois nimeros racionais.
A subtracao é definida como a soma do primeiro elemento com o oposto do segundo

elemento, veja a seguir:

m r. m r
Rh=n-t
n s n s
1
Exemplo 2.1.5. A subtragdo de a = = por b= £ ¢ dada por
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2.1.2 Multiplicacao em Q

Definicao 2.1.2. Sejam a = ™ e b="L dois elementos arbitrdrios em Q. Defini-se a

n s
multiplicacao de a por b, indicada por a-b o elemento de Q definido da sequinte maneira.

ab:a-b:ﬂ.

ns

w

5_35_1
S

Exemplo 2.1.6. ——
xemplo 2.7 14

N W

Assim como na soma , a multiplicagdo a-b nao depende da escolha do representante

da fracao equivalente tomadas para a e b.

/ / !,/
m m r . mr m'r
Teorema 2.1.2. Se — = — e —=—, enlio — = ——.
n o n s s ns n's
/ /

. . m r_r . : ' / / /
Demonstragio. Por hipotese temos, — = — e —= —, o que implica mn’ =nm’ e rs’' = sr’.
n n s s

Temos que,
m r  m-r
— = (2.4)
n s n-s
e

m o om

T o (2.5)

n s n'-s

m-r  m -7
/ / . Y s’ / ! ' /
(nm')(sr"), o que segue imediatamente da hipotese mn' =nm' e rs’ = sr'.

Queremos provar que isto é , mr-n's' =ns-m'r'; ou, (mn')(rs') =

m

1 2 2 4 ) . .

Exemplo 2.1.7. Se 375 2 =10’ o que ¢ verdade, pois 1-6=3-2 e2-10=>5-4. Entdao
1.2 24
3.5 6.10

Com a multiplicacdo podemos estabelecer também a divisdo de dois nimeros ra-
cionais. A divisao de um nimero racional por outro nimero racional, é definida como a

multiplicacdo da primeira fracdo pelo inverso da segunda fracdo, ou seja, a:b=ab™ '

O elemento a : b representa a divisdo a por b e b~! representa o inverso multiplicativo
de b.
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2
Exemplo 2.1.8. Se a = 3 e b= —, entao
2 (7!
b = ()
¢ 3'\5
25
37
10
20
5 1 .
Exemplo 2.1.9. Se a = 3¢ b= 7 entao
5 1\ !
b= -~
¢ 3 (4)
5 4
31
20
= 3

. . . , . N ~ m
Vimos até aqui, que os niimeros racionais sao todas as fra¢oes na forma —, onde m e
n sdo inteiros e n é diferente de zero, e que o conjunto dos nimeros racionais é fechado para
as operacoes de adigao, subtragao, multiplicacao e divisao, ou seja, ao efetuarmos essas

operagoes com numeros racionais, obtemos como resultado niimeros também racionais.

. ~ , . T m
Existe uma outra representacao do niimero racional que é diferente da forma —, a

n
saber, a representacao decimal. Através da representacao decimal conseguimos identificar
se um namero é ou nao racional. Sendo assim, na préxima secao, o nosso objetivo serd

apresentar alguns resultados sobre essa representacao decimal dos niimeros racionais.

2.2 Representacdo de um Nimero Racional(Q)

A representacao decimal de um numero racional, pode ser obtida por meio das
fragoes, dividindo o numerador pelo denominador, em outras palavras, obtém-se uma
- . , . m T . . . .
representacao decimal do nimero racional —, dividindo o inteiro m pelo inteiro n e n
n

diferente de zero.

A representacao decimal de alguns nimeros racionais sao finitas:

Exemplo 2.2.1. — =0,5, para obter o decimal 0,5, dividimos o inteiro 1 pelo inteiro 2.

2

3
— =0,15, para obter o decimal 0,15, dividimos o inteiro 3 pelo inteiro

Exemplo 2.2.2. =
20

20.

11
Exemplo 2.2.3. 3= 1,375, para obter o decimal 1,375, dividimos o inteiro 11 pelo

inteiro 8.
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Ja outros niimeros racionais, possuem uma representacao infinita, e essa represen-
tacdo infinita pode ser peridédica ou nao periddica. O termo periddica vem no sentido de
que a partir de uma parcela, os termos formam um padrao e comecam a se repetir, como

exemplo destes tultimos, temos :

1
Exemplo 2.2.4. 3= 0,33333333333333333....
Exemplo 2.2.5. 231 = 0,142857142857142857142857142857142857 ...
Exemplo 2.2.6. 191 = 1,2222222222222222222222222222222....

Note que nos exemplos 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 foram alterados uma unidade a mais no
denominador e a representacao decimal do ntimero racional se tornou infinita periddica.
Esta por sua vez recebe o nome de dizima periddica, e ela nos ajudard na compreensao
da representacao decimal dos racionais e servird de base para definirmos os nimeros

irracionais. Mais precisamente, definimos:

Definicao 2.2.1. Chama- se dizima periodica, uma representagdo decimal de um niumero
racional ™, na qual, apds um mimero finito de termos, aparece um bloco (chamado periodo)
e a partir dai a decimal é constituida pela repeticio sucessiva desse periodo, isto €,

m -
— = 2,010203...a4;,b102b3...b,, com x € Z, ea;,b; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
n

onde a barra sobre o bloco bibabs...by, indica que ele ird se repetir indefinidamente.

Alguns exemplos de niimeros racionais que possuem representacao decimal infinita

periddica foram listados no exemplos 2.2.4, 2.2.5 e 2.2.6.

Quando a representagao decimal infinita nao possuir um periodo, diremos que ela
é nao periodica e estas serao tratadas no préximo capitulo, quando estaremos estudando

0s numeros irracionais.

A partir deste momento, apresentaremos algumas proposi¢oes sobre a represen-
tagdo dos nimeros racionais. No que segue, vamos tentar entender como que partimos
alterando em uma unidade os denominadores dos exemplos 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3, transfor-

mamos as representacoes finitas em dizimas periédicas nos exemplos 2.2.4, 2.2.5 e 2.2.6.

. o~ p . . , m .
Proposigcao 2.2.1. Um niumero racional, na forma irredutivel —, tem representag¢do
n
decimal finita se, e somente se, o denominador n nao tiver outros fatores primos além de
2 ebd.

Demonstracio. A parte se da proposicao afirma que, se o inteiro n ndo tiver outros fatores

primos além de 2 e 5, entdo o nimero racional —, com m e n primos entre si, terda uma
n

representacao decimal finita.
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Seja n da forma 2" -5° com r e s inteiros positivos ou nulos. Analisaremos os
inteiros 7 e s. Sabemos pela tricotomia, que s é menor do que ou igual a r (s <), ou

entdo, s ¢ maior do que r (s> 7).

m
Supondo que (s < r), multiplicaremos o numerador e o denominador de —, por
n
5"7% obtendo

m m
n 2r.58
m.5" %
27 .58 .5r—s
m.5" %
2r.5"
m.5" %
o -
Sendo r — s positivo ou nulo, 5" 7% serda um inteiro e, portanto, m.5" % também sera um
inteiro, entao podemos escrever m.5" ¢ igual a um a, logo
m_a
o 107
E como a divisdo do inteiro a por 10" requer apenas que coloquemos a virgula no lugar

m N . .
correto, obteremos para — uma representacao decimal finita.
n

e . m _
Agora se s > r, multiplicaremos o numerador e o denominador de — por 257",
n

assim

m m
n 2758
m.257 T
2T 58.28—T
m.25~"

105

Fazendo m.2°~" = b, obteremos

observe que representa um decimal finito, para isso, basta dividir o inteiro b, pelo

108
inteiro 10°.
m
A reciproca deste resultado segue de forma direta, pois se 0 — tem representacao
n

finita, obrigatoriamente devemos ter

m n lg teZ
— = ——, para algum
n 10t

B m

- 5t. ot
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. . P . m .
Na proposicao anterior, mostramos que um numero racional — possui represen-
n
tagao finita, se e somente se, quando escrito na forma irredutivel, a decomposicdo de n
em fatores primos forem iguais a poténcias dos primos 2 e 5. Para obter a representagao

decimal desse racional — é necessario transformé-lo em outra fracdo, cujo o denominador
n

. N .. . m
seja uma poténcia de 10, para tal, basta multiplicar o numerador e o denominador de —
n

por uma poténcia de 2 ou 5 conveniente.

Exemplo 2.2.7.

1 1 153 1
8 23.50 23.50.53 23.53 103
Exemplo 2.2.8.
2 222
25 20.52  20.52.92  92.52 ()2
Exemplo 2.2.9.
7 7 7-5 35 35
— = =0,35.

20 22.5 22.5.5 22.52 102

Segue da Proposicao anterior que, quando um nimero racional na sua forma ir-
redutivel possuir algum fator primo diferente de 2 e 5, a sua representacao decimal serd

infinita periédica.
Exemplo 2.2.10.

— = =" —0,1666... = 0,16.

m 3 3
n 18 2-32

Em relagdo a representagdo de um nimero racional, tem-se que ele pode ser repre-
sentando por um numero decimal finito ou infinito periodico. Veremos a partir de agora

que a reciproca também é verdadeira.

Proposicao 2.2.2. Todo decimal finito ou periodico é racional.

Demonstragio. Se x decimal finito, entao ele pode ser escrito na forma x = ag,ajas...a,,
com0<a;<9(i=1,2,...,1), reENeaqg€Z.

Multiplicando x por 10", tem-se

10"z = 10".(ap,araz...a,)
10"z = agajas...a,
apa1ag...ay
r = ——
107

Como agajas...a, € inteiro e 10" também ¢é inteiro, entdo = é racional.
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Para um ntimero decimal peridédico, vamos considerar que podemos escrever qual-

quer dizima periddica (sem a parte inteira) como
:Ij':0,&1@2...a3b152()3...bt, (2.6)

onde ajasg...as representam a parte nao periddica e bybobs...by representam os t algarismos

do periodo.

Multiplicando z por 105* tem-se,
108+t.1‘ = 108+t.(0,alag...asblbzbg...bt)
105 = a1a3...a5b1b2bs...by +0,b1b2b3...by.
Agora multiplicando = por 10° tem-se,
10°.2 = 105.(alag...asblebg...bt)
10°.2 = aqas...as+0,b1bobs...b;.
Subtraindo 105tz por 10°.2 obtém-se,

105 — 1052 = alag...asblbgbg...bt—{—O,blbgbg...bt—(alaz...as—I—O,blbgbg...bt)

(108+t— 108).113 = a1a2...a5b1b2b3...bt—alaQ...aS
_a1a3...a5b1bb3...by —aras...as
r = 108+t — 108

Como a1as...asb1babs...by —ajas...as é inteiro e 1051 — 10° também é inteiro, conclui-

se que x é racional. O

Para obter a representacao fracionaria de um numero decimal finito, basta multi-
plicar  por uma poténcia de 10 conveniente. J& Para obter a representacao fracionaria
de um nimero decimal infinito periddico, inicialmente multiplica-se por um nimero e, de-
pois, por outro, de modo que aos subtrairmos os dois produtos obtidos, as parte periddica

infinita ird desaparecer. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.2.11. Encontre a fracio que representa a decimal x = 3,265.

Solucao. Para encontrar a fracio que representa dizima periodica
x = 3,265, (2.7)

basta multiplicar os dois lados da equagao (2.7) por uma poténcia de 10 conveniente, neste

caso, multiplicaremos por 103:
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103.2 = 10%.3,265

1032 = 3265
1000z = 3265
3265

YT 1000

3265
1000

Exemplo 2.2.12. Encontre a fracio que representa a decimal x = 0,363636....

Portanto, a decimal x = 3,265, pode ser representada pela fracao

Solugao: Para encontrar a fracio que representa dizima periodica
x =0,363636..., (2.8)

primeiro multiplicaremos os dois lados da igualdade da equagao (2.8) por um maltiplo de

10, de acordo com a quantidade de algarismo do periodo,

100.z = 100 . 0,363636...
100z = 36,363636... (2.9)

O proximo passo € fazer a subtragao de (2.9) por (2.8)

100z —2z = 36,363636... —0,363636...

99z = 36
x — %
99
4
xr = 11.

4
Portanto dizima periodica 0,363636... pode ser representada pela fracao I

Exemplo 2.2.13. Encontre a fra¢io que representa a decimal x =2,579191... .

Solucao: Para encontrar a fragcdo que representa dizima periodica
x=2,579191...

Iniciaremos multiplicando x por duas poténcias de 10 diferentes, primeiro multiplicaremos

por 10%, depois por 102, obtendo
10*2 = 25791,919191... (2.10)

102z = 257,919191... (2.11)
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Subtraindo (2.10) por (2.11), temos

10%2 —10%2 = 25791,919191... — 257,919191...
(104—102):;; — 95534

9900x = 25534
25534

9900

25534

Portanto, 2,579191... pode ser representada pela fragdo 9900 "

Neste capitulo mostramos que os nimeros racionais sao fragoes do tipo @, onde m
e n sao numeros inteiros, e estas fragoes podem ser representadas por decimaisn finitos ou
decimais infinitos periddicos. Existem também aqueles niimeros que tem uma representa-
¢ao infinita e nao periddica, falar sobre os niimeros que apresentam essas caracteristicas

é o0 assunto que apresentaremos no proximo capitulo.
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3 NUMEROS IRRACIONAIS

No capitulo anterior vimos que o conjunto dos ntimeros racionais é formado por
todos os ntimeros que podem ser escrito como uma fragao de inteiros, e que essas fra-
¢Oes possuem uma representacao decimal finita ou infinita periddica. Além dos racionais,
existem os nimeros que tem representacao decimal infinita e ndo periddica, chamados de
Irracionais. Historicamente, o surgimento desses nimeros esta ligado a ideia da incomen-
surabilidade, assim, neste capitulo, além de apresentar algumas propriedades do conjunto
dos ntmeros irracionais e mostrar a irracionalidade de alguns nimeros como v/2, v/3, a
raiz quadrada de um ntimero primo qualquer , o niimero 7 e o nimero de Euler(e), vamos
discorrer um pouco sobre a incomensurabilidade dos irracionais. Para isso, utilizaremos

[1], [5], [6], [7], 8], [10], [12] e [15].

3.1 Grandezas comensuraveis e incomensuraveis

Sejam AB um segmento de reta e u uma unidade de medida ou segmento unitério.
No que segue, vamos entender como segmentos congruentes os que possuem mesma me-
dida. Supondo que AB seja decomposto, por (n —1) pontos interiores, em n segmentos
justapostos, entdo a medida de AB, denotada por AB sera a soma destes n segmentos.

Veja a seguir,

.—u. u =1

.A_.ﬁ_.B AB =2

A A, A, B __
——o'—o2—@ AB=3

A A A A A A A B ___
O—o——0-2—0-3 ¢ 4e. 0299 AB =1

Fonte: Proprio Autor.

Observacgao 3.1.1. i) Note que u cabe n vezes em AB. Similarmente, AB=n-u=n.

it) Se nao existir um um inteiro n tal que AB =n-u, podemos subdividir o segmento

u, obtendo u' de modo que AB=n- .
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Fonte: Proprio Autor.

Dados dois segmentos quaisquer, é sempre possivel encontrar uma unidade comum
a elas, de modo que ambas tenham medidas decimais finitas? A resposta para essa per-

gunta é nao.

Exemplo 3.1.1. i) A diagonal d e o lado | de um quadrado, sdo tais que : % =/2;

it) O comprimento C' e o diametro d de um circulo sao tais que: % =T.
A seguir, apresentaremos a definicdo de segmentos comensuraveis e incomensura-

veis que ird responder os questionamentos anteriores.

Defini¢ao 3.1.1 (Segmentos Comensurdveis). Sejam AB e C'D dois segmentos. Se exis-
tem um segmento unitdrio u e dois inteiros m e n tais que AB=m-u e CD =n-u,
dizemos que AB e C'D sdo segmentos comensurdveis. Caso contrario AB e C'D sdo ditos

mcomensurdveis.

As grandezas incomensuraveis, foram descobertas pelos Pitagoricos, com argumen-
tos geométricos, mostrando que o lado e a diagonal de um quadrado sao segmentos inco-

mensuraveis. Descreveremos esse resultado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.2. Mostre que o lado de um quadrado e a sua diagonal sdo segmentos

ncomensurdveis.

Solucgao 3.1.1. A figura a sequir ilustra um quadrado cuja diagonal € denotada por 6 = AB
e cujo lado é A= AC.

Fonte: Proprio Autor.



24

Suponhamos que § e \ sejam comensurdveis. Entao existird um terceiro segmento o
que seja um submaltiplo comum de § e \. Fazemos agora a sequinte construgdo: tracamos

o arco C'D com o centro em A e o segmento ED tangente a esse arco em D, de sorte que

AD = AC.

Entao, nos triangulos retangulos ACE e ADE, os catetos AC' e AD sao iguais,
e como a hipotenusa AE é comum, concluimos que sao também iguais os catetos CE e
DE. Portanto,

§=AB=AD+BD=\+BD,
\=BC =BE+EC=BE+BD,

ou seja,

d=A+BD, (3.1)
A= BE+BD. (3.2)

Como o segmento o € submaltiplo comum de d e X\, concluimos por 6 = A+ BD,
que o € submaltiplo de BD. Daqui e de A= BE+ BD seque que o também ¢é submaultiplo
de BE. Provamos assim que, se houver um segmento o que seja submultiplo comum de
0=AB e A= AC, entdo o mesmo segmento o serd submiltiplo de BE e BD, segmento
esses que sao a diagonal e o lado do quadrado BDEF. Ora, a mesma constru¢ao geo-
meétrica que nos permitiv passar do quadrado original para o quadrado BDEF' pode ser
repetida com esse ultimo para chegarmos a um quadrado menor ainda, e assim por diante,
indefinidamente; e esses quadrados vao se tornando arbitrariamente pequenos, pois, as di-
mensoes de cada quadrado diminuem em mais da metade quando passamos de um deles a
seu sucessor. Dessa maneira, provamos que o segmento o deverd ser submultiplo comum
do lado e da diagonal de um quadrado tdo pequeno quanto desejamos, o que é um absurdo.
O absurdo provém da suposicao inicial de comensurabilidade de AC' e AB. Concluimos

pois que o lado e a diagonal de qualquer quadrado sao grandezas incomensurdvess.

A existéncia de segmentos incomensuraveis significa que os nimeros racionais nao
sao suficientes para medir todos os segmentos de reta, sendo necessario ampliar o conceito

de niimero, introduzindo os chamados niimeros irracionais.

A seguir, apresentaremos a definicao de nimeros irracionais.

Definicao 3.1.2. Um numero irracional é qualquer nimero que possui representacao
decimal infinita e nao periodica, ou seja, SGo NUMETOs que Ndo podem Ser erpressos como

. m .. .
razdo — de dois inteiros.
n

Exemplo 3.1.3. O nimero 1,414213562373095048... é um numero decimal infinito nao

periodico, portanto um numero irracional.
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Exemplo 3.1.4. O numero 0,12345678910111213... é um decimal infinito ndo periodico,

portanto um niumero irracional.

A reunido de todos o nimeros que apresentam a caracteristica enunciada acima
formam o conjunto dos nimeros irracionais, e este conjunto é geralmente indicado pela

letra R\ Q.

Nesta se¢ao nos dedicamos a definir os niimeros irracionais e o conjunto dos niime-
ros irracionais, na proxima se¢ao apresentaremos algumas propriedades referentes a esse

conjunto.

3.2 Propriedades dos nimeros irracionais

Diferente do conjunto dos niimeros racionais, o conjunto dos niimeros irracionais
nao é fechado em relacao a adicao e a multiplicacdo, ou seja, dado dois nimeros irracionais,
nao podemos afirmar que a soma desses niimeros seja irracional e nem que o produto desse
ndimero seja irracional. Em outras palavras dados « e § tal que «, 5 € R\ Q, ndo podemos

afirmar que a+ 3 € R\ Q e nem que .5 € R\ Q.

Exemplo 3.2.1. Consideremos a=+v2¢€ R\Q e f=1—+2¢ R\Q, temos que a+ 3 =
\/§+(1—\/§):1, mas 1 € Q.

Exemplo 3.2.2. Fazendo o =2 € R\Q e =8 =2V2cR\Q, temos que o.f =
V2.4/8) =16 =4, mas 4 € Q.

No entanto, existem algumas propriedades operacionais relativas aos ntimeros ir-

racionais. Vamos apresentar tais propriedades atraves do seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Seja o um numero irracional qualquer e r um nimero racional diferente

de zero, entao:

I) —« € irracional;
II) a+r, a—r er—a sio irracionais;
II) a.r é irracional;

a .
IV) — é irracional;

<

e a~ ! sdo irracionais.

v)

Q=

Demonstragdo. Faremos a demonstracao desse teorema separada em casos, conforme os

itens apresentados:
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I) Irracionalidade de (—a). Por hipdtese, temos que o € R\ Q. Suponhamos, por con-

1)

I11)

IV)

tradicao, que —a seja racional , ou seja, —a = rq, onde r; é um nimero racional.
Segue que,
- = T

o = T,

o que é uma contradi¢do pois « é irracional. Portanto (—a) € R\ Q.

Irracionalidade de (a+7).

Novamente, utilizando a técnica de prova por contradigao, suponhamos que a+r €

Q, ou seja, a+1r =r9, onde ro é um nimero racional. Segue que

a+r = 1y

a = T9—T.

Pela propriedade dos conjuntos dos racionais, temos que o segundo membro da equa-
¢ao acima é racional, logo « é racional, o que é uma contradi¢dao. Portanto deve ter
obrigatoriamente (a+r) € R\ Q. De maneira similar, mostramos a irracionalidade

de (¢ —r) e de (r—a)=—(a—r), que por I) é um nimero irracional.

Irracionalidade de (ra).

Suponhamos r.a € Q , ou seja, r.a =13, com r3 € Q, assim

roa = 13
r3
a = —.
r

~ r3 , . ,
Temos que o segundo membro da equagdo o = — ¢ um nimero racional, porém essa
r

igualdade nao ¢é verdadeira pois « é irracional. Logo 7.« é irracional.

Irracionalidade de g.
r

o . , Q -
Novamente, suponhamos — € Q, isto é, — =1y, com r4 € Q, entao
r r

Q@
,
r
a = — €Q.
T4
. . . . r
Pela propriedade dos racionais temos que o segundo membro da equacao o = —
T4

¢ um numero racional, porém essa igualdade nao é verdadeira pois « ¢é irracional.

a . .
Logo — é irracional.
r



27

. . _ C _ r ~
V) Irracionalidade de a~!. Observemos inicialmente que a~! = — com r = 1. Entdo
a

. . . _ . . . r
para provar a irracionalidade de o basta provar a irracionalidade de —.
@

r - . -
Se — € Q, entdo temos a seguinte equagao
a

r
— =7T5.
Q

Resolvendo essas equacao em «, obtemos

r=a.rs
—=aq.
s
L ~ T , , . .
O primeiro membro da equagdo — = « é um numero racional pela propriedade
5
. . , . ~ . . , . . a
dos racionais, porém essa igualdade nao é verdadeira pois « ¢é irracional. Logo — ¢
r

irracional.
O

Como uma infinidade de ntimeros racionais pode ser usada em cada afirmac¢ao do
teorema (3.2.1), podemos produzir uma infinidade de ntimeros irracionais, basta tomarmos
nas operagoes de adicao, subtragao, multiplicacdo e divisdo um nimero irracional com
numeros racionais.. Além de que, qualquer um dos niimeros assim construidos, pode agora
ser usado como um novo numero « no teorema, e assim podemos construir uma nova

infinidade de ntimeros irracionais.

Na proxima secao apresentaremos alguns exemplos de ntimeros irracionais, com a

finalidade de ampliar o conhecimento do conjunto dos niimeros irracionais.

3.3 Algumas irracionalidades

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de niimeros irracionais.
Proposicdo 3.3.1. O nidmero /2 ndo é um nimero racional, ou seja, ndo existem in-

teiros p e q, q # 0, tais que \/528 .
q

Antes de provar a irracionalidade de v/2, é importante fazermos a observacio a

seguir.
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Se p? é par, entdo p é par. De fato, suponha que p fosse fmpar, entdo p seria da
forma p=2[+1, VI € 7Z. Dai teriamos,

PP = (20+1)?
p? = dlp+4l+1
pr = 202 +2)+1,

fazendo 212 +20 =k , k € Z, temos p? = 2k + 1. Dessa forma, obtemos p? impar, o que é um

absurdo, pois partimos da suposicao de que p? é par. Portanto se p? for par p também é par.

Segue abaixo a demonstracio da irracionalidade de v/2.

Demonstragcdo. A técnica utilizada aqui nesta demonstragao serd a de contrariar a hipo-
tese, com uma determinada afirmacao e, esta por sua vez, faz com que se obtenha um
absurdo referente a tese. Este fato faz com que a afirmacao seja falsa e portanto contrariar

a hipotese é falso, ou seja, a hipotese é verdadeira.
Neste caso, a hipdtese é de que /2 ndo é um nimero racional, ou seja, nao existem
. . . p D . , . ~ P
inteiros p e q, ¢ # 0, tais que /2 =%, com = irredutivel, j& que se essa fracio for redutivel,
q q

teremos que v2 € Z C Q. Para contrariar a hipdtese, suponhamos que existem p e ¢ tais

que

_P
V2= . (3.3)

Agora vamos fazer algumas manipulagoes na equagao (3.3) de modo a obter uma

contradi¢ao. Elevando ao quadrado ambos os membros da identidade (3.3), temos que

q
o _ ¥
= 3
q

2-¢* = p* (3.4)

Segue portanto que p? é um ntimero par e consequentemente p é par. Entao, temos

que p =2-k, para algum k € N, Substituindo este valor de p em (3.4), obtemos que
2-¢ = (2k)?
2.¢> = 4k

donde segue que ¢ = 2k2. Logo, argumentando como foi feito anteriormente, temos que

q é par. O que nega a hipétese da irredutibilidade de /2 = oA contradicao se deve a
q

hipétese de que /2 é racional. Portanto, nio existem p e ¢, ¢ # 0, tais que v/2 = ‘22, ou
q

seja, v/2 néo é racional. O]
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Proposicao 3.3.2. O nidmero /3 ndo é um nimero racional, ou seja, ndo existem in-
teiros p e q, q # 0, tais que V3= P .
q

Demonstragao. Para essa demosntragao provaremos, como resultado preliminar, que o
quadrado de um inteiro é divisivel por 3 se, e somente se, o inteiro em si for divisivel por
3.

Observemos inicialmente que um inteiro divisivel por 3 é da forma 3n , enquanto

que um inteiro nao divisivel por 3 é da forma 3n+1 ou 3n+2
Dai temos:

(3n)> = 9n? (3.5)
= 3.(3n)%

Veja nas equagoes a seguir que se o inteiro nao é divisivel por 3, o seu quadrado

também nao é divisivel por 3:

(B3n+1)2 = In?+6n+1 (3.6)
= 3(3n%42n)+1,

(3n+2)2 = 9n®+12n+4 (3.7)
= 3(3n%+4n+1)+1.

Agora, suponhamos que v/3 seja um ntmero racional, ou seja, V3 = B, onde p e
q

q sdo inteiros e p e ¢ primos entre si. Elevando ambos os lados da equacio v/3 = P a0
q

quadrado, obtemos

(V3P = (7
4q

g _ P

q2

P’ = 3¢

Desta tltima igualdade, temos que o inteiro 3¢> é divisivel por 3, isto é, p® é
divisivel por 3. Portanto, p é divisivel por 3 como mostramos na equagao (3.5), entao

podemos escrever p = 3¢, onde ¢ é inteiro. Substituindo p por 3¢ em p? = 3¢, tem-se

(3c)* = 3¢°

9¢2 = 3¢
3 = ¢ (3.8)
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O que mostra que ¢% é divisivel por 3. Logo ¢ é divisivel por 3. Assim p e ¢ sdo
ambos divisiveis por 3 e isso contraria a hipdtese inicial de p e ¢ serem primos entre si.
Portanto /3 é irracional. O

Proposicao 3.3.3. O nimero V6 ndo é um nimero racional, ou seja, ndo existem in-

teiros p e q, q # 0, tais que \/6:g .
q

Demonstracdo. A demonstracio de v/6 pode ser feita de modo a recair na divisibilidade

por 2 ou 3. Acompanhando a demonstracdo feita para v/2, podemos supor que
V=1L, (3.9)
q

onde os inteiros p e ¢ ndo sdo ambos pares. Elevando a equagao (3.9) ao quadrado, obtemos

6=l
q2
6¢° = p°. (3.10)

Por (3.10) tem que p? é par, pois 6¢> é par, ou seja, podemos escrever p = 2c.

Entao,
6q2 _ p2
66> = (2¢)?
6> = 4c?
3¢ = 2. (3.11)

Assim temos que 3¢%, de modo que ¢? é par, logo, ¢ é par. Mas supomos que p e ¢

néo fossem ambos pares, concluimos assim que /6 é irracional. O

Proposicio 3.3.4. O nidmero /24 /3 ndo é um nimero racional, ou seja, ndo existem
inteiros p e q, q # 0, tais que V2+4/3= P )
q

Demonstracido. Vamos provar a irracionalidade de v/2++/3 fazendo a demonstracao recair
na irracionalidade de /6. Suponhamos que v/2+ /3 fosse um nimero racional, ou seja

V2443 = E, facamos b_ r, temos
q q

r=+v2+V3. (3.12)

Elevando (3.12) ao quadrado obtemos

r? = (V2+v3)?
r?=2+2V6+3
26 =1r>-5
r2—5

V6 = o (3.13)
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Como vimos no capitulo 1, os nimeros racionais sao fechados em relacao as opera-
2
r“—>95

¢oes de adicao, subtragao, multiplicacao e divisdo (exeto por zero), entao temos que

é racional, logo v/6 é racional, o que é um absurdo, pois mostramos /6 é irracional. Logo
V24 +/3 é irracional. ]

Provamos até aqui a irracionalidade de v/2, v/3, v6 ¢ de V24 /3, os préximos

resultados sao uma generalizacao desses exemplos.

Proposicao 3.3.5. Se p ¢ um nimero primo, entao \/p nao ¢ um nimero racional.

Demonstragio. Suponha por contradigao que /p seja racional, ou seja, existem inteiros
a,b € 7Z, tais que
a
\/ﬁ = 6 (3.14)
Sem perda de generalidade, podemos supor que mdc(a,b) =1, ou seja, a e b s@o

tomados primos entre si, com b # 0. Segue da equagao (3.14) que,

P=p
a> = pb*

Desta tltima igualdade, tem-se que p divide a?. Como p é um nimero primo,
necessariamente devemos ter que p divide a, ou seja, a = pk para algum k inteiro. Logo,
temos que

a2 = P>

pr _ p2]{72.
Simplificando a equacdo anterior obtemos que b? = pk?. Isso nos diz que p divide

b2 e consequentemente p divide b. Logo, p divide a e b, o que contraria a hipdtese de que

o mdc(a,b) = 1. Portanto, temos que \/p ¢ um nimero irracional. O

Proposicao 3.3.6. Se p e q sao primos inteiros positivos e primos distintos, entdo \/pq

€ um namero irracional.

a
Demonstragcao. Suponha que ,/pq é um numero racional, ou seja, /pqg = —, onde a e b

b

a
sao inteiros e a e b primos entre si. Elevando ambos os lados da igualdade /pq = 7 ao

quadrado, obtemos

pq:bj

a? = pgb®.
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2

Observemos que na equacdo a? = pgb?, podemos escrever a? = pky, com ki = ¢b?

2 2

ou a? = gko com ko = pb?, daf temos que a® é multiplo de p ou ¢, e assim recair na
demonstracao anterior, chegando a uma contradi¢ao, pois a e b nao podem ser ambos

multiplos de p ou ambos multiplos de ¢. Portanto \/pg é um ntmero irracional. O

Proposicao 3.3.7. Se k € N ndo é um quadrado perfeito , entdo 'k é um nimero irra-

cional.

Demonstragio. Assim como nas demonstracdes anteriores, suponha por absurdo, que vk
é racional, isto é existem a, b inteiros, primos entre si, tais que vk = %. Se k=1, Vk
serd inteiro, nessa situacao k seria um quadrado perfeito, o que estamos excluindo da
nossa hipétese. Entao vamos supor que k # 1, neste caso, k tem um fator primo p. Vamos

verificar que este p é comum de a e b.

2

Elevando vk = % ao quadrado obtemos k = Z—Q

consequéncia dessa ultima igualdade temos que p é fator primo de a, assim a = p.c, para

o que implica kb? = a2, como

algum ¢ inteiro. Substituindo a = p.c em kb = a? temos

K = (pe)®
kb2 = p?cl.

Como p ¢ fator primo de k, temos k = pd para algum d inteiro, assim db® = pc?, por essa
igualdade temos que p divide b2, logo p divide b pois p é primo. Concluimos assim que p
¢ fator primo de a e b, o que é uma contradi¢ao, pois a e b sao primos entre si. Portanto,
Vk é irracional.

]

As proposigbes que apresentamos até o momento, mostram que as raizes dos niime-
ros que nao sdo quadrados perfeitos sao niimeros irracionais, ja a proposicao que traremos

. , 3 , ~ , . . .
a seguir mostra que numeros como \/g tambem Sa0 Numeros 1rracionails.

Proposicao 3.3.8. Dado um niumero composto m, existem primos p1 < ps <ps < ..pg €

a1,09,03, ...,Qk, tal que

a2 Qa3

aq o
m:pl p2 p3 ..... pk

Se existir um «;, parai € (1,2,....k), da forma o; =n.q+r, onde g € Z ¢ 0 <r <n, entdo

para n = 2 temos que Ym serd irracional.

Demonstragdo. Seja m um nimero composto, vamos supor que {/m seja racional, isto é,
a a
Ym = " tal que a e b naturais e mdc(a,b) = 1. Elevando ambos os lados de {/m = 3 a

poténcia n, obtemos
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0 que acarreta em
b".m =a". (3.15)

Tomemos «j, expoente de pg, como expoente da hipdtese, ou seja, ap = n.q+r, dai temos

que

m = plt.p52.p5..... A
substituindo na equagao (3.15), obtemos

bt .ps?pst ... pZ"H_T =a". (3.16)

Assim, por (3.16) temos que py divide a, e consequentemente py nao divide b pois
mdc(a,b) = 1. Dessa forma, ainda (3.16) observa- se de um lado da equagao a elevado
a n o que implica que todos os fatores primos de sua decomposi¢do tem como expoente
multiplos de n, por outro lado, temos pelo menos o fator pj,, cujo expoente nao ¢ multiplo
de n, o que contraria o Teorema fundamental da Aritmética que diz que todo nimero
natural maior que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico(a menos da ordem dos

fatores) como um produto de niimeros primos. Logo {/m é irracional. O

Além das raizes dos nimeros que nao sao quadrados perfeitos, existem outros
numeros irracionais, apresentaremos agora a demonstracao da irracionalidade de dois
nimeros bastante conhecidos, o nimero de Euler representado pela constante e e o nimero
pi cuja representacao ¢ w. A prova da irracionalidade desses dois niimeros exige conceitos
mais complexos do que os que foram apresentados até aqui, portanto, faremos as mesmas

nas subsecoes a seguir.

3.3.1 lrracionalidade do nimero e

Apresentaremos nesta secao a demonstracao da irracionalidade de e, para melhor

compreensdo, traremos a seguir a sua definicao.

dt
A fungdo log : (0,00) — R, dada por logz = [} - é bijetiva e o niimero e é definido
como o Unico real satisfazendo loge = 1. Esta constante, conhecida como o Niumero de

n
Euler, pode também ser escrita como um limite, e = liﬁm <1 + > , Ou como uma série,
n—oo n

o
Para a demonstrar a irracionalidade de e, utilizaremos e = Z 5 isto é,
n!
n=0
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1 1
e:1+ﬂ+§+... (3.17)

Suponhamos e racional, ou seja , e = E, onde p,q € N, sdo primos entre si. De
q

(3.17), segue -se

NS S
€ +ﬂ+§—|—...
A T I L S
q o207 g (g+ 1) (¢+2)! T
Dali, tem-se que,
Po(p iy 1Y) S S
q o2 T gt \(g+ D) (g2 T
P ( 1 1 1) > 1
S—|l+=+++=] = D . (3.18)
q 11 2! q! h:q+1h!
o
O termo Z - pode ser analisado da seguinte forma:
h:q+1h'
> L < LN S )
h:q+1h! (q+1)!  (¢+2)!  (¢g+3)!
X1 1 1 1
I |+ "" |+...
g (g+1)q! (¢+2)(g+1)q!  (¢+3)(q+2)(g+1)q!
> 1 1 1 1 1
I = pn + -+ +...].
nia ' \(g+1)  (¢+1)(g+2) (¢+3)(¢+2)(q+1)
Note que

(g+1)(g+2)=(g+1)(g+1+1) = (¢+1)(q+2) > (¢+1)(g+1) = (¢+1)%

e dai, temos

1 1
< .
(¢+1)(g+2)  (¢+1)?
Deste modo,
> 1 1 1 1 1
— < = + + +... . 3.19
h:%rl h! " q! <q+1 (¢g+1)?  (¢+1)3 > (3.19)
1 1 1 , ..
Observe que + 5+ 5 +... | ¢ asoma dos termos de uma série
g+1 (¢+1)* (¢+1)
1 1 1

e a razao

..), onde o primeiro termo é

eométrica infinita , , .
i <q+1 (+ D7 (g +1)° g1

1
qg+1
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Logo,
1 1 1
1 1 1 qg+1 q+1 g+1 1
+ + .= = = =,
<q+1 (g+1)2  (¢+1)3 ) . g+1-1"_9 ¢

qg+1 qg+1 q+1

Substituindo o resultado anterior em (3.19), obtemos

y L o1l (3.20)
h:q—l—lh! q' q

Voltando a (3.18) com estimativa em (3.20), temos

0<p 1+1+1+ +1 < L1
q 20 7! qq’
e dai,
D 11 1\ 1
O<g'{=—1————=— e < - 3.21
1 (q 1 2! q!) q ( )

Agora, vamos analisar o termos central de (3.21), mais precisamente temos que,

I T e - T N S S
‘\q 20 7 gl \q g (g—=1! (¢—2)!" 2! 1

= plg=D!=d'=1=g—q(¢=1)—qlg=1)(g=2) ...
- qlg—1)(g—2)...3—¢

é inteiro, o que é um absurdo devido exibirmos um inteiro entre 0 e é e este provém da

hipétese feita inicialmente que e fosse um nimero racional. Logo, e é irracional.

3.3.2 lrracionalidade de 7

A irracionalidade de 7 foi demonstrada pela primeira vez pelo matematico francés
J. H. Lambert, em 1761, usando fragoes continuas. A demonstracao de m que daremos a
seguir, ¢ devida a I. Niven, que utilizou o método de Hermite para tal, caso o leitor sinta

curiosidade em conhecer este método, poderd encontra-lo em [10].
Para mostrar a irracionalidade de 7, consideremos a fun¢do f : R — R definida por

(1 —az)"
flz)= — (3.22)
n!
onde n é um numero inteiro positivo.
Observe que a funcao f é um polindomio de grau 2n, pois f é obtida a partir do

produto z"(1 —x)" e que,
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(1—2)"(1-(—-=))"

_ (1—a) ()
n!

_ @n(l—a)”
n!

= f(=z).

A seguir, apresentaremos dois lemas necessarios para a demonstracao de 7, o obje-
tivo é mostrar que DFf(0) e D f(1) sdo inteiros para qualquer k= 0,1,2, ..., utilizaremos

a notacdo DF para indicar derivadas, mais precisamente a k— ésima derivada.

Lema 3.3.1. Dkf(O) é um inteiro para qualquer k=0,1,2,..., onde D* f representa a k
- ésima derivada de f, e DVf = f.

Demonstragcdo. Vamos utilizar a chamada féormula de Leibnitz para as derivadas de um

produto de duas fungoes , g e h:

*(gh) :i( )DJ .DF=Ip, (3.23)

J Ik = )!

A prova desta igualdade pode ser dada por inducao finita, deixaremos a mesma a

k k!
onde ( . ) ——  representam os coeficientes do Binomio de Newton.

cargo do leitor.
1
Note que a fungao (3.22) pode ser escrita como os produtos das fungoes g(x) = —'xQ
n!
e h(z)=(1—x)"

Aplicando a férmula (3.23) a fungao (3.22), obtemos
1 k , .
— Z DIz D*I(1—z)™ (3.24)
~nl _
Por outro lado, temos que
e Se j<n entdo, DIx"|,—0 =n.(n—1)...(n — j)2" 7 |p—0 = 0.
e« Se j=n entdo, D/z"|,—g =n.(n—1).(n—2)...3.2.1|z—0 = n!.
« Se j >n entdo, D/2"|,—¢ = 0],—¢ = 0.

Ou seja,
0, sej<n
Dig",—o=1{ nl, sej=n (3.25)
0, sej>n.
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Observe agora que DF f(0) é escrita na forma,

Dkf(0) = = ( l; ) (D"2"5—0)-(D* (1 = 2)"|s—o).

n!

Aplicando (3.25) nesta equagao, temos o seguinte

i) Se k <n, D*f(0) =0, portanto D¥f(0) € Z se k < n.

ii) Se k > n,

DFf0) = 1 ( k )n!D’“_”(l—x)"!x_o,

DFf0) = ( g )Dk"u—o)”: ( b ) : (3.26)

n n

Para verificar essa tltima igualdade, basta calcular (D*="(1 — 2)"|,—0).

Considerando t = k —n e utilizando a regra da cadeia, temos

(—D)nn—1)..(n+1-t)1—2)"" sel<t<n
D'(1—z)" = (=1)"™n! set=n
0 set>n.

Substituindo ¢ por £ —n, obtemos

(=DFn(n—1)..2n+1-k)(1 —:r)"*(”*k) sel<k<2n
DF (1 — )" = (—1)"n! se k=2n
0 sek>2n.

Assim, segue que a expressao no segundo membro de (3.26) é inteiro. Portanto,
D¥f(0) € Z para qualquer k=0,1,2,.... O

Lema 3.3.2. Dkf(l) ¢ um numero inteiro para qualquer k=0,1,2,....

Demonstragcio. A demonstragao segue do lema anterior e da observacao de que,
F(1-2) = f(z).
De fato, como D* f(1—x) = D* f(z), temos para 2 = 0, que
D*f(1) = D" f(0).
Como D¥ f(0) é um ntimero inteiro segue que DF f(1) também ¢é um inteiro. O

Feito essas consideracoes, passaremos agora para a demonstragao da irracionalidade

de 7.
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Teorema 3.3.1. ™ é um numero irracional.

Demonstra¢io. Para essa demonstracio, suponha 72 = g, com p e ¢ inteiros e mde(p,q) =

2 nédo é racional, e, consequente-

1. O nosso objetivo com essa suposi¢ao é mostrar que 7
mente, mostrar que m também nao pode ser racional, pois o quadrado de um racional é

racional.

Para isso, consideremos a fun¢ao F': R — R definida por,

n
F(x)=q" Y (~1Ya*" 2 D% f(z) = " {7 f(a) = 7" 2D f () + ... + (=1)"D*" f(x) } .
7=0
(3.27)
n(1— "
onde f(x) = u
n!
Em consequéncia dos lemas (3.3.1) e (3.3.2), da hipétese 72 = 2, e de que
q
n7T2n—2j _ n(ﬂ_Q)n—j: n(g)n—j: npn_j — =i
q q a"(, (" =P
é um numero inteiro sempre que j < n. Tem -se que
F(0) e F(1) sao numeros inteiros. (3.28)

F(0) = q”{(z)"f(o)—(];)”1D2f(0)+.~+(—1)”D2”f(0)}

n—

1
— —¢"L_D2f(0)+ ...+ (—=1)"¢"D*" (0)

q"-

= —gp" VD*f(0)+ ..+ (-1)"¢"D*"£(0) € Z,

e
F(1)=—gp" VD2 f(1)+ ...+ (-1)"¢"D*"f(1) € Z.
Considerando que a ' representa a derivada de uma funcao, temos as seguintes
relacoes,
{F'(x)senwm—wF(m)coswx} = F'(x)senmz+ F'(x)wcosma — nF'(z) cosmx + w2 F(x) senm
{F’(a:) Semrx—WF(x)cosmv} = F'(x)senmz +72F (x) senma

{F'(m) senmx — wF () cos 7TZL'} = senmr (F"(x) + 7r2F(x)) :

Agora calculando a derivada segunda F” de F' temos,

F(@) = " (7D () =5 2D° (@) 4 .+ (-1 D (@)},
F'(x)=q" {7?2”D2f(x) — 2D () 4.+ (—1)”D2n+2f(x)} :
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Fazendo F"(z)+7?F(z), obtemos

F"(z)+n*F(z) =

Como D?"*2 f(z) =0, segue que (—1)"D?"*2 f(z) = 0. Portanto, F"(x) +n%F(z) =
qnW2n+2f(x).

Assim,
{F/(Q}) senmx — mF () cos 7m:}/ = sen(mx)¢" w2 f(z).
pn
Veja que, ¢"12" 12 = ¢"n? 2 = q”.—n.7r2 = p".w2. Logo,
q
{F'(x)s sentx — F' () cos mc}/ = p"n? f(x)s senmz. (3.29)

Agora, vamos necessitar do teorema fundamental do célculo integral que diz: "Se g :
[0,1] = R é uma fungao continuamente derivavel em [0, 1], entao /1 g (x)dr =g(1)—g(0)".
Usando esse teorema para a fungao g(r) = F'(x)senmx — wF(x)cosmx, em virtude de
(3.29), obtemos que

plr? /Olf(:n) sentrdr = F'(1)senm+7F(1)cosm— {F’(O) senO+7rF(O)cosO}
= 7wF(1)+7F(0),

ou seja, .
s /0 f (&) senmade = F(1) + F(0). (3.30)

Como ja foi demonstrado, temos que F'(1)+ F(0) é inteiro em virtude de (3.28),
portando, para concluir a demonstracao basta mostrarmos que para um n conveniente, o
lado esquerdo de (3.30) é um ntmero positivo estritamente menor que 1, e entao teremos

o absurdo procurado.

Para isso, vamos necessitar do lema a seguir.
a(1—x)"

1
' . Se0<x <1 entio0< f(x) < —.
n!

Lema 3.3.3. Seja f(x) = I
n!

Demonstragio. Se 0 <x <1 entao 0 <zx™ < 1. Além do fato anterior, tem-se que 0 < xz < 1,

entdo —1 < —z < 0. Assim, 0 < 1 —2x < 1, e consequentemente, 0 < (1 —xz)" < 1.

Dessa forma, para 0 < x < 1 tem-se que

0<z"(1—x)" <1
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Assim,
"1—x)™ 1
0< M < —.
n! n!
Logo, para 0 < z < 1, temos
1
m
Aplicando (3.31) em (3.30), temos
1 11
0< p”ﬂ/ f(z)senmx dzx < an/o —senmr d. (3.32)
0 n!
Note que,
11 ol
mp"t | —senmx dr = ﬂ—/ senmx dx.
0 n! n! Jo

Vamos integrar a fun¢do acima, para isso faremos a mudanca de variavel,

u = 7
d 1
,—u = 7w = dr=—du.
dx T
Assim,
T dxzﬂp”—/ senu du = p—[—cosu] 1o
n! Jo mn! Jo n!
pn
= H[—(cosw)—(—cosO)]
_ Y
= D (-1)+1)
_
ol
Portanto,

T

n_ ! 2p
0<p'm A f(z)senmx dx < -
n!

n T

== 0, temos que nl m L' = ( assim, podemos tomar um n € N tal

Como lim i
n—oo n! —00 nl!

(i

que L' < 1, e nosso objetivo foi atingido, ou seja, 72
n

¢ um numero irracional. Portanto

7 é um numero irracional. O

Apresentamos até entao, alguns exemplos e algumas propriedades do conjunto dos
ntmeros irracionais. Os nimeros racionais junto com os ndimeros irracionais formam o
conjunto dos ntimeros reais, os nimeros reais sao separados em algébricos e transcendentes,
falar sobre esses niimeros sera o assunto do nosso préximo capitulo, com o foco nos nimeros

irracionais.
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4 NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCEN-
DENTES

Nos capitulos anteriores apresentamos algumas propriedades e alguns exemplos de
numeros racionais e irracionais. O conjunto formado por todos os nimeros racionais e
irracionais é denominado conjunto dos reais, representado por R. Um ntimero real pode
ser classificado como um numero algébrico ou como um nimero transcendente. Assim,
neste capitulo, iremos definir e apresentar algumas propriedades do conjunto dos niimeros
algébricos e também definir e apresentar alguns exemplos de nimeros transcendentes, com
foco no estudo dos niimeros irracionais. Para o desenvolvimento deste capitulo, utilizare-
mos [5], [10] e [12].

Na secao a seguir, faremos um estudo sobre os nimeros algébricos. A partir das
defini¢bes, teoremas, proposicoes e operacoes dos numeros algébricos, vamos construir a
teoria necessaria para o estudo dos nimeros transcendentes. E importante ressaltar que,
neste trabalho, direcionaremos o nosso foco em apresentar alguns exemplos de nimeros
transcendentes, com o intuito de ampliar o conhecimento sobre o conjunto dos ntimeros

irracionais.

4.1 Nuameros algébricos

Para estudarmos os niimeros algébricos é importante iniciarmos definindo equacao

polinomial, pois é de fundamental importancia para o entendimento do que segue.

Definicdo 4.1.1. Uma equacio polinomial é da forma anz™ +an—12" '+ ... +a1z' +ag =

0, onde ag,ay,as,...,a, € Z sao chamados coeficientes,

Exemplo 4.1.1. 22+ 1 =0 € uma equacao polinomial de grau 1.
Exemplo 4.1.2. —22+32—3=0 ¢ uma equacio polinémial de grau 2.
Exemplo 4.1.3. 32242241 =0 € uma equacdo polinémial de grau 3.
Exemplo 4.1.4. 2y +v° —y*4+4 =0 € uma equacdo polinémial de grau 7.

Definicao 4.1.2. Um numero real algébrico é dito um numero que € raiz de uma equacao
polinomial com coeficiente inteiros, ou seja, s é um numero algébrico se f(s) =0 para
alguma fungio f(x) = ag+ a1z + asx? + ... + apa™, onde ag,ai,as,...,a, sio inteiros e

ap # 0.
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Seguem alguns exemplos de niimeros algébricos.

e . m Y 7/ . . Ve . ~
Exemplo 4.1.5. Qualquer nimero racional, a = —, € algébrico, pois a € raiz da equagdo
n

nr—m =0, onde m en sdo inteiros e n diferente de zero.

Existem também ntimeros irracionais que sao algébricos.

Exemplo 4.1.6. /2, \/3 e /5, pois sio respectivamente raizes das equacoes x> —2 =0,
2 —3=0e2’>-5=0.

Exemplo 4.1.7. \/2+ /3 € um inteiro algébrico, pois é solucio de x* —4x2+1=0.
Fazendo y=\/2+/3 e elevando ambos os lados dessa equagio ao quadrado, obtemos

Elevando y*> —2 = /3 ao quadrado, temos

y' —dy+4=3
y' —dy+4-3=0
yl—dy+1=0.

Observe que a equacio t* —4xz2+1=0 € da forma ag+ a1z +asz®+ ...+ 2" =0.

Além disso, existem ntimeros complexos algébricos, nao exploraremos esse assunto,

pois nao se enquadra no objetivo deste trabalho.

Exemplo 4.1.8. i =+\/—1 e —i sdo algébricos, pois sio solucio de x> +1=0.

Apresentaremos a partir de agora algumas propriedades dos nimeros algébricos e
ainda nessa secao mostraremos a existéncia dos nimeros nao algébricos, conhecidos com

numeros transcendentes.

Proposicao 4.1.1. Um inteiro algébrico real € inteiro ou € irracional.

Demonstragcao. Vamos mostrar que um nimero real algébrico a é um inteiro ou um irra-

cional. Suponhamos, por contradicao que o = E, onde p € Z, com p e q primos entre si e
q

q € N. Como « é uma solucao de uma equacio 2"+ a,_12" '+ ...+ a1zt + ag = 0, onde

ap,at, a2, ...,an—1 Sa0 inteiros, temos que
A"+ ap_10" M aat + a9 =0,

de onde segue que,
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p\" P\ p
(q) —'—a,nfl <q> + ... +a1 (q) +a0 = 0
n n—1
Zn "Hln—lpn,l +...+a1§+a0:0
n n—1
]in :—an_lﬁ—...—alg—ao.
q q q

Multiplicando por ¢" ambos os membros da igualdade anterior temos,

n n—1 1

pt=—=p" tan—1.9—...—pa1q"" " —apq"

n—1

a1 — ... —parg" %t —apg" ). (4.1)

T

p" =q(—p

Por (4.1) tem-se que, q divide p™. Agora, seja r um fator primo de ¢(r = ¢ se ¢ for
primo), entdo r divide p™ o que implica que r divide p. Concluimos assim que r divide p e
r divide ¢, o que é um absurdo pois p e g sdo primos entre si. O absurdo ocorreu ao supor
a= Z, ou seja, « racional. Portanto, o ¢ um ntimero inteiro ou irracional como queriamos

mostrar. O

No que segue, vamos necessitar de um resultado sobre formas lineares com coe-
ficientes racionais. Mas antes de enunciarmos esse resultado vamos definir o que é uma

Forma Linear.

Definicao 4.1.3. Uma forma linear com coeficientes racionais é uma expressao da forma
X =qz1+qre+ ...+ iy,

onde q1,...,qn SGo racionais.(0s x;,s sao chamados indeterminadas).

Lema 4.1.1. Dados n+1 formas lineares

X1 =qur1+@ro+...+q@ny

)

Xnt+1 = Gn+1,171 + @272 + ... + Gni1,0Tn,

elas sao linearmente dependentes sobre os racionais, isto é, existem, r1,....,rp+1 € Q, com

alguns( ou todos) diferentes de zero, tais que
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A demonstracad do lema (4.1.1) pode ser vista em [5], ou fica a cargo do leitor,

pois exige uma teoria que nao ¢ abordada neste trabalho.

Nas préximas proposi¢des mostraremos que a soma, o produto, o simétrico e o

inverso de nimeros algébricos sao também numeros algébricos.

Proposicao 4.1.2. A soma de dois niumeros algébricos € algébrico.

Demonstracdo. Sejam « e [ nimeros algébricos. Entao existem equagdes polinomiais,

x”+an_1x”_1+...+a1x1~l—ao:O, (4.2)

l’m—i-bm_lxm_l—i—...—l—blxl—i-bo =0, (4.3)

com coeficientes racionais, tais que « seja raiz de (4.2) e [ seja raiz de (4.3).

Substituindo o em (4.2), temos

A"+ ap_1a" M+ +aat+ap=0
Q"= —ap_1a" " — .. —a1at —ap, (4.4)

n—1

que é combinacao linear de 1,q,...,a" ", usando coeficientes racionais. Agora multipli-

cando (4.4) por «, obtemos

"M =, 10" — ... —a1a® — apa,

n—1

que é combinacgao linear dos mesmos 1,q,...,a" ", usando coeficientes racionais.

Substituindo § em (4.3), temos

B™ + b1 8+ 4018 by =0
B = —bm_lﬁmil—...—blﬁl—bozo. (4.5)

Seguindo o mesmo raciocinio usado pra a™ podemos verificar que que as poténcias
™ pode ser exibidas como combinacoes lineares de 1,4, ..., 5”1, usando coeficientes ra-

cionais.

Agora, 0 nosso objetivo é mostrar que a+ 3 é solucao de uma equacao polinomial
de grau mn com coeficientes racionais, e dessa forma, concluir que a+ 3 é algébrico. Para

isso, considere os mn + 1 ntimeros

La+8,(a+p8)2% ... (a+5)™. (4.6)

Desenvolvendo as poténcias o/ com j < n e ¥ com k < m, obtemos que os nimeros

em (4.6) podem ser expressos como combinagoes lineares dos mn nimeros o/ B* com
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0<j<n—1e0<k<m—1, com coeficientes racionais. Aplicando (4.1.1) temos que os
X s s@0 os mn+ 1 nimeros de (4.6), e os x; s sdo os mn nimeros de oﬂﬂk. Logo existem

racionais 7g,71,...,"mn, tais que
ro+ri(a+ ), ..., rmn(a+ B)™ =0,

o que mostra que «+ (3 satisfaz uma equacao polinomial de grau mn com coeficientes

racionais. Assim, concluimos que a soma de algébricos é algébrico. O]

Proposicao 4.1.3. O produto de dois nimeros algébricos € algébrico.

Deixaremos a demonstracao dessa proposicao a cargo do leitor, para tal, seguir

as mesmas linhas da demonstracio anterior, e ao invés de 1,a+ 3, (a4 B)?, ..., (a+ )™,

consideraremos as poténcias 1,a8, (af)?, ..., (aB)™".

Proposicao 4.1.4. O simétrico —a de um numero algébrico o € algébrico.

Demonstragdo. Se « é algébrico, entao ele satisfaz uma equagao polinomial,
A"+ ap_12" 1+ .. a1zt +ag=0.

Logo —a é raiz da equacao

(=) "apnz™ 4+ (=1)"tap_12" ...+ (=Darz! +ag = 0.

O

Proposicdo 4.1.5. O inverso a~ ', de um mimero algébrico o # 0 é algébrico.
Demonstracio. Se anx™+ap_12" 1+ ... +arz' +a9g=0e a#0, entdo

an" +ap_10" 1+ . +ajal +ag =0,
dividindo os dois membros da equagao por a”, obtemos

an+apn_10 + . +aa" T+ apa™ =0,

ou seja, o~ ! satisfaz a equacio

apx" + a1z Y+ . +an_12! +a, =0.
Concluimos assim que —a € algébrico. O

Uma outra caracteristica importante do conjunto dos niimeros algébricos é que ele
¢ enumeravel, ou seja, possui a mesma cardinalidade dos naturais. De forma mais precisa

definimos conjunto enumeravel da seguinte forma:
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Definicao 4.1.4. Um conjunto X diz-se enumerdvel se seus elementos puderem ser postos
em correspondéncia com os numeros naturais, ou seja, X € enumerdvel se existir uma
funcdao bijetiva f: N — X.

Exemplo 4.1.9. O conjunto dos nimeros pares (positivos) P ={2,4,6,8,...} € enumerd-

vel. Basta tomar f: N — P, pomdo f(n)=2n.
Tem-se que f € injetiva, pois f(n1) = f(n2) = 2n1 = 2ny = n1 = na.

E f é sobrejetiva, poisV p e P,g eENef (Z) =p.

Exemplo 4.1.10. O conjunto dos nimeros impares (positivos) é enumerdvel: Basta con-
siderar f(n) =2n—1.

A seguir, apresentaremos dois teoremas necessarios para a compreensao da enume-
rabilidade do conjunto dos niimeros algébricos, e logo apds, mostraremos que o conjunto

dos ntimeros algébricos é enumeravel.

Teorema 4.1.1. (i) A unigo de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é

enumerduvel.
(ii) A unido de dois conjuntos enumerdveis é enumerduvel.
(1ii) A unido de um nidmero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
(iv) A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel.
(v) A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Teorema 4.1.2. O conjunto R dos niimeros reais nao € enumerdvel.

As demonstragoes dos teoremas (4.1.1) e (4.1.2) podem ser encontradas em [5].
Teorema 4.1.3. O conjunto de todos os numeros algébricos é enumerduvel.
Demonstrag¢iao. Dado um polindmio com coeficientes inteiros

P(x) =anx" + ...+ a1z + ay, (4.7)
definimos sua altura como sendo o nimero natural

|P| = |an|+ ... + |a1| + |ao| + n. (4.8)

O teorema fundamental da algebra nos diz que P(z) =0, com P(z) dado em (4.7),
tem exatamente n raizes complexas. Todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais.

Agora o nimero de polindémios do tipo (4.8) com uma dada altura é apenas um ntmero
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finito. Portanto, as raizes de todos os polindmios de uma dada altura formam um conjunto
finito. A seguir observamos que o conjunto de todas as raizes de todos os polinémios de
todas as alturas formam um conjunto enumeréavel, pois ele é a unido de um conjunto

enumeravel de conjuntos finitos. n

Uma consequéncia da enumerabilidade do conjunto dos ntmeros algébricos é a

existéncia dos niimeros transcendentes , mostraremos esse fato no teorema que segue.

Teorema 4.1.4. Existem niumeros transcendentes.

Demonstragcao. Do teorema anterior segue que o conjunto dos algébricos reais ¢ enume-
ravel. Como o conjunto dos reais R é nao enumeravel, o que implica que o conjunto dos
transcendentes reais deve ser nao enumeravel. O que de fato é, pois caso contrario, que
R seria enumeravel, pois pelo Teorema (4.1.1) a unido de dois conjuntos enumerdveis é

enumeravel. n

Nesta secao foi demonstrado a existéncia de niimeros transcendentes, um fato in-
teressante para o estudo sobre os niimeros transcendentes no nosso trabalho, é que todo
transcendente é irracional, esse fato se d& a partir da observacao (4.1.5) de que todo raci-
onal é algébrico. Assim, na proxima se¢do definiremos e apresentaremos alguns exemplos

de nimeros transcendentes.

4.2 Nuidmeros transcendentes

Definicao 4.2.1. Numeros Reais transcendentes sao aqueles que nao sao raizes de equa-

coes polinomiais com coeficientes inteiros.

Em outras palavras, ndo conseguimos escrever um polinémio de coeficientes inteiros
de forma que este tenha como raiz um ntmero transcendente. A palavra transcendente,

segundo Eules, significa que esses niimeros transcendem o poder das operagoes algébricas.

Os primeiros exemplos que surgiram sobre niimeros transcendentes foram os nt-
meros de Liouville. J. Liouville, foi um matematico francés que criou um método para
escrever alguns nimeros transcendentes, tal método consiste em construir uma classe
de niimeros que sao muito bem aproximados por niimeros racionais. Assim, na préxima
secao, apresentaremos alguns teoremas sobre aproximagao de irracionais por racionais,

entendendo que sao importantes para a compreensao dos nimeros de Lioville,
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Aproximacao de nlmeros irracionais por racionais

Mostraremos inicialmente que todo irracional pode ser aproximado pelo inteiro

1
mals proximo a ele e o0 erro serd menor ou 1gual a 5

Teorema 4.2.1. Para qualquer numeros irracional o existe um unico inteiro m, tal que

1
—<a-m< -
g SOTTSG

Demonstrag¢do. Sejam « um numero irracional e m o inteiro mais préximo de «. Assim,

m podera ser o inteiro maior ou menor do que .

Temos que a distancia de a para o inteiro mais préximo na reta é menor do que 3
caso contrario « estaria bem no meio de dois inteiros consecutivos, assim, « seria igual a

3 onde w € 7Z, e portanto « seria racional, o que contraria a hipdtese de « ser irracional.

Dessa forma, temos

1 1
a—§<m<a+§. (4.9)
Sutraindo o em (4.9), obtemos
——<m—-a< .

2 2

E consequentemente,

——<a-m< -
g SATMSg
0

Os proximos resultados tem como objetivo melhorarem a aproximagcao apresentada

no Teorema (4.2.1).

Teorema 4.2.2. Seja o wm numero irracional e n um numero inteiro positivo. Entdo

. p . m
existe um numero racional —, tal que
n
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Demonstragdo. Seja o um ntimero irracional e n um niimero inteiro positivo. Pela propri-
edade dos irracionais temos que na é irracional. Agora, tomemos m como o inteiro mais

proximo de na. Pelo teorema (4.2.1) temos,

1 1
—y<na-—m<g. (4.10)

Dividindo a desigualdade (4.10) pelo inteiro n obtemos,

como queriamos mostrar. O

Exemplo 4.2.1. Seja oo = V5 e n=23. Considemos o nimero irracional 23v/5. Temos

que

V5 = 2,236067...
23v/5 = 51,4295....

Portanto, o inteiro mais prézimo de 23v/5 é 51, ou seja, m = 51. Pelo teorema
(4.2.1) temos,

1 1
S 2 —_5l< =
5 < 3¢55<2

1 51 1
~535 < Vo33 <393

Da dltima desigualdade observamos que para o irracional \/5 e o inteiro n = 23, temos

ol
que o racional 23 satisfaz o teorema (4.2.2).

Teorema 4.2.3. Quaisquer que sejam o numero irracional o e o inteiro positivo k, existe

. . m . . -
um numero racional —, cujo denominador nao excede k, tal que
n

-1 - m< 1
— < a——< —.
nk n nk

Demonstracdo. Sejam um numero irracional a e um ntmero inteiro positivo n. Seja na,
com n variando entre os inteiros de 1 até k, e na podendo ser escrito como a soma de sua

parte inteira (5, com a sua parte decimal v, ou seja,

no = P+, = na — L = Y.
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Observe que na — ), pode assumir valores entre 0 e 1, e que na — 3, é irracional,

pois na ¢ irracional e [ parte inteira de na.

Note também que, podemos dividir o intervalo de 0 e 1 em k partes, 11, I2, I3, ..., I,

1 1 2 2 3 k—1
tal que , Il = |:07k:| ,]2: |:k,k:| 7]3: |:kj7k;:| ,...,]k: [k,1‘|

Perceba que cada um dos v1,v2,73,...,7 € irracional, logo, nenhum dos v, pode
123 E—1 k
ser igual a qualquer um dos niimeros racionais TR R R Portanto, cada 4 estéd

exatamente em um dos intervalos Iy, s, I3, ..., Ij.

Podemos entdo considerar dois casos:

Caso I) O intervalo I1 contém um dos vs. Portanto, existe um n, tal que

1
0<na—p,< T
Assim,
1 1
< na—3, < = 4.11
k no /871 ka ( )
pois I é o intervalo de 0 até k. Dividindo (4.11) por n, obtemos
1 1
——<a—fp < —.
kn = kn

Caso IT) O intervalo I; ndo contém um dos vs. Neste caso, os k ntmeros estdo nos k — 1
intervalos. Pelo principio da casa dos pombos segue que existe um intervalo contendo

dois ou mais 75, uma vez que temos k ntmeros.

Consideremos entao 7, e ; distintos no mesmo intervalo. Suponhamos j > r, tal

que, j —r seja um inteiro positivo menor do que k.

1
Por estarem «, e 7, no interior de mesmo intervalo de comprimento T temos que

1 1

Como v; = ja—fj e v =ra— B, , segue que
1 . 1
—p <Ua=p5) - (ra—p) < T

Assim,

1 1
—p <U-ra=(8—F) <.
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Chamando (j —r) de n e (8 — f,), chegamos em,

—%<7’L06—m<%.

Para finalizar essa demonstracao vamos dividir essa tltima desigualdade por n,

1 < m < 1
—_—<a—— < —.
kn n kn

Como n = j—r, temos que n é menor do que k.

]

Exemplo 4.2.2. Vamos aprozimar /5 pelo método apresentado no teorema acima, com

k = 6. Inicialmente, observe que

V5 = 2,236067... = 2+0,236067...,

W5 = 4,472135...=4+0,472135...,

3v5 = 6,70820393... = 6+ 0,70820393...,

45 = 8,94427190... = 8 +0,9442719099...,
5v5 = 11,18033988... = 11 +0,18033988...,
6v5 = 13,41640786... = 13+ 41640786....

Assim, as diferencas com suas respectivas partes inteiras, localizam -se em um dos
1 12 23 3 4 45 )
3’subz'nte7"’ualo,s[1:[0 },12:{ ],[3:[ },14:{ },1'5:{ ],]6: 1],

@ saber "6 66 676 66 676 6’

V5—2 = 0,236067... € Iy,

2/5—4 = 0,472135... € I3,

3V5—-6 = 0,70820393... € Is,

4v/5—8 = 0,94427190... € I,

5vV5—11 = 0,18033988... € Io,

6vV/5—13 = 0,41640786... € I.

Logo, ou uma diferenca estd no intervalo I e portanto entre os valores —1 e é, ou

um dos intervalos possui duas diferencas. No nosso exemplo os valores vV5—2 e 5v/5—11

estao em I2, ou seja, a menos de 6 um do outro. Dessa forma,

1 1 1 1 1 9 1
e (3vE-11) = (VB-2) < m = - <459 < > - <5<
6<(\/_ ) (\/_ )<6:> 6<\/_ <e= < 1< 64



o2

Da dltima desigualdade, observamos que para o irracional \/5 e o inteiro k=6, o

9
racional 1 satisfaz o teorema (4.2.3).

m

Teorema 4.2.4. Para todo nimero irracional o, existem infinitos niumeros racionais —
n

em forma irredutivel, tais que

<

Demonstragdo. Utilizando o Teorema (4.2.3) perceba que k > n e consequentemente, — <

1 1 1

n kn - n2

e

. . . m m . 1
Assim, segue que existe um racional —, tal que o — — esteja entre —— e —.
m n n n n
No entanto queremos — irredutivel que satisfaca as desigualdades do teorema, para isso,

. m - ) . .
perceba que , se um racional — na forma nao irredutivel satisfazer as desigualdades do
n
teorema, entao o mesmo nimero racional na forma nao irredutivel satisfara.

M
Diante disso, tomemos — a forma irredutivel de @, ou seja, N @, onde 0 <
n n
o1 1 1 1
N<'I’L.Eenta;07ﬁ<ﬁe$<m.

Logo,

1 < m - 1

——=<a——< —.

n? n  n?
O que implica,

1 M 1

Para finalizar a demonstracao, vamos mostrar que existe uma infinidade de niimeros

racionais que satisfazem essa ultima desigualdade.

Para isso, vamos supor que existe um nimero finito de niimeros racionais,

mi1 Mmo Mms m;
) ) yeeey T

ny mn2 N3 n;
que satisfagam.

Consideremos « irracional, entao, os ¢ nimeros
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pelo Teorema (3.2.1) sao todos irracionais, e portanto, todos diferentes de zero.

Agora, tome k um inteiro positivo, tao grande , que as desigualdades a seguir nao
sejam verdadeiras.

1 < mi < 1
—_—— O{_i i’
k ni k
1 - mo < 1
—_—— O{_i —
k n9 k’
1 m; 1
- <a——< -+
ng

m
Como temos « irracional e k inteiro, pelo Teorema (4.2.3), segue que existe —
n

racional, tal que

1 - m - 1
[ — a_i PR—
kn n kn
E dai,
1 < m - 1
—_ a_i J—
k n k

m . .. ~ 1
Observe que — satisfaz as condi¢des do teorema, mas nao esta listado. O que con-
traria a hipotese de existir finito nimeros irracionais que satisfaz. Logo, existem infinitos

nimeros racionais como queriamos mostrar. O

Este tultimo teorema diz que um ntimero irracional @ pode ser aproximado a menos

de —. Em outras palavras, todo nimero irracional o é aproximdvel na ordem 2, o que
n

. c . ,
garante que, existe uma constante ¢ > 0 tal que |a — b < se verifica para um nimero
q q

infinito de racionais = distintos. A menor constante que satisfaz a desigualdade |a — b <
q q

Na proxima se¢ao exibiremos um numero que pode ser aproximado por infinitos

nimeros racionais, ndo apenas a menos —3, Ias a menos —-, sendo n qualquer inteiro
q

positivo, a saber, o niimero de Liouville.
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O numero de Liouville

O ntmero de Liouville é dado por a = 0,1100010000000000000000010..., onde os
uns ocorrem nas casas decimais 1,2,6,24,120,720,5040,..., isto é, nas casas decimais
11,21, 3!, 41,51, 6!, ....

O simbolo (!) 1é- se fatorial e K! representa o produto de todos os nimeros de 1

até k, assim

K'=1234....(k—1).k.

Observe que todos os algarismos na representagao de «, diferentes daqueles que
estdo nas casas decimais correspondentes aos fatoriais, sdo todos zeros. Dessa forma,

podemos escrever o como uma soma de poténcias negativas de 10, ou seja,

a=10"+1072 1103 1074 1079 4 .

a=10"1410"24+10%+10"2 1107120 1
1 1 1

:17014'17024'1706—1—....

«

A seguir, apresentaremos o teorema de Liouville, definiremos de uma forma mais
geral os nimeros de Liouville, e por fim, mostraremos a transcendéncia e irracionalidade

desses niimeros.

Na demonstracao do Teorema de Liouville, necessitaremos do Teorema do Valor

Médio. Segue abaixo o seu enunciado.

Teorema 4.2.5. Seja f uma fungio continua no intervalo [a,b] e derivdivel em (a,b),

entao existe um ¢ em (a,b) tal que

f’(c) _ f(b[)):f(a)

a
A demonstragao do teorema (4.2.5) pode ser vista em [15].
O Teorema de Liouville consiste em encontrar uma propriedade que é satisfeita

por todos os nimeros algébricos. E entao, para construir um niimero transcendente, basta

construir um numero que nao satisfaz tal propriedade.

Teorema 4.2.6. (Liouville). Seja a uma raiz real de um polindmio irredutivel P(z) € Z(x)

de grau n . Entdo existe uma constante positiva c(a) > 0, tal que

> o) (4.12)

para todo racional ]3.
q
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Demonstragio. Como « é algébrico de grau n, ele é raiz de uma equagao polinomial da

forma
n n—1 1 _
an®"” +anp_1x +..+a1x” +ag =0,

em que f(r) = apr™ +ap—12""+... + a1l +ap, com f(z)=0.

Como todo polinémio nao nulo tem uma quantidade finita de raizes, no caso de
f(z) tem no maximo n raizes, entdo, 3 d > 0, tal que no intervalo [ —d,a+d] a tnica
raiz de f(z) =0 é a. A existéncia de d segue do fato de que a equagao polinomial tem no
maximo n raizes reais, logo, d pode ser qualquer niimero menor que a menor das distancias

de o as demais raizes reais.

Agora, dado b € Q, e ¢ >0, temos duas possibilidades, ou b € [a—d,a+d] ou
q q

b ¢ [a—d,a+d.
q
I) Se ]q) ¢ [a—d,a+d], significa que
a—g >d > i,
q q"
pois g > 1.

IT) Se e [ —d,a+d]. Temos que, f é continua em [« — d, v+ d] e derivéavel no inter-
q
valo (o — d,a+d). Entao, pelo Teorema do valor Médio temos um t € (a—d,a+d),

tal que

Observe que f’ é continua no intervalo fechado com extremos a —d,a+d, e que f é
um polinémio de grau n — 1, portanto, ela ¢ limitada em qualquer intervalo fintito.
Seja pois, M > 0, tal que |f'(z)] < M, VY x no intervalo de [a—d,a+d.

Logo,

(4.13)

Para obter a desigualdade buscada, necessitamos de uma estimativa inferior para

p
1)
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Sabemos que

f(p)| £ 0, pois P est4 no intervalo [a —d,a+d], e note que
q q

n
‘f(p)| = |aotai+.
q q q
n n—1 n
_ |wgm g p a1 (4.14)
q q"
De (4.13) e (4.14), temos
p 1
q]  Mq»
Assim, tomando ¢(a) = minimo {d, }, temos
1 C
o Pls L 0@ yp g
q Mg q q
]

Agora, vamos definir os chamados nimeros de Liouville.

Definicao 4.2.2. Um niumero real o é aproximdvel na ordem n por racionais, se existirem
Pj

uma constante C' > 0, e uma sequéncia (
45

> de racionais distintos, com q; > 1 e
J<1
mdc(pj,qj) =1 tais que

(4.15)

para todo 57 > 1.

Definicao 4.2.3. Um numero real o« é chamado nimero de Liouville se existir uma

sequéncia de racionais <pj> , com qj =1, tal que
9/ j<1
pi| 1 .
a—=" < —, para todo j > 1. (4.16)
45 q;

Exemplo 4.2.3. Qualquer numero da forma

00

ag
Z 10k’
1 10k

onde ap é um numero dos algarismos de 1 a 9 é um nimero de Lioville.

Denotamos por L conjunto dos ntimeros de Liouville.

Proposicao 4.2.1. A sequéncia (g;)j>1 € ilimitada.
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Demonstragio. Seja o um nimero de Liouville, entao, existi uma sequéncia de racionais

(193') , com ¢; = 1, tal que
Jj<1

75
; 1
Oz—p—j <, paratodo j > 1.
qj q;

Suponhamos agora, que (g;)j>1 ¢ limitada, assim existe M > 0, tal que ¢; < M

para todo 7 > 1.

Como |a — bi < 1, obtemos
j
lgja—pjl <g¢; < M.
Assim,
pj| =lgjal < M

= pjl < M +lgjal < M +|gjlle] < (laf+1) M, (4.17)
o que implica uma limitagao para (p;);j>1, pois |pj| < (Ja|+1) M. O que contraria o fato
de a sequéncia <pj> ser infinita. O

97 j=1

Corolario 4.2.1. Todo nimero de Liouville € irracional.

Demonstracao. Vamos supor por absurdo que d € Q é numero de Liouville. entao existem
q

infinitos &, diferentes de ]—), tais que
q

j
1 p p :|pqy pig|, L
¢ e g qq; |qlq;

onde pgj —pjq € inteiro diferente de zero. Logo,

o1
q; lalg;

Assim qg_l < |q| 0 que contraria a ilimitacao de (g;);. Portanto, todo niimero de Liouville

é irracional. O

Teorema 4.2.7. Todo nimero de Liouville € transcendente.

Demonstragio. Pelo Corolario (4.2.1) , um ntimero de Liouville @ ndo pode ser racional,
ou seja, a nao sera raiz de um polinémio de grau 1 com coeficientes inteiros. Assim,
suponhamos que « é algébrico de grau n > 1. Entao pelo Teorema (4.2.6) segue que

a relacao (4.12) serd valida para todo ntmero racional. Em particular, para os Pi da
45
Definicao (4.2.3). Segue entao que,



o8

1
< 7
75

(@)

9

i
qj

< |a—

i 1
Assim, ¢/ " < @) para todo j > 1, o que contraria a ilimitacido da sequéncia

(qg_") e portanto o nao pode ser algébrico. ]

No Teorema anterior mostramos que todo nimero de Liouville é transcendente,

mas a reiproca nao ¢é verdadeira.

Exemplo 4.2.4. A constante de Chanpernowne M := 0,12345678910111213... € trans-

cendente e nao € numero de Liouville.

Além dos nimeros de Liouville, existem outros nimeros que também sao trans-
cendentes, como os numeros 7 e e. Aqui nao apresentaremos a prova da transcendéncia
desses niimeros, pois nao ¢ o objetivo do nosso trabalho, caso o leitor sinta o desejo de

ver as demonstragoes desses nimeros podera encontré-las em [5].

Outros niimeros transcendentes

Teorema 4.2.8. Seja a um numero algébrico diferente de zero e 3 um nimero transcen-

a
dente, entao (a+f), (a—p), (a.B) e — sdo nimeros transcendentes.

B

Demonstragdo. Seja o um numero algébrico diferente de zero e § um ntmero transcen-

dente.

(6% ~
= V4, onde 71,72,73,74 Sa0

Suponha (a+f) =, (@=f)=1, (af)=13e 3

numeros algébricos.

Resolvendo essas equagoes em 3, temos
_ _ 73 -1 o
f=mn—-a B=m+ta, f=-—"=ma", f=no

Pelas propriedades dos ntimeros algébricos, temos que o lado direito das equa-
¢Oes acima, sdo numeros algébricos, e consequentemente 3 é algébrico, o que contraria a

hipétese de [ ser transcendente. O

Exemplo 4.2.5. Tomando a« =2 e 3 =, temos pelo teorema que (2+7), (2—m), (2.7)

2
e — sao numeros transcendentes.
T

Corolério 4.2.2. Seja 3 wm nimero transcendente, entdo B~ € transcendente.

a
Demonstra¢io. No Teorema (4.2.8) mostramos que — é transcendente. Tomando o = 1,

B

temos
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Portanto, 8 um ntmero transcendente, entdo 3! é transcendente. O

O teorema a seguir, foi demonstrado independentemente por Gelfond em 1934 e
Scheneider em 1935, como solucao do sétimo problema Hilbert, onde se perguntava se o
logaritmo de um nimero algébrico numa base algébrica deveria ser racional ou transcen-
dente. Este problema era um dos 23 problemas que Hilbert propos em 1990, no congresso

internacional de matemaéatica em Paris.

Teorema 4.2.9. (Gelfond-Scheneider) Se o € algébrico diferente de 0 e 1, e 5 € algébrico,

ndo racional, entio of € transcendente.

A demonstragdo do Teorema de Gelfond-Scheneider pode ser vista em [10], ou
a demonstracao fica a cargo do leitor, pois exige uma teoria que nao é abordada neste

trabalho. Uma consequéncia imediata deste teorema ¢ a transcendencia dos ntimeros V2

e v2¥>.

Como ja citamos aqui neste capitulo, os niimeros 7 e e sdo transcententes, mas até
hoje, ndo conseguiu-se provar a transcendencia de m+e e m.e. No entanto, sabe-se que
pelo menos um desses numeros é transcendente. Mostraremos esse fato nos teoremas a

seguir.

Teorema 4.2.10. Sejam « e B numeros transcendentes, entao pelo menos um dos ni-

meros (a+ ) e (a— ) é transcendente.

Demonstragio. Sejam «v e  nimeros transcendentes. Suponha que (a+ ) e (a+ /) sejam

ambos algébricos.

Note que,
(a+5) - (a+p) = 2a,

o que implica que 2« é algébrico, pois é resultado da soma de niimeros algébricos. Assim,
temos a algébrico. O que é um absurdo, pois por hipdtese o é transcendente. Portanto,
se a e  sad numeros transcendentes, pelo menos um dos nimeros (a+3) e (a—f3) é

transcendente. O

Exemplo 4.2.6. Tomando o =m e B =e , pelo teorema temos que pelo menos um dos

numeros T+e e m—e ¢ transcendente.

Teorema 4.2.11. Sejam « e B numeros transcendentes, entao pelo menos um dos ni-

meros (a+ ) e (a.f) € transcendente.
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Demonstragio. Suponha que (a+ ) e (a.f) sejam algébricos. Veja que,
o+ = (a+ ) =208,

o que implica que o + 52, pois por hipéte (a+ ) e (. 3) sao algébricos, e pela propriedade

dos algébricos, a diferenca de dois algébricos é algébrico.

Por outro lado , temos que

(a—B)? =+ 3> —2a8, (4.18)

a—ﬁ:((x2+ﬁ2—2aﬁ)%. (4.19)

Observe em (4.18) que (o — 3)? é algébrico. o que implica a — 3 também algébrico, como
podemos ver em (4.19). Assim, temos que a+ 5 e a— 3 sdo ambos algébricos, o que é um

absurdo, pois pelo teorema anterior provamos que ou a4+ [ ou o — 3 é algébrico.

]

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos e propriedades dos nimeros algébri-
cos e também alguns exemplos de nimeros transcendentes. Estabelecer a transcendéncia
de um ntmero particular pode ser um tarefa dificil, e essa dificuldade decorre da propria
definicao de niimero transcendente. Mas, pelos teoremas apresentados até aqui, observa-se
que podemos exibir exemplos de transcendentes. Através do estudo niimeros transcenden-
tes, ampliamos o nosso conhecimento sobre os ntimeros irracionais, alcancando entao, o

objetivo deste capitulo.
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5 PROPOSTA DE ATIVIDADES

Nos capitulos anteriores nos dedicamos a estudar os niimeros irracionais, apresen-
tando conceitos, propriedades e exemplos referente a este conjunto, neste capitulo apre-
sentaremos como sugestao e como exemplos que servem de modelo, algumas propostas de
atividades destinadas a turma do 9° ano do Ensino Fundamental, com foco no estudo do
conjunto dos nimeros irracionais, baseado no que é indicado na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e no Documento Curricular do Tocantins (DCT).

De acordo com a BNCC, no que se refere ao ensino dos nimeros irracionais, o

Ensino Bésico tem como proposta que o aluno do 92 ano desenvolva as habilidades de,

Reconhecer que, uma vez que fixada uma unidade de comprimento, existem
segmentos de reta cujo comprimento ndo é expresso por numero racional
(como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um tridngulo,
quando se torna a medida de cada lado como unidade). ([2], 2018, p. 317)

Reconhecer um nimero irracional como um numero real cuja representacao
decimal ¢é infinita e ndo periddica, e estimar a localizagdo de alguns deles
na reta numérica. ([2], 2018, p. 317)

E aos calculos numéricos com aproximacao, de acordo com o DCT, convém obser-
var que no campo dos racionais ocorrem duas representagoes, a fracionaria e a decimal,
que pode ser finita ou infinita peridédica. E que os irracionais podem ser aproximados tanto
quanto se queira por nimeros racionais, e que a sua representacao decimal é necessaria-

mente infinita e nao periddica.

Reconhecer um numero irracional como um ntmero real cuja
representagao decimal ¢ infinita e ndo periédica. ([14], 2019, p.
138)

Além disso, a BNCC orienta que na construcdo da nocao de numeros, os alunos

precisam

Desenvolver, entre outras, as ideias de aproximacao, proporcio-
nalidade, equivaléncia e ordem, noc¢oes fundamentais da Mate-
matica. Para essa construcao, ¢ importante propor, por meio de
situagoes significativas, sucessivas ampliagdes dos campos numé-
ricos. No estudo desses campos numéricos, devem ser enfatizados

registros, usos, significados e operacoes. ([2], 2018, p. 368)
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e que eles também,

. resolvam problemas com ntimeros naturais, inteiros e racio-
nais, envolvendo as operacoes fundamentais, com seus diferentes
significados, e utilizando estratégias diversas, com compreensao
dos processos neles envolvidos. Para que aprofundem a nogao de
numero, ¢ importante coloca-los diante de problemas, sobretudo
os geométricos, nos quais os nimeros racionais nao sao suficien-
tes para resolvé-los, de modo que eles reconhecam a necessidade

de outros nimeros: os irracionais. ([2], 2018, p. 369)

Assim, com a intencao de desenvolver no aluno do 92 ano do ensino fundamental as
habilidades aqui citadas, elaboramos 4 propostas didaticas. Apresentaremos as propostas

didéaticas separadas em segoes.

5.1 Proposta didatica 01

Proposta 01: Identificar nlimeros irracionais.
Piblico Alvo: Alunos do 9° ano do ensino Fundamental.
Contetudo: Conjunto dos Numeros Irracionais.

Objetivo: Espera-se que o aluno consiga classificar um niimero como racional ou

irracional.

Pré-requisitos: Para o desenvolvimento dessa aula é necessario que o aluno sabia
as definicdes de ntimeros racionais e irracionais, bem como as caracteristicas das repre-

sentacoes de tais niimeros.
Duracao: 1 aula de 50 minutos.

Avaliagao: A avaliacdo serd processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.
Recursos Pedagoégicos: Lousa, calculadora, pincel e apagador.
Desenvolvimento da atividade:

Primeiro momento: O professor podera iniciar a atividade apresentando as se-

guintes defini¢oes:
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Numeros racionais sao aqueles que possuem representacao decimal finita ou represent-

¢ao decimal infinita e periddica.

Exemplo 5.1.1. Os numeros —4,13, 3’ 4,523 e 1,363636... sdo numeros racionais.

Numeros irracionais sdo aqueles que possuem representacao decimal infinita e

nao periddica.

Exemplo 5.1.2. Os nimeros 0,10010001000100001... e /2 sdo nimeros irracionais.

Em seguida o professor podera propor o seguinte exercicio de fixagao:

Exercicio de fixacgao:

1) Dos ntmeros listados abaixo identifique os que sao:

1 29
5 —4 16 0 2,5 V7 = 6,4545... V6 3,14159265358979...

a) racionais:

b) irracionais:

2) Escreva:

a) Trés nimeros racionais positivos.

b) Trés nimeros racionais negativos.

¢) Trés nimeros nao racionais positivos.

d) Trés nameros nao racionais negativos.
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5.2 Proposta didatica 02

Proposta 02: Mostrar a existéncia de infinitos nimeros irracionais.
Piblico Alvo: Alunos do 9° ano do ensino Fundamental.
Contetido: Conjunto dos Ntumeros Irracionais.

Objetivo: Espera-se que o aluno perceba que é possivel demonstrar a irracionali-

dade de alguns ntimeros e que y/a, quando a nao for quadrado perfeito é irracional.

Pré-requisitos: Para o desenvolvimento dessa aula é necessario que o aluno sabia
calcular calcular as raizes quadradas de quadrados perfeitos e bem como operar niimeros

racionais.
Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Avaliagao: A avaliacdo serd processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.
Recursos Pedagoégicos: Lousa, calculadora, pincel e apagador.
Desenvolvimento da atividade:

Primeiro momento: Para esse primeiro momento da atividade é necessario que
os alunos ja saibam calcular as raizes de alguns niimeros, chamados quadrados perfeitos.
O professor pedira para que os alunos preencham a seguinte tabela, dizendo quais nimeros

possuem valor inteiro como resultado.
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numeros | raiz quadrada | valor inteiro da raiz quadrada

1 V1 1

2 V2 nao possui
3 V3 nao possui
4 V4 2

5} V5 nao possui
6 \/6 nao possui
7 VT nao possui
8 V8 nao possui
9 V9 3

10 \/ﬁ nao possui
11 V11 nao possui
12 V12 nao possui
13 \/ﬁ nao possui
14 V14 nao possui

Apobs o preenchimento da tabela o professor devera fazer os seguintes questiona-
mentos: Quais raizes possuem resultados inteiros? Quais nao possuem? Como calcular o

valor dessas raizes que nao possuem como resultado um valor inteiro?

Logo apos fazer esses questionamentos o professor deve mostrar pelo processo de

aproximacoes sucessivas como obter o valor de v/2.

I Com o auxilio da tabela mostrar que nimero v/2 esté entre os quadrados perfeitos
1 e 4, pois 1 =12 e 4 =22, Entéo fazer tentativas:
(1,1)2=1,21 — 1,21 < 2.

Observar que v/2 estd entre 1,4 e 1,5. Continuando o cdlculo temos:

(1,41)> =1,9881 — 1,9881 < 2.
(1,42)? =2,0164 — 2,0164 > 2.

Entdo v/2 esté entre (1,41) e (1,42). Prosseguindo com o célculo temos:

(1,411)%2 =1,990921 — 1,990921 < 2.
(1,412)% = 1,993744 — 1,993744 < 2.
(1,413)2 = 1,996569 — 1,996569 < 2.
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(1,414)% = 1,999396 —> 1,999396 < 2.
(1,415)% = 2,002225 —> 2,002225 > 2.

Assim, v/2 est4 entre (1,414) e (1,425), Prosseguindo com o célculo temos:

(1,4141)% = 1,99967881 — 1,99967881 < 2.
(1,4142)? = 1,99996164 — 1,99996164 < 2.
(1,4143)% = 2,00024449 — 2,00024449 > 2.

Observar que v/2 estd entre (1,4142) e (1,4143), Prosseguindo com o calculo te-

mos:

(1,41421)2 = 1,99998992 —> 1,99998992 < 2.
(1,41422)% = 2,00001820 —» 2,00001820 > 2.

Observar que /2 estd entre (1,41421) e (1,41422). Prosseguindo com o célculo

temos:

(1,414211)% = 1,99999275 — 1,99999275 < 2.
(1,414212)2 = 1,99999558 — 1,99999558 < 2.
(1,414213)% = 1,99999840 — 1,99999840 < 2.
(1,414214)% = 2,00000123 — 2,00000123 > 2.

Observar que v/2 esta entre (1,414213) e (1,414214). Prosseguindo com o célculo
temos: (1,4142131)% = 1,99999869 — 1,99999869 < 2.

(1,4142132)2 = 1,99999897 — 1,99999897 < 2.

(1,4142133)% = 1,99999925 —> 1,99999925 < 2.

(1,4142134)2 = 1,99999954 — 1,99999954 < 2.

(1,4142135)? = 1,99999882 — 1,99999882 < 2.

(1,4142136) = 2,00000010 — 2,00000010 > 2.

O professor e os alunos poderao utilizar a calculadora como instrumento para efe-

tuar os calculos, porém, devem observar que a partir de um dado momento alguns resul-

tados obtidos na calculadora serdo valores aproximados. Concluir que /2 = 1,4142135...
ou v2 = 1,4142135.

Apo0s a realizagao das aproximacoes, o professor deverd fazer os seguintes questio-

namentos: "a representacio de v/2 na sua forma decimal é finita ou infinita? Se infinita,

é periédica ou nao periddica? Podemos concluir que v/2 é irracional?"

Exercicio de fixacao
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1) Com base no exemplo apresentado, utilizando a calculadora calcule V5. Faca o
mesmo procedimento do item anterior, ou seja, calcule o quadrado do nimero en-
contrado apenas com uma cada decimal, depois com duas casas, depois com trés e
finalmente com quatro casas. Registre os resultados e observe como eles se aproxi-

mam cada vez mais de /5.

2) Sem utilizar a calculadora, estime, com uma casa decimal, a melhor aproximagao

para v/11.

3) Sem utilizar a calculadora, estime, com duas casas decimais, a melhor aproximagao

para v/11.

Segundo momento: O professor poderd comecar esse momento fazendo um re-
sumo do que foi feito na atividade anterior: Na atividade anterior mostramos uma forma
de calcular o valor aproximado de algumas raizes quadradas que nao possuem valor in-
teiro como resultado. Ficando para ser respondido o seguinte questionamento: "v/2 é um

numero racional ou irracional?'

A resposta é que v/2 é um ntimero irracional, e nessa atividade vamos apresentar
uma demonstracao desse fato. A técnica utilizada sera a prova por absurdo, que consiste
em contrariar a hipotese, com uma determinada afirmacao. Este fato faz com que a afir-

macao seja falsa e portanto contrariar a hipotese é falso, ou seja, a hipdtese é verdadeira.

Para isso vamos utilizar a seguinte defini¢do de ntimero irracional: Um ntimero
irracional é um nimero que nao pode ser representado como razao de dois inteiros, ou

. ~ . a . .
seja, nao pode ser escrito como 7 sendo a e b inteiros.

Para a demonstracio, a hiptese é que v/2 é um ntimero racional, ou seja, é possivel

a a
termos uma fracao irredutivel 7 aeb, b0, tais que /2 = b Neste caso podemos escrever

a
2=

: B
V2 :(5)2
2

a
2:b72
22 = 2

Agora temos a seguinte situagdo, o membro da esquerda é par, portanto o da direita
também serd. Contudo nao podemos ter a? par se a nao for par. Sendo assim, podemos

escrever a = 2k, para algum k € Z, entao

=2k
a® = (2k)?
a? = 4k2.
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2

Voltando a equacio 2b? = a? e substituindo o a? pelo 4k? ficamos com

2% = ¢?
2b2 = 4k2
b? = 2k2.

Dessa forma, temos a seguinte situacao, o membro da direita é par, portanto o da

esquerda também sera. Contudo nao podemos ter b? par se b nao for par, logo b é par.

Neste momento é importante que os alunos observem que se a é par e b é par, entao

a 2k . : D
podemos escrever — = — com k e q inteiros, o que contradiz a nossa suposi¢ao inicial,

b
. . . a . , s
pois tinhamos assumido que a fracao 7 era irredutivel. Essa contradicdo mostra que a

suposicao inicial é falsa, ou seja, v/2 néo é racional. Portanto v/2 irracional.

Exercicio de Fixagao 1) (Exercicio retirado da OBMEP [13]) Prove que nao é

possivel escrever:

a) v/3 como uma fracao de inteiros. Ou seja, prove que v/3 nao é racional.
b) /5 como uma fracdo de inteiros. Ou seja, prove que v/5 nio é racional.

c¢) y/p como uma fragao de inteiros, sendo p um nimero primo. Ou seja, prove que /p

nao é racional.

Comentarios: No primeiro momento dessa atividade é importante que o aluno
perceba que é possivel determinar uma aproximacao decimal de raizes de niimeros que
nao sao quadrados perfeitos, mas esta por sua vez nao garante a irracionalidade de tais
numeros. Ja no segundo o aluno deve perceber que é possivel provar a irracionalidade de

alguns nimeros fazendo uso de conceitos ja conhecidos por eles.
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5.3 Proposta didatica 03

Proposta 03:. obter niimeros irracionais
Publico Alvo: Alunos do 9° ano do ensino Fundamental.
Contetudo: Radicais.

Objetivo: Reconhecer o niimero 7 como um nuimero irracional, e reconhecer nu-

meros irracionais. .
Pré-requisitos: Niumeros racionais.
Duracao: 2 aulas de 50 min cada.

Avaliagao: A avaliacdo sera processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.

Recursos Pedagoégicos: Lousa, calculadora, barbante, fita métrica, pincel e apa-

gador.
Desenvolvimento da atividade:

No primeiro momento o professor orientard os alunos a formarem grupos e a cons-
truirem com barbante circunferéncias de diferentes tamanhos e com o auxilio de uma
régua ou fita métrica medirem o comprimento e o didmetro dessas circunferéncias, logo
em seguida pedir aos alunos para que calculem a razao da medida do comprimento da
circunferéncia pela medida de seu didmetro e anotar todos os resultados obtidos em uma
tabela.

Ap06s os resultados, o professor deverd fazer o seguinte questionamento aos alunos:
O que tem em comum os valores encontrados? O que significa esse resultado? Por que

isso acontece?

Feito o questionamento o professor devera mostrar aos alunos que esses valores en-
contrados representa o nimero Pi, cuja representagao é 7 e o seu valor é 3,14159265358979...
mostrar também que utilizamos o seu valor aproximado para calculo da razao, e que o

valor aproximado mais utilizado é 3,14.

Nesse momento é importante que o professor faga a observacao que m esta sendo
representado por uma fragdo, mas o numerador e/ou denominador dessa fragdo nao se-
rao nimeros inteiros, em outras palavras, o comprimento da circunferéncia e/ou o seu

didmetro é um numero irracional.

A partir desse momento o professor poderda mostrar que as operagoes (adigao,



70

subtracao , multiplicacdo e divisdo) entre um nimero racional e um nimero irracional

8
geram niimeros irracionais. Apresentar exemplos: 2++/2, 5 — /3, 4v/7, — etc. Espera-

V17

se que os alunos percebam que com esta propriedade é possivel construir infinitos niimeros

irracionais.
Exercicio de fixacao
1) Dé exemplos de irracionais cuja soma seja um nimero:
a) racional.
b) irracional.
2) Dé exemplos de irracionais cuja subtra¢ao seja um nimero:
a) racional.
b) irracional.
3) Dé exemplos de irracionais cuja multiplicagdo seja um nimero:
a) racional.
b) irracional.
3) Dé exemplos de irracionais cuja divisdo seja um nimero:
a) racional.

b) irracional.
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5.4 Proposta didatica 04

Proposta 04: Construir segmentos com medida irracional .
Piblico Alvo: Alunos do 9° ano do ensino Fundamental.
Contetido: Conjuntos Numéricos.

Objetivo: Utilizar o Teorema de Pitagoras para descobrir os valores das hipote-

nusas com medidas irracionais dos triangulos na espiral;. .
Pré-requisitos: Os alunos devem saber utilizar o Teorema de Pitagoras.
Duracao: 2 aulas de 50 min cada.

Avaliagao: A avaliacdo sera processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.
Recursos Pedagoégicos: Lousa, pincel e apagador, lapis de cor

Desenvolvimento da atividade: O professor podera inciar a aula apresentando

uma contextualizacao sobre os espirais Pitagéricos.

O espirail pitagorico ¢ uma figura obtida de uma sequéncia de triangulos retangulos
com um vértice em comum, em que o primeiro € isdsceles de catetos unitarios e em cada
tidngulo sucessivo um cateto é a hipotenusa do tridngulo anterior e o outro cateto(oposto
ao vértice comum) tem comprimento unitario, o espiral pitagérico também é conhecido

como espiral de Teodoro de Cirene.

Em seguida o professor podera propor aos alunos que construam um espiral pita-
gorico seguindo os seguintes passos:
e Desenhar um tridangulo retangulo de catetos 1 e 1.
e descobrir a hipotenusa triangulo retangulo.
e Desenhar um segmento de medida 1 formando um angulo de 90 graus com o triangulo
anterior.

e Calcular a hipotenusa deste novo tridngulo retangulo que surgiu.

e assim seguir sucessivamente.

O professor deve orientar os alunos a utilizarem o teorema de pitagoras para calculo

da hipotenusa dos trangulos construidos.

Apo6s os alunos concluirem o espiral pitdgorico o professor devera fazer os seguintes

questionamentos:
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Fonte: Proprio autor.

Questionamento 1: Existem segmentos cujas medidas pertencem ao conjunto

dos niimeros racionais e outros ao conjunto dos irracionais?

Questionamento 2: Todas as medidas dos segmentos que sao as hipotenusas
dos triangulos construidos pertencem ao conjunto dos nimeros racionais ou conjunto dos

irracionais?
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho fizemos uma breve exposicdo dos niimeros racionais e irracionais,
abordamos o conceito de niimeros algébricos e transcendentes de modo a proporcionar um
conhecimento mais amplo e significativo sobre o conjunto dos irracionais, em relagao aos
numeros algébricos concluimos que um numero algébrico pode ser inteiro ou irracional,
ja o estudo dos transcendentes nos permitiu conhecer outros exemplos e métodos de
encontrar nimeros irracionais. Nesse sentido, temos que os ntimeros irracionais sao todos
aqueles nimeros que possuem uma representacao infinita e nao periddica, alguns exemplos

interessantes sao o numero 7, o nimero e e os numeros de Liouville.

Algumas propriedades e demonstragoes sobre os niimeros irracionais sdo complexas
e de dificil entendimento, principalmente para alunos do ensino fundamental, porém, o
estudo dos numeros irracionais nos possibilitou selecionar e descrever algumas propostas
de atividades de forma a contribuir para o ensino dos niimeros irracionais nesse seguimento
de ensino, baseado no que é indicado nos documentos que orientam a Educacao Basica.
Nas propostas de atividades focamos em nao s6 trazer exemplos isolados sobre niimeros
irracionais, mas em apresentar ao aluno propriedades e demonstracoes que possibilitem

uma melhor compreensao do conjunto dos ntimeros irracionais.

Os conceitos e propriedades apresentados aqui, é apenas um pouco daquilo que se
pode ser explorado sobre os ntimeros irracionais, no entanto, acreditamos que este trabalho
possa servir como fonte de consulta e também como um estimulo para a busca aprofundada

no que diz respeito aos niimeros irracionais para outros professores da educacgao basica.
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