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Resumo

No estudo de matemática sempre surge a pergunta, para que esse conteúdo serve? Pen-

sando nisto, temos como objetivo abordar três maneiras distintas de solucionar o seguinte

problema: como o frentista de um posto de gasolina sabe quantos litros de gasolina tem no

tanque. Iremos mostrar a resolução de tal problema usando a geometria plana, a integral

definida, e a integral de linha.

Palavras chave: Tanque de gasolina, Geometria Plana, Integral definida, Integral de

Linha.
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Abstract

In the study of mathematics, the question has always arisen, what is this content for?

With this in mind, we aim to approach three different ways to solve the following problem:

how does the gas station attendant know how many liters of gasoline are in the tank. We

will show how to solve such a problem using plane geometry, the definite integral, and

the line integral.

Keywords: Gas tank, Plane Geometry, Definite Integral, Line Integral.
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2.1.3 Prinćıpio de Cavalieri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Cálculo Integral de uma variável . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Integral de linha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.1 Curvas parametrizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.2 Integrais duplas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3.3 Teorema de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 A geometria do posto de combust́ıvel 46

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2 Resolução do problema usando integral de uma variável . . . . . . . . . . . 48

viii



3.3 Resolução do problema usando geometria euclidiana . . . . . . . . . . . . . 54

3.4 Resolução do problema usando integral de linha . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.5 Contribuições para o Ensino Médio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Considerações finais 66

Referências Bibliográficas 68
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2.1 Triângulos que motivam trigonometria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introdução

O presente trabalho tem como principal enfoque a construção de uma régua medi-

dora que serve para medir o ńıvel de combust́ıvel (ou qualquer outro ĺıquido) armazenado

em um tanque de formato ciĺındrico sendo esse um cilindro circular reto ou um cilindro

reto de base eĺıptica, sendo dado uma maior atenção ao cilindro de base circular onde o

mesmo estará na posição deitado, ou seja, a régua medidora a ser constrúıda deve ser feita

a partir de uma função que terá como variáveis a altura do tanque (essa altura vai variar

com o diâmetro do ćırculo da base do cilindro e tendo a altura do cilindro constante). A

idéia desse trabalho teve origem ao assistirmos uma palestra ministrada pelo professor Ms.

Miguel Antônio de Camargo, na época professor efetivo do IME (Instituto de Matemática

e Estat́ıstica) da UFG-GO (Universidade Federal de Goiás). Sobre um artigo escrito (não

publicado) relacionado a este tema, em parceria com o professor Dr. João Carlos da Ro-

cha Medrado, também professor efetivo do curso de Matemática da UFG-GO, o t́ıtulo da

palestra era: “A Geometria do Posto de Combust́ıveis” (Carmago, 2009), logo ao assistir

essa palestra interessamos pelo tema e observamos que daria pra fazer uma correlação

com uma aplicação no ensino médio. Em conversa com meu orientador decidimos fazer

um trabalho a partir desse tema inicialmente discutido pelos professores supracitados. O

trabalho será dividido em três caṕıtulos.

No primeiro caṕıtulo, apresentaremos algumas partes históricas da geometria eu-

clidiana, tendo como objetivo mostrar alguns dos principais nomes que tanto contribúıram

para o desenvolvimento da geometria. Iremos mostrar que a geometria teve seu ińıcio,

através de alguns pesquisadores, por volta de 2000 a. C. a 1600 a. C. pelos babilônios.

Nesse peŕıodo os babilônios faziam alguns cálculos de áreas, porém de maneira bem ru-

dimentar. Segundo Eves (2011), foi apenas no século V a. C. que o matemático grego

Euclides de Alexandria apresentou uma série de livros chamados “Os Elementos”, e nesses

livros ele trouxe uma organização teórica da geometria onde a mesma vinha sendo orga-
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nizada com postulados e teoremas. É em homenagem a Euclides que hoje chamamos essa

área do conhecimento de Geometria Euclidiana, porém temos vários outros matemáticos

que tiveram grandes contribuições para o desenvolvimento da mesma, como Pitágoras

de Samos e os pitagóricos, dentre vários outros. Falaremos também sobre Cavalieri, um

matemático italiano que viveu no século XVII e dentre algumas contribuições para a ma-

temática apresentou um rico trabalho intitulado como “Os Indiviśıveis de Cavalieri” que

trata sobre o cálculo de volumes de alguns sólidos geométricos. Ainda nessa primeira

parte falaremos sobre o desenvolvimento do Cálculo Diferencial e Integral dando mais

ênfase a alguns matemáticos, como Leibniz e Newton, e sobre uma disputa ou rivalidade

existente entre os mesmos, inclusive segundo alguns autores havendo acusações de plágio

do seu trabalho por parte de Newton. Falaremos também um pouco sobre a famı́lia Ber-

noulli e suas contribuições para o cálculo passando também pela história e trabalhos de

Weierstrass e Riemann, tendo em vista que esse trabalho muito se embasara em cálculos

de integrais, simples e múltiplas, onde a definição que nos serve como alicerce e que hoje

chamamos de integrais de Riemann.

No segundo caṕıtulo, traremos uma parte teórica que precisaremos para conseguir

atingir o objetivo final do trabalho, que é a construção da régua medidora do tanque de

combust́ıvel. Nesse tópico daremos prioridade a algumas definições da geometria eucli-

diana, tais como: os quatro postulados para calcular áreas de figuras planas e o cálculo

de volume utilizando o Prinćıpio de Cavalieri, também vamos definir e conceituar, sem

muito formalismo, as integrais de Riemann, integrais duplas e integrais de linhas com

o objetivo de aplicar no cálculo de áreas e volumes. Todos esses conceitos serão apre-

sentados de forma breve sem se preocupar muito com a demonstração dos teoremas a

cerca desses conteúdos. Finalizando, no terceiro caṕıtulo vamos finalmente apresentar o

formato e os cálculos necessários para a construção da régua medidora a ser constrúıda

para medir o ńıvel de ĺıquido existente em um tanque de formato ciĺındrico e colocado de

forma “deitado”. Aqui o objetivo é concluir que esse ńıvel pode ser calculado a partir da

função:

A(h) =


R2 arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 ≤ h ≤ R

R2

[
π − arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, R ≤ h ≤ 2R,

2



onde A(h) é a área do ćırculo dado em função do raio R e da altura h, e o volume V (h) é,

V (h) = cA(h), 0 ≤ h ≤ 2R,

sendo c o comprimento lateral do tanque e h a altura do tanque de combust́ıvel em formato

ciĺındrico.

E ainda nesse caṕıtulo, apresentaremos uma última seção com o intuito de mostrar

que os resultados apresentados nesse trabalho podem ser trabalhados também no ensino

médio, através da utilização de geometria que é uma das partes mais importantes da

matemática. Observamos também que a função apresentada como resultado final do

trabalho é uma função trigonométrica, conteúdo trabalhado na segunda série do ensino

médio, de acordo com os novos rumos dados pelo MEC através da BNCC. Esperamos

assim que o presente trabalho seja de interesse de professores do ensino básico e que sirva

como fonte de pesquisa e inspiração para aplicação da geometria no dia a dia das pessoas.
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Caṕıtulo 1

Breve relato histórico

Neste caṕıtulo iremos elencar um pouco da história, tanto da Geometria quanto

do Cálculo Diferencial e Integral, e a maioria dos relatos deste caṕıtulo são baseadas em

Eves (2011).

1.1 Geometria

Não se sabe ao certo a origem temporal da geometria, mas alguns autores afirmam

que os babilônios do peŕıodo 2000 a. C. a 1600 a. C. já eram familiarizados com as regras

gerais do cálculo da área do retângulo, da área do triângulo retângulo assim como do

triângulo isósceles, bem como de algumas outras operações com base em cálculos de áreas

e também cálculos de alguns volumes. No entanto, esses cálculos eram feitos de forma

apenas “mecânica”, ou seja, não havia até então uma preocupação formal com essas

operações, apenas para suprir suas necessidades. Essa formalidade apareceu apenas por

volta do século V a. C. com o matemático grego Euclides de Alexandria, apesar de alguns

autores como Eves (2011) afirmarem que muito pouco se sabe sobre sua vida. Por exemplo,

não se sabe onde e nem quando ele teria nascido, porém sabe-se o que ele produziu, e que

foi professor da Escola de Matemática de Alexandria. Porém, seu principal legado para

a matemática - de forma mais precisa, a gemoetria - foi o desenvolvimento de sua grande

obra prima, Os Elementos,

... nenhum trabalho exceto a b́ıblia, foi tão largamente usado ou estu-
dado e, provavelmente, nenhum exerceu influência maior pro pensamento
cient́ıfico. (Eves, 2011).
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Nessa pequena citação da obra de Eves (2011), podemos ter a real importância de

Euclides para o desenvolvimento e principalmente para a estruturação formal e cient́ıfica

da geometria como conhecemos nos dias atuais, disciplina essa, na visão do autor deste

trabalho, é a mais bela dentre todas as maravilhas criadas pelo homem.

O cálculo de área de figuras planas, datada de antes do calendário cristão, porém

como afirmam vários pesquisadores no ińıcio (em torno de seis a sete séculos antes de

Cristo), a área de uma região plana era calculada somente com o intuito de calcular pe-

quenos “pedaços” de terra. Na verdade, segundo Eves (2011), era usado para determinar

uma porção de terra a ser cultivada por cada pessoa que tinha direito àquela terra no

Egito antigo, assim como em outras regiões. Algo interessante apresentado no livro de

Eves (2011) é: os pitagóricos tinham interesse pelos problemas de transformar área em

figura retiĺınea noutra figura retiĺınea, e é sabido que a solução desses problemas está em

um dos livros Os Elementos:

... a construção de um quadrado de área igual a de um poĺıgono pode
ser encontrada nas Proposições 14 do livro II dos Elementos de Euclides.
(Eves, 2011).

Ainda em Eves (2011), podemos observar que o cálculo da área de figuras planas

passou a se dar de forma teórica, apenas após a formalização da geometria por Euclides.

A ideia de volume nos remete a pensar no quanto de espaço um sólido geométrico

qualquer ocupa em determinado ambiente. Nesse trabalho, daremos ênfase ao cálculo do

volume de sólidos geométricos:

...O volume de um sólido é um número real positivo associado a ele tal
que: 1) Sólidos congruentes têm volumes iguais; 2) Se um sólido S é a
reunião de dois sólidos S1 e S2 que não têm pontos interiores comuns,
então o volume de S é soma dos volumes de S1 com S2. (Dolce e Pompeo,
2005).

Segundo alguns autores que estudam a história da matemática, citam que alguns

séculos a. C. já se sabia da teoria do cálculo de volumes dos sólidos geométricos (sólidos

regulares, dentre outros). Mas foi no século XVII, que o conceito do cálculo de volumes foi

definido da forma que conhecemos nos dias atuais; esses conceitos foram determinados por
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um matemático italiano chamado Bonaventura Cavalieri. Cavalieri nasceu em Milão, na

Itália, no ano de 1598, foi disćıpulo de Galileu, tendo estudado astronomia, trigonometria

esférica e logaritmos. Também foi professor de matemática na Universidade de Bolonha

de 1629 até 1647, ano em que faleceu. Cavalieri deixou grandes contribuições para a

matemática, a maior delas é o tratado “Geometria Indivisibililus”. Publicado em 1935,

este trabalho consiste em apresentar seu método dos indiviśıveis baseado em trabalhos

de Demócrito (410 a. C.) e Arquimedes (287 - 212 a. C.), mas na verdade sua principal

motivação se encontra nas tentativas de Kepler de calcular áreas e volumes. Esse método

é conhecido por nós como “O método dos indiviśıveis de Cavalieri”.

1.2 Cálculo Diferencial e Integral

Falar do Cálculo Diferencial e Integral não é uma tarefa simples por alguns mo-

tivos, tais como, sua complexidade, pela grande quantidade de assuntos que podem ser

abordados por essa teoria dentre outros. Aqui, nesse momento, nos limitaremos apenas

em ressaltar alguns dos principais nomes que contribúıram para o desenvolvimento do

Cálculo dentro da matemática e alguns de seus principais feitos. Nesse sentido, Gottfried

Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) e Isaac Newton (1643 - 1727) se destacam como dois dos

principais nomes a serem aqui abordados. Ao falar a respeito desses dois grandes ma-

temáticos, não podemos deixar de ressaltar uma disputa entre eles. Segundo Eves (2011),

Leibniz foi o primeiro matemático a usar o S um pouco mais alongado para notação de

uma integral, śımbolo utilizado até os dias atuais, dentre outras enormes contribuições

para o cálculo, como a derivada n-ésima de uma função. Além de matemático, Leibniz se

fez conhecido como um grande filósofo e metaf́ısico de sua época. Vale sempre ressaltar

que os trabalhos de Leibniz voltados ao Cálculo Diferencial e ao Cálculo Integral, foram

desenvolvidos de forma paralela, porém de forma independente de Newton, que por sua

vez não se faz menos importante para o desenvolvimento do Cálculo, deixando enormes

contribuições em várias áreas do conhecimento:

...Não demorou para que Newton criasse sua própria matemática, pri-
meiro descobrindo o teorema do binômio generalizado, depois inven-
tando o método dos fluxos, como ele chamava o atual cálculo diferen-
cial... (Eves, 2011).
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Como podemos ver, Newton é considerado, ao lado de Leibniz e de maneira

independente, o criador do Cálculo Diferencial e Integral, mas devemos sempre ressaltar

outros grandes matemáticos que através dos anos deixaram enormes contribuições para o

desenvolvimento do Cálculo Diferencial e Integral, como por exemplo a famı́lia Bernoulli,

L’Hôspital, Lagrange, D’Alembert, Cauchy, Weierstrass e Riemann.

Segundo Eves (2011), as principais contribuições dentro da matemática no século

XVIII foram feitas por membros da famı́lia Bernoulli e ainda podemos afirmar que tudo

começou no final do século XVII com os dois irmãos Jacob Bernoulli (1654 - 1705) e

Johan Bernoulli (1667 - 1748). Jacob foi professor na Universidade da Basileia e Johan

lecionou na Universidade de Groningen. Após a morte do irmão, transferiu-se para a

Universidade da Basileia. Os dois tiveram grandes contribuições como a Distribuição de

Bernoulli, o Teorema de Bernoulli, os Números de Bernoulli, os Polinômios de Bernoulli

dentre outros, tendo também trabalhos voltados para outras áreas como a Teoria dos

Números, Equações Diferencias e Cálculo de Probabilidades por exemplo. Além dos dois

irmãos, ainda aparecem nomes como Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-1782), Johan II

(1710-1790). Fora os nomes aqui citados, ainda podemos encontrar vários outros nomes

da famı́lia Bernoulli com alguma contribuição para o avanço do Cálculo Diferencial e

Integral, bem como o avanço da matemática de modo geral.

O matemático alemão Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, nascido em Osten-

feldeem 1815, tem sua história dentro do campo da matemática como um caso curioso,

pois ele somente iniciou seus estudos aos quarenta anos de idade, quando entrou para a

Universidade de Berlim como instrutor. Apenas oito anos depois foi elevado ao posto de

professor titular dedicando–se de maneira integral ao estudo de matemática avançada. No

ińıcio, Weierstrass escreveu alguns artigos sobre integrais hiperelipticas, funções abelianas

e equações diferenciais algébricas. Alguns autores dizem que sua principal contribuição

para o Cálculo é o Teorema dos Extremos ou simplesmente Teorema de Weierstrass. O

também alemão George Friedrich Bernhard Riemann, nascido em uma aldeia de Hanover

em 1826, era filho de um pastor luterano, teve sua formação na Universidade de Berlim

e posteriormente na de Gottingen, onde obteve seu t́ıtulo de doutorado com uma bri-

lhante tese em teoria das funções complexas, expondo as equações diferenciais de Cauchy-

Riemann (vale aqui ressaltar que apesar de levar seu nome, essas equações já eram conhe-

cidas antes da publicação em sua tese). Essas equações garantem a analiticidade de uma
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função de uma variável complexa, bem como o conceito de “superf́ıcie de Riemann”, que

introduziram considerações topológicas na análise. Riemann teve importante influência

para a teorização do Cálculo Integral, que chamamos de Integral de Riemann, conceito

que utilizaremos na parte teórica do nosso trabalho. Cálculo Integral torna Riemann um

dos matemáticos com maior importância no campo do Cálculo Diferencial e Integral.

Vale muito a pena ressaltar que os matemáticos citados, nesta seção, foram de

suma importância para o desenvolvimento do Cálculo, e que aqui não aprofundaremos

sobre suas obras por não ser o principal intuito do nosso trabalho, já que para falar o

que cada um desses gênios fizeram no decorrer de suas vidas, demandaria no mı́nimo um

livro, por tão grande (em extensão e importância) que são suas obras.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Geometria

2.1.1 Identidades trigonométricas

Nesta seção, fazermos um breve estudo de trigonometria que será de utilizado em

parte de nosso trabalho. A maioria do resultados desta seção podem ser encontrados, por

exemplo, em Carmo et al. (1992).

Primeiramente, faremos uma motivação para tal conteúdo. Conforme ilustra a

Figura (2.1), denotaremos por θ a medida do ângulo AÔB, com 0◦ < θ < 90◦, e tracemos

pontos A1, A2, A3, . . . na semirreta OA, e pontos B1, B2, B3, . . . na semirreta OB, de

modo que os segmentos A1B1, A2B2, A3B3, . . . sejam perpendiculares à semirreta OB.

Então, pelo Teorema de Tales, observemos que os triângulos OA1B1, OA2B2, OA3B3, . . .

são semelhantes, destas informações temos o seguinte:

A1B1

OA1

=
A2B2

OA2

=
A3B3

OA3

= . . .

OB1

OA1

=
OB2

OA2

=
OB3

OA3

= . . .

A1B1

OB1

=
A2B2

OB2

=
A3B3

OB3

= . . . . . .
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Figura 2.1: Triângulos que motivam trigonometria

Usando a motivação acima, definimos o seguinte:

Definição 2.1. Seja AOB um triângulo retângulo em B, e denotaremos por θ a medida

do ângulo AÔB, com 0◦ < θ < 90◦, então definimos, respectivamente, o seno, cosseno e

a tangente do ângulo θ por

sen θ =
AB

OA
, cos θ =

OB

OA
, tg θ =

AB

OB
.

Se usarmos as notações da Definição (2.1), o lado AB do triângulo retângulo

ABO que é oposto ao ângulo θ é chamado de cateto oposto, já outro cateto do triângulo

retângulo ABC, sendo o lado OB, é chamado de cateto adjacente.

Como consequência da Definição (2.1), segue os seguintes resultados, que também

podem ser verificados para ângulos θ diferentes dos citados na Proposição (2.1), veja por

exemplo em Carmo et al. (1992) ou Muniz Neto (2013).

Proposição 2.1. Seja ABC um triângulo retângulo em A e denotaremos por θ a medida

do ângulo AB̂C, com 0◦ < θ < 90◦, então

sen 2θ + cos2 θ = 1 (2.1)

e

tg θ =
sen θ

cos θ
. (2.2)

A demonstração de tal resultado é uma aplicação direta da Definição (2.1), e para
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maiores detalhes, veja por exemplo Carmo et al. (1992). A Equação (2.1) é conhecida na

literatura, como sendo, relação fundamental da trigonometria.

Iremos agora fazer uma simples ilustração da Definição (2.1).

Exemplo 2.1. Vamos verificar que

sen 30◦ =
1

2
, cos 30◦ =

√
3

2
, tg 30◦ =

√
3

3
.

Para tal fato, seja ABC um triângulo equilátero cuja a medida do lado é 1.

Considere AD a bissetriz do ângulo BÂC (conforme a Figura 2.2). Pelo fato do triângulo

ser equilátero, AD também é mediana e altura relativa ao lado BC1, então AD = 1/2 e

AD̂C = 30◦, conforme ilustra a Figura (2.2).

Figura 2.2: Triângulo equilátero de lado 1

Pela Definição (2.1), temos que:

sen 30◦ =
DC

AC
=

1

2
.

Agora, pela relação fundamental da trigonometria
(

Equação (2.1)
)

, temos que

cos2 30◦ = 1− sen 230◦

= 1−
(1

2

)2

=
3

4
.

1O resultado citado pode ser encontrado em Muniz Neto (2013)
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Lembremos que, como seno, cosseno e tangente de ângulos em triângulos retângulos são

dados pelas medidas de seus lados segue, que

cos 30◦ =

√
3

2
.

Agora, pela Equação (2.2), temos que

tg 30◦ =
1/2√
3/2

=
1√
3

=

√
3

3
.

2.1.2 Áreas de figuras planas

Nesta seção, daremos foco para áreas de algumas figuras planas que nos auxi-

liarão em alguns resultados futuros. Apresentaremos aqui apenas o necessário para nosso

obejtivo, mas o leitor que tenha maior interesse no assunto veja, por exemplo, Muniz Neto

(2013) ou Dolce e Pompeo (2013).

...a área de uma região no plano é um número positivo que associamos à
mesma e que serve para quantificar o espaço por ela ocupado ... (Muniz
Neto, 2013).

Para começar, iremos enunciar os quatro postulados que ajudarão a estabelecer

as expressões para o cálculo de áreas de figuras planas, e neste caso, nos baseamos em

Muniz Neto (2013).

1. Poĺıgonos congruentes têm áreas iguais, em śımbolos, denotandoA eB tais poĺıgonos,

então

A ≡ B se, e somente se, área de A = área de B.

2. Se um poĺıgono convexo é particionado em um número finito de outros poĺıgonos

convexos (i. e., se o poĺıgono é a união de um número finito de outros poĺıgonos con-

vexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta),

então a área do poĺıgono maior é a soma das áreas dos poĺıgonos menores, ou seja,

12



se existem n poĺıgonos convexos A1, A2, . . . , An, cuja a interseção entre eles é um

vértice ou uma arestas, e a união é um poĺıgono A, então

área de A = área de A1 + área de A2 + . . .+ área de An;

3. Se um poĺıgono contém outro em seu interior denotados, respectivamente, por A e

B (B ⊂ A) então a área do poĺıgono B é menor que a área do poĺıgono A. Em

śımbolos:

B ⊂ A se, e somente se, área de B ≤ área de A;

4. A área de um quadrado de lado 1 cm é 1 cm2.

Os próximos resultados são tradicionais da geometria euclidiana plana, e iremos enunciar

sem prova. Para maiores detalhes ver Muniz Neto (2013) ou Dolce e Pompeo (2013).

Proposição 2.2. Como consequência dos postulados acima, temos

(a) Um quadrado de lado cuja medida seja l, tem área l2.

(b) Um retângulo de lados cujas medidas sejam a e b tem área ab.

(c) A área de um paralelogramo cujas medidas da base e da altura são, respectivamente,

a e h, é ah.

(d) Seja ABC um triângulo de lados AB = c, AC = b e BC = a, tendo alturas ha, hb

e hc, respectivamente relativas ao lados a, b e c. Então

área de ABC =
aha
2

=
bhb
2

=
chc
2
.

É comum usar, na linguagem popular, as seguintes nomenclaturas: área do qua-

drado é lado ao quadrado, área do retângulo e do paralelogramo é base vezes altura, e

área do triângulo é base vezes altura sobre dois.

A maiorias do livros didáticos dão uma demonstração um pouco avançada para

o cálculo da área de um ćırculo, usando a idéia de aproximações das áreas dos poĺıgonos

inscritos ao ćırculo, e como nos demais casos iremos apenas ilustrar este resultado e

também a área do setor circular.
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Proposição 2.3. A área de uma ćırculo de raio R é

πR2.

Agora para setor circular, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.4. Dado um setor circular temos que:

(i) Se o setor circular for de raio R e ângulo α radianos, então

área do setor circular =
αR2

2
;

(ii) Se o setor circular for de raio R e ângulo α graus, então

área do setor circular =
πR2α

360
;

(iii) Se o setor circular for em função do raio R e do comprimento l do arco, então

área do setor circular =
lR

2
.

Figura 2.3: Área do setor circular de raio R

Daremos agora, um simples exemplo que envolve conceitos de área de uma figura

plana.
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Exemplo 2.2. Vamos calcular a área sombreada dada na Figura (2.4), sabendo que o

quadrado dado tem 8 m de lado e que o ćırculo está inscrito no quadrado.

Figura 2.4: Ćırculo inscrito no quadrado de lado 8 m

Primeiramente, observemos que o raio do ćırculo é a metade do lado do quadrado,

pois, o quadrado tangência o ćırculo. Então se tomarmos o quadrado de lado 4 m,

conforme a Figura (2.5), e representarmos por AQ a área do quadrado OABC, As área

do setor circular AÔC e A a área procurada, vemos que

A = AQ − As.

Figura 2.5: Área da figura procurada

Observemos então, que como o setor circular é formado por um ângulo de
π

2
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radianos, da Proposição (2.4), temos que

A = 42 − π/2 · 42

2
= 4
(

4− π
)
m2.

2.1.3 Prinćıpio de Cavalieri

Nos dias de hoje o Prinćıpio de Cavalieri é conhecido como um postulado, que

é usado para calcular volume de sólidos geométricos, mais especificamente usado para

calcular volume de prismas, pois, por meios dele podemos determinar o volume de qualquer

prisma utilizando o volume de um prisma já conhecido, desde que o segundo prisma tenha

a mesma altura e que suas áreas da base sejam congruentes. Uma das principais ideias que

Cavalieri teve é a seguinte: alterando o formato de um sólido geométrico sem modificar

sua massa, seu volume permanecerá inalterado. Veremos a seguir o que acontece com dois

prismas de mesmo volume, quando são deformados. Primeiramente vamos considerar dois

prismas de mesmo volume.

Figura 2.6: Prismas de mesmo volume
Fonte: Silva (2022)

Note que os dois prismas na Figura (2.6) têm suas bases pertencentes ao mesmo

plano α e que ainda eles possuem suas bases congruentes, ou seja, a base de ambos

os prismas têm a mesma área, ou que suas áreas dê suas bases são equivalentes. Note,

também, que constrúımos um plano β interceptando os dois prismas e que a figura formada
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pela intersecção deste plano com os prisma são semelhantes às figuras das bases desses

prismas. O Prinćıpio de Cavalieri consiste em observar que se deformarmos um desses

prismas sem alterar sua base e sua altura o seu volume será o mesmo.

Figura 2.7: Deformação de um prisma a outro
Fonte: Silva (2022)

Note que, como citado acima, o prisma da esquerda foi “empurrado para a direita

de forma que a altura fique intacta”, conforme ilustra a Figura (2.7). Note que o sólido

sofreu uma deformação mas que não houve alterações em sua base nem alterou sua altura.

A base do prisma da direita continua congruente à base do prisma da esquerda e podemos

observar ainda que a figura determinada pela intersecção do plano β com o prisma da

direita continua semelhante a figura do prisma da esquerda. Dessa forma, Cavalieri propôs

que indiferente da altura desse corte (plano β), não alterando a altura do prisma da direita

(obĺıquo) o volume dos dois prismas continua igual. Dáı podemos concluir que o volume

de um prisma reto ou obĺıquo é:

V = Ab · h,

onde denotamos V,Ab, h, respectivamente, por volume, área da base e altura.

Formalização: Dados dois sólidos geométricos A e B de mesma altura e áreas

das bases, que, por sua vez, estão contidas no mesmo plano α. Os sólidos A e B têm o

mesmo volume se qualquer plano β, paralelo a α, determinar duas secções transversais

com áreas iguais. Dessa maneira, o Prinćıpio de Cavalieri pode ser usado também para
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sólidos completamente diferentes, mas que possuem mesma altura, bases com áreas iguais

e que qualquer corte realizado nos dois por um mesmo plano resulte em figuras com áreas

iguais. Observe a Figura (2.8) abaixo:

Figura 2.8: Figuras distintas com mesmo volume
Fonte: Silva (2022)

Notemos que, na Figura (2.8), os prismas possuem bases como sendo figuras di-

ferentes, mas se a área de qualquer seção transversal feita no primeiro for igual à sua

respectiva seção no segundo e, além disso, suas alturas forem iguais, então os seus vo-

lumes também serão. Esses sólidos não precisam ser prismas. Pode ser qualquer sólido

geométrico com faces retas ou circulares.

Os próximos resultados são tradicionalmente conhecidos da geometria euclidiana

espacial, e iremos enunciar sem prova, e admitindo que já conhecemos o volume de um

prisma de base qualquer. Para maiores detalhes ver Muniz Neto (2013) ou Dolce e Pompeo

(2005).

Proposição 2.5. Usando os dados expostos acima, temos os seguintes resultados.

(a) O volume de um cilindro sólido C de raio da base medindo R e altura medindo h, é

VC = πR2h;
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(b) O volume de um cone sólido de raio da base medindo R e a altura medindo h, é

Vcone =
πR2h

3
.

Agora iremos apresentar uma demonstração do volume da esfera, usando o Prinćıpio

de Cavalieri.

Proposição 2.6. O volume de uma esfera de raio R é

4

3
πR2.

Demonstração. Seja C um cilindro sólido de altura 2R e com os dois raios das bases

medindo R. Considere dois cone sólidos inscritos no cilindro C, ambos com altura R e

suas bases sendo as bases do cilindro (conforme a Figura (2.9)), neste caso, o vértice dos

cones coincide com o centro do quadrado, formado pela interseção de um plano β com

o cilindro passando pelo centro da base do cilindro. Denotemos por S o sólido formado

pela parte do cilindro, exterior à união dos cones2.

Figura 2.9: Volume da esfera
Fonte: Muniz Neto (2013)

Denotemos por α o plano tangente à esfera B de centro O e raio R, contendo uma

das bases do cilindro C, onde B e C estão situados no mesmo semiespaço em relação à α.

Seja α′ um plano paralelo à α, situado no mesmo semiespaço onde se encontram B e C.

Denotemos por d a distância entre O e α′
(

conforme a Figura (2.9)
)

, com d < R. Temos

2Tal região é conhecida na literatura como uma anticlepsidra.
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também que, α′ intersecta B se , e somente se, α′ intersecta S. Sendo assim, α′ secciona

S segundo uma coroa circular3 de raios d e R, enquanto secciona B disco de centro A e

raio AB =
√
R2 − d2 (conforme a Figura (2.9)). Temos então, que a área do ćırculo de

raio d é πd2 e a área da coroa circular é

πR2 − π(
√
R2 − d2)2 = πd2,

ou seja, as duas áreas coincidem. Logo, a área de tais seções são sempre iguais, e pelo

prinćıpio de Cavalieri S e B possuem o mesmo volume. Como foi definido acima, o volume

S é a diferença entre os volumes do cilindro C e os dois cones, e lembrando que o cilindro

possui altura 2R e raio da base R e cada cone tem altura R e raio R, obtemos:

V = Vc − 2Vcone

= πR2 · (2R)− 2
πR2 ·R

3

=
6πR3 − 2πR3

3

=
4

3
πR3.

2.2 Cálculo Integral de uma variável

Neste tópico, falaremos sobre algumas definições e teoremas do cálculo diferen-

cial, não enfatizando aqui sobre os demais assuntos do cálculo, tais como, o estudo das

derivadas por exemplo, logo partiremos do prinćıpio que o leitor já tenha conhecimento

sobre conteúdos como limites, continuidade e derivações. A maioria dos resultados desta

seção, são baseados em Ávila (2011) e Guidorizzi (2008).

É comum na maioria dos livros de introdução ao cálculo os autores iniciarem o

estudo de integral como sendo a primitiva de uma outra função, por exemplo, segundo

Ávila (2011), temos o seguinte:

Definição 2.2 (Primitiva). Dizemos que uma função F é primitiva de uma outra função

3Coroa circular é a região compreendida entre dois ćırculos concêntricos.
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f se, f for a derivada de F , ou seja:

F ′(x) = f(x),

onde denotamos F ′ sendo a derivada de F .

Destaquemos, agora, um exemplo da Definição (2.2).

Exemplo 2.3. Segue da Definição (2.2) que:

(i) Se f(x) = 3x2, então uma primitiva para esta função será a função F (x) = x3;

(ii) Se f(x) = cos x, então uma primitiva para esta função será a função F (x) = senx;

(iii) Se f(x) = ex, então uma primitiva para esta função será a função F (x) = ex.

Em seguida, temos como objetivo fazer a relação entre área de figura e integral

de Riemann. Para isto, começaremos com a definição, cujo o enunciado é baseada em

Guidorizzi (2008):

Definição 2.3 (Partição). Uma partição P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito

P = {x0, x1, x2, . . . , xn} onde a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.

A amplitude do intervalo [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n será indicada por

∆xi = xi − xi−1.

Vale ressaltar que na Definição (2.3), os números ∆x1,∆x2, . . . ,∆xn não são

necessariamente iguais, neste caso, o maior deles denomina-se amplitude da partição P e

indiquemos por max ∆xi. Iremos denotar uma partição P de um intervalo [a, b] por

P : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.

Figura 2.10: Partição do intervalo [a, b]

21



Definição 2.4 (Soma de Riemann). Sejam f uma função definida num intervalo [a, b],

e P : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b, uma partição de [a, b]. Para cada ı́ndice

i (i = 1, 2, . . . , n), seja ci ∈ [xi−1, xi] escolhido arbitrariamente. O número

n∑
i=1

f(ci)∆xi = f(c1)∆x1 + f(c2)∆x2 + . . .+ f(cn)∆xn

denomina-se soma de Riemann de f relativa a partição P e aos números ci.

Figura 2.11: Escolha dos c′is na partição

Observação 1. Temos a seguinte interpretação da Definição (2.4):

(i) Se f(ci) > 0, temos então que o número f(ci)∆xi representa a área do retângulo Ri

delimitado pelas retas x = xi−1, x = xi, y = 0 e y = f(ci);

(ii) Se f(ci) < 0, a área do retângulo Ri, citado acima, será −f(ci)∆xi.

(a) f(ci)∆xi= área de Ri (b) área de Ri= −f(ci)∆xi

Figura 2.12: Interpretação geométrica de f(ci)∆xi
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(iii) Das duas observações anteriores, podemos então interpretar a soma de Riemann

n∑
i=1

f(ci)∆xi,

como a diferença entre a soma das áreas dos retângulos Ri que estão acima do eixo x e a

soma das áreas dos que estão abaixo do eixo x.

Em seguida, usaremos a Definição (2.4) como ferramenta para definir integral de

Riemann.

Definição 2.5 (Integral de Riemann). Sejam f uma função definida em um intervalo

[a, b] e L um número real. Dizemos que a soma de Riemann
n∑
i=1

f(ci)∆xi tende a L,

quando max ∆xi tende a 0, e escrevemos

lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi = L,

se, para todo ε > 0 dado, existir um δ > 0 que só depende de ε, mas não da escolha dos

ci, tal que ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ci)∆xi − L

∣∣∣∣∣ < ε

para toda partição P de [a, b], com max ∆xi < δ. Tal número “L” quando existe é único,

e denominamos integral (segundo Riemann) de f em [a, b] e usamos a seguinte notação:

� b

a

f(x)dx = lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

f(ci)∆xi.

Observação 2. Em relação à Definição (2.5), temos o seguinte;

(i) Quando

� b

a

f(x)dx existe, dizemos que f é integrável em [a, b] e também nos refe-

rimos a tal valor como integral definida de f em [a, b].

(ii) Como consequência da Definição (2.5), temos que

� a

a

f(x)dx = 0 e

� a

b

f(x)dx = −
� b

a

f(x)dx (a < b).

Em seguida, colocaremos algumas propriedades de integral definida sem fazermos

demonstrações, e caso leitor tenha interesse veja por exemplo Muniz Neto (2015).
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Proposição 2.7 (Propriedades da Integral). Sejam f e g integráveis num intervalo [a, b],

e k uma constante. Então:

(A) f + g é integrável em [a, b] e

� b

a

[
f(x) + g(x)

]
dx =

� b

a

f(x)dx+

� b

a

g(x)dx;

(B) kf é integrável em [a, b] e

� b

a

kf(x)dx = k

� b

a

f(x)dx;

(C) Se f(x) ≥ 0 em [a, b], então � b

a

f(x)dx ≥ 0;

(D) Se c ∈ (a, b) e f é integrável em [a, c] e [c, b], então

� b

a

f(x)dx =

� c

a

f(x)dx+

� b

a

f(x)dx.

Na literatura, muitas vezes o Teorema Fundamental do Cálculo é encontrado em

duas versões, para nosso objetivo iremos enunciar aqui o chamado

Teorema 2.1 (1º Teorema Fundamental do Cálculo). Se f for integrável em [a, b] e se

F for uma primitiva de f em [a, b], então

� b

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (2.3)

O Teorema (2.1) diz que se uma função f for integrável em [a, b], então para

encontrar o resultado, basta aplicar uma primitiva no ponto final menos a mesma primitiva

no ponto inicial.

Exemplo 2.4. Usando o Teorema Fundamental do Cálculo, resolveremos a integral dada

por, � 2

1

x2dx.

Lembremos do cálculo (ver por exemplo Ávila (2011)), que uma primitiva para a

função f(x) = x2 é a função F (x) =
x3

3
, temos também que f é cont́ınua em [1, 2], então
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f é integrável4 em [1, 2], e da Equação (2.3) temos que:

� 2

1

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣∣
2

1

=
8

3
− 1

3
=

7

3
,

ou seja, � 2

1

x2dx =
7

3
.

Dando sequência, consideremos f uma função cont́ınua em [a, b], com f ≥ 0 em

[a, b]. Estamos interessados, agora, em definir a área da região delitimitada pelas retas

x = a, x = b, y = 0 e pelo gráfico de y = f(x), conforme ilustra a Figura (2.13).

Figura 2.13: Área do conjunto A

Consideremos, então, P : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b uma partição de [a, b],

e sejam ci, di ∈ [xi−1, xi], tais que f(ci), f(di) sejam, respectivamente, os valores mı́nimo

e máximo de f no intervalo [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n. Obsevermos que a soma de Riemann
n∑
i=1

f(ci)∆xi é uma aproximação por falta da área A, conforme a Figura (2.14), e a soma

4Veja por exemplo Muniz Neto (2015).
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de Riemann
n∑
i=1

f(di)∆xi é uma aproximação da mesma área, isto é

n∑
i=1

f(ci)∆xi ≤ área A ≤
n∑
i=1

f(di)∆xi. (2.4)

Pelo fato de f ser cont́ınua em [a, b] temos que f é integrável, neste caso, as somas de

Riemann acima tendem para

� b

a

f(x)dx, quando max ∆xi tende a zero, então é natural

definirmos o seguinte:

(a) Soma de Riemann por falta (b) Soma de Riemann por excesso

Figura 2.14: Interpretação geométrica de somas inferior e superior

Definição 2.6. Seja f uma função cont́ınua e positiva num intervalo [a, b], então defini-

mos a área de A por

área A =

� b

a

f(x)dx. (2.5)

Ilustremos mais uma interpretação geométrica na Figura (2.15).
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Figura 2.15: Integral definida

Na literatura, conta-se, que o śımbolo “

�
” é uma letra s alongada e as letras a

e b, colocadas nas extremidades da letra s, são os limites inferior e superior da integral.

Essa interpretação como soma de uma infinidade de pequenas áreas pode ser formalizada

dividindo o intervalo [a, b] em um certo número n de subintervalos de comprimentos iguais

a ∆x =
b− a
n

.

Observação 3. Como consequência da Definição (2.6), temos que das propriedades de

integral, temos

(i) Seja f é uma função integrável em um intervalo [a, b], com f(x) ≤ 0 para todo

x ∈ [a, b]. Considere A o subconjunto de R2 dado por

A = {(x, y) ∈ R2/ a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ 0}, (2.6)

então,

área de A = −
� b

a

f(x)dx;

(ii) Se f e g são funções integráveis em um intervalo [a, b], com g(x) ≤ f(x) para todo

x ∈ [a, b]. Considere A o subconjunto de R2 dado por

A = {(x, y) ∈ R2/ a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x)},

então,

área de A =

� b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx. (2.7)
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2.3 Integral de linha

2.3.1 Curvas parametrizadas

Neste subseção, iremos definir alguns conceitos básicos de curvas, na forma pa-

ramétrica, somente em R2, de modo que supra nossos objetivos. Tais resultados são

baseados em Guidorizzi (2001) e Alencar e Santos (2002).

Definição 2.7. Uma função vetorial ou curva parametrizada no plano, é uma função γ de

um intervalo não degenerado I contido em R cuja imagem encontra-se em R2, denotada

por

γ : I ⊂ R→ R2.

Mais ainda,

γ(t) =
(
x(t), y(t)

)
t ∈ I.

Tal função é uma correspondência que, para cada t ∈ I, associa o vetor γ(t) ∈ R2.

Iremos, em seguida ilustrar exemplos que serão utilizados em alguns resultados

futuros.

Exemplo 2.5 (Segmento de Reta). Sejam A = (x0, y0) e B = (x1, y1), então uma para-

metrização do segmento AB orientado de A para B, isto é, inicia em A e termina em B

é

γ(t) = (1− t)A+ tB = (x0, y0) + t(x1 − x0, y1 − y0), 0 ≤ t ≤ 1. (2.8)
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Figura 2.16: Segmento AB

O próximo exemplo será ilustrado apenas como motivação ao exemplo que virá

em seguida.

Exemplo 2.6 (Ćırculo). Iremos escrever a equação paramétrica de um ćırculo qualquer:

(a) O ćırculo de centro na origem de um sistema de coordenadas O = (0, 0) e raio R,

satisfaz a seguinte equação5

x2 + y2 = R2,

e uma equação paramétrica para este ćırculo é

γ(t) = (R cos t, R sen t), 0 ≤ t ≤ 2π. (2.9)

5Para ver mais bem detalhado a equação de ćırculo, consulte por exemplo Reis e Silva (1997) ou
Delgado et al. (2013).
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Figura 2.17: Ćırculo de centro na origem e raio R.

(b) O ćırculo de centro num ponto A = (x0, y0) e raio R, satisfaz a seguinte equação

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2,

e uma equação paramétrica para este ćırculo é

γ(t) = (x0 +R cos t, y0 +R sen t), 0 ≤ t ≤ 2π. (2.10)

No Exemplo (2.6), a parametrização (2.9), é uma parametrização que está orien-

tada no sentido anti-horário, iniciando no ponto (R, 0), e a parametrização (2.10) também

está orientada no sentido anti-horário, mas iniciando no ponto (x0 +R, y0).

Exemplo 2.7 (Elipse). Iremos descrever a equação paramétrica de uma elipse de centro

na origem e os focos sobre os eixos de coordenadas: A elipse de centro na origem de um

sistema de coordenadas O = (0, 0) e focos sobre os eixos de coordenadas, isto é, a elipse

que intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a, 0), A′ = (−a, 0), B = (0, b), B′ =

(0,−b), satisfaz a seguinte equação6

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

6Para ver mais bem detalhado a equação de elipse, consulte por exemplo Reis e Silva (1997) ou Delgado
et al. (2013).
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e uma equação paramétrica para esta elipse é

γ(t) = (a cos t, b sen t), −π ≤ t ≤ π. (2.11)

Figura 2.18: Elipse de centro na origem e os focos sobre os eixos de coordenadas

Em seguida iremos destacar algumas propriedades de curvas parametrizadas.

Definição 2.8. Sejam γ1, γ2 : I ⊂ R → R2, duas curvas parametrizadas no plano e

f : I → R uma função real, definimos

(a) A função γ1 + γ2 : I ⊂ R→ R2, dada por

(γ1 + γ2)(t) = γ1(t) + γ2(t),

denominada função soma de γ1 e γ2.

(b) A função f · γ1 : I ⊂ R→ R2, dada por

(f · γ1)(t) = f(t)γ1(t),

denominada função produto de γ1 pela função escalar f .

(c) A função γ1 · γ2 : I ⊂ R→ R, dada por

(γ1 · γ2)(t) = γ1(t) · γ2(t),
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denominada função escalar (ou produto interno) de γ1 e γ2.

Lembremos em particular que: se

γ1(t) =
(
x1(t), y1(t)

)
e γ2(t) =

(
x2(t), y2(t)

)
,

então

(γ1 · γ2)(t) = x1(t)x2(t) + y1(t)y2(t).

Nos próximos resultados também colocaremos apenas para ilustração, mas caso

o leitor tenha interesse, consulte por exemplo Guidorizzi (2001).

Definição 2.9. Sejam γ : I ⊂ R → R2, uma curva parametrizada no plano e t0 ∈ I,

dizemos que γ é cont́ınua em t0 se

lim
t→t0

γ(t) = γ(t0).

Dando sequência, temos a seguinte:

Definição 2.10. Sejam γ : I ⊂ R → R2, uma curva parametrizada no plano e t0 ∈ I,

dizemos que γ é derivável em t0 se o limite

lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)

t− t0
,

exitir, e neste caso denotaremos por

dγ

dt
(t0) ou γ′(t0).

Observação 4. Colocaremos aqui algumas observações que podem ser usados no con-

texto:

(i) Se γ for derivável em t0 também podemos dizer que γ é diferenciável em t0.

(ii) Se γ for derivável em todos os pontos do domı́nio, dizemos apenas que γ é dife-

renciável.

(iii) Se γ admitir derivada cont́ınua em um ponto t0 de seu domı́nio, dizemos que γ é de

classe C1 em t0, caso a mesma admitir derivada cont́ınua em subconjunto B de seu
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domı́nio, dizemos que γ e de classe C1 em B, e admitir derivada cont́ınua em seu

domı́nio, dizemos apenas que γ é de classe C1;

(iv) Para calcular a derivada da curva γ, também conhecida como vetor tangente, basta

olharmos para as funções coordenadas x(t) e y(t) como funções reais de uma variável

real e utilizar o cálculo diferencial de uma variável, ou seja, γ é diferenciável se, e

somente se, a funções coordenadas x(t) e y(t) são diferenciáveis.

Exemplo 2.8. Calcularemos o vetor tangente (caso exista), das curvas definidas nos

Exemplos (2.5), (2.6) e (2.7). Primeiramente observemos que em todos os casos, as

funções coordenadas são diferenciáveis. Além disso, para o Exemplo (2.5) temos, x(t) = x0 + t(x1 − x0)

y(t) = y0 + t(y1 − y0)
⇒

 x′(t) = x1 − x0

y′(t) = y1 − y0.

Neste caso, o vetor tangente será

γ′(t) = (x1 − x0, y1 − y0), ∀ t ∈ [0, 1].

Para o Exemplo (2.6), iremos fazer apenas o item (a), pois, o item (b) segue de modo

análogo. Temos  x(t) = R cos t

y(t) = R sen t
⇒

 x′(t) = −R sen t

y′(t) = R cos t.

Neste caso, o vetor tangente será

γ′(t) = (−R sen t, R cos t) ∀ t ∈ [0, 2π].

Finalizando, para o exemplo (2.7), temos x(t) = a cos t

y(t) = b sen t
⇒

 x′(t) = −a sen t

y′(t) = b cos t.

Neste caso, o vetor tangente será

γ′(t) = (−a sen t, b cos t) ∀ t ∈ [−π, π].
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2.3.2 Integrais duplas

Agora, falaremos um pouco de integrais duplas com o objetivo maior de conceituar

áreas para usarmos no Teorema de Green7. Tais resultados citados nesta seção Guidorizzi

(2002).

Definição 2.11. Considere o retângulo

R = {(x, y) ∈ R2/ a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d},

onde a < b e c < d são números reais. Sejam

P1 : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b e P2 : c = y0 < y1 < y2 < . . . < ym = d

partições de [a, b] e [c, d], respectivamente. O conjunto

P = {(xi, yj)/ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m}

denomina-se partição do retângulo R. Observe que uma partição P de R determina mn

retângulos

Rij = {(xi, yj) ∈ R2/ xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj}.

Figura 2.19: Partição do retângulo R

7Este teorema estará em seguida no trabalho como Teorema (2.3).
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Definição 2.12. Seja B um subconjunto de R2, dizemos que B é limitado se existir um

retângulo R, tal que B ⊂ R.

Definição 2.13 (Soma de Riemann para integral dupla). Seja f : B ⊂ R2 → R, onde B

é um conjunto limitado em R2. Considere o retângulo R tal que B ⊂ R e

P = {(xi, yj)/ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m}

uma partição de R. Definimos então a função F : R ⊂ R2 → R dada por

F (X) =

 f(X), se X ∈ B

0, se X /∈ B.

Para cada par de ı́ndices (i, j), seja Xij ∈ Rij ⊂ R escolhido de modo arbitrário. A soma

de Riemann de f relativa a partição P e aos pontos Xij é definida como sendo o número

n∑
i=1

m∑
j=1

F (Xij)∆xi∆yj, (2.12)

onde ∆xi = xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , n) e ∆yj = yj − yj−1 (j = 1, 2, . . . ,m).

Observação 5. Sobre a Definição (2.13) destaquemos:

(I) Pela definição da função F , podemos olhar a soma de Riemann como sendo

n∑
i=1

m∑
j=1

f(Xij)∆xi∆yj;

(II) Se f(Xij) > 0, o número

f(Xij)∆xi∆yj

será o volume do paraleleṕıpedo de altura f(Xij) e cuja base é o retângulo Rij;

(III) Se

P = {(xi, yj)/ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m}

é uma partição do retângulo R, chamaremos de ∆ o maior dos números

∆x1,∆x2, . . . ,∆xn,∆y1,∆y2, . . . ,∆ym.
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Observe que se ∆ tende a zero, todos ∆xi e todos ∆yj também tendem a zero.

Definição 2.14 (Integral Dupla). Sejam f uma função definida num conjunto limitado

B e L um número real. Dizemos que a soma de Riemann

n∑
i=1

m∑
j=1

f(Xij)∆xi∆yj

tende a L, quando ∆ tende a zero, e denotamos por

lim
∆→0

n∑
i=1

m∑
j=1

f(Xij)∆xi∆yj = L,

se para qualquer que seja ε > 0 dado, existe δ > 0, que depende apenas de ε e não da

escolha de Xij, tal que ∣∣∣ n∑
i=1

m∑
j=1

f(Xij)∆xi∆yj − L
∣∣∣ < ε

para toda partição P , com ∆ < δ. Tal número “L”, quando existe, é único e é denominado

integral dupla (segundo Riemann) de f sobre B. Denotamos por

� �
B

f(x, y)dxdy = lim
∆→0

n∑
i=1

m∑
j=1

f(Xij)∆xi∆yj. (2.13)

Se

� �
B

f(x, y)dxdy existir, então diremos que f é integrável em B.

Definição 2.15. Seja K um subconjunto de R2 limitado. A área de K é dada por

área de K =

� �
K

dxdy. (2.14)

Definição 2.16. Seja f : B ⊂ R2 → R uma função integrável em B, com f(x, y) ≥ 0

para todo (x, y) ∈ B. Seja A o subconjunto de R3 dado por

A = {(x, y, z) ∈ R3/ (x, y) ∈ B, 0 ≤ f(x, y) ≤ z}.

Definimos o volume do conjunto A por

volume de A =

� �
B

f(x, y)dxdy.
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Teorema 2.2 (de Fubini). Seja f(x, y) uma função integrável no retângulo

R = {(x, y) ∈ R2/ a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Suponhamos que

� b

a

f(x, y)dx exista, para todo y ∈ [c, d], e que

� d

c

f(x, y)dy exista, para

todo x ∈ [a, b]. Então

� �
R

f(x, y)dxdy =

� d

c

[ � b

a

f(x, y)dx

]
dy =

� b

a

[ � d

c

f(x, y)dy

]
dx. (2.15)

Exemplo 2.9. Calcularemos agora,

� �
R

(x+ 2y)dxdy,

onde

R = {(x, y) ∈ R2/ 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}.

Usando o Terema de Fubini, temos

� �
R

(x+ 2y)dxdy =

� 1

0

[ � 2

1

(x+ 2y)dx

]
dy

=

� 1

0

[
x2

2
+ 2xy

]2

1

dy

=

� 1

0

(
3

2
+ 2y

)
dy.

Como � 1

0

(
3

2
+ 2y

)
dy =

[
3

2
y + y2

]1

0

=
5

2
,

conclúımos que � �
R

(x+ 2y)dxdy =
5

2
.

Exemplo 2.10. Usando integral dupla, calcularemos a área do ćırculo

C = {(x, y) ∈ R2/ x2 + y2 ≤ R2}, R > 0 um número real.
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Para facilitar nossas contas, iremos usar mudança de variáveis8. Neste caso usaremos

coordenadas polares9, isto é, x = ρ cos θ

y = ρ sen θ
então

∂(x, y)

∂(ρ, θ)
= ρ, 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Então

área de C =

� �
C

dxdy =

� �
Cρθ

∣∣∣∂(x, y)

∂(ρ, θ)

∣∣∣dρdθ.
Observemos que

∣∣∣∂(x, y)

∂(ρ, θ)

∣∣∣ = ρ, segue que

área de C =

� 2π

0

[ � R

0

ρdρ
]
dθ

=

� 2π

0

[ρ2

2

]R
0
dθ

=
R2

2

� 2π

0

dθ

=
R2

2
·
[
θ
]2π

0
.

Portanto

área de C = πR2.

2.3.3 Teorema de Green

Definição 2.17. Sejam n e m dois números naturais não nulos. Uma função de n

variáveis reais a valores em Rm é uma função

F : A ⊂ Rn → Rm,

onde A é um subconjunto não vazio de Rn.

Observação 6. Notemos o seguinte:

8Veja, por exemplo em Guidorizzi (2002)

� �
B

f(x, y)dxdy =

� �
Buv

f(ϕ(u, v))
∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣dudv
9Um estudo mais abragente sobre coordenadas polares pode ser encontrado em Simmons (1988)
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(a) Se F é uma função como na Definição (2.17), então para cada n-upla ordenada

(x1, x2, . . . , xn) ∈ A associa um único vetor F (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rm;

(b) O conjunto A é o domı́nio de F , já a imagem de F é o conjunto

{F (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rm/ (x1, x2, . . . , xn) ∈ A},

que também pode ser denotado por F (A);

(c) Quando m = n, podemos considerar F como se uma transformação de A em Rn.

Quando estivermos considerando o significado f́ısico ou geométrico de F , iremos

considerar F (x) (com x ∈ A), como um vetor aplicado em x, e neste caso, chamare-

mos a função F de um campo vetorial e denotemos por
−→
F . Em particular, quando

n = 2, sempre que não houver confusão, denotaremos por

−→
F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j .

onde
−→
i = (1, 0) e

−→
j = (0, 1).

Exemplo 2.11. Citaremos aqui alguns exemplos.

(I) f : R→ R é um exemplo da Definição (2.17), basta tomar n = m = 1;

(II) Qualquer curva paramétrica é um exemplo da Definição (2.17), basta tomar n = 1

e m = 2;

(III) f : R2 → R3 dada por f(u, v) = (x, y, z) onde
x = u

y = v

z = u2 + v2

é um exemplo da Definição (2.17), basta tomar n = 2 e m = 3.

Definição 2.18. Seja
−→
F : Ω ⊂ R2 → R2 um campo vetorial cont́ınuo e Ω um conjunto

aberto. Considere γ : [a, b] → R2 uma curva de classe C1. Definimos a integral de linha

de
−→
F sobre γ por �

γ

−→
F · dγ =

� b

a

−→
F (γ(t)) · γ′(t)dt, (2.16)
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onde
−→
F (γ(t)) · γ′(t) é o produto escalar das funções vetoriais

−→
F (γ)(t) e γ′(t). Também

usaremos a seguinte notação para integral de linha:

�
γ

−→
F · d−→r ,

onde ~r(t) = γ(t).

Iremos agora ilustrar um exemplo da Definição (2.18).

Exemplo 2.12. Usando a Definição (2.18), calcularemos

�
γ

−→
F · d~r, onde

−→
F (x, y) = y

−→
i + x

−→
j e γ(t) = (t, t2), t ∈ [−1, 1].

Das informações do enunciado do problema temos:

 x(t) = t

y(t) = t2
⇒


dx

dt
= 1

dy

dt
= 2t

e
−→
F (γ(t)) =

−→
F (t, t2) = t2

−→
i + t

−→
j ,

então
−→
F (γ(t)) · γ′(t) = (t2, t) · (1, 2t) = 3t2.

Logo, da Equação (2.16), temos

�
γ

−→
F · d~r =

� 1

−1

3t2dt

= t3
∣∣∣1
−1

= 2.

Sejam
−→
F e γ como na Definição (2.18), então

�
γ

−→
F · d~r =

� b

a

[
P (x(t), y(t))

−→
i +Q(x(t), y(t))

−→
j
]
·
[dx
dt

−→
i +

dy

dt

−→
j
]
dt

=

� b

a

[
P (x(t), y(t))

dx

dt
+Q(x(t), y(t))

dy

dt

]
dt.
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Então usaremos também a notação

�
γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

para a integral de linha de
−→
F sobre γ.

Definição 2.19. Uma curva parametrizada γ : [a, b]→ R2 diz-se de classe C1 por partes

se for cont́ınua e se existirem uma partição

a = t0 < t1 < . . . < tn = b

e curvas

γi : [ti−1, ti]→ R2, i = 1, 2, . . . , n

de classe C1, tais que, para todo t ∈ (ti−1, ti) tem-se γ(t) = γi(t).

Como consequência, temos a seguinte definição

Definição 2.20. Seja
−→
F uma campo vetorial cont́ınuo em Ω ⊂ R2, sendo Ω um conjunto

aberto em R2. Considere γ : [a, b] → Ω uma curva de classe C1 por partes, como na

Definição (2.19), então

�
γ

−→
F · dγ =

�
γ1

−→
F · dγ1 +

�
γ2

−→
F · dγ2 + . . .+

�
γn

−→
F · dγn.

Exemplo 2.13. Iremos calcular

�
γ

xdx− xydy, onde γ(t) = (t, |t|), −1 ≤ t ≤ 1.

Conforme a Figura (2.20), a curva γ é uma curva C1 por partes com

γ = γ1 ∪ γ2

e

γ1(t) = (t,−t), −1 ≤ t ≤ 0, e γ2(t) = (t, t), 0 ≤ t ≤ 1.
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Figura 2.20: A curva γ é C1 por partes

Então, para γ1 temos 
dx

dt
= 1

dy

dt
= −1,

e para γ2 temos 
dx

dt
= 1

dy

dt
= 1.

Logo,

�
γ1

xdx− xydy =

� 0

−1

(
t · 1− t · (−t) · (−1)

)
dt

=

� 0

−1

(t− t2)dt

=
(t2

2
− t3

3

)∣∣∣0
−1

= −5

6
,
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e

�
γ2

xdx− xydy =

� 1

0

(t · 1− t · t · 1)dt

=

� 1

0

(t− t2)dt

=
(t2

2
− t3

3

)∣∣∣1
0

=
1

6
.

Portanto, �
γ

xdx− xydy = −5

6
+

1

6
= −2

3
.

As definições a seguir dizem a respeito à curvas.

Definição 2.21.

(I) Uma curva γ : [a, b]→ R2 é dita fechada, quando

γ(a) = γ(b);

(II) Uma curva γ : [a, b]→ R2 é dita simples, se a aplicação γ for injetiva;

(III) Uma curva γ : [a, b]→ R2 é dita fechada e simples, se

γ(t) 6= γ(s), ∀ t, s ∈ [a, b) e γ(a) = γ(b).

O próximo exemplo é famoso na geometria das curvas, e para o leitor encontrar

mais detalhes sobre o exemplo veja, por exemplo, Alencar e Santos (2002).

Exemplo 2.14 (Curvas de Lissajous). A curva de Lissajous é o traço da curva γ : R→ R2

definida por

γ(t) = ( sen at, sen bt), a, b > 0.

Quando a = 1 e b = 2 temos a curva conhecida como Lemniscata, conforme a Figura

(2.21). Neste caso, a curva é fechada, e se nos restringirmos ao intervalo [0, 2π] que

descreve todo seu traço, a mesma não é injetiva em [0, 2π), ou seja, não é simples, pois

neste caso

γ(0) = (0, 0) = γ(π).
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Figura 2.21: Lemniscata

O mesmo ocorreu, para a = 2 e b = 3 conforme a Figura (2.22).

Figura 2.22: Curva de Lissajous para a = 2 e b = 3.

Teorema 2.3 (Teorema de Green). Seja K ⊂ R2 um conjunto compacto10, com interior

não-vazio, cuja fronteira é imagem de um curva γ : [a, b] → R2, fechada, simples, C1

por partes e orientada no sentido anti-horário. Sejam P e Q de classe C1 num aberto

10Conjunto compacto é um conjunto que é limitado e fechado (que contém sua froneteira).
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contendo K. nestas condições,

�
γ

Pdx+Qdy =

� �
K

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dxdy. (2.17)

Uma aplicação do Teorema de Green é o seguinte:

Corolário 2.1 (Área de uma região K). Seja K e γ como nas hipóteses do Teorema

(2.3), então a área de K, que denotamos por A(K), é dada por

A(K) =
1

2

�
γ

xdy − ydx. (2.18)

Demonstração. Tomemos

P (x, y) = −y
2

e Q(x, y) =
x

2
,

observe que as funções P e Q são de classe C1, e dáı, temos que

∂P

∂y
= −1

2
∂Q

∂x
=

1

2

e
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1.

Pela Equação (2.14)

A(K) =

� �
K

dxdy =

� �
K

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dxdy.

Então, pelo Teorema de Green,

A(K) =

�
γ

Pdx+Qdy =

�
γ

−y
2
dx+

x

2
dy.
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Caṕıtulo 3

A geometria do posto de combust́ıvel

Neste Caṕıtulo resolveremos o problema principal deste trabalho, “calcular o

volume de um tanque de combust́ıvel”, usando três maneiras diferentes:

(I) Usando integração de funções de uma variável;

(II) Usando apenas conceitos da geometria elementar;

(III) Usando integral de linha.

3.1 Introdução

O tanque usado para armazenamento de combust́ıveis nos postos é, em geral, na

forma de cilindro reto. O tanque pode ter vários compartimentos e é enterrado no subsolo

na posição horizontal, de modo que o eixo do cilindro é paralelo à superf́ıcie horizontal

do chão.
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Figura 3.1: Tanque de combust́ıvel
Fonte: Carmago (2009)

Alguns postos possuem equipamentos de monitoramento eletrônico que mostram

o volume e a altura do combust́ıvel no tanque, a temperatura, o quanto foi vendido,

permitem o controle de estoque, etc. São sensores instalados dentro do tanque que trans-

mitem as informações a um computador. Entretanto, a maioria dos postos não possui

este sistema de monitoramento computadorizado. É necessário realizar manualmente este

acompanhamento da quantidade de combust́ıvel restante.

O volume de combust́ıvel que está no tanque em cada momento é medido manual-

mente inserindo-se uma vara graduada no bocal de abastecimento do tanque até alcançar o

seu fundo, retirando-se a vara e observando o ńıvel de combust́ıvel que nela é apresentado.

O que pretendemos neste trabalho é determinar de que maneira deve-se marcar

a vara para que ela dê o volume de combust́ıvel no tanque, em litros. Inicialmente,

pretendemos resolver o problema empregando integração de funções de uma variável real.

Posteriormente usaremos apenas a geometria euclidiana plana, aquela que geralmente é

estudada no ensino fundamental. Após a resolução dessa situação, pretendemos passar a

uma resolução equivalente à apresentada acima, porém considerando o tanque na forma

ciĺındrico eĺıptico, aquele que é transportado nos caminhões para os postos. Para esta

etapa usaremos a integração de linha juntamente com o Teorema de Green. Estes cálculos

estão sendo utilizados por engenheiros agrônomos para medir volumes remanescentes de

fertilizantes que são armazenados e distribúıdos nas lavouras a partir de um tanque em

cima de carreta levada por trator.

Em todos os casos que apresentaremos iremos encontrar que função área, que de-
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pende de uma variável, a que denotaremos por h. Tal variável independente representará

o ńıvel de combust́ıvel que nela é apresentado. Para que uma pessoa calcule a quantidade

de combust́ıvel no tanque, é usada uma régua medidora, para saber em qual valor de h o

combust́ıvel se encontra. Observamos que, no caso do cilindro circular reto, h está sempre

compreendido entre 0 e 2R (sendo R o raio do ćırculo).

Figura 3.2: Medindo o volume
Fonte: Carmago (2009)

3.2 Resolução do problema usando integral de uma

variável

Neste caso, iremos analisar quando o nosso tanque é da forma de um cilindro

circular reto, e dividiremos em dois casos:

(1◦) Quando tiver menos de meio tanque, seção plana conforme a Figura (3.3 a);

(2◦) Quando tiver mais de meio tanque, seção plana conforme a Figura (3.3 b).
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(a) Menos de meio tanque (b) Mais de meio tanque

Figura 3.3: Interpretação geométrica da área da base para calcular o volume de um tanque

Primeiro caso:

Para o caso em questão, temos que a base de nosso cilindro é um ćırculo de raio

R, então podemos considerar o mesmo pela equação:

x2 + y2 = R2 ou y = ±
√
R2 − x2.

Iremos calcular a área, em seguida o volume, primeiramente para o caso em que o volume

está com menos de meio tanque Seção (3.3 a). As Figuras (3.4) e (3.5) irão nos auxiliar

no desenvolvimento dos cálculos.

Figura 3.4: Auxiliar para cálculo de menos de meio tanque
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(a) Área A2 (b) Área AR

Figura 3.5: Interpretação geométrica das áreas denotados por A2 e As

No caso em questão, a área que pretendemos encontrar é a parte do ćırculo que

está abaixo da reta y = h − R. Denotemos então A2 área compreendida entre as curvas

x = 0, x = x0, y = −
√
R2 − x2 e y = 0, conforme a Figura (3.5 a), e AR a área do

retângulo compreendido entre as curvas x = 0, x = x0, y = h − R e y = 0, conforme a

Figura (3.5 b). Então se denotarmos por A1 a área procurada, temos das Figuras (3.5 a)

e (3.5 b), que

A1 = 2A2 − 2Ar.

Então pela Equação (2.7), a mesma pode ser dada por:

A1 = 2

� x0

0

√
R2 − x2dx+ 2

� x0

0

(h−R)dx (h < R), x0 =
√
R2 − (h−R)2.

Então, denotando por

I =

� √
R2 − x2dx (3.1)

e fazendo a mudança de variáveis x = R sen θ

dx = R cos θdθ,
(3.2)
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substituindo (3.2) em (3.1), obtemos:

I =

� √
R2 − x2dx

=

� √
R2 −R2 sen 2θR cos θdθ

=

�
R2 cos2 θdθ

=
R2

2
(θ + sen θ cos θ). (3.3)

Da Equação (3.2), temos que

cos θ =

√
R2 − x2

R
e θ = arcsen

( x
R

)
. (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos:

I =
R2

2

[
arcsen

( x
R

)
+
x
√
R2 − x2

R2

]
. (3.5)

Então,

� x0

0

√
R2 − x2dx =

R2

2

[
arcsen

( x
R

)
+
x
√
R2 − x2

R2

]x0
0

=
R2

2

[
arcsen

(x0

R

)
+
x0

√
R2 − x2

0

R2

]
.

Como x0 =
√
R2 − (R− h)2, temos que

I1 =
R2

2

[
arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+

√
R2 − (R− h)2(R− h)

R2

]
. (3.6)

Segue da Equação (3.6) que

A1 = 2I1 + 2x0(h−R)

=

[
R2 arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+
√
R2 − (R− h)2(R− h)

]
+ 2

√
R2 − (R− h)2(h−R).
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Portanto

A1(h) = R2 arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 ≤ h ≤ R. (3.7)

Segundo caso:

Agora calcularemos a área, em seguida o volume, para o caso de em que o volume

tenha mais de meio tanque (3.3 b). Para isto, usaremos a Figura (3.6) para nos auxiliar

no desenvolvimento dos cálculos.

Figura 3.6: Auxiliar para cálculo de mais de meio tanque

No caso em questão, a área que pretendemos encontrar é a parte do ćırculo que

está abaixo da reta y = h (conforme a Figura (3.6)). Lembremos que a área do ćırculo é

πR2, então, pela Equação (2.7), a área procurada pode ser dada por:

A2 = πR2 − 2

[ � x0

0

√
R2 − x2dx−

� x0

0

hdx

]
.

Da Equação (3.5), temos que:

A2 = πR2 + 2x0h−

[
R2 arcsen

(
x0

R

)
+ x0

√
R2 − x2

0

]
,

substituindo x0 =
√
R2 − h2, obtemos

A2 = πR2 + 2h
√
R2 − h2 −

[
R2 arcsen

(√
R2 − h2

R

)
+ h
√
R2 − h2

]
,
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logo

A2(h) = R2

[
π − arcsen

(√
R2 − h2

R

)]
+ h
√
R2 − h2, 0 ≤ h ≤ R. (3.8)

Para a expressão fazer um melhor sentido prático, na Equação (3.8), faça a mu-

dança h por h−R, obtemos:

A2(h) = R2

[
π − arcsen

(√
R2 − (h−R)2

R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (h−R)2, R ≤ h ≤ 2R.

Logo a área é dada pela função

A(h) =


R2 arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 ≤ h ≤ R

R2

[
π − arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, R ≤ h ≤ 2R

·

Logo conclúımos que o volume é dado pela função

V (h) = cA(h), 0 ≤ h ≤ 2R,

onde h é a medida estabelecida na régua medidora.

Figura 3.7: Gráfico da função volume

Na Figura (3.7), estamos considerando h medindo em metros, R = 2 m e c = 6 m

e a função volume V (h) em metros cúbicos. Neste caso, pelo fato de ser um cilindro
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circular reto, o volume máximo é

V (4) = 24π m3 ≈ 75398 litros.

Observe também que, se h = 1 temos

V (1) = 6A(1)

= 6

[
22 arcsen

(√
22 − (2− 1)2

2

)
+ (1− 2)

√
22 − (2− 1)2

]

= 6

[
4 arcsen

(3

2

)
−
√

3

]
= 8π −

√
3,

ou seja,

V (1) ≈ 14, 740 m3 = 14740 litros.

3.3 Resolução do problema usando geometria eucli-

diana

Agora iremos usar geometria para calcular o volume do tanque de gasolina. Para

isto, iniciaremos com o caso em que o volume está indicado abaixo do segmento AB,

conforme a Figura (3.8). Nota-se, que tal área pode ser dada pela diferença entre a área

do setor circular AÔB e a área do triângulo AOB, a qual dependerá de h e do ângulo α

(sendo 0 ≤ α ≤ π/2) .
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Figura 3.8: Área para cálculo do volume de menos de meio tanque

Sejam As a área do setor circular AÔB e AT a área do triângulo AOB. Então

temos que

As =
1

2
· 2α ·R2 = αR2 e AT =

AB · (R− h)

2
. (3.9)

Figura 3.9: OM é bissetriz de AÔB

Observe que o triângulo AOB é isoscéles de base AB, então a altura do triângulo

AOB de medida R− h, também é bissetriz e mediana1, então conforme a Figura (3.9), e

usando as relações trigonométricas
(

Definição (2.1)
)

, temos que


senα =

AB

2R

cosα =
R− h
R

⇔


AB = 2R senα

cosα =
R− h
R

.

(3.10)

1Este resultado pode ser encontrado em Muniz Neto (2013)

55



Pela relação fundamental da trigonometria, Equação (2.1), temos que

senα =
√

1− cos2 α

=

√
1−

(R− h
R

)2

=

√
R2 − (R− h)2

R
.

(3.11)

Por outro lado,

α = arccos
(R− h

R

)
. (3.12)

Substituindo as expressões (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.9), então a área procurada será

A1(h) = R2 arccos
(R− h

R

)
−R

√
R2 − (R− h)2

R
(R− h)

ou seja,

A1(h) = R2 arccos
(R− h

R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 < h < R. (3.13)

Em seguida, iremos fazer a mesma análise, só que considerando a altura maior que o raio

R do ćırculo para encontrar o volume do tanque de gasolina, novamente usando geometria

euclidiana. Para esta situação, analisaremos o caso em que o volume está indicado abaixo

do segmento AB, conforme a Figura (3.10). Nota-se, que tal área pode ser dada pela

diferença entre a área do ćırculo e a área da região acima do segmento AB contida no

ćırculo.

Figura 3.10: Área para cálculo do volume de mais de meio tanque
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Usando as notações da figura (3.10), denotando por O o centro do ćırculo em

questão, por H a medida do segmento OD (altura do triângulo AOB relativa ao vértice

O). Denotemos por Ac a área do ćırculo e AÂB a área da região acima de AB contida

no ćırculo. Observemos que a área procurada dependerá de H e α e denotemos por A2.

Então

A2(H,α) = Ac − AÂB,

se denotarmos por As a área do setor circular AÔB e AT a área do triângulo AOB, com

racioćınio análogo ao que expomos anteriormente, então temos que

A2(H,α) = Ac − (As − AT ) = πR2 − αR2 +R senα ·H, (3.14)

pois, das relações trigonométricas
senα =

AB

2R

cosα =
H

R
.

0 < H < R.

Usando racioćınio também análogo ao caso anterior, temos que

senα =

√
R2 −H2

R
e α = arccos

(H
R

)
.

Assim, a área procurada, que agora dependerá apenas de H, será

A2(H) = R2

[
π − arccos

(H
R

)]
+H
√
R2 −H2, 0 < H < R. (3.15)

Observemos que, neste caso, a régua medidora nos indica a medida

h = R +H, 0 < H < R,

ou seja,

H = h−R, R < h < 2R, (3.16)
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substituindo, (3.16) em (3.15), obtemos

A2(h) = R2

[
π − arccos

(h−R
R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (h−R)2, R < h < 2R. (3.17)

Assim, das expressões (3.13) e (3.17), conclúımos que a função área é dada por

A(h) =


R2 arccos

(R− h
R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 ≤ h ≤ R

R2

[
π − arccos

(h−R
R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (h−R)2, R ≤ h ≤ 2R

(3.18)

e o volume do tanque de gasolina é

V (h) = c · A(h), 0 ≤ h ≤ 2R.

3.4 Resolução do problema usando integral de linha

Finalizando a resolução do problema proposto, iremos, agora calcular o volume

de um tanque de base eĺıptica usando integral de linha. Neste caso usaremos a elipse

como no Exemplo (2.7), pois, no plano a menos de translação e rotação estamos tratando

da mesma elipse.

Consideremos a região D, delimitada pelas curvas C1, C2 e C3 (conforme a Figura

3.11), onde C1 é o arco da elipse que liga os pontos (0,−b) e (x0, h), C2 o segmento de

reta que liga os pontos (x0, h) a (0, h) e C3 o segmento de reta que liga os pontos (0, h) a

(0,−b).

Segue das Equações (2.8), que as curvas C1, C2 e C3 têm as seguintes parame-

trizações: 
C1 : γ1(t) = (a cos t, b sen t), −π

2
≤ t ≤ θ0

C2 : γ2(t) = (x0 − t, h) 0 ≤ t ≤ x0

C3 : γ3(t) =
(

0, h− (h+ b)t
)

0 ≤ t ≤ 1.

(3.19)
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Figura 3.11: Região D delimitada pelas curvas C1, C2 e C3.

Iremos, agora, calcular a área de D, que denotaremos por A(D). Note que A(D)

é a metade da área que estamos interessados, pela Equação (2.18) temos que

2A(D) =

�
∂D

xdy − ydx =

�
γ1

xdy − ydx+

�
γ2

xdy − ydx+

�
γ3

xdy − ydx. (3.20)

Calcularemos as três integrais de linhas da equação (3.20). Primeiramente, usando a

primeira expressão de (3.19), obtemos:

�
γ1

xdy − ydx =

� θ0

−π/2

[
a cos(t)(b cos(t))− b sen (t)(−a sen (t))

]
dt

= ab

� θ0

−π/2
1dt (3.21)

= ab
(
θ0 +

π

2

)
.

Em seguida, usando a segunda expressão de (3.19), e lembrando que x0 = a cos θ0 e

h = b senθ0, obtemos:

�
γ2

xdy − ydx =

� x0

0

[
(x0 − t) · 0− h · (−1)

]
dt

= h

� x0

0

dt (3.22)

= hx0

= ab sen θ0 cos θ0.
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Finalizando, usando a terceira expressão de (3.19), temos que

�
γ2

xdy − ydx =

� 1

0

[
0 · (−h− t)− (h− (h+ b)t) · 0

]
dt

= 0. (3.23)

Usando o fato que sen θ0 =
h

b
, temos que

cos θ0 =

√
b2 − h2

b

θ0 = arcsen
(h
b

)
,

e dáı, denotemos A(h) = 2A(D), obtemos a área em função de h dada por

A(h) = ab
[π

2
+ arcsen

(h
b

)]
+
ah
√
b2 − h2

b
, −b ≤ h ≤ b.

Logo conclúımos que o volume é dado pela função

V (h) = cA(h),−b ≤ h ≤ b,

onde h é a medida estabelecida na régua medidora.

Na Figura (3.12), estamos considerando h medindo em metros, a = 3 m, b = 2 m

e c = 6 m e a função volume V (h) em metros cúbicos. Neste caso o volume máximo é

V (2) = 6

[
6
[π

2
+ arcsen

(2

2

)]
+

6
√

42 − 22

2

]
= 36π,

ou seja,

V (2) = 36π m3 ≈ 113097 litros.
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Figura 3.12: Gráfico da função volume

Agora, por exempo, para h = 1 temos

V (1) = 6

[
6
[π

2
+ arcsen

(1

2

)]
+

3
√

42 − 12

2

]
= 36

[π
2

+
π

6

]
+ 9
√

3

= 24π + 9
√

3,

ou seja,

V (1) ≈ 90, 986 m3 = 90986 litros.

Como ilustração destacamos, na Figura (3.13), uma tabela de uma régua medidora usada

em postos de gasolina.
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Figura 3.13: Tabela régua medidora
Fonte: Lúıs (2022)

3.5 Contribuições para o Ensino Médio

Agora buscaremos destacar algumas possibilidades em que nosso trabalho possa

ser abordado no ensino médio, e até na segunda fase do ensino fundamental. Vale ressaltar

que tudo que apresentarmos aqui estará baseado em documento do MEC (Ministério de

Educação e Cultura), como a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e Matriz Bianual

de Habilidades 2020 - 2021 da Secretaria de Educação e Cultura do estado de Goiás.

Sabemos que o PROFMAT é um programa de pós graduação destinado prefe-

rencialmente a professores das escolas de ensino básico (fundamental e médio) e públicas.

Nesse sentido, ao se escolher o tema a ser trabalhado na dissertação, tivemos o cuidado

de escolher um assunto que tivesse algumas possibilidades de aplicação no ensino básico,

como o próprio t́ıtulo diz “A Geometria dos Postos de Gasolina” é um trabalho que está
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dando grande ênfase ao ensino da geometria, assunto esse que por muitos anos, talvez por

décadas foi colocado de lado pelos professores dos ensinos fundamental e médio, como diz

Estela Kaufman Fainguelernt, logo podemos pensar nesse trabalho como um incentivo ao

ensino da Geometria (trigonometria) no ensino base e também como uma forma de Mo-

delagem da Geometria. Dentro do trabalho podemos destacar alguns pontos que podem

ser trabalhados diretamente com os alunos do ensino médio, são eles, tipos de figuras

planas principalmente circunferência e elipse, além dos sólidos também aqui elencados,

que no caso é o uso do cilindro, tanto o circular quanto o eĺıptico, dando mais ênfase

ao cilindro circular reto por estar se tratando de uma aplicação com alunos da educação

básica, trabalhos como esse também são de grande valia em uma eventual sala de aula no

ensino médio, para responder perguntas muito feitas por alunos na fase da adolescência

como: “para que estudar matemática?”, “Onde vou usar isso na minha vida?”. Podemos

observar que tais conteúdos estão presentes na nova grade curricular do ensino médio

como podemos ver no documento que tem uma pequena parte apresentada a seguir:

Objetivo de conhecinto: Áreas de figuras geométricas: cálculo por
decomposição, composição ou aproximação. (GO-EMMAT307A) De-
terminar as medidas de áreas de superf́ıcies planas, utilizando es-
tratégias, conceitos, definições, procedimentos matemáticos e conheci-
mentos geométricos (reconfigurações, aproximação por cortes, método
da dissecção de figuras planas, entre outros) para argumentar e tomar
decisões diante de problemas relacionados a espaço e forma. (SEE-GO,
2021).

Tendo em vista que perguntas como essas são muito recorrentes em sala de aula,

e os professores precisam mostrar situações onde a matemática pode ser aplicada e nesse

caso do uso da Geometria, pois, além de alguns conceitos aqui trabalhados o resultado do

problema que trata de uma função “ arcsen ”, conteúdo que aparece na segunda série do

ensino médio apesar de não serem trabalhadas de forma muito aprofundadas, podem ser

perfeitamente discutidas e devem pelo menos serem apresentadas aos alunos dessa série.

Pois bem, com nossa experiência de professor da educação básica há mais de vinte anos,

podemos dizer que os alunos do ensino médio têm total capacidade de absorverem de

maneira satisfatória conteúdos como esses apresentados aqui, se trabalhados de maneira

correta, como nesse caso podemos trabalhar da seguinte forma:

(i) Apenas discutir com os alunos o conteúdo de geometria euclidiana plana e espa-
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cial existente no trabalho, tais como, circunferência e ćırculo, elementos, compri-

mento, área dentre outros, aprofundar um pouco seus conhecimentos sobre as cônicas

(Elipse), cilindro circular reto, e as várias aplicações que existem acerca desse sólido

geométrico, dando enfoque em seus elementos, superf́ıcies e volume, nesse último

podemos e devemos falar sobre o Prinćıpio de Cavalieri, vale ainda destacar que

todos esses assuntos aqui citados fazem parte do Curŕıculo apresentado pela BNCC

e pelos demais documentos que orientam os professores de matemática do ensino

médio.

(ii) Podemos ainda pensar em trabalhar com os alunos o resultado desta pesquisa, apesar

de ser uma função um pouco mais delicada, nada impede que possamos discuti-la

com os alunos da segunda ou terceira série do ensino médio, e nesse caso podemos

fazer da seguinte forma: A seguir a função resultado do nosso trabalho:

A(h) =


R2 arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)
+ (h−R)

√
R2 − (R− h)2, 0 ≤ h ≤ R

R2

[
π − arcsen

(√
R2 − (R− h)2

R

)]
+ (h−R)

√
R2 − (h−R)2, R ≤ h ≤ 2R

onde A(h) é a área do ćırculo dado em função do raio R e da altura h, e o volume

V (h) é dada pela expressão

V (h) = cA(h), 0 ≤ h ≤ 2R,

sendo h a altura do tanque de combust́ıvel em formato ciĺındrico.

O que desejamos mostrar aqui, é que esse resultado pode ser trabalhado com

os alunos do ensino médio, não pedindo que demonstrem tal resultado nem teorizar tal

resultado, mas sim apresentar o problema resolvido, como apresentado acima, e trabalhar

com os alunos lhes dando o valor do raio R da circunferência e a altura da altura h da

circunferência, cobrando apenas o cálculo dos valores e no máximo pedindo que calculem

a altura do cilindro, que no caso deve ser constante. A aplicação de tais resultados no

ensino médio pode ser claramente justificada quando lançamos mão do mesmo Documento

Curricular para Goiás, que no segundo bimestre da segunda série aparece, como que segue:

� HABILIDADES DA BNCC:

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenôme–

nos periódicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ćıclicos, entre outros)
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e comparar suas representações com as funções seno e cosseno, no plano cartesiano,

com ou sem apoio de aplicativos de álgebra e geometria.

� OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM DO DC-GOEM:

(GO-EMMAT306A) Registrar, em listas, tabelas e outras informações contidas em

situações problemas, mı́dias (internet, livros ou revistas) que envolvem fenômenos

periódicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ćıclicos etc.) identifi-

cando as caracteŕısticas gráficas das funções seno e cosseno (periodicidade, domı́nio,

imagem), para justificar os procedimentos utilizados nas soluções.

(GO-EMMAT306B) Interpretar registros, dados e informações em contextos que en-

volvem fenômenos periódicos reais, comparando suas representações com as funções

seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de álgebra e

geometria para resolver problemas de natureza trigonométrica.

(GO-EMMAT306C) Resolver problemas cotidianos que envolvem fenômenos periódi–

cos reais, utilizando procedimentos matemáticos diversos para construir modelos de

funções senos e cossenos e representá-las no plano cartesiano.

� OBJETOS DE CONHECIMENTO DO DC-GOEM

Trigonometria no triângulo retângulo (principais razões trigonométricas); Trigono-

metria no ciclo trigonométrico Unidades de medidas de ângulos (radianos); Funções

trigonométricas (função seno e função cosseno). Como podemos observar no docu-

mento acima, o estudo das funções trigonométricas é objeto de estudo do segundo

bimestre da segunda série do ensino médio, logo podemos concluir a a aplicação

do resultado da nossa pesquisa vem de encontro como uma aplicação ao conteúdo

a ser trabalhado, justificando assim tudo que foi colocado anteriormente sobre a

possibilidade de aplicação da pesquisa aqui desenvolvida no ensino de matemática

em algumas séries do ensino básico.
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Considerações finais

Levando em consideração todas as pesquisas feitas para a elaboração desse traba-

lho, podemos chegar a algumas conclusões; dentre elas podemos destacar, por exemplo, o

fato de darmos uma relevância a alguns dos maiores matemáticos que contribúıram para

o desenvolvimento da Geometria e do Cálculo Diferencial e Integral, como Euclides (na

Geometria), Newton, Leibniz e Riemann (no Cálculo Diferencial e Integral). Além disso,

a Geometria e o Cálculo contribuem na modelagem de problemas do cotidiano, trazendo

para os alunos uma aplicação da matemática, deixando as aulas mais atrativas para os

discentes do ensino médio, bem como o ensino da Geometria. Ainda, não é apenas uma

aplicação da matemática em problemas reais, mas também se verifica que na matemática

existem várias formas de resolver o mesmo problema. Para construir uma régua medidora

para aferir a quantidade de combust́ıvel que há no tanque, podemos utilizar a geometria

euclidiana, as integrais múltiplas ou as integrais de linha. Nesse trabalho, utilizamos duas

disciplinas de grande importância ministradas no decorrer do curso (Geometria e Cálculo)

e, através do problema apresentado, utilizar os conceitos trabalhados nessas disciplinas

para resolvê-lo.

Ao término desse trabalho, esperamos ter correspondido às expectativas inicial-

mente colocadas sobre o resultado esperado no ińıcio das pesquisas. Esperamos, também,

que esse trabalho possa servir de inspiração para outros estudantes, bem como que esse

trabalho possa ser usado por professores da educação básica para elaboração de suas aulas.

Aproveitamos, como dito na introdução, para agradecer o professor Miguel Camargo pela

inspiração que nos motivou a esta pesquisa, e em uma posśıvel oportunidade futura, es-

peramos poder pesquisar ainda mais a respeito das posśıveis aplicações a partir do estudo

de Geometria, Cálculo Diferencial e Integral ou outras áreas de matemática.
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https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/principio-cavalieri.htm Acesso em: 28

mai. 2022.

Simmons, G. F. (1988). Cálculo com Geometria Anaĺıtica. Ed. Pearson Makron Books,
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