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Resumo

No estudo de matemaética sempre surge a pergunta, para que esse conteido serve? Pen-
sando nisto, temos como objetivo abordar trés maneiras distintas de solucionar o seguinte
problema: como o frentista de um posto de gasolina sabe quantos litros de gasolina tem no
tanque. Iremos mostrar a resolucao de tal problema usando a geometria plana, a integral

definida, e a integral de linha.

Palavras chave: Tanque de gasolina, Geometria Plana, Integral definida, Integral de

Linha.
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Abstract

In the study of mathematics, the question has always arisen, what is this content for?
With this in mind, we aim to approach three different ways to solve the following problem:
how does the gas station attendant know how many liters of gasoline are in the tank. We
will show how to solve such a problem using plane geometry, the definite integral, and

the line integral.

Keywords: Gas tank, Plane Geometry, Definite Integral, Line Integral.
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Introducao

O presente trabalho tem como principal enfoque a construcao de uma régua medi-
dora que serve para medir o nivel de combustivel (ou qualquer outro liquido) armazenado
em um tanque de formato cilindrico sendo esse um cilindro circular reto ou um cilindro
reto de base eliptica, sendo dado uma maior atencao ao cilindro de base circular onde o
mesmo estara na posicao deitado, ou seja, a régua medidora a ser construida deve ser feita
a partir de uma fungao que tera como varidveis a altura do tanque (essa altura vai variar
com o diametro do circulo da base do cilindro e tendo a altura do cilindro constante). A
idéia desse trabalho teve origem ao assistirmos uma palestra ministrada pelo professor Ms.
Miguel Antonio de Camargo, na época professor efetivo do IME (Instituto de Matematica
e Estatistica) da UFG-GO (Universidade Federal de Goids). Sobre um artigo escrito (nao
publicado) relacionado a este tema, em parceria com o professor Dr. Joao Carlos da Ro-
cha Medrado, também professor efetivo do curso de Matemética da UFG-GO, o titulo da
palestra era: “A Geometria do Posto de Combustiveis” (Carmago, 2009), logo ao assistir
essa palestra interessamos pelo tema e observamos que daria pra fazer uma correlagao
com uma aplicagao no ensino médio. Em conversa com meu orientador decidimos fazer
um trabalho a partir desse tema inicialmente discutido pelos professores supracitados. O
trabalho sera dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo, apresentaremos algumas partes histéricas da geometria eu-
clidiana, tendo como objetivo mostrar alguns dos principais nomes que tanto contribuiram
para o desenvolvimento da geometria. Iremos mostrar que a geometria teve seu inicio,
através de alguns pesquisadores, por volta de 2000 a. C. a 1600 a. C. pelos babilonios.
Nesse periodo os babilonios faziam alguns cédlculos de areas, porém de maneira bem ru-
dimentar. Segundo Eves (2011), foi apenas no século V a. C. que o matematico grego
Euclides de Alexandria apresentou uma série de livros chamados “Os Elementos”, e nesses

livros ele trouxe uma organizacao tedrica da geometria onde a mesma vinha sendo orga-



nizada com postulados e teoremas. E em homenagem a Euclides que hoje chamamos essa
area do conhecimento de Geometria Euclidiana, porém temos varios outros matematicos
que tiveram grandes contribuicoes para o desenvolvimento da mesma, como Pitagoras
de Samos e os pitagoricos, dentre varios outros. Falaremos também sobre Cavalieri, um
matematico italiano que viveu no século XVII e dentre algumas contribuicoes para a ma-
tematica apresentou um rico trabalho intitulado como “Os Indivisiveis de Cavalieri” que
trata sobre o calculo de volumes de alguns sélidos geométricos. Ainda nessa primeira
parte falaremos sobre o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral dando mais
énfase a alguns matematicos, como Leibniz e Newton, e sobre uma disputa ou rivalidade
existente entre os mesmos, inclusive segundo alguns autores havendo acusagoes de plagio
do seu trabalho por parte de Newton. Falaremos também um pouco sobre a familia Ber-
noulli e suas contribuicoes para o calculo passando também pela historia e trabalhos de
Weierstrass e Riemann, tendo em vista que esse trabalho muito se embasara em calculos
de integrais, simples e multiplas, onde a definicao que nos serve como alicerce e que hoje
chamamos de integrais de Riemann.

No segundo capitulo, traremos uma parte tedrica que precisaremos para conseguir
atingir o objetivo final do trabalho, que ¢é a construgao da régua medidora do tanque de
combustivel. Nesse tépico daremos prioridade a algumas defini¢oes da geometria eucli-
diana, tais como: os quatro postulados para calcular areas de figuras planas e o célculo
de volume utilizando o Principio de Cavalieri, também vamos definir e conceituar, sem
muito formalismo, as integrais de Riemann, integrais duplas e integrais de linhas com
o objetivo de aplicar no calculo de areas e volumes. Todos esses conceitos serao apre-
sentados de forma breve sem se preocupar muito com a demonstracao dos teoremas a
cerca desses conteudos. Finalizando, no terceiro capitulo vamos finalmente apresentar o
formato e os calculos necessarios para a construcao da régua medidora a ser construida
para medir o nivel de liquido existente em um tanque de formato cilindrico e colocado de
forma “deitado”. Aqui o objetivo é concluir que esse nivel pode ser calculado a partir da

funcao:

R?— (R—h)?

R? arcsen 7 + (h— R)\/R?> — (R — h)?, 0<h<R

R2 — (R — h)?
R? |m — arcsen }(% ) +(h—R)\/R2— (R—h)2, R<h<2R,

A(h) =




onde A(h) é a area do circulo dado em fungao do raio R e da altura h, e o volume V' (h) é,

V(h) = cA(h),0 < h < 2R,

sendo ¢ o comprimento lateral do tanque e h a altura do tanque de combustivel em formato
cilindrico.

E ainda nesse capitulo, apresentaremos uma tltima se¢ao com o intuito de mostrar
que os resultados apresentados nesse trabalho podem ser trabalhados também no ensino
médio, através da utilizacao de geometria que é uma das partes mais importantes da
matematica. Observamos também que a funcao apresentada como resultado final do
trabalho é uma funcgao trigonométrica, contetido trabalhado na segunda série do ensino
médio, de acordo com os novos rumos dados pelo MEC através da BNCC. Esperamos
assim que o presente trabalho seja de interesse de professores do ensino béasico e que sirva

como fonte de pesquisa e inspiragao para aplicacao da geometria no dia a dia das pessoas.



Capitulo 1

Breve relato historico

Neste capitulo iremos elencar um pouco da histéria, tanto da Geometria quanto
do Calculo Diferencial e Integral, e a maioria dos relatos deste capitulo sao baseadas em

Eves (2011).

1.1 Geometria

Nao se sabe ao certo a origem temporal da geometria, mas alguns autores afirmam
que os babilonios do periodo 2000 a. C. a 1600 a. C. ja eram familiarizados com as regras
gerais do calculo da area do retangulo, da area do triangulo retangulo assim como do
triangulo isdsceles, bem como de algumas outras operacoes com base em céalculos de areas
e também calculos de alguns volumes. No entanto, esses calculos eram feitos de forma
apenas ‘mecanica”, ou seja, nao havia até entao uma preocupacao formal com essas
operacoes, apenas para suprir suas necessidades. Essa formalidade apareceu apenas por
volta do século V a. C. com o matematico grego Euclides de Alexandria, apesar de alguns
autores como Eves (2011) afirmarem que muito pouco se sabe sobre sua vida. Por exemplo,
nao se sabe onde e nem quando ele teria nascido, porém sabe-se o que ele produziu, e que
foi professor da Escola de Matematica de Alexandria. Porém, seu principal legado para
a matematica - de forma mais precisa, a gemoetria - foi o desenvolvimento de sua grande

obra prima, Os Elementos,

. nenhum trabalho exceto a biblia, foi tao largamente usado ou estu-
dado e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia maior pro pensamento
cientifico. (Eves, 2011).



Nessa pequena citagao da obra de Eves (2011), podemos ter a real importancia de
Euclides para o desenvolvimento e principalmente para a estruturacao formal e cientifica
da geometria como conhecemos nos dias atuais, disciplina essa, na visao do autor deste
trabalho, é a mais bela dentre todas as maravilhas criadas pelo homem.

O célculo de drea de figuras planas, datada de antes do calendario cristao, porém
como afirmam varios pesquisadores no inicio (em torno de seis a sete séculos antes de
Cristo), a drea de uma regiao plana era calculada somente com o intuito de calcular pe-
quenos “pedagos” de terra. Na verdade, segundo Eves (2011), era usado para determinar
uma porcao de terra a ser cultivada por cada pessoa que tinha direito aquela terra no
Egito antigo, assim como em outras regioes. Algo interessante apresentado no livro de
Eves (2011) é: os pitagéricos tinham interesse pelos problemas de transformar drea em
figura retilinea noutra figura retilinea, e é sabido que a solucao desses problemas esta em

um dos livros Os Elementos:

. a construcao de um quadrado de drea igual a de um poligono pode
ser encontrada nas Proposicoes 14 do livro II dos Elementos de Euclides.
(Eves, 2011).

Ainda em Eves (2011), podemos observar que o célculo da drea de figuras planas
passou a se dar de forma tedrica, apenas apods a formalizacao da geometria por Euclides.
A ideia de volume nos remete a pensar no quanto de espaco um sélido geométrico
qualquer ocupa em determinado ambiente. Nesse trabalho, daremos énfase ao calculo do

volume de solidos geométricos:

...0 volume de um sdélido é um numero real positivo associado a ele tal
que: 1) Sélidos congruentes tém volumes iguais; 2) Se um sélido S é a
reuniao de dois sélidos S1 e S2 que nao tém pontos interiores comuns,
entdo o volume de S é soma dos volumes de S1 com S2. (Dolce e Pompeo,
2005).

Segundo alguns autores que estudam a histéria da matematica, citam que alguns
séculos a. C. ja se sabia da teoria do célculo de volumes dos sélidos geométricos (sélidos
regulares, dentre outros). Mas foi no século XVII, que o conceito do calculo de volumes foi

definido da forma que conhecemos nos dias atuais; esses conceitos foram determinados por



um matematico italiano chamado Bonaventura Cavalieri. Cavalieri nasceu em Milao, na
Italia, no ano de 1598, foi discipulo de Galileu, tendo estudado astronomia, trigonometria
esférica e logaritmos. Também foi professor de matematica na Universidade de Bolonha
de 1629 até 1647, ano em que faleceu. Cavalieri deixou grandes contribuigoes para a
matematica, a maior delas é o tratado “Geometria Indivisibililus”. Publicado em 1935,
este trabalho consiste em apresentar seu método dos indivisiveis baseado em trabalhos
de Demécrito (410 a. C.) e Arquimedes (287 - 212 a. C.), mas na verdade sua principal
motivagao se encontra nas tentativas de Kepler de calcular dreas e volumes. Esse método

é conhecido por nés como “O método dos indivisiveis de Cavalieri”.

1.2 Calculo Diferencial e Integral

Falar do Céalculo Diferencial e Integral nao é uma tarefa simples por alguns mo-
tivos, tais como, sua complexidade, pela grande quantidade de assuntos que podem ser
abordados por essa teoria dentre outros. Aqui, nesse momento, nos limitaremos apenas
em ressaltar alguns dos principais nomes que contribuiram para o desenvolvimento do
Célculo dentro da matematica e alguns de seus principais feitos. Nesse sentido, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) e Isaac Newton (1643 - 1727) se destacam como dois dos
principais nomes a serem aqui abordados. Ao falar a respeito desses dois grandes ma-
tematicos, nao podemos deixar de ressaltar uma disputa entre eles. Segundo Eves (2011),
Leibniz foi o primeiro matematico a usar o S um pouco mais alongado para notacao de
uma integral, simbolo utilizado até os dias atuais, dentre outras enormes contribuigoes
para o calculo, como a derivada n-ésima de uma funcao. Além de matematico, Leibniz se
fez conhecido como um grande filésofo e metafisico de sua época. Vale sempre ressaltar
que os trabalhos de Leibniz voltados ao Célculo Diferencial e ao Célculo Integral, foram
desenvolvidos de forma paralela, porém de forma independente de Newton, que por sua
vez nao se faz menos importante para o desenvolvimento do Calculo, deixando enormes

contribuicoes em varias areas do conhecimento:

...Nao demorou para que Newton criasse sua prépria matemaética, pri-
meiro descobrindo o teorema do bindémio generalizado, depois inven-
tando o método dos fluxos, como ele chamava o atual calculo diferen-
cial... (Eves, 2011).



Como podemos ver, Newton é considerado, ao lado de Leibniz e de maneira
independente, o criador do Calculo Diferencial e Integral, mas devemos sempre ressaltar
outros grandes matematicos que através dos anos deixaram enormes contribuicoes para o
desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, como por exemplo a familia Bernoulli,
L’Hospital, Lagrange, D’Alembert, Cauchy, Weierstrass e Riemann.

Segundo Eves (2011), as principais contribuigoes dentro da matematica no século
XVIII foram feitas por membros da familia Bernoulli e ainda podemos afirmar que tudo
comegou no final do século XVII com os dois irmaos Jacob Bernoulli (1654 - 1705) e
Johan Bernoulli (1667 - 1748). Jacob foi professor na Universidade da Basileia e Johan
lecionou na Universidade de Groningen. Apds a morte do irmao, transferiu-se para a
Universidade da Basileia. Os dois tiveram grandes contribui¢oes como a Distribuicao de
Bernoulli, o Teorema de Bernoulli, os Niimeros de Bernoulli, os Polinomios de Bernoulli
dentre outros, tendo também trabalhos voltados para outras dreas como a Teoria dos
Numeros, Equagoes Diferencias e Calculo de Probabilidades por exemplo. Além dos dois
irmaos, ainda aparecem nomes como Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-1782), Johan II
(1710-1790). Fora os nomes aqui citados, ainda podemos encontrar varios outros nomes
da familia Bernoulli com alguma contribuicao para o avanco do Calculo Diferencial e
Integral, bem como o avanco da matematica de modo geral.

O matematico alemao Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, nascido em Osten-
feldeem 1815, tem sua historia dentro do campo da matematica como um caso curioso,
pois ele somente iniciou seus estudos aos quarenta anos de idade, quando entrou para a
Universidade de Berlim como instrutor. Apenas oito anos depois foi elevado ao posto de
professor titular dedicando—se de maneira integral ao estudo de matematica avangada. No
inicio, Weierstrass escreveu alguns artigos sobre integrais hiperelipticas, fun¢oes abelianas
e equacoes diferenciais algébricas. Alguns autores dizem que sua principal contribuicao
para o Célculo é o Teorema dos Extremos ou simplesmente Teorema de Weierstrass. O
também alemao George Friedrich Bernhard Riemann, nascido em uma aldeia de Hanover
em 1826, era filho de um pastor luterano, teve sua formagao na Universidade de Berlim
e posteriormente na de Gottingen, onde obteve seu titulo de doutorado com uma bri-
lhante tese em teoria das fungoes complexas, expondo as equagoes diferenciais de Cauchy-
Riemann (vale aqui ressaltar que apesar de levar seu nome, essas equagoes ja eram conhe-

cidas antes da publicacdo em sua tese). Essas equagoes garantem a analiticidade de uma



funcao de uma variavel complexa, bem como o conceito de “superficie de Riemann”, que
introduziram consideracoes topoldgicas na andlise. Riemann teve importante influéncia
para a teorizacao do Caélculo Integral, que chamamos de Integral de Riemann, conceito
que utilizaremos na parte tedrica do nosso trabalho. Calculo Integral torna Riemann um
dos matematicos com maior importancia no campo do Célculo Diferencial e Integral.
Vale muito a pena ressaltar que os matematicos citados, nesta secao, foram de
suma importancia para o desenvolvimento do Célculo, e que aqui nao aprofundaremos
sobre suas obras por nao ser o principal intuito do nosso trabalho, ja que para falar o
que cada um desses génios fizeram no decorrer de suas vidas, demandaria no minimo um

livro, por tao grande (em extensao e importancia) que sao suas obras.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Geometria

2.1.1 Identidades trigonométricas

Nesta secao, fazermos um breve estudo de trigonometria que sera de utilizado em
parte de nosso trabalho. A maioria do resultados desta secao podem ser encontrados, por
exemplo, em Carmo et al. (1992).

Primeiramente, faremos uma motivacao para tal contetido. Conforme ilustra a
Figura (2.1), denotaremos por 6 a medida do angulo AOB , com 0° < 6 < 90°, e tracemos
pontos Ai, Ay, As, ... na semirreta OA, e pontos By, Bs, B3,... na semirreta OB, de
modo que os segmentos A;Bi, Ay By, A3Bs, ... sejam perpendiculares a semirreta OB.
Entao, pelo Teorema de Tales, observemos que os triangulos OA; B, OA;By, OA3Bs, . ..

sao semelhantes, destas informacoes temos o seguinte:

AlBl B AQBQ o A3B3 -
OA,  0A,  OA;
OBl . OB2 . OBg .
OA,  0A,  OA;
AlBl B AQBQ o ASB3 -
OB, OB, OBy 7



Ay

Ay
Aq
oo Ll [
B Bs By B

Figura 2.1: Triangulos que motivam trigonometria

Usando a motivagao acima, definimos o seguinte:

Definicao 2.1. Seja AOB um triangulo retangulo em B, e denotaremos por 6 a medida
do angulo AOB, com 0° < 0 < 90°, entdo definimos, respectivamente, o seno, cosseno e

a tangente do angulo 0 por

AB

, cosf =
OB

senf =

=5
SIS

Se usarmos as notagoes da Definigao (2.1), o lado AB do triangulo retangulo
ABO que é oposto ao angulo # é chamado de cateto oposto, ja outro cateto do triangulo
retangulo ABC, sendo o lado OB, é chamado de cateto adjacente.

Como consequéncia da Definigao (2.1), segue os seguintes resultados, que também
podem ser verificados para angulos 6 diferentes dos citados na Proposigao (2.1), veja por

exemplo em Carmo et al. (1992) ou Muniz Neto (2013).

Proposigao 2.1. Seja ABC um triangulo retangulo em A e denotaremos por 6 a medida

do angulo ABC, com 0° < 6 < 90°, entio

sen? + cos® 0 = 1 (2.1)
e
senf
tgf = ) 2.2
& cos 0 (2:2)

A demonstragao de tal resultado é uma aplicacao direta da Defini¢ao (2.1), e para
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maiores detalhes, veja por exemplo Carmo et al. (1992). A Equagao (2.1) é conhecida na
literatura, como sendo, relagao fundamental da trigonometria.

Iremos agora fazer uma simples ilustracao da Defini¢ao (2.1).
Exemplo 2.1. Vamos verificar que

1
sen 30° = 3 cos 30° = \/75, tg 30° = \/75

Para tal fato, seja ABC um triangulo equildtero cuja a medida do lado é 1.
Considere AD a bissetriz do angulo BAC (conforme a Figura 2.2). Pelo fato do triangulo
ser equildtero, AD também é mediana e altura relativa ao lado BC', entdo AD = 1/2 ¢

ADC = 30°, conforme ilustra a Figura (2.2).

Figura 2.2: Triangulo equilatero de lado 1

Pela Definigao (2.1), temos que:

sen 30° =

1
5

sk
QH Q‘

Agora, pela relacao fundamental da trigonometria (Equag:éo (2.1)), temos que

cos?30° = 1 — sen?30°
2
-0
2
B 3
= 7

10 resultado citado pode ser encontrado em Muniz Neto (2013)
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Lembremos que, como seno, cosseno e tangente de angulos em triangulos retangulos sao

dados pelas medidas de seus lados segue, que

cos 30° =

%

Agora, pela Equagao (2.2), temos que

2

tg 30°
g 7372

| S &l -

2.1.2 Areas de figuras planas

Nesta secao, daremos foco para areas de algumas figuras planas que nos auxi-
liarao em alguns resultados futuros. Apresentaremos aqui apenas o necessario para nosso
obejtivo, mas o leitor que tenha maior interesse no assunto veja, por exemplo, Muniz Neto

(2013) ou Dolce e Pompeo (2013).

...a area de uma regiao no plano é um nimero positivo que associamos a
mesma e que serve para quantificar o espago por ela ocupado ... (Muniz
Neto, 2013).

Para comecar, iremos enunciar os quatro postulados que ajudarao a estabelecer
as expressoes para o calculo de areas de figuras planas, e neste caso, nos baseamos em

Muniz Neto (2013).

1. Poligonos congruentes tém areas iguais, em simbolos, denotando A e B tais poligonos,
entao

A =B se, e somente se, area de A = area de B.

2. Se um poligono convexo é particionado em um numero finito de outros poligonos
convexos (i. e., se 0 poligono é a uniao de um nimero finito de outros poligonos con-
vexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta),

entao a area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores, ou seja,

12



se existem n poligonos convexos Aq, Ao, ..., A,, cuja a intersecao entre eles é um

vértice ou uma arestas, e a uniao é um poligono A, entao

area de A = area de A; + dreade Ay + ...+ areade A,;

3. Se um poligono contém outro em seu interior denotados, respectivamente, por A e
B (B C A) entao a drea do poligono B é menor que a area do poligono A. Em
stmbolos:

B C A se, e somente se, area de B < drea de A,

4. A area de um quadrado de lado 1 ¢m é 1 em?.

Os proximos resultados sao tradicionais da geometria euclidiana plana, e iremos enunciar

sem prova. Para maiores detalhes ver Muniz Neto (2013) ou Dolce e Pompeo (2013).
Proposicao 2.2. Como consequéncia dos postulados acima, temos

(a) Um quadrado de lado cuja medida seja 1, tem drea I>.

(b) Um retangulo de lados cujas medidas sejam a e b tem drea ab.

(c) A drea de um paralelogramo cujas medidas da base e da altura sdo, respectivamente,

a eh, éah.

(d) Seja ABC um triangulo de lados AB = ¢, AC =b e BC = a, tendo alturas hg, hy

e h., respectivamente relativas ao lados a,b e c. Entao

ah, bhy ch,
i ABC = = — = )
drea de C 5 5 5

E comum usar, na linguagem popular, as seguintes nomenclaturas: area do qua-
drado ¢ lado ao quadrado, area do retangulo e do paralelogramo é base vezes altura, e
area do triangulo é base vezes altura sobre dois.

A maiorias do livros didaticos dao uma demonstracao um pouco avancada para
o calculo da area de um circulo, usando a idéia de aproximagoes das areas dos poligonos
inscritos ao circulo, e como nos demais casos iremos apenas ilustrar este resultado e

também a area do setor circular.
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Proposicao 2.3. A drea de uma circulo de raio R €
TR%.

Agora para setor circular, temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.4. Dado um setor circular temos que:
(i) Se o setor circular for de raio R e angulo o radianos, entdo

] . aR?
area do setor circular = T;

(ii) Se o setor circular for de raio R e angulo o graus, entdo

) . TR
drea do setor circular = ;
360

(iii) Se o setor circular for em fun¢ao do raio R e do comprimento | do arco, entao

, . IR
drea do setor circular = >

Figura 2.3: Area do setor circular de raio R

Daremos agora, um simples exemplo que envolve conceitos de drea de uma figura

plana.
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Exemplo 2.2. Vamos calcular a drea sombreada dada na Figura (2.4), sabendo que o

quadrado dado tem 8 m de lado e que o circulo esta inscrito no quadrado.

Figura 2.4: Circulo inscrito no quadrado de lado 8 m

Primeiramente, observemos que o raio do circulo é a metade do lado do quadrado,
pois, o quadrado tangéencia o circulo. Entao se tomarmos o quadrado de lado 4 m,
conforme a Figura (2.5), e representarmos por Ag a area do quadrado OABC, A, area

do setor circular AOC' e A a édrea procurada, vemos que

A=Ay — A,

S
s

Figura 2.5: Area da figura procurada

- . , o m
Observemos entao, que como o setor circular é formado por um angulo de 5
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radianos, da Proposi¢do (2.4), temos que

. 42
A:42—7T/ZT:4(4—7T) m2.

2.1.3 Principio de Cavalieri

Nos dias de hoje o Principio de Cavalieri é conhecido como um postulado, que
¢ usado para calcular volume de sélidos geométricos, mais especificamente usado para
calcular volume de prismas, pois, por meios dele podemos determinar o volume de qualquer
prisma utilizando o volume de um prisma ja conhecido, desde que o segundo prisma tenha
a mesma altura e que suas areas da base sejam congruentes. Uma das principais ideias que
Cavalieri teve é a seguinte: alterando o formato de um sélido geométrico sem modificar
sua massa, seu volume permanecerd inalterado. Veremos a seguir o que acontece com dois
prismas de mesmo volume, quando sao deformados. Primeiramente vamos considerar dois

prismas de mesmo volume.

CHE .
LT LT PRSP EPps A
b

Figura 2.6: Prismas de mesmo volume
Fonte: Silva (2022)

Note que os dois prismas na Figura (2.6) tém suas bases pertencentes ao mesmo
plano « e que ainda eles possuem suas bases congruentes, ou seja, a base de ambos
os prismas tém a mesma area, ou que suas areas dé suas bases sao equivalentes. Note,

também, que construimos um plano S interceptando os dois prismas e que a figura formada
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pela interseccao deste plano com os prisma sao semelhantes as figuras das bases desses
prismas. O Principio de Cavalieri consiste em observar que se deformarmos um desses

prismas sem alterar sua base e sua altura o seu volume sera o mesmo.

Jm -

(¥ &

Figura 2.7: Deformacao de um prisma a outro
Fonte: Silva (2022)

Note que, como citado acima, o prisma da esquerda foi “empurrado para a direita
de forma que a altura fique intacta”, conforme ilustra a Figura (2.7). Note que o sélido
sofreu uma deformacao mas que nao houve altera¢oes em sua base nem alterou sua altura.
A base do prisma da direita continua congruente a base do prisma da esquerda e podemos
observar ainda que a figura determinada pela interseccao do plano $ com o prisma da
direita continua semelhante a figura do prisma da esquerda. Dessa forma, Cavalieri propos
que indiferente da altura desse corte (plano ), nao alterando a altura do prisma da direita
(obliquo) o volume dos dois prismas continua igual. Dai podemos concluir que o volume

de um prisma reto ou obliquo é:

V = A, h,

onde denotamos V, Ay, h, respectivamente, por volume, area da base e altura.
Formalizacao: Dados dois sélidos geométricos A e B de mesma altura e areas

das bases, que, por sua vez, estdao contidas no mesmo plano «. Os sélidos A e B tém o

mesmo volume se qualquer plano [, paralelo a «, determinar duas secgoes transversais

com &reas iguais. Dessa maneira, o Principio de Cavalieri pode ser usado também para
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solidos completamente diferentes, mas que possuem mesma altura, bases com areas iguais
e que qualquer corte realizado nos dois por um mesmo plano resulte em figuras com areas

iguais. Observe a Figura (2.8) abaixo:

3

R

Figura 2.8: Figuras distintas com mesmo volume
Fonte: Silva (2022)

Notemos que, na Figura (2.8), os prismas possuem bases como sendo figuras di-
ferentes, mas se a area de qualquer segao transversal feita no primeiro for igual a sua
respectiva secao no segundo e, além disso, suas alturas forem iguais, entao os seus vo-
lumes também serao. Esses solidos nao precisam ser prismas. Pode ser qualquer sélido
geométrico com faces retas ou circulares.

Os proximos resultados sao tradicionalmente conhecidos da geometria euclidiana
espacial, e iremos enunciar sem prova, e admitindo que ja conhecemos o volume de um
prisma de base qualquer. Para maiores detalhes ver Muniz Neto (2013) ou Dolce e Pompeo

(2005).
Proposicao 2.5. Usando os dados expostos acima, temos os sequintes resultados.

(a) O volume de um cilindro soélido C' de raio da base medindo R e altura medindo h, é

Ve = mR%h;
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(b) O volume de um cone solido de raio da base medindo R e a altura medindo h, é

TR?h
Veone = .

3

Agora iremos apresentar uma demonstracao do volume da esfera, usando o Principio

de Cavalieri.

Proposicao 2.6. O volume de uma esfera de raio R é

%7‘(32.
Demonstragao. Seja C' um cilindro sélido de altura 2R e com os dois raios das bases
medindo R. Considere dois cone sélidos inscritos no cilindro C, ambos com altura R e
suas bases sendo as bases do cilindro (conforme a Figura (2.9)), neste caso, o vértice dos
cones coincide com o centro do quadrado, formado pela intersecao de um plano S com
o cilindro passando pelo centro da base do cilindro. Denotemos por S o sélido formado

pela parte do cilindro, exterior & unido dos cones.

i
1 Y o

/- A

/ ("

Figura 2.9: Volume da esfera
Fonte: Muniz Neto (2013)

Denotemos por « o plano tangente a esfera B de centro O e raio R, contendo uma
das bases do cilindro ', onde B e C' estao situados no mesmo semiespago em relagao a a.
Seja o/ um plano paralelo a «, situado no mesmo semiespaco onde se encontram B e C.

Denotemos por d a distancia entre O e o/ (conforme a Figura (2.9)), com d < R. Temos

2Tal regifio é conhecida na literatura como uma anticlepsidra.
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também que, o/ intersecta B se , e somente se, o’ intersecta S. Sendo assim, o’ secciona

S segundo uma coroa circular® de raios d e R, enquanto secciona B disco de centro A e

raio AB = vV R?2 — d? (conforme a Figura (2.9)). Temos entdo, que a 4rea do circulo de

raio d é wd? e a drea da coroa circular é
TR? — n(VR?2 — d?)* = nd?,

ou seja, as duas areas coincidem. Logo, a area de tais secoes sao sempre iguais, e pelo
principio de Cavalieri S e B possuem o mesmo volume. Como foi definido acima, o volume
S é a diferenca entre os volumes do cilindro C' e os dois cones, e lembrando que o cilindro

possui altura 2R e raio da base R e cada cone tem altura R e raio R, obtemos:

2.2 Calculo Integral de uma variavel

Neste topico, falaremos sobre algumas defini¢oes e teoremas do calculo diferen-
cial, nao enfatizando aqui sobre os demais assuntos do céalculo, tais como, o estudo das
derivadas por exemplo, logo partiremos do principio que o leitor ja tenha conhecimento
sobre contetidos como limites, continuidade e derivagoes. A maioria dos resultados desta
seqao, sao baseados em Avila (2011) e Guidorizzi (2008).

E comum na maioria dos livros de introducao ao calculo os autores iniciarem o
estudo de integral como sendo a primitiva de uma outra funcao, por exemplo, segundo

Avila (2011), temos o seguinte:

Definigao 2.2 (Primitiva). Dizemos que uma fun¢do F € primitiva de uma outra fungdo

3Coroa circular é a regido compreendida entre dois circulos concéntricos.
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f se, f for a derivada de F, ou seja:

onde denotamos F' sendo a derivada de F.
Destaquemos, agora, um exemplo da Defini¢ao (2.2).
Exemplo 2.3. Segue da Definigao (2.2) que:
(i) Se f(z) = 3z*, entdo uma primitiva para esta funcio seré a fungio F(z) = z°;
(ii) Se f(x) = cosz, entdo uma primitiva para esta funcdo serd a fungao F(x) = senz;

(iii) Se f(x) = €®, entdo uma primitiva para esta funcao sera a fungao F'(z) = €”.

Em seguida, temos como objetivo fazer a relacao entre drea de figura e integral

de Riemann. Para isto, comecaremos com a definicao, cujo o enunciado é baseada em

Guidorizzi (2008):

Defini¢ao 2.3 (Particao). Uma particio P de um intervalo [a,b] € um conjunto finito
P =A{xo,21,29,...,2,} onde a=xy<x1 <3< ...<T0 =0
A amplitude do intervalo [x;_1,x;],i =1,2,...,n serd indicada por
Ar; = x; — 1.

Vale ressaltar que na Definigdo (2.3), os numeros Axy, Aza, ..., Az, nao sao
necessariamente iguais, neste caso, o maior deles denomina-se amplitude da particao P e

indiquemos por max Ax;. Iremos denotar uma parti¢gao P de um intervalo [a, b] por

Pa=ry<ri<z9<...<2,=0

Figura 2.10: Particao do intervalo |a, b]
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Definigao 2.4 (Soma de Riemann). Sejam f uma fun¢do definida num intervalo [a,b],
eP:a=xy<m <29 < ... <2y = b, uma particao de |a,b]. Para cada indice

i (i=1,2,...,n), seja ¢; € [x;_1,x;] escolhido arbitrariamente. O nimero
> fle) Az = fle) Ay + fle2)Azy + ...+ f(en) A,
i=1

denomina-se soma de Riemann de f relativa a particao P e aos numeros c;.

Figura 2.11: Escolha dos ¢s na parti¢ao

Observagao 1. Temos a seguinte interpretacao da Defini¢ao (2.4):

(i) Se f(c¢;) > 0, temos entao que o nimero f(c;)Ax; representa a area do retangulo R;

delimitado pelas retas x = x; 1,z = x;,y =0 e y = f(¢;);

(ii) Se f(c;) <0, a drea do retangulo R;, citado acima, serd — f(c¢;)Az;.

f(ei)

(a) f(ci)Ax;= drea de R; (b) drea de R;= —f(c;)Ax;

Figura 2.12: Interpretacio geométrica de f(c;)Aw;
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(iii) Das duas observagoes anteriores, podemos entao interpretar a soma de Riemann
n
E f (Ci)A:Uh
i=1

como a diferenca entre a soma das areas dos retangulos R; que estao acima do eixo x e a

soma das areas dos que estao abaixo do eixo .

Em seguida, usaremos a Definigao (2.4) como ferramenta para definir integral de

Riemann.

Definigao 2.5 (Integral de Riemann). Sejam f uma funcao definida em um intervalo

[a,b] e L um nimero real. Dizemos que a soma de Riemann E f(c)Ax; tende a L,
i=1
quando max Ax; tende a 0, e escrevemos

n

lim Zf(cZ)sz =L,

max Az;—0 4
i=1

se, para todo € > 0 dado, existir um § > 0 que so depende de €, mas nao da escolha dos

¢, tal que

<€

=1

para toda particio P de [a,b], com max Ax; < §. Tal nimero “L” quando existe € unico,

e denominamos integral (seqgundo Riemann) de f em [a,b] e usamos a sequinte notagdo:

b n
/a f(x)dx = mathI%%O z_; f(ei)Ax;.

Observagao 2. Em relagao a Defini¢ao (2.5), temos o seguinte;

b
(i) Quando / f(z)dzr existe, dizemos que f é integravel em [a,b] e também nos refe-

rimos a tal valor como integral definida de f em [a, b].

(ii) Como consequéncia da Defini¢ao (2.5), temos que
a a b
/ flz)dx =0 e / f(z)dx = —/ f(z)dx (a <b).
a b a

Em seguida, colocaremos algumas propriedades de integral definida sem fazermos

demonstragoes, e caso leitor tenha interesse veja por exemplo Muniz Neto (2015).

23



Proposicao 2.7 (Propriedades da Integral). Sejam f e g integrdveis num intervalo [a,b],

e k uma constante. Entao:

(A) [+ g € integrdvel em |a,b] e

b

[ [+ ol = [ s+ [ gty

(B) kf € integravel em [a,b] e

/ kf(x)de =k [ f(x)dx;

a

(C) Se f(x) >0 em [a,b], entdo .
/ f(z)dx > 0;

(D) Sece€ (a,b) e f € integrdvel em [a,c] e [c,b], entao

/abf(x)dx = /acf(:c)d:v + /ab f(x)dx.

Na literatura, muitas vezes o Teorema Fundamental do Calculo é encontrado em

duas versoes, para nosso objetivo iremos enunciar aqui o chamado
Teorema 2.1 (1° Teorema Fundamental do Célculo). Se f for integrdvel em [a,b] e se

F for uma primitiva de f em [a,b], entao

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a). (2.3)

O Teorema (2.1) diz que se uma funcao f for integravel em [a,b], entdo para
encontrar o resultado, basta aplicar uma primitiva no ponto final menos a mesma primitiva

no ponto inicial.

Exemplo 2.4. Usando o Teorema Fundamental do Célculo, resolveremos a integral dada

2
/ r2dx.
1

Lembremos do calculo (ver por exemplo Avila (2011)), que uma primitiva para a
3

por,

T
funcdo f(z) = x* é a funcio F(z) = 3 temos também que f é continua em [1,2], entao
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f é integravel* em [1,2], e da Equacio (2.3) temos que:

2 3
/ mgdxzx—
1 3,

2

7
2
dz = ~.
/1$333

Dando sequéncia, consideremos f uma funcdo continua em |[a,b], com f > 0 em

2

ou seja,

[a,b]. Estamos interessados, agora, em definir a drea da regiao delitimitada pelas retas

r=a,xr =0b,y =0 e pelo grafico de y = f(z), conforme ilustra a Figura (2.13).

/” N\
N/

X

a b

Figura 2.13: Area do conjunto A

Consideremos, entao, P:a = xy < 11 < 13 < ... < x, = b uma partigao de [a, b],
e sejam ¢;,d; € [r;_q, x;], tais que f(¢;), f(d;) sejam, respectivamente, os valores minimo

e maximo de f no intervalo [z;_1,z;],i = 1,2,...,n. Obsevermos que a soma de Riemann
n

Z f(c;))Az; é uma aproximagao por falta da area A, conforme a Figura (2.14), e a soma
i=1

*Veja por exemplo Muniz Neto (2015).

25



n
de Riemann E f(d;)Az; é uma aproximagao da mesma drea, isto é
i=1

n n
Zf(ci)Ami <drea A< Zf(d,)Ax, (2.4)
i=1 i=1
Pelo fato de f ser continua em [a,b] temos que f é integrdavel, neste caso, as somas de
b
Riemann acima tendem para / f(z)dz, quando max Az; tende a zero, entao é natural
a

definirmos o seguinte:

(a) Soma de Riemann por falta (b) Soma de Riemann por excesso

Figura 2.14: Interpretacao geométrica de somas inferior e superior

Definigao 2.6. Seja f uma funcgdo continua e positiva num intervalo |a,b|, entdo defini-

mos a drea de A por

drea A:/ f(z)dx. (2.5)

[lustremos mais uma interpretagdo geométrica na Figura (2.15).
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v

v

(a) (b)
Figura 2.15: Integral definida

Na literatura, conta-se, que o simbolo / 7 é uma letra s alongada e as letras a
e b, colocadas nas extremidades da letra s, sao os limites inferior e superior da integral.
Essa interpretacao como soma de uma infinidade de pequenas areas pode ser formalizada
dividindo o intervalo [a, b] em um certo nimero n de subintervalos de comprimentos iguais
b—a

a Axr = .
n

Observagao 3. Como consequéncia da Definigao (2.6), temos que das propriedades de

integral, temos

(i) Seja f ¢ uma fungao integravel em um intervalo [a,b], com f(z) < 0 para todo

x € [a,b]. Considere A o subconjunto de R* dado por
A={(z,y) eR*/ a<x<b f(z)<y<0}, (2.6)

entao,

b
drea de A = —/ f(z)dz;

(ii) Se f e g sdo fungoes integraveis em um intervalo [a, b], com g(x) < f(z) para todo

x € [a,b]. Considere A o subconjunto de R? dado por

A={(z,y) eR* a<z<b glx)<y<fl2)}

entao,

drea de A = /ab (f(x) - g(x))dx. (2.7)
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2.3 Integral de linha

2.3.1 Curvas parametrizadas

Neste subsecao, iremos definir alguns conceitos basicos de curvas, na forma pa-
ramétrica, somente em R? de modo que supra nossos objetivos. Tais resultados sao

baseados em Guidorizzi (2001) e Alencar e Santos (2002).

Definicao 2.7. Uma func¢ao vetorial ou curva parametrizada no plano, € uma funcdao vy de
um intervalo ndo degenerado I contido em R cuja imagem encontra-se em R?, denotada
por

v:1CR - R

Mais ainda,

1) = (2(t), (1)) tel
Tal fungdo é uma correspondéncia que, para cada t € I, associa o vetor v(t) € R

Iremos, em seguida ilustrar exemplos que serao utilizados em alguns resultados

futuros.

Exemplo 2.5 (Segmento de Reta). Sejam A = (zo,y0) € B = (x1,v1), entdo uma para-
metrizacao do segmento AB orientado de A para B, isto é, inicia em A e termina em B
€

v(t) = (1 —=t)A+tB = (xo,%) + t(xr1 — 2o, y1 — %), 0<t <1, (2.8)
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B

(z1,91)

A = (g, yo)

|

Figura 2.16: Segmento AB

O préximo exemplo serd ilustrado apenas como motivagao ao exemplo que vira

em seguida.
Exemplo 2.6 (Circulo). Iremos escrever a equagao paramétrica de um circulo qualquer:

(a) O circulo de centro na origem de um sistema de coordenadas O = (0,0) e raio R,
satisfaz a seguinte equacao®

$2+y2:R2,

e uma equacao paramétrica para este circulo é

v(t) = (Rcost, Rsent), 0<t<2m. (2.9)

SPara ver mais bem detalhado a equacio de circulo, consulte por exemplo Reis e Silva (1997) ou
Delgado et al. (2013).
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Figura 2.17: Circulo de centro na origem e raio R.

(b) O circulo de centro num ponto A = (xg, o) e raio R, satisfaz a seguinte equagao
(x = 20)” + (y — w0)* = R,
e uma equacao paramétrica para este circulo é

v(t) = (xg + Rcost,yo + Rsent), 0<t<2m. (2.10)

No Exemplo (2.6), a parametrizagao (2.9), é uma parametrizagdo que esta orien-
tada no sentido anti-horario, iniciando no ponto (R, 0), e a parametrizacao (2.10) também

estd orientada no sentido anti-horario, mas iniciando no ponto (xo + R, yo).

Exemplo 2.7 (Elipse). Iremos descrever a equagdo paramétrica de uma elipse de centro
na origem e os focos sobre os eixos de coordenadas: A elipse de centro na origem de um
sistema de coordenadas O = (0,0) e focos sobre os eixos de coordenadas, isto é, a elipse
que intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a,0), A" = (—a,0), B=(0,b), B' =

(0, —b), satisfaz a seguinte equagao®

3?2 y2
2 e

Para ver mais bem detalhado a equacio de elipse, consulte por exemplo Reis e Silva (1997) ou Delgado
et al. (2013).
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e uma equacao paramétrica para esta elipse é

v(t) = (acost,bsent), —mw <t <. (2.11)

-
o

y

A A

B/

Figura 2.18: Elipse de centro na origem e os focos sobre os eixos de coordenadas

Em seguida iremos destacar algumas propriedades de curvas parametrizadas.

Definicao 2.8. Sejam 71,7 : I C R — R?, duas curvas parametrizadas no plano e

f I — R uma funcao real, definimos

(a) A fungdo y1 + 72 : I C R — R?, dada por

(71 +72)(8) = 71(t) + 72(8),

denominada func¢ao soma de y1 € ¥s.

(b) A fungio f -y : I C R — R? dada por

(f ) (8) = f(H)n (),

denominada fung¢ao produto de v, pela fungao escalar f.

(c) A fungdo v1-v2: I CR — R, dada por

(71 72)() = 7(t) - 72(t),
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denominada fun¢ao escalar (ou produto interno) de v; € 7s.

Lembremos em particular que: se

1) = (110 3(0) e 2t) = (200,10,
entao
(71 72)(t) = 21 (D) 22(t) + y1(1)ya2(?).

Nos préximos resultados também colocaremos apenas para ilustragao, mas caso

o leitor tenha interesse, consulte por exemplo Guidorizzi (2001).

Definicao 2.9. Sejam v : I € R — R?, wma curva parametrizada no plano e ty € I,

dizemos que 7y € continua em ty se

lim (t) = (o).

t—to
Dando sequéncia, temos a seguinte:

Definicao 2.10. Sejam v : I C R — R?, uma curva parametrizada no plano e ty € I,

dizemos que 7y € derivdvel em ty se o limite

lim v(t) — (o)

t=to  t—ty

exitir, e neste caso denotaremos por

d ,
d—Z(fo) ou v'(to).

Observagao 4. Colocaremos aqui algumas observacoes que podem ser usados no con-

texto:
(i) Se ~ for derivavel em ¢y, também podemos dizer que v é diferencidvel em t.

(ii) Se 7 for derivavel em todos os pontos do dominio, dizemos apenas que v é dife-

renciavel.

(iii) Se 7 admitir derivada continua em um ponto ¢y de seu dominio, dizemos que 7 é de

classe C' em tg, caso a mesma admitir derivada continua em subconjunto B de seu
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dominio, dizemos que 7 e de classe C' em B, e admitir derivada continua em seu

dominio, dizemos apenas que ~ é de classe C';

(iv) Para calcular a derivada da curva -, também conhecida como vetor tangente, basta
olharmos para as fungoes coordenadas z(t) e y(t) como fungoes reais de uma variavel
real e utilizar o calculo diferencial de uma variavel, ou seja, v é diferenciavel se, e

somente se, a fungdes coordenadas x(t) e y(t) sdo diferencidveis.

Exemplo 2.8. Calcularemos o vetor tangente (caso exista), das curvas definidas nos
Exemplos (2.5), (2.6) e (2.7). Primeiramente observemos que em todos os casos, as

fungoes coordenadas sao diferencidveis. Além disso, para o Exemplo (2.5) temos,

z(t) = xo+t(ry — x0) _ () = z1— 19

y(t) = yo+t(y1 — vo) y(t) = y—w
Neste caso, o vetor tangente sera
Y'(t) = (x1 — 20,41 — Yo), V1 €[0,1].

Para o Exemplo (2.6), iremos fazer apenas o item (a), pois, o item (b) segue de modo

analogo. Temos
z(t) = Rcost 2'(t) = —Rsent
y(t) = Rsent y'(t) = Recost.

Neste caso, o vetor tangente sera

7' (t) = (—Rsent, Rcost) YVt € [0,2n].

Finalizando, para o exemplo (2.7), temos

z(t) = acost '(t) = —asent

y(t) = bsent y'(t) = bcost.

Neste caso, o vetor tangente sera

7' (t) = (—asent,bcost) Vit € [—m, 7.
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2.3.2 Integrais duplas

Agora, falaremos um pouco de integrais duplas com o objetivo maior de conceituar
4reas para usarmos no Teorema de Green”. Tais resultados citados nesta secio Guidorizzi

(2002).

Definicao 2.11. Considere o retangulo
R={(z,y) eR*/ a<2<b c<y<d},
onde a < b e c < d sao numeros reais. Sejam
Pa=xy<ri<a<..<xp=b¢¢ PBh:c=yy<yy1 <yp<...<Ym=4d
particoes de [a,b] e [c,d], respectivamente. O conjunto
P={(z;,y;)/i=12,....n, j=1,2,...,m}

denomina-se particao do retangulo R. Observe que uma particao P de R determina mn
retangulos

Ri; = {(xi,y;) € R?/ ;1 < <y, yi-1 <y <yt

Figura 2.19: Particao do retangulo R

"Este teorema estard em seguida no trabalho como Teorema (2.3).
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Definicao 2.12. Seja B um subconjunto de R?, dizemos que B € limitado se existir um

retangulo R, tal que B C R.

Defini¢ao 2.13 (Soma de Riemann para integral dupla). Seja f : B C R* = R, onde B

¢ um conjunto limitado em R?. Considere o retangulo R tal que B C R e
P=A{(x;,y;)/i=1,2,....,n, j=1,2,...,m}
wma particio de R. Definimos entio a funcio F : R C R* = R dada por

f(X), se XeB
0, se X ¢ B.

F(X) =

Para cada par de indices (i, j), seja X;; € R;; C R escolhido de modo arbitrdrio. A soma

de Riemann de f relativa a particao P e aos pontos X;; € definida como sendo o nimero

SO (X)) ArAy, (212)

i=1 j=1
onde Ax; =x; —x;q (i=1,2,...,n) e Ay; =y; —yj—1 (j=1,2,...,m).
Observagao 5. Sobre a Defini¢ao (2.13) destaquemos:

(I) Pela definigao da funcao F, podemos olhar a soma de Riemann como sendo

n m

DY (X)) AxiAy;;

i=1 j=1

(IT) Se f(Xi;) > 0, o nimero
f(Xij)Ax; Ay

serd o volume do paralelepipedo de altura f(X;;) e cuja base é o retangulo R;;

(L) Se
P={(x;,y;)/i=1,2,....,n, j=1,2,...,m}

é uma particao do retangulo R, chamaremos de A o maior dos niimeros

Axy, Axy, ..., Az, Ay, Ay, ..., Ay,
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Observe que se A tende a zero, todos Az; e todos Ay; também tendem a zero.

Definigao 2.14 (Integral Dupla). Sejam f uma func¢do definida num conjunto limitado
B e L um nimero real. Dizemos que a soma de Riemann
DD F(Xiy)Azidy,

i=1 j=1

tende a L, quando A tende a zero, e denotamos por

n m

lim > 0> F(Xi)Anidy; = L,
i=1 j=1

se para qualquer que seja € > 0 dado, existe & > 0, que depende apenas de € e nao da

escolha de X;;, tal que

‘ Zn: Zm: f(Xi) Az Ay; — L| < e

i=1 j=1
para toda particio P, com A < §. Tal numero “L”, quando eziste, € unico e € denominado

integral dupla (sequndo Riemann) de f sobre B. Denotamos por

/ /B Pl y)dady = lim 375 7(X,) A, (2.13)

i=1 j=1

Se / / f(z,y)dzdy existir, entdo diremos que f é integravel em B.
B

Definicao 2.15. Seja K um subconjunto de R? limitado. A drea de K é dada por

drea de K = // dxdy. (2.14)
K

Definigao 2.16. Seja f : B € R* — R uma fungdo integrdavel em B, com f(z,y) > 0
para todo (x,y) € B. Seja A o subconjunto de R* dado por

A={(z,y,2) e R’/ (x,y) € B, 0 < f(z,y) < 2}.
Definimos o volume do conjunto A por

volume de A = // fz,y)dzdy.
B
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Teorema 2.2 (de Fubini). Seja f(x,y) uma funcgdo integrdvel no retangulo
R:{(m,y)GRQ/anSb, c <y <d}.

b d
Suponhamos que/ f(z,y)dz exista, para todo y € [c,d], e que/ f(z,y)dy exista, para
todo x € [a,b]. Entdo

//Rf(x,y)dxdy = /cd [/abf(x,y)da:] dy = /ab [/Cdf(x,y)dy] dz. (2.15)

Exemplo 2.9. Calcularemos agora,

/ /R (z + 2y)dady,

R={(z,y) eR*/1<2<2 0<y<1}

onde

Usando o Terema de Fubini, temos

/ /R (z + 2y)dady —

I
O\ O\J
= [
NG
[\
8 +
< o
s
QL
8
| I
QL
<

Il
c\
2
DN W

+

[\

<
~___—

A

<

Como

3,2
SY+Y

/01 <g+2y>dy:
//R(x+2y)dxdy:§.

concluimos que

Exemplo 2.10. Usando integral dupla, calcularemos a area do circulo

C ={(z,y) € R*/ 2° +4* < R?}, R > 0 um niimero real.
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Para facilitar nossas contas, iremos usar mudanca de varidveis®. Neste caso usaremos

coordenadas polares’, isto é,

r = pcosb
P entao a(x’y)zp, 0<p<R, 0<0<2m
y = psend A(p,0)
Entao
d(z,y)
drea de C = // drdy = // ! ‘dpd&.
C Chro 8(pa 9)
I(z,y)
Observemos que ‘ ’ ‘ = p, segue que
d(p,0)

o R
area de C' = / [/ pdp]dé’
PR
- [ [l

Portanto

drea de C' = TR2.

2.3.3 Teorema de Green

Definicao 2.17. Sejam n e m dois numeros naturais nao nulos. Uma func¢do de n

varidveis reais a valores em R™ é uma funcao
F:ACR"—=R™

onde A € um subconjunto nao vazio de R".

Observacgao 6. Notemos o seguinte:

$Veja, por exemplo em Guidorizzi (2002)

//Bf(x,y)dxdy = //B f(@(u,v))’ggzzzg ‘dudv

9Um estudo mais abragente sobre coordenadas polares pode ser encontrado em Simmons (1988)
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(a) Se F' é uma func¢do como na Defini¢cdo (2.17), entdo para cada n-upla ordenada

(x1,22,...,x,) € A associa um unico vetor F(xq,xs,...,z,) € R™;

(b) O conjunto A é o dominio de F, ji a imagem de F' é o conjunto
{F(z1,29,...,2,) € R™/ (21, 29,...,2,) € A},

que também pode ser denotado por F(A);

(¢) Quando m = n, podemos considerar F' como se uma transformacao de A em R".
Quando estivermos considerando o significado fisico ou geométrico de F', iremos
considerar F'(z) (com z € A), como um vetor aplicado em z, e neste caso, chamare-
mos a funcao F' de um campo vetorial e denotemos por ? Em particular, quando

n = 2, sempre que nao houver confusao, denotaremos por

F(a,y) = (Pl2,9),Qz,y)) = P(,1) 7 +Q(x,) 7.

— —

onde i = (1,0)e j = (0,1).

Exemplo 2.11. Citaremos aqui alguns exemplos.

(I) f:R — R é um exemplo da Defini¢ao (2.17), basta tomar n =m = 1;

(IT) Qualquer curva paramétrica é um exemplo da Defini¢ao (2.17), basta tomar n = 1

em = 2;

(ITI) f:R?* — R? dada por f(u,v) = (z,y, z) onde

r = u
y = v
z = u2+v2

¢ um exemplo da Defini¢ao (2.17), basta tomar n =2 e m = 3.

Definicao 2.18. Seja ? : Q C R? = R?* um campo vetorial continuo e 0 um conjunto

aberto. Considere v : [a,b] — R* uma curva de classe C*. Definimos a integral de linha

/ Fody= / P (1) -/ (1), (2.16)
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onde ?(V(t)) - (t) € o produto escalar das fungdes vetoriais ?(7)(15) e ' (t). Também

usaremos a sequinte notacao para integral de linha:

/?-d?,

onde T(t) = ~y(t).
Iremos agora ilustrar um exemplo da Defini¢ao (2.18).

Exemplo 2.12. Usando a Definigao (2.18), calcularemos
/F.dﬁ onde Floy) =yT +2] e (t) = (Le2), t € [~1,1]
.

Das informagoes do enunciado do problema temos:

dx
x(t) = t — =1
=3 4t
_ 42 y
y(t) =t % = 2
Fo) = Fh, 1) =27 +17,
entao

1) -7 (1) = (2.1) - (1,2t) = 3¢

Logo, da Equagao (2.16), temos

1
/?-df = /3t2dt
ol -1

:t?’l

-1
= 2.

Sejam ? e 7 como na Definigao (2.18), entao

— de— dy—

L?wW=:[Tmammm7+Qmmmmj]&gz+%ydt

b xXr
= [ [Pt + Q. i
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Entao usaremos também a notacao

/P(:m y)dz + Q(x, y)dy,

v
para a integral de linha de ? sobre 7.

Definicao 2.19. Uma curva parametrizada vy : [a,b] — R* diz-se de classe C* por partes

se for continua e se existirem uma parti¢ao
a=ty<t1<...<t,=0b

e curvas
Yi - [ti—lati] — RQ, 1= 1,2,...,71,
de classe O, tais que, para todo t € (t;_1,t;) tem-se y(t) = vi(t).

Como consequéncia, temos a seguinte definicao

Definicao 2.20. Seja F? wma campo vetorial continuo em 0 C R?, sendo Q um conjunto

aberto em R?. Considere v : [a,b] — Q uma curva de classe C' por partes, como na

Definicao (2.19), entao

/7-@:/1?-d71+/27-d72+...+/n?-d%.

Exemplo 2.13. Iremos calcular /a:da: — zydy, onde v(t) = (¢, |t]), —1 <t < 1.
v
Conforme a Figura (2.20), a curva 7 é uma curva C' por partes com

Y=mU7

() = (t,—t), —1<t <0, e (t)=(t1), 0<t<1.
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Figura 2.20: A curva v é C! por partes

Entao, para 7, temos
dx

== - 1
t

Y

- = -1,
dt

e para 7y temos

dx

=~ -1
t
Yoo
dt

Logo,

[ﬂxda:—xydy - /i (t-l—t-(—t)-(—l))dt
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/xd:c—:cydy = (t-1—t-t-1)dt
Y2

S~ s~

= (t —t*)dt
2 B3\|!
E_§>‘o

Il
[ N

Portanto,

5 1 2
der —zydy = —— + - = ——.
Axaz zydy 6+6 3

As defini¢oes a seguir dizem a respeito a curvas.
Definicao 2.21.

(I) Uma curva 7 : [a,b] — R? € dita fechada, quando

(II) Uma curva v : [a,b] — R? € dita simples, se a aplicacdo v for injetiva;

(IIT) Uma curva v : [a,b] — R? € dita fechada e simples, se
V() #(s), Vi, s€fab) e v(a)=(b).

O proximo exemplo é famoso na geometria das curvas, e para o leitor encontrar

mais detalhes sobre o exemplo veja, por exemplo, Alencar e Santos (2002).

Exemplo 2.14 (Curvas de Lissajous). A curva de Lissajous é o trago da curvay : R — R?
definida por
v(t) = (senat, senbt), a, b>0.

Quando a = 1 e b = 2 temos a curva conhecida como Lemniscata, conforme a Figura
(2.21). Neste caso, a curva é fechada, e se nos restringirmos ao intervalo [0,27] que
descreve todo seu trago, a mesma nao ¢é injetiva em [0, 27), ou seja, ndo é simples, pois

neste caso
7(0) = (0,0) = y(m).

43



Y

Figura 2.21: Lemniscata

O mesmo ocorreu, para a = 2 e b = 3 conforme a Figura (2.22).

Yy

Y

Figura 2.22: Curva de Lissajous paraa =2 e b= 3.

Teorema 2.3 (Teorema de Green). Seja K C R* um conjunto compacto'®, com interior
ndo-vazio, cuja fronteira é imagem de um curva vy : |a,b] — R?, fechada, simples, C*

por partes e orientada no sentido anti-hordrio. Sejam P e Q de classe C* num aberto

10Conjunto compacto é um conjunto que é limitado e fechado (que contém sua froneteira).
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contendo K. nestas condicoes,

ygpdwdy://l{[g_g_f;

Uma aplicagao do Teorema de Green é o seguinte:

dxdy. (2.17)

Corolario 2.1 (Area de uma regiao K). Seja K e 7y como nas hipéteses do Teorema

(2.8), entao a drea de K, que denotamos por A(K), é dada por

A(K) = %%xdy — ydx. (2.18)

Demonstracao. Tomemos

P(C(],y):—% S Q(I7y):_’

N8

observe que as funcoes P e Q) sdo de classe C', e daf, temos que

oP
Ay 2
oQ
or

N =

0@ OP _

% 3 1.

Pela Equagao (2.14)

A(K)Z//Kd:vdy://[([%_g_];

Entao, pelo Teorema de Green,

dxdy.

A(K) = 51§de +Qdy = %—%dzg + gdy.

Y v
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Capitulo 3
A geometria do posto de combustivel

Neste Capitulo resolveremos o problema principal deste trabalho, “calcular o

volume de um tanque de combustivel”, usando trés maneiras diferentes:
(I) Usando integragao de fungoes de uma variavel;
(II) Usando apenas conceitos da geometria elementar;

(III) Usando integral de linha.

3.1 Introducao

O tanque usado para armazenamento de combustiveis nos postos é, em geral, na
forma de cilindro reto. O tanque pode ter varios compartimentos e é enterrado no subsolo

na posicao horizontal, de modo que o eixo do cilindro é paralelo a superficie horizontal

do chao.
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Figura 3.1: Tanque de combustivel
Fonte: Carmago (2009)

Alguns postos possuem equipamentos de monitoramento eletronico que mostram
o volume e a altura do combustivel no tanque, a temperatura, o quanto foi vendido,
permitem o controle de estoque, etc. Sao sensores instalados dentro do tanque que trans-
mitem as informagoes a um computador. Entretanto, a maioria dos postos nao possui
este sistema de monitoramento computadorizado. E necessério realizar manualmente este
acompanhamento da quantidade de combustivel restante.

O volume de combustivel que estd no tanque em cada momento é medido manual-
mente inserindo-se uma vara graduada no bocal de abastecimento do tanque até alcangar o
seu fundo, retirando-se a vara e observando o nivel de combustivel que nela é apresentado.

O que pretendemos neste trabalho é determinar de que maneira deve-se marcar
a vara para que ela dé o volume de combustivel no tanque, em litros. Inicialmente,
pretendemos resolver o problema empregando integragao de fungoes de uma variavel real.
Posteriormente usaremos apenas a geometria euclidiana plana, aquela que geralmente é
estudada no ensino fundamental. Apds a resolugao dessa situacao, pretendemos passar a
uma resolucao equivalente a apresentada acima, porém considerando o tanque na forma
cilindrico eliptico, aquele que é transportado nos caminhoes para os postos. Para esta
etapa usaremos a integracao de linha juntamente com o Teorema de Green. Estes calculos
estao sendo utilizados por engenheiros agronomos para medir volumes remanescentes de
fertilizantes que sao armazenados e distribuidos nas lavouras a partir de um tanque em
cima de carreta levada por trator.

Em todos os casos que apresentaremos iremos encontrar que funcao area, que de-

47



pende de uma variavel, a que denotaremos por h. Tal variavel independente representara
o nivel de combustivel que nela é apresentado. Para que uma pessoa calcule a quantidade
de combustivel no tanque, ¢ usada uma régua medidora, para saber em qual valor de h o
combustivel se encontra. Observamos que, no caso do cilindro circular reto, h esta sempre

compreendido entre 0 e 2R (sendo R o raio do circulo).

Figura 3.2: Medindo o volume
Fonte: Carmago (2009)

3.2 Resolucao do problema usando integral de uma
variavel

Neste caso, iremos analisar quando o nosso tanque é da forma de um cilindro

circular reto, e dividiremos em dois casos:
(1°) Quando tiver menos de meio tanque, se¢ao plana conforme a Figura (3.3 a);

(2°) Quando tiver mais de meio tanque, segdo plana conforme a Figura (3.3 b).
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(a) Menos de meio tanque (b) Mais de meio tanque

Figura 3.3: Interpretacao geométrica da area da base para calcular o volume de um tanque

Primeiro caso:
Para o caso em questao, temos que a base de nosso cilindro é um circulo de raio

R, entao podemos considerar o mesmo pela equacao:
2 +9y*=R? ou y=+VR2— 22

Iremos calcular a area, em seguida o volume, primeiramente para o caso em que o volume
estd com menos de meio tanque Segao (3.3 a). As Figuras (3.4) e (3.5) irdo nos auxiliar

no desenvolvimento dos calculos.

Y 2242 = R

Figura 3.4: Auxiliar para calculo de menos de meio tanque
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(o, h — R) )% h—R)

Ap

(a) Area A, (b) Area Ag

Figura 3.5: Interpretagao geométrica das areas denotados por A e Ay

No caso em questao, a area que pretendemos encontrar é a parte do circulo que
esta abaixo da reta y = h — R. Denotemos entao As area compreendida entre as curvas
t=00=u1yy=—VR*—22 ¢y =0, conforme a Figura (3.5 a), e Ag a érea do
retangulo compreendido entre as curvas x = 0, x = 29, y = h — R e y = 0, conforme a
Figura (3.5 b). Entao se denotarmos por A; a drea procurada, temos das Figuras (3.5 a)
e (3.5 b), que

A =24, — 2A,.

Entao pela Equagao (2.7), a mesma pode ser dada por:

X0 Zo
Ay :2/ V R? —$2dx+2/ (h—R)dx (h<R), xo= \/R2 — (h — R)2.
0 0
Entao, denotando por

I= /mdx (3.1)

e fazendo a mudanca de variaveis

r = Rsenf6

dx = Rcos6do,

(3.2)
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substituindo (3.2) em (3.1), obtemos:

I = /\/R2 — x%dx
= / VR? — R?sen20R cos 0df
= /R2 cos® 0df
2
= 7(64— sen f cos ). (3.3)
Da Equacao (3.2), temos que
R? — 22 x
cos ) = —5 § = arcsen <}—%> (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos:

R? R? — 22
I = 7 [arcsen (%) -+ % . (35)
Entao,
\/7d B R? x +a7 R?2 — 22 ch_R2 T ro\/ R? — x3
T = arcsen (R> T i =5 arcsen (E) + — m |
Como z¢ = \/R2 — (R — h)2, temos que
R? — (R — R? — R—h
I = | arcsen <\/ 7 ) v R2 2 ) (3.6)
Segue da Equagao (3.6) que
A1 = 2]1 + 2.770(]1 - R)
R2 _ (R —
= | R?arcsen <\/ 7 ) +/R?— h)?(R —h)
+ 2V R2 - h)2(h — R).

51



Portanto

A;(h) = R? arcsen <\/R2 _](%R — h)2> +(h—R)WR2—(R—h)2,0<h<R (37

Segundo caso:
Agora calcularemos a area, em seguida o volume, para o caso de em que o volume
tenha mais de meio tanque (3.3 b). Para isto, usaremos a Figura (3.6) para nos auxiliar

no desenvolvimento dos calculos.

2 +y' =R

/

(20.h) = (VR — 2, h)

Figura 3.6: Auxiliar para calculo de mais de meio tanque

No caso em questao, a area que pretendemos encontrar é a parte do circulo que
estd abaixo da reta y = h (conforme a Figura (3.6)). Lembremos que a drea do circulo é

mR?, entdo, pela Equacdo (2.7), a drea procurada pode ser dada por:
o o
AQZWRQ—QI/ \/RZ—xQdm—/ hda:].
0 0
Da Equagao (3.5), temos que:

A2 = 7TR2 +2$0h—

R? arcsen (%) + xoy/ R? — x%] :

substituindo xo = VvV R? — h?, obtemos

Ay = TR?>+ 2hWV/R2 — h2 —

VR _ 12
R? arcsen (RT) + hVvVR? — h2] ,
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logo

Ay(h) = R? +hVR2—-h2,0<h <R (3.8)

R

T — arcsen | ————

Para a expressao fazer um melhor sentido prético, na Equagao (3.8), faga a mu-

danca h por h — R, obtemos:

T — arcsen <\/R2 — (h — R>2>

Ay(h) = R? +(h—R)\/R?— (h— R)2, R < h <2R.

R

Logo a area é dada pela fungao

2 _ 2
R? arcsen R ](%R h) + (h— R)\/R? — (R — h)?, 0<h<R
A(h) = :
2 _ _ 2
R? W—arcsen( R ](%R h)> +(h—R)VR2—(R—h)2, R<h<2R

Logo concluimos que o volume é dado pela fungao

V(h) = cA(h),0 < h < 2R,

onde h é a medida estabelecida na régua medidora.

V(h)
80
70
60
50
40
30

20

10

Figura 3.7: Grafico da funcao volume

Na Figura (3.7), estamos considerando h medindo em metros, R=2mec=6m

e a fungao volume V(h) em metros cibicos. Neste caso, pelo fato de ser um cilindro
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circular reto, o volume méaximo é
V(4) = 247 m® ~ 75398 litros.
Observe também que, se h = 1 temos

V(1) = 6A(1)
i 22— (2- 1)

= 6 22arcsen< 5 >—|—(1—2) 22 —(2—-1)2

= 6|4 arcsen (;) — \/§]

= 87?—\/§,

ou seja,

V(1) ~ 14,740 m® = 14740 litros.

3.3 Resolucao do problema usando geometria eucli-
diana

Agora iremos usar geometria para calcular o volume do tanque de gasolina. Para
isto, iniciaremos com o caso em que o volume esta indicado abaixo do segmento AB,
conforme a Figura (3.8). Nota-se, que tal drea pode ser dada pela diferenga entre a drea
do setor circular AOB e a drea do triangulo AOB, a qual dependera de h e do angulo «

(sendo 0 < a < 7/2) .
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Figura 3.8: Area para calculo do volume de menos de meio tanque

Sejam A, a area do setor circular AOB e Ar a drea do triangulo AOB. Entao

temos que L
1 AB- (R —
&:52m3%4m2emch—ig—@. (3.9)
0]
R
R—h
n

M B

o=

Figura 3.9: OM 6 bissetriz de AOB

Observe que o triangulo AOB é isoscéles de base AB, entao a altura do triangulo
AOB de medida R — h, também é bissetriz e mediana', entdo conforme a Figura (3.9), e

usando as relagoes trigonométricas (Deﬁnigéo (2.1)), temos que

sena = A—B AB = 2Rsena
2R
& (3.10)
R—h _ B-h
cosa = & cosa = R

'Este resultado pode ser encontrado em Muniz Neto (2013)
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Pela relagao fundamental da trigonometria, Equacdo (2.1), temos que

seno = V1 —cos?

- \/1 - (H)Q (3.11)

Por outro lado,

Q' = arccos <R}_% h). (3.12)

Substituindo as expressoes (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.9), ent@o a drea procurada serd

Ay (h) = R? arccos (R}_% h) - R\/R2 —}(%R — h)Q(R —h)

ou seja,

R—h

A1(h) = R? arccos ( ) +(h—RWR —(R—h)2, 0<h<R (3.13)

Em seguida, iremos fazer a mesma anélise, sé que considerando a altura maior que o raio
R do circulo para encontrar o volume do tanque de gasolina, novamente usando geometria
euclidiana. Para esta situacao, analisaremos o caso em que o volume esta indicado abaixo
do segmento AB, conforme a Figura (3.10). Nota-se, que tal drea pode ser dada pela
diferenca entre a area do circulo e a area da regiao acima do segmento AB contida no

circulo.

A DL B
(87 e
R
o) ‘ B
x
AN
Area Ao

Figura 3.10: Area para cdlculo do volume de mais de meio tanque
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Usando as notagoes da figura (3.10), denotando por O o centro do circulo em

questdo, por H a medida do segmento OD (altura do triangulo AOB relativa ao vértice

O). Denotemos por A, a area do circulo e A a drea da regiao acima de AB contida

no circulo. Observemos que a area procurada dependerd de H e « e denotemos por A,.

Entao

Ay(H,a) = A, — Agp,

se denotarmos por A, a area do setor circular AOB e Ar a area do triangulo AOB, com

raciocinio analogo ao que expomos anteriormente, entao temos que

Ay(H o) = A, — (Ay — Ap) = 7R* — aR* + Rsena - H,

pois, das relacoes trigonométricas

AB

Sseno = ﬁ
0< H<R.

_H

cCoOsax = E

Usando raciocinio também analogo ao caso anterior, temos que

vVR?— H? H

Sen(y = ————— € « = arccos (—)
R R

Assim, a area procurada, que agora dependera apenas de H, sera

arccos < " )
7T —_ —
R

Observemos que, neste caso, a régua medidora nos indica a medida

Ay(H) = R?

h=R+H, 0<H<R,

ou seja,

H=h—R, R<h<2R,

o7

+HVR?—-H? 0<H<R.

(3.14)

(3.15)

(3.16)



substituindo, (3.16) em (3.15), obtemos

7T — arccos (h ;%R>

Assim, das expressoes (3.13) e (3.17), concluimos que a funcdo area é dada por

Ay(h) = R? +(h—RWR?2—(h—R)2, R<h<2R. (3.17)

R? arccos (R}_%h>+(h—R)\/R2—(R—h)2, 0<h<R
T — arccos (h ;%R>

e o volume do tanque de gasolina é

A(h) = (3.18)

R? +(h—R)\/R*— (h—R)?, R<h<2R

V(h)=c-A(h), 0 < h < 2R.

3.4 Resolucao do problema usando integral de linha

Finalizando a resolucao do problema proposto, iremos, agora calcular o volume
de um tanque de base eliptica usando integral de linha. Neste caso usaremos a elipse
como no Exemplo (2.7), pois, no plano a menos de translagao e rotagao estamos tratando
da mesma elipse.

Consideremos a regiao D, delimitada pelas curvas C, Cy e C5 (conforme a Figura
3.11), onde C; é o arco da elipse que liga os pontos (0, —b) e (xo, h), Cy 0 segmento de
reta que liga os pontos (29, h) a (0,h) e C5 o segmento de reta que liga os pontos (0, h) a
(0, —b).

Segue das Equagoes (2.8), que as curvas C, Cy e C3 tém as seguintes parame-

trizagoes:
Cy: 7(t) = (acost,bsent), —g <t <6y
Co: ma(t) = (w0 — £, h) 0<t<u (3.19)
Cy vg(t):<0,h—(h+b)t> 0<t<1
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(20, h) = (acos By, bsin by)

@

Figura 3.11: Regiao D delimitada pelas curvas C, C5 e Cs.

Iremos, agora, calcular a drea de D, que denotaremos por A(D). Note que A(D)

é a metade da drea que estamos interessados, pela Equacao (2.18) temos que

2A(D) = &I%D xdy — ydx = §1§ xdy — ydx + yg xdy — ydx + &Ig xdy — ydx. (3.20)

st 72 73

Calcularemos as trés integrais de linhas da equagao (3.20). Primeiramente, usando a

primeira expressao de (3.19), obtemos:

51%1 xdy —ydr = /(j; [a cos(t)(beos(t)) — bsen (t)(—asen (t))] dt
o

— ab/ 1dt (3.21)

—7/2

= ab<90 + g)

Em seguida, usando a segunda expressao de (3.19), e lembrando que xy = acosfy e

h = bsenf,, obtemos:

égxdy—ydm = /Omo [(;po_t).()_h, (—1)]at
N h/ozo dat (3.22)

= hl‘o

= absenb,cosby.
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Finalizando, usando a terceira expressao de (3.19), temos que

§I§ xdy —ydx = /1 [O-(—h—t)—(h—(hij)t)-O dt
N = 0. (3.23)

Usando o fato que senfy = —, temos que

b

b2 _ |2
b

h
b = (),
o arcsen 2

cosby =

e dai, denotemos A(h) = 2A(D), obtemos a drea em funcgao de h dada por

VE—T?

A(h):ab[g—i—arcsen(%ﬂ%—ah ——, —b<h<b

Logo concluimos que o volume é dado pela funcao
V(h) =cA(h),—b < h <b,

onde h é a medida estabelecida na régua medidora.
Na Figura (3.12), estamos considerando h medindo em metros, a =3 m, b =2 m

e ¢ =6 m e a fun¢ao volume V' (h) em metros ctibicos. Neste caso o volume maximo é

V(2) = 6 6[% + arcsen <§)} + %]
= 36m,

ou seja,

V(2) = 36 m® ~ 113097 litros.
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Figura 3.12: Gréfico da fungao volume

Agora, por exempo, para h = 1 temos

v = o+ s ()]« 25
= 36 [g + %} +9v3
= 247 + 9V/3,

ou seja,

V(1) =~ 90,986 m® = 90986 litros.

Como ilustracao destacamos, na Figura (3.13), uma tabela de uma régua medidora usada

em postos de gasolina.
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alt volume (litros) alt
en em
KN BEEE RN FhEEE RN
(2 § 1 | 28 | 8 W 1260 | 1981 | 2602 |
(3§ 3 | 62 | 69 Qs | 1313 | 1861 | 2609 |
(4 | & | 8 | 108 W6 | 1er | 2042 | 277
B I T I G T T
(6 | o8 | 6 | 194 WMog [ 1478 | 2207 | 2085
39 | 1534 | 2290 | 3047
(8 B 160 | 224 | 208 W0 | 1680 | 2378 | 3489 |
| o § 179 | 27 | 366 | 1647 | 2480 | 3212
(10 § 200 | 313 | 416 M4 | 1705 | 2545 | 336 |
(1 20 | 30 | 479 WA | 1763 | 2632 | 350
(12 § 214 | 410 | 545 N as | 1820
m E

514 684 1940 | 2806 | 388
(15 § 381 | 569 | 768 |
(16 | 419 | 623 | 83 |48 | 2060 | 3075 | 4091 |
(18 J 499 | 745 | oot [N S0 | 2181 | 3267 | 4333 |
(18 | 540 | 88 | 1.0m |
£l TR ECE RGN BN P O R

Figura 3.13: Tabela régua medidora
Fonte: Luis (2022

~—

3.5 Contribuicoes para o Ensino Médio

Agora buscaremos destacar algumas possibilidades em que nosso trabalho possa
ser abordado no ensino médio, e até na segunda fase do ensino fundamental. Vale ressaltar
que tudo que apresentarmos aqui estara baseado em documento do MEC (Ministério de
Educagao e Cultura), como a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e Matriz Bianual
de Habilidades 2020 - 2021 da Secretaria de Educacao e Cultura do estado de Goiés.

Sabemos que o PROFMAT é um programa de pés graduacao destinado prefe-
rencialmente a professores das escolas de ensino bésico (fundamental e médio) e publicas.
Nesse sentido, ao se escolher o tema a ser trabalhado na dissertacao, tivemos o cuidado
de escolher um assunto que tivesse algumas possibilidades de aplicacao no ensino basico,

como o préprio titulo diz “A Geometria dos Postos de Gasolina” é um trabalho que esta



dando grande énfase ao ensino da geometria, assunto esse que por muitos anos, talvez por
décadas foi colocado de lado pelos professores dos ensinos fundamental e médio, como diz
Estela Kaufman Fainguelernt, logo podemos pensar nesse trabalho como um incentivo ao
ensino da Geometria (trigonometria) no ensino base e também como uma forma de Mo-
delagem da Geometria. Dentro do trabalho podemos destacar alguns pontos que podem
ser trabalhados diretamente com os alunos do ensino médio, sao eles, tipos de figuras
planas principalmente circunferéncia e elipse, além dos sélidos também aqui elencados,
que no caso é o uso do cilindro, tanto o circular quanto o eliptico, dando mais énfase
ao cilindro circular reto por estar se tratando de uma aplicagao com alunos da educacao
bésica, trabalhos como esse também sao de grande valia em uma eventual sala de aula no
ensino médio, para responder perguntas muito feitas por alunos na fase da adolescéncia
como: “para que estudar matematica?”’, “Onde vou usar isso na minha vida?”. Podemos
observar que tais conteidos estao presentes na nova grade curricular do ensino médio

como podemos ver no documento que tem uma pequena parte apresentada a seguir:

Objetivo de conhecinto: Areas de figuras geométricas: calculo por
decomposicao, composigao ou aproximagao. (GO-EMMAT307A) De-
terminar as medidas de dareas de superficies planas, utilizando es-
tratégias, conceitos, defini¢oes, procedimentos matematicos e conheci-
mentos geométricos (reconfiguragdes, aproximagao por cortes, método
da disseccao de figuras planas, entre outros) para argumentar e tomar
decisoes diante de problemas relacionados a espago e forma. (SEE-GO,
2021).

Tendo em vista que perguntas como essas sao muito recorrentes em sala de aula,
e os professores precisam mostrar situagoes onde a matematica pode ser aplicada e nesse
caso do uso da Geometria, pois, além de alguns conceitos aqui trabalhados o resultado do
problema que trata de uma funcao “arcsen”, conteido que aparece na segunda série do
ensino médio apesar de nao serem trabalhadas de forma muito aprofundadas, podem ser
perfeitamente discutidas e devem pelo menos serem apresentadas aos alunos dessa série.
Pois bem, com nossa experiéncia de professor da educacao béasica ha mais de vinte anos,
podemos dizer que os alunos do ensino médio tem total capacidade de absorverem de
maneira satisfatoria conteiidos como esses apresentados aqui, se trabalhados de maneira

correta, como nesse caso podemos trabalhar da seguinte forma:

(i) Apenas discutir com os alunos o conteido de geometria euclidiana plana e espa-
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cial existente no trabalho, tais como, circunferéncia e circulo, elementos, compri-
mento, area dentre outros, aprofundar um pouco seus conhecimentos sobre as conicas
(Elipse), cilindro circular reto, e as varias aplicagdes que existem acerca desse sélido
geométrico, dando enfoque em seus elementos, superficies e volume, nesse tltimo
podemos e devemos falar sobre o Principio de Cavalieri, vale ainda destacar que
todos esses assuntos aqui citados fazem parte do Curriculo apresentado pela BNCC
e pelos demais documentos que orientam os professores de matematica do ensino
médio.

(ii) Podemos ainda pensar em trabalhar com os alunos o resultado desta pesquisa, apesar
de ser uma funcao um pouco mais delicada, nada impede que possamos discuti-la

com os alunos da segunda ou terceira série do ensino médio, e nesse caso podemos
fazer da seguinte forma: A seguir a funcao resultado do nosso trabalho:

RT— (R—h)?
R? arcsen < ]; ) )—l—(h—R)\/RQ—(R—hP, 0<h<R
Z_(R_h)2
7r—arcsen< B - (R >> +(h—R)\/R?—(h—R)?, R<h<2R

A(h) =

2
R R

onde A(h) é a drea do circulo dado em funcéo do raio R e da altura h, e o volume

V(h) é dada pela expressao

V(h) = cA(h),0 < h < 2R,

sendo h a altura do tanque de combustivel em formato cilindrico.

O que desejamos mostrar aqui, é que esse resultado pode ser trabalhado com
os alunos do ensino médio, nao pedindo que demonstrem tal resultado nem teorizar tal
resultado, mas sim apresentar o problema resolvido, como apresentado acima, e trabalhar
com os alunos lhes dando o valor do raio R da circunferéncia e a altura da altura h da
circunferéncia, cobrando apenas o calculo dos valores e no maximo pedindo que calculem
a altura do cilindro, que no caso deve ser constante. A aplicagao de tais resultados no
ensino médio pode ser claramente justificada quando langamos mao do mesmo Documento

Curricular para Goidas, que no segundo bimestre da segunda série aparece, como que segue:
e HABILIDADES DA BNCC:

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenéme—

nos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros)
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e comparar suas representagoes com as fungoes seno e cosseno, no plano cartesiano,

com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM DO DC-GOEM:

(GO-EMMAT306A) Registrar, em listas, tabelas e outras informagoes contidas em
situagdes problemas, midias (internet, livros ou revistas) que envolvem fenoémenos
periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos etc.) identifi-
cando as caracteristicas graficas das fungoes seno e cosseno (periodicidade, dominio,

imagem), para justificar os procedimentos utilizados nas solugoes.

(GO-EMMAT306B) Interpretar registros, dados e informagoes em contextos que en-
volvem fendmenos periddicos reais, comparando suas representagoes com as fungoes
seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e

geometria para resolver problemas de natureza trigonométrica.

(GO-EMMAT306C) Resolver problemas cotidianos que envolvem fenémenos periédi—
cos reais, utilizando procedimentos matematicos diversos para construir modelos de

funcoes senos e cossenos e representa-las no plano cartesiano.

OBJETOS DE CONHECIMENTO DO DC-GOEM

Trigonometria no triangulo retangulo (principais razoes trigonométricas); Trigono-
metria no ciclo trigonométrico Unidades de medidas de angulos (radianos); Fungoes
trigonométricas (fungao seno e fungao cosseno). Como podemos observar no docu-
mento acima, o estudo das fungoes trigonométricas é objeto de estudo do segundo
bimestre da segunda série do ensino médio, logo podemos concluir a a aplicacao
do resultado da nossa pesquisa vem de encontro como uma aplicacao ao contetido
a ser trabalhado, justificando assim tudo que foi colocado anteriormente sobre a
possibilidade de aplicagao da pesquisa aqui desenvolvida no ensino de matematica

em algumas séries do ensino basico.
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Consideracoes finais

Levando em consideracao todas as pesquisas feitas para a elaboracao desse traba-
lho, podemos chegar a algumas conclusoes; dentre elas podemos destacar, por exemplo, o
fato de darmos uma relevancia a alguns dos maiores matematicos que contribuiram para
o desenvolvimento da Geometria e do Calculo Diferencial e Integral, como Euclides (na
Geometria), Newton, Leibniz e Riemann (no Calculo Diferencial e Integral). Além disso,
a Geometria e o Célculo contribuem na modelagem de problemas do cotidiano, trazendo
para os alunos uma aplicacao da matematica, deixando as aulas mais atrativas para os
discentes do ensino médio, bem como o ensino da Geometria. Ainda, nao é apenas uma
aplicacao da matematica em problemas reais, mas também se verifica que na matematica
existem varias formas de resolver o mesmo problema. Para construir uma régua medidora
para aferir a quantidade de combustivel que ha no tanque, podemos utilizar a geometria
euclidiana, as integrais multiplas ou as integrais de linha. Nesse trabalho, utilizamos duas
disciplinas de grande importancia ministradas no decorrer do curso (Geometria e Célculo)
e, através do problema apresentado, utilizar os conceitos trabalhados nessas disciplinas
para resolvé-lo.

Ao término desse trabalho, esperamos ter correspondido as expectativas inicial-
mente colocadas sobre o resultado esperado no inicio das pesquisas. Esperamos, também,
que esse trabalho possa servir de inspiracao para outros estudantes, bem como que esse
trabalho possa ser usado por professores da educacao basica para elaboragao de suas aulas.
Aproveitamos, como dito na introdugao, para agradecer o professor Miguel Camargo pela
inspiracao que nos motivou a esta pesquisa, e em uma possivel oportunidade futura, es-
peramos poder pesquisar ainda mais a respeito das possiveis aplicacoes a partir do estudo

de Geometria, Calculo Diferencial e Integral ou outras areas de matematica.
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