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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar alguns dos principais resultados da Geometria Esférica,
relacionando-os com a Geometria Euclidiana e apontando a importancia para o conhecimento de
Geometrias Nao-Euclidianas, para isto, sdo apresentados alguns conceitos e defini¢des como o de Esfera,
Reta, Ponto, Tridngulos esféricos, Poligonos e Poliedros que servem como pré-requisitos para melhor
compreensdo do estudo realizado. Além disso, sdo apresentadas algumas aplicagdes do tema abordado,

como o Teorema de Euler para Poliedros Convexos e Congruéncias de Tridngulos Esféricos.

Palavras-chave: Geometria Esférica. Geometria Nao-Euclidiana. Teorema de Euler. Poliedros Convexos.

Congruéncias de Tridngulos Esféricos.



Abstract

This work aims to present some of the main results of Spherical Geometry, relating them to Euclidean
Geometry and pointing out the importance for the knowledge of Non-Euclidean Geometries, for this,
some concepts and definitions are presented such as Sphere, Line, Point, Spherical Triangles, Polygons
and Polyhedra that serve as prerequisites for a better understanding of the study carried out. Moreover,
some applications of the topic are presented, such as Euler’s Theorem for Convex Polyhedra and

Congruence of Spherical Triangles.

Keywords: Spherical Geometry. Non-Euclidean Geometry. Euler’s Theorem. Convex Polyhedra.

Congruences of Spherical Triang]les.
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Indroducao

O interesse em desenvolver um trabalho com a tematica Geometria Esférica se deu durante minha
trajetéria academica que pouco explorou estudos nesta temdtica, mas que com alguns estudos pude
perceber a relevancia da Geometria Esférica no processo de formagdo. Vale destacar, que desde a
graduacdo em Licenciatura em Matematica, pela Universidade Federal do Recdncavo da Bahia (UFRB),
a Geometria sempre foi o ramo da Matematica que tive maior afinidade e aproximacdo, porém esse
contato se deu em maior escala com a Geometria Euclidiana, que inclusive me possibilitou desenvolver
um trabalho voltado a Geometria Espacial.

Nesses estudos pude perceber que a Geometria é de fundamental importancia para formacdo do
educando, sobretudo pelas contribui¢oes nessa formacao, seja por meio do estudo do espaco, formas
existentes nele e as rela¢des entre elas, ou ainda pelo estudo de conceitos e procedimentos necessarios
para resolver problemas reais, como aponta Brasil (2018, p.269) ao afirmar que A Geometria envolve
o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do
mundo fisico e de diferentes dreas do conhecimento.”. Oliveira (2004) ainda afirma que o desconhe-
cimento da Geometria pode interferir na compreensdo da relagio homem e espaco fisico, limitando
o pensar geométrico e dificultando o entendimento da matematica e sua relacdo com outras areas do
conhecimento.

Do exposto, podemos inferir que o estudo da Geometria é indispensavel para a formacdo do in-
dividuo, tendo em vista o quanto contribui para o desenvolvimento de habilidades necessérias na
resolugdo de problemas do cotidiano. Considerando ainda que ha diferentes campos de atuacao, se faz
necessario o estudo das diferentes geometrias existentes, para que assim, possam ampliar as possibili-
dades dentro dos diferentes contextos possiveis. Todavia, o estudo de Geometrias Nao-Euclidianas nédo
tem sido muito explorado nos cursos de licenciaturas e bacharelados em Matematica e nem faz parte
da grade curricular do ensino bésico, tampouco tem sido relacionado com o estudo da Geometria Eucli-
diana aplicada nas salas de aulas. No entanto, o estimulo por estudos de Geometrias Nao-Euclidianas
pode ampliar as perspectivas nas diversas dreas do conhecimento. A Histéria da Matematica nos mostra
um pouco dessa necessidade de ampliar os estudos para outras geometrias assim como aconteceu no
passado.

De maneira geral, segundo Eves (1992) a Geometria foi se constituindo a partir de situa¢des reais
por meio de observagdes, comparagdes de formas e tamanhos e identificacdo de padroes. Esses co-
nhecimentos geométricos foram se ampliando gradativamente de acordo com as decobertas a partir
das necessidades humanas, até que deixassem de ser uma ciéncia empirica e se tornassem uma ciéncia
matematica.

Euclides escreveu sua famosa obra ”“Elementos”por volta de 300 a.C., sendo por muito tempo o
segundo livro com maior nimero de edic¢des, perdendo apenas para biblia. O livro foi organizado de
forma simples e rigorosa, partindo de 5 postulados, 5 axiomas e algumas defini¢des para que assim,

demonstrasse os teoremas presentes em sua obra. Essa Geometria foi considerada a tinica por aproxi-



madamente dois mil anos, até os matematicos Bolyai, Lobachevsky, Gauss e Riemann desenvolverem
outras geometrias tdo consistentes quanto a Euclidiana. Essas geometrias partem da substitui¢do do
quinto postulado de Euclides, conhecido também como postulado das paralelas, que afirma que por um
ponto fora de uma reta passa uma tinica reta paralela a reta dada.

O primeiro trabalho publicado sobre Geometria Nao-Euclidiana foi o do russo Nicolai Lobachevsky
em 1826, apresentada a Sociedade de Fisica-Matematica, ao qual, ndo teve muita aceitagdo. Quase
simultaneamente, 0 matemadtico htingaro Janos Bolyai contribuiu no desenvolvimento desta geometria
de maneira independente, Félix Klein (1849 - 1925) deu o nome de "Geometria Hiperbédlica”. Essa
geometria admite todos os postulados da Geometria Euclidiana, com excecdo do quinto postulado.

Posteriormente, com o desenvolvimento de uma Geometria Nao-Euclidiana, naturalmente surgiu
questionamentos a respeito da possibilidade de outras geometrias. Com isso, em 1851, o matemadtico
alemao Georg Bernhard Riemann apresentou em uma aula inaugural para sua admissdo como professor-
adjunto na Universidade de Gottingen, a Geometria de Riemann, que viria a ser batizada por Félix Klein
(1849 - 1925) como "Geometria Eliptica”, dando assim, origem a Geometria Esférica, que se trata de
uma geometria da superficie bidimensional de uma esfera. Esta Geometria também contraria o quinto
postulado de Euclides, pois para a Geometria de Riemann, quaisquer duas retas em um plano tém um
ponto de encontro. Além disso, outros postulados sofrem alteragdes nessa geometria.

Neste sentido, o objetivo desta pesquisa é apresentar alguns resultados importantes da Geometria
Esférica, suas propriedades, relacdes com a Geometria Euclidiana e algumas aplicacées. O desenvol-
vimento deste trabalho foi feito por meio de uma pesquisa de carater bibliografico que possibilitou o
embasamento tedrico. O trabalho estd estruturado para além da introdugdo, em mais quatro capitulos. O
primeiro capitulo apresenta os pré-requisitos, em que sdo apresentados a Esfera como plano da Geometria
Esférica, seus principais elementos, Poliedros, os elementos que os compdem e Tridngulos Esféricos, com o
intuito de auxiliar na compreensédo das aplicagdes. No segundo capitulo apresentamos alguns dos prin-
cipais resultados da Geometria Esférica e da Trigonometria Esférica. No terceiro capitulo, abordamos
algumas aplica¢des decorrentes da Geometria Esférica, como o Teorema de Euler para Poliedros Conve-
xos e Congruéncias de Tridngulo Esféricos. E por fim, no quarto capitulo apresentamos as consideragdes

finais sobre o estudo realizado.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Este capitulo serd dedicado a apresentar alguns conceitos, defini¢des e propriedades que ajudardo
na compreensdo do estudo pretendido acerca da Geometria Esférica. Vale destacar que alguns desses
conceitos sdo os mesmos adotados na Geometria Euclidiana, porém hd conceitos que sdo peculiares da

Geometria Esférica. Veremos isso com melhor clareza nas se¢des seguintes.

1.1 A Esfera

Inicialmente iremos conhecer a definicdo da esfera, tendo em vista que a Geometria Esférica é uma

geometria bidimencional sobre a superficie esférica.

Definicao 1.1. (Esfera) - Sejam dados um ponto O do espago e r um ntimero real positivo. A esfera E é o
lugar geométrico dos pontos P que estdo a uma distdncia de O, menor ou igual a . Dizemos que r é o

raio da esfera E e O é o centro da esfera E.

Figura 1.1: Esfera E.

E

Fonte: Acervo do autor.

Na figura acima, o segmento OP é o raio da esfera E de centro O.
Vale salientar que alguns livros apresentam a defini¢do da esfera, apenas como o lugar geométrico
dos pontos P que distam r de O. Porém, aqui neste trabalho, devido a outras defini¢des que encontramos,

usaremos esta defini¢do apenas para nos referir a superficie esférica, como mostraremos abaixo.
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Definicdo 1.2. (Superficie Esférica) Uma superficie esférica é o lugar geométrico dos pontos P que distam

exatamente r do centro O da esfera.

Sendo assim, neste trabalho estudaremos apenas a superficie esférica. Na Geometria Esférica a
superficie esférica faz o mesmo papel que o plano na Geometria Euclidiana, desta maneira, os pontos,
retas, poligonos, dentre outros elementos, sdo elementos da superficie esférica. A partir disto, podemos
conhecer outros conceitos importantes que nos apoiarao na compreensao do estudo, e é o que faremos

a seguir:

Defini¢ao 1.3. (Corda) - Uma corda de uma superficie esférica é o segmento plano de reta definido por

dois pontos distintos da superficie esférica.
Na figura a seguir, os segmentos planos de retas AB e CD sdo exemplos de corda da esfera E, e
qualquer outro segmento que atenda a defini¢do também o serd.
Figura 1.2: Corda da Superficie Esférica.

E

Fonte: Acervo do autor.

Defini¢ao 1.4. (Didmetro) - Um Didmetro de uma superficie esférica é uma corda que contém o centro O

da esfera.

Na Figura 1.3, os segmentos planos FG e JH sdo duas cordas que passam pelo centro O da esfera E,
portanto sdo didmetros da superficie esférica E. Como se pode observar, a medida de um didmetro é

sempre igual a duas vezes a medida de um raio da esfera.
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Figura 1.3: Diametro da Superficie Esférica.

Fonte: Acervo do autor.

Definicdo 1.5. (Pontos Antipodas) - Pontos antipodas sdo pontos diametralmente opostos, ou seja, dado
um ponto A, seu antipoda, A’, é o tinico ponto da superficie esférica tal que AA’ é um didmetro da

superficie esférica.

A Figura 1.4 ilustra exemplos de pontos antipodas, a saber, os pontos Ae A’ e Be B’.

Figura 1.4: Pontos Antipodas.

Fonte: Acervo do autor.

O conceito de ponto na Geometria Esférica, é o mesmo adotado na Geometria Euclidiana, além disso,
a menor distdncia entre dois pontos, assim como na Geometria Euclidiana, é o segmento de reta que os
une. Todavia, como se trata de uma superficie esférica e ndo de um plano, o conceito de reta nas duas
geometrias sdo diferentes, como mostra a Figura 1.5. Desse modo, temos que na Geometria Esférica a
reta ndo é infinita e sim ilimitada, pelo simples fato de que percorrendo uma reta retorna-se sempre ao

ponto de origem, porém é possivel fazer isso indefinidamente.



1.1 A Esfera 6

Figura 1.5: Diferenga entre Retas nas duas Geometrias.

Fonte: Acervo do autor.

Estes elementos citados anteriormente podem ser obtidos a partir de intersec¢des entre uma esfera e
um plano.

A intersec¢do de um plano m com a superficie esférica E pode gerar um ponto (quando o plano é
tangente a superficie esférica) como mostra a Figura 1.6 ou uma circunferéncia (quando o plano é secante

a superficie esférica).

Figura 1.6: Plano Tangente a Superficie Esférica.

Fonte: Acervo do autor.

Nos casos em que o plano é secante a esfera, teremos uma circunferéncia maxima (quando o plano
passar pelo centro da esfera, como mostra a Figura 1.7 ou uma circunferéncia menor (quando o plano
ndo passar pelo centro da esfera) como mostra a Figura 1.8. Vale ressaltar que o centro da circunferéncia

maéxima coincide com o centro da esfera.
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Figura 1.7: Plano Secante passando pela origem: Circunferéncia Maxima.

Fonte: Acervo do autor.

Figura 1.8: Plano Secante ndo passando pela origem: Circunferéncia Menor.

Fonte: Acervo do autor.

Dizemos que uma Geodésica é a circunferéncia maxima sobre uma superficie esférica em que os raios
coincidem com o raio da esfera. Desse modo, as retas na Geometria esférica sdo geodésicas.

Uma circunferéncia méxima divide a superficie esférica em duas regides, chamadas de hemisférios
(Figura 1.9). Ja uma circunferéncia menor divide a superficie esférica em duas regides, chamadas de

calotas esféricas (Figura 1.10) .



1.1 A Esfera

Figura 1.9: Hemisférios.

== Hemisfério Norte

=== Cjrcunferéncia maxima

=== Hemisfério Sul

Fonte: Acervo do autor.

Figura 1.10: Calotas Esféricas.

—— CaIOta esférlca

=== Cijrcunferéncia menor

=== (Calota esférica

Fonte: Acervo do autor.

Chamamos de eixo qualquer reta que contém o centro O e de polos os pontos de interseccdo do eixo

com a superficie esférica, por sua vez, chamamos de meridiano uma semicircunferéncia méxima que

passa pelos polos. Dois meridianos determinam uma regido que chamamos de fuso esférico e a intersecao

entre esses dois meridianos sdo os vértices do fuso ao qual foi gerado, e por fim, o dngulo do fuso é o angulo

formado pelos meridianos.
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Figura 1.11: Elementos da Esfera.

Polo

Angulo 4o fuso Vértice do fuso

Eixo Meridiano

Fuso

Polo
P

Fonte: Acervo do autor.

Os angulos esféricos sdo definidos como a intersegdo entre duas circunferéncias méximas e tem como
medida a mesma do angulo formado pelas retas tangentes as circunferéncias maximas no ponto de

interseccdo destas circunferéncias.

Figura 1.12: Angulos Esféricos.

—

Fonte: Acervo do autor.

Outra definicdo importante que também nos auxiliara é a de tridngulo esférico, que serd apresentada

a seguir:
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Definicdo 1.6. (Tridngulos Esféricos) - Sejam A, B e C trés pontos distintos sobre um mesmo hemisfério
da superficie esférica E, e ndo pertencentes a mesma circunferéncia maxima. A figura formada pelos

arcos de circunferéncias médximas, que unem esses pontos dois a dois, chama-se tridngulo esférico.

Figura 1.13: Triangulo Esférico.

A

Fonte: Acervo do autor.

Na Geometria Esférica, definimos diedro, como o angulo formado por duas “semicircunferéncias”méximas
de mesma origem. Ja na Geometria Euclidiana angulo diedro é a reunido entre dois semiplanos de mesma

origem.

Figura 1.14: Diedros nas Geometrias Plana e Esférica.

Diedro na Gegmetria Esférica
”

Angulo Diedro na Geometria Plana

Fonte: Acervo do autor.

Na Geometria Euclidiana, triedro é a reunido de trés setores angulares definidos por trés semi-retas
de mesma origem, ndo coplanares, o vértice é o ponto de origem das trés semi-retas. Na Geometria

Esférica esse conceito é semelhante, porém defini-se vértice do triedro, o ponto O no interior da esfera,
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equidistante a todos os pontos de sua superficie, ou seja, o centro da esfera. As arestas correspondem
aos raios da esfera e os setores angulares, sdo setores das suas circunferéncias maximas.
Figura 1.15: Triedros nas Geometrias Plana e Esférica.

Triedro na Geometria Esférica
' Triedro na Geometria Plana

Fonte: Acervo do autor.

Dois ou mais tridngulos na Geometria Esférica, assim como na Geometria Euclidiana, sdo congruentes

quando seus angulos e seus lados correspondentes forem congruentes, como mostra a defini¢do abaixo.

Definicdo 1.7. (Tridngulos Congruentes) - Os tridngulos esféricos correspondentes a triedros congruentes

de uma mesma esfera (ou esferas iguais), sdo também chamados de tridngulos congruentes.

De maneira andloga a Geometria Euclidiana, é possivel classificar os tridngulos esféricos enquanto a
quantidade de lados de mesma medida, como sendo equilateros (quando possuem os trés lados iguais),
isdsceles (quando possuem pelo menos dois lados iguais) ou escalenos (quando pussuem todos os lados
diferentes). O fator que difere é que os lados do tridngulo esférico sdo medidos em angulos.

Outro objeto importante para nosso estudo, sdo os poliedros. Desse modo, veremos a seguir a

definicdo e alguns elementos que o compde.

1.2 Poliedros

No Capitulo 3 apresentaremos o famoso Teorema de Euler para poliedros convexos, o qual é uma
aplicagdo cldssica da Geometria Esférica. Reuniremos entdo, nesta se¢do, os fatos basicos sobre poliedros

para podermos demonstra-lo, iniciaremos pela defini¢do de poligonos convexos.

Definicdo 1.8. (Poligono Convexo) - Seja n > 3 um natural e Ay, Ay, ..., A, pontos distintos do plano,
como mostra a figura 1.16. Dizemos que A1, Ay, ..., A, é um poligono convexo se, para 1 < i < n, a reta
AjAiy1 n@o contém nenhum outro ponto A;, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os

que ela determina.
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Figura 1.16: Poligono Convexo com sete lados e sete vértices.

As A4

Fonte: Acervo do autor.

Na Figura 1.16, os pontos A1, Ay, A3, As, As, Ag e Ay sdo vértices deste poligono e os segmentos que
os unem sdo os lados deste poligono. Agora de posse destas informagdes, serd possivel compreender a

definicdo de poliedros que veremos logo abaixo.

Definicdo 1.9. (Poliedro) - "Um poliedro P é a reunido de um ntimero finito de poligonos planos convexos,
chamados faces de P. Os lados desses poligonos sdo chamados as arestas de P. Os vértices do poliedro
sdo os vértices de suas faces.”

Se faz necessario ainda, que a interse¢cdo FN G de duas faces distintas de P seja uma aresta em comum,

um vértice comum a F e G ou que seja vazia.

Observe na Figura 1.17 que o segmento AB é uma das arestas, o ponto B é um dos vértices e o poligono
ABCDE é uma das faces do poliedro P.

Figura 1.17: Elementos de um Poliedro.

— Face de P

Fonte: Acervo do autor.

== Aresta de P

- \/értice de P

A Figura 1.18 ilustra modelos de Poliedros, que atendem a esta definicao.

Figura 1.18: Poliedros.

'
'
'
'
'
'
'
L
e
R
.

Fonte: Acervo do autor.
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O objeto da Figura 1.19 ndo atende a defini¢do, pois as faces superior e inferior ndo siao poligonos.

Figura 1.19: Objeto que nédo atende a defini¢do de Poliedro.

——

Fonte: Acervo do autor.

Ainda com base na defini¢do acima, Lima (2006) afirma que, “todo poliedro limita uma regido do
espaco chamada de interior do poliedro”. E a partir disso define poliedro convexo quando o seu interior
é convexo, ou seja, “um poliedro é convexo se qualquer reta (ndo paralela a nenhuma de suas faces) o

corta em no maximo dois pontos”. Veja a Figura 1.20.

Figura 1.20: Poliedros Convexo e Nao Convexo.

: Poliedro Ndo Convexo
Poliedro Convexo

Fonte: Acervo do autor.

Definicdo 1.10. (Subpoliedro) - Um subconjunto Q de um poliedro P chama-se um subpoliedro de P

quando é reunido de algumas das faces de P. Evidentemente, Q é também um poliedro.
Definicao 1.11. (Aresta Livre) - Uma aresta livre é quando é lado de apenas uma face do poliedro.

Defini¢ao 1.12. (Bordo de umn Poliedro) - Chama-se bordo de um poliedro a reunido de suas arestas livres.

Figura 1.21: Bordo de um Poliedro.

Aresta livre Bordo do poliedro P

Fonte: Acervo do autor.



Capitulo 2

Geometria Esférica

No Capitulo 1 apresentamos algumas ferramentas importantes para a compreensao do estudo a
respeito das aplicagdes propostas neste trabalho. Neste capitulo apresentaremos um pouco da teoria da
Geometria Esférica, alguns de seus principais resultados, além de algumas rela¢gdes com a Geometria
Euclidiana.

A partir do que vimos no capitulo anterior, é possivel perceber que nem todas propriedades e conceitos
encontrados na Geometria Euclidiana podem ser aplicados na Geometria Esférica, no entanto, alguns
deles permanecem, o que foverece fazer reflexdes, andlises e comparagdes, objetivando compreender
a importancia de cada uma delas dentro do contexto adequado. A seguir, veremos alguns desses

resultados, propriedades e conceitos da Geometria Esférica.

2.1 Alguns Resultados da Geometria Esférica

Iniciaremos esta segdo definindo distancia na superficie esférica, levando em consideracdo que o

plano na Geometria Esférica é a superficie esférica.

Definicdo 2.1. (Distdncia entre dois pontos) - Dados dois pontos distintos A e B sobre uma superficie
esférica, a distdncia entre esses pontos é a menor porgdo do tnico circunferéncia maxima que contém
esses pontos. Utiliza-se as unidades de medida de comprimento em graus ou radianos, pois possibilita

a generalizagdo para qualquer esfera.
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Figura 2.1: Distancia entre dois Pontos.

Fonte: Acervo do autor.

Com isso, vale destacar a seguinte proposigao:

Proposicdo 2.1. Por dois pontos dados sobre uma superficie esférica sempre passa uma circunferéncia maxima.

Se estes pontos nio forem antipodas esta circunferéncia mdxima é finica.

Demonstragido. Consdere dois pontos P e Q quaisquer e distintos sobre uma superficie esférica de centro
O. Se P e Q ndo forem antipodas, entdo os pontos P, Q e O ndo sdo colineares e definem um tdnico plano
que, interseccionado com a superficie esférica, produz uma tinica circunferéncia maxima. No caso de P
e Q serem antfpodas, os pontos P, Q e O sado colineares e podem pertencer simultaneamente a infinitos
planos, produzindo infinitas possibilidades de circunferécias méximas. Assim, podemos concluir que
sempre passa pelo menos uma circunferéncia maxima por dois pontos distintos dados em uma superficie

esférica. O

Outra proposigdo importante é a que veremos a seguir, a qual comprova o fato da intersegdo de um

plano com uma superficie esférica, passando pelo seu centro, ser uma circunferéncia maxima.

Proposicdo 2.2. A intersecio de uma superficie esférica com um plano passando pelo seu centro é uma circun-

feréncia de mesmo centro e raio da superficie esférica.

Demonstragio. Seja E uma superficie esférica de centro O e raio r > 0 e @ um plano contendo O. A
intersegdo entre o plano a e a superficie esférica E é o conjunto de pontos de @ que distam r de O.

Portanto tal intersecdo é uma circunferéncia, contida em @, com centro em O e raio r. m]
Outro fato interessante ¢ a:
Proposicdo 2.3. Duas circunferéncias maximas de uma esfera cortam-se mutuamente em duas partes iquais.

Demonstragio. Considere duas circunferéncias maximas C; e C; em uma superficie esférica de centro O

eraior.
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Figura 2.2: Intersecdo entre duas Circunferéncias Maximas.

Fonte: Acervo do autor.

Sejam A e B os dois pontos de intersecdo entre C; e C,. Observe na Figura 2.2 que o segmento OA é
igual a r, da mesma forma que o segmento OB também ¢ igual a .

Logo, OA + OB = 2r e percebemos que A, O e B sdo colineares. Como 2r é o didmetro das circun-
feréncias maximas dessa superficie esférica, entdo o arco de circunferéncia maxima AB equivale a metade

das circunferéncias méaximas C; e C,. a
Outra defini¢do importante é a de equador, apresentada a seguir:

Definicdo 2.2. (Equador) - Equador é a circunferéncia maxima, cujo plano é perpendicular ao eixo
de rotacdo e que divide a “esfera”terrestre em duas partes iguais, denominadas Hemisfério Norte e

Hemisfério Sul.
A partir disto, podemos definir a noc¢do de paralelos.

Definicdo 2.3. (Paralelo) - Um paralelo é uma circunferéncia na superficie esférica, paralela ao equador.

Figura 2.3: Equador e Paralelos.

—— Paralelos

Fonte: Acervo do autor.

As relacoes matemadticas presentes na circunferéncia na Geometria Esférica difere das encontradas

na Geometria Euclidiana, enquanto na Geometria Euclidiana a circunferéncia tem apenas um centro, na
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Geometria Esférica a circunferéncia tem dois centros, sendo os pontos, P e seu antipoda P’. Enquanto na
Geometria Euclidiana os raios sdo seguimento de retas, os raios na Geometria Esférica sdo arcos de cir-
cunferéncias médximas da superficie esférica. Observe que sendo ! a medida do raio desta circunferéncia
com centro em P, entdo o raio desta circunferéncia com centro em P’ mede 180° — /. Com isso é possivel
observar que se o raio da circunferéncia tem medida igual a 90°, entdo se trata de uma circunferéncia

maxima da superficie esférica, como mostra a Figura 2.4.

Figura 2.4: Raio da Circunferéncia.

5]

Fonte: Acervo do autor.

Note que, na Geometria Euclidiana, o comprimento C da circunferéncia é calculado pela férmula
dada por C = 27tr, sendo r a medida do raio. Todavia, na Geometria Esférica, a férmula é dada da

seguinte maneira:

Proposicdo 2.4. O cdlculo do comprimento C de uma circunferéncia numa superficie esférica é dada por C =
2w sen I, em que | é a medida do raio desta circunferéncia.

A demonstracao deste resultado serd apresentado a seguir com o auxilio da Figura 2.5.

Figura 2.5: Comprimento de uma Circunferéncia Esférica.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragdo. Seja C uma circunferéncia de centro P e raio / sobre uma superficie esférica. Considerando
um ponto B, de modo que B € C, temos que o segmento esférico PB = I. Seja O o centro desta esfera,
de modo que, O é equidistante a todos os pontos da esfera. Dai, temos que OP = OB, pois OP e OB sdo
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raios da esfera em questdo. Chamaremos de R o raio da esfera e de r o raio da circunferéncia formada
pela interse¢do do plano euclidiano que contém C com esta esfera.

Entdo, considerando o angulo O em POB, segue-se que:
~ 7
sen O = —
R
donde
r = R sen O.
Sendo C = 27mtr o comprimento da circunferéncia C, e substituindo r por R sen 6, temos

C=2nRsenO

Tomando R igual a uma unidade e, sabendo que I é o arco correspondente ao angulo POB e com

mesma medida em graus, concluimos que
C=2msenl. |

Outro resultado interessante na Geometria Esférica é a férmula para o calculo da drea da regiao
delimitada por uma circunferéncia, que pode ser encontrada a partir de propriedades da Geometria Es-
pacial Euclidiana, pois a circunferéncia na Geometria Esférica corresponde a calota esférica na Geometria

Espacial. A drea A da calota esférica é obtida pela férmula:

A =2nRh (2.1)

em que /i é a distancia entre a se¢do e o polo dessa esfera, e R é a medida do raio da esfera. Com isso,

podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicdo 2.5. A drea S da regido delimitada por uma circunferéncia na Geometria Esférica, dada em fungdo da

medida | de seu raio, pode ser obtida pela expressio: S = 21 (1 — cos ).

Demonstragio. Sabendo que a drea A da calota esférica na Geometria Euclidiana corresponde a drea S da
regido delimitada pela circunferéncia na Geometria Esférica, entdo temos que A = S.
Note que
h=R-x (2.2)

sendo x a distancia entre a se¢do e o centro O da esfera como mostra a Figura 2.5.

Dai temos que

~ X
O==
cos

logo,
x=Rcos O (2.3)

Sabendo que A = S e das Equagdes (2.1), (2.2) e (2.3) temos

S=2nR (R—Rcos (3)
Tomando R igual a uma unidade, temos que:

S=2n(1—c056)

Sabendo que é o arco correspondente ao dngulo O e com mesma medida em graus, entdo concluimos
que:
S=2m (1-cosl) o.
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Vale salientar, que a unidade de medida de drea na Geometria Esférica é dada em graus ou 7 radianos.
Desse modo, é possivel observar que 360° ou 27 rad corresponde a drea de um hemisfério, pois 4 rad
corresponde a drea total da superficie esférica.

Outro elemento importante da Geometria Esférica, assim como na Geometria Euclidiana, sdo os
triangulos. Algumas propriedades e conceitos sdo os mesmos em ambas as Geometrias, porém outros
sdo diferentes. A definicdo de tridngulo esférico ja foi apresentada no Capitulo 1, desse modo, ndo
apresentaremos novamente aqui, porém, abordaremos algumas propriedades e conceitos envolvidos
nos tridngulos esféricos.

Considere o tridngulo formado pelos arcos BC, AC e AB de circunferéncias méaximas. Os lados BC, AC
e AB do tridngulo esférico sdo denotados, respectivamente, por a,b e ¢, e medidos em graus ou radianos

pelos angulos correspondentes a eles no centro da esfera.

Definicdo 2.4. (Tridngulos Polares) - Um tridngulo esférico ABC é um tridngulo polar de outro tridngulo

esférico A’B’C’ quando os vértices do primeiro sdo polos dos lados do segundo.

Figura 2.6: Triangulos Polares.

Fonte: Acervo do autor.

Com isso, vale a seguinte propriedade de simetria

z

Proposicao 2.6. Considere os tridngulos esféricos ABC e A’B'C’, como mostra a Figura 2.6. Se A’B’C’ é polar
de ABC, entdo ABC é polar de A’B'C".

Demonstragio. Considere os tridngulos ABC e A’B’C’. Provaremos que A’ é polar ao arco BC, B’ é polar

ao arco AC e C’ é polar ao arco AB.

—~ —~
z

Para provar que A’ é polar ao arco BAC, basta provar que os arcos A’B e A’C medem ambos 90°.De
fato, como B é polar ao arco A'C’ tem-se que A'B= 90°, conforme desejado. Analogamente, como C é
polo de A'B segue também que A'C=90°.

Dessa forma, A’ é polar ao arco BC. De forma andloga se prova que B’ é polar ao arco ACeC'é polar

ao arco AB. O
Outro resultado importante é o Teorema de Lagrange para tridngulos polares que veremos a abaixo.

Teorema 2.1. (Teorema de Lagrange) - Em dois tridngulos polares o lado de um e o Angulo do outro cujo vértice é

polo deste lado sio suplementares.
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Demonstragio. Considere os tridngulos polares ABC e A’B’C’ de lados a,b,c e a’, ', ¢, respectivamente.

Provaremos que:

A+a =180° (2.4)
B+b =180° (2.5)
C+c =180° (2.6)

Primeiramente, prolonga-se os lados b e c até determinarem os pontos E e F sobre o B’C’ no segundo

tridangulo, como mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7: Tridngulos Polares.

Fonte: Acervo do autor.

B'F= 90° 2.7)

C’E= 90° (2.8)

pois B’ é polo de AC com F pertencendo a circunferéncia maxima contendo AC e C’ é polo de AB com E
pertencendo a circunferéncia maxima contendo AB, ja que a distdncia de um polo a um ponto qualquer
de sua circunferéncia méxima é sempre igual a 90°.

Somando as Equacgoes (2.7) e (2.8) segue-se que

B'F + C'E= 180°. 2.9)

Como
B'F=B'E + EF (2.10)
C'E=EF + C'F @.11)

Resulta de (2.10) e (2.11) em (2.9).

B'E + EF + EF + C'F= 180°
assim,
B'C’ + EF= 180°
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dai
a’+ EF=180°.

Como A é polo de EAF, tem-se EF= A, pois um angulo esférico é medido pelo arco cujo polo é o préprio
vértice desse angulo. Logo,
A+a =180°,

estabelecendo (2.4)

Analogamente, se demonstra as Equagdes (2.5) e (2.6). O

Definicdo 2.5. (Tridngulos Simétricos) - Dois tridngulos esféricos cujos vértices sdo diametralmente

opostos sdo chamados de tridngulos simétricos, assim como os triedros correspondentes.

Figura 2.8: Triangulos Simétricos.

Fonte: Acervo do autor.

De maneira analoga aos triangulos da Geometria Euclidiana, os tridngulos esféricos possuem trés
angulos, trés lados, trés alturas, trés bissetrizes e trés medianas, definidos na Geometria Esférica de
maneira andloga aos tridngulos planos da Geometria Euclidiana.

Veremos a seguir algumas propriedades dos tridngulos esféricos.

Proposicdo 2.7. Cada lado de um tridngulo esférico é menor que soma e maior que a diferenga entre os outros dois
lados.

|b—c|<a<b+c
lc—a|<b<c+a

la—b|<c<a+b
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Figura 2.9: A soma de dois lados é maior que o terceiro lado e a diferenca de dois lados é menor que o

terceiro lado.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragio. Considere o tridngulo esférico ABC, com lados 4, b e c em uma esfera de centro O. Caso os
lados a, b e c sejam iguais, o teorema é verdadeiro, caso contrario, sobre OA, tome um ponto X qualquer;
sobre OB, tome um ponto Y qualquer e sobre XY, tome um ponto P de modo que XOP = AOC. Sobre

OC tome um ponto Z de modo que OZ = OP, como mostra a Figura 2.10.

Figura 2.10: Figura auxiliar para demonstracido da Proposicdo da soma e difereca dos lados de um

Triangulo Esférico.

Fonte: Acervo do autor.

Considerando os pontos X, Y e Z, obtemos o tridngulo XYZ no qual XP = XZ, pois os tridngulos
euclidianos XOZ e XOP sao congruentes (pelo caso LAL). Note também que pela construcdo descrita,
tem-se XOZ = AOC = XOP. Pela desigualdade triangular da geometria plana no tridngulo XYZ, temos:

XZ+27ZY > XY

donde,
XZ + ZY > XP + PY.

Como XP = XZ temos que,
ZY > PY

e portanto
zOY > POY. (2.12)
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Somando XOZ em ambos 0s membros da desigualdade (2.12)
XOZ + ZOY > XOZ + POY

e dai
XOZ + ZOY > XOP + POY.

Como XOP + POY = XOY , segue que,
XOZ + ZOY > XOY (2.13)

Observando que,
XOZ =b, ZOY =ae XOY =c.

resulta da equagdo (2.13) que

a+b>c
o que implica que
b>c-a
e
a>c—b
como queriamos demonstrar. De maneira andloga demonstram-se as demais desigualdades. ]

Quanto aos lados de um tridngulo esférico, temos a seguinte

Proposi¢do 2.8. A somaa + b + ¢ também hd uma variagio, dada da sequinte maneira

0°<a+b+c<360°

Demonstracio. Considere o tridngulo esférico ABC, com lados a,b e c. Seja C’ o antipoda do ponto C,

formando o tridngulo esférico ABC’, com lados @', b’ e c.

Figura 2.11: Soma dos trés lados de um Tridngulo.

Fonte: Acervo do autor.

Note, que pela Proposicdo 2.7, segue que,

c<a +0 (2.14)
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Observe também que a +a’ = 180° e b + b’ = 180°, donde

a+a +b+0b =360° (2.15)
Logo, das equagoes (2.14) e (2.15), segue-se que
360°=a+a +b+b =a+b+{@ +V)>a+b+c.
Assim, os lados a,b e ¢ de um tridngulo esférico satisfazem

a+b+c<360°

Com a restrigdo de que nenhum de seus lados pode ser maior do que 180°. m]
Quanto aos angulos de um tridngulo esférico, tem-se

Proposicdo 2.9. A soma dos dngulos internos de um tridngulo esférico, diferente do tridngulo plano, ndo é um
valor constante, e este valor varia entre 180° e 540°, com a possibilidade de ter um valor fixo a depender do tridngulo

considerado. Assim, considerando os dngulos A, B e C de um dado tridngulo, temos que

180° < A + B + C < 540°.

Demonstragio. Considere o tridngulo ABC e o seu tridangulo polar A’B’C’ cujos lados sdo a’,b’,c’. Pelo

Teorema de Lagrange tem-se

A+a =180°
B+1 =180°
C+c =180°.

Somando as trés equagdes acima membro a membro obtemos
(A+B+C)+(a +b +c') = 540°.

Mas pela Proposicado 2.8
a’ +b +c <360°

o que implica em
A+B+C>180°.
Além disso, como a’ + b’ + ¢’ > 0, tem-se que
A+B+C <540°
e portanto
180° < A + B + C < 540°

estabelecendo o resultado. O
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Proposicdo 2.10. Todo tridngulo esférico equildtero é equidngulo e todo equidngulo é equildtero.

Figura 2.12: Triangulo Equilatero/Equiangulo.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragio. Considere o tridngulo esférico ABC.

Suponha inicialmente que o tridngulo ABC seja equilatero. Assim, o triedro definido pelas semirretas
(71, OB e OC possui todos os dngulos planos iguais, pois os dngulos planos do triedro definem os lados
do tridngulo esférico ABC. Logo, se todos os angulos planos do triedro sdo iguais, os angulos diedros
também sdo. Como os angulos diedros definem os dngulos esféricos, segue que os angulos A,BeCsdo
iguais. Portanto o tridngulo ABC é equidngulo.

Considere o tridngulo ABC tal que A =B=C. Assim, os angulos diedros do triedro definido pelas
semirreta O—)A, OB e OC sio iguais. Isto implica que os dngulos planos do triedro também s&o iguais.

Logo, os lados do tridngulo ABC sdo iguais e portanto o tridngulo ABC é equilétero. m]

Nos tridngulos planos, tém-se no maximo um angulo reto, ou seja, com medida igual a 90°, enquanto
nos tridngulos esféricos pode-se ter até os trés angulos medindo 90° cada. Isso possibilita classifica-los

quanto a seus angulos e lados, das seguintes maneiras:

Quanto aos angulos:

Retangulo - Quando possui um angulo com medida igual a 90°;
Birretangulo - Quando possui dois angulos com medidas iguais a 90° cada;

Trirretdngulo - Quando possui os trés angulos com medidas iguais a 90° cada.

Quanto aos lados:

Retildtero - Quando possui um lado com medida igual a 90°;
Birretilatero - Quando possui dois lados com medidas iguais a 90° cada;

Trirretilatero - Quando possui os trés lados com medidas iguais a 90° cada.

Observe na Figura 2.13 que o tridngulo esférico possui trés angulos e trés lados com medidas iguais

a 90°, logo ele rerepresenta um Triangulo Trirretangulo e Trirretilatero.
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Figura 2.13: Tridngulo Trirretangulo e Trirretilatero.

Fonte: Acervo do autor.

2.2 Trigonometria Esférica

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados importantes da Trigonometria Esférica, que assim
como na Trigonometria Plana, também trata do estudo das relagdes entre lados e dangulos dos tridngulos.
Vale destacar, que assim como no circulo trigonométrico adota-se uma unidade como sendo a medida
do raio, 0 mesmo acontece na esfera trigonométrica.

Num tridngulo esférico qualquer, existem seis dngulos distintos, sendo eles, os trés angulos inter-
nos do tridngulo esférico e os trés dngulos que determinam as medidas dos lados. Dessa maneira, a
trigonometria possibilita relacionar esses seis elementos.

O primeiro resultado que apresentaremos é a férmula fundamental, conhecida também como lei dos
cossenos esféricos, considerada uma das mais importantes, pois uma série de outras relagdes sdo obtidas
a partir dela.

~ o~

Teorema 2.2. Seja ABC um tridngulo esférico, com lados a, b e ¢, e dngulos internos A, B e C. Entdo

cosa=cosb- cosc+senb- senc- cosA (2.16)
cosb =cosa-cosc +sena-senc-cosB (2.17)
cosc =cosa-cosb +sena-senb-cos C (2.18)

Demonstragio. Considere o tridngulo esférico ABC sobre uma esfera de centro O e raio r.
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Figura 2.14: Triangulo Esférico e as Tangentes no Ponto A.

A

Fonte: Acervo do autor.

Como o raio da esfera mede uma unidade, temos que
OA=0B=0C=1.

O lado a equivale ao angulo central COB, olado b equivale ao angulo central AOC e oladoc equivale
ao angulo central AOB. O angulo interno Aéo angulo formado pelas retas tangentes aos arcos ABe AC
que passam por A. O angulo Béo angulo formado pelas retas tangentes aos arcos BA e BC passando
por B e 0 angulo Céo angulo formado pelas retas tangentes aos arcos CAeCB passando por C.

Os lados a, b e ¢ sdo opostos, respectivamente, aos dngulos ABeC.

Prolongando as tangentes que passam por A e as retas OB e OC, temos que estas se encontram nos
pontos Pe Q.

As semirretas AO e AP sdo perpendiculares, assim como as semirretas AO e AQ, pois as retas AP e
AQ sdo tangentes a superficie da esfera e uma reta tangente a uma esfera é perpendicular ao raio. Logo
os triangulos OAP e OAQ sdo retangulos em A

Com isso, a partir da Geometria Plana, podemos estabelecer as seguintes rela¢des trigonométricas

cosb = g (2.19)
PO

senb = AP (2.20)
PO

cosc = g (2.21)
QO

senc = g (2.22)
QO

Aplicando o Teorema de Pitdgoras para tridngulos planos, temos

PO° =AD" + AP
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00’ =40 +AQ".

Somando estas duas equagdes, temos que

PO’ +Q0’ =240 + AP +AQ"

e portanto
240" = (PO’ - AP") + (Q0" - 4Q"). (2.23)
Aplicando a lei dos cossenos da Geometria Plana nos tridngulos PQO e PQA que ndo sdo retangulos,
temos
e B R
PQ" = PO + QO —2P0O.Q0.cos a (2.24)
PQ’ = AP" + AQ" - 2AP.AQ.cos A. (2.25)

Das equagdes (2.24) e (2.25)

PO° + QO - 2P0.Q0.cosa = AP’ +AQ  — 2AP.AQ.cos A.

Portanto,

2PO.Q0.cosa = 2AP.AQ.cos A + (mz - ﬁz) + (@2 - @2) . (2.26)

A partir das equagdes (2.23) e (2.26), resulta que

2P0.Q0.cosa = 2AP.AQ.cos A +2A0

dai ., o
cosa = PSOQO + ?g:gg.wsﬁ
donde .
cosa = A0.A0 | AP.AQ cos A. (2.27)

—t ——.
PO.QO  PO.QO
Substituindo as equagdes (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) na equagdo (2.27) chegamos na férmula funda-

mental para tridngulos esféricos.

cosa =cosb-cosc +senb-senc-cosA.

De maneira andloga, obtemos as relagdes

cosb =cosa-cosc +sena-senc-cosB

cosc =cosa-cosb +sena-senb-cosC. O

Observagdo 2.1. Esta formula também é conhecida como Férmula dos Quatro Elementos, pois relaciona trés lados

e um dngulo de um tridngulo esférico

Outra férmula importante é a conhecida como analogia dos senos ou lei dos senos para triangulos

esféricos, que é dada da seguinte forma:
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Teorema 2.3. Seja ABC um tridngulo esférico, com lados a, b e c, e Angulos internos A, BeC. Entio

sen A senB  sen C
sena senb senc’

Para compreender melhor este resultado considere o tridngulo esférico ABC pertencente a superficie

esférica de centro em O, como mostra a Figura 2.15 abaixo

Figura 2.15: Tridangulo Esférico sobre a Superficie Esférica.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragio. Baixe do ponto A a reta perpendicular ao plano BOC cuja interse¢do determina o ponto
P. Por P tracamos as retas perpendiculares aos segmentos BO e CO que resulta nos pontos Q e R
respectivamente. Agora pelo ponto A, também tragamos as perpendiculares aos segmentos BO e CO
cujas interse¢des sdo os pontos Q e R, o que é possivel pois o plano determinado pelos pontos P,Q e A é
perpendicular ao plano determinado pelos pontos O, B e C e o plano determinado pelos pontos A, P e R
é perpendicular ao plano determinado pelos pontos O, B e C.

Agora observe que o dngulo B ¢ formado pela intersecdo dos planos que passam por BOA e COB.
Como as retas AQ e QP pertencem aos planos que passam por BOA e COB respectivamente, entdo o
angulo AQPé congruente ao angulo B.O angulo C é formado pela intersecdo dos planos que passam por
COA e BOC. Como as retas AR e RP pertencem aos planos que passam por COA e COB respectivamente,
entdo o angulo ARP é congruente ao dngulo C. Deste modo, como acabamos de ver, os tridngulos APQ,

APR, AQO e ARO sao tridngulos retdngulos, como mostra a Figura 2.16.

Figura 2.16: Tridangulos Retangulos.

A A A A

[ 4 b

0 Q P P R R e

(<}

Fonte: Acervo do autor.

Assim, podemos extrair as seguintes relagdes
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sen B= == (2.28)
AQ
senC = g (2.29)
AR
10
senc = :Q (2.30)
AO
senb = A:R (2.31)
AO
Das equacgoes (2.28) e (2.29) obtém-se
AP = AQ.sen B = AR.sen C. (2.32)
Das equagoes (2.30) e (2.31), respectivamente, resulta
AQ =AO.sen c (2.33)
e
AR = AO.sen b. (2.34)
Substituindo as equagdes (2.33) e (2.34) na equacdo (2.32), obtemos as seguintes equagoes:
AP = AO.senc-sen B (2.35)
e ainda,
AP = AO.sen'b-sen C (2.36)
igualando as equagdes (2.35) e (2.36) , obtemos
AO.senc-sen B = AO.sen'b-sen C
e portanto
senb  senc
sen B senC
De maneira andloga, considerando o vértice B ou C, teremos que
senb  sena
sen B sen A
0 que nos permite concluir que
sen A B sen B B sen C
sena senb  senc
finalizando a demonstracao. O

A partir dalei dos cossenos esféricos, podemos deduzir outros resultados, como o que apresentaremos

logo a seguir:
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Teorema 2.4. Dado um tridngulo esférico de vértices A, B e C, com dngulos internos medindo A BeCe cujos

lados opostos medem a, b e c, respectivamente, como na Figura 2.17, tem-se

c0s A =—cosB-cos C+senB-sen C-cosa

c0sB = —cosA-cosC +senA-senC-cosb

cos C = —cos A-cosB +sen A-sen B - cos c

Figura 2.17: Triangulo Esférico.

A

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragdo. Aplicando alei dos cossenos esféricos (Teorema 2.2) no tridngulo A’B’C’ polar ao tridngulo

ABC, representado na Figura 2.18,

Figura 2.18: Triangulos Polares.

Fonte: Acervo do autor.

teremos o seguinte resultado:

cosa’ =cosb -cosc’ +senb’ -senc -cos A’

cosb’ =cosa -cosc’ +sena’ -senc -cos B’

(2.37)

(2.38)
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cosc” =cosa’ -cosb +sena -senb’-cosC’. (2.39)

Pelo Teorema de Lagrange temos,

7 =180° - A
v =180° - B
¢ =180°-C
A =180° —a
B’ =180°—b
C’ =180° —c.

Substituindo as equagdes anteriores nas Equagdes (2.37), (2.38) e (2.39) obtemos,

cos (1800 - E) = cos (180° - §) .08 (180" - 6) + sen (1800 - ﬁ) .sen (180o - 6) .cos (180° — a)
cos (180° - E) = cos (180° - ﬁ) .cos (180° - 6) + sen (180° - A\) .sen (180° - 6) .cos (180° — b)

cos (180° — 6) = cos (180° - 1@) .C0S (180° — E) + sen (180° — g) .sen (180° - E) .c0s (180° —¢).
Utilizando as relag¢oes trigonométricas planas

cos (180° —a) = —cos a

sen (180° —a) = sena

e fazendo as devidas substitui¢des, obtém-se

—cos A = —cos B - (—cos 6) +senB-senC- (—cos a) (2.40)
—cos B = —cos A - (—cos 6) +senA-sen C- (—cos b) (2.41)
—c0sC =—cos A - (—cos E) +sen A -sen B (—cos c). (2.42)

Multiplicando por (-1) em ambos os membros das equagdes (2.40), (2.41) e (2.42) chegaremos nas
relagdes desejadas
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cos A = —cosB-cosC +senB-senC-cosa
c0sB = —cosA-cosC +senA-senC-cosb
cosC = —cosA-cosB +senA-sen B -cosc. m]

Veremos agora um resultado bastante importante, conhecido também como Teorema de Pitdgoras

para tridngulos esféricos.

Teorema 2.5. Num tridngulo esférico retdngulo o cosseno da hipotenusa é igual ao produto dos cossenos dos

catetos.

Demonstragio. Considere inicialmente, um tridngulo esférico ABC, retangulo em A, como mostra a Figura

2.19.

Figura 2.19: Triangulo Retangulo.

A

Fonte: Acervo do autor.

Utilizando a lei dos cossenos esféricos, obtemos

cosa =cosb-cosc +senb-senc-cos A

e como A = 90° entdo
cosA =cos90° =0

e dai

cosa =cosb-cosc +senb-senc-0.

Logo, concluimos que
cosa =cosb-cosc. m|

Além disto, existem outros resultados importantes do tridngulo retangulo esférico, como as que

apresentaremos em seguida.
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Teorema 2.6. O seno de um cateto é igual ao produto dos senos da hipotenusa e do Angulo oposto ao referido cateto.

Demonstragio. Considere inicialmente, um tridngulo esférico ABC, retangulo em A, comomostraa Figura
2.19.

Pela lei dos senos esféricos, tem-se

sen A senB  senC
sena senb senc

e como A = 90° obtemos

senA =1.

Assim

Disto resulta que

senb =sena-sen B

senc =sena-sen C.

Provamos entdo que o seno de um cateto é igual ao produto dos senos da hipotenusa e do angulo

oposto ao referido cateto. ]
Teorema 2.7. O cosseno da hipotenusa é igual ao produto das cotangentes' dos dngulos adjacentes.
Demonstragio. Considere inicialmente, um tridngulo esférico ABC, retangulo de modo que A =90° como
o representado na Figura 2.19. Pelo Teorema 2.4, tem-se

cos A = —cos B-cos C +sen B-sen C-cosa

ecomo A = 90°, entao
cos A = c0s90° = 0

dai

—cosB-cosC +senB-sen C-cosa =0

o que implica que

cos B-cos C =sen B-sen C-cosa

logo temos

cos B - cos C
cosa = ————

sen B -sen C

1Cottmgente de um éngulo ¢é razdo trigonométrica inversa da tangente, ou seja, a cotangente de um éngulo é a razao entre o

Cateto adjacente e o Cateto Oposto a esse dngulo a cotangente esta definida para dngulos cuja tangente é diferente de zero.
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cos B cos C

cosa = —. —
sen B sen C

assim concluimos que
cosa = cotg B - cotg C.

Como a é o lado oposto ao angulo reto, temos que o cosseno da hipotenusa é igual ao produto das

cotangentes dos angulos adjacentes. m]

Teorema 2.8. O cosseno de um dos dngulos ndo retos é igual ao produto do cosseno do lado oposto pelo seno do

outro dngulo nio reto.
Demonstragio. Considere inicialmente, um tridngulo esférico ABC retangulo de modo que A =90° como

o representado na Figura 2.19. Pelo Teorema 2.4, tem-se

c0sB =—cosA-cosC +senA-senC-cosb

cos C = —cos A-cosB +sen A-sen B - cos c

e como A= 90°, entdo
cos A = c0s90° = 0

sen A =sen90° = 1

dai, concluimos que

cos B =sen C-cosb

cos C =sen B - cos c. O



Capitulo 3
Aplicacgoes

Este capitulo sera dedicado a apresentar algumas aplicacdes da Geometria Esférica que tém relagdes
com contetiidos programaticos da grade curricular do ensino bésico. Isso favorecerd que o professor
tenha a oportunidade de levar para sala de aula o ensino de Geometria Esférica, algo que como vimos,
ndo estd presente na educacdo bdsica, possibilitando esse contato com uma geometria ndo euclidiana,

algo que é pouco explorado no ensino de Geometria.

3.1 O Teorema de Euler para Poliedros Convexos

Usaremos a demonstragdo dada por Adrien Marie Legendre, considerada mais elementar, e por esse
motivo é mais acessivel e mais diddtica. Para isso, serd necessario conhecer o Teorema de Girard referente
a soma dos angulos internos de um tridngulo esférico que serd apresentado e demonstrado nesta segdo.

Para a demonstracdo deste resultado, faremos uso do seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja ¢ um fuso completo, cujo dngulo mede a radianos, como mostra a Figura 3.1. Qualquer plano
que passe pelo centro da esfera a decompde em dois hemisférios H e H'. As partes R, R’ do fuso completo ¢ contidas

em cada um desses hemisférios tém a mesma drea 2ar* .

Figura 3.1: Fuso Completo.

Fonte: Acervo do autor.
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Demonstragdo. Seja E uma esfera de centro O e raio r.
Um fuso de angulo @ = © é um hemisfério, note que a drea de um hemisfério é igual a metade da

. . U
area total da esfera, logo um fuso de angulo a = 7 tem drea medindo 27t7?. Um fuso de dngulo a = )

. 1
tem drea igual a 1 da drea da esfera, logo sua drea mede 7ir2. Desse modo, é possivel perceber que a drea
do fuso é proporcional ao seu dngulo.
Assim sendo, temos que um giro completo 27 estd para a drea total da esfera na mesma proporcao

que o angulo « estd para a area do fuso de angulo «, logo

21 o

4nr?  drea do fuso

e portanto,
1 a

22~ (drea do fuso)

Assim, temos que

drea do fuso = 2ar*.

Dado um fuso ¢ na esfera, o conjunto formado pelos antipodas dos pontos de ¢ é ainda um fuso ¢’,
chamado o fuso antipoda de ¢. A reunido ¢ = ¢ U ¢’ chama-se um fuso completo. Agora basta-nos

provar que R e R’ tém a mesma area, donde
drea de ¢ = (drea de R) + (drea de R') = 2 (drea de R)

e consequentemente,

drea de R = metade da drea de ¢ = 2ar*.

De fato, note que R e R’ sdo figuras antipodas, ou seja, cada ponto de R é antipoda de um ponto de R’
e vice-versa. Pois R = sUt é a reunido de dois tridngulos esféricos que tém um vértice em comum e ainda,
R =5 Ut éareunido de dois tridngulos antipodas a s e t, como mostra a Figura 3.2. Logo ser4 suficiente
provar que um tridngulo esférico t e seu antipoda tém a mesma drea. Note, que f e t’ tém angulos iguais
e lados congruentes, dois a dois, mas t e ' ndo sdo tridngulos congruentes, pois ndo é possivel mover
um deles no espago até sobrep6-lo exatamente sobre o outro, a menos que f e consequentemente t’ sejam

isosceles.

Figura 3.2: A regido R em cinza e a regido R” em azul.

VISAO FRONTAL VISAO TRASEIRA

Fonte: Acervo do autor.

Agora observe que se t e consequentemente ' forem isésceles, entdo t é congruente a seu antipoda
t', logo esses dois tridngulos tém a mesma drea. Em geral, procede-se da seguinte maneira. Os pontos
A, B, C, vértices de t, determinam uma circunferéncia e, portanto, uma calota esférica que contém o

tridangulo esférico. Seja P o ponto de intersec¢do da calota com a perpendicular ao plano ABC que passa
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pelo centro do circunferéncia, chamaremos P de polo da calota. Os arcos de circunferéncia maxima PA, PB
e PC tém o mesmo comprimento, pois a perpendicular que contém P passa pelo centro da circunferéncia
que passa por A, B e C., logo a distancia de PA, PB e PC sdo as mesmas e consequentemente as medidas
dos seus arcos de circunferéncia méxima serdo as mesmas. Daf os tridngulos esféricos PAB, PBC e PAC
sdo isdsceles.

Se o polo P estiver no interior do tridngulo t = ABC, teremos,
drea de t = (drea de PAB) + (drea de PBC) + (drea de PAC).

Procedendo analogamente com o tridngulo antipoda t = A’B’C’, decompondo-o como reunido
justaposta de tridangulos is6sceles P’A’B’, P’B’C’ e P’A’C’, cada um deles antipoda do seu correspondente
em t, assim teremos que PAB, PBC e PAC sdo respectivamente congruentes a P’A’B’, P’B'C’ e P’A’C".

Assim

dreadet = (dreade PA'B') + (dreade P'B'C') + (dreade P'A'C')
donde
drea de t = (drea de PAB) + (drea de PBC) + (drea de PAC) = drea de t

e portanto,

dreadet = dreadet.

Desse modo, concluimos que drea de t = drea de t .

Se o polo P estiver situado fora do tridngulo t = ABC, entao,

drea de t = (drea de PAB) + (drea de PAC) — (drea de PBC).
E analogamente, considerando o tridngulo ¢ = A’B’C’, obtemos
dreadet = (dreade P A'B") + (dreade P A'C") — (dreade PB'C)
0 que nos permite concluir que
drea de t = dreadet .

De maneira anéloga se procede com s e o seu triangulo antipoda s, e como R =sUteR =s Ut
obtemos
drea de R = drea de R = 2ar?,

como queriamos demonstrar. m]

De posse do resultado acima, serd possivel demonstrar o importante Teorema de Girard sobre a soma

dos angulos internos de um tridngulo esférico.

Teorema 3.2. Se o , B e y sio os dngulos internos de um tridngulo esférico, medidos em radianos, entdo

a 7 2z [N 4 .
a+p+y=mn+ -, ondeaédrea desse tridngulo e r é o raio da esfera.
%)

Demonstragio. Consideremos um hemisfério H que contenha o tridngulo dado. Prolongando, nos dois
sentidos, os lados que formam o dngulo a, até encontrarem o bordo do hemisfério H, obtemos uma

regido R, C H, cuja 4rea mede 2ar?, de acordo com o teorema anterior.
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Figura 3.3: A parte pintada é a regido R,.

Fonte: Acervo do autor.

Fazendo o mesmo processo com os lados que formam os dngulos e analogamente para os lados
que formam os angulos y, obtemos as regides Rg e R,, cujas dreas medem respectivamente 212 e 2yr2. A
reunido dessas trés regides é o hemisfério H, com o tridngulo dado contando duas vezes a mais do que
deveria. Desse modo, temos que a soma das areas das regides R,, Rg e R, é igual a drea do hemisfério H

mais duas vezes a drea a do tridngulo dado, ou seja,

(drea de Ry) + (drea de Rg) + (drea de R,) = (drea de H) + 2 (drea do triangulo) .
Como a drea do hemisfério H mede 2mtr? segue-se que
2ar* + 2B1% + 2yr* = 2mr? + 2a (3.1)

dividindo ambos os membros da equacdo 3.1 por 272, temos

a
a+p+y=m+ ok
estabelecendo o resultado. O

Agora, de posse desses dois teoremas, poderemos apresentar o famoso Teorema de Euler para

Poliedros Convexos e demonstréa-lo usando a Geometria Esférica.

Teorema 3.3. Em um poliedro convexo onde F é o niimero de faces, A o niimero de arestas e V o niimero de

vértices, vale a relagio V — A+ F = 2.

Demonstragio. Seja P um poliedro convexo, com V vértices, A arestas e F faces. Por conveniéncia,
suporemos que as faces P sdo tridngulos, mas se ndo forem, basta decompor cada face em tridngulos
por meio de diagonais. Observe que isso ndo mudara o namero V — A + F, pois cada vez que tracamos
uma diagonal em uma face, o nimero V néo se altera, enquanto os ntimeros F e A aumentam em uma
unidade, ja que a cada diagonal tragada, teremos essa diagonal como uma nova aresta, que por sua vez
divide a face em duas faces, o que implica em uma face a mais, esses aumentos se cancelam na expressao

da seguinte maneira,
V-A+1)+F+1)=V-A-1+F+1=V-A+F

Consideremos uma esfera E, de raio r, cujo centro O é um ponto situado no interior do poliedro P.

Projetando radialmente o poliedro P sobre a esfera E, obtemos uma decomposi¢do de E em tridngulos
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esféricos, dispostos de modo semelhante a situacgdo das faces de P. Em particular, a esfera E fica recoberta
por F tridngulos esféricos, com um total de A lados e V vértices.

A projecao radial de um segmento de reta AB é um arco de circunferéncia méxima ab sobre a esfera E
(salvono caso em que A, B e o centro O da esfera estdo na mesma reta). Com efeito, A, B e O determinam

um plano, que corta a esfera segundo uma circunferéncia maxima do qual ab é um arco.

Figura 3.4: Projecdo Radial.
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Projecéo Radial de um ponto de um Poliedro Projecé@o Radial de um segmento de um Poliedro

Fonte: Acervo do autor.

z

Figura 3.5: O Triangulo T” é a Projecdo Radial do Tridngulo T sobre a esfera E.

Fonte: Acervo do autor.

Quando dois arcos de circunferéncia maxima tém uma extremidade comum, o dngulo a formado
por esses arcos é, por definicdo, o dngulo entre as semi-retas tangentes a esses arcos. Como vimos
anteriormente, pelo Teorema de Girard, se «, e y sdo dngulos de um tridngulo esférico medidos em

radianos, entdo a soma a +  + y é dada pela férmula,
B a
a+p+y=m+ 2

em que a é a drea do tridngulo e r é o raio da esfera.

Decompondo a esfera E em F tridngulos esféricos, teremos um total de A lados, pois cada lado dos
tridngulos esféricos serd uma aresta do poliedro projetado sobre a esfera e teremos ainda V vértices, para
cada um desses tridngulos ¢, vale a Formula de Girard

St =T+ 1’7 ,

em que s; é a soma dos angulos e a; é a drea do tridngulo esférico t e r é o raio da esfera.
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Temos ao todo F igualdades como esta acima, pois hd F tridngulos esféricos. Somando-as todas,

a
Zst:F(n+r—;>
= Fr+F2

T

> a;

r2

temos,

=Fn+

Agora note que, ) _s; = 2V, pois a soma dos angulos em torno de cada vértice é iguala 2mr e ha V
vértices. Além disso, Y a; = 4mr?, pois a soma das areas de todos os tridngulos esféricos é igual a area

da superficie esférica E, de modo que

4712
> si=2mV =Fr+ =

Simplificando, esta igualdade obtemos que

2nV = Fn+4n

e dividindo por m em ambos os membros, temos,

2V =F+4

donde
2V —-F =4. (3.2)

Para obter uma relagdo entre F (ntimero de tridngulos esféricos) e A (ntiimero total de lados desses
tridangulos), observamos que todo tridngulo tem 3 lados, e toda aresta é lado de 2 tridngulo, logo 3F = 2A,
ou seja,

F=3F -2F =2A -2F.

Substituindo F por este valor na equacgéo (3.2), resulta que

2V - (2A - 2F) =4

donde
2V —-2A +2F = 4. (3.3)

Finalmente dividindo por 2 em ambos 0os membros da equagao (3.3), obtemos

V-A+F=2
que é a relacdo de Euler enunciada. O

Veremos agora alguns exemplos de aplicagdo do Teorema de Euler para poliedros convexos.
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Figura 3.6: Relacao de Euler em Poliedros Convexos.

OCTAEDRO PIRAMIDE DE BASE QUADRADA HEXAEDRO (CUBO)

Fonte: Acervo do autor.

Note que sendo V' a quantidade de vértices, A a quantidade de arestas e F a quantidade de faces,
temos no Octaedro

V=6
F=8

A=12
logo, vale a relagdo de Euler

V+F=A+2,
pois

6+8=12+2=14.
Na Pirdmide temos

V=5
=5
A=38
logo, vale a relacdo de Euler
V+F=A+2,

pois

5+5=8+2=10.
E no Hexaedro temos

V=38
F=6

A=12

logo, vale a relacdo de Euler

V+F=A+2,
pois

8+6=12+2=14.
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3.2 Congruéncia de Tridngulos Esféricos

Nesta sec¢do iremos apresentar os casos de congruéncias de tridngulos esféricos utilizando a teoria da
Trigonometria Esférica abordada no capitulo anterior.

Teorema 3.4. (Caso - AAA) Se dois tridngulos esféricos tém os trés dngulos esféricos congruentes, entio os
tridngulos sdo congruentes.

Figura 3.7: Triangulos Esféricos com os trés angulos congruentes.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstracio. Considere os tridngulos esféricos de lados a,b e c e a’,b" e ¢/, com angulos congruentes
A, B e C como mostra a Figura 3.7.

No tridngulo ABC, pelo Teorema 2.4, segue que

cos A + cosB - cos C

cos (a) = — —
senB - senC

cos B + cosA - cos C
cos (b) = — —
senA - senC

cos C + cosA - cos B

cos(c) = .

senA - senB
No tridngulo A’B’C’, do Teorema 2.4, segue que

cos A + cosB - cos C

cos(a’) = — =
senB - senC
cos B + cosA - cos C
cos (b') = = =
senA - senC
,. cosC + cosA- cos B
cos(c’) = .

senA - senB
Assim tem-se

cos (a) = cos (a’), cos (b) = cos (b") ecos (c) = cos (¢”) .

Portantoa =a’,b = b’ e c = c’, pois o cosseno é determinado apenas entre 0° e 180°. Logo, os tridngulos
sdo congruentes. O
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Teorema 3.5. (Caso - ALA) Se em dois tridngulos esféricos dois dngulos sido congruentes e o lado compreendido

entre eles também é congruente, entdo, esses tridngulos sido congruentes.

Figura 3.8: Tridangulos Esféricos com dois dngulos congruentes e o lado entre eles congruénte.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragio. Considere os tridngulos esféricos com angulos congruentes A e B e lado compreendido
entre esses angulos com medida x, como mostra a Figura 3.8.

No tridngulo ABC, pelo Teorema 2.4, segue que

cosy + cosa- cosf

= 3.4
cos (x) sen a - senf (3.4)

No tridngulo A’B’C’, pelo Teorema 2.4, tem-se que
cos () = cos O + cosa- cos 5 (3.5)

sen « - senf

Logo, das equacoes (3.4) e (3.5), temos

cosy + cosa- cosfp  cosO + cosa- cospf

sen - senf sen « - senf
donde

cosy = cos 0

logo

=0,

pois o cosseno é determinado apenas entre 0° e 180°. Sendo assim, pelo caso AAA do Teorema 3.4 os

tridangulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes. m]

Teorema 3.6. (Caso - LLL) Se dois tridngulos esféricos tém os trés lados congruentes, entio os tridngulos sio

congruentes.
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Figura 3.9: Tridngulos Esféricos com os trés lados congruentes.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragio. Considere os tridngulos esféricos ABC e A’B’C’ com lados congruentes a, b e c como mostra

a Figura 3.9.
No tridngulo ABC, pela Lei dos cossenos esféricos (Teorema 2.2), segue que

~ cosa —cosb-cosc
COSA =
senb-senc

~ cosb —cosa-cosc
0sB =
sena-senc

~ cosc —cosa-cosb
cosC = .
sena-senb

No tridngulo A’B’C’, pela Lei dos cossenos esféricos (Teorema 2.2), segue que

cosa —cosb-cosc

cosa =
senb-senc
5 cosb —cosa-cosc
0sf =
sena-senc
cosc —cosa-cosb
cosy =
7 sena-senb
donde
c0sA = cosa
cosB = cosf
cosC = cosy.
Logo, concluimos que
A=«
B=g
C=y,

pois o cosseno é determinado apenas entre 0° e 180°. Sendo assim, pelo caso AAA do Teorema 3.4 os

tridngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes. m]
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Teorema 3.7. (Caso - LAL) Se dois tridngulos esféricos tém dois lados e o dngulo compreendido entre eles

congruentes, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Figura 3.10: Tridngulos Esféricos com dois lados e o angulo compreendido entre eles congruentes.

Fonte: Acervo do autor.

Demonstragdo. Considere os tridngulos esféricos ABC e A’B’C’ com dois lados congruentes b e c e com o
angulo A entre eles também congruente, como mostra a Figura 3.10.
No tridngulo ABC, pela Lei dos cossenos esféricos (Teorema 2.2), segue que
~ cosa —cosb-cosc

A = . 3.6
€os senb-senc (36)

No tridngulo A’B’C’, pela Lei dos cossenos esféricos (Teorema 2.2), segue que

~ cosx —cosb-cosc
C0sA = . (3.7)
senb-senc

Segue das equacdes (3.6) e (3.7)

cosa —cosb-cosc cosx —cosb-cosc

sen'b-senc h senb-senc
donde

cos a = cos Xx.

Logo, concluimos que

a=x,

pois o cosseno é determinado apenas entre 0° e 180°. Sendo assim, pelo caso LLL do Teorema 3.6 os

tridngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes. ]



Capitulo 4

Considerac¢oes Finais

Neste trabalho desenvolveu-se um estudo bibliografico a respeito da Geometria Esférica, algumas
de suas principais propriedades e duas importantes aplica¢oes.

Durante todo processo do estudo houve uma preocupagdo em apresentar a importancia da Geo-
metria na formagdo do individuo, e ainda, a maneira como se deu o desenvolvimento da Geometria
Euclidiana até que houvesse a necessidade de Geometrias Nao-Euclidianas, em especial, a relevancia
da Geometria Esférica e o desenvolvimento da mesma. Durante este processo foi possivel perceber que
as Geometrias Ndo-Euclidianas ainda ndo ocupam um espaco satisfatério na formagdo de alunos da
educagdo bésica, tampouco de alunos de graduacdo. Desta maneira, este trabalho objetivou apresentar
uma base consistente com apresentagdes de conceitos e defini¢des que possibilitassem a compreensao do
presente estudo. Assim, abordamos a defini¢do de esfera, tridngulos esféricos, poliedros e os elementos
que os compoem. Posteriormente apresentamos, propriedades, proposicoes, teoremas e suas respectivas
demonstragdes da Geometria e Trigonometria Esféricas, relacionando-os sempre que possivel a Geome-
tria e Trigonometria Planas. Por fim, apresentamos as demostracdes do Teorema de Euler para poliedros
convexos e Congruéncias de Tridngulos Esféricos, como aplicacoes deste tema.

Este trabalho nos possibilitou compreender, como aponta Kaleff (2010, p.10) que “A importancia
de se trabalhar as Geometrias Nao-Euclidianas, até mesmo na escola e, principalmente, no dmbito da
licenciatura, reside no fato dessas teorias possibilitarem a quebra de paradigmas e padroes visuais|...]”.
O que possivelmente estimule um olhar mais preciso para problemas de diferentes naturezas do mundo
em que vivemos, como mostram Carvalho et al., (2014) ao afirmarem que a Geometria Esférica permite
associagdes com o Globo Terrestre e possibilita uma contextualizagdo com a Geografia. Deste modo,
podemos inferir que o estudo do tema desta pesquisa é de grande relevancia na formacao do individuo.

Desta maneira, esperamos contribuir de maneira satisfatéria com todos que se interessarem pelo tema
abordado, em especial, os professores e estudantes da Educagdo Basica e estudantes de licenciatura em
Matematica, aos quais possivelmente o tema abordado seja pouco conhecido ou até mesmo desconhecido,
porém o contato com o Teorema de Euler para poliedros convexos e sua demonstragdo pode acontecer
de uma nova maneira, como a apresentada nesta pesquisa, tendo em vista que este teorema faz parte dos
contetidos aplicados nas aulas de Matematica, e ainda, pode-se relacionar com a Geometria Euclidiana,
que por sua vez, é mais usual nas salas de aula, assim como relacionar os casos de congruéncias de
tridngulos planos com os casos de congruéncias de tridngulos esféricos. Compreendemos a relevancia
de pesquisas futuras dentro deste tema e propomos o estudo de novas aplica¢des, bem como a aplicagdo
de uma sequéncia didética que possibilite aos educandos compreender de maneira mais significatica

0s conceitos e propriedades da Geometria Esférica. Com isso, sera possivel levar a Geometria Esférica
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como uma alternativa nas aulas de Matemadtica, que por meio de uma sequéncia didatica promoverd
uma aprendizagem mais significativa em que o educando sera sujeito da sua prépria aprendizagem. E
assim professores e estudantes de licenciatura em Matemdtica poderdo vinvenciar na prética a aplicagdo

deste tema no contexto da Educagéo Basica, contribuindo com sua formacao profissional.
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