UL ‘B

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RECONCAVO DA BAHIA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
(PROFMAT)

REDES COMPLEXAS E SUAS APLICACOES
NO ESTUDO DE MATRIZES

FRANQUILANDE CERQUEIRA ARAGAO

CRUZ DAS ALMAS - BAHIA
DEZEMBRO DE 2021



FRANQUILANDE CERQUEIRA ARAGAO

REDES COMPLEXAS E SUAS APLICACOES
NO ESTUDO DE MATRIZES

Dissertacdo apresentada ao Programa de Mes-
trado Profissional em Matemdtica em Rede Na-
cional — PROFMAT, do Centro de Ciéncias
Exatas e Tecnoldgicas da Universidade Federal
do Reconcavo da Bahia — UFRB, como requi-
sito parcial para obten¢do do grau de Mestre em
Matemdtica.

CRUZ DAS ALMAS - BAHIA
DEZEMBRO DE 2021



FICHA CATALOGRAFICA

AB59r Aragao, Franquilande Cerqueira.
Redes complexas e suas aplicacbes no estudo
de matrizes / Franquilande Cerqueira Aragao._ Cruz
das Almas, Bahia, 2021.
88f.; il.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal
do Recdncavo da Bahia, Centro de Ciéncias Exatas e
Tecnolodgicas, Mestrado Profissional em Matematica —
PROFMAT.

Orientador: Prof. Dr. Ariston Cardoso

1.Matematica — Estudo e ensino — Matrizes
(Matematica). 2.Problemas, exercicios, etc. 3.Teoria
dos grafos — Analise. l.Universidade Federal do
Reconcavo da Bahia, Centro de Ciéncias Exatas e

Tecnologicas. Il.Titulo.
CDD: 512

Ficha elaborada pela Biblioteca Central de Cruz das Almas - UFRB.
Responsavel pela Elaboragéo - Antonio Marcos Sarmento das Chagas (Bibliotecario - CRB5 / 1615).
(os dados para catalogagdo foram enviados pelo usuario via formulario eletrénico).



O 00 1N L B~ W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

AA
Ad e | UF B

Ciéncias Exatas ‘

P RO F M AT e Tecnolégicas

Universidade Federal do
Recdncavo da Bahia

I ATA DE DEFESA

Aos trés dias do més de dezembro de dois mil e vinte e um, as 14h 30min, via
videoconferéncia na plataforma Google Meet, instalou-se a Comissao
Examinadora de dissertacdo de mestrado do discente Franquilande Cerqueira
Aragédo. A Comissao Examinadora foi composta pelos seguintes membros: Prof.
Dr. Ariston de Lima Cardoso UFRB, orientador, Prof. Dr. Adson Mota Rocha ,
UFRB, examinador interno e Prof. Dr. Genilson Ribeiro Melo, UFRB, examinador
externo. Deu-se inicio a sessao de defesa pelo Prof. Dr. Ariston de Lima
Cardoso, que, apos a apresentagdo dos membros da banca, solicitou a
candidato que iniciasse a apresentacdao da dissertacao, intitulada “REDES
COMPLEXAS E SUAS APLICACOES NO ESTUDO DE MATRIZES”, marcando
um tempo de 35 minutos para a mesma. Concluida a exposigao, o presidente da
sessdo passou a palavra ao examinador externo para arguir o candidato, em
seguida ao examinador interno para que fizesse o mesmo e finalizou a arguigéo
através de suas proprias consideragdes sobre o trabalho em julgamento. A
Comissdo Examinadora reuniu-se em sessao reservada e deliberou pela
recomendacédo pela APROVACAO. Divulgado o resultado ao discente e aos
demais participantes e encerrada a sessao de julgamento, eu Professor Ariston
de Lima Cardoso, na qualidade de presidente da Comissao Examinadora, lavrei
a presente ata que sera assinada por mim e pelos demais membros.

Cruz das Almas, 03 de dezembro de 2021.

o

Prof. Dr. Ariston de Lima Cardoso
Presidente

Prof. Dr. Adson Mota Rocha
Examinador Interno

it  bew o, Lk

\
VA Ane

Prof. Dr. Genilson Ribeiro Melo
Examinador Externo

Paginaldel
Campus Universitario de Cruz das Almas
Rua Rui Barbosa, n2 710 - Centro - Cruz das Almas/BA - CEP: 44380-000 - Tel.:(75) 3621-4314/9362
https://www.ufrb.edu.br/profmat


https://www.ufrb.edu.br/profmat/

“A Matemditica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o Universo ".

Galileu Galilei



AGRADECIMENTOS

Agradeco em primeiro lugar, a Deus, que sempre norteou minhas ideias, caminhos e desafios,
dando forgas e sabedorias para superar todos os obstdculos.

Agradeco a minha esposa Marcia Virginia Leite Aragdo e filha Giovanna Leite Aragdo que
estiveram sempre ao meu lado incentivando e apoiando.

Agradeco aos meus pais Maria Margarida de Lima Cerqueira e in memoria Antonio Freitas
Aragdo pela simplicidade e dedicagdo como me criaram.

Agradeco aos meus irmdos: Alexsandra, Antonio Marcos, Adriana, Andreia, Ariana, em especial,
Maria da Conceicao que foi como anjo nessa caminhada, sempre com paciéncia e boa vontade
me incentivando e ajudando.

Agradeco a todos os professores da Universidade Federal do Reconcavo Baiano (UFRB), em
especial, o professor Doutor Ariston de Lima Cardoso, que aceitou e cumpriu a dura tarefa de
me orientar nesse trabalho, sempre com muita paciéncia e dedicagao.

Agradeco os colegas de Mestrado, em especial, o grupo de estudo, Joilson, Renata, Itana, e in
memoria Luis Madrio, que contribuiram bastante nos meus estudos, e hoje mantemos lacos de

carinho e amizade. A voc€s minha admiragdo.



RESUMO

O presente trabalho aborda o estudo de Matrizes a partir da andlise de Redes Complexas e da
Teoria dos Grafos. A dissertagdo em epigrafe originou-se a partir da inquietacdo de se trabalhar
Matrizes de modo que os discentes pudessem contextualizar os conhecimentos adquiridos e
verificar sua importancia na aplicacao de diversas situagdes do cotidiano. Para tanto, serd feita
uma fundamentacao de alguns aspectos acerca de Redes Complexas e da Teoria dos Grafos.
Apresentaremos uma prética realizada com alunos do 3° Ano do Ensino Médio de uma escola
publica estadual de Feira de Santana-Ba, no ano de 2021. Redes Complexas e Teoria dos
Grafos apresentam aspectos pertinentes que merecem espaco no curriculo da Educagao Bésica.
Apresentaremos uma selec@o de possiveis atividades a serem implementadas numa perspectiva
metodoldégica de Resolucdo de Problemas, pois, acreditamos que essa metodologia é um possivel

caminho para se ter uma aprendizagem significativa.

Palavras-chave: Redes Complexas; Teoria dos Grafos; Matrizes; Resolu¢do de Problemas.



ABSTRACT

The present work approaches the study of Matrices from the analysis of Complex Networks
and Graph Theory. The dissertation in the title originated from the concern to work Matrices
so that students could contextualize the acquired knowledge and verify its importance in the
application of different situations of daily life. For that, a foundation of some aspects about
Complex Networks and Graph Theory will be made. We will present a practice carried out with
students in the 3rd year of high school at a state public school in Feira de Santana-Ba, in 2021.
Complex Networks and Graph Theory present relevant aspects that deserve space in the Basic
Education curriculum. We will present a selection of possible activities to be implemented in a
methodological perspective of Problem Resolutions, because we believe that this methodology is

a possible way to have a meaningful learning.

Keywords: Complex networks; Theory of graphs; Matrices; Problems Resolutions.
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INTRODUCAO

O estudo de redes complexas é um tema bastante interdisciplinar, pois envolve diversas
areas de conhecimento. Tente imaginar, por exemplo, o que tem em comum o sistema do nosso
cérebro, o facebook, a internet, a sociedade das cadeias alimentares, o wikipédia, as proteinas
e os aeroportos? A principio eles ndo tém nada em comum, que a gente possa imaginar, no
entanto, todos eles sdo exemplos de redes complexas. Mas afinal, o que sdo redes complexas ?
Rede complexa pode ser definida como um conjunto de elementos chamados vértices e esses
elementos se conectam através de arestas.

A nossa sociedade ¢ um exemplo de rede complexa, onde as pessoas podem estar conectadas
por lacos de amizades, lacos de trabalho, por gostarem das mesmas atividades, etc. As redes
sociais, também, podem representar um exemplo de rede complexa, pois, 0s seus usudrios
estdo conectados no Facebook, no Instagram, no Telegram ou no Twitter e essa conexao pode
ser definida através de alguma singularidade de interesse ou amizade entre eles. Dessa forma,
podemos observar que as redes complexas podem ser tanto fisicas, como a nossa sociedade,
quanto virtuais, como as interagdes através das redes sociais.

Um aspecto importante no estudo de redes estd em descobrir, caracterizar € modelar a
estrutura da rede. Mas, para que serve a estrutura de uma rede? Por que devemos caracterizar e
modelar a estrutura de uma rede? Existem uma série de fendmenos que operam sobre as redes
e que dependem fundamentalmente da estrutura das mesmas. Desta forma, para entender o
comportamento de tais fendmenos € necessdrio antes entender a estrutura das redes.

Assim sendo, para poder generalizar resultados teremos que trabalhar ndo com as redes
especificas mas sim com os processos que ddo origem a elas e para isso iremos representar
os processos que dao origem as redes através de modelos matemdticos que simplesmente
determinam matematicamente como a rede serd construida. O modelo matemédtico que usaremos
para representar uma rede serd o grafo, que por sua vez pode ser representado através de uma
matriz.

Considerando a aplicabilidade do estudo de matrizes ao cotidiano e a necessidade de uma

melhor compreensdo deste tema pelos estudantes, o presente trabalho apresenta uma abordagem
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do estudo de matrizes na aprendizagem significativa para o estudante do Ensino Médio, uma vez
que, a aplicacdo desse estudo estd presente no cotidiano da sociedade, porém ndo € explicitamente
percebida. E dever da escola explicitar tal fato, mostrando que este estudo faz parte da vida.

Dessa forma, o principal intuito desse trabalho é propor estratégias para o estudo de matrizes
apresentando ferramentas de aprendizagem que induzam o estudante a perceber o uso das
matrizes em situagdes do seu cotidiano, bem como, despertar no estudante a curiosidade e
consequentemente o interresse pela matematica.

O desenvolvimento desse trabalho estd dividido em quatro capitulos. O primeiro deles aborda
os conceitos relacionados a redes complexas, onde definiremos os trés principais tipos de redes
complexas. Ja no segundo capitulo, definiremos o que é um grafo onde serdo abordados os
conceitos basicos de grafos, assim como, suas caracteristicas. No terceiro capitulo, abordare-
mos o conceito e as propriedades referentes ao estudo de matrizes e também serd abordado a
representacdo matricial de um grafo. Finalmente, o quarto capitulo nos oferece uma proposta
de utilizacdo de métodos facilitadores para a realizagdo de uma aprendizagem mais dindmica,

criativa e significativa no estudo de Matrizes.
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CAPITULO 1

REDES COMPLEXAS

1.1 Contexto historico

Segundo Figueiredo (2011), atualmente existem diversos centros de pesquisa nos EUA e
na Europa dedicados exclusivamente a drea de Redes Complexas e o aprofundamento desse
estudo podera ter um papel central para a Ciéncia moderna, revelando aspectos fundamentais e
ainda desconhecidos sobre 0 mundo que nos cerca. Assim, compreender seus conceitos pode nos
ajudar a entender melhor os diferentes tipos de sistemas, tais como o sistema das redes sociais.

Mas, o que € uma rede complexa? Figueiredo (2011), afirma que uma rede complexa
compreende um grafo que representa um conjunto de nés ligados por arestas, que em conjunto
formam uma rede. J4 Barabdsi (2009) afirma que o termo redes complexas tem como base um
grafo que apresenta uma estrutura topografica nao trivial. Dessa forma, o estudo de redes na
forma de grafos é um dos pilares da matematica discreta e teve inicio quando o matemaético suico,
Leonhard Euler, Figura 1, em 1736, prop6s uma solu¢do para o famoso problema da época, o

conhecido Problema das sete pontes de Konisgsberg, figura 2. (METZ, 2007).

Figura 1 — Euller

Fonte: clube.sbm.pt (acesso em 21 de agosto de 2021)
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Figura 2 — Cidade de Konigsberg

Fonte: wikiwand.com (acesso em 21 de agosto de 2021)

Segundo Almeida (2013), Euler morou durante muitos anos proximo a cidade de Konigsberg,
atualmente conhecida por Kaliningrad (Russia), essa regido de grande movimentagdo comercial
é cortada pelo Rio Pregel e possui sete pontes para atravessd-la. As constantes idas e vindas
dos habitantes dessa regido, por essas setes pontes, fez surgir o "quebra-cabeca": seria possivel
percorrer todas as sete pontes sem jamais passar pela mesma ponte duas vezes?

A solucgdo proposta por Euler para esse problema foi apresentada utilizando-se um modelo
em grafo, Figura 3, ou seja, ele apresentou um diagrama onde as faixas de terra eram os vértices
e as pontes eram as arestas. Assim, ele conseguiu representar o primeiro grafo da historia e
provou que ndo era possivel percorrer as setes pontes sem passar pelo menos duas vezes na
mesma ponte (ALMEIDA, 2013). Esta solu¢ao teve como base uma simples observagdo, Euler
verificou que os vértices que possuem um nimero impar de arestas devem ser o ponto de partida
ou chegada do percurso, e, uma passagem continua que atravessasse todas as pontes sé podia ter
um tunico vértice desse tipo. Dessa forma, esse caminho nao existiria em Konigsberg, porque

existiam mais de dois vértices com um nimero impar de arestas.

C

av Sy

D

Figura 3 — A modelagem matematica de Kaliningrado proposta por Euler

Fonte: clube.sbm.pt ( acesso em 21de agosto de 2021)
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Segundo Netto (2009), para Euler o problema das pontes ndo passou de um simples desafio
intelectual, ele ndo aprofundou o tema e nem o desenvolveu no sentido de achar alguma aplica¢io
para verificar até onde esse tema poderia levar. Com isso, o estudo sobre grafos ficou parado por
pelo menos 100 anos, sem que ninguém pensasse algo parecido sobre o tema.

Somente em 1847, Kirchhoff publicou o resultado de sua pesquisa sobre circuitos elétricos
utilizando modelos grafos. Esse estudo produziu alguns resultados ainda hoje importantes para a
Teoria dos Grafos e também interessantes para o estudo da eletricidade. (NETTO, 2009)

Dez anos depois, em 1857, utilizando o conceito de grafos, Cayley desenvolveu diferentes
isdmeros dos hidrocarbonetos alifaticos (compostos quimicos). E, em meados do século XIX,
Guthrie descobriu um problema relacionado a cartografia. Esse problema consistia em provar
que, para qualquer mapa, é necessdrio usar 4 cores diferentes para colorir as regides neles
representadas. Assim, um problema aparentemente simples tornou-se muito dificil, pois nem
Guthrie, nem outros matemdticos da época conseguiram resolvé-lo. Foi somente em 1976 que
surgiram resultados significativos para esse problema, ainda assim, utilizando extensivamente
computadores para auxiliar na resolucdo. (NETTO, 2009)

Ainda segundo o autor, a resolu¢ao obtida para o problema de Guthrie contribuiu signifi-
cativamente para o estudo dos Grafos, pois, nesse periodo ela se desenvolveu bastante e abriu
caminho para que novas aplicacdes fossem descobertas. A partir dai, durante todo século XX,
aumentou o interesse de muitos matematicos pelo estudo dos Grafos, consequentemente, varios
artigos e livros foram publicados sobre o tema.

O estudo de Grafos, atualmente, € uma area de interesse crescente € suas aplicagdes vao
desde os problemas de localizacdo e de tracados de rotas para diversos tipos de servigos, ao
projeto de processadores eletronicos, passando pelo planejamento de horarios, pelo estudo da
estrutura do DNA, dentre outras aplica¢des. (NETTO, 2009)

No préximo capitulo, abordaremos um pouco mais sobre a Teoria dos Grafos, verificaremos
que, como essa teoria passou a ser aplicada em diversas dreas do conhecimento, houve a

necessidade de aprimorar o seu formalismo matematico.

1.2 Propriedades das Redes

O estudo das redes complexas tem como base diferentes dreas do conhecimento, desde a

neurobiologia a fisica estatistica, por exemplo. E sua principal caracteristica é a capacidade de
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modelar os relacionamentos existentes na natureza, na sociedade ou até mesmo em um conjunto
de documentos. Assim, a Teoria dos Grafos foi a primeira drea que se dedicou a estudar as
abstracoes desses problemas usando para isso grafos. De uma maneira simples, podemos dizer
que uma rede ¢ um grafo formado por um conjunto de vértices (ou nds) e um conjunto de arestas
(ou arcos) que ligam esses vértices. No entanto, nem todo grafo pode ser considerado uma
rede complexa, uma vez que, sé € possivel classificar um grafo como sendo uma rede, se ele
apresentar algumas propriedades topograficas particulares que ndo aparecem em grafos simples.
(METZ, 2007)

Apresentaremos a seguir, algumas propriedades principais das redes complexas, uma vez que
essas propriedades podem ajudar nas andlises dos mais variados aspectos das redes e com os

mais diversos propositos.

1.2.1 Coeficiente de aglomeracao

Segundo Metz (2007), através do coeficiente de aglomeracdo os agrupamentos caracteristicos
das redes sao quantificados. Esta tendéncia inerente ao agrupamento é chamada de aglomeragao
ou transitividade e pode ser quantificada de diferentes formas. Esse fendbmeno acontece quando
um vértice A se conecta a um vértice B, e o0 vértice B se conecta a um vértice C, aumentando,
dessa forma, as chances do vértice A também se conectar ao vértice C. Ou seja, essa propriedade
de transitividade pode indicar a presenca de um grande nimero de tridngulos na rede, isto €, um
elevado nimero de conjuntos de trés vértices que se conectam entre si.

Para uma melhor compreensdo, podemos fazer uma analogia com as redes sociais, pois, nas
redes sociais € bastante comum verificarmos a formacao de circulos de amigos ou de pessoas
conhecidas, onde todas as pessoas possivelmente t€m relagdes diretas com as outras pessoas,
possibilitando assim uma alta probabilidade de que, se uma pessoa A conhece uma pessoa B e C,
entdo B e C se conhecam.

Ainda de acordo com os autores, a partir da equacgdo 1, é possivel obter o coeficiente de
aglomeragdo (CA) de uma rede, onde o simbolo #A representa o nimero de tridingulos na rede
e, o simbolo #v representa o nimero de “vértices que estdo conectados triplamente”, isto &,
representa o nimero de vértices com arestas nao direcionadas para o outro par de nés. Ja o fator
3 que aparece no numerador indica que cada tridngulo apresenta trés triplas , ele também garante

que o coeficiente de aglomeragao seja um valor entre zero e o um.
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1.2.2 Distribuicao de graus

De acordo com Metz (2007), o grau de um vértice qualquer em uma rede define o nimero
de arestas que conectam aquele vértice. Dessa forma, a distribui¢do de graus é uma fun¢do de
distribuicdo probabilistica que indica a probabilidade de um determinado vértice ter grau fixo.
Assim, uma maneira de quantificar essa distribui¢ao € através de uma func¢ao de distribuicdo
cumulativa, equacio 2, onde py € a fracdo de nos da rede com graus k e Py € a fungdo cumulativa

de distribuicao de probabilidades.

P=Y @

K=k
No entanto, em um digrafo cada vértice tem um grau de entrada e de saida, gerando assim
uma equacao diferente para o cdlculo da distribui¢do de graus. A nova equacao gerada € escrita
em fungdo de p i com duas varidveis, representando, simultaneamente, um grau de entrada j e
um grau de saida k.
Metz (2007) afirmam que, a distribuicao de graus nas redes aleatdrias segue a distribuicdao
de Poisson . J4 em muitas redes reais a distribuicdo de graus segue a Lei de Poténcia, onde

P ~ k—% para uma constante o qualquer.

1.2.3 Resisténcia

A propriedade Resisténcia é definida por Metz (2007) como sendo a capacidade de resis-
téncia da rede em relacdo a remocdo de alguns vértices, sem que seja necessdrio perder a sua
funcionalidade. A principal caracteristica dessa propriedade € que ela esta diretamente ligada
com a distribuic@o de graus dos vértices, pois, a retirada de vértices pode ocasionar na perda da
conexdo entre pares de vértices ou, ainda, pode ocasionar de maneira significativa o aumento do
caminho de vértice ao outro.

! A distribui¢@o de Poisson é uma distribuicio discreta de probabilidade aplicavel a ocorréncias de um

nimero de eventos em um intervalo especifico.
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1.2.4 Misturas de padrao:

Metz (2007), afirmam que alguns tipos de redes apresentam uma mistura de padrdes diferentes
onde os vértices podem representar diferentes tipos de objetos. Por exemplo, analisando as redes
de cadeias alimentares, pode ser observado que existem vértices que representam plantas, animais
herbivoros e animais carnivoros. De uma forma geral, a probabilidade de conexao entre esses
vértices depende muito do seu tipo, assim especificamente nesse caso, existem arestas conectando
os herbivoros as plantas e os herbivoros aos carnivoros. No entanto, existem poucas conexoes

entre herbivoros e herbivoros ou entre animais carnivoros e plantas.

1.2.5 Correlacao de Graus

De acordo com Metz (2007), a propriedade correlacao de graus € a responsavel por indicar
se as arestas em uma rede associam vértices com graus parecidos. Essa correlagdo € usada,
principalmente, em redes com variacdo de padrdes, para investigar a probabilidade de conexdo

dos vértices de diferentes tipos.

1.3 Modelos de Redes Complexas

O estudo das redes complexas € bastante utilizado para modelar estruturas que sdo encontra-
das na natureza, denominadas de redes sociais. As interagdes das estruturas sociais, representadas
pela interacdo entre individuos, € um exemplo de redes reais. As comunidades de discussdo
virtual como Facebook, Twitter, dentre outras, que criam um vinculo social de interacio e au-
mentam a possibilidade de interacdo entre as pessoas, representam um exemplo de redes reais,

como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Rede de amizade do Facebook

Fonte: Visual Complexity (acesso em 21 de agosto de 2021)
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Segundo Cardoso (2007), as redes complexas provenientes de modelagem matematica se
destacam porque buscam reproduzir os aspectos quantitativos que emergem das redes complexas
reais. Ainda segundo o autor, esse fato foi observado nas ultimas décadas, onde os novos
modelos propostos tornaram-se capazes de modelar mecanismos de muitos e diferentes sistemas
complexos.

No entanto, compreender os mecanismos de uma rede ndo € uma tarefa ficil, porque envolve
varias complicagdes como, por exemplo, verificar o padrdo como os vértices se ligam, uma vez
que essa ligacdo pode mudar com o passar do tempo; verificar as aresta, pois, elas podem aparecer
ou desaparecer. Dessa forma, as redes complexas podem ser classificadas tendo como base as
observagoes feitas em relagdo as suas propriedades, destacando-se entre elas a distribui¢do de
graus e o coeficiente de aglomeracgdo.

Assim, faremos uma breve descri¢do dos trés principais modelos de redes que sdo os mais

encontrados em trabalhos sobre Redes Complexas.

1.3.1 Redes Aleatorias

Erdos e Rényi propuseram, em 1959, esse modelo e tinha como objetivo descrever em um
Unico esquema todas as redes complexas (METZ, 2007). Para construir redes nesse modelo é
necessario representd-las como sistemas aleatérios. Dois pressupostos simples fundamentam
esse modelo, o primeiro considera que o tamanho da rede € fixo e permanece imutdvel ao longo
do tempo. E o segundo consiste na predi¢do que todos os vértices, em uma determinada rede,
tém aproximadamente a mesma quantidade de conexdes ou igualdade nas chances de receber
novas arestas. (BARABASI, 2009)

No modelo de redes aleatdrias as arestas ndo direcionadas sdo acrescentadas aleatoriamente
entre um ndmero fixo de N vértices. Assim, cada aresta € representada de maneira independente,
tendo como base alguma probabilidade p. O nimero de arestas que ligam cada vértice na rede,
denominado grau do vértice, segue a distribuicdo de Poisson com um limite mdximo N. A
equagdo 3, representa o grau esperado de um vértice, onde p € a probabilidade de um vértice
qualquer se conectar a um outro vértice qualquer, N representa o ndmero de vértices da rede e k

€ o total de arestas que incidem em um determinado vértice. (METZ, 2007)

(k) =p(N—1) 3)
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Portanto, as redes aleatorias, figura 5, sdo obtidas a partir de conexdes aleatdrias entre os
vértices de um conjunto. Ou seja, dado um conjunto de vértices, € atribuida, para cada um de
seus elementos, igual probabilidade de que ele se conectem com outro elemento qualquer deste

conjunto.

Figura 5 — Exemplo de Rede Aleatoria

Fonte: researchgate.net (acesso em 21 de agosto de 2021)

As redes aleatorias abordam valores médios, sendo assim, se consideremos, por exemplo,
uma comunidade com 5 bilhdes de pessoas, teremos, de acordo com este modelo, que a maioria
das pessoas deveria possuir aproximadamente o mesmo nimero de conhecidos; assim como, a
maioria das empresas negociaria com aproximadamente o0 mesmo numero de outras empresas
e, também, teriamos que a maioria dos sites da Internet deveria ser acessado aproximadamente
pelo mesmo nimero de visitantes. (SOUSA, 2016) Mas, € possivel perceber facilmente que
as previsdes que possuem como base este modelo diferem do que se observa em relagdo ao
comportamento da maioria das redes reais. Dessa forma, segundo Barabasi (2009), mesmo
ndo sendo adequado para descrever muitos sistemas reais, o modelo de redes aleatdrias é de
fundamental importancia no estudo das redes, porque antes de sua criacio, o estudo de redes era
quase que exclusivamente voltado para o estudo de grafos regulares.

Cardoso (2007), refor¢ca que mesmo sendo o primeiro modelo amplamente estudado, o
modelo de redes aleatdrias ndo possui muitas aplicagdes relevantes ja que poucos sistemas

possuem tal grau de aleatoriedade.
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1.3.2 Redes Pequeno-mundo

Este modelo foi proposto por Duncan Watss e Steven Strrogatz, no final da década de 1990,
para eles muitas redes apresentam padrdes altamente conectados, tendendo a formar pequenas
quantidades de conexdes em cada vértice, ou seja, eles propuseram um modelo semelhante ao de
Erdos e Reny, onde grande parte das conexdes sdo estabelecidas entre vértices mais proximos,
apresentando-se como um mundo pequeno. (METZ, 2007)

De acordo com Cardoso (2007), esse modelo consiste basicamente em reorientar todas as
conexdes de uma rede regular com uma probabilidade p. Quando p = 0 nada se altera e mantemos
a topologia regular, mas quando p = 1, todas as conexdes sdo alteradas e a rede torna-se aleatoria.
Para valores de p contido nesse intervalo a rede assume a topologia mundo pequeno, conforme
a ilustragdo da figura 6: a rede (1) apresenta uma rede regular, que é considerada um caso
particular de rede complexa, para rede (2) o fator de aleatoriedade é introduzido obtendo uma
rede totalmente aleatdria, e por fim uma rede pequeno mundo é apresentada em (3), para um

determinado fator de aleatoriedade entre p =0e p = 1.

Rogular Senall World Randonr
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Figura 6 — Ilustracdo de redes de pequeno mundo segundo os autores Watts e Strogatz para
diferentes probabilidades de conexdo. 1 - rede regular. 2 - rede aleatdria. 3 - rede
pequeno-mundo

Fonte: gta.uftrj.br
(acesso em 21 de agosto de 2021)

Embora o modelo de redes de mundo pequeno disponha de caracteristicas importantes no
estudo de redes complexas, as conexdes que sdo adicionadas neste modelo sdo feitas de forma
inteiramente aleatéria. Consequentemente, tanto o modelo de redes aleatdrias de Erdos e Rényi,
quanto o modelo de redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz descrevem redes onde todos os

vértices t€m, aproximadamente, a mesma quantidade de arestas. (SOUSA, 2016).
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1.3.3 Redes Livres de Escala

Barabdsi e Albert demonstraram que algumas redes apresentam uma ordem na dinamica
de estruturacao, através de caracteristicas bem especificas. Eles utilizaram, no final da década
de 90, um software para mapear a topologia da rede Web com o intuito de encontrar uma rede
aleatéria onde as paginas ou vértices tivessem, aproximadamente, o mesmo nimero de links
ou arestas, ou seja, eles queriam que todas as piginas da Web fossem igualmente populares.
Mas, o que Barabasi e Albert encontraram foi uma rede com topologia bem diferente do que
eles imaginavam, pois a rede que eles encontraram possuia muitos vértices com poucas arestas e
poucos vértices com um numero muito grande de arestas. Assim, em funcdo dessa caracteristica,

a distribuicdo dos graus destes vértices segue uma lei de poténcias. (BARABASI, 2009)

Figura 7 — Rede aleatdria (a) e rede de livre escala (b)

Fonte: researchgate.net (acesso em 21 de agosto de 2021)

Barabasi e Albert demonstraram que uma das caracteristicas principais das redes livres
de escala é a tendéncia de um novo vértice se conectar a um vértice da rede que tem um
alto grau de conexdes, caracteristica essa denominada de conexao preferencial. Ou seja, eles
demonstraram que essa caracteristica resulta em redes com poucos vértices com alto grau de
conexdo, denominados hubs %, e em muitos vértices com poucas conexoes.

Existem varios sistemas, onde é possivel observar a formacao das redes livres de escala, entre
esses sistemas temos, por exemplo, a internet. A internet possui uma importante caracteristica
das redes livres de escala que € a resisténcia a falhas, pois ela possui poucos vértices muito
conectados e muitos vértices poucos conectados fazendo com que as chances de um hub ser
escolhido de maneira aleatéria seja muito pequena.

Hub, também conhecido como concentrador, é um equipamento utilizado na 4rea da informaética para

realizar a conexdo de computadores de uma rede e possibilitar a transmissao de informacdes entre essas
maquinas.
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Por outro lado, a internet € muito sensivel a ataques, uma vez que a retirada de um hub pode
fazer com que muitos vértices da rede sejam desconectados, ocasionando o aumento do didmetro
da rede aleatdria seja muito pequena.

No capitulo a seguir, abordaremos as principais defini¢cdes e conceitos basicos sobre a Teoria

dos Grafos.
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CAPITULO 2

TEORIA DOS GRAFOS

Como ja citado no capitulo 1, dados histéricos mostram que a Teoria dos Grafos iniciou-se,
provavelmente, com a resolu¢do do famoso problema das sete pontes de Konigsberg, apresentada
pelo matemético Leonhard Euler, em 1736. Mas, nos anos seguintes, pouco ou quase nada
foi realizado e acrescentado a teoria iniciada por Euler. Apenas em meados do século XIX,
deu-se continuidade ao estudo desta teoria, através de alguns trabalhos isolados, entre eles o
Teorema das Quatro Cores. Assim, a Teoria dos Grafos evoluiu de maneira significativa a partir
do desenvolvimento da tecnologia de computadores. (SZWARCITER, 1984)

Além de atingir diversas areas do conhecimento, a Teoria dos Grafos estd relacionada com
muitos ramos da Matemadtica como, por exemplo, Teoria dos Grupos, Teoria de Matrizes, Andlise
Numérica, Probabilidade, Topologia e Combinatéria. (RABUSKE, 1992)

Neste capitulo, introduziremos algumas defini¢des e conceitos basicos sobre grafos, além
disso serdo citados alguns tipos de grafos e suas aplicacdes.

Apesar de buscarmos conceitos acerca da Teoria dos Grafos em muitos trabalhos e artigos
cientificos que estdao disponibilizadas na internet ou em varios livros que tratam desse topico,
nosso embasamento tedrico focaliza-se , principalmente, em trés livros tais quais: Matematica
Discretas e Suas Aplicacdes, de Rosen (2009) e Matematica Discreta, de Cardoso Domingos
M.; Szymanski (2009), Estrutura de Dados, de Dovicchi (2007) e também no trabalho de
conclusao, de Malta (2008).

2.1 Conceitos Basicos

No decorrer deste trabalho, consideramos os grafos finitos e usaremos a terminologia e a
notacdo associada aos grafos ndo orientados e orientados.

Informalmente, um grafo pode ser definido como sendo um conjunto de pontos (0s nds ou 0s
vértices), ligados por segmentos de retas (as arestas ou os arcos). Mas, formalmente, um grafo

pode ser definido por:
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Definicao 1. Um grafo (ndo orientado) G = (V,E) consiste de V, um conjunto ndo vazio de
vértices (ou nos) e E, um conjunto de arestas. Cada aresta tem um ou dois vértices associados a

ela, chamados de suas extremidades. Dizemos que cada aresta liga ou conecta suas extremidades.

Um grafo também pode ser representado por outras notagdes, tais como, G = (V(G),E(G)),

ou simplesmente G.

Definicdo 2. Um grafo orientado (ou digrafo) (V,E) consiste em, um conjunto ndo vazio
de vértices V e um conjunto de arestas orientadas (ou arcos) E. Cada aresta orientada que
associada a um par ordenado de vértices (u,v) representamos por uma flecha para indicar o

sentido que comega em u e termina em V.

(a) (b)

Figura 8 — (a) Exemplo de grafo ndo orientado e (b) exemplo de grafo orientado.

Fonte: Elaborado pelo autor

Nos conceitos preliminares, a seguir, usaremos somente para grafos orientados, porém,
ressaltamos que todos conceitos que definimos posteriormente aplicam-se, também, a grafos

orientados.

2.1.1 Lacos e arestas paralelas

Definicao 3. Em um grafo, se uma aresta relaciona-se a um mesmo vértice, isto é, se a aresta

do grafo é do tipo e = {u,u}, ela é chamada de lago, conforme ilustragdo da figura 9(a).

Definicao 4. Em um grafo, se duas arestas estiverem ligadas entre dois vértices elas serdo
denominadas de paralelas ou miiltiplas, conforme ilustracdo da figura 9(b). Dessa forma, se
um grafo possui arestas paralelas ele é denominado de multigrafo e quando ele possui lacos e

arestas chama-se pseudografo.
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(a) (b)

Figura 9 — (a) Exemplo de grafo com lago e (b) exemplo de grafo com arestas paralelas.

Fonte: Elaborado pelo autor

Um exemplo de multigrafo € o grafo que representa o problema das pontes de Konigsberg,
conforme ilustracao da figura 10, neste grafo os vértices A e B tem duas arestas que se conectam,

bem como os vértices A e C.

Figura 10 — Grafo que representa o problema das ponte de Konigsberg.

Fonte: Elaborado pelo autor

2.1.2 Ordem e tamanho de um grafo

Definicdo 5. A quantidade de vértices que um grafo possui denomina-se ordem do grafo, ou

seja, a quantidade de elementos do conjunto V representa a ordem do grafo.
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Definicdo 6. A quantidade de arestas que um grafo possui denomina-se tamanho do grafo, ou

seja, a quantidade de elementos do conjunto E representa o tamanho do grafo.

Além destes conceitos, denominam-se grafo nulo, figura 11(a), o grafo que possui ordem
e tamanho iguais a zero, e grafo vazio, o grafo que possui vértices, mas ndo possui arestas, a

ilustragdo da figura 11(b) é um exemplo desse grafo.

(a) (b)

Figura 11 — (a) grafo nulo e (b) grafo vazio.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.3 Arestas e vértices adjacentes

Definicao 7. Em um grafo G, duas arestas que incidem sdo chamadas adjacentes (ou vizinhos),

conforme ilustracdo da figura 12.

Definicao 8. Em um grafo G, dois vértices sdo ditos adjacentes (ou vizinhos) se sdo extremidades

de uma aresta, conforme ilustragdo da figura 12.

vértices

adjacentes

arestas

adjacintes

Figura 12 — Grafo com arestas e vértices adjacentes

®

Fonte: Elaborado pelo autor
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2.1.4 Grau de um vértice e grau de um grafo

Definicao 9. Em um grafo G ndo orientado o grau de um vértice é o niimero de arestas incidentes
a ele, exceto que o laco em um vértice contribui duas vezes ao grau daquele vértice. O grau do

vértice v é indicado por gr(v).

Definicao 10. Dizemos que o grau de um grafo G ndo orientado é a soma dos graus de seus

vértices seus vértices.

Figura 13 — (a) exemplo de grafo de grau 12

Fonte: Elaborado pelo autor

O grau do grafo da figura 13 é 12 , isto é, gr(G) = 12, e os graus dos vértices A,B,C,D e E
sd30 3,3,2,2 e 2, ou seja, gr(A) =3, gr(B) =3, gr(C) =2, gr(D) e gr(E) = 2.
Muitos teoremas baseiam-se na quantidade de arestas que incidem em cada vértice de um

grafo. Assim, através da definicdo 9 e 10 podemos enunciar os teoremas que seguem.

Teorema 1. Seja G(V, E) um grafo ndo orientado com e arestas. Entdo,

2e = Z gr(v)

vev

Demonstragdo. De fato, considerando que o grafo € simples, cada aresta incide em dois vértices
diferentes, isto €, na contagem do grau de cada vértice, uma aresta serd contada em duas
ocasiOes. Dessa forma, ao somar os graus dos vértices, teremos que cada aresta serd contada

duas vezes. u
Teorema 2. Um grafo ndo orientado tem um niimero par de vértices de grau impar.

Demonstracdo. Sejam Vi e V, o conjunto de vértices de grau par e o conjunto de vértices de

grau {mpar, respectivamente, em um grafo ndo orientado G = (V, E). Entao,
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Qe = Z gr(v) = Z gr(v)+ Z gr(v)

vev veV) veV,

Como gr(v) é par para v € Vi, o primeiro termo do lado direito da dltima igualdade € par.
Além disso, a soma dos dois termos do lado direito da dltima igualdade € par, porque sua soma
€ 2e. Logo, o segundo termo na soma também € par. Como todos os termos desta soma sao
impares, deve existir um nimero par tais termos. Logo, existe um nimero par de vértices de grau

impar. |

2.1.5 Passeio, trilha caminho

Definicao 11. Um passeio P num grafo G ¢é toda a sequéncia ndo vazia

P= viay -viaz---vi_14a;—1.via;

tal que, vi,vp,---v; € V(G), ay,aa,--- ,a; € E(G) e os vértices vi_y e v; sdo vértices extremos da
aresta a;, para i = 1,--- k. O vértice v designa-se por vértice inicial do passeio P, o vértice
v designa-se por vértice final do passeio e os vértices vi,--- ,vi_| designam-se por vértices

intermédios de P. Podemos também dizer que P é um passeio entre os vértices vy e V;.

Assim,

e Se num passeio todas as arestas sdo distintas, entdo o passeio denomina-se por trajeto
(trilha). E, se além disso, todos os vértices sdo distintos, o passeio denomina-se caminho.

e O comprimento de um passeio, ou trajeto, ou caminho € igual ao niimero de arestas que o
constitui (com eventual repeticao).

e A distancia entre dois vértices em um grafo € o comprimento de menor caminho entre esses

vértices.

2.1.6 Circuitos e ciclos

Definicao 12. Um passeio P =viaj -viay - --vi_1ai—1.via;, € dito fechado se vi = v;, ou seja, ele

comega e termina no mesmo vértice.

Assim,

eUm circuito em grafo G € um passeio fechado.
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e Um ciclo em grafo G € um circuito em que ndo hd repeticdo de arestas ou vértices.(a menos
do ultimo vértice).

eUm grafo sem circuitos é chamado grafo aciclico

Teorema 3. Se um grafo G tem exatamente dois vértices de grau impar, entdo existe um caminho

unindo estes dois vértices.

Demonstracdo. Seja G um grafo com todos os vértices de grau par, exceto vy € va, que sao de
¢ 1€V

grau impar. O teorema 2. garante que nenhum grafo pode ter um nimero impar de vértices de
grau impar. Portanto, no grafo G, os vértices v; e v, estdo na mesma componente conexa e

consequentemente existe um caminho entre eles. |

2.1.7 Ciclos e caminho euleriano

Definicao 13. Um ciclo euleriano em um grafo G é um ciclo simples que contém todas as arestas

de G (Figura 14(a)) .

Definicao 14. Um caminho euleriano em G é um caminho simples que contém todas as arestas

de G (Figura 14(b)).

(a) (b) (c)

Figura 14 — (a) ciclo euleriano (b) caminho euleriano (c) grafo nio euleriano

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 4. Um multigrafo conexo com , pelo menos, dois vértices tem um ciclo euleriano se e

somente se cada um de seus vértices tiver grau par (Figura 15(a)).

Teorema 5. Um multigrafo conexo tem caminho euleriano, mas ndo ciclo euleriano se e somente

se estiver exatamente dois vértices de grau impar (Figura 15(b)).
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SElP oW )
9

Figura 15 — (a) multigrafo com ciclo euleriano (b) multigrafo com caminho euleriano (c) multi-
grafo ndo euleriano

Fonte: Elaborado pelo autor

2.1.8 Ciclos e caminho Hamiltoniano

Definicao 15. Um caminho simples em grafo G que passe por todos os vértices exatamente uma
vez € chamado caminho hamiltoniano e um ciclo simples em um grafo G que passe pelos vértices

exatamente uma vez é chamado de ciclo hamiltoniano.

QAG O—
B

(a) (b) (c)

Figura 16 — (a) grafo com ciclo hamiltoniano (b) grafo com caminho hamiltoniano (c) grafo ndo
hamiltoniano

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2 Tipos de grafos

2.2.1 Grafo simples

Definicao 16. Se um grafo G ndo possui laco ou aresta miiltipla ele é denominado de grafo

simples. E, se um grafo G possui apenas um vértice ele é denominado de trivial.
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(a) (b)

Figura 17 — (a) exemplo de grafo simples e (b) exemplo de grafo ndo simples.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.2 Grafo completo

Definicao 17. Se em um grafo G todo vértice estiver conectado a qualquer outro vértice em G

ele é denominado de grafo completo.

Um grafo completo com n vértices é denotado por K,,. Na figura 18 sdo apresentados exemplos

dos grafos K3 e Ky.

(b)

@)

Figura 18 — Grafos completos K3 e Ky

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.3 Grafo complementar

Definicao 18. Dado um grafo G ,designa-se por um grafo complementar de G e denota-se por
G(C), um grafo simples no qual quaisquer dois vértices sdo adjacentes se e so se ndo sdo

adjacentes em G.
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[ ]

Figura 19 — Grafos complementares

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2.4 Grafo regular

Definicao 19. Um grafo em que todos os seus vértices possuem o mesmo grau, denomina-se

grafo regular.

(@)

Figura 20 — Exemplos de grafos regulares

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2.5 Grafo conexo

Definicao 20. Um grafo diz-se conexo se entre cada par de vértices existe um caminho que os

une. Caso contrdrio, o grafo diz-se desconexo.
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(a)

Figura 21 — (a) grafo conexo e (b) grafo desconexo

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 6. Um grafo é desconexo se e somente se o seu conjunto de vértices V pode ser dividido
em dois subconjuntos disjuntos ndo vazios V| e Vs, tal que ndo existe aresta em G cujo vértice

extremo estd no subconjunto Vy e outro no subconjunto V,.

Demonstracdo. Suponha que a particao de V existe. Consideremos dois vértices arbitrarios a
e b de G, tal que a € V| e b € V,. Nenhum caminho pode existir entre os vértices a e b; de
outra maneira, haveria pelo menos uma aresta com um vértice extremo em V| e outro em V5.
Consequentemente, se a particdo existe, G ndo é convexo.

De maneira inversa, seja G um grafo desconexo. Considere um vértice a em G. Seja V; o
conjunto de todos os vértices que estao ligados por caminhos até a. Uma vez que G € desconexo,
V1 ndo inclui todos os vértices de G. Os restantes vértices formaram o conjunto nao vazio V.

Nenhum vértice em V; € adjacente a algum em V,.

2.2.6 Grafo bipartido

Definicao 21. Um grafo simples G é dito bipartido se seu conjunto V de vértices pode ser
dividido em dois conjuntos disjuntos V| e V; tal que cada aresta do grafo conecta um vértice em
Vi e um vértice em V (de modo que nenhuma aresta em G conecta dois vértices , seja em V1,
seja em Vy). Quando essa condi¢do é vdlida , chamamos o par (V1,Va) de biparti¢do do conjunto

de vértices V de G.
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(a) (b)

Figura 22 — (a) € grafo bipartido e (b) ndo € grafo bipartido

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 7. Um grafo simples é bipartido se e somente se for possivel associar uma de duas
cores diferentes a cada vértice do grafo de modo que nenhum par de vértices adjacentes tenha a

mesma cor associada .

Demonstragcdo. Primeiro, suponha que G = (V, E) grafo simples bipartido. Entdo V; =V, UV,
em que V| e V, sdo conjuntos disjuntos e toda aresta E conecta um vértice V; e um vértice em
V,. Se associarmos uma cor cada vértice em V| e uma segunda cor a cada vértice em V5, entdao
nenhum par de vértices adjacentes tem a mesma cor associada a eles.

Suponha agora que seja possivel associar cores aos vértices de um grafo usando apenas
duas cores, de modo que nenhum par de vértices adjacentes tenha a mesma cor associada a
eles. Seja V| o conjunto de vértices associado a uma cor € V, o conjunto de vértices associado a
outra cor. Entdo, V| e V; sdo disjuntos e V = V| UV,. Além disso, toda aresta conecta um vértice
em V| a um vértice em V;, pois nenhum par de vértices adjacentes estd ou em V| ou em V5.

Consequentemente, G € bipartido .

2.2.7 Grafo floresta

Definicao 22. Um grafo simples G diz-se uma floresta se G ndo contém circuitos. Denomina-se

por drvore uma floresta conexa, ou seja, uma drvore é uma componente conexa de uma floresta.

A figura 23 a seguir, representa um exemplo de grafo floresta.
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7 7N

Figura 23 — Floresta formada por trés arvores

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2.8 Grafo arvore abrangente

Definicao 23. Designamos por drvore abrangente (ou de suporte) de um grafo conexo G a todo

subgrafo abrangente de G que é uma drvore e contém todos os vértices do grafo.

A figura 24 representa um exemplo de drvore abrangente.

(102

Figura 24 — Grafo G e trés drvores abrangentes de G.

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2.9 Grafos isomorfos

Definicao 24. Dois grafos simples sdo isomorfos quando existe uma correspondéncia biunivoca

preservando a relacdo de adjacéncia entre seus vértices, isto é, suas estruturas sdao equivalentes.

A figura 25 exibe um exemplo de dois grafos isomorfos porém postos de maneiras diferentes

visualmente.
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Figura 25 — Exemplo de grafos isomorfos.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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CAPITULO 3

MATRIZES

A proposta deste capitulo € apresentar alguns resultados elementares relacionados aos con-
ceitos de matrizes e também a representacao matricial de um grafo. Muitos dos resultados que
aqui serdo apresentados teve como base de estudo e pesquisa, as seguintes referéncias Dante

(2004), Iezzi (2010) e Paiva (2010).

3.1 Um breve historico de Matrizes

Segundo lezzi (2010) as matrizes surgiram em um artigo do matematico Arthur Cayley (1821-
1895), datado de 1858, no entanto, vale ressaltar que bem antes, no século III a.c, os chineses ja
desenvolvia um processo de resolugdo de sistemas lineares em que aparecia implicita a idéias
das matrizes.

Ainda segundo o autor, Cayley criou as matrizes no contexto de estrutura algébrica, sem

pensar em aplicacdes préticas que apareceriam posteriormente.

3.2 Matrizes

Os livros didaticos, em sua grande parte , comeg¢am o estudo da teoria das matrizes apresen-
tando problemas relacionados a um determinado fato ou acontecimento do dia a dia através de
tabelas, dispostas de linhas (fileiras horizontais) e colunas (fileiras verticais ). Para Paiva (2010),
“as tabelas sdo uma forma de organizar vérias informacdes em pequenos espagos proporcionando
uma consulta rdpida, dada ‘a simplicidade de sua representacao em linhas e colunas.”

No livro de Matematica do 2° Ano do Ensino Médio, Iezzi (2010) introduz o estudo das matri-
zes com uma tabela que apresenta a distribuicao das pessoas ocupadas, por regides metropolitanas

segundo a posi¢ao na ocupag¢do. Como mostra a imagem da figura 26 , a seguir:
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Total Recife Salvador BH RJ SP P

Alegre
Empregados com carteira assinada no setor privado
2003 39,7 31 36 39,7 37 42,9 42
2004 39,3 31,8 35,2 39,8 36,7 41,8 42,5
2005 403 33,9 35,1 41,5 36,9 43 44
2006 41,4 33,7 35,6 421 38,4 446 43,9
2007 42,4 36,6 36,7 43 39,6 454 445
Empregados sem carteira assinada no setor privado

2003 15,5 17,1 14,1 13,5 14,1 17,5 12,7
2004 15,9 16,1 13,4 14,1 14 18,4 13
2005 15,6 15,2 14,1 12,9 13,9 18,2 13,3
2006 14,8 15,5 14,2 12,6 12,8 16,8 13
2007 14,8 13,9 14,3 13,4 1,7 15,8 12,9

Figura 26 — Distribuicdo das pessoas ocupadas por regides metropolitanas

Fonte: Paiva (2010).

Em matemitica, as tabelas como essa sdo chamadas de matrizes, sobre as quais definimos a

relacdo de igualdade e algumas operacoes.

3.3 Definicao de Matrizes

Definicao 25. Sejam m e n niimeros naturais ndo nulos . Uma matriz do tipo m X n (ou simples-
mente m X n) é uma tabela de niimeros dispostos em m linhas (fileiras horizontais) e n colunas

(fileiras verticais).

A tabela abaixo refere-se a quantidade dos alunos de uma escola nas trés séries do ensino

médio por turnos de estudos: matutino, vespertino e noturno.
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Tabela 1 — Quantidade de alunos de uma escola nas trés séries do ensino médio por turnos de

estudos: matutino, vespertino e noturno.

Série | Matutino | Vespertino | Noturno
1° Ano 230 220 140
2° Ano 190 175 108
3° Ano 132 104 86

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma tabela desse tipo, em que os nimeros estdo dispostos 3 linhas e 3 colunas, denomina-se

matriz 3 X 3 (1é-se: matriz trés por trés) e podemos representa-la por:

230 220 140
A= 190 175 108
132 104 86

Usualmente representamos uma matriz colocando os seus elementos (nimeros) entre pa-
rénteses ou entre colchetes, e além dessas duas formas, mas com menor frequéncia, podemos
representar uma matriz colocando duas barras verticais a sua esquerda e a sua direita. Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 1 :

a)A= < 7 =3 10 ) é uma matriz 1 x 3

4 -5 )
b) B = é uma matriz 2 x 2

i

—6

c)C= é uma matriz 2 x 2

0 3

7 5 12

dA= -1 3 0 é uma matriz 1 x 3
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3.4 Representacao genérica de uma matriz

Representamos uma matriz de m linhas e n colunas por:
Um elemento qualquer dessa matriz sera representado pelo simbolo g;;, no qual o indice
i refere-se 4 linha em que se encontra tal elemento, e o indice j refere-se 4 coluna em que se

encontra o elemento.

aylp aiz2 - Aip

ay azp - Ay
Amxn =

Aml Am2 - dmn

Podemos também representar essa matriz A do tipo m x n por A = (a;;)m X n, em que

1<i<mel< j<n,coma;; um elemento qualquer de A.

Exemplo 2 :

Vamos construir a matriz A = (a;;)2x2 tal que a;; = 2i+ j
Solucdo:

Temos, por defini¢do que:

ajp=2.1+1=3

ap=2142=4

a1 =22+1=5

a»n=22+42=6

Logo, a matriz procurada é:

A=

3.5 Tipos especiais de Matrizes

Algumas matrizes apresentam tipos especiais de estruturas e propriedades que sdo fundamen-
tais. E importante salientar que essas matrizes aparecem com frequéncia no estudo de grafos e,
portanto, uma breve apresentacio se faz necesséria o estudo desses tipos de Matrizes

Nos casos a seguir considere a matriz A, x,, com m linhas e n colunas.
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Matriz Linha: é uma matriz formada por uma tnica linha.

Exemplo 3:
aA= [() -7 9} ¢ uma matriz linha 1 x 3.
b) B = [_8 12 78 19} ¢ uma matriz linha 1 x 4.

Matriz Coluna: ¢ uma matriz formada por uma Unica coluna.

Exemplo 4:
5 .
a)B = ¢ uma matriz coluna 2 x 1.
6
4
b) B= | -2 | é uma matriz coluna 3 x 1.
3

Matriz Nula: € uma matriz cujos os elementos sdo todos iguais a zero.

Pode-se indicar a matriz nula m x n por 0,y

Exemplo 5:
0 .
a)A = ¢ uma matriz nula 2 x 2.
00
0 00
A=10 0 0| éuma matriz nula 3 x 3.
000

Matriz Quadrada: é aquela em que m = n, ou seja, o nimero de linhas e colunas coincide.

Uma matriz quadrada A, x, também é chamada de matriz de ordem n

Exemplo 6:
5 -8 i )
a)A = € uma matriz quadrada de ordem 2 x 2. Dizemos que A € quadrada de
3 V10
ordem?2.
9 8 10
b)B=|—-5 31 2 | ¢ uma matriz quadrada de ordem 3 x 3. Dizemos que B é quadrada

7
771
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de ordem 3.

Numa matriz quadrada A de ordem n, os elementos q;; tais que i = j formam a diagonal

principal da matriz, e os elementos a;j tais que i + j = n+ 1 € diagonal secundaria.

Diagonal Principal Diagonal Secundaria

i1 Q12 Q13
A=|G1 QG Qy3
az1 Q3 Qsz3

Figura 27 — Diagonais de uma matriz

Fonte: Elaborada pelo autor

Matriz Diagonal: ¢ a matriz quadrada que contém elementos apenas na diagonal principal.

Exemplo 7:
9 0 oo

a)A= € uma matriz diagonal 2 x 2.
0 —4
9 0 O

b)B= |0 31 0| € uma matriz diagonal 3 x 3.
0 0 1

Matriz Identidade:é um tipo especial de matriz diagonal, cujos os elementos da diagonal

principal sdo iguais ao nimero 1. Usualmente representamos a matriz identidade de ordem n por

In.

Exemplo 8:
10 o

a)A = € uma matriz identidade de ordem 2.
01
1 00

b)B= [0 1 0| éuma matriz identidade de ordem 3.

0 01
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Matriz Triangular Superior: ¢ uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da

diagonal sdo nulos, ou seja, m=nea;; =0, parai > j.

Exemplo 9:
9 7 o :

a)A = € uma matriz triangular superior de ordem 2.
0 —4
9 1 2

b)B= |0 31 8| éuma matriz triangular superior de ordem 3.

0 0 1

Matriz Triangular inferior: é uma matriz quadrada onde todos os elementos acima da

diagonal sdo nulos, ou seja, m=nea;; =0, parai < j.

Exemplo 10:
9 0 o e

a)A = € uma matriz triangular inferior de ordem 2.
2 —4
9 0 0

b)B= |5 31 0] € uma matriz triangular inferior de ordem 3.

4 7 1

3.6 Matriz Transposta

Definicdo 26. De uma matriz A = a;j(mxn), podemos obter uma matriz A' = b;j(nxm), onde as

linhas de A serdo as colunas de A', ou seja, b;j = aj;. Dizemos que A’ é a transposta de A.

Exemplo 11:
9 0 9 2
a) A - eAt =
2 —4 0 —4
9 0 O 9 5 4

b)B=1|5 31 0|eB' =0 31 7

4 7 1 0 0 1
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3.7 Igualdade de matrizes

Defini¢iio 27. Duas matrizes Ay xn) = [aij] € B(yxs) = [bij] sGo iguais, A = B, se estas tém o
mesmo niimero de linhas (m = r) e colunas (n = s) e todos os seus elementos correspondentes

sdo iguais (a;j = bj;).

Exemplo 12: As matrizes abaixo sdo iguais, porém com representagdes distintas.

520 cosds?| | 0 ¥
Iem™ 48 272 —1 48

3.8 Operacoes com Matrizes

A seguir apresentaremos as principais operacdes envolvendo matrizes.

3.8.1 Adicao de matrizes

A adigdo entre duas matrizes de mesma ordem, A,y = [a;j] € Byxm = [bij] € uma matriz
n x m, que denotaremos por A + B, cujos os elementos sdo somas dos elementos de A e B. Ou

seja,

A+B=ajj+Dbijlnxm

Em outras palavras, a matriz soma € do mesmo tipo que A e B e, € tal que cada um de seus

elementos € a soma de elementos correspondentes de A e B.

Exemplo 13:
6 7 20 4 10 5 10 17 25
-5 1 10(+ |7 3 =3|=1|2 4 7

14 8 11 9 7 -1 23 15 10

Propriedade 1. Dadas A, B e C matrizes do mesmo tipo (m X n) e Oy, x, a matriz nula, do tipo
m X n valem as seguintes propriedades para a adi¢do de matrizes:

1. A+ B = B+ C (Comutatividade)

2. A+ (B+C) = (A+B) +C (Associatividade)

3. A+0=A, 0 representa a matriz nula m X n (Existéncia do elemento neutro )

4. A+ (—A) = 0 ( Existéncia do oposto ou simétrico )
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Demonstracdo. A demonstracdo dessas propriedades é simples, uma vez que elas estao direta-
mente relacionadas as propriedades da adicdo de nimeros reais.

Provando 1: A+ B = (a;;) + (bij) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij) + (aij) = B+A

Provando 2: A+ (B+C) = (aij) + (bij +cij) = (aij + (bij +cij)) = ((aij + bij) + (cij)) =
(aij+bij)+ (cij) = (A+B)+C

Provando 3:A+0=gq;;+0=a;; =A

Provando 4: A+ (—A) = (aij) + (—aij) = (aij — (aij) =0 |

3.8.2 Matriz oposta

Definiciio 28. Dada a matriz A = (a;j)mxn, chama-se oposta de A a matriz representada por —A,

tal que A+ (—A) = Opyxp, sendo Oy, x,, a matriz nula do tipo m X n.

Observe que no exemplo 14 abaixo, a matriz —A € obtida de A trocando-se o sinal de cada

um de seus elementos:

Exemplo 14:
5 -8 9 -5 8 -9
7 2 -4 -7 =2 4
9 7 -9 -7
0 —4 0 4

3.8.3 Subtracao de matrizes

Dadas duas matrizes do mesmo tipo A = (@;j)mxn € B = (bjj)mxn, chama-se diferenca entre

A e B (representa-se por A — B) a matriz soma de A com a oposta de B, isto é: A—B=A+ (—B).

Exemplo 15:
5 8 9 4 -1 6 -2 -7 3
a) — =
7 2 =7 -4 2 1 11 0 =5
6 7 20 4 10 5 2 =315

b)|-5 1 10| —(7 3 -3 —12 -2 13
14 8 11 9 7 -1 5 1 12
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3.8.4 Multiplicacao por escalar

Definicdo 29. Seja A = [a;j],xm e um niimero real (ou complexo), entdo o produto pela matriz A

(indica-se @A) é a matriz B = (bjj)mxn, em que b; = 0ta;j, paratodo 1 <i<mel < j<n.

Exemplo 16:
4 -7 12 -21
a)3- =
0 5 0 15
8 —12 9 4 —6 2
b) 3 = ?
7 2 -4 I1 =2

Propriedade 2. Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem (n x m) e a3 € R (ou C) quaisquer,
temos que:

1. a(A+B) =aA+oB

2.(a+B)A=aA+BA

3.0-A=0

A seguir definiremos a operagdo mais importante envolvendo matrizes: a Multiplicacdo de

Matrizes.

3.8.5 Multiplicacao de matrizes

Definicdo 30. Dadas as matrizes A = (a;j)mxn € B = (bji)nxp, chama-se produto A por B, e se
indica por A - B, a matriz C = (Cix)mx p, em que cix = aj1 -big+ap b+ aiz - bg+ - -+ ain - by,

para todo i € {1,2,3,--- ;m} etodok € {1,2,3,--- ,p}.

Procedimentos para obter o elemento c;; da matriz C:

1)Tomamos ordenadamente os n elementos da linha i da matriz A : a;1,ap, -+ ,ajn. (I)

2)Tomamos ordenadamente os n elementos da coluna k da matriz B : by, bog, -+« bk (1)

3)Multiplicamos o 1 elemento de () pelo 1 elemento de (II), o 2 elemento de (/) pelo 2
elemento de (1), e assim sucessivamente .

4) Somamos os produtos obtidos.

Assim: ¢ = a;1 -big+ap by +ai3 b3+ + ain - by
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Observacao 1. [. A definicdo garante a existéncia do produto A - B quando o niimero de colunas
de A é igual ao niimero de linhas de B.
2. A matriz produto C = A - B é uma matriz cujo niimero de linhas é igual ao niimero de

linhas de A e o niimero de colunas é igual ao niimero de colunas de B.

Exemplo 17:
3 6 )
589 5:3+8:14+9-(-2) 5:-6+80+9-5
1 0=
7 2 4 5 s 7-3+3-144-(=2) 7-6+2-0+4-5

15+8—-18 30+0+45 S 75

21+2-8 4240420 15 62
Propriedade 3. 1. Associativa (A-B)-C =A-(B-C) II. Distributiva a direita em relagdo a
adi¢do: (A+B)-C =A-C+ B-C. III. Distributiva a esquerda em relagdo a adi¢do: C-(A+B) =
C-A+C-B

Observacio 2. 1. A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, isto é, em geral A.-B # B - A.

2. Ndo vale a propriedade de anulamento do produto na multiplicacdo de matrizes.

3.8.6 Matriz inversa

Definicao 31. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é dita inversivel se existe
uma matriz B (quadrada de ordem n ), tal que: A-B=B-A = 1I,,.

Nesse caso, B é dita inversa de A e indica-se por AL

Exemplo 18:
2 1 3 -1
A= eA !l = , 40 matrizes inversas pois:
5 3 -5 2
2 1 3 -1 1 0
53 -5 2 01

3.9 Representacao Matricial das Redes Complexas

Nesta secdo serd apresentada a representacao de um grafo através de uma matriz, pois, esse

tipo de representagdo de grafo € uma forma conveniente e util para representd-lo no computador.
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Muitos dos resultados que aqui serdo apresentados teve como base de estudo e pesquisa, as

principais referéncias foram Rossi (2010) e o (Paiva 1995 e 2009)...

3.9.1 Matriz de Adjacéncia

A matriz Adjacéncia tem a funcio de codificar todas as arestas de um grafo relacionando
vértices a linhas e colunas da matriz.

Esta matriz denotada por A(G), é quadrada de ordem n, onde os vértices se relacionam,ou
seja, se tiver uma ligacd@o entre os vértices coloca o elemento 1, caso contrario coloca o elemento

0. Podemos entdo definir a matriz A da seguinte forma:

Definicao 32. Seja um grafo G = (V,A), com n vértices. Denominamos de matriz de adjacéncia
de G, representada por A(G), a matriz quadrada de ordem n, tal que: cada elemento A
representa o par de vértices (i, j). Se o par estiver relacionado, entdo temos que Ay =1, caso
contrdrio A(; jy =0, isto ¢,

1,se(i,j) €V

A j) =

0, caso contrdrio

Para grafo nao direcionado, temos sempre uma matriz de adjacéncia simétrica, usaremos

como exemplo o famoso problema das setes pontes de konigsberg para ilustrar.

Figura 28 — Multigrafo de ordem 4 (G).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 2 — Representacao do grafo da figura 28 em forma de tabela (A)

A|B|C|D
Al0]2]2]1
B/ 2|0[0]|1
Cl2(0|0]1
D(1]|1]1]0

Fonte: Elaborada pelo autor.

02 21

2 0 01
A(G) =

200 1

1110

A matriz A(G) € uma matriz de adjacéncia de ordem 4, obtida através das informagdes do
multigrafo de ordem 4 da figura 28.
Algumas observagdes podem ser verificadas sobre a matriz de adjacéncia A(G) de um grafo

G:

Observacao 3. 1. A matriz A(G) € simétrica em relagcdo a diagonal principal.

2. Os elementos da diagonal principal de A(G) sdo iguais a zero se e somente se 0 grafo ndo
tiver lacos.

3. Se o grafo ndo tiver lacos e nem arestas muiltiplas, o grau de um vértice é igual a 1's nas

correspondentes linhas e colunas de A(G).

Exemplo 2:
Desenhe um grafo com a matriz adjacéncia abaixo com relacdo a ordenagdo dos vértices

a,b,c,d.

1 0 01

0010
A(G) =

0110

1 0 0O

Resolucao:
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Um grafo dessa matriz adjacéncia € mostrada na figura abaixo:

Figura 29 — Grafo com lagos

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos utilizar também a matriz de adjacéncia para representar um grafo orientado (di-
grafo), nesse caso, a matriz ndo € simétrica.

Exemplo 3: Dado o grafo orientado G abaixo, represente na forma de uma matriz adjacéncia.

A )

Figura 30 — Grafo orientado G (digrafo)

Fonte: Elaborado pelo autor

Resoluciao:
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Tabela 3 — Representacao do grafo G da figura 30.

A|B|C
A0 |1]1
B|0]0]1
C|0]0|0

Fonte: Elaborada pelo autor.

011
AG)=10 0 1
000

Logo, A(G) é a matriz adjacéncia 3 x 3 do grafo da figura 30.

Teorema 8. Seja G um grafo simples e A(G) a sua matriz adjacéncia. O niimero de passeios de

comprimento k entre os vértices vi e vj de G,P;j(k), é igual d entrada a;j(k) da matriz AK(G).

Demonstracdo. Vamos fazer a demonstracdo por inducao sobre k.

Para k = 1 o resultado € verdadeiro, na medida em que s6 existe um tunico passeio de
comprimento 1 entre os vértices v; € v; se existir uma aresta que ligue e nesse caso, por defini¢ao
de matriz adjacéncia a;; = 1 = p;;(1).

Admitamos, por hipétese de inducdo, que para k > 2 ( sé maior ) o nimero de passeios k — 1
entre os vértices v; e v; em G ¢ igual 4 entrada a;;(k — 1) da matriz Ax_1(G).

Vejamos para os passeios de comprimento k.

Ora, Ak () = Ag—1(G) - A(G). Assim, qualquer que sejam i, j € {1,2,--- ,n} vem que:

aij(k) = £y air(k — V)srj = £1_y pir(k—1)prj(1) = pi;(k)

J4 que cada passeio de comprimento k — 1 entre os vértices i € j acrescentamos uma aresta,
obtemos passeios de comprimento k.

Logo a;j(k) = pij(k), para todo k >1.Assim , concluimos a demonstrago.

Propriedade 4. Teste de isomorfismo
Dizemos que dois grafos arbitrdrios sdo isomorfos se é possivel ordenar os seus respectivos

conjunto de vértices tal que as suas matrizes de adjacéncias sejam iguais .
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Exemplo 4: Os grafos das figuras abaixo sdo isomorfos porque ordenando os vértices

A,B,C,D,E F e os vértices V1, V2, V3, V4, V5 V6, os grafos t€ém a mesma matriz de ad-

jacéncia.
Grafo G Grafo H
Figura 31 — Grafo isomorfos G e H.
Fonte: Elaborado pelo autor.
Resolucao:

Tabela 4 — Representacio do Grafo G

A|/B|C|D|E|F
A{O0O|[1]1]0]0|1
B/oj1(1({0]1]0
ci{1,170[1]0]0
D|{O[O]1]O0]1]|1
E|O0O]T,0[1|0]1
F{1]0]0 1]1]0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 5 — Representacdo do Grafo H.

Vi| V2 V3| V4| V5| Ve
vi|oO |1 ]1[0]0]1
vw|{ 0| 1|1 ]0]1]O0

vs| 1] 1]0]1[0]O0

V4

o | o

vs| O] 1]0[1]0]1

vel| 11010110

Fonte: Elaborado pelo autor.
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011001 011001
011010 011010
110100 110100

A(G) = A(H) =
001011 001011
010101 010101
100110 100110

3.9.2 Matriz de incidéncia

A matriz incidéncia denotada por A, € uma matriz de ordem n x m, onde se relaciona vértice
com arestas, assim invés de relacionar o vértice a outro vértice, por exemplo, vamos analisar o
vértice as arestas, se tiver uma ligacao entre O com aresta coloca o elemento 1, caso contrario

coloca o elemento 0. Podemos entdo definir a matriz A da seguinte forma:

Definicao 33. Seja G = (V,E) um grafo ndo orientado. Suponha que vi,vy,--- ,v, sejam os
Vértices e ey, ea,- - ey sejam as arestas de G. Entdo a matriz incidéncia com relagdo a esta

ordem de V e E é a matriz n x m tal que M = [my;], em que

1,quando a aresta e; for incidente a v;

ma.j =

0, caso contrario

Exemplo 5: Represente o grafo da figura abaixo com uma matriz de incidéncia.

Figura 32 — Grafo Simples

Fonte: Elaborado pelo autor
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Resoluciao:

Tabela 6 — Representacdo do Grafo Simples da figura 32

V1| V2| V3]|V4]| V5
Al l 0 1 0] 0
B| 1 1 0] 0 1
cC| 0 1 1 1 0
D| 0] 0] O 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

A(G) =

Figura 33 — Grafo pseudografo

Fonte: Elaborado pelo autor

Resoluciao:
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Tabela 7 — Representacdo do Grafo pseudografo da figura 33

V1| V2|V3|V4|V5]|V6
1 0|0 1 0] 0
1 1 1 0] 00
01| O 1 1 1 1
O] 0|07} O0 1 1

olaQ|®m| >

Fonte: Elaborado pelo autor.
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CAPITULO 4

SEQUENCIA DIDATICA PARA ESTUDO DE MATRIZES UTILIZANDO
REDES COMPLEXAS

As atividades preparadas na sequéncia didatica que serd proposta sdo destinadas aos professo-
res que procuram introduzir alguns conceitos de redes complexas e de grafos a seus alunos. Mas,
mesmo trazendo essas atividades de forma simples e educativa, € importante que os professores
que tentem usar essas propostas tenham compreensao dos termos e conceitos de redes complexas
e de grafos, pois, sempre que for necessario, cabe ao professor intermediar o conhecimento ao
seu aluno.

Essas atividades foram elaboradas para que os alunos compreendam o conceito de redes
complexas, algumas representacdes de grafos e saibam transitar entre elas. Além disso, o ideal
€ que essas atividades sejam aplicadas em sequéncia, pois alguns assuntos abordados em uma
atividade posterior podem ter sido explicados na anterior. Caso o professor deseje aplicar alguma
atividade fora da sequéncia, é importante que ele defina alguns tépicos a respeito de grafos,
uma vez que seus alunos podem ndo possuir o conhecimento necessdrio para o desenvolvimento
da mesma. Dessa forma, descrevemos no inicio de cada atividade, os conhecimentos prévios

necessdrios para o desenvolvimento da mesma.

4.1 Sequéncia didatica

Leal & Rocas (2012, p.7) definem uma Sequéncia Didética como:
um conjunto de atividades, estratégias e intervencoes planejadas etapa por
etapa pelo docente para que o entendimento do contetido ou tema proposto seja
alcancgado pelos discentes (KOBASHIGAWA et al., 2008). Lembra um plano
de aula, entretanto, é mais amplo que este por abordar vdrias estratégias de
ensino e aprendizagem e por ser uma sequéncia de vdrios dias (LEAL; ROCAS,

2012, p.7).

Dessa forma, as atividades propostas em uma sequéncia diddtica devem ser ordenadas de

forma a aprofundar o tema que esta sendo estudado e sdo variadas em termos de estratégias:
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leituras, situacdes problemas, aula dialogada, experimentos, videos, etc. Além disso, o tema
deverd ser abordado durante um conjunto de aulas de modo que o aluno se aprofunde e se
aproprie do tema desenvolvido.

Ainda segundo os autores, o uso de uma sequéncia diddtica € muito importante porque
proporciona a organizacdo e a implementacio de um ensino que possibilita uma Aprendizagem
Significativa. Assim, a sequéncia didatica que vamos apresentar tem como ponto de partida os
problemas historicos e classicos que contribuiram para o surgimento da Teoria dos Grafos. E em
seguida, apresentaremos problemas atuais que necessitam da Teoria dos Grafos para que possam

ser resolvidos.

4.2 Atividades propostas para o estudo de Matrizes utili-

zando Redes Complexas

4.2.1 Atividade 1: Introducao a Redes Complexas

Redes complexas estdo em toda parte, como por exemplo, nas interacdes entre proteinas, nas
redes sociais, na internet e na Wikipedia. O estudo de redes complexas torna-se importante porque
a partir desse estudo é possivel entendermos, por exemplo: as relacdes sociais de amizades, as
epidemias, as mudangas climdticas, as economias, dentre outros fendmenos.

e Objetivo: Introduzir o conceito de redes complexas, assim como, relacionar uma rede
complexa a um grafo.

e Publico alvo: Alunos do 2° e/ou 3° anos do Ensino Médio.

e Pré-requisito: Conceitos basicos de conjuntos

e Materiais e tecnologias: Essa atividade pode ser trabalhada utilizando um computador
e um retroprojetor para reproduzir o video sobre redes complexas. Além disso, um material
impresso como a atividade proposta ajudara consideravelmente em relacdo ao tempo de aplica¢io
da atividade.

e Recomendacdes metodologicas: Essa atividade foi planejada para que inicialmente, na 1*
aula, os alunos permanecam em seus respectivos lugares para assistir ao video e na sequéncia
a turma podera ser organizada em circulo para que seja iniciado uma espécie de debate sobre
o tema proposto no video. Nas aulas seguintes, sugere-se que o professor separe a turma em

grupos de 5 ou 6 pessoas para a realizagcdo das outras atividades.
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eDificuldades previstas: Os alunos podem apresentar dificuldades com as nomenclatu-
ras relacionadas a grafos, principalmente, no momento da modelagem matemdtica das redes
complexas.

eDescricao geral da atividade: A atividade foi planejada para ser aplicada em 3 aulas
sequenciadas de 50 minutos cada.

1* Aula: Essa aula sera programada para introduzir os conceitos de sistemas complexos e
redes complexas, a partir do video sobre o tema. Em seguida, apds a exibi¢dao do video, serad
proposta uma discussdo sobre o que os alunos compreenderam em relacdo aos conceitos e quais
situacdes do cotidiano deles poderiam representar exemplos de redes complexas.

2? Aula: Essa aula serd utilizada para formalizar o conceito de redes complexas relacionando-
a a um grafo. Nesse momento, o professor aproveita para introduzir o conceito de grafo usando
alguns modelos de redes complexas e representando esses modelos na forma de grafo.

3" Aula: Essa aula serd utilizada para que o professor aplique uma atividade com alguns
tipos de redes complexas e peca aos alunos que criem uma rede complexa, a partir da sua rede
de amizade no Instagram, por exemplo, e em seguida represente essa rede em forma de grafo.

eDetalhamento da atividade:

1? Aula:

1. Solicitar aos alunos que assistam com bastante aten¢@o ao video: o que sao redes comple-
xas? (https://youtu.be/55v3IRMNdMkg ), cuja duragdo € de 20:44 minutos.

2. Solicitar aos alunos que relatem o que entenderam sobre redes complexas.

3. Induzir os alunos a associarem o conceito de redes complexas com situagdes do seu
cotidiano.

2? Aula:

Introduzir o conceito formal de redes complexas, exemplificado-o com alguns tipos de redes
complexas.

Relacionar redes complexas a grafos através da sua representacdo matemaética.

Introduzir alguns conceitos basicos de grafos, como por exemplo: arestas, vértices e grau.

3 Aula:

Aplicar o exercicio, a seguir, sobre o tema para reforcar os conceitos estudados anteriormente.

Exercicios Propostos

Questao 1:

Uma rede complexa € um tipo grafo que apresenta uma estrutura tipolégica nao-trivial de
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conexao, composta por um conjunto extremamente elevado de vértices (nds) que sdo conectados
por meio de arestas (conexdes, ligagdes ou links) (BARABASI, 2009). A figura abaixo ilustra
exemplo de redes complexas, faca a representacdo de cada uma delas na forma de grafos e em

seguida verificar o nimero de vértices e de arestas de cada um.

Figura 34 — Cadeia alimentar.

Fonte:

Provavel solucao:

Observa-se pelo grafo (figura 35) representativo da figura 34 que o nimero de vértices € 15 e

o ndmero de arestas € 24.

Figura 35 — Grafo representativo da cadeia alimentar.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Questao 2:

Em uma empresa de marketing digital, com dez funciondrios, foi realizada uma pesquisa
para avaliar quem seria o diretor artistico, como Ana e Beatriz eram as mais velhas na empresa,
seu chefe pediu para que elas nomeassem dois possiveis candidatos para o cargo. Sabendo que
as pessoas escolhidas por elas seriam amigos em comum das duas, seu chefe decidiu consultar
uma rede social, na qual todos os seus funciondrios fazem parte e constatou o seguinte:

eAna possui cinco amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Beatriz, Claudio,
Gabriel, Helena e Jamile.

eBeatriz possui quatro amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Ana, Gabriel,
Daniel e Helena.

oClaudio possui dois amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Ana e Jamile.

eDaniel possui quatro amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Beatriz, Carlos,
Igor e Flavia.

eCarlos possui trés amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Daniel, Flavia e Igor.

eFldvia possui quatro amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Gabriel, Beatriz,
Carlos e Daniel .

eGabriel possui trés amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Ana, Beatriz e Flavia.

eHelena possui quatro amigos de seu trabalho nessa rede social, s@o eles: Beatriz, Ana,
Jamile e Igor.

e]gor possui quatro amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Daniel, Carlos, Helena
e Jamile.

eJamile possui trés amigos de seu trabalho nessa rede social, sdo eles: Ana, Cldudio e Igor.

Analisando essas relacdes de amizades, quais devem ser as duas provaveis indicagdes de Ana
e Beatriz.

Provavel solucao:
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Figura 36 — Grafo representativo da rede de amizade.

Fonte: Elaborado pelo autor

Observando o grafo da Figura 36, concluimos que os amigos em comum a Ana e Beatriz sdo:
Gabriel e Helena.

Questao 3:

Represente as fronteiras do mapa do Brasil por regido, abaixo, através de um grafo, e em

seguida determine o ntimero de vértices e arestas desse grafo.

I Norte
I Nordeste

Il Centro-Oeste
B Sudeste

Sul

Figura 37 — Mapa das regides do Brasil

Fonte:

Provavel solucao:
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\ Nordeste

Sudeste

Figura 38 — Grafo representativo do mapa das regides do Brasil

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se pelo grafo (figura 38) representativo da figura 37 que o nimero de vértices € 5 e

o ndmero de arestas € 7.

4.2.2 Atividade 2: Grafos por meio de matrizes

e Objetivo: Contextualizar através de um breve histérico a origem do conceito de grafos,
trabalhar através de atividades propostas os principais elementos de um grafo e por fim, relacionar
grafos ao estudo de matrizes.

e Publico alvo: Alunos do 2° e/ou 3° anos do Ensino Médio.

e Pré-requisito: Conceitos basicos de matrizes.

e Materiais e tecnologias: Essa atividade pode ser trabalhada utilizando o quadro ou um
retroprojetor para reproduzir os slides sobre os principais conceitos de grafos e de matriz
adjacéncia e incidéncia . Além disso, um material impresso como a atividade proposta ajudara
consideravelmente em relagdo ao tempo de aplicacao da atividade.

¢ Recomendacdes metodologicas: Essa atividade foi planejada para que inicialmente, na la
aula, os alunos permanecam em seus respectivos lugares para assistir a explicacdo dos conceitos
e tipos basicos de grafos pelo professor e na sequéncia a turma pode ser organizada em dupla
para que seja iniciada a primeira atividade proposta dessa atividade 2 . Nas aulas seguintes,
sugere-se que o professor separe a turma em grupos de 3 ou 4 pessoas para a realizacdo das

outras atividades.
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o Dificuldades previstas: Os alunos podem apresentar dificuldades com as nomenclaturas e
em assimilar com seguranca os conceitos basicos de grafos pelo curto espago de tempo , visto
que € um assunto novo para eles e além disso , na passagem do grafo para sua representacao
matricial .

e Descricao geral da atividade: A atividade foi planejada para ser aplicada em 4 aulas
sequenciadas de 50 minutos cada.

17 Aula: Essa aula serd programada para fazer uma breve retomada histérica do surgimento
da Teoria dos grafos na matemdtica com foco principal no problema das Pontes de Konisgbergue
(1736 ) resolvido por Leonard Euler mais famoso considerado a base da Teoria dos grafos e em
seguida aplica-se uma atividade referente ao tema .

2" Aula: Essa segunda aula serd programada para dar uma retomada na representacio de um
grafo , destacando os elementos ( vértices e arestas ) , definir grau do vértice , grau de um grafo
e também definir o que ¢ um caminho euleriano (aberto ou fechado ) e em seguida aplica-se uma
atividade referente ao tema.

3" Aula: Essa terceira aula tem como objetivo representacdo matricial de um grafo . E as
duas matrizes que podemos associar a grafo sdo a matriz adjacéncia e a incidéncia .Nessa aula
o professor ird fazer uma breve abordagem dos conceitos dessas duas matrizes, € em seguida
aplica-se uma atividade referente ao tema.

e Detalhamento da atividade:

1? Aula:

1. Solicitar aos alunos que assistam com bastante ateng@o a aula expositiva ministrada pelo
professor através do quadro ou slide e até mesmo por um video de como e quando surgiu a Teoria
dos grafos.

2. Ap6s esta introdugd@o propor o Problema das sete Pontes Konisgbergue (1736). E com
material impresso de um desenho da cidade de konisgbergue distribui para cada grupo 3 ou 4
pessoas , onde consta a questdo tal e qual conhecemos:

“ Os moradores da cidade de konisgbergue questionavam -se , com a possibilidade de fazer
um passeio pela cidade que partindo de algum lugar , atravessando as sete pontes exatamente
uma vez e entdo retornasse ao ponto de partida *.

O problema foi proposto a Euler e agora estd posto para vocés para que respondam se é
possivel ou ndo .Para cada resposta deve ser argumentada que a segure a resposta dada.

Pede-se também que seja feita uma representacio da cidade com as pontes por uma modela-
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gem matematica (grafo).

Figura 39 — A modelagem matemadtica de Kaliningrado proposta por Euler

Fonte: clube.sbm.pt ( acesso em 21 de agosto de 2021)

Provavel solucao:

A ideia era que cada grupo pensasse no problema e verificasse se é possivel soluciona-lo .
Caso ndo fosse, argumentar que esse problema foi solucionado por Euler (1736), onde ele prova
sO seria possivel se cada porcao de terra ( vértice ) ligadas as pontes (arestas) teriam de ter uma
quantidade par de pontes (arestas) o que ndo € o caso das setes pontes de Konigsberg, pois todas
tem quantidade impar.

Um modelagem matematica (grafo) é:

Figura 40 — Grafo que representa o problema das ponte de Konigsberg.

Fonte: Elaborado pelo autor
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2° Aula:
1. Solicitar aos alunos que assistam com bastante atencao a aula expositiva ministrada pelo
professor através do quadro ou slide, em que a partir da retomada, foi definido grau de um vértice,

grau de um grafo e o que vem a ser caminho euleriano.

Definicao 34. Em um grafo G ndo orientado o grau de um vértice é o niimero de arestas
incidentes a ele, exceto que o laco em um vértice contribui duas vezes ao grau daquele vértice.

O grau do vértice v é indicado por gr(v).

Definicao 35. Dizemos que o grau de um grafo G ndo orientado é a soma dos graus de seus

vértices.

Definicao 36. Um caminho euleriano em G é um caminho simples que contém todas as arestas
de G. Um caminho é fechado quando o ponto de partida é o mesmo de chegada ou, é aberto

quando o ponto de partida ndo coincide com o ponto de chegada.

2. Apés a explanacao desses conceitos, propor as seguintes atividades:

Questao 1:

Num grupo de cinco pessoas queremos representar as possibilidades de didlogo entre eles.
Observe os idiomas que cada um fala:

eJodo: inglés, espanhol, japonés e portugués.

eJosé: inglés e portugués.

eMaria: espanhol, japonés e portugués.

eBete: inglés, espanhol e portugués.

elsabel: inglés e espanhol

Construa um grafo que representa as possibilidades de didlogo entre as pessoas e em seguida
diga se existe um caminho euleriano, caso exista, se € aberto ou fechado, justificando.

Provavel solucao:
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Figura 41 — Grafo da questao 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que esse grafo representa um caminho euleriano fechado, pois qualquer pessoa
(vértice) consegue ir por todos os caminhos (arestas) uma vez somente e retornar ao ponto de
partida (vértice). Além disso, nota-se que todas as pessoas (vértices) tem uma quantidade par de
caminhos (arestas) o que comprova o teorema de Euler.

Questao 2:

Para cada grafo representado abaixo, determine o grau de cada vértice e o grau de cada grafo.

G1 G2 G3

Figura 42 — Grafos da questdo 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Provavel solucao:
Observe que o grafo G1 tem -se: gr(A) =2,gr(B) =2,gr(C) =2,gr(D) =2 e gr(E) =2,

logo, o grau do grafo gr(G1) = 10.
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Em grafo G2 tem-se: gr(V1) = 1,gr(V2) =3,gr(V3) =2,gr(V4) =1 e gr(V5) = 1, logo,
o grau do grafo gr(G2) =8.

Por fim, o grau do grafo G3 tem-se: gr(X) =5,gr(Y) =2,gr(Z) =2 e gr(W) = 3, logo, o
grau do grafo gr(G3) = 12.

3 Aula:

1. Solicitar aos alunos que assistam com bastante atencao a aula expositiva ministrada pelo
professor através do quadro ou slide a respeito dos conceitos basicos de matrizes de adjacéncia e
incidéncia.

A matriz Adjacéncia tem a fun¢do de codificar todas as arestas de um grafo relacionando

vértices a linhas e colunas da matriz.

Definicao 37. Seja um grafo G = (V,A), com n vértices. Denominamos de matriz de adjacéncia
de G, representada por A(G), a matriz quadrada de ordem n, tal que: cada elemento AGij)
representa o par de vértices (i, j). Se o par estiver relacionado, entdo temos que A jy =1, caso
contrdrio A(; jy =0, isto ¢,

1,se(i,j) €V

A j) =

0, caso contrdrio
A matriz incidéncia denotada por A, € uma matriz de ordem n X m, onde se relaciona vértice
com arestas, assim invés de relacionar o vértice a outro vértice, por exemplo, vamos analisar o
vértice as arestas, se tiver uma ligacao entre o com aresta coloca o elemento 1, caso contrario

coloca o elemento 0. Podemos entdo definir a matriz A da seguinte forma:

Definicao 38. Seja G = (V,E) um grafo ndo orientado. Suponha que vy,va,--- ,v, sejam os
Vvértices e ey,ea,- - e, sejam as arestas de G. Entdo a matriz incidéncia com relagdo a esta

ordem de 'V e E é a matriz n X m tal que M = [m;;], em que

1,quando a aresta e; for incidente a v;

maj =

0, caso contrario
2. Apos esta explanagdo sobre as matrizes adjacéncias e incidéncias propor as seguintes
atividades:
Questao 1:

Determine a matriz adjacéncia do grafo dado abaixo:
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Figura 43 — Grafo da Questao 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Provavel solucao:

01001
10101
AG=|01001
00001
11110

Questao 2:

Para a matriz de adjacéncia dada abaixo, determine seu grafo correspondente.

—_—
o O
]
]

Provavel solucao:
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Figura 44 — Grafo da matriz de adjacéncia da questao 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Questao 3:

Determine a matriz de incidéncia do grafo dada abaixo:

Figura 45 — Grafo da questdo 3

Fonte: Elaborado pelo autor

Provavel solucao:

Questao 4:
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Para a matriz de incidéncia dada abaixo, determine seu grafo correspondente.

1 001
1 100
AlG)= 0110
0011

Provavel solucao:

Figura 46 — Grafo da questdo 4

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3 Oficina: Matrizes utilizando Redes complexas e Teoria
dos Grafos

No inicio desse trabalho a ideia era elaborar uma proposta didatica através de uma sequéncia
didatica sem aplicabilidade nesse momento inicial porque devido a pandemia as aulas presenciais
estavam suspensas. No entanto, com avanco da vacinagdo e com os indices de internagoes e
mortes por covid-19 baixando, o governo do estado da Bahia comecou a flexibilizar algumas
restricdes, e uma delas foi a volta das aulas no formato semi presenciais, com turma reduzidas
em 50% dos alunos e seguido todos os protocolos de higienizagdo. Assim, a maioria das escolas
publicas estaduais da Bahia voltaram as aulas no formato semi presencias em setembro de 2021,
com isso, analisamos a possibilidade da aplicacao da sequéncia didética proposta.

A principio as atividades da sequéncia didatica foram elaboradas e organizadas para serem
aplicadas a partir do dia 28 de setembro de 2021, no formato de minicurso, onde foram abertas
inscrigdes para 20 alunos, no periodo de cinco dias consecutivos com 50 minutos cada encontro.
Porém, nao foi possivel aplicar as atividades conforme planejado, devido a identificacdo de um
caso de covid -19 positivo testado por professores da escola, assim, as aulas foram suspensas

durante 3 semanas, entdo, foi necessario pensar em uma nova estratégia para a aplicacdo dessas
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atividades, uma vez que, tinhamos pouco tempo para concluir a dissertacdo. Dessa forma, as
atividades foram reformuladas e seu formato deixou de ser um minicurso, e passou a ser uma

oficina, como periodo de duracdo de 4 horas, para 10 alunos inscritos.

4.3.1 Aplicacao da oficina

Atividade 1: Introducio a Redes Complexas
1° momento
Foi solicitado aos alunos que assistissem com bastante atengao ao video “o que sdo redes

complexas?” ( https://youtu.be/55v3RMNdMkg ), conforme mostra a figura 47.

Figura 47 — Alunos assistindo ao video “O que sdo Redes Complexas?”

Fonte: Elaborado pelo autor

2° momento
Ap6s assistirem ao video os alunos foram organizados em semicirculo e foram induzidos a

comentar e escrever o que entenderam sobre o video apresentado, conforme mostra a figura 48.

Figura 48 — Discussao sobre o video “O que sdo Redes Complexas?”

Fonte: Elaborado pelo autor
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Dentre as repostas dadas pelo alunos sobre o que eles entenderam sobre Redes Complexas

destacamos duas que estdo na figura 49.

ApbGs assistirem o video referente a redes complexas, faga um breve comentario do
que entenderam sobre redes complexas associando com situagdes do seu cotldlano

2o on oflendl qu 9 ucﬁﬂn @ NTOS 5
&(\C‘Dcm m@&mmﬁzm uvv\ AN | @&0/3
_andes ood Sidle oo 000~ Qui s\
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Apds assistirem o video referente a redes complexas, faga um breve comentério do
que entenderam sobre redes complexas associando com situacdes do seu cotidiano.
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Figura 49 — Discussao sobre o video “O que sdo Redes Complexas?”

Fonte: Elaborado pelo autor

Depois desse momento de discussao, foram esclarecidas as dividas, dos alunos, que surgiram
sobre o tema e encerrou-se a atividade 1. Assim, essa atividade teve como objetivo introduzir aos
alunos o conceito de Redes Complexas fazendo com que eles associassem esse conceito com
situacdes do seu cotidiano.

Atividade 2: O problema das sete pontes de Konigsberg

1° momento

A partir da atividade 2, os alunos foram organizados em duplas para realizacio das atividades.
Assim, foi apresentado a eles o problema das sete de Konigsberg e em seguida foi proposto que

eles analisassem e identificasse uma possivel soluc@o para esse problema, conforme mostra a

figura 50.

Figura 50 — Alunos resolvendo o problema das sete pontes de Konigsberg

Fonte: Elaborado pelo autor
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2° momento
Foi solicitado aos alunos que apresentassem a possivel solucdo, para o problema das sete

pontes, identificada por cada dupla. A figura 51 apresenta duas das repostas dadas pelas duplas.

Nos & 1Mw& abaidlos o) 7 WC-D
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Figura 51 — Respostas dadas pelos alunos para o problema das sete pontes de Konigsberg

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida foi explicado o por qué esse problema ndo tém solucio, de acordo com a resposta
dada por Euler, em 1736, conforme mostra a figura 52. Essa atividade teve como objetivo fazer
uma retomada histdrica sobre o surgimento da Teoria dos Grafos, bem como sua importancia

nos dias atuais.

Figura 52 — Explicando o problema das sete pontes de Konigsberg

Fonte: Elaborado pelo autor

Atividade 3: Redes Complexas associada a um grafo

1° momento

Foi feita uma breve explicacdo sobre a representacdo de uma rede complexa através de um
grafo, conforme mostra a figura 53 e, também foram apresentados alguns conceitos bdsicos
sobre grafos, como por exemplo: grau de um vértice, grau de um grafo e seguida foi feito um
exemplo onde era solicitada a representacdo de uma rede complexa através de uma modelagem
matemadtica (grafo) e além disso, foi solicitado a identificacdo do grau de cada vértice e o grau

do grafo.
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Figura 53 — Explicando a representacdo de uma rede complexa através de um grafo

Fonte: Elaborado pelo autor

2° momento
Foi proposto uma atividade referente a essa explicacdo, ou seja, uma representacao de redes
complexas através de um grafo, identificando o grau do vértice e o grau do grafo, conforme

mostra a figura 54.

Figura 54 — Alunos resolvendo a atividade 3

Fonte: Elaborado pelo autor

A figura 55 apresenta duas das respostas dadas pelos alunos para a atividade 3. Essa atividade
teve como objetivo utilizar uma situacdo do cotidiano, as redes sociais, para fazer a representacio
dessa situacdo através da modelagem matemadtica, ou seja, um grafo e também, identificar o grau

de cada vértice e o grau do grafo.
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Figura 55 — Respostas dadas pelos alunos para a atividade 3

Fonte: Elaborado pelo autor

Atividade 4: Redes complexas associando a grafo e sua representacao matricial

1° momento
Foi explicado alguns conceitos basicos de matrizes para reforcar o conhecimento que os

alunos ja tinha sobre matrizes. Em seguida, foi acrescentado a explicagc@o sobre o conceito de

matriz adjacéncia, pois, esse tipo de matriz € um dos tipos de matrizes que sao utilizadas para

representar um grafo, conforme mostra figura 56.

Figura 56 — Explicando conceitos bédsicos de matrizes

Fonte: Elaborado pelo autor.

2° momento
Foi proposto que os alunos resolvessem uma atividade referente a essa explicacao, ou seja,

uma representacdo de redes complexas através de um grafo e também pela sua representagcdo

matricial, conforme mostra a figura 57.
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Figura 57 — Alunos resolvendo a atividade 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

A figura 58 apresenta duas das respostas dadas pelos alunos para a atividade 4. Essa atividade
teve como objetivo fazer com que o aluno perceba que utilizando uma situagdo do cotidiano, é
possivel simplificar essa situagdo através de uma modelagem matematica, ou seja, um grafo e a
partir desse grafo € possivel fazer a sua representagdo matricial. Assim, o aluno podera concluir

que o estudo de matrizes estd presente em diversas situacoes do cotidiano.
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Figura 58 — Respostas dadas pelos alunos para a atividade 4

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3.2 Questionario que avaliou a aplicaciao da oficina

Pergunta 1: Vocé compreendeu os conceitos relacionados a redes complexas e grafos?
De acordo com as respostas dadas pelos alunos a pergunta 1, 80 % deles responderam
sim, muito e 20% responderam sim, pouco. Observamos entdo que a maioria dos alunos que
participaram da oficina conseguiram compreender de maneira satisfatdria os conceitos bésicos

de redes complexas e grafos.
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Pergunta 2: Vocé conseguiu compreender a relaciao entre o estudo de matrizes e situa-
¢oes do cotidiano?

De acordo com as respostas dadas pelos alunos a pergunta 2, 70 % deles responderam
sim, muito, 20% responderam sim, pouco € 10% responderam ndo. Observamos entio que a
maioria dos alunos que participaram da oficina conseguiram compreender que existem diversas
aplicacdes do estudo de matrizes em situagdes do cotidiano.

Pergunta 3: Como vocé avalia as atividades propostas nessa oficina?

De acordo com as respostas dadas pelos alunos a pergunta 3, 90 % deles responderam “gostei
muito” e 10% responderam ‘“‘gostei pouco” . Observamos entiao que a maioria dos alunos que
participaram da oficina aprovaram a aplica¢do das atividades propostas.

Pergunta 4: Escreva abaixo uma justificativa sobre sua resposta em relacao a pergunta

A figura 60 apresenta algumas das repostas dadas pelos alunos para a pergunta 4.
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Figura 59 — Respostas dos alunos para a pergunta 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 60 — Finaliza¢do da oficina

Fonte: Elaborado pelo autor.
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De acordo com os resultados obtidos através do questiondrio que avaliou a oficina, verificou-
se uma avaliacdo positiva dos discentes em relagdo as atividades aplicadas. O resultado do
questiondrio mostrou que € interessante fundamentar o ensino e a aprendizagem da Matematica
de forma construtivista e integrada com a constru¢do do novo conceito, apoiando o mesmo em
conceitos ja existentes na sua estrutura cognitiva. Para desenvolver as atividades pedagdgicas
descritas neste estudo, procurou-se utilizar material de baixo custo de forma a tornar acessivel e

atrativa, a outros professores, a sequéncia didética desenvolvida.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

Muitos educadores apontam que a educacio de verdade acontece quando o aluno € instigado
a explorar, observar, jogar, resolver situagdes problemas e a acreditar em si mesmo, enquanto ser
pensante, e também quando estimular cada individuo a desenvolver ao maximo possivel todo
o seu potencial de aprendizagem. Levando em consideragdo essa perspectiva, € necessario que
a educacdo organize seus conhecimentos, tendo como ponto de partida despertar o interesse
dos alunos pela aprendizagem e, a parti dai, leva-los a patamares de aprendizagem, que sao
fundamentais para a sua formacao e ao exercicio de sua cidadania. Dessa forma, merece destaque
especial a elaboracdo e aplicagdo da sequéncia didética planejada para esse estudo, uma vez que,
a sequéncia didatica é uma ferramenta de aprendizagem muito importante, pois, ela proporciona
a organizacao e a implementacdo de um ensino que possibilita ao aluno uma aprendizagem
significativa. Além disso, a sequéncia diddtica € um instrumento que valida a intervencao do
professor junto a sala de aula, por ser mais dinamica que uma aula tradicional, ela trds inovacao
e ressignifica o conhecimento.

Durante este estudo destacou-se a importancia de introduzir o estudo de Redes Complexas
e Grafos para os alunos do Ensino Médio, pois, diversos aspectos do mundo real podem ser
representados por meio de redes complexas a partir de analogias para a resolu¢do de problemas
especificos. E possivel, por exemplo, modelar toda a estrutura fisica de uma grande rede de
computadores tal como a Internet. Nesse caso, os computadores conectados a Internet referem-se
aos vértices da rede enquanto que os cabos e meios de transmissdo representam as arestas do
grafo. Assim, relacionar o estudo de matizes, que na maioria das vezes € abordado apenas
algebricamente, com o tema de redes complexas e grafos possibilita a contextualiza¢ao desse
estudo, fazendo que que os alunos associem esse conteido matemédtico com questdes do seu
cotidiano.

Com base nesta constatacao, foi elaborada uma sequéncia didatica que serviu de base para
essa Dissertagdo, e teve como principal objetivo verificar se o estudo das Redes Complexa e a
Teoria dos Grafos € uma metodologia eficiente para despertar nos alunos um interesse maior

pelo ensino da matemadtica, assim como, estimular a curiosidade deles em associar o estudo de
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matrizes com situagdes do cotidiano. Durante o inicio do presente trabalho, buscou-se, na revisao
bibliografica, entender os conceitos basicos de redes complexas e, também, o processo histérico
de como surgiu a Teoria dos Grafos.

Por meio do estudo relatado, procurou-se enfatizar a importancia de uma abordagem pedagé-
gica que dé oportunidade ao aluno de concentrar-se numa tarefa, exercitar a sua paciéncia, criar
imagens, interpretar desenhos e intuir solu¢des para problemas. Consequentemente, acredita-se
que a aprendizagem tornou-se mais significativa, pela participagc@o destes, na descoberta do con-
tedido e pelo crescimento de suas capacidades cognitivas. Assim, buscou-se, com a aplicagcdo da
oficina, minimizar as dificuldades que os alunos apresentam em relacionar o estudo de Matrizes
com situagdes do cotidiano e, buscou-se também reconstruir conceitos, tornando os discentes

sujeitos participantes de um ambiente de aprendizagem significativa.
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