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“A esséncia da matematica estéa em sua liberdade’.

(Georg Cantor)!!
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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo sobre paradoxos mateméaticos que ocorrem na
Educacao Bésica e tem por objetivo fornecer uma referéncia a professores de matematica
interessados em utilizar este tema como recurso didatico. Ele contempla um levantamento
historico apontando a importancia dos paradoxos no processo de desenvolvimento da Ma-
tematica, pois a busca pela solugao deles impulsionou o surgimento de varias teorias como
a Teoria dos Tipos de Bertrand Russell ou a Teoria da Verdade e o Esquema-T de Alfred
Tarski, além de inspirar movimentos de pensamento filoséfico como o Logicismo, Intuicio-
nismo e em especial a Escola Formalista de David Hilbert e sua abordagem axiomatica dos
conceitos matematicos. O trabalho reserva um capitulo onde se explica porque surgem
paradoxos fazendo a distingdo entre paradoxos matematicos e semanticos, uma vez que a
causa de cada paradoxo depende essencialmente da linguagem a qual ele se expressa. E
também contempla um capitulo que trata dos fundamentos da Matematica necessarios
para analise aprofundada dos fatores causadores de paradoxos matematicos, pois o estudo
destes paradoxos exige o dominio de alguns assuntos especialmente os axiomas de corpo
ordenado e o conjunto dos ntimeros reais. Entendendo que o estudo deste tema ¢ ine-
rente ao desenvolvimento da Matemaética, a proposta deste trabalho é, além de destacar
a importancia deste assunto, reinterpretar alguns paradoxos matematicos classificando-os
como obstaculos epistemologicos e nao como erros mateméaticos. Assim, estudando pro-
blemas que envolvem a divisao por zero, a regra de sinais, nimeros complexos e algumas
operagoes com logaritmos por exemplo, é possivel fazer com que o ensino de matematica se
aproxime da forma com que esta ciéncia se desenvolveu e com isso desmistificar o carater
infalivel atribuido a Matematica, demonstrando que os paradoxos matematicos sempre

estiveram presentes em seu processo de desenvolvimento.

Palavras-chave: 1. Paradoxo Mateméatico. 2. Histéria da Matematica. 3. Obstaculo

Epistemologico. 4. Educacao Basica. 5. Fundamentos da Matematica.
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ABSTRACT

The present work presents a study on mathematical paradoxes that occur in Basic Educa-
tion and aims to provide a reference for mathematics teachers interested in using this topic
as a didactic resource. It contemplates a historical survey pointing out the importance
of paradoxes in the development process of Mathematics, as the search for their solution
led to the emergence of several theories such as Bertrand Russell’s Theory of Types or
Alfred Tarski’s Theory of Truth and T-Scheme , in addition to inspiring philosophical
thought movements such as Logicism, Intuitionism and especially David Hilbert’s Forma-
list School and its axiomatic approach to mathematical concepts. The work reserves a
chapter where it explains why paradoxes arise, distinguishing between mathematical and
semantic paradoxes, since the cause of each paradox essentially depends on the language
in which it is expressed. It also includes a chapter that deals with the fundamentals
of Mathematics necessary for in-depth analysis of the causative factors of mathematical
paradoxes, as the study of these paradoxes requires mastery of some subjects, especially
the ordered field axioms and the set of real numbers. Understanding that the study of
this topic is inherent to the development of Mathematics, the purpose of this work is, in
addition to highlighting the importance of this subject, to reinterpret some mathematical
paradoxes, classifying them as epistemological obstacles and not as mathematical errors.
Thus, studying problems involving division by zero, the sign rule, complex numbers and
some operations with logarithms, for example, it is possible to make the teaching of
mathematics approach the way in which this science was developed and thereby demys-
tify the infallible character attributed to Mathematics, demonstrating that mathematical

paradoxes were always present in its development process.

Keywords: 1. Mathematical Paradox. 2. History of Mathematics. 3. Epistemological
Obstacle. 4. Middle and High School. 5. Fundamentals of Mathematics.
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INTRODUCAO

Em seu livro, Riddles in Mathematics, Northrop (2014) define paradoxo como sendo “tudo
aquilo que de antemao parece ser falso, mas na realidade é verdadeiro; ou que parece ser
verdadeiro, mas na realidade é falso; ou que é simplesmente contraditério. ” (Tradugao)

Como veremos adiante, nem sempre a Matematica foi tdo exata. Seu desenvolvimento
ocorreu de forma escalonada ao longo de séculos. Objetos matematicos e suas operacoes,
como os conjuntos numeéricos ou as fungoes por exemplo, foram criados e utilizados antes
do surgimento das teorias que viriam a definir seus significados. Foi através de revisoes
e uma sequéncia de contribuigoes de diversos matematicos que os fundamentos da Mate-
matica foram sendo consolidados, e os paradoxos matematicos desempenharam um papel
fundamental neste processo.

Muitos dos conceitos que hoje utilizamos de forma corriqueira ja foram verdadeiros
obstaculos para muitos matematicos, por exemplo, ainda no século XIX, Lazare Carnot
(1753-1823) nao aceitava a existéncia dos niimeros negativos, pois nao conseguia dar algum
sentido a eles, isso tornava muitas equacdes algébricas insoliveis.! Pode-se também citar
o exemplo dos Pitagéricos com relacdo ao niimero v/2 que representava um verdadeiro
paradoxo naquela época, uma vez que sua existéncia colocava a prova a teoria vigente de
que os numeros naturais eram suficientes para expressar qualquer medida, sendo assim
sua existéncia significava que os nlimeros naturais eram insuficientes para estabelecer uma
unidade de medida comum entre a diagonal e o lado de um quadrado.

Foi tentando explicar estas e outras contradi¢oes que os matematicos estabeleceram
uma ciéncia que adquiriu o titulo de “exata”.

Contudo, mesmo hoje com a Matematica ja consolidada, resultados paradoxais con-
tinuam surgindo no ambito do ambiente escolar. Para muitos, esse fendmeno pode ser
tratado apenas como um equivoco do aluno cometido talvez por nao ter memorizado al-
guma regra ou condi¢ao que torna o uso de uma propriedade adequada ou nao. De um
ponto de vista simplorio, para resolver este problema bastaria apontar o erro e reforcar
novamente as condi¢oes em que as propriedades podem ser utilizadas.

Consideramos a ocorréncia destes paradoxos como uma oportunidade de apresentar
aos alunos a Matematica tal qual ela foi concebida, como uma construcao humana que,
analogamente a uma edificacao construida sem um projeto, mesmo sendo executada por ta-
lentosos construtores, a medida que novas estruturas eram erguidas, patologias estruturais
acusavam falhas em seus fundamentos, demonstrando que estes nao tinham capacidade
de sustentar toda a obra que vinha pela frente, de forma que, muitas vezes, partes desta
edificacao tiveram de ser desmanchadas para que seus fundamentos pudessem ser recons-

truidos, desta vez, com capacidade para sustentar tudo aquilo que outrora nao havia



INTRODUGAO

sustentacdo. No entanto, estes fundamentos foram tao bem construidos que se tornaram
capazes de sustentar muitas outras estruturas inesperadas, pois a Matematica é uma obra
magnifica que nunca parou de crescer.

Nosso objeto de estudo sao alguns paradoxos matematicos que surgem na educacao
basica, entretanto, antes de discutir este tema, apresentaremos um levantamento histo-
rico de alguns problemas paradoxais que estiveram presentes na Matematica e como estes
problemas impulsionaram seu desenvolvimento, o objetivo desta abordagem é estabele-
cer uma imersao inicial do leitor sobre o assunto, para que ele possa reconhecer o papel
histérico dos paradoxos no desenvolvimento da Matemaética, estimulando reflexdes e ques-
tionamentos sobre ele.

De acordo com Almouloud (2007, p. 149) "a epistemologia é o estudo da constituicao
dos conhecimentos cientificos tanto na sua génese historica como nas suas articulacoes
numa dada etapa do desenvolvimento do saber cientifico’. Sendo assim, mantendo uma
abordagem epistemoldgica sobre o tema dedicamos um capitulo para explicar por que
surgem os paradoxos. Por um lado, paradoxos podem surgir por decorréncia de questoes
de ambiguidades entre palavras e conceitos; questoes mais relacionadas a linguagem e ao
significado de expressoes e palavras, neste caso, tais paradoxos sao objeto de estudos do
campo da Semantica e sao denominados Paradoxos Semanticos; por outro lado, paradoxos
podem ser resultado de incoeréncias na utilizacdo de regras e definicbes formalmente
estabelecidas na area da légica e da Matematica. Estes sao denominados Paradoxos
Matemaéticos e sdo o objeto de estudo e investigagdo deste trabalho.

Entendendo que toda a estrutura na qual a Matemaética se fundamenta foi concebida
para que nao haja paradoxos em seu discurso, podemos dizer que uma proposicao, pro-
blema ou sentenga formulada adequadamente com rigor matematico, em tese, nao pode
culminar em um paradoxo. Portanto, diante dos paradoxos que ocorrem na educacao
basica, nos resta investigar quais pressupostos sao violados nesse contexto.

Para tanto, dedicamos um capitulo no qual apresentamos alguns fundamentos essen-
ciais para utilizacdo da linguagem matematica praticada na Educacao Basica que, de
uma forma geral, sdo constituidos pelas seguintes areas: Logica Matematica, Teoria dos
Conjuntos e os Numeros Reais.

Em especial abordaremos o conceito de corpo ordenado, que é a base para a compre-
ensao da estrutura do conjunto dos nimeros reais e suas operagoes. Assim, este texto
constitui um material condensado, com a finalidade de auxiliar na atividade de pesquisa
de professores com respeito as defini¢coes matematicas ja consolidadas e estruturadas jus-
tamente para eliminar contradi¢oes que possam ocorrer no discurso matematico.

Finalmente, finalizando este estudo epistemoldgico a respeito do tema, apresentamos
no capitulo 5 alguns paradoxos matematicos que ocorrem na educagao basica.

Como sabemos, um dos objetivos finais do professor é o desenvolvimento do aprendi-
zado de seus alunos, uma das formas de mensurar este aprendizado tem sido a proposi¢ao

de problemas e posterior identificacao dos erros cometidos na solugao destes, porém nosso
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trabalho propde um caminho diferente, caminho que historicamente culminou em grandes
avancos para a Matematica.

Ao invés de fornecer uma lista de questoes em que os alunos devam apenas aplicar
as propriedades relacionadas a elas, nossa proposta é que o professor apresente um erro
que resulte em um paradoxo. Acreditamos que paradoxos mateméaticos podem ser usados
como um recurso pedagogico a fim de causar um momento de desequilibrio, que segundo
Piaget, é necessario no processo de aquisicdo do conhecimento. Segundo essa linha de
pensamento, inicialmente o conhecimento se encontra em um estado de equilibrio, nesta
etapa o aluno nao tem duvidas quanto a informagao que possui, segundo sua percepc¢ao
toda a informacao adquirida lhe é suficiente, em seguida novas informacgoes ou questiona-
mentos sao assimilados a o conhecimento que possui ja nao é suficiente para explicar ou
compreender este novo conteudo, essa ¢ a fase do desequilibrio, segundo Piaget uma nova
aprendizagem ¢ adquirida quando ocorre a reorganizagao do conhecimento pelo aluno.!

Portanto, o objetivo principal deste trabalho é fornecer alguns paradoxos que podem
ser usados para causar um momento de desequilibrio no conhecimento dos alunos, bem
como a base tedrica necessaria para que professores possam desenvolver o assunto em sala
de aula explorando o maximo que este tema possa oferecer.

E importante salientar que o presente texto nao é composto por planos de aulas ba-
seados em situacgoes problema sobre paradoxos matematicos. Na verdade ele fornece um
estudo epistemologico sobre paradoxos, abrangendo também problemas matematicos que
surgem na educacao bésica, pois entendemos ser exclusivamente papel do professor tracar
a melhor rota para trabalhar qualquer assunto em sua sala de aula, uma vez que tanto a
organizacao do sistema educativo, como curriculo, material pedagogico ou cronogramas,
quanto outras variaveis didaticas, como a formacao do professor, as habilidades matema-
ticas dos proprios alunos ou os objetivos do Projeto Pedagdgico sao diferentes em cada
instituicao de ensino. Portanto, é necessario que haja um processo de transposicao dida-
tica, em que o professor molda o conhecimento académico produzido por pesquisadores
conforme as variaveis didaticas ao qual ele esta submetido, tornando este conhecimento

adequado ao seu contexto educacional. !



PARADOXOS NA HISTORIA DA MATEMATICA

Historicamente resultados paradoxais sempre estiveram presentes em campos variados da
Matematica: como no periodo Helénico, a existéncia de um segmento incomensuravel
contradizia a Teoria dos Numeros da época que afirmava que qualquer parte poderia ser
expressa como a razao de dois nimeros naturais; no estudo de séries infinitas, podemos
citar o famoso paradoxo de Zenao ou a soma infinita 1-14+1-1+1... denominada série de
Grandi que confundiu a mente de muitos matematicos do século XVII; ou no campo da
Teoria dos Conjuntos a descoberta do Paradoxo de Russell colocava a prova um grande tra-
tado denominado “Os Fundamentos da Aritmética” escrito por Friedrich Ludwig Gottlob
Frege (1848-1925) antes mesmo de sua publicagao. 6!

O surgimento de paradoxos, além de causar perplexidade em todos os periodos da his-
toria, impulsionou o desenvolvimento da Matematica servindo como fonte de novas ideias.
Por vezes, tais paradoxos abalaram profundamente seus fundamentos e por consequéncia,
estes tiveram de ser revisados e aperfeigoados.

Vejamos um problema que, tanto impulsionou o desenvolvimento de uma nova forma
de operar com grandezas quanto inspirou, séculos mais adiante, a construcao do conjunto
dos ntimeros reais, a famosa descoberta do segmento incomensuravel pelos matematicos
pitagoricos.

No sul da Itélia por volta do ano 500 a.C., Pitagoras fundou sua escola, onde acon-
teciam convengoes nas quais se discutia questdes de cunho filoséfico, ciéncias naturais
e Matematica. Muitas descobertas no campo da Aritmética sao atribuidas a escola de
Pitagoras, como os nimeros figurados, perfeitos, amigaveis, entre outros temas que, poste-
riormente, serviram como objeto de estudo para muitos matematicos. Contudo, o estudo
destes conceitos nao tinha apenas um carater conceitual. Além disso, os pitagoricos sem-
pre atribuiram um significado mistico a tais conceitos, pois acreditavam que os nimeros
eram a razao de tudo. Devido a este aspecto, muitos historiadores consideram que a
escola pitagorica funcionava também como uma espécie de seita. 6l

No campo da Geometria, é creditado aos pitagéricos a descoberta das chamadas “fi-
guras cosmicas”, que nada mais sao do que os solidos regulares. Entretanto eles apenas
conheciam o tetraedro, o cubo e o dodecaedro. E interessante salientar que o simbolo
desta escola era a estrela de cinco pontas, formada pelas diagonais de um pentagono
regular conforme figura 1.

Uma caracteristica importante a se destacar é que o ponto de interseccao de duas
diagonais que partem de vértices consecutivos deste pentagono, divide cada diagonal em

média de extrema razao, mais conhecida como razao aurea, representada pelo simbolo ¢
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Figura 1: Pentagono Regular e suas diagonais.

(phi). De forma algébrica, considerando os pontos descritos na figura 1, pode-se provar

que:

AC  CB
cB~ A~ °

Nao se pode afirmar com certeza, mas historiadores acreditam que os pitagéricos ja
sabiam dividir um segmento em média de extrema razao, apesar de o registro mais antigo
desta construcao estar no livro II, proposicao 11, dos Elementos de Euclides mais de um
século posterior a escola pitagérica.

Hoje sabemos que ¢ ¢ um nuimero irracional, mais precisamente # Contudo os
pitagoéricos consideravam como niimeros apenas os inteiros positivos, o conceito de niimero
racional nao existia na época, razoes eram apenas relagoes de proporgoes entre grandezas
de mesma espécie e esta ideia se manteve até os tempos de Euclides, estando presente no
livro III dos Elementos de Euclides.

Embora o conceito de niimero racional nao houvesse sido estabelecido pelos Gregos,
pois as fragoes unitarias ja eram utilizadas pelos babilonios, existia um conceito geométrico
muito parecido, a comensurabilidade.

Duas grandezas de mesma espécie sao consideradas comensuraveis quando é possivel
estabelecer uma unidade de medida comum entre as duas, de forma que o resultado da
medicao das duas grandezas seja um nimero inteiro.

Como exemplo, consideremos trés segmentos u, A e B conforme a figura a seguir:

Suponhamos que o segmento A seja formado por quatro segmentos u justapostos e,

da mesma forma, o segmento B seja formado por trés. Podemos considerar, portanto, o

6
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Figura 2: Segmentos Comensuraveis.

segmento u como uma unidade de medida comum entre A e B, de forma que A esta para
B sob uma razao de 4:3, dizemos entao que A e B sdo segmentos comensuraveis.

Mas sera que dois segmentos quaisquer sempre serao comensuraveis? Isso é intuitiva-
mente plausivel, pois para estabelecer uma unidade de medida comum entre duas gran-
dezas quaisquer, em tese, bastaria escolher uma fragao de uma das grandezas pequena o
suficiente para caber um numero inteiro de vezes na outra, caso a fracao escolhida nao
atendesse ao critério, bastaria escolher uma fragdo cada vez menor, até encontrar aquela
que servisse ao proposito.

Contudo, isso nem sempre é possivel. Existem grandezas que sdo incomensuraveis.
Historiadores acreditam que este problema foi descoberto na segunda metade do século
V. Um primeiro exemplo deste fato teria surgido na tentativa de estabelecer uma unidade
comum entre o lado e a diagonal de um quadrado, Aristételes (384-322 a.C.) no final
do século IV, ao discutir sobre a conhecida técnica de raciocinio denominada reducao ao
absurdo, demonstra a consequéncia paradoxal da existéncia de tal unidade comum ao

afirmar que:

“[...] se o lado e o didmetro sao considerados comensuraveis, um em rela-
¢ao ao outro, pode-se deduzir que os nimeros 1mpares sao iguais aos pares;
esta contradicao afirma, portanto, a incomensurabilidade das duas grandezas”
(Primeiros Analiticos, 1.23,41a29).125)

Este raciocinio pode ser verificado algebricamente. Caso o lado e a diagonal de um
quadrado ABC' D fossem comensuraveis, denominado AB e AC' como as supostas medidas
do lado AB e da diagonal AC' respectivamente, por hipétese AB e AC' correspondem a
dois niimeros inteiros.

Logo, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo retdangulo ABC, formado por
dois lados consecutivos deste quadrado e a diagonal adjacente como na figura 3, terfamos
AC? = AB? + AB? & AC? = 2AB?, sendo a tltima igualdade um absurdo, pois o

expoente do fator 2 da decomposicio em fatores primos de AC? seria par, enquanto
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A ¢

Figura 3: Quadrado de lado AB e diagonal AC.

que em 2AB? o expoente do fator 2 seria impar. Conforme a afirmacio de Aristételes,
considerar o lado e a diagonal de um quadrado comensuraveis acarreta em um paradoxo.

Existem muitos mitos em torno deste tema, diz a lenda que um integrante da escola
de Pitagoras foi langado ao mar por ter revelado o segredo da existéncia de grandezas
incomensuraveis, uma vez que isto contestava a crenca de que tudo poderia ser explicado
por nimeros (neste caso, nimeros inteiros positivos). Outros acreditam que isto teria
gerado uma crise entre os matematicos, pois se os nimeros nao podiam exprimir a razao
entre dois segmentos, como eles poderiam ser a esséncia de todas as coisas? Considerando
verdadeira a premissa que estabelecia os nimeros como a causa de todas as coisas, estes
matematicos estavam diante de um verdadeiro paradoxo.

Contudo, este aparente paradoxo da matematica grega inspirou Eudoxo, um matemé-
tico discipulo de Platao e do pitagorico Arquitas, a criar a teoria das proporcoes, tema
do livro V dos elementos de Euclides.

A teoria das proporg¢oes de Eudoxo relaciona grandezas da seguinte forma: dizer que A
esta para B assim como C' esta para D, significa que devem existir dois niimeros inteiros
positivos m e n tais que: nA = mB e nC' = mD. Porém, se A e B forem incomensuraveis
esta equacao nunca ocorreria, entretanto, dados dois ntimeros inteiros n e m sempre se

pode testar:
nA =mB, nA >mB ounA <mB.
Da mesma forma:
nC =mD, nC' > mD ounC < mD.

Assim Eudoxo estabeleceu uma igualdade entre as razoes A : B e C' : D, sendo as

grandezas comensuraveis ou nao da forma que se segue:

8
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Dadas quatro grandezas de mesma espécie A, B, C e D, diz-se que A esta para B

assim como C' esta para D se, quaisquer que sejam os nimeros naturais m e n, se tenha:
nA >mB < nC >mD; nA=mB < nC =mD; nA <mB & nC <mD.

Caso as grandezas sejam comensuraveis dizer que A : B = (' : D significa que existiram
m e n tais que nA = mB < nC = mD caso sejam incomensuraveis, se para todos os
m e n acorrer nA > mB < nC > mD e nA < mB & nC < mD entao a igualdade
A:B=C":D também é vilida.l

Sem perceber, ao resolver este problema, Eudoxo desenvolveu uma forma de operar
com numeros que nem sequer eram reconhecidos como tal, os nimeros irracionais.

A teoria das proporgoes de Eudoxo, além de resolver o problema dos incomensuraveis,
inspirou mais de 2.000 anos depois a ideia central por tras da construcdo dos nimeros
reais elaborada por Richard Dedekind que serda melhor detalhada na subsecao 4.3.1 Os
Cortes de Dedekind.

Ainda no século V, podemos citar também os famosos paradoxos de Zenao (450 a.C.)
relativos a questoes sobre o infinito. Segundo estes paradoxos todo tipo de movimento se-
ria impossivel, verifiquemos dois deles a fim de compreender esta contradigao, o Paradoxo
da Dicotomia e da Flecha.

O Paradoxo da Dicotomia diz que para percorrer uma certa distancia, primeiramente é
necessario percorrer a metade, contudo, antes disso, deve-se percorrer a metade da metade
e assim por diante. Se uma distancia pode ser dividida indefinidamente, sempre tomando
a metade da distancia que falta, uma pessoa teria que percorrer infinitas subdivisoes de

espaco em um periodo finito de tempo, o que tornaria o movimento impossivel.
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Figura 4: Paradoxo da Dicotomia. Fonte: (STEWART, 2013, p. 33)

O paradoxo da flecha sugere que, caso o tempo fosse formado por instantes atomicos
indivisiveis, entao uma flecha estaria sempre parada a cada instante, desta forma qualquer
movimento seria uma ilusio.

Ambos os paradoxos foram concebidos questionando-se a teoria atomista da época
formulada por Demécrito de Abdera (460 a.C. — 340 a.C.), conforme esta teoria, tempo e
espago seriam compostos por particulas atdomicas (indivisiveis).

Hoje estes paradoxos ja nao constituem problemas, uma vez que o tempo e espaco

sao entendidos como sendo continuos, mas a reflexdo sobre a nossa percepcao espacial é
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muito oportuna, pois estes paradoxos desafiam um pensamento bastante intuitivo de que
a soma infinita de certas quantidades seria infinita ou que a soma de infinitas parcelas
que tendem a zero seria convergente, ambos pensamentos equivocados. De fato, ainda na
educacao basica, no estudo de progressoes geométricas, os alunos tém contato com somas
infinitas de termos de uma progressao geométrica de razao positiva menor do que um,
somas que convergem para um valor finito.

Mesmo antes de ser inteiramente compreendido, o conceito de infinito sempre esteve
presente de alguma forma no estudo da Matematica, na proposicao 20 do livro IX dos
Elementos de Euclides pode-se notar que mesmo sem utilizar a palavra infinito Euclides

prova a seguinte proposicao:

"Os numeros primos sao mais numerosos do que toda a quantidade que tenha
sido proposta de nimeros primos. "

Entretanto, questoes que envolviam o infinito eram evitadas pelos matematicos gre-
gos. Conta-se que um sofista contemporaneo de Sécrates chamado Antifon (c. 430 a.C.)
propos que a area do circulo poderia ser calculada através de sucessivas duplicagoes de
um poligono inscrito na circunferéncia, de forma que a diferenca entre as areas tenderia
a zero. Todavia, processos matematicos infindaveis eram considerados como paradoxos
da mesma natureza das grandezas incomensuraveis. Esta questao impos uma barreira ao
calculo com grandezas que tendiam a zero. Contudo, Eudoxo supera esta barreira mos-
trando mais uma vez que era um matematico além do seu tempo, e elabora uma forma
de calcular com estas grandezas indivisiveis.l

Consta no livro XII dos Elementos de Euclides o famoso Método da Exaustao criado
por Eudoxo, neste livro, Euclides demonstra com a ajuda deste método que a area do
circulo é diretamente proporcional ao quadrado de seu didmetro.25

Arquimedes utilizou deste mesmo método para calcular a area do circulo procedendo
da seguinte forma: utilizando poligonos regulares de n lados inscritos e circunscritos na
circunferéncia, ele estabeleceu aproximagcoes sucessivas por falta e por excesso de sua area.
A cada passo Arquimedes dobrava o nimero n de lados, desta forma ele provou que esta
4rea era exatamente 72 provando que ela ndo pode ser nem menor nem maior que este
valor. Em termos praticos, ao construir um poligono de 96 lados, Arquimedes demonstra
que a razao entre a circunferéncia e seu didmetro estd compreendida entre 3 4+ 10/71 e
3+ 10/70, ou seja, ele calculou uma aproximagao para 7.2

O grande avanco de Arquimedes foi descrever um método capaz de calcular a area de
uma regiao curva, através de aproximagoes sucessivas até alcancar a precisdo desejada,
ou entao como dizia Arquimedes “exaurindo-a”, indicando que este processo poderia ser
repetido infinitas vezes.!7!

Vale ressaltar que o Método da Exaustao de Eudoxo ou método dos indivisiveis, apesar
de servir ao proposito de aproximar areas de figuras curvas, era vago pois sua aplicabili-

dade dependia da destreza e habilidade do matematico em perceber qual figura seria mais

10
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Figura 5: Aproximagoes da area de um circulo. Fonte: (MAOR, 2008, p. 64)

adequada nas aproximagoes. Este método foi totalmente superado pelo Célculo Infinitesi-
mal criado por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716), e aperfeicoado pelos trabalhos
de Cauchy e seus estudos sobre limites.

Mesmo com a superacgao de alguns paradoxos relacionados a este tema, questoes sobre
o infinito continuaram intrigando matematicos por séculos. A famosa série de Grandi
citada no inicio deste capitulo causou muito embaraco entre os séculos XVII e XVIIL6

Esta série consiste na seguinte soma alternada:
S=1-14+1-1+1-1+1-1---

Muitos paradoxos podem surgir ao se aplicar propriedades de somas finitas a expressoes
envolvendo somas infinitas. Por exemplo, aplicando a lei associativa podemos agrupar os

numeros de forma a concluir que S = 0:
S=1-1+1-141-1+1-1---=(1-1)+(1-1)+(1-1)+---=0.
Ou entao S = 1 caso o agrupamento seja:
S=1-141-141-141-1---=1-(1-1)+(1-1)+(1-1)+---=1.
Ainda pode-se considerar S = 1/2 fazendo:
S=1-1+1-1+1-1---=1—-(1+1-14+1-1---)=1-S5.
S=1-5S&285=1&5=1/2

O famoso matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), conhecido como um
dos criadores do Calculo Diferencial e Integral, chegou a afirmar que esta seria a resposta
correta para o resultado do somatoério da série.

Esta inconsisténcia que permite que o resultado do somatoério de uma série admita

varios valores diferentes ocorre pois, por mais que somemos indefinidamente sempre havera

11
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parcelas a somar. Isto significa que nao é possivel operar com uma soma infinita da mesma
maneira que se opera com somas finitas.?

Este tipo de problema s6 comecgou a ser resolvido no século XIX, mais precisamente
foi Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quem deu o primeiro tratamento adequado
a questoes envolvendo séries infinitas. Em um trabalho publicado em 1812 sobre séries
hipergeométricas ele estabelece o conceito de convergéncia de uma série infinita.

Atualmente uma soma infinita é definida como sendo uma sequéncia de somas parciais

(finitas). De forma que, dada uma série infinita:
ayt+az+az+---+ap+---

Considera-se as somas parciais S1 = ay, S2 = aj + a9, S3 = a1 + a2 + as, ou seja,

n
Sn = Z a;.
i=1
Caso esta sequéncia seja convergente, isto é, caso o lim,_, 4+ S, = S, dizemos que:

ap+ax+az+---+a,+---=S5.

Mas isto nao significa que foram somados todos os termos de forma indefinida, isso
significa que a diferenca S,, — S pode ser tao pequena quanto quisermos, a partir de certo
indice. 1]

As vezes, alguns resultados em Matemética podem ser paradoxalmente verdadeiros,
ou seja, sao resultados que parecem ser falsos, mas na realidade sdo verdadeiros. Muitos
deles estao relacionados a questoes sobre o infinito e a Série Harmodnica representa um
bom exemplo de como as verdades matematicas podem fugir ao senso comum.

A Série Harmonica consiste no seguinte somatorio:

im0 2 3 4

Uma condigao necessaria (mas nao suficiente) para que uma série seja convergente é

que seu termo geral tenda a zero. Nao é dificil demonstrar que:

o1
lim — =0.
n—oo n,
Contudo, logo no século XIV, o matematico Nicole Oresme (1325-1382) provou que a
Série Harmonica é divergente, ou seja, sua soma tende ao infinito. Aparentemente, isto
talvez nao cause espanto, porém este nao é um resultado intuitivo e jamais seria possivel

prevé-lo experimentalmente.

12
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Consideremos hipoteticamente a existéncia do computador mais rapido que poderia

0723 segundos, pois

existir, este computador estaria limitado a efetuar uma soma em 1
este é o tempo gasto por um féton para que ele percorra uma distancia igual ao didmetro
de um elétron e teoricamente isto poderia ser usado como unidade de medida de um
ciclo de maquina por exemplo. Caso este computador estivesse somando termos da Série
Harmonica desde a origem do universo, isto ¢, por aproximadamente 16 bilhoes de anos,
o resultado da soma estaria em torno de 94,2999!2

Investigando a fundo os conjuntos numéricos, podemos perceber muitos outros resul-
tados paradoxais envolvendo o infinito. E fécil demonstrar que, entre os niimeros naturais
0 e 1, existem infinitos ntimeros racionais. Basta verificar que 0 < % <1, Vn € N.
Entretanto, eles possuem a mesma cardinalidade, ou seja, existem tantos ntimeros natu-
rais quanto nimeros racionais e isto é provado estabelecendo uma correspondéncia biu-
nivoca entre os elementos dos dois conjuntos. George Cantor (1845-1918) demonstrou
este resultado e muitos outros um tanto quanto perturbadores, como o fato de existir
conjuntos infinitos maiores que outros conjuntos também infinitos (a palavra maior neste
caso refere-se ao niimero de objetos no conjunto), e que sempre pode existir um conjunto
infinito maior que outro conjunto infinito. Atualmente esta teoria é muito bem aceita e
seus principios sao estudados em alguns cursos de graduagao em Matematica. Mas na
época em que foram publicados, estes resultados eram encarados com ceticismo perante
os matematicos. Um matematico alemao chamado Leopold Kronecker (1823-1891), clas-
sificava as afirmagoes de Cantor como Teologia e ndo como Matemética.® Nao se pode
condenar o ceticismo com que a Teoria dos Conjuntos foi tratada por alguns matematicos,
os resultados apresentados por Cantor eram tao surpreendentes que ele mesmo chegou a
duvidar se referindo a um deles com a frase: “Vejo, mas nao acredito”. 13l

Esta teoria ¢é tao intrigante que fugia ao senso de seu proprio criador. Nao é por
menos que o proprio Cantor, em 1899, identificou um paradoxo curioso relacionado ao
conceito criado por ele, o conceito de Niimero Transfinito para representar a cardinalidade
de conjuntos infinitos.

Cantor imaginou a possibilidade de existir o conjunto U de todos os conjuntos chamado
Conjunto Universal. Esta é uma ideia bem intuitiva e plausivel para o pensamento da
época, pois estava em consonancia com a antiga definicao de conjunto que permitia essa
possibilidade. Logo, este conjunto teria que possuir a cardinalidade maxima, uma vez
que seus elementos sao conjuntos com todas as cardinalidades possiveis, além das partes
desses conjuntos, e como possui todos os conjuntos nao existiria a possibilidade de haver
qualquer outro conjunto maior. Em particular, este conjunto também deveria ser elemento
de si mesmo, fato também permitido conforme a definicao de conjunto da época.

Contudo, a existéncia do conjunto U contradizia um teorema do préprio Cantor, o
qual afirmava que a poténcia de um conjunto (ou cardinalidade) é sempre menor que a
poténcia do conjunto das partes deste conjunto. Sendo assim, de acordo com o teorema

temos que a cardinalidade do conjunto P(U) (conjunto das partes de U) é maior que a

13



PARADOXOS NA HISTORIA DA MATEMATICA

cardinalidade de U, contradizendo a suposicao inicial de que U possui a cardinalidade
méxima.?

Pouco antes do inicio do século XX, muitos paradoxos matematicos foram descober-
tos e uma crise se instaurou. Isto causou um movimento da sociedade matematica que
procurou rever ou construir novos fundamentos que fornecessem a consisténcia necessaria
para que a Matemadtica fosse de fato uma ferramenta confiavel de prova e argumentacao.

Russell em 1908 publicou um trabalho denominado Mathematical Logic as Based on
the Theory of Types em que ele expde uma lista com alguns paradoxos conhecidos na
época. Apesar de muitos destes paradoxos nao serem paradoxos matematicos, mas sim
pertenciam ao campo da Linguistica, especificamente da Semantica por estarem relaciona-
dos a conceitos semanticos como significado, definibilidade e ao conceito de verdade, ele os
considerou como tal e propos uma solucao apresentando o que ele chamou de Teoria dos
Tipos, que a grosso modo estabelece uma hierarquia entre os argumentos de uma funcao
proposicional e a proposi¢ao em si ou entre elementos de um conjunto e o conjunto em si.
Esta teoria sera melhor detalhada no préximo capitulo.

Um dos exemplos apontados por Russell foi o chamado Paradoxo do Mentiroso, sua
versao mais simples se resume conforme a seguinte sentenca:

P: Estou mentindo.

Se P for uma mentira, entao quem afirma P diz a verdade, mas se diz a verdade sobre
P entao quer dizer que estd mentindo. Desta forma P se torna uma sentenga que nao
obedece ao Principio da Bivaléncia ou Principio da Nao-Contradi¢do que diz que uma
proposicao ou ¢ verdadeira ou falsa.

O famoso Paradoxo de Russell referente a teoria dos conjuntos fez parte desta lista.
Segundo a definicao de conjunto da época, todos os conjuntos poderiam ser separados em
duas classes, a classe dos conjuntos que sao membros de si mesmo, sendo o conjunto U do
Paradoxo de Cantor membro desta classe, e a classe dos conjuntos que nao sao membros
de si mesmo, conjuntos de acordo com a teoria dos conjuntos atual.

E de se esperar que o paradoxo de Cantor nos tenha parecido incoerente, pois estamos
familiarizados com a concepcdo moderna da teoria dos conjuntos que afirma que um
conjunto nao pode pertencer a si mesmo. Contudo, Russell apresentou um paradoxo
relativo a conjuntos que nao pertencem a si mesmos, o famoso Paradoxo de Russell.

Consideremos o conjunto V formado por todos os conjuntos que nao pertencem a si
mesmos. Simbolicamente este conjunto pode ser representado por V = {z/x ¢ z}. Uma
pergunta que pode ser feita é, serd que V € V' 7

A resposta é nao, pois se V pertencesse a V entao V seria um elemento z tal que = ¢ x,
ou melhor, V € V, o que contradiz a hipétese de que V € V. Mas também V ¢ V, pois se
fosse o caso como o conjunto V nao pertence a si mesmo entao ele é um elemento de V,
isto é, V € V.

Desta formaV eV &V & V.

14
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Um fato curioso com respeito a este paradoxo é que em 1902, antes de publica-lo em
seu trabalho no qual apresenta a teoria dos tipos, Russell o enviou por carta a Gottlob
Frege (1848-1925) dias antes deste finalizar a obra em que fundamentava toda a Aritmética
utilizando a Teoria dos Conjuntos. Ao receber esta carta, Frege fez a seguinte declaracao:
“nada mais indesejavel para um cientista do que ver ruir os fundamentos de seu edificio,
justamente no momento em que ele estd sendo concluido 712

Outro importante paradoxo apresentado foi o seguinte: considere T a relacdo entre
duas relagdes R e S que existe quando R nao se relaciona com S. Neste caso, se R nao
se relaciona com S entdo existe uma relagdo 7 entre R e S, logo R se relaciona com S,
uma afirmagao completamente contraditoria.

Antes da descoberta do Paradoxo de Cantor, em 1897 o italiano Burali-Forti (1861-
1931) apontou o primeiro paradoxo na area da Teoria dos Conjuntos relativo ao conceito
de ntimero ordinal. Este paradoxo também fez parte da lista de Russell.

O conceito de niimero ordinal foi estabelecido primeiramente por Cantor para acomo-
dar sequéncias infinitas e classificar conjuntos cujos elementos admitem uma ordem. John
Von Neumann (1903-1957) definiu um ordinal como o conjunto bem-ordenado de todos os
ordinais menores que ele. Assim um nimero ordinal é definido pelos niimeros que o ante-
cedem, prevalecendo em sua definicao exclusivamente a natureza da ordem. Por exemplo,
o nimero 4 é definido pelo conjunto bem ordenado 0, 1, 2, 3, observe que os nimeros 0, 1,
2 e 3 também sao numeros ordinais definidos da mesma forma, portanto, todo elemento de
um namero ordinal é subconjunto deste ordinal, sendo a relacao de pertinéncia a relagao
que define esta ordem.

Burali-Forti tentou demonstrar que os niimeros ordinais nao sao ordenados linearmente,
ou seja, que existe ao menos um par de nimeros ordinais que nao sao comparaveis com
respeito a relagao >. Supondo por absurdo que a classe M de todos os ordinais poderiam
ser ordenada linearmente ele observou que esta classe possuiria um ntmero ordinal m

relativo a ela pois conforme a teoria da época:

1. Todo conjunto bem ordenado possui um tnico niimero ordinal relativo a ele.

2. Todo segmento de um nimero ordinal possui um numero ordinal maior que qual-
quer ordinal do segmento (um segmento de niimero ordinal é o conjunto de ordinais
arranjados em ordem natural que contém os predecessores de todos os seus elemen-
tos).

3. O conjunto M de todos os ordinais em ordem natural ¢ bem ordenado.

Decorre das afirmagoes 1 e 3 que M possui um ordinal, denominado m, mas m € M
uma vez que M possui todos os ordinais, logo, devido a afirmagdao 2, m > m, uma
contradicao.

Russell apontou ainda outro curioso paradoxo referente ao que entendemos por definir

um numero. Este paradoxo foi descoberto por um matematico francés chamado Jules
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Richard (1862-1956), conforme nossa adaptagao para o portugués o paradoxo de Richard
diz o seguinte:

Se W denota o conjunto de todos os niimeros naturais que podem ser descritos com
menos de 20 palavras na lingua portuguesa, este conjunto claramente é finito, pois é finito
o conjunto de agrupamentos de menos de 20 palavras na lingua portuguesa sendo finito
o conjunto de palavras da lingua portuguesa. Ao considerar o conjunto complementar de
W, denotemos por W, pelo principio da boa ordenacao W possui um menor elemento
que podemos chamar de w, sendo assim, w é o menor nimero natural que nao pode
ser descrito com menos de vinte palavras da lingua portuguesa, contudo, acabamos de
descrever w com apenas 18 palavras da lingua portuguesa!

Em resposta a esta crise na Matematica, surgiram estudos em trés correntes filosoficas:
o Logicismo, o Intuicionismo e o Formalismo, cada corrente sustentando uma solucao
diferente para os paradoxos em questao.

O movimento logicista foi representado por Russell. Simplificadamente, a principal
tese logicista é que a Matemaética pode ser completamente sintetizada por conceitos logicos.
E a principal contribuicao deste movimento na busca de solugoes destes paradoxos foi a
Teoria dos Tipos de Russell.

Jé& a tese intuicionista, cujo principal representante foi Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(1881-1966), sugere que a Matemética deveria ser construida a partir de métodos finitos
sobre a sequéncia dos ntimeros naturais. Uma contribui¢ao importante do pensamento
intuicionista para a Teoria dos Conjuntos foi a ideia de que um conjunto nao pode ser
concebido como uma colecao acabada, mas sim formado através de uma lei que estabeleca
passo a passo como os elementos de um conjunto devam ser construidos. Essa ideia exclui
a possibilidade de existir conjuntos contraditérios como o conjunto de todos os conjuntos.

A escola formalista foi fundada por David Hilbert (1862-1943). Segundo sua linha
de pensamento a Matematica consiste no estudo de sistemas simbdélicos formais. Logo,
teoremas matematicos sdo consequéncias de um sistema axiomatico que podem ou nao
ser fundamentados na logica. Portanto, de acordo com esta tese é fundamental garantir
a consisténcia do sistema axiomatico.

Esta escola obteve grande sucesso. Foram criados sistemas axiomaticos consistentes
para cada um dos conjuntos numéricos. Os ntimeros complexos, reais, racionais e intei-
ros, foram todos fundamentados um a partir do outro até alcancar os niimeros naturais.
Hilbert tratou de estabelecer uma correspondéncia entre a Geometria Plana e pares orde-
nados de niimeros reais e assim os matematicos convenceram-se de que a consisténcia da
matematica estava restrita a consisténcia da Aritmética (ou Conjunto dos Nimeros Na-
turais). Leopold Kronecker (1823-1891) chegou a afirmar que os niimeros naturais foram
inventados por Deus e todo o resto era obra do homem.?

Foi em meio a esta atmosfera de inovagao e estudo que ocorreu o Segundo Congresso
Internacional de Matematica em Paris no ano 1900. Neste congresso, Hilbert propos

23 problemas matemaéticos que julgava de suma importancia para o desenvolvimento da
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Matematica. Tamanho era o entusiasmo de Hilbert sobre sua tese formalista que chegou a
declarar em seu discurso que, por mais dificeis que fossem, as solu¢des para cada problema
seriam inevitaveis!

Contudo, o légico austriaco Kurt Godel (1906-1978) juntamente com Paul Cohen
(1934-2007) demonstrou o estranho resultado de que o primeiro problema da lista de
Hilbert “nao tinha solugdo”. Uma afirmacao completamente paradoxal segundo a tese
formalista.

O primeiro problema era determinar a validade da conjectura de Cantor, denominada
Hipétese do Continuum. Cantor, provou utilizando o famoso argumento diagonal que a
cardinalidade do conjunto dos nimeros reais era maior que a cardinalidade do conjunto
dos ntimeros naturais. Porém, ndo soube como provar se era possivel existir uma cardina-
lidade intermediaria entre a dos dois conjuntos. Ele conjecturou entao que nao existia tal
cardinalidade. Godel e Cohen provaram que nao era possivel afirmar, utilizando a teoria
dos conjuntos, nem a veracidade nem a falsidade da Hipodtese do Continuum de Cantor.

Esse foi um golpe duro sobre a tese formalista, mas o pior (ou o melhor) ainda estava
por vir, o segundo problema de Hilbert era fundamental na sustentagdo nao sé de sua
tese formalista, mas de toda a Matematica conhecida até aquele momento, o problema se
resumia em demonstrar a consisténcia dos axiomas da aritmética.

Ninguém imaginava, mas a solucao do primeiro problema anunciava que estava por vir
outro resultado mais desconcertante e paradoxal. Em 1933 Godel revelou ao mundo que
até mesmo um sistema axiomatico apresenta deficiéncias insuperaveis conforme a légica
classica.

Godel provou, entre outras questoes, que os principios da logica sao insuficientes para
demonstrar a consisténcia de qualquer sistema matematico baseado na Aritmética. A
consequéncia deste resultado é o seu famoso Teorema da Incompletude que afirma que:
caso um sistema axiomatico que fundamente as leis da aritmética seja consistente, entao
ele sera incompleto no sentido de que havera alguma afirmacao com respeito aos niimeros
naturais que a teoria nao podera julgar ser verdadeira ou falsa. Logo, algumas afirmacoes
matematicas podem ser indecidiveis!

Assim concluimos este capitulo com a Frase de um dos maiores matematicos do século
XX Hermann Weyl:

“Deus existe porque certamente a Matemdtica é consistente; e o demonio existe

porque somos incapazes de provar essa consisténcia.” 2
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POR QUE SURGEM PARADOXOS?

A palavra paradoxo vem do grego e é composta pelo prefixo ‘para’ que significa con-
trario a, seguida da palavra ‘doxa’ que significa juizo. Logo, um paradoxo significa algo
contrario ao juizo, que nao pode ser compreendido ou algo que nao podemos dizer ser
verdadeiro ou falso. Com o passar dos anos a palavra paradoxo se tornou sinénimo de
contraditorio.

O matematico e filésofo norte-americano Willard Van Orman Quine distinguiu trés
classes de paradoxos; os paradoxos veridicos que sao aparentemente contraditorios em-
bora comprovadamente verdadeiros, como a existéncia dos segmentos incomensuraveis,
a divergéncia da série harmonica, o fato de existir tantos niimeros racionais entre 0 e 1
quanto nimeros pares, ou que uma afirmagdo mesmo sendo fundamentada num sistema
axiomatico consistente pode ser indecidivel; os paradoxos falsidicos que representam os
resultados contraditérios comprovadamente falsos, como por exemplo a convergéncia da
série de Grandi, ou o paradoxo da Dicotomia ou o paradoxo da flecha, ou ainda paradoxos
que envolvendo a divisao por zero que resulta em resultados contraditérios como 1 = 2,
ou aplicagoes inadequadas de regras de potenciacao que resultam em afirmacdes como
—1 =1 (os dois tltimos paradoxos serao melhor explicados no capitulo 5 Paradoxos na
educacao basica); e as antinomias (palavra muitas vezes utilizada de forma geral como
sinénimo de paradoxo) que sdo resultados simplesmente autocontraditérios que ndo se
enquadram nas duas classes de paradoxos antecedentes. Como exemplo de antinomia
podemos citar o paradoxo do mentiroso, o paradoxo de Cantor, de Russell, de Richard
entre tantos outros.

Para compreender porque surgem paradoxos, antes devemos compreender outra classi-
ficacdo fundamental bem diferente da classificagdo de Quine. Sao muitos os motivos pelos
quais pode ocorrer um paradoxo, contudo esses motivos vao depender da linguagem de
origem ao qual o paradoxo foi formulado.

O matemadtico britdnico Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), em seu trabalho pu-
blicado postumamente em 1931 denominado The Foundations of Mathematics, faz uma
distingdo mais apropriada entre os paradoxos. Tomando por base os paradoxos apresen-
tados por Russell descritos no capitulo anterior, Ramsey estabeleceu uma divisao entre
os paradoxos separando-os em dois tipos, A e B, de acordo com a teoria requerida para a
solucao.

Os paradoxos do tipo A podem ser representados pelo paradoxo de Russell (ou o
conjunto formado por todos os conjuntos que nao pertencem a si mesmos), o paradoxo
da relacao entre duas relagdes R e S tais que R nao se relaciona com S e o paradoxo de

Burali-Forti (ou o paradoxo do maior ntiimero ordinal); e entre os paradoxos do tipo B
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estao o paradoxo do mentiroso e o paradoxo de Richard (ou o do menor niimero natural
que nao pode ser descrito com menos de vinte palavras da lingua portuguesa).

De acordo com Ramsey, os paradoxos do tipo A sdo estritamente matematicos, isso
quer dizer que a causa destes paradoxos esta relacionada com a estrutura e conceitos
puramente loégicos ou matematicos, isto significa que estes paradoxos rompem de alguma
forma com regras ou axiomas matematicos ou sao consequéncias de defini¢oes matema-
ticas mal interpretadas ou mal formuladas. Quanto aos paradoxos do tipo B, Ramsey
verificou que sdo compostos por sentencas que nao podem ser descritas ou traduzidas
apenas por termos légicos, pois todas elas fazem referéncia a conceitos além da logica,
como pensamento, linguagem ou simbolismo que nao sao estabelecidos formalmente, mas
empiricamente. Portanto as causas dos paradoxos do tipo B nao podem ser explicadas por
conceitos da Logica Formal ou da Matemaética, mas sim por conceitos do campo da Linguis-
tica, mais especificamente da Semantica, area da linguistica responsavel pela investigacao
do significado das palavras e da interpretacao de sentencas e enunciados. Sendo assim, os
paradoxos podem ser classificados como Paradoxos Mateméaticos ou Semanticos. 23

Nesta mesma época, antes da publicagdo de Ramsey, Giuseppe Peano (1858-1932),
bastante conhecido por ser responsavel pela axiomatizacdo do conjunto dos Numeros
Naturais, ja havia observado que o Paradoxo de Richard nao era de fato um paradoxo
matematico, mas sim semantico, uma vez que a causa do paradoxo esta relacionada com
o conceito de definibilidade que neste caso relaciona o conceito de niimero a expressoes
de linguagem utilizadas para defini-lo. 28!

Russell tentou explicar alguns paradoxos semanticos considerando que eles sao fruto
de uma falha na sintaxe das fungoes predicado, porém Ramsey aponta que os paradoxos
semanticos sao na realidade fruto de inconsisténcias no significado das palavras, no sig-
nificado da prépria verdade (conceitos semanticos) e também da estrutura sintatica da
linguagem comum que permite a construgao de sentencas autorreferentes como o Paradoxo
do Mentiroso por exemplo.

Desta forma, investigaremos separadamente como ocorrem os paradoxos semanticos e

matemaéticos.

3.1 PARADOXOS SEMANTICOS

Uma capacidade fundamental das linguagens usuais é a de comportar declaragoes autor-
referentes. Esta capacidade as vezes se mostra como uma deficiéncia da linguagem, pois
mesmo uma frase obedecendo cuidadosamente as regras da lingua, ainda assim pode gerar
afirmacoes inconsistentes com a légica habitual.

Vejamos como ¢ facil criar paradoxos utilizando sentengas autorreferentes:

e Se Deus existe como um ser criador onipotente, entao ele pode criar uma pedra da
qual ele mesmo ndo pode levantar. Mas se ele ndo consegue levantar uma pedra

entao ele nao é onipotente contradizendo a hipotese de ser onipotente.
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e Conheci um professor que diz que s6 se enganou uma vez na vida, quando pensou
estar enganado. Portanto este professor nunca se enganou contradizendo a hipotese

de ter se enganado uma vez.

e Em uma cidade ha um barbeiro que barbeia somente as pessoas que nao se barbeiam,
a questao é: O barbeiro se barbeia? Se ele faz a prépria barba entao ele ndo pode
fazer a prépria barba pois ele barbeia apenas as pessoas que nao se barbeiam e
somente elas, se ele nao faz a prépria barba entao ele deve fazer a propria barba

segundo sua regra.

o Toda regra tem uma excecao, mas esta afirmacao é uma regra, portanto deve haver
uma excec¢ao, mas isso significa que existe uma regra que nao tem excecao, fato que

contraria a hipdtese inicial.

o Isto é uma mentira: se for mentira entdo a afirmacao é verdadeira contrariando a

hip6tese de ser uma mentira (Paradoxo do Mentiroso).

Observe que expressoes paradoxais existem simplesmente por serem possiveis de se
formular dentro da estrutura das linguagens naturais. Morais (2013) demonstra de uma,
forma generalizada que uma linguagem formal obedecendo aos trés principios da légica
classica e que admite sentencas autorreferentes pode conter sentencas paradoxais. Sendo
assim, toda linguagem baseada nessas premissas sempre serd inconsistente. Uma forma
de evitar tais paradoxos seria criar uma linguagem formal cuja sintaxe seja construida de
forma a nao permitir sentencgas autorreferentes.

Através dos séculos muitos filosofos se debrucaram na tarefa de explicar este fenémeno.
O Paradoxo do Mentiroso, por ser bastante antigo, foi objeto de estudo tanto na antigui-
dade quanto na idade média. Entre os séculos XII e XIII uma das primeiras solugoes deste
paradoxo, chamada solugao cassatéria, concluia que quem diz a frase “estou a dizer uma
mentira”, na verdade nao estd a dizer nada. Outra solu¢ao medieval restringia o uso da
autorreferéncia nao permitindo que parte de sentenca pudesse referir-se a sua totalidade,
conclusao parecida com a de Russell em sua Teoria dos Tipos.pg]

Contudo, o ponto de partida para os estudos dos paradoxos seméanticos ocorreu em
1933 com o trabalho do filésofo matematico polonés Alfred Tarski (1901-1983) sobre o
que ele chamou de Teoria da Verdade e o conceito de metalinguagem. 28!

Era fundamental um estudo sobre o conceito de verdade e sobre o que significa atribuir
o predicado ‘¢ verdade’ a uma sentenca, pois o significado da mentira possui em si a
natureza do que vem a ser um paradoxo.

Uma fabula bastante conhecida dos Irmao Grimm sobre um pastor mentiroso exempli-
fica bem a natureza paradoxal da mentira. Entediado com a rotina do dia-a-dia um pastor
resolveu se divertir contando uma mentira, ele gritava: Um lobo, lobo!! Para que fosse
socorrido pelos outros aldedes. Contudo nao existia nenhum perigo e os aldedes voltavam

furiosos para suas casas. Porém, na presenca real de um lobo o pastor pediu socorro e
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ninguém foi ajuda-lo. Quando o pedido de socorro era mentira, todos acreditavam ser
verdade, e quando era verdade, todos acreditaram ser uma mentira. Este é o carater
contraditério da mentira.

Tarski considerou que a verdade é um conceito semantico como a denotagao ou ambi-
guidade mas diferente deles, no sentido de que a verdade se refere as proprias sentencas e
expressoes da lingua. Em um trabalho intitulado: O conceito de verdade nas linguagens
formalizadas ele expoe a teoria capaz de quebrar a autorreferéncia com uma defini¢do
adequada do conceito de verdade. Pois segundo seu estudo, “conceitos semanticos nao
podem estar na linguagem a qual eles se relacionam e, principalmente, que a linguagem
que contém sua propria semantica € inconsistente.” [18]

Assim ele desenvolveu um método para construir a definicao de verdade e a forma como
este conceito pode ser atribuido como um predicado. Resumidamente, ele considerou
que para cada linguagem “L” deve ser elaborada uma definicdo formal adequada para o
estabelecimento do conceito de verdade em £ utilizando uma metalinguagem L.

Desta forma, ele cria sua propria definicao formal de verdade baseada em uma sentenca
bicondicional intuitiva e simples, denominada Esquema-T, que concorda tanto com o senso

comum quanto com linguagens formais e pode ser generalizado pela sentenca:
x € verdadeira se e somente se p.

Sendo p uma frase da linguagem £ e x é o nome da frase p na metalinguagem L.

Ao exemplificar sua teoria da verdade, Tarski utilizou a sentenca n: a neve é branca.
Para lhe atribuir um predicado de verdade ele considera a frase entre aspas ‘a neve é
branca’ o nome da sentenga n na linguagem £’ (metalinguagem de £) e monta e Esquema-

T correspondente:
. , ) . ,
a neve é branca’ é verdadeira se e somente se a neve é branca.

Contudo, observe que elaborando uma frase f que nega a si mesma, por exemplo a
frase f: f nao é verdadeira.
Podemos tentar elaborar uma sentenca bicondicional sem utilizar o conceito de meta-

linguagem ou esquema-T, obtendo entao a seguinte afirmagao:
f nao é verdadeira é verdadeira se e somente se f nao é verdadeira.

O que equivale a:
f ¢é verdadeira se e somente se f nao é verdadeira.

Segundo a légica classica isto é uma contradigdo. De forma generalizada o resultado é
sempre o mesmo, qualquer linguagem autorreferente que obedece aos principios da légica
classica e que lhe atribuir seu proprio conceito de verdade sera inconsistente. Este resul-
tado é o chamado Teorema da Indefinibilidade de Tarski, este teorema foi demonstrado

por ele utilizando o Teorema da Diagonalizacao elaborado por Kurt Godel para provar
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que a aritmética também possui afirmagoes impossiveis de se decidir se sao verdadeiras ou
falsas. (Para maiores detalhes, as provas de ambos os teoremas se encontram no apéndice.)

Entendendo, portanto, que a causa dos paradoxos vem da incapacidade de se definir
nas linguagens nao formais um predicado de verdade que possa ser atribuido a propria
linguagem, (O paradoxo do mentiroso é sintoma disso pois a formulagdo do paradoxo
pressupoOe que seria possivel uma frase negar sua prépria verdade) a solugdo encontrada,
por Tarski foi definir o conceito de verdade de uma linguagem £ utilizando uma linguagem
de ordem superior £’; ou seja, uma Metalinguagem. Assim Tarski formula uma teoria
para hierarquizar a atribuicao do predicado de verdade valendo-se do Esquema-T.

Mas ainda existe um problema com a frase f mesmo utilizando o esquema-T para lhe
atribuir o predicado de sentenca verdadeira. Considerando a frase entre aspas ‘f nao é
verdadeira’ o nome de f na metalinguagem L', a frase f se torna um substantivo e se
comporta como sujeito da sentenca bicondicional do Esquema-T e a predicacao de verdade

nao sera sobre a frase, mas sim sobre o nome da frase. Isto resulta em:
‘f nao é verdadeira’ é verdadeira se e somente sef nao é verdadeira.
Ou ainda:
‘f’ é verdadeira se e somente se f nao é verdadeira.

Apesar da bicondicional nao relacionar o predicado de verdade aos mesmos objetos
linguisticos, embutida na sentenca f existe uma predicacdo de verdade de um objeto
de L sobre outro objeto de L, o que de fato se desejava evitar. Neste caso o paradoxo
se manteve. Diante deste impasse, Tarski conclui que sentencas deste tipo devem ser
proibidas.

Mesmo sendo tecnicamente satisfatoria, sua solugao limita a capacidade da linguagem
nao formal. Aceitar que nossa linguagem é incapaz de conter seu proprio predicado de
verdade é aceitar que de certa forma tudo que se descreve como verdade nao seria valido,
uma vez que utilizamos o predicado de verdade sobre a nossa linguagem o tempo todo.
Tarski percebeu esse dilema e a solucdo para ele foi aceitar que a linguagem natural
realmente é inconsistente.

Com esta afirmacao pode parecer que o trabalho de Tarski foi em vao, contudo ele
teve grande importancia para o desenvolvimento dos campos de estudos da Seméantica e
da Filosofia Analitica.

Nas palavras de Tarski:

[...] tal como as antinomias da teoria dos conjuntos, em particular a antino-
mia de Russell [...], foram o ponto de partida para as tentativas bem-sucedidas
de uma formalizagdo consistente da logica matemdtica, assim a antinomia do
mentiroso e outras antinomias semanticas originam a construgdo da semantica
tedrica.(Tarski 1944:348, apud Santos, 2014)

Compreendidas as questoes relacionadas a ocorréncia de paradoxos seméanticos, resta
compreender as questoes envolvendo os paradoxos matematicos, objeto principal deste

estudo.
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3.2 PARADOXOS MATEMATICOS

Como ja mencionado anteriormente, paradoxos matematicos sempre ocorreram em mo-
mentos diversos da histéria. Em alguns desses momentos, suas descobertas tiveram grande
repercussao, como a que ocorreu no final do século XIX. Estes resultados colocavam em
cheque a consisténcia da Matematica necessaria para sustentar sua utilidade. Em decor-
réncia disto, a sociedade matematica, em especial os filésofos matematicos, mobilizou-se
no objetivo de buscar uma solugao para tais inconsisténcias.

A superacao dos paradoxos relacionados com a ideia de que um conjunto poderia
ser elemento de si mesmo ilustra como o desenvolvimento da linguagem matematica se
difere profundamente do desenvolvimento das linguagens nao formais. Fora do campo da
matematica é possivel que um conjunto seja elemento de si mesmo, como por exemplo o
conjunto das ideias abstratas ou o conjunto cujos elementos sao conjuntos nao vazios.

No universo da linguagem e do discurso nao ha nada de errado com estas ideias, entre-
tanto os paradoxos de Cantor e de Russell revelam que ocorrem contradigoes mateméaticas
quando se faz esse tipo de suposi¢ao. Entao o que ocorre? Por que a Teoria dos Conjuntos
nao comporta a ideia de um conjunto ser elemento de si mesmo?

A resposta é simples, esta teoria ndo comporta esta ideia justamente porque o resultado
disto é a formacao de um paradoxo.

Como veremos na segio 4.1 (Teoria dos Conjuntos), Ernst Zermelo (1871-1953) for-
mulou um importante axioma da Teoria dos Conjuntos o Axioma da Especificagdo, este
axioma define como sdo formados os conjuntos e, da forma como foi elaborado, ele exclui
a possibilidade de um conjunto ser elemento de si mesmo.

Diferentemente do universo do discurso no qual habita a linguagem natural, universo
estabelecido de forma empirica por milhares de anos, se adequando as nossas capacidades
cognitivas e também as nossas necessidades de comunicacao, a Matematica foi constituida
como uma linguagem fundamentada na consisténcia de suas proprias regras e nao conforme
a demanda do nosso pensamento intuitivo. Neste sentido qualquer tipo de contradicao
que se apresente em algum campo da matematica s6 pode ser resultado de dois fatores
mutuamente excludentes, ou um dos objetos que compoem a Matematica como axiomas,
defini¢oes, teoremas, representagdes simbolicas, etc. foi utilizado de forma incorreta ou
entdao existe uma inconsisténcia entre esses conceitos exigindo assim uma reformulacao.

Em Northrop (2014) é apresentado um exemplo interessante de como ocorre a for-
malizagdo de conceitos matematicos. Um lago pode ser definido como uma massa de
agua totalmente rodeada por uma massa de terra, e uma ilha pode ser definida como
uma massa de terra totalmente rodeada por dgua. Imaginemos, portanto, um planeta
cujo hemisfério sul seja totalmente formado de agua enquanto que o hemisfério norte seja
totalmente formado por terra.

O hemisfério norte seria uma ilha dentro de um lago? Ou o hemisfério sul seria um

lago dentro de uma ilha dentro do mesmo lago?
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Figura 6: Planeta Terra comparado ao Planeta imaginario com hemisfério norte formado
apenas por terra.

H& varias saidas para este problema. Pode-se estabelecer limites para a aplicacao
da definicao de lago. Um lago pode ser definido considerando um volume limite para a
quantidade de dgua ou o conceito de lago pode estar definido apenas nos limites territo-
riais do hemisfério norte sendo que no hemisfério sul poderiamos utilizar outra definicao,
talvez o conceito de oceano por exemplo. Enfim, este exemplo simples ilustra bem o pro-
cesso utilizado pelos matematicos na construgao, ou melhor dizendo, na axiomatizacao
da Matematica. O problema da ilha e do lago sob a perspectiva de um planeta imagina-
rio desempenhou o mesmo papel que as defini¢oes inconsistentes desempenharam sob a
perspectiva de afirmacoes contraditorias.

O paradoxo de Cantor foi um dos primeiros paradoxos descoberto na Teoria dos Con-
juntos e decorre da definigdo de conjuntos elaborada pelo proprio Cantor. Esta defini¢ao
dizia que um conjunto se refere a totalidade de uma colecao de objetos distintos quaisquer.
O paradoxo, portanto, era resultado de uma definicdo ambigua, pois se baseava no con-
ceito de “colecao” que, por nao possuir uma defini¢ao precisa, podia ser usado livremente,
causando resultados paradoxais.

Em meio a crise causada pelos paradoxos, os matematicos perceberam que o universo
do discurso era muito amplo e ambiguo, e imprecisdes de linguagem desempenhavam um
papel fundamental neste fendomeno. Estes problemas tinham que ser resolvidos, pois a
partir de uma contradigao, qualquer coisa pode ser provada. Assim algumas saidas foram
propostas.

Representando a escola Logicista, Russell em 1906 publica um artigo no qual expoe
sua nova teoria denominada Teoria dos Tipos, cujo objetivo principal era solucionar o pa-
radoxo das classes que nao pertencem a si mesmas. Para resolver este e outros paradoxos,
ele considerou a existéncia de niveis de linguagem.

A ideia chave desta teoria era a de que uma totalidade nao pode ser elemento de si
mesma. O raciocinio de Russell era muito parecido com o de Tarski, pois, na teoria dos

tipos, conjuntos nao podem ser elementos de si mesmos, enquanto que segundo o Teorema
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da Indefinibilidade, uma linguagem nao pode atribuir sobre si mesma o predicado de
verdade.

Russell definiu o conceito de “variavel aparente” que corresponde a variaveis que nao
definem claramente qual seu dominio se tornando um conjunto indeterminado de objetos,
como no caso do conjunto universal. Logo, Russell afirmava que um conjunto definido por
variaveis aparentes nao pode ser considerado uma variavel aparente, ou seja, o conjunto
nao pode ser elemento de si mesmo.

Na verdade, para Russell, expressdes matematicas, representagoes de conjuntos, ou
sentencas logicas eram encaradas como fungoes proposicionais. De forma que apenas
variaveis bem definidas podem servir de argumento para as fun¢des proposicionais. Se a
variavel nao é bem definida, ela pode conter valores verdadeiros ou falsos, assim, nao se
pode afirmar nada de uma fun¢ao proposicional que utiliza uma variavel aparente como
argumento.

Além disso, cada funcdo proposicional possuia um intervalo de significancia, isto é,
“um tipo”, considerado um valor bem determinado (ou varidvel real) de um conjunto
hierarquicamente inferior a funcao que os contém como argumento. Da mesma forma, a
ordem de cada func¢ao proposicional deve ser maior que a ordem das funcoes as quais ela
quantifica.

Para explicar o paradoxo do mentiroso, Russell difere as sentencas entre proposicoes
e juizos, sendo proposi¢oes sentencas a respeito de varidveis reais, verdadeiras ou falsas,
enquanto o juizo é uma assercao que envolve variaveis aparentes, logo, indeterminadas e
neste caso podem ter valores logicos distintos.

Assim, a nocao de verdade para proposicoes se torna diferente da nocao de verdade
dos juizos. A sentenca do mentiroso “Eu minto” é um juizo pois a mentira nao pode
se referir a ela mesma (hierarquia dos tipos), como o objeto ao qual se mente nao esta
definido, a sentenca a qual se mente é uma variavel aparente e, o que se afirma sobre ela
é um juizo sobre si mesmo e nao uma proposicao, podendo ser ou verdadeiro ou falso.

Em suma, a Teoria dos Tipos nao resolve os paradoxos mas evita que eles ocorram
numa linguagem formal. Esta teoria serviu como inspiracao e base em estudos modernos
da ciéncia da computacao e da teoria dos conjuntos.

Apesar do sucesso da teoria dos tipos em resolver alguns paradoxos, a tese formalista se
mostrou mais adequada nao somente para impedir que paradoxos ocorram, mas também
para definir o que significa um modelo matematico.

Segundo a tese formalista de Hilbert, a Matematica se resume no estudo de sistemas
simbolicos formais. As leis que regem esses sistemas simboélicos sao determinadas por
axiomas e agrupadas em um sistema axiomatico previamente elaborado para ser consis-
tente, ou seja, para que nao haja conflitos entre as leis. Um sistema elaborado sobre estas
premissas elimina o problema das imprecisoes de linguagem, pois todos os seus objetos e

relagoes sobre eles sdo previamente elaborados de forma a nao comportar ambiguidades.
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Desta forma, primeiramente os matematicos definem os objetos com os quais se deseja
trabalhar, estes podem ser de qualquer natureza como nimeros, tabelas ou pontos. Em
seguida, eles estabelecem um conjunto de regras, que podem ser denominadas axiomas
ou postulados, das quais todos os objetos definidos devem obedecer, estas regras é o que
chamamos de sistema axiomatico, formado por uma lista de propriedades ou operacoes
entre os objetos que expressam seu comportamento.

E interessante observar que tais regras nio necessariamente devem obedecer algum
tipo de senso comum ou o que a maioria das pessoas entendem como verdade, em vez
disso, e tao somente, basta que o sistema axiomatico obedega trés condigoes: que seja
consistente, no sentido de que deva existir uma coeréncia entre as regras (axioma ou
postulados), livre de contradigbes por si mesmas ou por suas consequéncias; que seja
completo, o que significa que o conjunto de axiomas devam ser suficientes para que se
possa constatar a veracidade ou falsidade de proposicoes relativas aos objetos da teoria
em questao; e finalmente que deva ser garantida a independéncia entre os axiomas, isto
significa que um axioma nao pode ser consequéncia de outro axioma, assim é garantido
que o sistema axiomatico seja livre de redundancias.?

Pode parecer estranha a ideia de que uma teoria mateméatica nao necessite “parecer
verdadeira” segundo aquilo que o senso comum entenda como verdade. Bertrand Russell
afirmou em seu livro Mysticism and logic que a Matematica Pura consiste inteiramente de
afirmagoes (axiomas ou postulados) tais que, por consequéncia dessas afirmagoes, se uma,
proposicao relacionada a objetos de um determinado conjunto é verdadeira entdo esta
proposicao sera verdadeira quando relacionada a qualquer outro objeto deste conjunto.
Contudo, nao importa se a primeira proposicao é de fato verdadeira, menos ainda importa
o que supostamente signifique algo ser verdadeiro. Assim, a Matematica pode ser definida
como “um assunto do qual nao se pode saber do que estamos falando, nem se o que estamos
falando seja verdade.”20

Dois exemplos de teoria matematica consistente e contra intuitiva sdo as geometrias
Eliptica e Hiperbodlica. Estas geometrias sao formadas modificando-se o conhecido axi-
oma das paralelas da geometria euclidiana. Segundo este axioma, por um ponto nao
pertencente a uma reta t existe apenas uma reta p paralela a reta t. Contudo, na geome-
tria eliptica nao existem retas paralelas enquanto que na geometria hiperbdlica existem
infinitas retas paralelas a uma reta dada.

No capitulo 5, apresentamos uma série de paradoxos que ocorrem na Educacao Basica,
neste capitulo analisamos ponto a ponto demonstrando que os paradoxos em questao
provém do manuseio inapropriado de propriedades e execugoes de operacoes matematicas
inadequadas e inconsistentes com a teoria axiomatica que os fundamentam, ocasionadas
pela falta de familiaridade com o rigor matematico do sistema axiomético em questao.

Contudo, nao é s6 devido a isto que ocorrem paradoxos matematicos, observe o exem-
plo a seguir que demonstra que a partir de uma hipdtese falsa, mesmo efetuando calculos

matematicos de forma coerente, ainda podemos chegar a um paradoxo.
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Seja P(n) a seguinte relagdo com n € IN:

2n +1)*
1+2+3—|—---—|—n:(n;_).

Esta relagao de fato é falsa, uma vez que a formula da soma dos n primeiros naturais

consecutivos ja é conhecida e dada pela féormula:

(1+n)n.

L2434 fn="—

Contudo, se partirmos de uma hipdtese falsa, podemos provar utilizando o principio
da indugdo matemadtica que P(n) ¢ verdadeira e assim criar um paradoxo.

Pelo principio da indugao matemédtica: sejam r € IN e P(n) tal que n > r. Supondo
que:

Ir € N tal que P(r),verdadeiro.
{ P(k) — P(k+1),Vk >r.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > r.

Como base do processo de induc¢ao consideremos hipoteticamente existe r € IN tal que
P(r) é verdadeira.

Basta entdo demonstrar o passo de indugao, isto é, P(k) = P (k+ 1),V k> r.
Adicionando k + 1 em ambos os lados da igualdade de P(k):

2k +1)2
1+2+3+---+kz+(k+1):(8)+(k+1).

Agrupando os termos do segundo membro desta igualdade podemos encontrar a se-

guinte expressao:

(k+1)+1)°

14243+ +k+(k+1) = <

Ou seja, esta ultima expressdao equivale a P(k + 1).
Neste exemplo nao foi realizada nenhuma operacao inadequada ou inconsistente com

as propriedades das operagoes fundamentais (comutatividade, distributividade, etc.). Foi
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devido a hipdtese falsa considerada como base de indugao (existe r € IN tal que P(r) é
verdadeira) que ocorreu o paradoxo.

E importante compreender que nem sempre nossas indagacoes com respeito a realidade
sao precisamente verdadeiras, as vezes apenas uma pequena premissa falsa pode acarretar
em um resultado paradoxal, e isto se torna um problema insoliivel caso a premissa falsa
nao seja identificada.

Ao considerarem a hipotese de que os niimeros naturais sao a razao de tudo, os Pitagé-
ricos se depararam com um paradoxal segmento incomensurével (a diagonal do quadrado);
ao considerar que o tempo e o espago eram formados por particulas indivisiveis, Zenao
demonstrou que o movimento seria impossivel; ao considerar possivel somar parcelas in-
finitamente, Leibniz acreditava que a famosa série de Grandi convergia para %, mesmo
sendo possivel apresentar outros resultados diferentes; supor que fosse possivel existir o
conjunto de todos os conjuntos fez com que Cantor negasse seu proprio teorema; mas a
suposicao de Hilbert em considerar que todos os problemas tinham solucao impulsionou
Kurt Godel a descobrir o Teorema da incompletude. A Histéria mostra que suposicoes

falsas fazem parte do processo de descoberta.
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OS FUNDAMENTOS DA MATEMATICA

Um objetivo particular da Matematica é o de servir como instrumento de argumenta-
¢ao e prova de afirmagoes. Sob este aspecto, qualquer afirmacao que passa pelo seu crivo
recebe um grau de confianga que muitas vezes pode ser incontestavel (especialmente nos
casos em que a afirmagao se refere a algo relativo a prépria Matematica).

Alguns podem se questionar: como a Matematica pode ser tao confidvel? A resposta
requer cautela, pois, como verificado no capitulo anterior, sempre existiram diversos pa-
radoxos matematicos que desafiavam a mente de grandes pensadores.

Como vimos, os paradoxos tiveram um importante papel na formacao e revisao dos
fundamentos da Matematica. A Matematica é uma poderosa ferramenta utilizada para
demonstrar afirmacoes, pois ela foi moldada para este fim. Portanto, é de suma impor-
tancia compreender o processo de evolucao da Matematica e de seus fundamentos para
assim entender como ela pdde ser confidvel e como proceder diante de paradoxos.

Pode-se citar por exemplo uma importante evolucao da Matematica com respeito a
sua linguagem. Antes da utilizagdo de uma linguagem formal para expressar sentengas
matematicas, ou seja, uma linguagem moldada para comportar o pensamento matematico
e estruturada para ser livre de contradicoes, estas eram expressas pela linguagem natural.
Entretanto, como ilustrado nos capitulos anteriores, a linguagem natural nao possui a
precisao requerida para que uma argumentacao matematica esteja livre de ambiguidades
ou contradicoes.

Percebendo essa deficiéncia, em 1922 os matematicos Adolf Fraenkel e Albert Skolem
propuseram que a linguagem corrente fosse substituida por uma linguagem formal cons-
tituida de poucos simbolos, e uma estrutura sintatica suficiente apenas para comportar o
raciocinio dedutivo.?

Desde entao, esta linguagem foi bem aceita pela sociedade cientifica sendo a lingua-
gem com a qual todos noés estamos familiarizados, composta pelos sinais de operagoes,
juntamente com os simbolos de existéncia (3), igualdade (=), pertence (€), para todo (V)
entre diversos outros.

Utilizando esta linguagem podemos descrever por exemplo o Teorema de Euler, que

diz que todo nimero natural é a soma de quatro quadrados, da seguinte forma:
VneN, Ja,b,c,d €N, n=a>+b>+c+ d°.

Esta linguagem formal se mostrou consistente, pois ainda nao foi encontrado nenhum
paradoxo decorrente de uma expressao deste tipo e por isso ela continua a ser usada ainda

hoje para expressar sentencas matematicas.
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Além da linguagem, o préprio conceito de nimero teve de ser mais bem fundamen-
tado. No final do século XIX os matematicos perceberam que a formulagao de uma teoria
consistente dos conjuntos dos niimeros reais era necessaria para a compreensao e desen-
volvimento do estudo das fungdes e do método diferencial-integral, criado por Newton
e Leibniz e utilizado largamente desde entao. Este método carecia de uma sustentacao
tedrica consistente, fato que resultava por vezes em conclusoes paradoxais.

Através do sistema axiomatico elaborado por Peano composto por 5 axiomas, o con-
junto dos nuimeros naturais foi estabelecido. Outras construgoes dos niimeros naturais
também tiveram éxito como a de Gottlob Frege (1848-1925) que conseguiu formular as
mesmas ideias de Peano utilizando apenas os principios da logica e teoria dos conjuntos.

A construcao do conjunto dos ntmeros reais elaborada por Richard Dedekind (1831-
1916), por exemplo, também foi fundamentada utilizando a teoria dos conjuntos e o
conjunto dos numeros racionais que por sua vez eram definidos a partir dos nimeros
naturais.

Neste capitulo os fundamentos que serao mais detalhados referem-se ao estudo da Te-
oria dos Conjuntos, da Logica Matemética e ao estudo do conjunto dos nidmeros reais.
Esses trés temas sao fundamentais para compreensao dos paradoxos matematicos que se-
rao tratados no capitulo 5. Tais paradoxos provém exclusivamente de operacoes aplicadas
a elementos do conjunto dos niimeros reais, portanto para que compreendamos melhor
os problemas em questao, devemos conhecer a base axiomatica que os fundamenta, bem

como seu processo de evolucao e adaptacao.

4.1 TEORIA DOS CONJUNTOS

A Teoria dos Conjuntos é uma das bases utilizadas no desenvolvimento da Matematica.
Foi com esta ferramenta que muitos conceitos matematicos importantes foram construidos,
tanto conceitos mais simples como a prépria definicao de ntimero, quanto teorias mais
complexas como a aritmetizacao da andlise. Logo, compreender esta teoria é fundamental
para a compreensao de alguns aspectos dos paradoxos matematicos que sao apresentados
no capitulo 5.

Os paradoxos de Russell e Cantor, entre outros, frutos de uma teoria pouco formal,
demonstraram que a teoria dos conjuntos necessitava de uma fundamentacao mais sélida.
Como exemplo de inconsisténcia temos a seguinte definicao de Cantor sobre conjuntos:
“por conjunto entenderemos qualquer cole¢io numa totalidade M de objetos distintos, pro-
dutos de nossa intuicdo ou pensamento.”[z]

Com o objetivo de fornecer uma fundamentacao confiavel, Zermelo elaborou em 1908 a
primeira tentativa de axiomatizagao da teoria dos conjuntos, seguida por aprimoramentos
de Adolf Fraenkel (1891-1956) e de outros matematicos.

Na verdade, a Teoria dos Conjuntos como a conhecemos é fruto de décadas de pesquisa

e conta com a contribuicdo de varios outros matematicos como Dedekind, Bolzano e
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Russell. E devido a Dedekind, por exemplo, algumas relacdes bdsicas entre conjuntos
como a uniao e a intersecao e o conceito de subconjunto.

Apesar de nao conseguir provar a consisténcia de seu sistema axioméatico, Zermelo em
1908 teve sucesso em solucionar o Paradoxo de Cantor. Seu sistema era composto por

sete axiomas descritos a seguir:

o Axioma da extensdo: Um conjunto é determinado pelos elementos que ele contém.

o Axioma da especificagdo ou Axioma da Separacao: Considerando um conjunto uni-
verso U, e uma propriedade P sobre os elementos do conjunto U, pode-se separar

um conjunto A cujos elementos satisfazem a propriedade P.

» Axioma dos conjuntos elementares: Afirma a existéncia do conjunto vazio e o con-
junto unitario formado por um objeto de qualquer tipo e o conjunto formado por

quaisquer dois objetos dados.

o Conjunto poténcia: dado um conjunto, existe outro conjunto formado por todos os

subconjuntos deste conjunto. (Conhecido hoje como o conjunto das partes).

o Axioma da unidao: Para qualquer conjunto, a colecdo dos membros desse conjunto

também forma um conjunto.

o Axioma do infinito: Este axioma afirma a existéncia de um conjunto infinitamente
grande que contém o conjunto vazio e, para cada conjunto A que ele contém, também

contém o conjunto {A}. (Assim, este conjunto infinito deve conter 0, {0}, {{0}},

)

o Axioma da escolha: para qualquer conjunto de pares disjuntos, conjuntos nao vazios,
existe um conjunto (que é um subconjunto do conjunto de unido ao qual o conjunto

dado d& origem) que contém exatamente um membro de cada membro do conjunto
dado. B3]

Valendo-se da mesma construcao do conjunto responsavel pelo Paradoxo de Russell,
Zermelo demonstrou que, baseado em seu sistema axiomatico, nao pode existir um con-
junto universal tal qual considerado no Paradoxo de Cantor.

Utilizando o axioma da separacao ele forma )y , um subconjunto de um conjunto
universo V hipotético, tal que Vo = {v € V/v ¢ v}. Isto é, Vs é o conjunto formado pelos
conjuntos que nao sao elementos de si mesmos.

Em outras palavras v € V) se e somente se v € V e v € v.

Supondo por absurdo que Vy € Vj, entao Vo € V e Vy € Vy, absurdo, logo Vy ¢ V.

Porém, diante deste resultado, se Vj fosse elemento de V entdo obrigatoriamente Vy €
Vo pela lei de formacao de 1y, outro absurdo.

A conclusao de Zermelo é que Vy nao é elemento de V.
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Este resultado demonstra que nem todos os objetos v do dominio V universal podem ser
elementos de um mesmo conjunto, assim, nem mesmo o préoprio V pode ser considerado um
conjunto. Outra consequéncia importante disto é que o subconjunto Vo = {v € V/v ¢ v}
também nao existe e com apenas uma demonstracao de seu sistema axioméatico Zermelo
soluciona o paradoxo de Russell e de Cantor!

E importante observar que “nenhum axioma define o que é um conjunto”, eles apenas
descrevem seu comportamento. Tal como os pontos e retas sao conceitos primitivos na
geometria, também o conceito de conjunto é considerado como tal.

Apos alguns aprimoramentos elaborados por Fraenkel e de outros matematicos, a
teoria moderna dos conjuntos passou a ser definida por uma lista de axiomas denominada

Axiomas de Zermelo-Fraenkel descritos a seguir:

« Axioma da extensdo: dois conjuntos sdo iguais se e somente se possuirem os mesmos

elementos.

« Axioma da especificagao: Dado qualquer conjunto A e qualquer propriedade P(a),

existe um conjunto B formado pelos elementos a € A que satisfazem P(a).

o Axioma do emparelhamento: para quaisquer dois conjuntos existe um conjunto ao

qual ambos pertencem.

o Axioma da poténcia: Para cada conjunto, existe um conjunto cujos elementos sao
todos os subconjuntos possiveis do conjunto dado (conjunto das partes ou conjunto

poténcia).

o Axioma da unido: Dado qualquer colecao de conjuntos, existe um conjunto que

contém todos os elementos pertencentes a ao menos um conjunto da cole¢ao dada.

o Axioma do infinito: Existe um conjunto que contém o elemento () e o sucessor de

todos os seus elementos.

e Axioma da escolha: O produto cartesiano de uma familia ndo vazia de conjuntos
[10]

nao vazios ¢ um conjunto nao vazio.
Em posse destes axiomas pode-se explicar precisamente o significado de alguns concei-
tos paradoxais. Por exemplo, a existéncia do conjunto vazio é uma consequéncia direta
do axioma de especificacao. Este axioma diz que “qualquer” propriedade P(a) pode defi-
nir um conjunto, o que dizer entdo das propriedades contraditérias? O conjunto vazio é
consequéncia da existéncia de propriedades contraditorias como por exemplo o conjunto
dos ntimeros reais x tal que = # z, ou dos niimeros naturais y tal que y < 0. O conjunto
definido por esse tipo de propriedade é o conjunto que nao possui elementos, ou seja, o
conjunto vazio.
Outro resultado que pode parecer paradoxal é que o conjunto vazio esta contido em

todos os conjuntos.
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Isso decorre da definicao da relagao de estar contido. Um conjunto nao esta contido
em outro quando existe ao menos um elemento no primeiro que nao pertence ao segundo.
Portanto, considerando um conjunto A, para demonstrar que ) ¢ A devemos exibir
algum objeto de () que nao pertence a A, como nao existe nenhum elemento que possa
caracterizar isso, somos obrigados a aceitar que o conjunto vazio é subconjunto de todos
0s conjuntos.

A sequéncia de operacdes sobre a equacao 22 + 1 = 0 pode ilustrar o significado deste
resultado. Apenas por inspecao é possivel identificar que nao existe x real que satisfaca a
equacao, pois a soma de dois nimeros positivos nao pode ser zero. Porém, consideremos

a seguinte sequéncia de operagoes:

(P) 224+ 1=0 multiplicando por 22 —1
@ a'—1=0

(R) 2t =1

(S) ze{-1,1}

Todo a cadeia P=Q=R=-S de implicacoes esta correta, se a equacao tiver uma solucao,
esta pertence ao conjunto {—1,1} que neste caso é representada por ().

E interessante observar que o Axioma do Infinito torna possivel a existéncia do con-
junto dos niimeros naturais. Baseando-se no conjunto vazio é possivel definir uma sequén-
cia infinita de objetos abstratos em uma certa ordem. Basta definir que o sucessor de um
conjunto é formado pela unido entre o conjunto unitario que contém este com o mesmo
conjunto. Sendo assim o sucessor de ) serd () U {0}, pode-se atribuir a cada sucessor um
simbolo de forma que: 0 =0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}}, ...

Esta construcao estabelece a ordem dos elementos através da relagao de subconjuntos
0 C 1 C 2 e assim sucessivamente.

A teoria dos conjuntos fornece tanto a base da linguagem matematica quanto dos
conceitos matematicos. Contudo, sem o suporte da ldégica matematica estes conceitos
carecem de significado. Na proxima secao serd apresentado como a logica matematica
pode atribuir um significado a tais conceitos, além de fundamentar o processo dedutivo

pelo qual os teoremas sao estabelecidos através dos axiomas.

4.2 LOGICA MATEMATICA

A Matematica é fundamentada em dois pilares; uma teoria axioméatica como ponto
de partida que garante a existéncia de seus elementos e operacoes basicas, tal base fun-
damenta a Teoria dos Conjuntos, a Aritmética, a Geometria e os diversos campos da
Matematica; e uma logica que indica como os objetos matematicos podem se relacionar,
se expandir e se transformar em teoremas mais complexos.

Os primeiros trabalhos no campo da logica surgiram com Aristoteles. Eles foram

reunidos em uma obra coletiva conhecida como Organon. Sua abordagem utilizava a
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linguagem corrente, e suas ideias sdo consideradas os primérdios da moderna Logica de
Predicados que utiliza linguagem simbdlica, quantificadores, conectivos logicos, etc., para
construir expressoes formalizadas.

Deve-se aos gregos pré-socraticos os dois principios fundamentais que definem o con-
ceito da logica bivalente, largamente utilizada em quase todos os campos da Matematica.
Esses principios foram melhor definidos por Aristoteles e tais defini¢coes se mantém até
hoje basicamente sem alteracgoes, sao eles: O principio da nao contradicao, que afirma
que uma proposicao nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo e o principio do
terceiro excluido, que afirma que uma proposicao ou ¢ verdadeira ou falsa e nao existe
outra possibilidade.

Um longo periodo se passou até que surgissem novas contribui¢oes no campo da 16-
gica. Foi Leibniz, por volta de 1685, baseado na terminologia da época, quem definiu os
conceitos de uniao e interseccao de conjuntos, a inclusao de conjuntos, a ideia do conjunto
vazio, os conectivos logicos de conjuncao, disjuncao e negacao, a relacdo entre a operacao
de inclusao entre conjuntos e a implicacao logica entre proposicoes.

Contudo, foi através de um trabalho de George Boole (1815-1864) que o sistema leib-
niziano, unido a logica aristotélica, ganhou uma forma simbélica e um sistema algébrico
proprio baseado em operadores logicos e axiomas que descrevem o comportamento destes
operadores.

A notagao evoluiu e atualmente utilizamos os operadores A, V, =, — e <> para designar
a conjuncao, disjuncao, negacao, implicacao e equivaléncias entre proposigoes respectiva-
mente.

Utilizando os operadores logicos podemos descrever os 2 principios fundamentais da

logica:
« Principio da néo contradicao: (P A—P) ¢ falso.

« Principio do terceiro excluido: (P V —P) é verdadeiro.

Normalmente, a unido e interseccao entre conjuntos é definida utilizando esses opera-

dores, de forma que:

AUB = {z: (zx€ A)Vv(xz € B)}.
ANB = {z: (xe€ A)A(xz € B)}.

Assim, a prova de diversas propriedades relacionadas & unido ou a intersec¢ao de con-
juntos se resume ao manejo adequado dos operadores logicos da conjunc¢ao ou disjuncao.

A linguagem légica nao é usada somente para definir conceitos matematicos, é também
uma importante ferramenta de validagao de argumentos ou prova de teoremas.

Podemos considerar um argumento como uma composi¢ao de proposigoes relacionadas
por operadores l6gicos. Um argumento é considerado uma tautologia quando seu valor

légico é sempre verdadeiro. O conceito de tautologia assume um papel importante pois,
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como afirmou Russell (2007), a Matematica consiste no estudo das tautologias. Essa defi-
ni¢ao de tautologia foi dada por Wittgenstein em sua publicacdo denominada Tractatus

Logico-Philosophicus 23!

, em suma, uma tautologia seria o oposto de uma contradicao.
Considerando duas proposi¢oes A e B, pode-se formar a seguinte tautologia largamente

utilizada em provas matematicas:

A— B & -B— —A.

A expressao =B — —A é chamada contrapositiva da expressao A — B e as duas
expressoes sao equivalentes, a prova desta equivaléncia é simples: primeiro prova-se que
A — B implica =B — —A. Por hipotese A — B, queremos provar que —B implica em —A.
Supondo =B verdadeira, se = A nao fosse verdadeira, pelo principio do terceiro excluido,
A seria verdadeira. Mas por hipétese isto implica que B seria verdadeira e pelo principio
da nao contradicao isso seria um absurdo, logo, nao podemos supor —A nao verdadeira.
Assim —A é verdadeira e =B — —A.

Para demonstrar a equivaléncia entre as expressoes, também deve-se demonstrar a
validade do argumento reciproco, ou seja, =B — —A implica em A — B. Isto decorre da
prova anterior simplesmente denominando =B por A e = A por B.

A prova por contraposicao é muito util, por exemplo, para provar que todo nimero
primo maior que 2 é impar, basta utilizar a forma contrapositiva da expressao, isto €,
todo niimero par menor ou igual a 2 é primo, pois como constatamos, as expressoes sao
equivalentes. Neste caso, provar o argumento contrapositivo é mais facil que provar o
argumento original. Sendo assim, como 2 ¢ o Gnico niimero par menor ou igual a dois e é
primo, por demonstragao direta, o argumento contrapositivo é verdadeiro e, portanto, o
argumento original (todo nimero primo maior que 2 é impar) é verdadeiro.

A prova por absurdo é outra importante ferramenta que usa principios loégicos para
demonstrar a veracidade de proposi¢des. Novamente considerando duas proposigoes A
e B, para provar a implicacdo A — B, basta supor B falsa, sendo A verdadeira por
hipétese a conjungao A A —B teria que ser verdadeira. Caso a conjuncao nos leve a uma
contradi¢ao, somos obrigados a aceitar B verdadeira.

Podemos provar por absurdo esta mesma afirmacao considerando as proposicoes:

A = n é primo maior do que 2.

B =n é impar.

A afirmacao pode ser resumida de forma simbodlica A — B. Procedendo com a prova
por absurdo, supondo que B ¢ falsa, temos que n é par, isto significa que existe k perten-
cente aos naturais tal que n = 2k. Por hipdtese n > 2 e primo, assim k # 1 obrigando n
a ser um numero composto e nao primo. Isso contraria a hipdétese de n ser primo e por

reducgao ao absurdo n nao pode ser par.



4.3 DEFINIGAO DE CORPO ORDENADO E OS NUMEROS REAIS

Visto que a teoria dos conjuntos pode ser explicada através da relagao entre operadores
logicos, é natural supor que qualquer conceito mateméatico poderia ser deduzido apenas de
conceitos logicos. Baseado nesta ideia, Frege, Russell e outros matematicos consideraram
que toda a Matematica seria um ramo da Loégica e inauguram o pensamento logicista.

Valendo-se de todo o aparato simbélico formalizado pelos seus antecessores, Russell
publica sua famosa obra Principia Mathematica, identificando boa parte da Matematica
da época com a Légica e, a partir de principios e postulados da propria Logica, ele deduz
o conjunto dos ntmeros naturais.

Foi Frege quem atribuiu os valores verdadeiro e falso para proposi¢oes. Em um de
seus artigos, ele afirma que “a palavra verdadeiro determina o objeto de estudo da ldgica
exatamente da mesma maneira que a palavra belo o faz para a estética e a palavra bom
para a ética”. P

Mais tarde, como ja mencionado, através dos estudos de Tarski o conceito de verdade
se tornou um alicerce na anélise l6gica e semantica da propria linguagem corrente.

Como podemos perceber, a logica utilizada nos principios fundamentais da Matematica
foi uma construcao coletiva de séculos de trabalho. Este campo de pesquisa continua
crescendo ainda hoje. Foram elaboradas outras logicas que nao a bivalente, chamadas
Légicas Nao Classicas, como a Paraconsistente criada pelo brasileiro Newton da Costa
(1929-), que nega o principio da nao contradigao; ou a Légica Multivalente que tem como
ponto de partida a negagao do principio do terceiro excluido.

Os Paradoxos que serao tratados neste trabalho sao simplesmente contradi¢oes internas
a légica bivalente. Grande parte da Mateméatica é baseada nesta concepgao aristotélica
que exclui ambiguidades. Contudo, esta nao é a tinica forma de entender o mundo, a Fisica
Quantica é melhor explicada pela Légica Multivalente enquanto a Légica Paraconsistente

auxilia nos estudos de teorias inconsistentes, mas nao triviais.

4.3 DEFINICAO DE CORPO ORDENADO E OS NUMEROS REAIS

Quase toda a Matematica ensinada na Educagao Béasica refere-se ao conjunto dos
numeros reais com suas propriedades e operacoes, pois este amplo conjunto agrega os
numeros inteiros positivos e negativos, racionais e irracionais, nimeros que sao solucoes
de varios problemas elementares presentes na histéria da civilizacao e que hoje sao re-
vistos pelos alunos. A medida de segmentos incomensuraveis discutidos no capitulo 2
como por exemplo, a medida da diagonal de um quadrado de lado unitario ou a razao
aurea sao grandezas expressas pelos nimeros irracionais V2 e 14'27‘/5 respectivamente; os
irracionais e os numeros negativos também sao solugoes de varios problemas algébricos
conhecidos pelos hindus desde o século VII, como as solugbes de uma equagao quadra-
tica e diversos outras equacoes que hoje fazem parte do curriculo escolar; os nimeros
racionais que hoje expressam proporgoes, divisdes e aproximagoes de numeros irracio-

nais que ja eram utilizadas bem antes da era moderna, como consta no papiro Rhind
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(1650 a.C.) a aproximagao de m = 256/81 ou também a aproximagao de 7 pelo intervalo

223/71 < 7w < 22/7 feita por Arquimedes (287 a.C., 212 a.C.), ou ainda a aproximagao
_ 1 11 :

de v2 =1+ 3+ BICEROIOIENE elaborada pelos hindus entre 500 a.C. e 200 a.C. como

consta nas antigas Sulvasutras (regras do cordao), e tantas outras aproximagoes presentes

tanto em textos histéricos quanto no dia-a-dia.l!

Desta forma, podemos verificar que todos os conjuntos numéricos que compdoem os
numeros reais foram utilizados de alguma forma em diversos periodos da histéria. Con-
tudo, a fundamentacao tedrica destes nimeros ocorreu de forma tardia em meados do
século XIX, pois foi neste periodo que houve uma crise dos fundamentos matematicos
impulsionada pela descoberta de uma série de paradoxos nas areas da logica e da Teoria
dos Conjuntos,BY alguns deles citados no capitulo 2.

Paradoxos que ocorrem na Educacao Basica, fazem referéncia a elementos do conjunto
dos niimeros reais, portanto, para analisar suas causas, bem como identificar e solucionar
erros relativos a eles, é necessario compreender como funcionam as operacoes entre estes
elementos e como eles sao definidos, pois em suma, a teoria axiomatica que fundamenta
os numeros reais foi concebida para que as operagdes entre estes nimeros estivessem livres
de qualquer paradoxo, logo, a ocorréncia deles é consequéncia de uma violagao das leis as
quais os nimeros se fundamentam.

Em busca desta compreensao, apresentaremos trés teorias diferentes que obtiveram
éxito na tarefa de caracterizar o conjunto dos ntimeros reais: A construcao por meio
dos Cortes de Dedekind, que sao basicamente cortes de separacao entre conjuntos de
numeros racionais; A construgao por meio de classes de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy, processo de construgao elaborado por Cantor; e o conceito de corpo ordenado
completo, uma estrutura algébrica que define um conjunto de objetos através das relagoes
e operacoes entre eles.

As duas primeiras caracterizagoes partem do conjunto dos niimeros racionais e, a par-
tir deles, definem o que vem a ser um nimero irracional. Contudo estas duas formas de
construcao, diante da teoria dos corpos, sao lteis apenas para comprovar que existem
corpos ordenados, sendo assim a teoria mais adequada para analisar o funcionamento
das operagoes entre elementos deste conjunto é a teoria dos corpos, uma vez que através
dela podemos abstrair a natureza dos elementos deste conjunto (que como veremos, de-
pendendo da teoria em questdo, podem ter naturezas bem diferentes) e nos concentrar
apenas em como estes elementos se relacionam. Visto que para identificar as causas dos
paradoxos que serao apresentados, basta compreender como se dao as relagdes entre os
elementos do conjunto dos ntimeros reais, pois neste aspecto a natureza destes elementos
é irrelevante. 16

Portanto, serdao apresentadas de forma breve as duas primeiras caracterizagoes do
conjunto dos numeros reais (as de Dedekind e Cantor), e de forma mais aprofundada a

teoria dos corpos que sera utilizada como embasamento teérico dos capitulos subsequentes.
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4.3.1 Os Cortes de Dedekind

Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) foi um mateméatico alemao, aluno de Gauss
e Dirichlet, que se tornou professor de Matematica em Zurique, destacando-se em diversas
areas da Matematica por meio de trabalhos realizados no campo da légica, aritmetizacao
da andlise e axiomatizacdo do conjunto dos nimeros reais.

Dedekind conta que, logo no inicio de sua vida académica como professor, mais es-
pecificamente ao ministrar aulas de Calculo Diferencial, percebeu a caréncia de uma
fundamentagao tedrica com respeito ao conjunto dos nimeros reais. Desta forma, ins-
pirado no tratamento excepcional elaborado por Eudoxo das grandezas incomensuraveis,
j& exposto no capitulo 2, Dedekind formula sua teoria dos cortes de niimeros racionais em
1872, publicada no livro Stetigkeit und die Irrationalzahlen, (A continuidade e os nimeros
irracionais).?

Basicamente Dedekind se questionou qual era a caracteristica presente em uma reta
geométrica continua que nao esta presente no conjunto dos nimeros racionais, ele percebeu
que a resposta nao esta relacionada na existéncia de elementos que preenchem algum
tipo de espacgo vazio, mas sim na existéncia de elementos que separam um conjunto de
elementos ja existentes, neste caso o conjunto dos niimeros racionais. !

De acordo com a defini¢ao de Eudoxo, consideremos um par (a,b) de grandezas e um
par (z,y) de nimeros naturais, denominando o conjunto E (esquerda) dos pares tal que
br < ay, ou seja % < 3, caso o quociente § tenha um significado numérico, digamos
7 =1, e o conjunto D (direita) dos pares tal que % > 7, assim Dedekind percebeu que a
teoria de Eudoxo define este nimero r como um elemento de separagao do conjunto dos
nimeros racionais % em dois conjuntos, o conjunto da esquerda E = {% cQ/ § < r} eo
da direita D = {% €Q/ % > 7’}, podendo r ser incluido em qualquer um destes conjuntos
com as devidas adaptacoes sendo o elemento maximo de E ou o elemento minimo de D.

Assim, Dedekind define o conceito de corte no conjunto Q dos niimeros racionais:

Definicao 4.1. "Cortes de Dedekind sao particoes dos racionais em dois conjuntos dis-
juntos E e D definidos como conjunto da esquerda e conjunto da direita da sequinte

forma: Tome x uma grandeza (racional ou ndo) e defina E = {r € Q;r < z} e
D={reQ;r>uz} "2

O conjunto dos nimeros racionais menores que 2 por exemplo representa um corte
racional pois é possivel construir uma particao de Q composta pelos conjuntos disjuntos
E={reQ;r<2teD={reQ;r>2}

Mas, digamos que E seja o conjunto dos ntimeros racionais cujos quadrados sao me-

nores que dois, unidos com todos os niimeros racionais negativos, ou seja:

E={reQ:r*<2}u{reQ;r<0}.
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Assim E seria o conjunto dos nimeros racionais que se aproximam de v/2 por falta.
Contudo, sera que este conjunto E possui elemento méaximo?

Caso exista um outro nimero racional s > 7 tal que s% < 2, isso significa que sempre
havera um nimero racional maior que r cujo quadrado seja menor que 2 e o conjunto F
nao tera um elemento maximo.

Digamos que s = r + %, com n inteiro “suficientemente grande” a fim de se ter s? < 2,
a questdo é: Qual o valor que n deve assumir para que r < s < /2 ?

Caso s =1+ %

Se desejamos encontrar um s tal que s < 2, entdao r? + % + n—lg < 2.

Em outras palavras: (2r + %) % <2—12

Mas n > 1, uma vez que, se n < 1 teriamos s > r + 1 e para r = 1 por exemplo nao
terfamos s2 < 2.

Portanto se n > 1 entdo (2r)+ < (2r + %) 1 e portanto (2r) <272

Isso resulta que n > (2(37;)2) , ou seja, para qualquer valor de » podemos sempre encontrar

s>7‘talquesz<2,coms:r+%en>%.

Sendo assim o conjunto E das aproximacoes racionais de /2 por falta, ndo possui
elemento maximo.

Serd que o conjunto das aproximacoes racionais de /2 por excesso, ou seja, D =
{reQ;r>0e r? < 2}, possui elemento minimo? Utilizando um raciocinio andlogo ao
anterior, podemos demonstrar que: se 72 > 2, pode-se determinar um s < r de forma que
s? > 2, sendo assim s poderia ser calculado por s = r — % com n inteiro positivo:

52:T2—%+i2>7'2_2l-
n o on n

Fazendo 2 — % > 2 é garantido que, qualquer que seja r, é possivel escolher um n tal
quen>ﬁ de forma a se ter s < r com s > 2.

Isso mostra que o conjunto D das aproximacgoes racionais de v/2 por excesso nao possui
um elemento minimo!

Dedekind observa que o fato de varios cortes nao possuirem elemento de separagao
equivale a dizer que o conjunto dos racionais é descontinuo, para resolver este problema
ele postulou que “todos os cortes de nimeros racionais possuem um elemento de separa-
¢ao”. Logo, se nenhum racional for elemento de separagao este elemento serda um ntimero
denominado irracional.?

Na drea da geometria Dedekind postulou de forma equivalente o significado de conti-

nuidade na reta:

Se os pontos de uma reta se dividem em duas classes tais que todos os pontos
da primeira estao a esquerda de todos os pontos da sequnda, entdo existe um,
e um so ponto que realiza essa divisao de todos os pontos em duas classes, isto

e, que separa a reta em duas partes.[ﬁ]
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Através de todo um extenso trabalho Dedekind mostrou que o conjunto de todos
os cortes munido de operagoes de adicao e multiplicagdo convenientemente definidas e
também de um relagdo de ordem convenientemente definida é uma cépia do conjunto dos

numeros reais.

4.3.2 Cantor e os numeros reais

Diferentemente de Dedekind, que tratou os nimeros irracionais como corte do conjunto dos
racionais, Cantor propos uma abordagem utilizando sequéncias convergentes de niimeros
racionais. Essa concepcao difere radicalmente da abordagem apresentada anterior.

Entende-se por sequéncia de nimeros racionais toda fun¢ao com dominio nos niimeros
naturais  : N — Q que pode ser expressa por (x1, 2,3, T4, Ts5, ) ou simplesmente
(), com x, seu enésimo termo. Por exemplo, a sequéncia (r,) das aproximagoes por
falta de /2 pode ser expressa por: (r,) = (1,1.4,1.41,1.414,1.4142,---).

Cantor estabeleceu um novo conceito de nimero, partindo de sequéncias de niimeros
racionais, contudo, este tipo de sequéncia pode ser convergente ou nao. Uma sequéncia
se diz convergente quando existe um nimero a tal que, para valores cada vez maiores de
n, os termos x, se mantém tao préoximos de a quanto se deseje. Matematicamente isso

significa que:

Ve>0,dng€N; n>ng— |z, —al <e

Escrevemos que x,, — a quando a sequéncia x, converge para a.
Por exemplo, a sequéncia alternada (+1,—1,+1,—-1,4+1,—1,4+1,—1,--+), cujo ené-
simo termo pode ser calculado por a, = (—1)", nao é convergente uma vez que, de

acordo com a desigualdade triangular:

|a].€ —a| + |Cl]€_|_1 —a| = |CLk —a! + \a—ak+1|
lar, — al + lag11 — al > [(ap —a) + (a — aj11)]
|ay, — al + [ag1 — al = |ag — agqa] = 2

Logo |ax —a| > 1 ou |ag41 —a| > 1, assim nao serd possivel tornar |a, —a| < € quando
0<e< 1.9
Cantor associou todos os niimeros racionais a um tipo especial de sequéncia, as sequén-

cias de Cauchy. por definicio uma sequéncia (c;,) se diz de Cauchy quando :

Ve>0,3NeN; nm>N — e, —cp| <e.

E facil demonstrar que toda sequéncia constante ¢ de Cauchy, por exemplo considere-
mos a sequéncia (0,0,0,...), pode-se provar facilmente que esta sequéncia converge para
zero, contudo podemos provar que a sequéncia (z,) tal que z, = % também converge

para zero. Diante desta aparente contradigdo, Cantor percebeu que sequéncias diferen-
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tes podem convergir para um mesmo nimero, sendo assim, ele definiu uma relacao de
equivaléncia entre sequéncias de Cauchy da seguinte forma:

Duas sequéncias x,, e y, sao equivalentes se a sequéncia resultante das diferencgas entre
os enésimos termos das respectivas sequéncias tender a zero, simbolicamente x, — vy, — 0.

Desta forma, ele definiu como um ntimero racional todas as classes de sequéncias equi-
valentes. Nos exemplos anteriores, ambas as sequéncias (0,0,0,...) e (1,1/2,1/3,1/4,...)
fazem parte da classe de sequéncias equivalentes que definem o niimero racional zero. B

Contudo, Cantor observou que existem sequéncias de Cauchy (de niimeros racionais)
que ndo convergem para um nimero racional. E o caso por exemplo da sequéncia (z)

de nimeros racionais que convergem para v/2 definida pela recorréncia:

o

o =

_ 1
Tni1 —%+E

Esta recorréncia decorre da aplicagdo do Método de Newton para o calculo de raizes
de um polindmio. Neste caso o método foi aplicado ao polinomio P(x) = X% —2, ji
sabemos que a raiz real positiva deste polindémio é v/2, contudo os niimeros irracionais
ainda nao eram definidos, logo a recorréncia fornece a seguinte sequéncia (x,) de nimeros

racionais: (1, %, %, %g, ggggg;, x -), que por sua vez nao converge para nenhum nimero

racional. Mesmo a sequéncia de aproximacoes por falta de v/2 também nao converge para
nenhum racional, (logicamente ela converge para o irracional v/2).

Cantor, portanto, resolve este impasse com o seguinte postulado:

Toda sequéncia de Cauchy converge.

Sendo assim, de forma equivalente ao postulado de Dedekind que diz que todos os
cortes de niimeros racionais possuem elemento de separagao, Cantor estende o conceito
de ntimero criando niimeros que nao sao racionais, ou seja, os numeros irracionais.

O préximo passo foi estabelecer a operacao de soma e multiplicacdo entre classes
de sequéncias equivalentes e suas inversas, subtracao e divisao, bem como a classe de
sequéncias nulas, a classe de elemento oposto, inverso e a relagdo de ordem entre as
classes de sequéncias equivalentes.

Com esta abordagem, Cantor definiu objetos com a mesma estrutura algébrica dos
objetos definidos por Dedekind. Contudo, com os avancos das pesquisas em Matematica,
constatou-se que: para construcao dos ntiimeros reais, a natureza destes niimeros é irrele-
vante, na realidade o que os define é o comportamento deles com respeito as operagoes de
adicao e multiplicagao e suas inversas. Logo, pode ser demonstrado que qualquer corpo
ordenado completo é necessariamente isomorfo ao corpo dos nimeros reais.?

Este importante resultado simplifica a forma de descrever um nimero irracional, nao
é preciso necessariamente trabalhar com cortes de Dedekind ou sequéncias definidas por
recorréncias, se quisermos expressar um numero irracional, por exemplo o niimero solugao

da equacdo z® = 2, podemos simplesmente defini-lo pelo simbolo /2, contanto que este
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objeto cumpra todas as regras as quais um nimero real deve obedecer, os axiomas de um
corpo ordenado completo.

Vejamos na préxima se¢ao como podemos definir o corpo dos niimeros reais.

4.3.3 Aziomas de Corpo Ordenado Completo

Diferentemente da Geometria (euclidiana) que desde os tempos de Euclides (300 a.C.)
possuia uma estrutura axioméatica praticamente consolidada, a Algebra obteve seu sis-
tema axiomatico num processo mais lento. Foi em busca de um sistema numérico que
se relacionasse ao espago tridimensional, da mesma forma que os nimeros complexos se
relacionam ao espago bidimensional, que o matematico William R. Hamilton (1805-1865)
inaugurou o conceito de estruturas algébricas, como os grupos Abelianos, os Anéis e os
Corpos, objeto de estudo desta secao.

Mas o que é um corpo (comutativo)? Basicamente um corpo é uma estrutura algébrica
formada por um conjunto nao vazio K em que se define um par de operagoes, denominadas
adigao, indicada por a + b, e multiplicagao, indicada por a.b com a,b € K I3 obedecendo

aos 7 axiomas listados a seguir:

1. A adigdo e a multiplicacao sao bem definidas:

para todos a,b,a’ b/ € K,sea=d eb=1"V,entaoa+b=d +V ea.b=2d.b.

2. Comutatividade:
Para todos a,be K, a+b=0+a e a.b=b.a.

3. Associatividade:
Para todos a,b,c € K, (a+b)+c=a+ (b+¢) e (a.b)c. = a.(b.c).

4. Existéncia de elementos neutros:
Para todo a € K existe 0,1 € K tal que, a+0=a ¢ l.a = a.

5. Existéncia de elementos simétricos:
Para todo a € K existe b(= —a) tal que a + b = 0.

6. Distributividade da multiplicagdo em relacao a adicao:
Para todos a,b,c € K, tem-se a.(b+ ¢) = a.b+ a.c.

7. Existéncia do elemento inverso:

Todo a € K com a # 0 possui um inverso o', tal que a.a™!' = 1.1

Estes 7 axiomas definem o que vem a ser um corpo (comutativo) e com eles é possi-
vel definir outras caracteristicas relacionadas aos elementos deste conjunto como outras
operagoes e propriedades.

Por exemplo: considerando z,y € K, com a ajuda dos axiomas pode-se definir a

subtracao chamando x — y de diferenga entre x e y, e definindo-a como a soma de x com
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o elemento simétrico de y, isto é, z —y = z + (—y). De forma andloga pode-se também
definir a divisao denominando x/y de quociente de x por y e definindo-o como o produto

entre x e o inverso de y que simbolicamente é expresso por z/y = z.y 115]

, lembrando
que, de acordo com o sétimo axioma, s6 possuem um elemento inverso os elementos de K
que sao diferentes de zero, este é um detalhe que intriga muitos estudantes de matematica.
Negligenciar este detalhe pode culminar em obstaculos no processo de ensino e apren-
dizado da matematica, causando muitos resultados paradoxais.
O corpo K ¢ dito ordenado quando ¢ possivel identificar um subconjunto P, denomi-

nado conjunto dos elementos positivos, cujo elementos obedecem as seguintes proprieda-
des:

1. Fechamento em P: As operagoes de soma e produto de elementos positivos resultam

em elementos positivos, ou seja, se z,y € Pentaoz +y € Pe x.y € P.

2. Tricotomia: Dados x,y € K, ocorre somente uma destas possibilidades, ou z —y =

0,ouz—y€ P, ou—(z—y)ePH

Utilizando essas propriedades podemos definir a relacao x > y dizendo entao que x é
maior que y quando ocorrer x —y € P, desta forma sempre podemos afirmar que: quando
x > y entao existe z € P tal que x = y + 2. Analogamente podemos dizer x < y quando
—(z—y)eP.

Em particular temos que se x > 0, entao pela nossa definicao x — 0 € P, isto é, x € P,
assim os elementos que compoem o conjunto P dos niimeros positivos sao os elementos
que denominamos “maiores que zero”. 18

Todas as propriedades algébricas relacionadas a operacgoes entre niimeros reais podem
ser definidas e demonstradas utilizando este conjunto de axiomas.

Pode-se demonstrar por exemplo a lei do cancelamento relativa a elementos regulares.
Dizemos que d € K\{0} é um elemento regular quando: V z,y € K, = = y < dx = dy.

Assim a multiplicacao de elementos regulares é compativel e cancelativa com respeito
a igualdade.

Para demonstrar esta importante propriedade demonstraremos antes a monotonici-

dade da multiplicagdo com respeito a relagao <, ou seja, dados x,y,d € K:

d>0,z<y=xd<yd
d< 0,z <y=xd>yd

Se x <y ed >0, entdo, considerando P o conjunto dos elementos positivos, sabemos
que y —z € P ed € P, como a multiplicacao é fechada em P, (y —x)d € P, portanto
yd —xd € P, logo xd < yd. Contudo, caso d < 0, entdo —d € P e segundo o mesmo
raciocinio anterior xd > yd.[lm

Utilizando este resultado, por reducao ao absurdo é possivel demonstrar a lei do can-
celamento.

Suponhamos que dx = dy, consideremos dois casos:
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i Casod >0, sex < yentao xd < yd, o que seria um absurdo, se x > y pelo mesmo

raciocinio xd > yd, o que seria outro absurdo, logo = = y.

ii Caso d < 0 entdao —d > 0, e pelo mesmo raciocinio anterior conclui-se que x = .

Com isto, foi demonstrado que, quando d # 0, vale a relagdo dxr = dy = x = y. Note
que a proposicao x = y = dx = dy decorre do fato de a multiplicacdo ser bem definida
(1° Axioma). E interessante observar que esta proposicio também é valida quando d = 0,
entretanto a relagdo de volta s6 é véalida se d # 0.

A lei do cancelamento de elementos regulares é um instrumento muito utilizado na
resolucao de problemas algébricos. Contudo, o mau uso desta lei pode culminar em muitos
paradoxos.

Por fim, um Corpo ordenado se diz completo quando "todo sub-conjunto ndo wvazio,
limitado superiormente, X C K, possui supremo em K ’[16]

Esta propriedade é equivalente ao postulado de Dedekind que afirma que todo corte
racional possui elemento de separacao, ou ao postulado de Cantor que afirma que toda
sequéncia de Cauchy converge.

Sendo assim, o conjunto dos nimeros reais é estabelecido pelo Axioma fundamental
da Analise Matematica:

"Eziste um corpo ordenado completo, R, chamado de corpo dos nimeros reais. "0l

Na verdade, como veremos adiante, todos os paradoxos matematicos que ocorrem na
educagao basica relativos as operagoes entre elementos do conjunto dos nimeros reais sao
fruto de algum tipo de violagdao de premissas estabelecidas em defini¢des ou propriedades
baseadas em condig¢oes impostas pelo sistema axiomético do universo em questao, que sao
os axiomas de corpo comutativo juntamente com os axiomas de ordem.

No préximo capitulo discutiremos nao somente as questoes matematicas, mas também

as questoes pedagogicas relacionadas aos fatores causadores de paradoxos.

1Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto limitado superiormente. Um elemento b € K
chama-se supremo do subconjunto X quando b é a menor das cotas superiores de X em K (LIMA, 2017).
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PARADOXOS NA EDUCACAO BASICA

Vimos que, conforme novas teorias foram surgindo no estudo da Matematica também sur-
giram problemas que colocavam a prova a validade de tais teorias, muitos destes problemas
eram de natureza paradoxal e foi na busca de solugoes que a Matematica se tornou uma
“ciéncia exata”, construida segundo os fundamentos da logica, definida criteriosamente a
fim de eliminar de suas proposicoes e operacoes qualquer resultado contraditério.

Ja vimos qual a importancia dos erros e obstaculos encontrados pelos matematicos no
desenvolvimento de suas teorias. Neste processo de identificacdo de erros e revisao dos
fundamentos da Matematica houve incrementos significativos no aprendizado adquirido e
no conhecimento constituido. Esse fendmeno se reflete da mesma forma no processo de en-
sino e aprendizagem da Matematica. Guy Brousseau, um mateméatico e educador francés,
baseado na visao construtivista de Piaget e nos trabalhos de Gaston Bachelard, caracte-
riza a no¢ao de obstaculo epistemoldgico inaugurando uma nova interpretagao do conceito
de erro. Nesta interpretagao ele sugere que o erro consiste em um conjunto de concepcoes,
ou conhecimentos previamente adquiridos, adequadas em um certo contexto, que quando
aplicadas em um novo contexto tornam-se um obstaculo na aquisicao e dominio de um
novo conhecimento.™

Um obstaculo, portanto, nao constitui a falta de conhecimento, mas sim a aplicacao
de um conhecimento em situagoes inapropriadas que resiste as contradigoes, tornando-se
um empecilho para a formacao do saber.

Observe que um paradoxo mateméatico pode ser caracterizado como um obstaculo
epistemoldgico. Lembremos que paradoxos também podem surgir de conflitos entre nossa
percepcao de realidade e a realidade em si e que conceitos matematicos nem sempre
funcionam conforme esperado. Nossa expectativa referente aos resultados matematicos
vincula-se diretamente a nossa percepcao da realidade e ao nosso senso comum que soma-
dos constituem parte do nosso conhecimento prévio.

Sendo assim, pode-se utilizar paradoxos matematicos para criar situagoes didaticas
na qual propositalmente conduzimos nossos alunos a um erro paradoxal, estimulando os
alunos a refletir sobre o que pode estar errado. Note que, neste caso, o erro é esperado
e aceito como um recurso didatico capaz de despertar a curiosidade e potencializar o
processo de ensino e aprendizagem.

Michéle Artigue, uma pesquisadora mateméatica francesa, identificou em seu livro Epis-

témologie et didactique quatro fatores que podem gerar obstaculos:

o A generalizagao abusiva: um fendomeno que, segundo a autora, pode ser explicado

pelo principio de continuidade enunciado por Leibniz, de acordo com este principio,
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toda mudanga ocorre gradativamente, havendo sempre um estagio intermediario
entre os estados, um erro que pode ilustrar este fator ocorre quando os alunos estao
aprendendo a multiplicar nimeros decimais por 10, como o conhecimento prévio é
a multiplicacdo no conjunto dos niimeros naturais, os alunos tendem a generalizar
0 processo para os numeros decimais e resultados como 10x3,14=3,140 ocorrem

devido a isto.

o A regularizacao formal abusiva: ela ocorre segundo a mesma légica demonstrada
na generalizagdo abusiva, entretanto a regularizacao formal abusiva é predominan-
temente em expressoes com mecanismos estritamente formais. Isto se observa por
exemplo, quando é empregada a propriedade distributiva entre opera¢des que nao

possuem esta propriedade, podendo acarretar em erros do tipo: (a + b)2 =a?®+ b2

o Fixacdo em uma contextualizacdo: Segundo a autora este é um processo visivel
historicamente. Esse tipo de fendmeno ocorre, por exemplo, quando se tenta con-
textualizar o produto de dois niimeros negativos associando o significado dos sinais
a valores légicos, como na afirmacao “o contrario de negativo é igual a positivo”.
Apesar de esta ser uma analogia que facilita a memorizagdo da regra, os ntimeros
negativos sao objetos matematicos abstratos e a regra de sinais é uma consequéncia

de propriedades predeterminadas.

e Aderéncia exclusiva a um tnico ponto de vista: considerado pela autora como um
fator determinante na geragao de obstaculos, este fator nao necessariamente acarreta
em erros, mas impede que alguns problemas sejam interpretados e solucionados.
A néo aceitacdo pelos pitagéricos da irracionalidade de /2 é um exemplo deste

comportamento. 1)

Identificados os fatores que levam a um obstaculo e com a ajuda do conhecimento
tratado no capitulo sobre os fundamentos da Matemaética, é possivel interpretar quais os
erros cometidos nas operagoes matematicas conduzem essas operagoes a uma contradicao.

Nao podemos negar o potencial que um paradoxo desconcertante tem de prender a

atencao e despertar a nossa curiosidade. Observe a sequéncia de operagoes a seguir:

S
(O R O

Note que, ao efetuar uma sequéncia de operagoes matematicas “aparentemente” vali-
das, constatou-se um absurdo, neste caso 1 = —1. Se considerarmos que todas as opera-

¢oOes realizadas foram validas, estaremos diante de um obstaculo intransponivel. Pensar
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desta forma é aderir a um tnico ponto de vista e este é um dos fatores apontados por
Artigue que acarretam em um obstaculo epistemolégico.

Entendendo, portanto, que neste conjunto de operagoes, ha um raciocinio que nao
é valido, para desvendar este paradoxo s nos resta analisar passagem por passagem,
e investigar o que pode ter ocorrido. Contudo, este foi apenas um exemplo de como os
paradoxos podem ser relacionados a obstaculos epistemolégicos e do seu potencial didatico
como objeto de estudo.

Para alguns, a solucao deste paradoxo talvez seja simples, mas até que os fundamentos
matematicos que definem estas operacgoes e elementos fossem totalmente constituidos,
resultados deste tipo incomodaram grandes matemaéticos por décadas.

Isso indica que o estudo de paradoxos exige um dominio mais aprofundado das defini-
¢oes utilizadas e do sistema axiomatico envolvido.

Como citado anteriormente, a esséncia do pensamento mateméatico e de suas conclu-
soes, consiste em, através de um conjunto de axiomas, estabelecer proposi¢oes validas
para um conjunto de valores e assim demonstrar que esta proposicao vale para um valor
especifico.

Logo, para saber exatamente qual definicdo, operacao ou premissa foi violada acarre-
tando neste paradoxo 1 = —1 devemos saber quais proposicoes utilizadas sao validas ou
qual o conjunto de valores que as tornam validas.

A seguir serao analisados, problemas que envolvem a divisao por zero, a regra de
sinais, nimeros complexos e algumas operagoes com logaritmos. Vamos entender como
algumas defini¢oes foram elaboradas justamente para eliminar paradoxos, e com este
material, professores poderao demonstrar aos alunos o porqué de a Matematica sempre

-

se apresentar espantosamente tao exata. F porque nos esconderam os erros.

5.1 A DIVISAO POR ZERO

Sem duvida, a concepcao moderna do significado do niimero zero e de suas proprieda-
des pode vir a ser um obstaculo epistemolégico e desta forma, quando mal compreendido,
operacoes com este niimero podem gerar muitos paradoxos. De fato, interpretar o papel
do ntiimero zero em diversos contextos nao ¢ nada trivial, Russell por exemplo, destacou
quando se referia a sequéncia dos niimeros naturais que:

“Provavelmente so alguém com algum conhecimento matemdtico pensaria em comegar
com 0 em vez de 1/...]. Muito pouca gente tem condi¢oes de dar uma defini¢ao do que se
entende por “nimero”, ou “07, ou “I ”[...]”[27]

Desde o inicio do século XX até os dias atuais, considerar o ntimero zero como um
numero natural é uma questdo de gosto ou conveniéncia. Isto porque os axiomas que
constituem este conjunto, denominados axiomas de Peano, caracterizam acima de tudo

um conjunto de elementos dispostos em uma sequéncia. Sendo assim, nao importa que
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tipo de propriedade operatoria possui o primeiro elemento da sequéncia, a este, s6 importa
que ele nao suceda a nenhum outro deste conjunto.

De forma inocente, alguns podem imaginar que é exagero atribuir ao niimero zero um
carater nao trivial. Entretanto, alguns grandes matematicos nao pensavam desta forma.
Analisando a citac¢do a seguir podemos perceber a sutileza com que Leonhard Euler (1707
- 1783), ao apresentar uma defini¢do do que entendia por quantidade indeterminada, ou
em uma terminologia moderna uma grandeza variavel, atribui ao niimero zero o mesmo
grau de abstragao que é atribuido aos nimeros imaginarios classificados por ele mesmo
como numeros “impossiveis”:

“Uma quantidade variavel compreende todos os numeros nela mesma, tanto positivos
quanto negativos, inteiros e fraciondrios, os que sao racionais, transcendentes e irracio-
nais. Nao devemos excluir nem mesmo o zero e os nimeros imagindrios.”2%

Sendo assim, antes de compreender o que pode estar por tras dos paradoxos que
envolvem o ntimero zero, é necessario uma pequena discussao e aprofundamento sobre o
que significa este niimero.

O simbolo 0 pode representar varias ideias; ele pode ser a representacao do elemento
neutro da adicao; pode ser um algarismo em diversos sistemas de numeragao como o
sistema binario ou o nosso habitual sistema decimal; também pode representar a cardina-
lidade do conjunto vazio; pode ser simplesmente o elemento de separacao entre os inteiros
positivos e negativos ou entdo o limite da diferenca entre dois ntimeros.

A palavra zero advém de sua forma latinizada zepbrum derivada do arabe “al-sifr” que
significa vazio. O simbolo 0 vem do sistema decimal indo-arabico que foi difundido pela
Europa no século XII por Leonardo Fibonacci (1170 - 1250) através de sua obra intitulada,
Liber abaci. Nesta obra Fibonacci ensina como operar com este sistema numérico. Ele

inicia seu trabalho com a seguinte descricao:

"Estes sdao os nove algarismos indianos
987654321

Com esses nove algarismos, e com o sinal 0, que os drabes chamam de zepbi-

rum, pode-se escrever qualquer numero, como se demonstrard a sequir. dd

-

E interessante perceber que apesar de o zero desempenhar um papel de algarismo ele
nao foi denominado como tal por Fibonacci. Entretanto, o zero indiano desempenhava
um papel tanto de nimero quanto de separador de direcao, além de ser um marcador de
posicao no sistema numérico. Isso pode ser verificado em um tratado matematico do século
VII intitulado Brahmasphuta-Siddhanta elaborado por Brahmagupta, um proeminente
matematico e astronomo hindu. Neste trabalho o zero tem o papel de elemento separador
entre as grandezas positivas e negativas, sendo ele o resultado da soma entre quantidades
iguais mas opostas, também o zero é definido como elemento neutro da adi¢do nao sendo
nem positivo nem negativo e o produto de uma quantidade por zero é definido como zero,

neste texto a divisao de zero por qualquer nimero resulta em zero, até mesmo a divisao
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pelo ‘proprio zero’, mas quando um numero era dividido por zero o resultado era tido

como indefinido. 14!

E impressionante como a matemadtica hindu, dispondo de recursos limitados, definiu
quase precisamente o funcionamento das operagoes basicas relativas ao nimero zero, po-
rém existe um equivoco nestas defini¢oes nada facil de demonstrar, considerar a sentenca
% = 0 verdadeira é um engano fruto de uma generalizagdo abusiva mencionada na intro-
ducao do capitulo 5 como um gerador de obstaculos epistemologicos.

Este tipo de raciocinio, mesmo hoje, ainda é muito comum entre as pessoas menos
instruidas em matemaética. Apesar de muitos terem ouvido de seus professores que “nao
¢ bom” dividir por zero, aparentemente parece que este “mandamento sagrado” poderia
ser violado se o numerador for igual a zero. Por vezes, no dia-a-dia escolar, professores se
deparam com o seguinte raciocinio: se nao possuo nada, qualquer divisao desta quantidade
entre outras pessoas resultaria em nada para cada pessoa. Este tipo de pensamento
também advém de um fator causador de obstaculos epistemologicos, a fixacdo em uma
contextualizacao, este fator ocorre quando o individuo insiste em associar o “nada” ao
numero zero e a operacao de divisao ao ato de repartir objetos.

Em primeiro lugar, de acordo com Almouloud (20007) relacionar o zero com o “nada”,
0 vazio ou a inexisténcia é a causa de varios erros quando se realiza operagoes matema-
ticas. Portanto, ndo se pode associar o significado do substantivo “nada” ao conceito
matematico do ntimero zero, como vimos no capitulo 3, segundo a tese formalista de
Hilbert, os niimeros sao elementos abstratos definidos por axiomas cujos significados e
comportamentos sao inteligiveis apenas através de suas regras e propriedades definidas
também por outros axiomas ou teoremas que derivados destes. O zero pode ser associado
por exemplo a cardinalidade do conjunto vazio, pois, através de uma teoria axiomatica
consistente, pode-se formar uma cadeia de deducgoes logicas formada por expressoes sim-
bolicas que obedecem a regras explicitas de manipulacao de simbolos de forma a sustentar

301 Sendo assim, o comportamento do nimero zero sé pode ser compreen-

tal afirmacao.
dido dentro da teoria que o sustenta, neste caso, a definicdo de corpo ordenado e de suas
propriedades.

Em segundo lugar, apesar de a palavra dividir ser sinonimo de repartir e separar objetos

em diversos contextos, nem sempre é possivel contextualizar a divisao matematica desta

forma. O que dizer por exemplo da seguinte divisdo: (—6) + (—3)7? Sabemos que o
resultado é 42, contudo, é possivel associar a esta operacao algum significado concreto
relacionado ao ato de repartir e separar objetos? Considerando hipoteticamente que o
numerador —6 pudesse se tornar um objeto palpavel, ainda assim teriamos dificuldade
em repartir este misterioso objeto em 3 partes iguais de —2 objetos, pois poderia nao
existir alguma simetria que garantisse uma particao exata, muito menos a possibilidade
de repartir este objeto em “—3 partes iguais”.

Por que entao nao podemos supor que % =07
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Primeiramente, é necessario compreender o significado de um niimero fracionario ou o
quociente entre dois nimeros. Baseando-nos na teoria exposta na subsecao 4.3.3 Axiomas
de Corpo Ordenado Completo, o quociente entre dois nimeros é definido da seguinte
forma:

Dados trés niimeros reais a, b e ¢ tais que a = bc, caso b “tenha um elemento inverso”
denominado b~! (o detalhe destacado é crucial para manter a consisténcia entre as ope-
ragoes e serd comentado mais adiante) devido ao fato de a operagdo de multiplicagao ser

bem definida (1° axioma de corpo) sabemos que:

a=bc = b lta=b"lbe
= b la=(b"1the
= bla=1c

= bla=c

Para justificar a 2%, 3% e 4® linha de raciocinio foram utilizados respectivamente os
axiomas 3, 7 e 4. Desta forma, define-se portanto que ¢ é o quociente de a por b escrevendo

7 em vez de b~L.a, ou seja, se a = be entdo ¢ = 7

Observe que este quociente 3 ndao é uma operagao entre os niimeros reais a e b, mas
sim uma representacao de um numero real ¢ tal que a = bc.

Compreendendo o significado de um quociente, podemos analisar o significado da
expressao 8.

Todo raciocinio utilizado na definicdo do quociente partiu da hipétese de que b (o
denominador) admite um elemento inverso, logo, para que o quociente em questao repre-
sente algum ntimero é necessario que o nimero zero admita um elemento inverso. Sendo
assim, fagamos uma releitura do sétimo axioma relativo ao corpo ordenado dos nimeros

reais K.

7 Ezisténcia do elemento inverso: Todo x € K com x # 0 possui um inverso =%, tal

que x.xl = 1.

Justamente, de acordo com este axioma, o nimero 0 foi preestabelecido como o tinico
elemento pertencente ao corpo dos niimeros reais que nao pode possuir inverso. Diante
deste fato, somente nos resta entender o porqué.

Como mencionamos no capitulo 3, na formulacao de um sistema axiomatico, a primeira
regra a ser seguida é que o sistema seja consistente. Isso significa que nao pode existir
qualquer tipo de conflito 16gico entre os axiomas escolhidos. Pois bem, caso 0 possuisse
um elemento inverso isso iria contra uma consequéncia imediata dos axiomas 1, 2, 3, 4,
5 e 6, em outras palavras o sétimo axioma estaria em desacordo com “todos os outros
axiomas”. Logo, a primeira regra basica de formulacdo de um sistema axiomético nao

seria satisfeita. Vejamos como isto ocorre.
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Dado um nimero real qualquer a, sob a luz dos seis primeiros axiomas, analisemos o
produto a.0.

De acordo com os axiomas 4 e 6 temos que:

a.0 =a(0+0) = a.0 4 a.0.

Mas o primeiro axioma garante que podemos somar —(a.0) nos dois lados da igualdade

resultando em:

a.0 — (a.0) = (a.0 + a.0) — (a.0).

E valendo-se dos axiomas 5, 3, 2 e 4 podemos concluir que:

0=a.0—(a.0) = (a.0+a.0) — (a.0) = a.0+ (a.0 — (a.0)) = a.0+ 0 = a.0.

Portanto, através dos seis primeiros axiomas, conclui-se que a.0 = 0 para todo a real.

De forma que, por reducdo ao absurdo, caso existisse o inverso de zero, digamos 071,
terfamos 071.0 = 1, mas isso seria um absurdo, pois acabamos de provar que a.0 = 0
para qualquer a pertencente ao conjunto dos reais inclusive o suposto 01,

Sendo assim, a fim de preservar a consisténcia entre os axiomas nao se pode permitir
a existéncia do quociente % e isto é garantido pela condi¢ao imposta no 7° axioma.

E compreensivel o porqué de os primeiros matemdticos a trabalhar com o nimero 0
nao terem identificado a inconsisténcia em considerar o quociente entre dois zeros igual
a zero. Para demonstrar este erro utilizamos teorias e conceitos formulados apés séculos
de reflexdes e contribuicoes de varios dos maiores matematicos da Historia. Até porque
nem sempre os paradoxos relacionados a este quociente sao facilmente perceptiveis.

Quem nunca se deparou com este tipo de problema? Determine o valor de x na

equacao:

2 = 4x.

Devido a simplicidade desta equacao, é possivel deduzir o valor de x apenas questionando-

se qual o niimero cujo dobro é igual ao seu quadruplo? Isso seria contraditorio e absurdo
para quase qualquer ntimero, menos para o numero zero que obviamente é a resposta
correta.

Entretanto, métodos de resolucao de equagoes como o método dedutivo ou o método
da falsa posicao infelizmente nao sao tao difundidos, devido a isso, estudantes estao mais

habituados a simplificar equacoes utilizando a lei do cancelamento.
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A lei do cancelamento em relagao a multiplicacao foi discutida no secao 4.3. Na pratica,
esta lei é interpretada como se fosse permitido dividir todos os termos da equacao pelo
mesmo numero. Facamos desta forma.

Dividindo a equagao por 2z verificamos o seguinte absurdo:

2x:4x:>2—x:4—m:>1=2.
T 2x

Diante deste impasse, poderiamos tentar de outra forma, desta vez primeiro utilizando
a lei do cancelamento em relacao a adi¢ao e depois finalizando com a mesma lei em relagao
a multiplicagao.

2x

0
=4dr=>2r =22 +4+2r=>0=2r = — = — = 0=2.
T T

Outro absurdo é encontrado! isto ocorre pois estamos admitindo que 7 = 1, e como
sabemos, esta afirmacao é verdade para quase todos os ntimeros. Todavia, ja foi identi-
ficado de antemao que x = 0, logo, quando dividimos a equagao por z estamos gerando
uma inconsisténcia entre as operacgoes validas, uma vez que o quociente 8 surge nova-
mente. Contudo, este exemplo possui uma sutileza muito particular, caso aceitassemos a
validade da sentenca 8 = 0 nos dois casos apresentados, se houvesse uma desconfianca de
que x = 0, ao invés de um absurdo, chegariamos a conclusao de que 0 = 0. Havemos de
concordar que este resultado nao seria de todo mal, talvez este poderia ser o motivo de os
matematicos hindus considerarem como correta tal incoeréncia, entretanto, esta claro que
nao podemos permitir tal consideracao pois isto colocaria em cheque toda a consisténcia
da teoria dos nimeros reais.

Vejamos algumas afirmacoes paradoxais que podem surgir em problemas matematicos

da educacao bésica ao considerar a existéncia de 071

- Todo niimero real é igual ao seu dobro.

Considere um nimero real a representado por b desta forma:
a=b.
Multiplicando por a os dois lados da igualdade;
a® = ab.

Subtraindo b2 dos dois lados;

2?2 =ab— b

Fatorando a diferenca de quadrados e o termo a direita da equacao;

(a—0b)(a+b) = (a—Db)b.
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Dividindo ambos os lados por (a — b);
a+b=nb.
Mas a = b, portanto b+ b = b e assim obtemos;
2b =b.
- Todo niimero é igual a zero.

Utilizando o mesmo raciocinio anterior, basta subtrair b dos dois lados da equacao e

assim obteremos b = 0 qualquer que seja p. 201

Estes dois paradoxos ocorreram devido a consideramos que % = 1 uma vez que a = b
entdao a —b = 0 logo o quociente EZ:Z% nao pode ser igual a 1 como ja foi discutido
anteriormente.

Até o momento, apenas foi discutido um caso particular da divisao por zero. Contudo,
o que pode ser dito do quociente § com a # 0, serd que neste caso a divisao é permitida?

Consideremos por absurdo que § = b , com b pertencente aos reais. Pela definicao de
quociente ja apresentada, podemos dizer que esta igualdade significa que a = 0.0, mas de
acordo com os seis primeiros axiomas b.0 = 0 e isto nos leva a admitir que a = 0, mas isto
¢ um absurdo pois a # 0 de acordo com a nossa hipétese. Portanto sé nos resta admitir
que nao existe b pertencente aos reais tal que § = b com a # 0.

Esta claro que, de nenhuma forma, o niimero zero pode assumir o papel de denomi-
nador de uma fragdo. Vejamos outras implica¢oes absurdas que podem surgir ao ignorar

este fato.

- Todo par de niimeros diferentes sao iguais.
Consideremos dois ntimeros reais a e b, tais que a # b, sem perda de generalidade

podemos considerar a > b de modo que existe ¢ > 0 tal que:
a=>b+c.
Multiplicando os dois lados por a — b obtemos;
a® —ab = ab+ ac — b* — be.
Subtraindo dos dois lados da equacao o termo ac temos que;
a® — ab — ac = ab — b* — be.
Pode-se fatorar os polindmios dos lados da equagao de forma a obter;

ala—b—c) =bla—b—c).
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Note que o fator (a — b — ¢) multiplica os dois lados da equagao, portanto utilizando a lei

do cancelamento chegamos a conclusao que:

a=b.
Entretanto, ndao podemos esquecer de que a hipétese do problema era que a # b. [200

O segredo por tras deste paradoxo estd no fato de que a — b — ¢ = 0, logo, aplicar a lei
do cancelamento é um erro, uma vez que, como enunciado no secao 4.3, a lei s6 é valida
para todo fator diferente de zero que multiplica os dois lados da equacao. Mais uma vez o
numero zero se torna um caso particular proibido em uma operagao matematica, portanto
busquemos compreender o porqué desta proibicao.

Recordando o que vimos na secao 4.3 a respeito da definicio de elemento regular
relativo a uma operagao, um elemento é considerado regular quando ¢é valida a lei do
cancelamento tanto a esquerda quanto a direita. Sendo assim, quando dividimos ambos
os lados de uma equagao por um mesmo ntumero, o que estamos fazendo na realidade é
aplicando a lei do cancelamento em relacao a operagao de multiplicacao.

A questao é, se somente vale a lei do cancelamento para elementos regulares, como
podemos saber se um elemento é regular ou nao? A proposi¢do a seguir é a chave para

resposta desta pergunta:

Proposicao 5.1. Se a operagcio . sobre K é associativa, tem elemento neutro e e um

elemento a € K é simetrizavel, entao a é regular.

Entende-se por elemento simetrizavel qualquer a € K obedecendo a seguinte condicao:

se e € K é elemento neutro de uma operacao . sobre K, existe ' € K tal que d’.a = e =

a.a.

Neste caso, consideremos que K é um corpo ordenado, logo K = R e a operacao .

refere-se a multiplicagao. Portanto, segue a demonstracao:
Sejam x,y € K tais que a.xz = a.y e r.a = y.a. Como a é simetrizavel e . é uma

operacao associativa, entao, do fato de a multiplicacao ser bem definida:
ot (a.x) =a " (ay).

Utilizando a propriedade associativa, do elemento simétrico e do elemento neutro;

(e ta)e=(a"ta)y e
er =ey <

T =1.
De forma analoga prova-se que:

T.0 =y.a& T =Y.
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Prova-se portanto que todo elemento x simetrizavel é regular e por isso a lei do cance-
lamento pode ser aplicada para todos os z € R/{0}.H3!

Ja sabemos que todos os nimeros reais, com excecao do zero, sao simetrizaveis e
portanto, todos estes elementos sao regulares. Mas apenas com esta afirmacgao ainda nao
podemos dizer se o niimero zero é um elemento regular ou nao, a tinica vantagem obtida
é que somente é necessario se preocupar com um unico caso especial.

Portanto, a forma mais simples de demonstrar que a lei do cancelamento nao vale para
o nimero zero é apresentando um contraexemplo.

A demonstracdo por contraexemplo é indicada quando se deseja mostrar que uma
propriedade é falsa. Para tanto, vamos supor que a lei do cancelamento vale para o
numero zero, desta forma:

Sejam dois nimeros reais a e b tais que a # b, ja demonstramos que a.0 = e b.0 = 0,

sendo assim, se a lei do cancelamento vale para o niimero zero conclui-se que:
0=0<a0=b0=a=0>

ou,
0=0<0a=0bsa=hb.

Mas a # b, portanto, através deste exemplo comprovamos que esta propriedade é falsa,
logo a lei do cancelamento nao é valida quando aplicada ao ntimero zero.

Com este ultimo exemplo, concluimos os trés tipos obstaculos que podem surgir no
contexto da educacgao basica, que sao eles o quociente %, os quocientes ¢ com x € R/{0}
e a lei do cancelamento ou corte envolvendo o niimero 0.

Vimos que o surgimento de resultados paradoxais ocorre quando, de alguma forma,
quebramos a consisténcia entre o conjunto de axiomas que estabelecem os principios fun-
damentais de funcionamento da teoria em questdo. E importante ter em mente que
a estrutura de corpo ordenado foi moldada exclusivamente para evitar estes paradoxos.
Neste caso, o axioma 7, que define a existéncia do elemento inverso e que elimina a pos-
sibilidade da divisao por zero, foi concebido de forma a nao entrar em conflito com todos
os outros 6 axiomas.

Apresentar estas regras aos alunos sem demonstrar suas motivagoes, agrega a Mate-
matica um carater superficial que ela nunca teve, os erros e paradoxos fazem parte do
raciocinio que levaram a Matematica a ser como é. Assim, esperamos que estes exemplos

paradoxais possam servir como objeto de estudo em sala de aula.

5.2 REGRAS DE SINAIS

Northrop (2014) afirma que paradoxos também ocorrem quando existe uma diferenga
entre a nossa percepcao intuitiva da realidade e a realidade em si. Sobre este aspecto,

quando analisamos operagoes que envolvem niimeros negativos, resultados nada intuitivos
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podem aparecer: a possibilidade de somar ao nimero 4 um outro niimero e como resultado
obter 2, ou seja, obtém-se a metade de um niimero mesmo somando algo a ele; ou entao
subtrair uma quantidade do ntimero 4 e obter 8, dobrou-se o valor de uma quantidade
mesmo realizando uma subtragao; pode-se dobrar um nimero e ele se tornar menor; ou
ainda multiplicar dois valores menores que zero e o resultado ser maior que zero.

Esses resultados soam paradoxais pois nossa percepcao intuitiva da realidade tende a
buscar uma contextualizacao para operagoes matematicas, muitas vezes relacionando-as
com manipulagoes entre objetos concretos, em detrimento de uma interpretacao abstrata
intrinseca a estas operacoes. E costume relacionar a adicdo ao processo de acrescentar
objetos a uma dada colecao; a subtragao ao processo de retirar objetos; e a multiplicacao
por um numero inteiro a uma sucessao de somas, pois esta é uma das primeiras formas
com que nos relacionamos com as operagoes numéricas e isto tem a ver com a nossa
percepcao de uma realidade concreta. Contudo, a realidade em si, que neste caso é a
realidade matematica, nao lida com objetos concretos, mas sim abstragoes que obedecem
as suas proprias regras.

Devido a estas questoes, operagdoes com numeros negativos sao considerados como
obstaculos epistemoldgicos, pois a busca de uma fixacdo em uma contextualizacao gera
inconsisténcias, mesmo que tais contextualizagoes sejam tuteis em alguns casos. Relaci-
onar por exemplo niimeros negativos ao extrato de uma conta bancéaria em divida ou a
profundidade de um ambiente em relacdo ao nivel do mar, pode ser bastante eficaz no
ensino da adi¢do entre nimeros negativos. No entanto, esta abordagem torna o ensino das
regras de sinais entre o produto destes niimeros algo frustrante para muitos estudantes.

E natural que opera¢oes com niimeros negativos causem estranheza. Foram necessé-
rios mais de 1500 anos para que estas operagoes fossem totalmente compreendidas. Sendo
importante observar que a motivagao para sua formalizacao advém de aplicagoes referen-
tes a propria Matematica, dentro do contexto de manipulacoes algébricas, isto ¢, este
conhecimento ndo foi constituido de uma maneira pratica, mas sim teérica. 2%

Por volta do ano 1000 A.C. os chineses ja realizavam operacoes de soma e subtra-
¢ao entre nimeros negativos, porém nao os aceitavam como solugoes de equacoes. Essa
deficiéncia foi parcialmente sanada pelos hindus. Brahmagupta, que viveu por volta
do ano 628, elaborou métodos para calcular solucdes gerais de equagdes quadraticas
considerando também as solugoes negativas, além de enunciar as regras de sinais para
multiplicagao e divisd@o envolvendo ntimeros positivos e negativos. Apesar dos gregos ja
conhecerem as regras de sinais através das identidades geométricas, como por exemplo
(a—b)(c—d) = ac+ bd — ad — be, os termos negativos desta identidade nao eram inter-
pretados por eles como niimeros, ao contrario da interpretacao hindu.F!

Foi enunciado em uma publicagao de 1572 pelo mateméatico Rafael Bombelli (1526-
1572) as seguintes regras operatérias com ntimeros inteiros, juntamente com os seguintes

exemplos:
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Mais por mais dd mais; menos por menos dd mais; Mais por menos dd
menos; menos por mais dd menos; Mais 8 por mais 8, dd 64; menos & por
menos 6, dd mais 30; Menos 4 por mais 5, dd menos 20; mais 5 por menos 4,
dd menos 20. 11

Mesmo na Renascenca, quando os matematicos ja conheciam as regras de sinais, existia
uma resisténcia em aceitar os nimeros negativos como solucao de equacoes. Isso pode ser
observado no trabalho de Michael Stifel (1486-1567) intitulado Arithmetica integra, no
qual as propriedades algébricas dos niimeros negativos ja eram bem formuladas. Apesar
disso, Stifel os denominava como “numeri absurdi”. 13]

Buscar uma contextualizacao para a regra de sinais sem recorrer a propriedades pura-
mente matematicas foi um desafio até mesmo para Euler. Em uma obra voltada ao ensino

de matematica ele faz as seguintes declaragoes comentadas por Glaeser (1985):

A multiplicaciao de uma divida por um numero positivo ndo apresenta qual-
quer dificuldade: trés dividas de a escudos fazem uma de divida de Sa escudos.
Logo b.(—a) = —ab.

Observa-se, neste exemplo, que a multiplicacdo é uma operagdo externa. O
argumento fica, pois, sem valor, se o multiplicador ndo for um inteiro natural.

Por comutatividade, Euler deduz dai que (—a).b = —ab.
Argumento sem valor para uma lei externa. Que significa (—3) ganhos de
a escudos?

Resta determinar o que é o produto (—a).(—b).

E claro, diz Euler, que o valor absoluto é ab. Trata-se, portanto, de decidir
entre +ab e —ab. Como (—a).b jd vale —ab, a tinica possibilidade restante é de
que (—a).(—b) = +ab. (GLAESER, 1985, p.64-65, apud RIOS, 2017)

A fim de apontar as dificuldades na interpretacao do significado dos niimeros negativos
enfrentada pelos matematicos ao longo da histéria, Glaeser (1981, apud ALMOULOUD,

2007) listou 6 obstaculos referentes a este conhecimento, sao eles:

1. Inabilidade para manipular quantias negativas isoladas;

2. Dificuldade para dar um sentido a quantias negativas isoladas;
3. A unificacao da reta numérica;

4. Ambiguidade dos dois zeros;

5. A estagnagao ao estagio das operagbes concretas (por oposigdo ao estagio das ope-
ragoes formais) como sendo a dificuldade de se descartar de um sentido ‘concreto’

dado aos seres numeéricos;

6. Busca de um modelo unificador: encontrar um ‘bom’ modelo aditivo, valido para o

modelo multiplicativo.

Glaeser organizou em uma tabela os obstaculos que alguns matematicos famosos su-
peraram ou nao. O sinal 4 indica a superacao dos obstéculos, o sinal — significa que nao

superou e o ponto de interrogacao significa que nao ha informacgoes suficientes.
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Obstéculos \ Autores | 1 | 2 |3 |4 |5 |6
Diofanto -

Simon Stevin -1 -1-1-7-
René Descartes +| 7 -7

Colin MacLaurin + 1+ -1-1+1+
Leonhard Euler + 4+ |+ 7] -] -
Jean D’Alembert + -1 -1-1-7-
Lazare Carnot + 1 - -1-1-1-
Pierre de Laplace + |+ |+ 7] -7
Augustin Cauchy + 4+ - -+ 7
Herman Hankel + I+ |+ + ]+

Tabela 1: Matematicos famosos que superaram obstéculos. (GLASER, 1981, p. 309, apud
ALMOULOUD, 2007)

Apesar de Diofanto conhecer as regras de sinais, sendo atribuido a ele o primeiro
registro de tais regras no final do século III, as regras eram descritas apenas como um
procedimento para readequar os resultados, nimeros negativos nao eram considerados
numeros por ele; ja Stevin considerava os nimeros negativos como um artificio de calculo
e nao os interpretava como solucoes de equagodes; MacLaurin por sua vez obteve um
grande avanco sobre o entendimento deste assunto, contudo nao pode estabelecer uma
teoria completa dos ntimeros inteiros por nao considerar a ambiguidade dos dois zeros
(zero como valor absoluto e zero como origem de uma reta numérica contendo niimeros
positivos e negativos); Euler, como observado anteriormente, ndo superou os obstéculos 5 e
6 buscando contextualizacoes inconsistentes. Foi apenas no final do século XIX que todos
os obstéculos foram superados com a publicagdo do trabalho de Hermann Hankel (1839-
1873). Em um trabalho denominado Teoria dos Ntimeros Complexos, Hankel demonstra,
que as regras de sinais sao consequéncias da preservacao de algumas propriedades ja
conhecidas dos niimeros positivos, como a propriedade distributiva da multiplicacao em
relagdo a adigdo (axioma 6, vide subsecdo 4.3.3), bem como demonstra compreender
o conceito de sinais operatorios, que representam operagoes, e sinais predicativos, que
caracterizam um nimero como elemento simétrico (axioma 5, vide subsecdo 4.3.3).H

Hankel deu um grande passo ao considerar que a natureza dos nimeros nao ¢ substan-
cial, mas sim teérica. Este deve ser o verdadeiro contexto em que as regras de sinais devem
ser ensinadas pois isto revela a caracteristica intrinseca aos niimeros, que sua natureza ¢
determinada por suas propriedades.

Apresentamos na se¢ao 4.3 trés formas diferentes de caracterizar o conjunto dos niime-
ros reais, porém a definicdo mais adequada para a andlise e deducao das operagoes com
numeros negativos € o sistema axiomatico que define um corpo ordenado completo, corpo
isomorfo ao conjunto dos nimeros reais. Pois as questoes relativas a regra de sinais tém

um carater puramente algébrico, proprio do sistema axiomatico em questao.
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Com apenas estes cinco problemas, é possivel explicar todas as operagoes relacionadas
a regras de sinais. Dados a, b € R/{0} pode-se demonstrar utilizando os axiomas de

Corpo que:

a) sea+b=0, entdo b = —a e a = —b;
)

) (=1)a = —aq;
d) (—a)b = —(ab);
e) (—a)(—b) = ab.

A propriedade descrita na letra a nao costuma gerar duvidas nos estudantes, porém

o

neste exemplo é importante destacar que o sinal negativo na frente dos reais a e b sao
sinais predicativos que indicam por exemplo que —a é o elemento simétrico ao nimero
a (conforme definigdo referente ao axioma 5). Somando portanto —a em ambos os lados
da igualdade temos —a + (a +b) = —a + 0, segue da associatividade da adi¢gdo que
(—a+a)+b= —a, logo 0+ b = —a, ou seja, b = —a. Isso quer dizer que o elemento
simétrico a a pode ser descrito como —a. Somando —b em ambos os lados da equacao e
seguindo o mesmo procedimento conclui-se que a = —b.

Alguns podem pensar que a letra b exemplifica a regra do produto entre dois niimeros
negativos, contudo observe que s6 existe um nimero real do lado esquerdo da equacao,
portanto nao existe uma multiplicacao entre dois ntimeros reais, mas sim dois sinais
predicativos, um sinal que indica o simétrico de a (sinal dentro do parénteses) e outro
sinal que indica o simétrico do simétrico de a (sinal fora do parénteses). Sendo assim,
como a + (—a) =0, a é o simétrico de —a por definicao.

A letra ¢ por outro lado, indica o produto entre dois ntimeros reais, um negativo e
um positivo. Esta equacao surge da ideia de que 0 = 0a = ((—1) + 1)a, aplicando a

propriedade distributiva e somando —a dos dois lados da equagao temos que:

—a=((~Da+a) + (—a) = (~D)a+ (a+(-a) = (~1)a+0= (~L)a.

E com este resultado podemos generalizar este produto e demonstrar que um ntimero
negativo qualquer —a, vezes um nimero positivo qualquer b resulta em um nimero nega-

tivo. Logo:

(—a)b = ((~1)a)b = (~1)(ab) = —(ab).

Portanto, é consequéncia dos axiomas de corpo que um ntmero negativo vezes um po-
sitivo é negativo, e pela comutatividade da multiplicacdo (Axioma 2) um nimero positivo

vezes um negativo também é negativo.
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5.3 RAIZES QUADRADAS DE NUMEROS NEGATIVOS

Por fim, a letra e, que ilustra o produto de dois nimeros negativos, pode ser demons-

trada utilizando os exemplos anteriores como se segue:

(0—a)(=b) = ((=D)a)(=b) = (=1)(a(=b)) = (=1)(=(ab)) = —(—(ad)) = ab.

Alguns professores costumam ensinar a regra de sinais considerando que o primeiro
sinal & esquerda significa “o inverso”. Ao apresentar por exemplo a multiplicagao (—2)(—3)
é ensinado que o inverso de um nimero negativo é positivo, logo (—2)(—3) = 46, e no
caso de (—2)(43) o raciocinio seria: o inverso de um nimero positivo é negativo, e assim
(—2)(+3) = —6. Esta analogia pode ser 1til se o objetivo for que os alunos sejam capazes
de “decorar” a regra de sinais, contudo tal interpretagao nao tem nenhum sentido légico,
no caso de (—2)(—3), o primeiro sinal significaria “o inverso” e o segundo sinal significaria
“negativo”, como se o significado de um sinal fosse relativo a posicao que ele ocupa na
operacao, ou na ordem em que se l&, ao invés de ser apenas uma consequéncia de sua
definicao. Esta pratica apenas deturpa o sentido mateméatico das regras de sinais criando
obstéaculos e inconsisténcias intransponiveis.

Um caso especial desta tltima regra diz que (—1)(—1) = 1, este resultado é o primeiro
passo de seis passos que causaram o paradoxo —1 = 1 ilustrado no capitulo 5.

Vejamos novamente a sequéncia de operagoes que geraram o paradoxo:

1=1 &
1= (-1)(-1) &
Vi=/(-1)(-1) «
1=/(=1)y(-1) &
1= (i) () &
1 =42 &
1=-1

Ja sabemos, portanto, que a primeira passagem estd correta. Isso leva a crer que
alguma propriedade de radiciagdo ou potenciacao foi utilizada de maneira incorreta. A

resposta para este paradoxo sera o objeto de estudo da préxima secao.

5.3 RAIZES QUADRADAS DE NUMEROS NEGATIVOS

Nao hé nada de errado com as raizes quadradas de niimeros negativos, apenas devemos
compreender que este tipo de niimero nao ¢é real, ou melhor dizendo, nao é elemento do
conjunto dos niimeros reais. Logo, nao necessariamente gozam de suas propriedades.

Na realidade estes niimeros sao elementos de um conjunto que integram os chamados
ntmeros complexos ou niimeros imaginarios. O desenvolvimento desta teoria estd direta-

mente relacionado a evolugao da algebra simbdlica e de estudos sobre equagoes algébricas.
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Em 1484 na Franca, um manuscrito escrito por Nicolas Chuquet (1445-1488) denomi-
nado Triparty em la Science des nonbres, contém tanto equacoes com ntimeros negativos
escritos de forma explicita, quanto algumas técnicas para calcular raizes de equagdes po-
linomiais de coeficientes inteiros. Neste trabalho Chuquet ja havia identificado que as
solugoes de algumas equagoes continham nimeros imaginarios. Nestes casos ele afirmava
“Tel nombre est ineperible”. 13]

Os avangos nesta area continuaram a acontecer, em 1545 Geronimo Cardano (1501-
1576) tornou publica as solugoes dos polinomios de graus 3 e 4, um marco no desenvolvi-
mento da Algebra. Ao buscar a solucdo do problema de se dividir 10 em duas partes «
e [ tais que o produto fosse 40 (problema representado pela equagao 2 — 10z 4+ 40 = 0,
ele se deparou com a seguinte resposta: o = 5+ /(—15) e § = 5—4/(—15). Cardano
nao aceitava tais solugoes, pois apenas o conjunto dos nimeros reais era conhecido na
época, ele se referia as raizes quadradas de niimeros negativos como solugoes “sofisticas”,
afirmando a inutilidade destes resultados. E interessante comentar que até mesmo os
nimeros negativos eram considerados como “ntmeros ficticios” por Cardano.™?

O primeiro matematico a considerar os nimeros imaginarios como nimeros de fato,
foi Rafael Bombelli (1526-1572) estabelecendo regras de sinais entre multiplicagoes envol-
vendo a unidade imagindria \/(—1). Cardano, apesar de considerar tais solugoes como
absurdas, as admitia como artificio para encontrar solugoes reais.

Coube a Albert Girard (1595-1632) admitir que tanto os niimeros negativos quanto
os numeros imaginarios fazem parte do conjunto das possiveis raizes de uma equagao
polinomial.

Um século depois, Euler denotou 1/(—1) por i; desmistificando as operagdes matemé-
ticas envolvendo este niimero, pois com esta representagao os nimeros imaginarios podem
ser manipulados como polinémios lineares em ¢; além de desenvolver a representagao dos
numeros imaginarios na forma polar.

No inicio do século XIX, Gauss batizou estes nimeros como nimeros complexos,
utilizando-os para provar alguns resultados em Teoria dos Numeros. Ele foi uns dos
primeiros a interpretar estes niimeros como pontos do plano, utilizando essa abordagem
em sua primeira demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra que diz que toda
equacao polinomial de coeficientes complexos tem ao menos uma raiz complexa.

Tanto quanto os niimeros negativos, os niimeros imaginarios foram considerados absur-
dos, sofismas e contraditorios. Leibniz dizia que estes niimeros estavam entre a existéncia
e a nao existéncia “da mesma forma que o espirito santo de Deus”.

Conhecer a historia deste conjunto sé evidencia o porqué deste conceito ainda causar
tanto embaraco em estudantes de Matematica. A motivagao para seu desenvolvimento
foi puramente tedrica e suas aplicagoes encontram-se em campos de pesquisa nada usuais,
como em calculos de circuitos elétricos, de fenomenos eletromagnéticos ou da aerodinamica
de avives. Areas do conhecimento que na maioria das vezes nao fazem parte do repertério

adquirido por um professor de matematica. Portanto é natural a presencga de obstaculos no
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processo de ensino e aprendizagem destes conceitos. Contudo, é possivel utilizar alguns
paradoxos para discutir as propriedades fundamentais dos niimeros complexos que os
diferenciam dos ntimeros reais, bem como defini¢oes fundamentais por vezes esquecidas,
ou nao discutidas.

Uma dessas defini¢des no campo dos niimeros reais ¢ a da extracao de raizes quadradas,
representada pela notacao V- Para compreender como a convencao que regula o uso deste
simbolo foi definida, é necessario antes, conhecer alguns aspectos importantes relacionados
ao corpo dos numeros reais.

Foi apresentado na subsecao 4.3.3 que o conjunto dos niimeros reais ¢ um corpo orde-
nado completo. Recordemos que ser ordenado significa que existe um conjunto P C R,
denominado conjunto dos elementos positivos, tais que a soma e o produto de elementos
positivos sao positivos e dado qualquer x € IR s6 pode-se afirmar um das trés possibilida-
des: oux =0,ouzr € Pou —x € P.

Sendo assim, para qualquer real z # 0 temos que 22 € P, ou seja, o quadrado de um
numero real diferente de zero “é sempre positivo”. De fato, se x # 0 entdao ou z € P ou

2 = g.2 € P e no segundo caso z? = (—z).(—z) € P.

—x € P. No primeiro caso x

Em um conjunto ordenado define-se uma relagao de ordem, que pode ser representada
pelo simbolo < | esta relagdo diz que y < x quando x —y € P, em particular se x > 0
entao x € P.

Passemos agora a discussao a respeito da extragdao da raiz quadrada de um nimero
real.

Sejam z,y € R com z positivo, tais que 22 = y, « é chamado de raiz quadrada de y e
fica convencionado que seu valor “nao negativo” é denotado por x = /.

E importante destacar com respeito a esta convencao que, de acordo com o que foi
discutido anteriormente, como z e y sao elementos de um corpo ordenado entao y > 0

2 em outras palavras, ndo hd como existir a raiz

“obrigatoriamente”, uma vez que y = x
quadrada de um nimero negativo em um corpo ordenado completo, ou seja, no conjunto
dos niimeros reais.

Outra observacao importante é que sempre vao existir apenas dois valores de x que

satisfazem a equacao z?

=y, sao eles \/y e seu simétrico —,/y.
Em posse destas informacgoes, algumas conclusées podem ser tiradas do seguinte pa-

radoxo em questao:
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Passo 0 1=1 &
Passo 1 1= (-1)(-1) &
Passo 2 V1=/(-1)(-1) &
Passo 3 1=4/(=1)y/(-1) &
Passo 4 1=(i)(7) &
Passo 5 1= &
Passo 6 1=-1.

A primeira consideracao a ser feita é: A qual conjunto o ntimero 1 pertence? Este
numero sera considerado um ntimero real ou um nimero complexo?

Esta é uma observacao crucial para que se possa compreender os fatores que culminam
neste paradoxo. Entre os seis passos descritos, existem inconsisténcias diferentes nas
operacoes realizadas dentro dos dois dominios, a saber o dominio dos reais e dos complexos.

Consideremos que 1 pertence ao dominio dos nimeros reais: O passo 1 é uma aplicacao
da regra de sinais exposta na secdo anterior, o passo 2 decorre do fato de 12 = 1 < /1 = 1.
O que pode ser dito sobre o passo 37 Nesta etapa a seguinte propriedade foi aplicada:
sejam a,b € R, entdo vab = \/a.v/b.

Acontece que esta propriedade decorre do fato de que se z2

=aey® = b, como
2%y? = (2y)? (devido a propriedade associativa da multiplicacio), entdao ab = (y/a.v/b)?,
ou ainda, vab = \/5\/5 Por hipotese a e b sdo positivos e por isso essa propriedade nao
pode ser aplicada a ntimeros negativos. Além disso j& foi demonstrado que /—1 nédo é
um numero real. Portanto, as inicas operacoes aceitas no conjunto dos reais seriam, ou
seguir o caminho contrario, ou efetuar a multiplicagao (—1)(—1). Assim é garantido que
sejam realizadas operagoes consistentes com as defini¢oes estabelecidas e com os axiomas
considerados, eliminando entao a possibilidade de um paradoxo.

Entretanto, o que ocorre caso o numero 1 seja um nimero complexo? Neste caso a
situacio muda completamente. Deve ser considerado que \/—1 existe, e por definicdo
i = v/—1. Sendo assim, o que poderia estar errado?

Na verdade a convencao estabelecida para o simbolo \/ hao ¢ a mesma nos dois domi-
nios. Ao contrario do caso real em que esta convencao considera apenas uma das raizes

2 = g, no campo complexo esta consideracdo nao existe.

da equacao x
Isso porque no conjunto dos ntimeros reais, ao considerarmos a convengao mais geral
que engloba o conceito de raiz enésima dados um real positivo b e um natural n > 1,
“existe um unico real positivo” a, tal que a” = b, sendo assim podemos denominar a como
sendo a raiz enésima de b, que simbolicamente pode ser definido como sendo a = V/b.
Assim, ao aplicar a regra Vab = {75{75 nao existe ambiguidades entre os resultados

esperados, pois s6 existe uma tnica raiz enésima por defini¢ao.
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E importante observar que a unicidade da raiz enésima nao ocorre no dominio dos
nimeros complexos.

Dado z # 0 um nimero complexo definido em sua forma trigonométrica:

z =r(cosf + isinb).

A solugao da equagao complexa w™ = z, com n natural, é representada por n valores

de w que podem ser calculados pela féormula:

0 + 2xl 0 + 2wl
w = ”]z|<cos< +n7r>+isin< +n7r>>,l:0,1,---,n—1-

Ao utilizar a notagdo w = {/z, bem como a propriedade Vab = (‘/E(’/E, devemos

saber com quais das n raizes enésimas estamos trabalhando.

Por exemplo, o nimero complexo z = 1 na sua forma trigonométrica é dado por

z = cos(0). Desta forma, sua raiz quadrada pode ser calculada como se segue:

V1 =cos(nl) ,1=0,1.

Portanto, z = 1 possui “duas raizes complexas representadas pelo mesmo simbolo”
V1, a saber 1 e —1, pois estes sdo os valores de cos (0) e cos (7) respectivamente.

A ocorréncia do paradoxo se deu devido ao fato de que no passo 3, dentre as duas
possibilidades para o valor de v/1, foi escolhido v/1 = 1, entretanto neste mesmo passo,
foi feita a operagao \/(—1)(—1) = \/(—1)\/(—1), esta escolha gerou uma ambiguidade
que deixou implicita a escolha de v/1 = —1, uma vez que a expressao \/m \/@ nao
representa mais (/(—1)2. Ela é uma expressdao que comporta “duas possibilidades”, uma,
vez que y/(—1)(—1) = 2 comporta “apenas uma possibilidade” descrita pela definicio
2= —1.

Este paradoxo sobre o campo complexo é consequéncia de um processo de generalizacao

abusiva destacado por Artigue como um fator gerador de obstaculos epistemolédgicos.

O exemplo a seguir ilustra outra generalizacao abusiva muito comum cometida pelos
estudantes ao utilizar a seguinte definicao de raiz enésima: b € R} e n € Z*, define-se
() = .

Dado a € R, extraindo a raiz quadrada dos dois lados e aplicando a defini¢ao sobre

a equacdo (—a)? = (a)? ocorre o seguinte paradoxo:

64



5.3 RAIZES QUADRADAS DE NUMEROS NEGATIVOS

Passo 0 (—a)? = (a)? &
Passo 1 V(=a)? = /(a)? &
Passo 2 ((—a)%)2 = ((a)?)? &
Passo 3 (—a)% = (a)% &
Passo 4 (—a)! = (a)? &
Passo 5 —a = a.

A definicao desta propriedade estabelece claramente que sé é valida para b > 0, por-
tanto ela foi aplicada no passo 2 de maneira correta, uma vez que tanto (—a)2 quanto
(a)2 sdo maiores que zero. Na realidade o erro ocorre no passo 3 especificamente no lado
esquerdo da equagao.

Neste passo foi utilizada a seguinte propriedade: se b € R* e m,n € Q entao (b™)" =
b,

Sendo assim, ndo se pode fazer ((—a)?)'/2 = (—a)?/2, uma vez que se a > 0 entdo
—a < 0.

Na realidade, toda expressio y/(a)? para qualquer a real, é equivalente a |a| (m6dulo

de a). Pois 1/(a)? representa o valor positivo de x solugdo da equagao 2 = ad?.

Portanto, a forma adequada de prosseguir no raciocinio seria:

Passo 0 (—a)? = (a)? &
Passo 1 \/(—a)2 = \/(a)2 &
Passo 2 | —a| = |al &
Passo 3 a = a.

Toda propriedade ou definicdo na matematica é estabelecida baseada em hipdteses que
delimitam seu campo de atuac¢ao. Pelo fato do simbolo a delimitar apenas uma solugao
da equacdo de numeros reais " = a, todas as propriedades operatorias da radiciacao
somente sao aplicaveis neste conjunto.

Este ultimo exemplo mostra o que ocorre quando se insiste em utilizar sobre o dominio

complexo propriedades definidas no conjunto dos reais.
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Passo 0 vV—1=+v-1 &
-1 1
P 1 —_— =y —
asso ] — &
Passo 2 ;1 = i =
VI~V
Passo 3 (=1)/(=1) = V1V1 &
Passo 4 =1 <
Passo 5 i2=1.

A propriedade utilizada no passo 2 nao é definida no conjunto dos nimeros complexos.

Esse paradoxo ¢ similar ao primeiro tratado nesta secao e serve para demonstrar o quanto
é necessario conhecer as premissas que tornam adequadas a utilizagdo de propriedades
operatorias. A historia da mateméatica nos mostra que o estudo de resultados paradoxais,
como as raizes quadradas de niimeros negativos, faz parte da esséncia do desenvolvimento

matematico. Logo, quem os ignora, desconhece parte do significado da matematica.

5.4 OPERACOES COM LOGARITMOS

Como destacado na se¢ao anterior, o desenvolvimento da teoria que fundamenta o
conjunto dos niimeros complexos ocorreu devido a um estimulo puramente tedérico. Ao
aceitar uma estrutura algébrica capaz de fundamentar sentencas que expressam relacoes
entre incognitas numéricas e métodos generalizados para determinar o calculo de tais
incognitas, consequentemente, os mateméaticos se viram diante de resultados puramente
tedricos, como 2 = —1. Num primeiro momento, estes resultados eram evitados, contudo,
com o avang¢o dos métodos algébricos, ficou clara a necessidade de estudar e fundamentar
melhor esses conceitos.

Apesar de o primeiro contato dos estudantes com logaritmos ter um carater puramente
teodrico, sendo caracterizado como a funcao inversa da fungdo exponencial, inicialmente
os logaritmos foram concebidos como uma simples ferramenta de calculo baseada em sua
“propriedade fundamental” de transformar produtos em somas.

Entre os séculos XVI e XVII atividades praticas como: o estudo do movimento dos
planetas, ou a navegacao e até mesmo a fabricacao de relégios, demandavam calculos
cada vez mais precisos, e apesar de ja existir ferramentas que auxiliavam na execugao
desses célculos, como o abaco e outros instrumentos, tais ferramentas nao eram eficientes
para computar multiplicagoes entre niimeros grandes, pois estas operagoes sao de fato
bastante trabalhosas quando realizadas sobre nimeros com varios digitos. Foi para suprir

esta demanda que os logaritmos foram criados por John Napier (1550-1617).
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Inspirado em relagoes trigonométricas que transformam produtos em somas; como
por exemplo sin (A) sin (B) = 1/2(cos (A — B) — cos (A + B), largamente utilizadas na
Europa do século XVI para este fim; e também nas propriedades ja conhecidas de produto
de poténcias de mesma base em que se conserva a base e apenas sao somados os expoentes,
tornando desnecesséria a realizagao de uma multiplicagao, Napier imaginou a possibilidade
de representar todos os nimeros como uma poténcia (que denominaremos por N) de
mesma base. Assim a multiplicacdo se resumiria em uma soma entre expoentes, a divisao
em uma subtragao e a extragao de raizes seria uma divisao entre expoentes.

Desta forma, ele escolheu 1 — 10~7 como base, e para evitar niimeros decimais multi-

plicou por 107 . Assim as poténcias N eram calculadas pela férmula:

N =10"(1—-10"")".

O expoente L era chamado por Napier de “logaritmo de N”. Levou-se ao menos 20
anos para que ele concluisse os célculos de uma tabela, com precisao de 7 casas decimais,
que relaciona cada valor de IV ao seu respectivo logaritmo L. Napier publicou sua tabela
em 1614 num texto intitulado Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Descri¢ao da
maravilhosa lei dos logaritmos).

Sua ferramenta foi recebida com grande entusiasmo pela sociedade cientifica. No
ano seguinte a sua publicacdo, o matematico Henry Briggs (1561-1630) visitou Napier
pessoalmente para propor melhorias a sua ferramenta. Os dois chegaram a conclusao de
que a base dez seria mais adequada, e comegando com log(10) = 1 Bringgs calculou os
logaritmos de 1 a 1000, cada um com precisao de quatorze casas decimais!

Esta ferramenta passou a ser largamente utilizada pela sociedade cientifica. Grandes
pensadores, como por exemplo Johann Kepler (1571-1630) e Bonaventura Cavalieri (1598-
1647), utilizavam e divulgavam com entusiasmo este conhecimento. O impacto desta
invencao foi notério, mais tarde Pierre Laplace (1749-1827) chegou a afirmar que os lo-
garitmos foram responsaveis por dobrar a vida dos astronomos, uma vez que o emprego
deste método para calculos agilizava significativamente a computacao dos dados.

Os logaritmos continuaram sendo largamente utilizados apenas como ferramenta de
calculo por muito anos, até que, por volta do final do século XVII, através de estudos da
fungao exponencial, realizados por John Wallis (1616-1703), Newton e J. Bernoulli (1667-
1748) que destacavam as relagdes entre progressoes aritméticas e geométricas, constatou-se
que a funcao logaritmica seria a inversa da funcao exponencial.

Na verdade, o estudo da funcao exponencial e logaritmica ocorreu paralelamente ao
desenvolvimento do cédlculo infinitesimal. Seus problemas fundamentais, a quadratura
de curvas e o céalculo de retas tangentes a uma curva dada, indicavam que a funcao
logaritmica era a chave para solucao de um problema fundamental, a area abaixo da
hipérbole equilatera.

Pierre de Fermat (1601-1665), havia com sucesso calculado a drea abaixo da familia

de curvas descritas pela expressdo f(z) = 2™ com n inteiro. A partir da origem esta drea
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¢ calculada pela formula A(z) = z("*1) /(n 4 1), observe que obrigatoriamente n # —1
para que nao ocorra uma divisao por zero. Assim, a formula de Fermat falha no calculo da
4rea abaixo da hipérbole equildtera f(x) = z~!. Contudo o matematico belga Grégoire
de Saint-Vincent (1584-1667) identificou que esta area é caracterizada por uma fungao
logaritmica de base desconhecida. Newton o denominou este logaritmo como Logaritmo
Hiperbolico.

Coube a Euler identificar a base deste logaritmo desconhecido. De acordo com Sim-

mons (1987), no processo de derivagdo de uma funcao logaritmica de uma base "a" qual-

quer, Euler chegou no seguinte resultado:

d 1 l _ 1\"
—log, z = —log, | lim <1+> ] .
dx xT n— 400 n

Jé& era do conhecimento de Euler que o limite expresso entre colchetes convergia para
a base da fungdo exponencial f(x) = e®, portanto ele verificou que, ao considerar a base
"e" denominando log.(x) como In(z) este resultado equivale a seguinte expressao:

d 1
—In(x) = —.
dx x

Pelo conhecido Teorema Fundamental do Calculo, a derivacao corresponde a operacao
inversa da integracao, sendo assim, sob a luz deste teorema isso significava que o nimero "e"
era base do logaritmo hiperboélico. Diante da descoberta, Euler rebatizou esses logaritmos
como Logaritmos Naturais.

O século XVIII foi um periodo de grandes descobertas na Matemaética, o método
do Calculo Diferencial e Integral foi uma importante ferramenta que impulsionou varias
destas descobertas. Porém, como toda nova teoria, ele carecia de fundamentos que ga-
rantiam a consisténcia de seus resultados. Assim, surgiram varios paradoxos relacionados
a manipulagoes algébricas que continham equivocos muito parecidos como os cometidos
atualmente na educacao basica.

J& eram conhecidas muitas propriedades aritméticas dos logaritmos, Considerando a
definicdo moderna da funcao logaritmica sob o dominio do conjunto dos ntimeros reais,

os matematicos ja sabiam que:

log 2" = nlogx.

Acontece que se x < 0, utilizar esta propriedade pode ocasionar em muitos paradoxos.
Leibniz e J. Bernoulli identificaram esse problema e trocaram cartas discutindo sobre a
natureza dos logaritmos de niimeros negativos.

Partindo do fato de que In(1) = 0, Bernoulli concluiu que:

In(1) = In(—1)* = 2In(—1) = 0.
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Afirmando portanto que In(—1) = 0.
Esta afirmacao origina o velho paradoxo descrito pela equagao -1=1, uma vez que, ao
considerar adequado o uso desta propriedade, pode-se concluir de forma generalizada o

seguinte paradoxo:

Passo 0 (—a)? = (a)? &
Passo 1 log (—a)? = log (a)? &
Passo 2 2log (—a) = 2log (a) &
Passo 3 log (—a) = log (a) &
Passo 4 —a = a.

Considerando o caso particular em que a = 1, obtemos a equacao —1 = 1.
Além de calcular logaritmos de niimeros negativos, Bernoulli tomou o mesmo raciocinio

aplicando a regra também em ntmeros complexos chegando a outro paradoxo.

log(v/—1) = log(—1)2 = ;log(—l) = 0.

Sob a luz de seus resultados, ele pensou haver provado que o logaritmo de ntimeros

NI—=

negativos seria um nimero real igual ao logaritmo de seu médulo.

Este mesmo erro foi cometido também pelo matematico francés Jean-le-Rond D’Alembert

(1717-1783) que apesar de ser um grande matemético, sendo o primeiro a apresentar uma
prova rigorosa da irracionalidade de 7, realizou as mesmas operagoes realizadas por Ber-
noulli chegando ao mesmo resultado.

Em 1728 através de uma carta enviada a Bernoulli, Euler demonstra algumas proprie-
dades dos logaritmos de niimeros negativos que indicavam que estes deveriam possuir uma
infinidade de valores todos multiplos de um ntimero complexo puro, ou seja, desprovido
da parte real. 28 Essa questdo foi encerrada em 1747 quando em uma carta enderecada
a D’Alembert, Euler soluciona o problema e demonstra que suas suposicoes anteriores
estavam corretas. 8

Foi Euler quem estabeleceu a definicio formal que conhecemos dos logaritmos de
numeros reais. Em posse desta definicao, utilizando a base "e" dos logaritmos naturais para
fundamentar seu argumento, Euler demonstrou que o logaritmo natural de um nimero
negativo nao poderia existir no dominio do conjunto dos ntimeros reais. Logo, nao se
pode afirmar que tal logaritmo goze de todas as propriedades admitidas no conjunto dos
numeros reais.

Para entender o porqué de os logaritmos de ntimeros negativos nao pertencerem ao do-
minio dos niimeros reais é necessario interpreta-lo sob a seguinte definicao que caracteriza

a funcao logaritmica como a inversa da funcao exponencial de variavel real.
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Definicdo 5.2. Se x,b € R,0<b# 1 ex >0, entdo logya = a < b* = a.

Considerando a funcéo logaritmo definida como sendo f : R% — R que f(z) = log,
com 1 # b > 0, nosso questionamento consiste em entender o porqué de esta fungao ser
definida sob o dominio dos ntimeros reais positivos.

De acordo com esta definicio podemos estabelecer a funcéo inversa f~1 : R — R tal
que f~1(x) = b* com 1 # b > 0. Assim, esclarecendo o porqué de a imagem da funcio
exponencial f~! ser restrita aos niimeros reais positivos, estara esclarecido o porqué de o

dominio da func¢ao logaritmica f estar restrito aos niimeros positivos, pois:

FLUR-RY & f: Ry - R

No inicio desta se¢ao, destacamos que os logaritmos foram concebidos segundo uma
propriedade fundamental, a propriedade de transformar produtos em somas. Em lingua-
gem algébrica isto significa que a funcao f(x) = logx é tal que, f(zy) = f(z) + f(y).

De fato, mais precisamente, prova-se que a fungao logaritmica é “a tnica funcao que
goza de tal propriedade” e é totalmente caracterizada por ela de acordo com o seguinte

teorema:

Teorema 5.3. Seja f: R%. — R wma fun¢ao mondtona injetiva tal que f(zy) = f(z) +
f(y) para quaisquer z,y € R%. Entdo existe b > 0 tal que f(x) = logyx para todo
T € ]R*JF.IM/

Sendo a fungdo exponencial sua relagdo inversa, serd que podemos supor que sua
propriedade fundamental é a de transformar somas em produtos?

Isto de fato é verdade. Considerando f~: R — R’ uma funcao monétona e injetiva,
pode-se provar a seguinte afirmacdao: f~!(z +y) = f1(2).f " (y) (vide referéncia [I5]
capitulo 8.4 - Caracterizacdo da funcao exponencial). Em outras palavras, afirmar que f~!
é uma funcao que transforma somas em produtos é equivalente a afirmar que f~!(z) = a®,
cujo a = f~1(1), ou seja, f~! define uma fungao exponencial.

Com a ajuda desta caracterizacdo fundamental é facil demonstrar que o conjunto
imagem de f~! sé pode ser formado por niimeros reais positivos, pois para todo z € R,

f~Y(z) é sempre positivo, uma vez que:

P (e () G

De acordo com os axiomas de corpo ordenado, ja foi demonstrado que todo niimero
elevado ao quadrado é sempre positivo, portanto f _1(1’) > 0.

Assim, exatamente pelos mesmos motivos de que nao existe a raiz quadrada de um
niimero negativo no conjunto dos nimeros reais, fica demonstrado que a imagem de f~1
é formada por ntimeros reais positivos. Na verdade podemos verificar em [15] capitulo 8.3
- A funcdo Exponencial, que a funcao exponencial f~!: R — R% ¢é sobrejetiva e conse-

quentemente o conjunto R compde o dominio de f, quer dizer, da funcao logaritmica.
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Isso resolve parte do paradoxo, pois ao considerarmos a operagao do passo 2:

log(—a)? < 2log(—a).

Realizamos uma operacao utilizando uma propriedade definida apenas entre ntimeros

reais, o termo log(—a) ndo existe, ou seja, nao é elemento do conjunto dos niimeros reais.

Na realidade, realizando operacao validas, o paradoxo nao pode existir, como ilustrado

pelas operacoes a seguir:

Passo 0 (—a)? = (a)? &
Passo 1 log (—a)? = log (a)? &
Passo 2 log (a)? = log (a)* &
Passo 3 a? = a?.

Euler, enviou diversas cartas a D’Alembert sustentando que os logaritmos de niimeros
negativos nao possuiam um valor real. Baseado na funcao y = e* e conhecendo a seguinte
expansao racional e = 1/00+ 1/11+1/21+1/3!+1/4!+ -+ como = = In(y), ele
considerava impossivel que uma poténcia real de e retornasse um valor negativo para vy,
diante disso ele afirmou que o logaritmo de um nimero negativo deveria ser um “ntmero
impossivel”.

Contudo, Euler sabia que até os nimeros negativos ja haviam sido considerados como
numeros impossiveis, e investigando a fundo o problema ele demonstrou que logaritmos
de ntimeros negativos poderiam ter uma interpretacao numérica diferente do conjunto dos
numeros reais. Mais tarde, Euler denominou estes niimeros impossiveis como grandezas
imaginérias. 2

Utilizando a conhecida série de Maclaurin, ele calculou as expansoes polinomiais das
fungoes sin(z), cos(z) e €, e permitindo que a varidvel z assumisse um valor imaginério
1y, Euler descobriu uma das mais belas equagoes matematicas conhecida como identidade
de Euler:

e = cos(y) + isin(y).

De forma geral, dado o nimero complexo z = =z 4 i1y expresso em coordenadas
retangulares, calculando o ntimero e* o resultado também serd um ndmero complexo

w = r(cos(f) +isin(f)) expresso na forma polar como se segue:

oF — T — Ty el’(cos(y) +z’sin(y)) = w.
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Dois ntiimeros complexos sao iguais quando possuem as mesmas coordenadas polares.

Isso significa que r = e”, e devido a periodicidade das func¢oes seno e cosseno, para cada
valor de y existem infinitos valores de # que tornam w = e?, a saber y = 0 + 2kn, k € Z.

Na realidade esta nova expressao exponencial e* = w pode ser melhor interpretada
como uma transformagao entre coordenadas retangulares (x,y) e coordenadas polares
(r,6) e ndo como uma fungao. De acordo com estas equagoes, r depende apenas de =,
mantendo o valor de x constante e variando o valor de y sobre uma reta vertical z = c o

resultado serd uma circunferéncia de raio r = e concéntrica a origem conforme a figura

a seguir.
v
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Figura 7: Transformagao entre planos. (MAOR, 2008, P. 226)

A principal diferenca entre as fun¢ées exponenciais em variavel real e a complexa é
que a funcao de variavel real é monotona, portanto injetiva, isso significa que para cada
z diferente de y entdo f(x) é diferente de f(y), contudo no campo complexo isso nao
ocorre. Conforme ja demonstrado um mesmo nimero complexo z gera infinitos valores
de imagem f(z) = w = e* diferentes.

Assim, para que Euler pudesse definir um conceito de logaritmo de um nimero com-
plexo (sendo os nimeros negativos um caso especial) ele teve de abrir mao da injetividade
da funcao e interpretar o simbolo In(w) como “um conjunto de valores”, de forma que: se

w = €* o logaritmo natural de um nimero complexo entdo In(w) pode ser definido como:

In(w) =z &
In(w) =z + 1y &
In(w) = In(r) +i(0 + 2kn), k € Z.
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Podemos entéao utilizar esta férmula para calcular In(—1). Se —1 é um nimero com-
plexo (caso fosse um nimero real ndo existiria in(—1)) sua representacao na forma polar

seria w = 1(cos T +isinm). Logo r =1 e 6 = 7, e o célculo de In(—1) serd dado por:

In(—1) =in(1) +i(r + 2km), k € Z.

Sendo assim, In(—1) admite, por exemplo, os seguintes valores: —mi, i, 37, 5H7i.
Da mesma maneira podemos calcular in(—1) e encontrar os valores: 0, 27, 47i.
Perante estes resultados, o paradoxo encontrado por Bernoulli pode ser interpretado

da seguinte forma: este paradoxo conclufa falsamente que In(—1) = 0 uma vez que,

In(1) = In(—1)* = 2In(-1) = 0.

Se assumirmos que estamos a operar no dominio dos nimeros complexos temos que
rejeitar a propriedade operatéria utilizada por Bernoulli, ou seja, log(z)™ = nlog(z) mais
especificamente, Inz? = 2in.

Na verdade, Euler demonstrou que dados dois complexos z e w, ainda permanece

valida a caracteristica fundamental dos logaritmos, em outras palavras:

In(z.w) = lnz + lnw.

Considerando z = w temos que:

Inw? = Inw + Inw.

Mas, se forem somados os membros do lado direito da equacdo obtém-se lnw? =
2lnw validando a operacao paradoxal realizada por Bernoulli. Contudo, afirmar que
Inw + lnw = 2lnw vai contra tudo o que foi discutido anteriormente e é a causa da
inconsisténcia.

Como ilustrado anteriormente, Euler concluiu que a fungao logaritmica nao é injetiva
no campo complexo. Sendo assim, ele definiu que o simbolo In(w) representa “qualquer
um dos diversos valores possiveis do logaritmo de w”. Nao se pode considerar que In(w) +
In(w) seja a soma de dois valores iguais, o que de fato ndo sdo neste exemplo, pois essa
consideragao resulta em um paradoxo.

Neste caso, para resolver o problema basta considerar dois valores simétricos de In(—1)

como por exemplo —7i e 77, desta forma uma sequéncia correta de operacoes validas seria:

In(1) = In(—=1)* = In(=1) + In(-1) = —7i + i = 0.

Mais uma vez demonstra-se que a falta de uma definicdo ou o desconhecimento dela,
neste caso a definicao do simbolo que representa o logaritmo de um nimero negativo, e a

generalizacao de operacoes estendendo-as inadvertidamente a dominios aos quais ela nao
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pertence, sdo as principais causas de paradoxos matematicos que ocorrem na educagao
basica.

Sobre este tema, podemos destacar também alguns paradoxos veridicos, aqueles resul-
tados que sao aparentemente contraditérios, mas na realidade sao verdadeiros. A iden-
tidade de Euler nos mostra muitos destes resultados, um deles é que, paradoxalmente,
poténcias de niimeros complexos podem ser reais!

Tomando x = 7 chegamos ao seguinte resultado:

e = cos(z) +isin(x) &
'™ = cos(m) + i sin(n) &
e = —1+i0 &
e'm = —1.

Um ndmero inteiro —1 pode ser representado como uma poténcia de nimeros trans-
cendentais e imaginarios!

#n(b) Jescobre-se que 7°

Ou entao, utilizando a férmula de mudanga de base b* = e
representa infinitos valores, todos eles niimeros reais.

De fato:

i = ilnl(i) — gii(5+2km) _ e‘l(%“’”),k cZ.

Um desses valores possiveis pode ser aproximado por i* = e ™2 ~ 0, 208. Resulta-
dos assim soam aparentemente paradoxais sempre que buscamos uma contextualizagao
que dé significado concreto aos nimeros. Como ilustrado neste trabalho, este é um com-
portamento que sempre esteve presente na historia da matematica. Mas, no entanto, a
histéria também nos mostra que este pensamento foi superado por aqueles que desejavam
compreender como funciona esta ciéncia maravilhosa.

Paradoxos neste campo nao ocorrem somente sobre niimeros complexos. Utilizando
logaritmos de ntimeros reais podemos demonstrar que, com uma simples distragao, pode-
se encontrar resultados absurdos.

Partindo da hipdtese verdadeira que 3 > 2, mas cometendo um descuido, podemos
concluir que 4 > 8 utilizando propriedades validas de logaritmos.

Se 3 > 2, multiplicando os dois lados da inequagao por In(1/2) obtém-se:
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Passo 1 3in(1/2) > 2in(1/2) =3
Passo 2 In(1/2)% > 2in(1/2)? &
Passo 3 In(1/8) > In(1/4) &
Passo 4 1/8>1/4 &
Passo 5 4> 8.

Este paradoxo ocorre, nao devido as propriedades de logaritmos utilizadas, mas porque
a monotonicidade da multiplicacdo com respeito a relagdo de ordem nao foi obedecida.

A faldcia ocorre quando multiplicamos a inequagao por In(1/2), pois este logaritmo
representa um “numero negativo”. assim de acordo com a definicao de ordem, se 3 —2 é

positivo e —In(1/2) é positivo, entdo o produto deve ser positivo, ou seja:

—In(1/2)(3-2) >
—3In(1/2) + 2In(1/2) >
2In(1/2) > 3ln(1/2)
In(1/2)* > In(1/2)3
(1/2)* > (1/2)?
1/4>1/8
8 > 4.

S A

Este raciocinio equivale a inverter o sinal da inequacao quando a mesma é multiplicada
por um ntmero menor que zero. Portanto, a causa do paradoxo ocorreu no passo 1, quando
nao foi considerando que a expressao In(1/2) representa um nimero negativo, apesar de
o sinal negativo nao estar presente nesta representacao.

Muitas dos detalhes discutidos nesta secdo e nas outras; como a definicdo da relagao

de ordem, as restrigdes existentes nos dominios de fungoes, as dedugoes de propriedades,

as caracteristicas que diferem corpos ordenados e nao ordenados, a andlise de axiomas,

etc; as vezes sdo encarados como estudos tediosos, pois os livros de mateméatica, em sua
maioria, nao relacionam o conhecimento apresentado a motivagao que resultou na criacao
daquele conhecimento.

Como podemos perceber, os paradoxos matematicos muitas vezes desempenharam esse
papel de motivacao. Seu carater desconcertante nos traz a sensacao de que estamos diante
de algo sobrenatural, —1 = 1, 4 > 8, 2a = a com a # 0, e todos os outros paradoxos

discutidos despertam nossa curiosidade, nos fazem refletir e transformam uma informacao

que nos dava a sensacao de tédio em um conhecimento que nos traz alivio e satisfacao.

Inserindo-os, portanto, no processo de ensino e aprendizagem ¢é possivel que todos possam
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provar da sensagao experimentada por aqueles que amam e vivem a Matematica. Assim,
talvez mais pessoas se sintam inclinadas a seguir uma carreira nesta area e assumir o

papel de pesquisadores matematicos na sociedade.



CONSIDERACOES FINAIS

Pesquisando a respeito das origens da Matematica, verificamos que estas surgem tanto
de descobertas quanto de crises. Este segundo viés destaca a importancia do papel dos
paradoxos no desenvolvimento da Matematica, eles representaram verdadeiros obstaculos
que exigiram muito trabalho e reflexdo de figuras brilhantes desta area do conhecimento.
A superacao deles refletiu no aperfeicoamento e desenvolvimento do conhecimento mate-
méatico. E fundamental que os professores reconhecam este processo como algo intrinseco
a propria Matematica. Desta forma poderao aperfeicoar seus métodos de ensino assimi-
lando este processo em suas praticas pedagogicas.

Entender que a Matematica nem sempre esteve livre de incoeréncias ajuda a quebrar
o paradigma de que erros nao sao permitidos, ou que eles devam ser evitados a todo custo
no processo de ensino, ou ainda que a forma mais eficiente de evita-los é apelar para a
memorizagao.

Ainda se faz necessario discutir a respeito destes paradigmas, pois naturalmente a
realidade escolar ocorre como um reflexo das relagoes sociais predominantes que acabam
por influenciar as praticas pedagdgicas. Devido a nossa histéria social e politica, vivemos
em um pais no qual o pensamento prevalecente é conservador e tecnicista. Isto se reflete
em um ensino que busca atender as expectativas dessa sociedade.

Sob esta perspectiva, o aluno é formado para se tornar um cidadao apto a seguir a
ordem vigente e a atuar no mercado de trabalho. Sem espaco para reflexdes, e com o
objetivo de manter o status quo do sistema economico, as técnicas pedagbgicas de ensino
da matematica buscam apenas tornar o aprendizado eficiente e produtivo. Neste aspecto,
as praticas de ensino se resumem a memorizagao de contetdos para aplicagoes especificas
que sao organizadas em listas de exercicios. 22

Esta pratica de ensino foi agravada pelo movimento da Matematica Moderna que des-
tituiu da Matematica seu carater histérico, atribuindo uma importancia excessiva ao es-
tudo axiomatico desta ciéncia, de suas estruturas algébricas e da Teoria dos Conjuntos.2H
Neste contexto, o conhecimento matematico perde parte de sua esséncia que é o processo
de experimentacgao e descoberta.

E interessante que haja uma reflexdo da parte de professores cujas praticas pedagdgicas
ainda sofrem forte influéncia do pensamento conservador e tecnicista ou do movimento da
Matematica Moderna. Pois, devido as perdas de significado no conhecimento matematico
que ocorrem sob este tipo de abordagem, nossos alunos possuem uma visao distorcida do
que de fato é a Matematica. O reflexo disto pode ser notado no frequente uso inconsis-

tente de operagoes aritméticas, como a divisao por zero, ou na utilizacdo de propriedades

inexistentes como \/(a +b) = v/a + Vb ou (a+b)" = a" + b".

7
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Diante destas perdas, é vital um movimento de mudanca, de revolucao. Mesmo que
seja necessario estabelecer um novo contrato didatico atribuindo ao erro uma funcionali-
dade diferente no processo de ensino e aprendizagem.

Retomar o significado de obstaculos epistemoldgicos langa luz sobre as questoes pedagé-
gicas envolvidas no trabalho do educador. Ao utilizar como estratégia didatica problemas
que envolvam paradoxos, professores podem unir conhecimentos historicos, praticos e me-
todicos da matematica sob uma analise filosofica e psicologica do pensamento matematico,
e com isso tornar o ensino da Matematica plenamente significativo.

O conhecimento dos fatores geradores de obstaculos epistemoldgicos unido ao entendi-
mento dos conceitos relativos ao sistema axiomatico da Matemaéatica, aumenta a habilidade
dos professores de identificar equivocos ou contradigoes que possam surgir no contexto
didatico da educacgao basica.

Este tipo de abordagem torna os professores mais preparados e aptos a criar uma
situacao de aprendizagem cujos aspectos didaticos estejam em consonancia com o que
vem sendo salientado nos Parametros Curriculares Nacionais, como o desenvolvimento da
capacidade dos alunos de estabelecer conexoes entre diferentes campos da matematica,
relacionando ideias matematicas entre si e o reconhecimento do carater epistemologico da
matematica que vai além da aplicagao pratica de seus teoremas no cotidiano e no mundo
do trabalho.

Assim nossos alunos poderao compreender que a matematica nao é algo infalivel e que

por isso seu desenvolvimento é dindmico, aberto a discussoes e a novas descobertas.
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APENDICE

Teorema .1 (Teorema da Diagonalizacdo). Supondo ¢ uma expressao qualquer de uma
linguagem L e [¢] o nome desta expressao disponivel em L, para qualquer férmula ¢(v)
da linguagem aritmética, v sua unica varidvel livre, existe uma frase 6 nessa linguagem

de forma que 6 <> ¢([0]) € uma verdade demonstrdvel na aritmética.

Demonstracao:

Iremos demonstrar que, a partir de qualquer propriedade expressa pela férmula ¢(x),
existe uma frase que atribui essa propriedade a si mesma.

Seja portanto () uma férmula qualquer da linguagem aritmética, com z sua tnica
varidvel livre, temos que [p(z)] o nome desta férmula.

Denomina-se diagonal de ¢(z) a férmula resultante ¢([p(z)]) e a operagao de diago-
nalizacao é expressa através do predicado Dzxy, sendo a féormula x a diagonal da férmula
y.

Utilizando v (z) para expressar a férmula Jy(Dyx A ¢(y)) que significa que alguma
diagonal de x possui a propriedade ¢, a diagonal de ¥ (x) serd dada por Jy(Dy[Iy(Dyx A
©(y))] ANe(y)) que significa que alguma diagonal de ¢ (x) possui a propriedade ¢.

Denotando diagonal de ¢ (z) por A, como o nome de uma férmula é tnico, a férmula
expressa por A é a unica diagonal de ¢ (x).

Portanto,

A Ty(y = M Aey)).

Que é equivalente a:

A o([A]).

Kurt Godel utilizou este lema para construir uma frase que atribui a si mesma a
propriedade de ser indemonstravel. Denominando de ¢ a expressao ‘nao demonstravel’ na

linguagem £, Godel produziu uma frase X tal que A <> o([A]).28

Teorema .2 (Teorema da indefinibilidade de Tarski). Se £ é uma linguagem capaz de

expressar a aritmética, entdo nao é possivel definir em L um predicado de verdade em L.

Para provar o teorema pode-se utilizar a reducao ao absurdo:
Caso fosse possivel definir em uma linguagem £ um predicado de verdade V(x), entao

para toda frase ¢ de L pelo teorema da diagonalizacao:

o < Ve(le])-
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Mas se Vr(x) ¢ uma férmula de £ (com uma tUnica varidvel livre) entdo ~ Vi (x)

(negagao de V() também o é, portanto, novamente pelo teorema da diagonalizacao:

p o~ Ve([e])-

E isto implica que:

~ Ve(le]) < Velle))-

Em outras palavras, uma contradicao. Portanto devemos abandonar a suposicao inicial

de que é possivel definir em £ um predicado de verdade em L.
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