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“ .. for geometry, you know, is the gate of science, and the gate is so low that one can
only enter as a little child.”

“. ..pois a geometria, vocé sabe, é o portao da ciéncia, e o portao é tao baixo que 50 se
pode entrar como uma pequena crianga.” (‘Tradugao livre)

- William Kingdon Clifford
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RESUMO

Apresentamos as Algebras Geométricas (ou de Clifford) com o intuito de minimizar a
dicotomia Geometria-Algebra. Apresentamos tais Algebras Geométricas sobre R" de
maneira axiomatica e exploramos interpretacoes geométricas de objetos centrais desse

formalismo. No caso n = 2 apresentamos aplicagoes da algebra a nivel do Ensino Médio.

Palavras-chave: 1. Algebra Geométrica. 2. Algebra de Clifford. 3. Multivetores. 4.
Blades. 5. Ensino Médio.

ABSTRACT

We present Geometric Algebra (or Clifford Algebra) as a powerful formalism able to
minimize the Geometry-Algebra dichotomy. We present those Geometric Algebras over
IR™ through an axiomatic approach and explore geometric interpretations of the main
objects of this formalism. Also, we present applications of those algebras with n = 2 for
High School.

Keywords: 1. Geometric Algebra. 2. Clifford Algebra. 3. Multivectors. 4. Blades.
5. High School.
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INTRODUCAO

Alguns dos contetidos conceituais a serem desenvolvidos no Ensino Médio carecem de uma
aplicacao pratica. A relacdo dos discentes para com tais contetidos depende ainda mais

da relagdo do docente com esse e sua visao sobre educacao matematica.

E certo que as ferramentas mateméticas nos ajudam a lidar com a rea-
lidade concreta. Seu uso reiterado no dia a dia e sua importancia como
linguagem das Ciéncias, em todas as areas, sdo indiscutiveis. Mas ha
algo na Matematica que escapa a qualquer sentido préatico/utilitario, que
expressa relagoes, as vezes surpreendentes, e nos ajuda a construir sig-
nificado do mundo da experiéncia [...]. Para enfrentar as dificuldades
com o ensino da matematica, mais do que despertar o interesse pelas
suas aplicacbes praticas, é fundamental desvelar sua beleza intrinseca.
(MACHADO, 2012, p. 13)

Nesse sentido, o presente trabalho busca evidenciar as Algebras Geométricas como
poderosa ferramenta capaz de corroborar a apreciacao da beleza intrinseca da Matematica
ao aproximar duas areas desse saber que sao, comumente, vistas como disjuntas: Algebra
e a Geometria.

A busca incessante por aplicagoes praticas para cada um dos conceitos trabalhados na
educagao basica pode acarretar em uma concepc¢ao extremamente simplista da matematica
como ferramenta utilitaria para resolugao de problemas reais. Em seu texto, Silveira et

al. (2014) fazem observagoes acerca da contextualizacdo no ensino da matematica.

[...] a contextualizagdo da mateméatica pode trazer sérias implicagdes ao
seu ensino, primeiro porque negligencia a natureza de suas proposicoes,
em outras palavras, um teorema se constitui a partir de construgoes
l6gicas e ndo por observagoes empiricas, como se constitui os objetos de
outras dreas de conhecimento [...].

Outra implicacdo decorrente da contextualizagdo no ensino da ma-
tematica é o fomento a visdo utilitaria da disciplina. Tal visdo leva
professores e alunos ao constante questionamento acerca das aplicagoes
praticas dos contetidos matematicos estudados em sala de aula, e o que
é pior, acreditam que obtendo uma resposta, o que nem sempre é possi-
vel, a matemédtica escolar torna-se mais significativa. (SILVEIRA et al.,
2014, p. 169)

As Algebras Geométricas se mostram aplicdveis em diversos campos das ciéncias e
tecnologia, com énfase em aplicagoes na fisica (desde mecénica classica a fisica quantica)
e computacio grafica, sendo possivel encontrarmos artigos de aplicacéo das Algebras Geo-
métricas até mesmo para determinagao de estruturas moleculares. No entanto, o presente
trabalho nao se atém a aplicacoes de tais algebras para além da prépria matemaética:
o objetivo desse trabalho ¢ vislumbrar as Algebras Geométricas como um importante

formalismo para o préprio conhecimento matematico.



SUMARIO

Ainda que haja material sobre as Algebras Geométricas (ou de Clifford), muitos desses

sao voltados as suas aplicagoes; caracterizando, assim, textos complexos e que, por vezes,

nao trazem em seu escopo conceitos béasicos para a compreensao de tais algebras.

Diante do exposto, pretende-se, nesse trabalho:

« explorar a geometria intrinseca as Algebras de Clifford;

o considerar o tratamento de vetores no Ensino Médio e como tal abordagem nao se

contrapoe a estrutura de Espacos Vetoriais;

« propor ao leitor que atua na educacao basica revisitar conceitos de Espagos Vetoriais;

» apresentar conceitos basicos para a compreensao inicial das Algebras Geométricas;

» apresentar as Algebras Geométricas sobre um sistema axiomatico e sem a neces-

sidade de conceitos complexos como, por exemplo: tensores, formas quadraticas,

operadores de criagao ou aniquilacao.

« apresentar o uso das Algebras Geométricas para conceitos a nivel do Ensino Médio.

Para tanto, essa dissertagao esta organizada da seguinte maneira:

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.

Capitulo 5.
Capitulo 6.

Capitulo 7.

Apéndice A.

Apresentamos uma breve nota histérica sobre o desenvolvimento e a corre-

lacao da geometria e algebra, desde Euclides a Hestenes.

Capitulo motivacional no qual duas motivagoes sao apresentadas. A pri-
meira, mais voltada para o campo algébrico e como a nao comutatividade
para o caso geral de um produto de vetores traz implicagdoes que merecem
ser observadas. A segunda, uma motivagao mais voltada para o campo geo-
métrico e como é 1til um produto que combine o produto escalar de vetores

e o produto exterior de Grassman.

Um capitulo elementar no qual exploramos o conceito de vetores no plano,
tal como é apresentado aos estudantes de Ensino Médio, e fazemos a forma-

lizagao do conceito de Espacos Vetoriais.

Principal capitulo dessa dissertacdo. Neste, apresentamos o sistema axio-
matico para as Algebras Geométricas e, a partir dele, seguimos com uma

breve exploracao de tais algebras.
Apresentacao da interpretacao geométrica de Blades.
Aplicacoes da Algebra Cly ao Ensino Médio.

Breves consideragoes sobre essa dissertacao e apontamentos sobre possiveis

trabalhos futuros.

Um capitulo adicional no qual fazemos uma breve apresentacao sobre outras
assinatura e apontamos exemplos de Algebras de Clifford sobre espacos

vetoriais munidos delas.



BREVE NOTA HISTORICA

A tentativa de unificar a algebra e a geometria ndo é uma ideia nova, tampouco desconhe-

2 3

cida. Ao lermos z“ ou z° como “xis ao quadrado” e *

‘xis ao cubo” estamos a descrever,
respectivamente, a area de um quadrado de lado x e o volume de um cubo de aresta .

Podemos considerar o primeiro avango nesse sentido o trabalho de Euclides (aprox. 300
a.E.C.): Os Elementos. Nao que Euclides tenha feito um esbogo de uma unifica¢do, mas
sua estrutura axiomatica da geometria sustenta conceitos algebrizados posteriormente.
(DORST; FONTIJNE; MANN;, 2009; VAZ JUNIOR, 1999)

Um importante trabalho sobre uma unificacao ocorre com René Descartes e o surgi-
mento da Geometria Analitica. Em 1679, a ideia de uma unificagdo foi defendida por
Leibniz em um ensaio a Christiaan Huygens; essa carta foi publicada posteriormente em
1833. (VAZ JUNIOR; ROCHA, 2016; DORST; FONTIJNE; MANN, 2009; VAZ JUNIOR,
1999)

Figura 1: René Descartes (1596 - 1650). Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9

Descartes>.

Figura 2: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/
Gottfried  Wilhelm Leibniz>.
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BREVE NOTA HISTORICA

Um importante avango no caminho de uma unificagdo é a interpretacdo geométrica
dos nimeros complexos. Antes dos trabalhos de Jean-Robert Argand e de Carl Federich
Gauss, os nimeros complexos eram apenas artificios para a obtencao de raizes de equacoes
algébricas (CORREA, 2020; VAZ JUNIOR, 1999). Anterior aos trabalhos de Argand e
Gauss, Caspar Wessel é o primeiro a apresentar o conceito de vetores, no entanto seu

trabalho nao foi notado pela comunidade (OLIVEIRA, 2015).

Em 1787 e em um de seus trabalhos, Wessel apresenta uma proposta
para efetuar as quatro operagoes bésicas com segmentos (orientados) no
plano. [...] No dia 10 de margo de 1797, Directionens é lido em um
encontro da Academia e submetido para publicacdo na Academia Real
Dinamarquesa. Wessel torna-se entdao o primeiro a apresentar (sem re-
velar tal intenc¢do no artigo) uma representagao geométrica dos nimeros

complexos. (OLIVEIRA, 2015, p. 26)

Figura 3: Jean-Robert Argand (1768 - 1822) Fonte: <https://prabook.com/web/jean-robert.argand/
2202845>.

Figura 4: Carl Federich Gauss (1777 - 1855). Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl _Friedrich
Gauss>.

A partir da interpretagdo geométrica dos complexos, Hamilton tenta generalizar os
conceitos desenvolvidos para o espaco tridimensional logrando a descoberta dos quater-

nions em 1843. Uma curiosidade é que, depois de anos tentando generalizar os nimeros
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BREVE NOTA HISTORICA

complexos para o espaco tridimensional, Hamilton tem a ideia de uma generalizagao en-
quanto caminha sobre uma ponte em Dublin, Irlanda (CORREA, 2020). Com medo de
esquecer sua ideia, Hamilton entalha na propria ponte a relacao fundamental que levaria

a tal generalizacao:

Em 1844, Hermann Giinther Grassmann publica seus estudos sobre um sistema algé-
brico baseado em um produto geométrico. Posteriormente, em 1862, Grassmann publica
uma segunda versao de seus estudos. Um grande avanco nos estudos de Grassmann é
que, diferentemente dos estudos de Hamilton, esses nao se restringem ao espago tridimen-
sional, sendo aplicaveis em espacos de dimensoes ainda maiores. Em 1846, Grassmann é
premiado por ter desenvolvido as ideias do ensaio de Leibniz. Ainda assim, o trabalho
de Grassmann permanece desconhecido para a maior parte da comunidade, salvo alguns
poucos como William Kingdon Clifford. (VAZ JUNIOR, 1999)

Figura 5: Hermann Giinther Grassmann (1809 - 1877). Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/

Hermann_ Grassmann>.

Mais tarde, em 1878, Clifford publica um trabalho em que mostra uma unificacao
dos trabalhos de Grassmann e Hamilton. A tal estrutura, Clifford d4 o nome de Algebra
Geométrica e, hoje em dia, denominamos Algebras de Clifford. Infelizmente, Clifford néo
pode seguir com seu trabalho, pois falece um ano depois com 33 anos apés ter contraido
tuberculose. (VAZ JUNIOR; ROCHA, 2016; FERNANDES; LAVOR; NETO, 2017)

Em contra partida, Josiah Willard Gibbs desenvolve um formalismo que facilita o
uso dos estudos de Hamilton. Esse sistema vetorial de Gibbs foi amplamente adotado
e ainda é utilizado como linguagem da fisica. No entanto, tal formalismo, por vezes,
requer extensoes na busca de ser possivel descrever teorias cientificas mais modernas.
(CHAPPELL et al., 2016)

Durante um bom tempo, os trabalhos de Clifford ficaram no esquecimento. Até que no
fim do século XX - inicio do século XXI, o professor David Orlin Hestenes desenvolve um
importante papel na divulgacio e desenvolvimento das Algebras Geométricas; sendo um
dos principais nomes quando se pensa em reformular a linguagem matematica na fisica.

(FERNANDES; LAVOR; NETO, 2017)
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Figura 6: William Kingdon Clifford (1845 - 1879). Fonte: <https://delphipages.live/pt/

filosofia-e-religiao/filosofos/william- kingdon-clifford > .

Figura 7: Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903). Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Josiah Willard
Gibbs>.

Figura 8 David Orlin Hestenes (1933 - ). Fonte: <http://geocalc.clas.asu.edu/GA Primer/GA__
Primer/index.html>.
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1.1 ALGEBRAS GEOMETRICAS OU ALGEBRAS DE CLIFFORD?

1.1 ALGEBRAS GEOMETRICAS OU ALGEBRAS DE CLIFFORD?

Historicamente, Clifford, ao desenvolver seus estudos unificando os trabalhos de Grass-
mann e Hamilton, chama sua descoberta de Algebras Geométricas. No entanto, no desen-
volver dessas algebras, em sua homenagem, mateméaticos e fisicos passaram a denominar
tais dlgebras como Algebras de Clifford. Hestenes, por sua vez, prefere continuar a tratar
como Algebra Geométrica como o fazia Clifford.

Esses dois termos podem ser encarados como sinonimos. No entanto, Dorst, Fontijne e
Mann (2009) em seu capitulo 7, mais precisamente a partir da pagina 198, propoem uma
distingao entre os termos. De forma extremamente simplificada: eles defendem o uso de
Algebra Geométrica como a estrutura cujos elementos sao obtidos majoritariamente sobre
estruturas multiplicativas, afirmando que “todo elemento produzido por uma multiplica-
¢ao usando quaisquer de nossos produtos tem uma interpretacao geométrica” (DORST;
FONTIJNE; MANN, 2009, p. 198. Tradugao livre.); e Algebra de Clifford fica reservado
ao desenvolvimento dessas algebras sem a preocupacgao das interpretacoes geométricas de
seus entes que podem ser tomados sobre estruturas aditivas.

No decorrer deste trabalho, usaremos ambos os termos como sinénimos, assim como

grande parte da comunidade.
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MOTIVACAO

Ainda que, nesse capitulo, sejam utilizados conceitos que podem nao ser tao habituais
ao leitor, esse capitulo justifica sua posicao prévia por apresentar trés motivagoes para o
estudo da Algebra Geométrica. A nao compreensao total de tais conceitos nao prejudica a
compreensio do objetivo deste capitulo, que é: a visualizacdo de que a Algebra Geométrica

é poderosa e eficiente.

2.1 A UNIFICACAO DOS PRODUTOS ESCALAR E EXTERIOR.

Tal abordagem é baseada na aula do professor da ROCHA (2013).

Dado o espaco vetorial V' = R3, introduzamos um novo produto *, denotemos esse

produto por justaposi¢ao, assim

viu=vu, comuevel.

Uma hipotese coerente e compartilhada pelo produto interno de vetores é que

2
vv = |v[I%,

em que ||v]| é a norma de v, dada por v/v12 + v22 + v32, em que v = vie; + vae2 + vses
com {e1, ez, ez} a base candnica de R3.
Temos, até o momento, v = vie; + vaez + v3eg em que {e1, ez, e3} é base candnica

de R®. Sem assumirmos a comutatividade!, temos

vv = (vie1 + vgea + v3es) (vier + voeg + v3e3) =

2 2 2
= vieie1 + viezez + vieses + viva(erez +ezer) + vivz(eres + eze1) + vavs(ezes + esez).

Da hipétese temos que
vV = v%+v%+v§.

De modo que ejez + e2e; = ejesz + ege; = egeg + egee = 0, isto é, a soma dos

termos em parénteses deveria ser nula afim de se obter o resultado da hipotese.

L A perda da comutatividade tera sentido geométrico que podera ser percebido ao considerarmos o produto
exterior durante os Capitulos 4 e 5.
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2.1 A UNIFICAGAO DOS PRODUTOS ESCALAR E EXTERIOR.

Uma solucao para isso seria considerar o produto ejej como produto escalar e; - ej,
uma vez que e; e e;j sao ortogonais para todo i # j (sdo vetores da base candnica de R3)
e o produto escalar de vetores ortogonais é zero.

No entanto, existe uma solucao mais geral: considerar

€1€2 = —€2€1
ejeg — —egeq
€g€e3 — —ege2

isto ¢é, esses vetores anticomutam. Tal solugao ¢ mais geral no sentido de nao restringir

que cada um dos termos e;je; = 0.

Também, devemos ter em mente que, para satisfazer a hipdtese,
2
eje; = HelH = 1.

O mesmo ocorre para eg € es.
De modo que podemos escrever, convenientemente,

1 1
ejej = 5 (eiej + ejei) + 5 (eiej — ejei) =
1 1 1 1
= 5 (eiej) + 5 (ejei) + 5 (eiey) — 5 (ejei) =
1 1 1 1
=5 (eie;) + 3 (eiej) + 5 (ejei) — B (eje1)
em que
1
5 (eiej + ejei) = €j - €j
1
5 (eiej — ejei) =e A €j
ou seja,

‘eiej :ei-ej+ei/\ej‘.

Na expressao anterior, A denota o produto exterior. Tal produto provem da algebra
exterior de Grassmann e serd definido em termos da Algebra Geométrica no capitulo 4.

Assim, vemos que ao introduzir o produto de justaposi¢ao e impor a condicao
o 2
vv = [|v]|

uma solucao seria a de Gibbs que considera esse produto como produto escalar, mas que,

no entanto, ha uma outra solucao possivel que é considerar tal produto como a soma do

produto escalar com o produto exterior.

13



2.2 OLHAR GEOMETRICO

E importante notar que, se i = j, esse produto é
eje; = eiQ —ej-et+ejNey,
também, o produto exterior goza da propriedade de que e; Aej = 0,

eje; — ej - €4.

Mas, se © # 7,

‘eiej =ej-ejteNej|

como e; -e; = 0 para i # j

ejej = e;/\ ej.

Ou seja, o produto introduzido ¢é eficiente ao unificar o produto escalar e o exterior
em uma unica expressao; portanto uma solucao mais geral. Essa foi justamente a solugao

desenvolvida por Clifford.

2.2 OLHAR GEOMETRICO

Essa secao é baseada em Dorst, Fontijne e Mann (2009, p. 142).
Dados v e u-v = ||v]| ||ul| cos, com 6 o angulo formado entre u e v, ndo ha uma
unica solucao u. Somando a uma solug¢ao qualquer vetores perpendiculares a v obtemos

outras (Figura 9).

Figura 9: Solugoes u e u’ para u-v = ||v|| ||u|| cos 6.

Por hora, consideremos o produto exterior u A v a area de um paralelogramo de lados

u e v; tal interpretacao é suficiente para esse capitulo motivacional, ainda que incompleta.

Uma interpretacao mais completa é considerada no Capitulo 5.
Dados v e uAv = A, ndo héd solugdo u unica. Somando a uma solucao qualquer

vetores paralelos a v obtemos outras (Figura 10) .
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2.3 FORMALIZAGAO/CONCEITUAGAO DE NOSSO PROBLEMA

A%

Figura 10: Solucgoes u e u’ para uAv = A.

De modo que combinando u-v e uAv é possivel determinar u de maneira tnica
(Figura 11).

Figura 11: Solugdo tnica ao combinar as solugoes para u-v = ||v|| ||ul| cosf e uAv = A.

Ainda assim, u-v é um escalar e u A v é um elemento de natureza distinta; o que
nos leva a uma importante questao: como combinar os produtos escalar e exterior em um
unico objeto?

Quando estamos a trabalhar com ntimeros complexos, “combinamos” reais e imagina-
rios em um tunico objeto complexo e, normalmente, nao nos questionamos sobre isso, ou
talvez nao nos damos conta de que estamos a combinar objetos de naturezas distintas e
ainda assim fazemos aritmética com esses.

O objetivo do presente trabalho é apresentar ao leitor um formalismo capaz de incor-

porar tais produtos.

2.3 FORMALIZAGAO/CONCEITUAGCAO DE NOSSO PROBLEMA

Nessa secao, queremos elucidar o problema que essa dissertacao se propoe a explorar:
Considerando um espago vetorial real (V' = R", +,-) munido da norma usual para

vetores ||-||, encontrar um espaco vetorial real (G, +,-) que contém V e os escalares K

como subespagos com K ¢ V', e um produto * que torne (G, *) uma algebra que satisfaz

as seguintes propriedades:

i) Ya,b € K, axb=axbe K (multiplicagdo de escalares);

15



2.3 FORMALIZAGAO/CONCEITUAGAO DE NOSSO PROBLEMA

i) Vae Kev eV, axv=av €V (multiplicagdo de um escalar por um vetor é um

vetor);

2 , L
i) Yv € V, vxv = ||v]|” (o quadrado de um vetor é um escalar e mais: é o quadrado

de sua norma) ;
iv) * nao é necessariamente comutativa.

Em nossa se¢ao 2.1, notamos que uma solucao é fazermos G = V' e * o produto interno
usual e, assim, obtermos uma solucao comutativa. Uma outra solugao é considerar x um
produto chamado produto geométrico ou produto de Clifford e o espago vetorial G uma
nova estrutura dita espaco multivetorial®>. A presente dissertacio se propode a explorar

essa solucao e alguns resultados provenientes dela.

2 Tanto o produto de Clifford quanto o espaco multivetorial serdo definidos no Capitulo 4.
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ESPACOS VETORIAIS

O conceito de vetor é, geralmente, simplificado para o conceito de grandezas vetoriais,
principalmente durante o ensino da Fisica no Ensino Médio. Nesse periodo, é apresentado
ao estudante que vetor é um ente dotado de: grandeza (magnitude), direcdo e sentido.
No entanto, esse é o conceito de grandeza vetorial, isto é, uma grandeza fisica que é,
completamente, expressa e representada pelo ente matematico vetor no plano ou espago
tridimensional.

De fato, a simplificacdo de vetores a segmentos orientados, aos estudantes do Ensino
Meédio, se justifica ao observarmos que tais vetores sao eficientes para representar grande-
zas fisicas estudadas por esses.

Nesse sentido, fagamos uma breve formalizagao sobre vetores. Apresentemos, primei-
ramente, o conceito intuitivo de vetores no plano para, posteriormente, fazermos uma

algebrizacao deles.

3.1 VETORES NO PLANO

Em um plano, segmentos de reta orientados de mesmo comprimento, mesma dire¢ao (sao
paralelos ou colineares) e mesmo sentido (orientados de mesma maneira) sao representan-
tes de um mesmo wvetor. Para uma visualizacdo, tenhamos dois pontos A e B distintos
no plano, o segmento de reta orientado /@ é um vetor e os demais segmentos de reta

orientados paralelos ou colineares a A§ sao seus representantes.

A

Figura 12: Vetor no plano e seus representantes.
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3.1 VETORES NO PLANO

Um vetor também é, comumente, denotado por uma flecha sobre uma letra mintscula
latina ¥, ou ainda, por uma letra mintscula latina em negrito v.!

Ao escrevermos v = ﬁ , estamos afirmando que o vetor v é determinado pelo seg-
mento orientado z@ . No entanto, qualquer outro segmento de reta orientado de mesmos
comprimento, dire¢do e sentido de zﬁ representa o mesmo vetor v, no sentido de que
qualquer ponto no plano pode ser origem de um representante de v.

Sao, portanto, atributos de um vetor no plano: sua magnitude (ou comprimento),
direcao e sentido. A magnitude de um vetor é, por vezes, chamada mddulo do vetor.
Denotaremos por ||v|| o médulo de v.

Observemos implicagoes dessa definicao:

a) Dois vetores sdo paralelos se seus representantes tém a mesma diregdo. Denota-
mos a e b paralelos por a || b. Na figura 13, os vetores v, u e w sao paralelos,

ainda que u tenha sentido contrario a v.

\%

_—

Figura 13: Vetores paralelos.

b) Dois vetores sao iguais se, e somente se, tém os mesmos modulo, diregao e sentido.

Denotamos dois vetores a e b iguais por a = b.

c¢) O vetor nulo tem como seus representantes qualquer ponto do plano e pode ser
indicado como 0. Por conta da auséncia de direcao e sentido para esse vetor,

consideramos o vetor nulo paralelo a qualquer vetor do plano.

d) Indicamos vetores dois vetores a e b paralelos e de mesmo sentido por a 11 b.
Também, indicamos dois vetores a e b paralelos e de sentidos opostos por a 1] b.

Na figura 14, temos v 1t w e v T/ u.

Soma de vetores no plano

Sejam a e b dois vetores distintos no plano, cuja soma a + b desejamos obter. Assim,
tomemos A um ponto qualquer do plano e tomemos um representante de a com origem

em A, determinando B, o ponto do plano extremidade do representante de a. Tomemos

I Em literatura em portugués é mais comum o uso da flecha, enquanto, em literatura na lingua inglesa, o
uso do negrito é mais comum. Ainda, em textos mais avangados, ndo ha uma notagdo muito distinta para
vetores; preferindo somente o uso de letras mindsculas latinas (a, b, ¢, ...). Afim de diminuir a poluicdo
visual, simplificar a leitura e, ainda, garantir a atencao a estes objetos temos a preferéncia para o uso do
negrito durante os Capitulos 2 e 3. A partir do capitulo 4, sempre que néo houver risco de ambiguidade,
usaremos apenas letras minusculas; quando necessario, usaremos o negrito.
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3.1 VETORES NO PLANO 19

w

>

Figura 14: Vetores paralelos de mesmo sentido e de sentidos opostos.

o representante de b com origem em B, determinando o ponto C' extremidade do repre-
sentante de b. Por fim, o segmento orientado 1@ ¢é representante do vetor soma a + b.
(Figura 15).

B

a+b
C

Figura 15: Soma de vetores.

A regra do paralelogramo

Uma outra maneira de obtermos a soma de a e b é a regra do paralelogramo. Tal estratégia
consiste em tomarmos um representante de b com mesma origem de a e fazermos um
paralelogramo com esses vetores. O vetor soma a + b é determinado pela origem de a e

b e o vértice do paralelogramo formado (Figura 16).

Figura 16: Regra do paralelogramo para soma de vetores.



3.1 VETORES NO PLANO

Inverso aditivo

Notemos que para todo vetor a nao nulo é possivel obter um vetor de mesmo moédulo,
dire¢do mas sentido oposto a a; tal vetor é denominado inverso aditivo de a e é denotado
—a (Figura 17).

Figura 17: Vetor e seu inverso aditivo.

Produto de um vetor por um escalar

Definicao 3.1. Dado um vetor v qualquer do plano e um o € R (escalar), o produto por

um escalar, ou ainda, produto por um numero real € o vetor av tal que

a) seu mddulo é ||av| = |af - ||v]|, isto €, o médulo de av € igual ao mddulo de v

multiplicado pelo valor absoluto de a;
b) sua diregao € paralela a v e

c) seu sentido é o mesmo que v se a« > 0 e oposto a v se a < 0, ou seja: a >0 =
avTtvea<0=avT]v.

Observemos que, caso o = 0 ou v = 0, temos av = 0.

O Espaco Vetorial Plano

Com as operagoes de soma de vetores e multiplicacao por escalar definidas até o momento,

o conjunto A dos segmentos orientados no plano, munido dessas operagoes, satisfaz
i) u+ (v+w) = (u+v)+ w (associatividade da adigao);
i) u+ v = v+ u (comutatividade da adigao);
7i) 30 € V tal que v+ 0 = v Vv € V (elemento neutro da adi¢ao);
i) para cadav € V,3—v €V tal que v+ (—v) = 0 (existéncia do inverso aditivo);
v) a(bv) = (ab)v (associatividade da multiplicagao por escalar);

vi) 1v = v, onde 1 denota a identidade multiplicativa em F
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3.2 ALGEBRIZAGAO DOS VETORES NO PLANO

vii) a(u+v) = au+ av (propriedade distributiva);
viii) (a+b)v = av + bv (propriedade distributiva).

Assim, concluimos que os segmentos de reta orientados sao elementos de um conjunto que

satisfaz a definicao de espaco vetorial, e portanto, justificam ser denominados vetores.

3.2 ALGEBRIZACAO DOS VETORES NO PLANO

A partir deste momento, toda vez que nao houver risco de ambiguidade, trataremos os
vetores no plano simplesmente por vetores.
Dados dois vetores vi e vg nao-paralelos e de mesma origem, tracamos as retas r e

ro que contém, respectivamente, os multiplos de vy e va.

Figura 18: Vetores nao-paralelos e as retas contendo seus multiplos.

Assim, qualquer vetor no plano pode ser escrito em funcao de vy e vg, como por

exemplo o vetor v, na Figura 19, pode ser escrito como v =1,5-vy + 1,25 va.

Figura 19: Vetor em funcao de outros dois vetores.
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3.2 ALGEBRIZAGAO DOS VETORES NO PLANO

De maneira geral, dados dois vetores nao-paralelos, todo vetor, no mesmo plano, pode

ser escrito, de maneira tnica, como

V=aj-vVy+ay-vsa. (3.1)

O vetor v, quando escrito dessa maneira, é dito combinacao linear dos vetores vy e va.

O conjunto B = {vi,va} é dito base no plano, o conceito de base serd formalizado um
pouco mais adiante.

Os numeros a; e ag sao chamados coordenadas ou componentes do vetor? v com
respeito & base {vi,va}. Também, dada uma base, os vetores podem ser expressos em
termos de suas componentes. Por exemplo, o vetor v da Figura 19 pode ser representado
por v = (1,5;1,25)g, ou ainda v = (1,5;1,25).

Um lema mais adiante (Lema 3.17) nos afirma que quaisquer dois vetores nao-paralelos
formem uma base no plano. Ainda assim, as bases comumente mais utilizadas sao as bases

ortonormais.

Defini¢ao 3.2. Uma base B = {a,b} € dita ortonormal se seus vetores sao ortogonais e

unitdrios.

A base mais usual é a base candnica, que é a base ortonormal formada pelos vetores
e] = (1,0) € ez = (O, 1).

. . 7
Se destacarmos um ponto origem O, podemos associar o ponto A com o vetor a = OA.

No sistema de coordenadas fixado por O e {e1, e2}, podemos denotar pontos e vetores de

uma maneira similar, desde que todos os vetores tenham em comum o ponto inicial O:

ponto A = (ai,az),
vetor a = (ay,a2).
Uma vez concluida a algebrizacao do plano, temos alguns resultados importantes:

a) igualdade de vetores: dois vetores a e b sdo iguais se, e somente se, possuem as

mes1imas componentes em uma mesma base.

b) a soma de vetores e o produto por escalar podem ser escritos, em termos das

COHlpOHeIltGS, CcOomo

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + ba2),

a(ar,az) = (aar, aaz);

2Segundo Lounesto (2001, p. 4), alguns autores consideram componentes de vetores e coordenadas de
pontos.
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3.3 ESPACO VETORIAL

3.3 ESPACO VETORIAL

Na secao anterior, nos preocupamos com vetores como segmentos de retas orientados. No
entanto, vetores sao, de fato, elementos de uma estrutura chamada espaco vetorial e, como

veremos a seguir, nao se limitam a segmentos orientados.

Definicao 3.3. Um espaco vetorial sobre um corpo F' é um conjunto V', ndo vazio, com
duas operacoes: adicao de vetores, V' x V' S V', e multiplicacao por escalar, F' x V —

V', tais que, para quaisquer u,v,w € V e a,b € I, temos
i) u+ (v+w) = (u+v)+w (associatividade da adigio);
ii) u+v =v+u (comutatividade da adicio);
ili) 30 €V tal que v+ 0= v Vv €V (elemento neutro da adigio);
iv) para cadav € V,3—v €V tal que v+ (—v) = 0 (existéncia do inverso aditivo);
v) a(bv) = (ab)v (associatividade da multiplica¢do);
vi) 1v = v, onde 1 denota a identidade multiplicativa em F'.
vii) a(u+v) = au+ av (propriedade distributiva);
viii) (a 4+ b)v = av + bv (propriedade distributiva,).
Os elementos de V' sao chamados de vetores e os elementos de F' escalares.

De acordo com a definicao anterior, vetor é todo elemento de um espacgo vetorial.

Vejamos, agora, alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 3.4. Seja V = M(2 x 2) o conjunto de matrizes quadradas com entradas reais
de ordem 2, e as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar usuais. Mostremos que V

munido de tais operagoes é um espaco vetorial sobre IR.

bi1 b
De fato, sejam A = (an au), B = ( 1 12), C = (CH 612) e M(2x2)el,

azl a2 bo1 a2 Co1 €22
a e € R. Verifiquemos que V satisfaz as condicoes de espago vetorial:
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3.3 ESPACO VETORIAL

b b
A+ (B+C) = ail a2 n bz cnc2) | _
a1 a2 bo1  boo c21 €22
_ (e axz n bi1 +c11 b2 +ci2 _
a1 a9 bo1 + ca1 baa + c22

ai; + b1 +c11 a2+ b2+ 012)

a1 + ba1 + c21 agn + bao + 22
_ (au +0b11 ajz+ b2 n ¢ ci2) _
a1 +b21  aga + bao C21 €22

a a b b c c
_ e o biz) ) fen az)
a1 a2 ba1  boo c21 €22

= (A+B)+C.

i)
A4+ B— allr a2 n b1 b1z _ [(au+ b1 a2 + b2 _
a1 a2 bo1  boo a1 + ba1 a2 + baa
_ bi1 +ai1 b2 + a2 _ bi1 b2 Lo m2) e
bo1 + a1 bz + ageo bo1  bao a1 a9
. 00 )
ii1) Seja 0 = 0 ol temos assim, para cada A € M(2 x 2)
A40— air a2 n 0 0 _ a11 +0 a2+0 _ (o a2
ag1 a2 0 0 az1 +0 az +0 a1 a2
iv) Denotemos —A a matriz cujos elementos sdo os opostos dos elementos da matriz
A. Assim,
a2 —an —a12)\ _ [an+ (—a11) a2+ (—a12) _
a2 —a2] —ag2 az1 + (—ag1) age + (—az21)

ajp —ap;p aiz—aiz) (0 0}
ag) —ag) a2 — a1 0 0

=0.
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3.3 ESPACO VETORIAL 25

_ (Brann Braiz)
=« =
(5 cag B a22)
a (
a (

)

Vi)
(A + B) (( 11 a12> (bn 512)> _
a2 ba1 Do
((an +b11 a2+ b12)) _
az1 + ba1  aze + b2
a11 + b11) <a12 + 512)) _
(a21 + 521) <a22 + 522) N

_[aran+a-bn a-a12+a-b12)_

S

a1 +oa-by o-ag+a- b
oa-a1] o a19 n a-bj1 a-bio
- a1 O a9 a-byr by

ail a2 b1 bi2
=« + «
a1 a2 ba1  bao

=a A+ a-B.




3.4 VETORES EM R"™

viii)

az1 a22

(Oz—{—ﬁ)A:(Oz—i—B) (all al?) _

_ (a+B)- a1 (a+p5)- a2 _
(a+B)-a21 (a+p5)-ax

_(aran+Brann arap+Bra2)
a-a+PB-a o-axn+F-axn

_ fa-ann a-ap n prann Braz|
a-a o a B-an B-a

= aA+ pA.

Exemplo 3.5. O conjunto W = M(n X n) das matrizes quadradas de ordem n, munido

das operagoes de soma e multiplicacao usuais € um espago vetorial.

A verificagao desse exemplo é andlogo ao Exemplo (3.4).
Notemos que, para os exemplos anteriores, vetores nao sao segmentos de reta orienta-
dos, mas, sim, matrizes. Um outro exemplo no qual um vetor também nao é um segmento

orientado é o que segue.

Exemplo 3.6. Seja V = P,(R), isto €, o conjunto dos polinomios com coeficientes reais,
de grau menor ou iqual a n. Tal conjunto, munido da soma usual de polinomios e o

produto por escalar, define um espago vetorial.

Nota-se, facilmente, que P, (IR) é um espago vetorial munido da soma usual e elemento

neutro da adigdo P(z) = 0.

3.4 VETORES EM R"

Observemos que na Defini¢ao 3.3, ha a indicacao de F' um corpo qualquer; no entanto, na
sequéncia deste trabalho, vamos considerar que F' = IR.

Até o momento, exploramos os vetores no plano. O espaco vetorial plano satisfaz
boa parte, se nao completamente, os conceitos fisicos trabalhados no Ensino Médio. No
entanto, podemos explorar ainda mais os Espacos Vetoriais ao trabalhar com espacos
n-dimensionais, isto é, espagos vetoriais de dimensao finita n.

Para compreendermos o que é dimensao de um espaco vetorial, precisamos compreen-

der o conceito de subespaco, subespaco gerado e o conceito de dependéncia linear.

Definicao 3.7. Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, é denominado

subespago vetorial de V' se:

i)oeWw;
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3.4 VETORES EM R" 27

ii) Para todou ev € W, tivermosu+v € W;

iii) Para todo a € R, u € W temos que au € W.

A definicao deixa claro que W, munido das restri¢des no dominio da soma e da multi-
plicagdo por escalar, forma um espaco vetorial por si so.

Da defini¢ao acima, podemos concluir que qualquer espago vetorial nao trivial admite
ao menos dois subespacos — chamados subespagos triviais. A saber: o conjunto formado

somente pelo vetor nulo e o proprio espago vetorial.

Um vetor v € V é uma combinacao linear dos vetores vi,va,..., vy se v € escrito
como a soma de multiplos de vetores vi,va,..., vy, isto é
v=avy+ave+---+a,vny ondeay,as,...,a, € R.

Definigao 3.8. Subespacgo gerado. O conjunto de todas as combinagoes lineares de um
conjunto de vetores {vi,va,...,vn} CV é chamado de subespaco gerado por {vi,va,...,vp}
e é denotado por

span{vy,...,Vn}.

Podemos também escrever,
span{vy,...,vp} ={veV |v=avi+ava+---+apvp, coma; € R el <i<n}.

O subespago gerado por wma lista vazia de vetores é definido como {0}.
Defini¢ao 3.9. Se span{vi,...,vim} =V, dizemos que {v1,...,vm} gera V.
Definicao 3.10. Seja V' um espaco vetorial e vi,va,..., vy € V. O conjunto de vetores
{v1,va,...,vn} € dito linearmente independente (L.I.) se a equagio

aivi+agve+ -+ apvp =0

implica que a1 = ... = ap, = 0. Se a equacao admitir solugdo nao nula, dizemos que tal
conjunto é linearmente dependente (L.D.)

Em outras palavras,

Lema 3.11. Um conjunto de vetores {vi,va,...,vn} € linearmente dependente se, e
somente se, um dos vetores pode ser escrito como uma combinacdo linear dos outros

vetores.

Definicao 3.12. Uma base de V' é um conjunto de vetores em V que sao linearmente
independentes e gera V. Isto é, um conjunto {v1,...,vn} CV de vetores LI é uma base

de V se span{vi,...,vp} = V.

Proposicao 3.13. Quaisquer duas bases de um espago vetorial tém a mesma quantidade

de vetores.



3.4 VETORES EM R"
Definicao 3.14. A dimensao de um espagco vetorial de finitamente gerado € igual a quan-
tidade de vetores de sua base.

Para que a definicao anterior tenha completo sentido é necessario que a Proposicao
3.13 esteja muito clara para o leitor, sua demonstracao pode ser encontrada em Axler
(2015), Boldrini et al. (1980) e Winterle (2000).

Notagao 3.15. Denotamos dim'V' a dimensao de V.

Proposicao 3.16. Suponhamos V um espago vetorial de dimensao finita. Entao, toda

lista LI com dim V' wvetores é uma base de V.
Uma consequéncia direta da proposi¢ao anterior é:
Lema 3.17. Quaisquer dois vetores nao-paralelos sao base para o plano.

Notemos que, nesse capitulo, foram abordados apenas alguns conceitos tuteis e neces-
sarios no decorrer deste trabalho. Algumas demonstragoes, deveras esclarecedoras, foram
omitidas. Sugerimos, ao leitor interessado, a consulta aos livros-textos que serviram de
base para esse capitulo: Winterle (2000), Boldrini et al. (1980) e Axler (2015).
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O objetivo desse capitulo é definir de maneira axiomatica as Algebras Geométricas com
base em Macdonald (2016), Macdonald (2017), Hestenes (1999) e Hestenes e Sobczyk
(2012).

Definicao 4.1. Cl,, é um espaco vetorial com dimensao 2" contendo R™. Seus vetores

sdo chamados multivetores.. Além disso, Cly, satisfaz os sequintes ariomas:

Axioma 1. Sejam a e b vetores ortonormais com respeito ao produto escalar em R",

entao

aa =1, (4.1)
ab = —ba. (4.2)
SeaelReA, BeC eC(Cl,, entao
Axioma 2. A(BC) = (AB)C.
Axioma 3. A(B+C) = AB+ AC, também (A+ B)C = AC + BC.
Axioma 4. («¢A)B = A(aB) = a(AB).
Axioma 5. 1A = Al = A.

Os axiomas de 2 a 5 definem, de fato, C¢,, como uma &algebra associativa com uni-
dade. Ao passo que o axioma 1 é o axioma mais importante para a definicdo da Algebra
Geométrica.

Seja {e1,e2,...,e,} uma base ortonormal para R"™. Se desejamos multiplicar um

numero arbitrario de vetores, entdo devemos ser capazes de formar sequéncias de €’s

E = €41 €9C43 " " " €4 (43)

re

Um dado e; pode ocorrer mais de uma vez e ndo ha uma ordem especifica para os
vetores e;. Por hora, tais sequéncias sao meramente simbolos sem interpretacdo, mas se
tornarao produtos.

Tomemos E’ uma outra sequéncia obtida a partir de E fazendo:
(i) troca de pares de e’s adjacentes e distintos;

(ii) inserindo e retirando pares de e’s adjacentes e iguais.
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Escrevemos T a operacgao obtida da reuniao de trocas, insercoes e retiradas que trans-
formam E em E’; assim, escrevemos T'(E) = E’. Denominamos T par ou impar de acordo
com N, o numero de trocas em 7' ser par ou impar.

Satisfazendo as Equacoes 4.1 e 4.2, devemos fazer £/ = +F, de acordo com T par
ou fmpar. Uma questao que surge é: Se 177 e Ty transformam E em E’, Ty e T, tem,

necessariamente, a mesma paridade?
Lema 4.2. Dados E e E', todo T com T(E) = E' sao todos pares ou todos impares.

Demonstragio. Seja G(E) o ntimero de vezes que o subscrito em E é maior ou igual ao
subscrito imediatamente a sua direita. Por exemplo, G(ese1eseseq) = 3. Trocando-se um
par de e’s adjacentes e distintos, troca-se a paridade de G. i.e., troca G de par para impar
ou vice versa. Inserindo ou retirando um par de e’s adjacentes e iguais troca G por um

nimero par, e portanto nao troca sua paridade. Portanto, T" é par ou impar dependendo

se G(E) e G(E') tém a mesma paridade ou nao. O

Se hd um T par com T(E) = E’, escrevemos E' = E e, por conseguinte, —F' = —F.
Por exemplo, eseseies = ejes. A relacao “=" é uma relacao de equivaléncia. Se F/ = E,
entdo existe um T par com T(E) = E’. Logo, tomando T~! as trocas, inserces e

retiradas de 7' na ordem reversa, entdo T~ !(E') = E. Como T~! é par, E = E'.

De maneira similar, se existe T fmpar com T'(F) = E', fazemos F' = —E e —F' = E.
Por exemplo, €3€g€1€3 — —e1€9.

O espago vetorial C/,, é o conjunto das combinagoes lineares das classes de equivaléncia.

Cada classe de equivaléncia tem um tinico membro +B, no qual B é da forma
B =e¢j €€, com iy <ig < - <.

As classes de equivaléncia contendo B formam uma base para o espacgo vetorial C/),.
H4 2™ destas sequéncias (nas quais cada um dos e’s pode figurar ou nao). Considerando

a sequéncia vazia como a sequéncia formada apenas da unidade 1, temos dim C¥¢,, = 2".

Definicao 4.3. Sejam E = e; e, ---¢€;, ¢ F' = ejej,---¢ej,. Definimos o produto geo-
métrico de £ e F':

s

EF = (eiei,---ei,)(€j€j, -+ €j,) = €ir€iy - €i€j€jy - €]

s

O produto é bem definido sobre as classes de equivaléncia: Se E = E' e F = F’ entao
EF = E'F'. Agora, sequéncias da forma da Equacio 4.3 podem ser interpretadas como
o produto geométrico.

Estendendo o produto geométrico por linearidade, temos

(Z aE> (%: @Fj) S Wi, (4.4)

]

30



ALGEBRAS GEOMETRICAS

e o produto continua bem definido e satisfaz os axiomas propostos.

Na maior parte das vezes, nao se faz necessario uma base em particular para multive-
tores. No entanto, uma base conveniente para algumas situacoes é a dita base canodnica.
O exemplo a seguir nos auxiliara na compreensao desse conceito.

Seja {e1, ea, €3, 4} uma base ortonormal para IR*, entdo a Tabela 1 nos apresenta a

base para Cly.

Elementos Base para
1 0-vetores ou escalares
el ez €3 ey 1-vetores ou vetores
elea  ejez ejeq4 ege3  egeyq  eszeq 2-vetores ou bivetores
e1e2€3 €e1€e2e4 e1e3e4 €2e3e4 3-vetores ou trivetores
e1e9€e3e4 4-vetores

Tabela 1: Base canonica para Cly

Os subscritos nos produtos de e’s aumentam da esquerda para a direita e cada um
desses produtos estdo na base de Cf4. Notemos que, rearranjar a ordem dos termos da
base pode, apenas, trocar seu sinal; logo um produto dos elementos da base de R* e seu
rearranjo sao linearmente dependentes e, portanto, ambos nao figurarao ao mesmo tempo
em uma base. A base canoOnica usa o arranjo com subscritos aumentando da esquerda
para a direita.

A Tabela 1 pressupoe a existéncia de até o 4-vetor em Cl4. Podemos examinar o que

ocorre ao tentarmos formar um 5-vetor. Facamos ejesegeses, mas decorre que
€1€9€36469 = —€1€2€362€4 = €1€9€9€3€4 = €1€3€4 (4.5)

e portanto ejegezeqes é um trivetor em Cl4. De maneira geral, ndo ha m-vetores em C/,
para m > n.

A fim de simplificar a notagdo, é comum escrevermos por exemplo ejeses = e193.

Definicao 4.4. [k-vetor]. Os multivetores dados pela combinagdo linear dos elementos
formados pelo produto de k vetores e distintos sdo ditos multivetores homogéneos ou k-

vetores.
Definigao 4.5. Zero (0) € um k-vetor para todo k.

A definicao anterior se faz necessaria afim de que k-vetores formem um subespago de

Clp,.
Notagao 4.6. Denotemos (A)j a parte k-vetorial do multivetor A.

Exemplo 4.7. Um multivetor A qualquer em Cls € escrito da forma

A= apl + are; + agex + ages + agern + asers + agess + arerss; (4.6)
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coma; €R, j=0,...,7. Entdo,

(A)o = o, (4.7)
(A)1 = arer + azez + ases, (4.8)
(A)2 = auerz + asers + ages, (4.9)
(A)s = areqas. (4.10)

Proposicao 4.8. Todo multivetor em Cl,, pode ser escrito como a soma de suas partes

k-vetoriais com 0 < k < n, i.e. para todo A € Cly,

A= (Ao + (A1 + -+ (A = S (A,
k=0

Defini¢ao 4.9. [Multivetor par e impar]. Um multivetor A é dito par (impar) se

(A)r = 0 para todo v impar (par).

Claramente, um multivetor A pode ser escrito como a soma de sua parte par (A) e

fmpar (A)_:
A= (A, +(4)

Proposigao 4.10. O operador de grau { ), goza das sequintes propriedades:

(A+ B), = (A)r + (B)r; (4.11)
VA), = A(A)r = (AN, se A = (Ao (4.12)
<<A>T>T = <A>r (4.13)

A ultima proposicao, em especial suas Equacoes 4.11 e 4.12, implica que o espago de
todos os r-vetores é um subespago vetorial de Cl,. A Equagao 4.12 também implica que
os escalares compoem uma subdlgebra comutativa de Cl,,.

Um resultado dos axiomas propostos é a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 4.11. O quadrado de um 1-vetor é um escalar.

Demonstracdo. Seja v € Cl, entdo pode ser decomposto na base candnica como v =

arel + ages + - - - + ape,. Entao, temos que

vo = (e + ageg + -+ - apen ) (arer + agea + - - - apey) = (4.14)
= a%elel + a%egeg +-- -a%enen—l— (4.15)

+ ajaneies + ajageres + - - ajapeien+ (4.16)
(4.17)

+ apaienel + apaoenes + - -+ Qi _16nen_1 (4.18)
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Notemos que Vi # j, temos e;e; = 1 e e;ej = —eje; de modo que a%eiei = Oz? e
ajajeie; + ajazeje; = 0, entao
2
w=at+ai+---+a=||°. (4.19)
O

A partir desse momento, vamos introduzir objetos notéveis nas Algebras Geométricas.
Os objetos a serem definidos apresentam propriedades particulares e interpretacoes geo-

métricas que se mostram tuteis na manipulagao das algebras geométrica e suas aplicagoes.
Definicao 4.12. [Blade]. Uma blade € o produto de vetores ortogonais nao-nulos.

Definicao 4.13. [k-blade]. Tomemos {b1,ba,- - ,bp} um conjunto de k vetores ortogo-

nais nao-nulos, entdao
By = biby--- by (4.20)

¢ uma k-blade. Escalares nao-nulos sao 0-blades.

As blades sao objetos cuja interpretacao geométrica merece destaque; o que faremos
no Capitulo 5.

Multivetores podem apresentar um inverso multiplicativo a esquerda satisfazendo
A71LA = 1 e um inverso multiplicativo & direita satisfazendo AA™'R = 1. Podemos
usar tais inversos para dividir multivetores. Infelizmente, calcular inversos de um multi-
vetor nao é trivial. Entretanto, existe um importante conjunto de multivetores para os

quais o calculo do inverso é intuitivo: os versores!.

Definigao 4.14. [Versor]. Um multivetor A € dito versor se pode ser escrito da forma
A= Vv -t VU, (4.21)

em que v; sao l-vetores.
Como consequéncia da definicdo anterior, temos a seguinte conclusao:
Proposicao 4.15. Toda k-blade nao nula é um versor.

Um elemento que nos auxiliard na obtencao da norma de um multivetor e do inverso

é 0 reverso.

I'Notemos aqui que esse objeto versor que estamos a definir é distinto do objeto homénimo definido em
Algebra Linear.
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Definicao 4.16. O operador de reversao € definido de forma que

(AB)" = BTAT, (4.22)
(A+B)T = A" + BT, (4.23)
(AT)o = (Ao, (4.24)
al =a sea={a);. (4.25)
Proposigao 4.17. Seja A = vivg - - - v um versor, entao

AT = VEUf_1 - 0V30V201 (4.26)
Demonstracao. Decorre diretamente de 4.22 e 4.25 O

Notemos que, para blades, tomar o reverso é apenas uma questao de possivel troca de
sinal. Isso fica claro ao notarmos que uma blade é o produto de 1-vetores ortogonais e

que o rearranjo de vetores ortogonais é apenas uma questao de troca de sinal.

Proposicao 4.18. Seja A uma k-blade, entdo

Al = (—1)FE=127, (4.27)

Para todo multivetor A temos um tnico escalar ||A|| dito magnitude ou norma de A,

definido por

Definicao 4.19. [Norma de um multivetor]. Seja A um multivetor. Entdo
JAll = /(AT A)o. (1.28)

¢ dito norma de A.
. = ; , 2
Proposicao 4.20. A norma de um vetor é a conhecida norma usual ||v]|” = v - v.

Demonstragao. De fato,

o]l 2* (wtoyo 22\ J(ov)o = \JaT +ad+ -+ a2 = Vo

Proposicao 4.21. Se A = ajas---ap € uma k-blade, entao

[ALI = llaal lazll - -~ llax] - (4.29)
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Demonstragio. Por definicdo, ||Ag| = (ALAk)O. Calculemos ALA;C:

ALAk :(ak . '&2&1)(@1@2 .. ak) =
:ak...a2a1a1a2...a/k =
:ak“'a2|’a1“2@2‘“ak —

2
:Halu ag -+ -a2a9 -+ =

2 2
= llaall”-- - [laxl”-

2 2
Logo (AfAr)o = llar]|*--- k|| e, portanto, | Ag|l = flar] [laz]l - - [lax] O
Agora, estamos em condigoes de fazermos algumas divisoes para multivetores.

Proposigao 4.22. Seja A um versor, entdao

Af
Al = 4.30
ATA (4.30)
¢ seu inverso multiplicativo.
Demonstracio. Notemos que ATA é sempre um escalar. De fato,
ATA = (vivg - o) (0pU—1 -+ 01) = (4.31)
— V1V - VROV - U] (4.32)
4.19
= vy JoglP oy v = (4.33)
- HkaQUva CrrUp—1Ug—1 " U201 = (4.34)
(4.35)
2 2 2
= loall™ vzl - - lJo] (4.36)
Também, um escalar dividido por si mesmo é 1, logo
Af AfA
ATA" T AiA (4.37)
O
Notemos que para o caso de 1-vetores, temos
1 al 425 a a 419 a (4.38)
a = — === —. )
ata aa  a? ||l

Uma base candnica para Cl, deixa claro que n-vetores formam um subespaco 1-
dimensional, logo todo n-vetor é um multiplo escalar de I, = ejeses---e,, I, é dito

pseudoescalar unitario em Cl,,.
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Proposicao 4.23. Seja I = ejeses - - e, o pseudoescalar unitdrio em Cly,, entdo I~! =

en + - - esege1 e, portanto,
It = (=1)(r=bn/2p, (4.39)

Le. I™' = 41 a depender de n.

Definicao 4.24. [Dual]. O dual de um multivetor A é
A = AL (4.40)
Proposicao 4.25. Se A é uma j-blade em Cl,,, entio A* é uma (n — j)-blade que repre-

senta o complemento ortogonal de A.

Demonstrag¢io. Exceto por uma multiplicacao de um escalar, tomemos A = ajaz---a; o
produto de j vetores ortonormais. Estendendo para uma base {a1,...,a;,aj41,...,an}

ortonormal de IR", temos
A" =2 Al = t(araz---aj)(arag - - - ap) = tajq1-- - ap, (4.41)

o qual representa o complemento ortogonal de A. O

Proposicao 4.26. Todo (n — 1)-vetor em Ctl,, é uma blade. Em particular, todo bivetor

em Cl3 é uma blade.

Demonstragio. Direta ao observar que o dual de um (n — 1)-vetor é um vetor, que todo

vetor é uma blade e, pelo resultado anterior, o dual de uma blade é uma blade. O

A primeira vista, o dual do dual de uma blade deveria ser a prépria blade, no entanto

a equacao 4.42 nos elucida que isso nao ocorre para o caso geral.

() = (-
= A =
4:59 A(_l)(nfl)n/2ljfl —
= A=) () =
= (—1)tr=tn/24, (4.42)

A equagao anterior, nos mostra que aplicar duas dualizagoes sucessivas pode alterar a
orientacao da blade resultante conforme o valor de n. A fim de obtermos a blade inicial,

podemos definir um outro operador desdualizacdo.

Definicao 4.27. A desdualizacdo de A € tal que

A~ = AL (4.43)
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4.1 0S PRODUTOS INTERNO E EXTERIOR DE VETORES

Para quaisquer dois vetores u e v em R", temos um plano que contém esses vetores. Seja
{e1,e2} uma base ortonormal para o plano que contém u e v, assim podemos escrever

u = aej] + bes e v = ce; + dey. Assim,

uv = (aey + bez)(ce; + deg) =
= aejce1 + aerdes + begcer + begdes =
= aceie1 + adeies + beeaey + bdegesr =
= ac + bd + adejeg — beejeg =
(ac+bd) 4 (ad — bc)ereq =
= (ac+bd) + (ad — bc)ey (4.44)

O primeiro termo (ac + bd) é justamente o produto interno usual de u e v. J4 o
segundo membro (ad — bc)eqa é o produto exterior de u e v, denotado por u Av. Durante
a secao 5.1, discorreremos sobre a interpretacao geométrica desse elemento como uma
porcao de rea orientada. Tal produto advém da Algebra Exterior de Grassmann e sua
formalizacdo dissociada da Algebra Geométrica foge ao escopo da presente dissertacao,
o leitor interessado pode encontrar a formalizacgdo em Lima (2005), Vaz Junior e Rocha
(2016) e Mundim e Mundim (1997).

Os produtos interno e exterior sao intrinsecos aos vetores u e v, de modo que podemos

reescrever 4.44 da forma

lw =u-v+uAv] (4.45)

Facamos, agora, vu

vu = (ce1 + deg) (aeq + beg) =
= cejae] + cerbeg + dezaey + degbey =
= aceieq + beeres + adese] + bdesey =
= ac + bd + beejeg — adeiey =
= (ac+bd) + (be — ad)erea =
= (ac+bd) +(bc—ad)eia . (4.46)
PR —

O produto vu exibe uma importante propriedade do produto exterior: a anticomuta-
tividade?

2 A anticomutatividade para vetores é uma propriedade intrinseca do produto exterior. A demonstracao
dessa propriedade é apresentada mais adiante. Também, veremos no Capitulo 5, um sentido geométrico
para tal propriedade.
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A propriedade comutativa v -v = v - u juntamente com a anticomutatividade u A v =

—v A w implicam em uma relagao entre uv e vu. De modo que escrevemos
VU =Uu-v—uAv (4.47)
Somando as equagoes 4.45 e 4.47, obtemos

uw+vu=u-v+uNvt+u-v—uNv=
=u-v+u-vt+uNv—ulNv=

=2(u-v)

1
u-v = §(uv + vu) (4.48)

chamada parte simétrica.

Subtraindo as equagoes 4.45 e 4.47, obtemos

w—vu=(u-v+uAv)—(u-v—uAv)=
=u-v+uNvV—u-vtulhv=
=Uu-v—U-VtuNvt+tuhv=
= 2(uAv)

1
UNV = i(uv — vu) (4.49)

chamada parte antissimétrica.

Aqui temos uma notavel correlagao entre a dlgebra e a geometria: por meio da observa-
¢ao do comportamento do produto de dois vetores, podemos extrair a relagao geométrica
entre eles; i.e. dois vetores u e v sao paralelos quando comutam, ou seja, uv = vu o que
implica em u A v = 0; e sao ortogonais quando anticomutam, ou seja, uv = —vu o que
implica em u -v = 0. Em resumo (LOUNESTO, 2001, p. 11):

w=vu <= ullv <<= uAhv=0 <= w=u-v

uw =—vu <= ulv <<= wuwu-v=0 <= w=uAv

4.2 0S PRODUTOS INTERNO E EXTERIOR ESTENDIDOS

Definicao 4.28. Definimos o produto interno de dois multivetores homogéneos em Cly,

por

s — <ATBS>|T—5| (450)
s — 07

A, - B
A, -B ser =0 ous=0. (4.51)
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Por linearidade, o produto de dois multivetores quaisquer é
AB=Y () B=Y A-(B), = Y. S (A}, - (B).. (1.52)

Definicao 4.29. Definimos o produto exterior de dois multivetores homogéneos em Cly,

como
Ay A By = (A Bg)yss. (4.53)

De modo que o produto exterior de um r-vetor por um 0-vetor A é dado por

AN = <Ar>\0>7«+0 = A= )A, = <)\0Ar>0+r = AANA,. (4.54)

O produto exterior de dois multivetores quaisquer é

ANB =3 (A)y ANB =3 AN(B)s =33 (A)r A(B)s. (4.55)

Observemos que r 4+ s > n entao A, A Bs = 0. Também, se 0 < r < s, entao o produto
interno A, - Bs é um (s — r)-vetor, logo o produto interno ¢ uma operagao que diminui o

grau de B em r unidades. Ja o produto exterior eleva o grau em r unidades.

Propriedades 4.30. [Propriedades do Produto Exterior]. Sejam o um escalar, a

e b vetores, e A e B multivetores, entao sao vdlidas as propriedades:
associatividade: AN(BANC) = (AANB)AC;
distributividade d esquerda: AN(B+C)=ANB+ ANC;
distributividade a direita: (B+C)NA=BANA+CAA;
antissimetria para vetores: a Nb = —bAa;

produto por escalares: a NA =ANa = aA.

Demonstracao.
associatividade: Para a associatividade, notemos, primeiramente, a validade para multive-
tores homogéneos. Sejam A,, By e Cy multivetores homogéneos. (CHISOLM, 2012, p.23)

Entao

4 Ar N <B7’Cs>8+t =

2 ABC) sttt =

= (A BsCy)rysyt =

= ((ArBs)r4+5Ct)rts+t =

= (A, A Bs) ANC. (4.56)

A N (Bs N Ot)
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Notemos que o cerne da demostragao mora no terceiro passo, no qual ( ), nao figura
mais. Isso pdde ser feito porque o unico termo em A, B;C; que tem grau r + s+t é o
termo que resulta da multiplicacdo de A, com o termo de maior grau em B;C;. Pela

Equagao 4.55, podemos estender o resultado para multivetores A, B e C' quaisquer.

antissimetria para vetores: Sejam a = aje] + - -+ + ane, € b = freg + - - - + Ppe, vetores

em C/,. Entao

alb 4§9(ab>2 =
=qq2e1e2 + a1 fzeres + -+ - + a1 fBp—1€1ep—1 + a1 per1en+
+ agfreser + aofzeges + - + aafp—1€2en—1 + a2fpe1en+

+ azfieser + agfaeszes + azfaezes + - - - + azfBp_1e3en—1 + azfBnesen+

+ an—1f1en—1€1 + an_102en_1€2 + an_104en-_1€4 + - + an_18nen_1€n+
+ anPrener + apBarenes + anfienes + -+ apBp_1enen_1 =

=aqBe1es +aifBzerez + -+ a1 fByp_1eren—1 + a1 fperent
—aofferes + anfBzesez + - -+ anfy_1ee,—1 + aofperen+

— agferes — azfreses + agfaeses + - - + agfp—1e3en—1 + azfpezen+

—ap-1/1€16p-1 — -+ — ap—1Pp—26n—1€n—2 + an—1pen—16n—

—apfreren — apfBoesen — apfaesen — - — apfp-1€n-16n =
=(o1f2 — agfh)erez + (183 — azPr)eres + - -+ (180 — anfn—1)en—16n =
= — (21 — a1fz)erea — (a3f1 — a1fz)eres — - - - — (nfn-1 — an-16n)en—16n =
= — (fraz — faar)eres — (Braz — fzar)eres — - — (Bn—10n — Baon—1)en—16n =
— — (ba)y =

=—bAa.
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produto por escalares:

aAAZan (ﬁ:(z‘l%) -

r=0
=a A ((A)+ (A1 + -+ (A),) =
=aA{Ag+ar A+ +an{d), =

oA+ a{A)+- o+ ald), =
=a((A)o+ (A1 + -+ (A))
=aA = Aa =
=((A)o+ (A)1+ -+ (A)n)
=(A)oa + (A)1a+ - + (A)pa =

DU oNa+ (A Aa+ -+ (ApAa =
=((A)o+ (A)1 + -+ (A)p) Aa =
=AAa.



BLADES E SUA INTERPRETACAO GEOMETRICA

Normalmente, nao notamos uma importante consequéncia sobre a defini¢ao de subespacos:
um vetor representa um subespago 1-dimensional, i.e. um subespaco de dimensao 1.
Em um primeiro momento, tal observagao pode nos parecer sem sentido; mas podemos
considerar subespacos de dimensoes maiores como conceitos simples, tal como vetores.

Suter (2003, p. 6) nos afirma que

Sem nenhuma razao aparente, temos negado a existéncia de subespacos
2-dimensionais, 3-dimensionais e subespacos de dimensdes maiores como
conceitos simples, similares ao vetor. A Algebra Geométrica introduz
esses e ainda define operadores para fazermos aritmética com eles. |...]
[Usando a Algebra Geométrica,] podemos somar e subtrair subespagos
de dimensobes distintas e, também, multiplica-los e dividi-los, resultando
em poderosas expressoes que podem representar qualquer relagdo ou
conceito geométrico. (SUTER, 2003, p. 6. Traducao livre.)

Nesse sentido, nesse capitulo, exploraremos um ente muito importante para a Algebra

Geométrica: as blades.

5.1 BIVETORES E TRIVETORES

A interpretacao geométrica para o produto exterior é expansao um vetor pelo outro, i.e.
dados dois vetores a e b linearmente independentes, o produto exterior a A b ¢ ilustrado

na Figura 20.

Figura 20: Bivetor A = a AD.
Se a e b sao linearmente dependentes, entao b pode ser escrito b = Aa e
aNb=aA(Xa) = (ada)s = (Aaa)y = Maa)s = Ma?)s. (5.1)
mas, pela Proposicdo 4.11, a? é um escalar. Logo, <a2>2 =0 e, assim,

aNb=\a*y=0. (5.2)
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5.1 BIVETORES E TRIVETORES

Notemos que, por 4.29, esse elemento A é um bivetor. De fato, a e b sao 1-vetores e,

portanto, A = a Ab = (ab)14+1 = (ab)s.
a-b
Determinemos ||A]|. Para tanto, tomemos o vetor ¥’ = b — ——a, notemos que
a-a

) ) 5
a/\b':a/\(b—aa> =a/\b—a/\<a>ai2a/\b—0:a/\b.

a-a a-a
Ainda,
b
a-b':wb—a—wa:a-b—a'b:(),
a-a

de modo que
anb=anlt =alf

¢ assim,

Al = flaAbll = [la At = [ab]| 2" all |-

Isso nos da que a norma de A é justamente a area do paralelogramo definido pelos

vetores a e b.

b/

a

Figura 21: Interpretagao geométrica do célculo de ||a A b||.

Em suma: a A b é uma porcao de plano orientado de médulo igual a area do paralelo-
gramo definido pelos vetores a e b e com orientacao definida pela ordem desses.

Durante nosso capitulo 2, em especial na seccao 2.1, dissemos que a perda de comutati-
vidade teria um sentido geométrico que poderia ser percebido ao considerarmos o produto
exterior. De fato, notemos que o produto exterior de dois vetores nos da um bivetor cuja
orientacao é definida pela ordem em que os vetores foram tomados para o produto, assim,

temos que b A a = —a A b; como mostra a Figura 22.

Figura 22: bAa = —aAb.
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5.1 BIVETORES E TRIVETORES

Ainda, notemos que um bivetor nao tem forma, apenas um médulo (drea igual a area
do paralelogramo definido pelos vetores) e orientacao (sentido da rotagdo determinado
pela ordem dos vetores). A figura a seguir mostra diferentes representagdes de um mesmo

bivetor.

~6

(d) (e)

Figura 23: Representacoes distintas de um mesmo bivetor a A b.

Observemos que a representacao apresentada em Figura 23e faz sentido uma vez que,
ao computarmos a A b, ndo temos mais informacgoes sobre a e b; temos apenas um valor de
area e sua orientacao. Também, atentemo-nos para uma possivel confusao sobre a Figura
23a, tal representacao pode nos levar a conclusao equivocada de que o produto exterior é
comutativo por nao deixar evidente a ordem em que os vetores foram tomados.

Para a obtencao desse bivetor, usamos o produto exterior expandindo um subespaco
1-dimensional por outro, afim de obter um subespaco 2-dimensional. Mas o que ocorre ao
expandirmos um subespaco 2-dimensional por um outro 1-dimensional?

Novamente, pela Defini¢ao 4.29, tomemos o bivetor As = a A b e o vetor ¢ linearmente

independente a a e b, temos
A N e = (Agc)aq1 = (Az0)s,

um trivetor.

Na Figura 24 temos uma por¢ao do espaco tridimensional representado pelo trivetor
a A\ b A cobtido expandindo-se o bivetor a A b pelo vetor ¢. Por um processo analogo ao que
fizemos para o produto exterior de dois vetores, temos que o moédulo de a A b A ¢ é igual
ao volume desse paralelepipedo definido por a, b e c. A orientacao de a A b A ¢ serd dada
pela ordem em que os vetores foram tomados, notemos que a orientagao obedecera a regra

da mao direita ou da mao esquerda e pode ser representada por uma espiral orientada.

44



5.1 BIVETORES E TRIVETORES

Figura 24: Trivetor a AbAc.

Tal como ocorre com os bivetores, também os trivetores nao tém forma especifica,
ainda que o paralelepipedo nos auxilie a compreender sua natureza intuitivamente, esses
poderiam ter qualquer outra forma. (SUTER, 2003)

Até o momento, vimos que vetores, bivetores e trivetores representam, respectivamente,
subespagos 1-dimensionais, 2-dimensionais e 3-dimensionais. Podemos generalizar essa
compreensao para subespagos de dimensao arbitraria. (SUTER, 2003; FERNANDES;
LAVOR; NETO, 2017)

Usando o produto externo, podemos expandir subespagos orientados k-dimensionais,

para 0 < k < n, a partir de k vetores linearmente independentes em IR™.

Teorema 5.1. Toda r-blade é o produto exterior de r-vetores linearmente independentes

e todo produto exterior de r vetores linearmente independentes é uma r-blade.

Demonstrag¢io. (=) Observemos que Ay uma k-blade, entdao Ay é o produto de k vetores
ortogonais, mas, como o produto interno de vetores ortogonais ¢ 0 o produto geométrico
se resume ao produto exterior.

(<) Seja By, = v1 Avg A -+ Ay, entdo é possivel obter um conjunto {vy, v, ..., .}

de vetores ortogonais de modo que v Avh A -+ AV) = vV - - V). O

5.1.1 A soma de bivetores em Cl3

Podemos interpretar geometricamente a soma de blades em C/3, tal como fazemos com a
soma de vetores.

Primeiramente, consideremos dois 2-vetores a Ab e ¢ A d em um mesmo plano. Para
fazermos a soma de a Ab e ¢ A d, primeiramente fazemos ¢ A d da forma (yc) A —b; coloca-
mos eles lado a lado de modo que o lado —b de a A b coincida com o lado b de (ye) A —b;
fazemos agora (yc) A —b da forma (da) A b; por fim, a soma é (1 + d)a Ab. Obviamente,
poderiamos trocar a ordem dos argumentos e nao, necessariamente, ficar reescrevendo
cAd; a soma de 2-vetores em um mesmo plano é, apenas, uma questao de colocar areas
orientadas juntas e isso pode ser interpretado algebricamente por somar os coeficientes
desses 2-vetores relativos ao 2-vetor basico.

Agora, consideremos dois 2-vetores quaisquer em Cl3. A interpretacdo da adi¢ao de

2-vetores € mais facil de ser compreendida quando esses bivetores sao expressos em termos
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A\

()

(1+0)a
(d)

Figura 25: Interpretacao geométrica da soma de 2-vetores coplanares em C/3 .



5.1 BIVETORES E TRIVETORES

do produto exterior com um fator em comum. Escrever bivetores dessa maneira é sempre

possivel em Cl3 pois em trés dimensoes dois planos ou sdo paralelos (e a soma pode ser

feita como na Figura 25) ou tém uma reta em comum (e, por conseguinte, um vetor).

Tomemos dois 2-vetores e ¢ o vetor em comum entre eles, podemos reescrever os 2-vetores
tomados de modo a terem ¢ como um dos fatores, de modo que a adi¢ao dos 2-vetores se

reduz & adigao de vetores (Figura: 26).

Figura 26: Interpretacdo geométrica da soma de 2-vetores nao coplanares em C/3.

Notemos que, em dimensoes mais altas, essa interpretacao geométrica pode falhar. Isso
decorre do fato de que, em geral, podemos nao encontrar uma dimensao em comum para
dois planos. Algebricamente, isso corresponde ao fato de que nem toda soma de bivetores
é, de fato, uma blade em C/,, i.e., nem toda soma de bivetores pode ser fatorada como o

produto exterior de dois vetores. Observemos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.2. Consideremos Cly e a base canonica. A soma dos elementos e1 Neo e

e3 A eq nao pode ser escrita como uma 2-blade Co = a A\ b.
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ALGUMAS APLICACOES PARA O ENSINO MEDIO

Neste capitulo, apresentaremos pequenos exemplos de aplicacoes da Algebra Geométrica
tangiveis aos conhecimentos do Ensino Médio.

Para as aplicacoes aqui apresentadas, é suficiente conhecer a Algebra Geométrica Cls.
Assim, facamos uma sumarizacao de conceitos ja definidos anteriormente, porém com

respeito a Cla:

o A Algebra Geométrica Cly é um espaco vetorial de dimensdo 4 (Definicao 4.1);

o conjunto {1, ey, e2,e12} forma a base canonica de Cls.

¢« Um elemento de Cly é dito um multivetor e é da forma

A = ag+ aje + ages + agers.
e O produto geométrico ¢é associativo e distributivo, mas nao necessariamente co-
mutativo.

» O produto e;ej = 1 se i = j. O produto e;e; = —eje; se i # j. Logo a tdbua de

multiplicagao dos elementos da base é

er e e12

1 1 €1 €9 €12
er | e I e12 e

e2 | e —ez 1 —e
ez | e12 —ex e —1

Tabela 2: Tabua de multiplicagdo do produto geométrico em Cls.

Tomando dois vetores a = aje] + ages e b = [B1e1 + Paes. Calculemos o produto
ab:

ab = (arer + azez)(Brer + Paez) =
= aje1fer + arerfaeg + azeafier + ageafres =
= a1 B1ere1 +aiferes + azfreser + agfaesen =
= a1 + agf2 + a1 fze1e2 — agfiereg =
= (a1B1 + azB2) + (a1 f2 — azfi)ers (6.1)

O primeiro termo (o181 + agf32) é justamente o produto interno usual de a e

b: a-b = |la||b||cosh. J& o segundo membro (a2 — aaf1)er2 é, de acordo
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6.1 NUMEROS COMPLEXOS

com Definicdo 4.29, o produto exterior de w e v e, como visto na secao 5.1,
aANb = |a||b||sin fe12. De modo que o produto de dois vetores a e b pode ser
escrito da forma

ab=a-b+aAND.

e Como mostrado na secao 5.1, o produto exterior a A b é interpretado como uma
porcao do plano orientada de modulo igual a area do paralelogramo definido
pelos vetores a e b e sua orientacdo é definida pela ordem em que os vetores

foram tomados no produto.

6.1 NUMEROS COMPLEXOS

De acordo com a Tébua de multiplicagdo (Tabela 2), temos e12 um elemento cujo quadrado

¢ um numero negativo. De fato,

2
ely = e12€12 = ejegerey = ejea(—eger) = —ejegege; = —eje = —1. (6.2)

Podemos denotar ejo = i e obtermos i2 = —1. O que torna a igualdade ainda mais

familiar aquela que define a unidade imaginaria.

Assim, podemos interpretar o multivetor A = a + bi de grau misto como um nimero
complexo a + bi. A soma geométrica bem como o produto geométrico correspondem exa-
tamente a soma e multiplicacdo complexa; de modo que C é uma subalgebra comutativa
de Cly gerada por {1, e12} e, portanto, com dimensao 2.

Notemos que para tal abordagem, nao ha necessidade do uso de eixos reais e imagina-
rios.

Ainda, facamos € o angulo entre os vetores u e v, logo
w =u-v+uAv=lul|v|cosd+1i|ul ||v] sin@ = |ul| ||v]|| (cosd + isinh),
fazendo p = ||ul| ||v|| temos
uv = p(cosf +1isinh) (6.3)

a conhecida forma trigonométrica de um ntimero complexo.

6.2 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Tomando a e b vetores unitarios e a o angulo entre eles, podemos escrever
uv = cosa + isina com « € [0, 27).

Proposicao 6.1. Sejam a e B dngulos tais que 0 < a4 § < 2w. Entao sdo vdlidas:
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6.2 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

i) cos? a+sin?a = 1;

i) sin(a+ ) =

iii) cos(a+ ) =

sin « cos [ + sin (3 cos «;

cos acos f — sin asin 3.

Demonstracdo. Sejam a e b vetores unitarios tais que a é o angulo orientado entre a e b

entao o angulo orientado entre b e a ¢ —a e, assim,

Logo,

ba = cos(—a) +isin(—a) = cosa —isina.

2 2
1= {la]™ |[ol}"-

Pela Preposicao 4.11, temos

2 2 4.19
1= [lal[*[|b]" =" aabb =

= abba =
= (cosa +isina)(cosa —isina) =
= cos? o — i2sin®a =

= cos? o + sin? a.

Y

Agora, tomemos ¢ um vetor unitario tal que a é o dngulo orientado de a a be [ é o

angulo orientado de b a ¢. Entao v = o+ 3 é o angulo orientado de a a ¢ e assim

logo

cosy +isin~y

= qc =
=alc=

4é9ab2c=

= abbc =

= (cosa+isina)(cosf +isin3) =

= cosacos B +icosasin +isinacos S +i’sinasinf =
= cosacos 3 +icosasinf +isinacosf —sinasinf =

= cosacos § — sin asin § 4 i(cos asin § 4 sin a cos 3),

cosy = cos(a+ ) = cosacos § — sin asin 8
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siny = sin(a + ) = cos asin 3 + sin a cos .

6.3 LEI DOS SENOS E COSSENOS

Consideremos um triangulo com lados de tamanhos a, b e ¢ e angulos internos «, 3 e 7.
Facamos a representacao de tal tridngulo usado vetores em C/lo, para tanto tomemos os

vetores a, b e c tais que ||al| = a, |b|| =bec| =cea+b+c=0.

a

Figura 27: Triangulo
Podemos escrever
—c=a+b
elevando ao quadrado temos

(—¢)* = (a+b)’
c? = (a+b)?
¢ =a’+b’+ab+ba

Pela Proposicao 4.11,

> =a’+b*+ ab+ ba
A=a®+v*+2a-b
= a® 4+ b* + 2abcos(m — )

& =a®>+ b —2abcosy

e esta ¢ a conhecida lei dos cossenos.



6.4 GEOMETRIA ANALITICA

Agora, tomemos a equagao a + b + ¢ = 0 e facamos o produto exterior por a, entao

aA(a+b+c)=an0
aNad+aAb+aAc=0
0O+aAb+anc=0
aAb4+anc=0
aAb=-aAc
aAb=cAa.

Novamente, tomemos a equagao a + b + ¢ = 0 e fagamos agora o produto exterior por

b, entao

bA(a+b+c)=bA0
bAa+bAb+bAc=0
brna+0+bAc=0
bAa+bAc=0
bAc=-bAa
bAc=aAb.

Logo, concluimos que

aAb=DbAc=cAa
absin(m — ) Iz = besin(m — «)ls = casin(m — 5) Iy
absiny = bcsina = casin

sina  sinf8  sinvy

a b c '

a conhecida lei dos senos.

6.4 GEOMETRIA ANALITICA

Na linguagem da Algebra Geométrica, cada ponto geométrico é representado por um vetor.

Podemos ainda considerar o ponto e o vetor que o representa como os mesmos. Também,
o ponto que serd representado pelo vetor 0 (a origem) é, apenas, uma questao de escolha
e problemas podem, muitas vezes, ser simplificados pela escolha sagaz desse.

Sabemos que o produto exterior de dois vetores paralelos é zero. Podemos usar esse
fato para escrevermos uma reta pela origem. Dado um vetor u de dire¢ao, entao todo

ponto x na reta satisfaz

zAu=20
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Para retas por um ponto a qualquer, podemos escrever
(x—a)ANu=0
de modo que podemos escrever

(xAu)—(aAu)=0
(xAu) = (aAu)
(xAu)=1U,

em que u é o vetor de direcdo e U é o bivetor a A u. O bivetor U define indiretamente a

distancia da reta a origem.

6.4 GEOMETRIA ANALITICA

Figura 28: Reta no plano.

Podemos obter a distdncia entre e reta e a origem percebendo que tal distancia ¢ a
distancia da origem ao ponto d na reta cujo vetor que o representa é ortogonal a reta

e, consequentemente, ao vetor u. Tal interpretagao pode ser transcrita como u-d = 0 e

dANu=U. Logo

ud =u-d+uNd
ud =0+U

ud =U
d=Uu"
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6.4 GEOMETRIA ANALITICA

e a distancia da reta a origem é ||d||.

Ainda, se u é um vetor unitario, entdo podemos escrever d = Uwu uma vez que o inverso
de um vetor unitario é ele mesmo e assim ||U|| = ||d]|.

Dada reta R passando por a com vetor direcao u e a reta S passando por b com vetor

direcao v, temos que R e S sao concorrentes se, e somente se, u A v 7# 0.

6.4.1 Areas

No estudo de geometria analitica, a area de triangulos é trabalhada a partir de uma
formula envolvendo o médulo de um determinante que é apresentado aos discentes muitas
vezes sem ao menos justificar o seu uso. Apresentamos, a seguir, a abordagem usual e sua

justificativa.

Proposicao 6.2. Sejam A(zq,ya), B(xp,yp) € C(xc,ye) pontos ndao colineares. Entio a
area A do triangulo ABC' €

1 Ta Ya 1
AABC:§|D|76qu€D: Ty yp 1]

Te Ye 1

Demonstragio. Consideremos AABC' como na figura a seguir.

Y
Ye |--------"""""-"-"-----——- ¢
Yo rmmmmmmmm s
' B
A | 1
Yafmommooes ‘ | 1
Zq Le I:b i

Figura 29: Area de um tridngulo a partir de trapézios.

A 4rea A e tal que A = |A; + Ay — As|, sendo
o Aj a drea do trapézio formado pelos pontos (z4,0), (2, 0), C e A;
o Ag a area do trapézio formado pelos pontos (., 0), (xp,0), B e C;

o Az a drea do trapézio formado pelos pontos (x4,0), (23,0), B e A.
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6.4 GEOMETRIA ANALITICA

Assim,

e H((chrya)(xc—xa)) n ((chryb)(xb—wc)) B <(yb+ya)(l’b—$a)>H _

2 2 2 o

1
= H2 ((yc + o) (@e — xa) + (Ye +p) (26 — xc) — (yp + Ya) (T — :ca)) H =
1
= b} H(ycl'c — Yeag T YaZe — yama) + (ycxb — YeTe + YpTp — ybxc) - (ybxb — YpTa + YaTp — yal'a) || =
1
=3 Yz — Yea + YaTe=YaTa + YeTo=YcTc + Y5 — YpLe=Y5TF + YpTa — Yol + Yaal|| =

1
= 5 Hxayb + TcYa + TpYe — TeYp — Tale — wbya” =

1 La ya 1
:§||D||,emqueD: Te Yo 1.
Ty Yy 1

]

Notemos que, nessa abordagem, o uso do determinante surge da facilidade em denotar
a soma Talp + Tela + TolYe — Telp — Tale — TpYa- Ainda que propriedades do determinante
facilitam a discussao sobre a ordem em tomar os pontos A, B e C nao ha interpretacao
geométrica imediata para seu uso.

Agora, apresentemos uma proposta da Algebra Geométrica para areas de triangulos.

Proposicao 6.3. Sejam A(zq,Ya), B(xy, yp) € C(x¢, ye) pontos ndao colineares. Tomemos
os vetores 1@ e 1@, entdo a drea A do triangulo ABC é

a=;|aBn ).

Demonstragcao. Posto que a area de um triangulo é metade da area do paralelogramo
formado por dois de seus lados, a demonstracao é direta ao observemos que 1@ AN A
¢ justamente o bivetor que representa a porcao orientada com moédulo igual a area do

paralelogramo determinado por 1@ e 1@ . O

Exemplo 6.4. Determinemos a drea do triangulo definido pelos pontos A(2,2), B(8,3)
e C'(3,6).
Temos AB = (6,1) e AC = (1,4). Fagamos ABNAC:

1@/\1@@(6-4—1-1)612:
= (24—1)ejn =

== 23612.
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De modo que

Aane = 3[BT -

1
- .23 =
2

11,5.



CONSIDERACOES FINAIS

A Algebra Linear é abordada principalmente em dois momentos no Ensino Médio: o uso
de vetores para representacao de grandezas em Fisica (sobre tudo no estudo da mecanica)
e no estudo de matrizes, determinantes e sistemas lineares. Ao discente do EM, esses
conceitos lhes parecem desconexos ainda que facam parte de um mesmo formalismo ma-
tematico: a Algebra Linear. Também, até o estudo da Geometria Analitica, no fim do
Ensino Médio, os discentes sequer conseguem estabelecer uma relacao entre a Geometria
e a Algebra. Alguns poucos podem o fazer ao recordar o estudo de polindmios (mais
especificamente: fatoragdo e produtos notaveis) durante o Ensino Fundamental, quando,
numa tentativa de tornar um estudo extremamente algébrico mais tangivel a uma crianca,

seu(ua) professor(a) pode ter optado por utilizar representacoes geométricas para 1, x,

e a’.

Trabalhar as Algebras Geométricas durante essa etapa corrobora para uma compreen-
sao mais profunda da Matematica e lida com questdes como as apontadas no paragrafo
anterior.

Durante o presente trabalho, buscamos enfatizar as Algebras Geométricas como pode-
roso formalismo capaz de correlacionar conceitos algébricos e geométricos. Demostragoes,
outrora complexas, tornam-se mais simples e compreensiveis ao discente do Ensino Médio
com o auxilio das Algebras Geométricas.

Além disso, compreender a matematica como um produto do conhecimento humano
nos faz perceber que processos/fatos histéricos influenciam no desenvolvimento da ciéncia.
Um dos provéveis motivos para que as Algebras de Clifford nio se tornarem tao populares
quando foram desenvolvidas é a infeliz morte de Clifford pouquissimo tempo depois de
sua descoberta.

O uso das Algebras Geométricas no Ensino Médio néo fica restrito & disciplina de
Matemética. De fato, o uso das Algebras Geométricas permite uma interdisciplinaridade
com a Fisica, permitido uma maior compreensao de conceitos fisicos. Nesse sentido,
proximos trabalhos podem se apoiar em Hestenes (2003a) e propor uma reformulagao da
Fisica no Ensino Médio com o uso das Algebras Geométricas.

A seguir, algumas reflexées pessoais que desejo compartilhar com o leitor.

Durante meus estudos para esse trabalho, diversas vezes, estive a realizar computacoes
extensas para a verificacao de resultados e maior compreensao do tema. Nesse momento,
experimentei contato com bibliotecas e moédulos para linguagens de programacao tais
como: clifford; GAlgebra e Ganja.js. Nesse processo, me surgiram inquietagoes sobre o
ensino da matematica na educacado basica e o desenvolvimento dessa ciéncia. O uso de

computacao performa um papel notavel no desenvolvimento da Matematica, no entanto,
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CONSIDERAGOES FINAIS

no ensino dessa ciéncia, o uso da computacgao se restringe, basicamente, a: plotagem de
graficos; uso de planilhas eletronicas e calculadora. Por que nao fazer como fazem os
cientistas: se preocupar em compreender/interpretar resultados e processos, mas deixar
que maquinas (cuja capacidade de processamento é, evidentemente, maior que a nossa)
facam o trabalho “chato”?

Por fim, nessa dissertacdo, apresentamos as Algebras Geométricas a partir de um
conjunto de axiomas. Entretanto, outras defini¢goes sdo possiveis, algumas com o uso de
conceitos algébricos mais elaborados. Uma questao que ecoa em mim é: quais os ganhos
nessas abordagens? Para responder isso, serd necessario expandir meus conhecimentos

em Algebra.
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OUTRAS ASSINATURAS

Toda essa dissertagao foi dedicada ao estudo sobre VGA (Vanilla Geometric Algebra ou
Vector space Geometric Algebra), i.e. Algebra Geométrica sobre um espaco vetorial e uma
forma bilinear simétrica positiva definida.

Os resultados apresentados nesta dissertacao foram obtidos considerando a norma
usual de vetores e o produto de Clifford. O leitor pode perguntar-se se hé outras solugoes
do problema proposto na Segao 2.3. De fato, com certa flexibiliza¢ao da propriedade i),
outras solugoes sao possiveis. Essas derivam da adaptacao da Equacao 4.1 do Axioma 1,
de modo a permitir aa = —1 ou ainda aa = 0.

O presente apéndice, aborda, muito brevemente, espagos vetoriais com essa adaptacao.

Com essas formas quadraticas, outras algebras se tornam possiveis, tais como: PGA
(Projective Geometric Algebra); CGA (Conformal Geometric Algebra) ou STA (Spacetime
Algebra); cada qual com suas vantagens e aplicagoes. Em cada uma delas, a interpretacao

geométrica do produto exterior pode variar, como nos aponta Dorst, Fontijne e Mann
(2009, p. 10).

A.l FORMA QUADRATICA

Definicao A.1. Seja V' um espago vetorial sobre K. Uma forma bilinear em V é uma

funcao b :V xV — K que € linear em cada varidvel, i.e.

b(zv + yw,u) = zb(v,u) + yb(w,u),

b(u,zv + yw) = zb(u,v) + yb(v, w),

para todos u, v, w eV ex, yec K.

Defini¢ao A.2. Uma forma bilinear b € dita:
e simétrica se b(v,w) = b(w,v);
e anti-simétrica se b(v,w) = —b(w,v) ou
e alternada se b(v,v) = 0.

para todo v, w € V.

Definicao A.3. A forma quadrdtica associada a uma forma bilinear simétrica b é uma

aplicagio q : V — K dada por q(v) = b(v,v).
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A.2 ALGEBRA DE CLIFFORD

Definicao A.4. Seja V' um expago vetorial real e q : V. — R wuma forma quadrdtica
relacionada a uma forma bilinear b : V xV — R simétrica. A Algebra de Clifford

associada a (V,q), denotada como CL(V,q), é a dlgebra gerada em V sujeita a relagdo
w-v+v-ou=2-b(u,v)

para todos u, v € V.

Fixemos V' = R". O teorema de Sylvester nos garante que R" possui uma base g-
ortonormal com p geradores cujo quadrado é 1, ¢ cujo quadrado é —1 e r cujo quadrado
é zero. De modo que, podemos denotar a algebra C/(R", q) por Cly. g -

Entao, Clp 4, como espago vetorial é gerada por monomios tal como foi abordado no
Capitulo 4. Para construgao de Cfp 4, nao se faz necessaria nenhuma alteracao além da

adaptacao da Equagao 4.1. Ao invés de ee = 1, temos
ee =e-e. (A1)

De modo que o produto dos elementos da base obedecera as seguintes condigoes:

i) e2 =1,sel1<i<p;

i) e?=—1,sep+1<i<p+g;

iii) e2 =0,se p+q+1<i<p+qg+r=nmn;

W) ejej = —ejeq, se i F J.
A.3 EXEMPLOS
Exemplo A.5. Consideremos Cl111. O conjunto {1,e1,ez,e3,e12 < e13,€23,€123} € @

base canonica para Cl1 11 e, pela assinatura (1,1,1), temos que eje; = 1, egeg = —1 e

eses = 0.
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Sejam a = 1+ ez e b= e1 + 2e123 dois multivetores em Cly1,1. Calculemos o produto

ab.

ab= (1+4e3)(e1 +2e123) =

= le1 + 2eq123 + e3ze1 + e32e123 =
= e1 + 2e123 — e1e3 + 2eze1a3 =
= e1 + 2e123 —e1e3 + 2ezerese3 =
= e1 + 2e193 — e1e3 + 2e1egeze3 =
= e1 + 2e193 — e1e3 + 2e1e2(0) =
=1+ 2e123 — €13 =

= e1 —e13 + 2e123.

Fagamos a tdbua de multiplicacao para Cly 1.

A.3 EXEMPLOS

1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
1 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
e1 €1 1 €12 €13 €2 €3 €123 €23
€2 e —eig  —1 €3 €1 —e123 —€3 €13
€3 €3 —€13 —€923 0 €123 0 0 0
el2 | e12 —ez  —er  erpz 1 —e23 —e13 €3
e13 | e13 —ez —ep3 0 eg3 0 0 0
€23 | €23 €123 €3 0 e3 0 0 0
€123 | €123 €23 €13 0 €3 0 0 0
Tabela 3: Tabua de multiplicacao para Cf11,1.
Exemplo A.6. Consideremos Cly31. O conjunto
{1,e1,e2,€3,€4, €12, €13, €14, €23, €24, €34, €123, €124, €134, €234, €1234 }
é a base canonica para Cly 3 1 e, pela assinatura (0,3,1), temos que eje; = —1, egeq = —1,

ezez3 = —1 e eqeq = 0.
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Sejam a = 1+ ez e b= e1 + 2e123 dois multivetores em Cly31. Calculemos o produto
ab.

ab= (1+4e3)(e1 +2e123) =
= ler + 2e123 + eze1 + e32e123 =
= e1 + 2e123 — ere3 + 2ezejo3 =
= e1 + 2e123 — e1e3 + 2ezerege3 =
= e1 + 2e123 — e1e3 + 2ejeze3e3 =
= e1 + 2e193 — eje3 + 2e1e9(—1) =
= e1 + 2e123 — e1e3 — 2e1e9 =
= e1 — 2e1e2 —ere3 + 2e193 =

= e1 — 2e12 — €13 + 2e1923.

Exemplo A.7. Durante a segio 6.1, foi comentado C como uma subdlgebra de Cly. No
entanto, podemos tomar a dlgebra Cly 1 e obtermos a unidade compleza como um 1-vetor

e nao o bivetor eys.

Exemplo A.8. A dlgebra Cly3 dita dlgebra do espago-tempo € associada & geometria
da Relatividade Restrita. Maiores consideracoes fogem ao escopo dessa dissertacdo, no
entanto o leitor pode recorrer a Lasenby, Doran e Gull (1998) ou Hestenes (2003b).

Exemplo A.9. O modelo conforme de geometria utiliza um espaco métrico R4+1H1 ¢,
nesse modelo, blades podem ser interpretadas geometricamente como circunferéncias (pa-
res de pontos, circulos, esferas e equivalentes em dimensoes mais altas). Mais informagcoes
sobres modelos de geometria podem ser encontradas no capitulo 3 de Fernandes, Lavor e
Neto (2017).
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