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RESUMO

Neste trabalho discorremos sobre sistemas de equagoes lineares e varios métodos de resolu-
¢ao para eles, tratamos também de fazer aplicacoes de sistemas lineares em trés diferentes
situacoes, para mostrar sua importancia e representatividade nas mais diversas ciéncias.
Na engenharia, calculando as forcas de tragao e compressao nas barras de uma treliga; na
administracao, através do método simplex como ferramenta de otimizacao que auxilia na
tomada de decisao; e na area da tecnologia espacial, demonstrando a precisao dos satélites
na localizacao de um ponto geografico.

Palavras-chave: Sistema de Equacoes Lineares, Trelicas, GPS, Método Simplex






ABSTRACT

In this work we talk about systems of linear equations and various methods of solving
them, we also try to make applications of linear systems in three different situations,
to realize their importance and representativeness in multiple sciences. In engineering,
calculating the tensile and compressive forces in the bars of a truss, in administration,
through the simplex method as an optimization tool that helps in decision making and
in the area of space technology demonstrating the accuracy of satellites in locating a
geographic point.

Keywords: System of Linear Equations, Trusses, GPS, Simplex Method.
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1 INTRODUCAO

Percebendo a necessidade dos alunos de aplicacoes praticas dos contetidos de mate-
mética e, através do magistério, notando maior interesse quando lhes era possivel experi-
enciar aplicagoes matematicas para o cotidiano, vinculadas aos contetidos programaticos,
este trabalho de dissertagao de mestrado aqui apresentado ocupou-se em mostrar algu-
mas aplicagoes dos sistemas lineares e sua relevancia utilizando-se de diferentes recursos,
em trés diferentes contextos, demonstrando assim a utilidade da matematica, através dos
sistemas lineares em areas distintas, bem como a sua legitimidade.

Esta dissertacao pretende demonstrar a importancia matematica no contexto da
vida e do trabalho através da compreensao das aplicagoes dos sistemas lineares no fun-
cionamento do GPS, na demonstragao do Método Simplex e nos calculos de tragao e
compressao em trelicas auxiliando a compreensao dos estudantes de mateméatica em dife-
rentes campos da area de ciéncias exatas. O trabalho também é uma contribuicao para o
ensino da matematica tornando-o mais atrativo e promissor, pois da énfase a aplicabili-
dade como método resolutivo e 1util para a sociedade.

A demonstragao pratica de resolucao de problemas e técnicas de funcionamento
possibilitam ao leitor a compreensao exata e sistematica das etapas de aplicacao dos
sistemas lineares além de valorizar os mecanismos metodolégicos sequenciais aplicados a
cada area de sua abrangéncia.

No processo de aprendizagem esté implicito uma mudanga de comportamento in-
dividual e coletiva para que os aspectos constitutivos da pessoa associem-se com o ato de
aprender sendo cada estimulo importante para a apreensao do conhecimento. A demons-
tracao pratica de atividades do conhecimento funciona como alavanca para o progresso
da aprendizagem estimulando o estudo e desenvolvimento das praticas tornando a pessoa
mais ativa no processo e coparticipante do processo de ensino-aprendizagem. A satisfacao
nos resultados implica em maior interesse pelo conhecimento, propiciando aplicagoes no
mundo cotidiano e no trabalho.

Nesse sentido, o trabalho de revisao bibliografica aqui apresentado com aplicagoes
praticas de sistemas lineares auxilia na compreensao dos métodos e contetudos, valorizando
o uso da matematica na resolucao de problemas e na prestagao de servicos relevantes para
0 nosso cotidiano.

No Capitulo 2, é apresentado o sistema de equacoes lineares com suas possiveis
solucoes. Apos classificar e definir a ordem de um sistema, sao demonstrados métodos de

resolugao para o sistema linear. Para os sistemas 2 X 2, é exibido o método da substituicao,



18

da adicao, do escalonamento e de Cramer. Para a resolucao de um sistema 3 x 3, é
apresentado o método da substituicao, do escalonamento e de Cramer. E, finalmente,
ampliando-se para sistemas m X n, é mostrado apenas o método do escalonamento, pelo
fato de se tornar dificultosa a resolucao por outros métodos quando ha um aumento na
quantidade de variaveis.

No Capitulo 3, ha uma exposicao do conceito de uma trelica, em particular o de
trelica simples, bem como sua importancia na engenharia, o calculo das forcas de tragao e
compressao exercidas em suas barras rigidas pelo método dos nos e pelo método das secoes,
tendo como exemplo pratico, o calculo das forcas na ponte Southern Pacific Railroad.

No Capitulo 4, é descrito um pouco da histéria do GPS, na maneira de como é
usado os sistemas lineares para detectar uma posicao no globo terrestre, através de um
sistema cartesiano tridimensional e sua transformagao para coordenadas geograficas.

No Capitulo 5, é comentado a respeito da otimizagao de uma grandeza para uma
tomada de decisao, quando envolvem problemas que apresentem caracteristicas lineares e
uma Funcgao Objetivo. Sao ainda demonstrados recursos para a solu¢ao do problema com
poucas varidveis, como o método grafico ou o método algébrico, e com mais variaveis o
método Simplex, com um passo a passo de como realizar sua execucao.

E apresentado, no Apéndice A, um relato sobre os vetores no espaco, o produto
escalar, o produto vetorial, o produto misto entre vetores e suas aplicagoes geométricas,
modulo de um vetor e distancia entre dois pontos dando assim sustentabilidade matema-
tica para o que foi visto no Capitulo 4.

E, finalmente, no Apéndice B, é descrito um breve texto sobre o momento de uma
forca em relacao a um ponto, para compreensao e entendimento do que foi descrito no
Capitulo 3 acerca deste contetudo.

Em todas as formas de apresentacao de resolugao de problemas neste trabalho, ha
uma intencionalidade aplicada, sendo a maior delas a ampliacao do conhecimento através
da aplicabilidade dos temas bem como de sua relevancia social. O magistério permite o
aprofundamento das temaéticas, uma vez que permite despertar interesse e compromisso
com o aprendizado. Espera-se que o leitor aproprie-se da pesquisa como ponto de partida
para incorporar novas referéncias e aplicabilidades, fazendo do estudo uma base segura

para o avango do conhecimento.
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2 SISTEMAS LINEARES

Para o desenvolvimento deste capitulo, usamos como referéncia (DE SOUZA, 2010),

(IEZZI et al., 2019) e (STEINBRUCH; WINTERLE, 1995).

2.1 EQUACOES LINEARES.

Para introduzir o tema sobre sistema de equacoes lineares, vamos primeiramente

definir o que sao equacgoes lineares.
Definicao 2.1. Sao chamadas de equacoes lineares as equagoes do tipo
a11 + axo + asxs + - - - + anx, = ao, (2.1)

onde x1,z9, x3,...,T, SA0 as variaveis e ay, as, as, . . . , a, seus respectivos coeficientes reais

e ap, também pertencente ao conjunto dos reais, € denominado de termo independente.

Vejamos através de um exemplo, quais sentencas sao equagoes lineares e quais nao

Sao0.

Exemplo 2.2. Considere as seguintes equagoes:

(a) 2z 42y —52=9 (d) 3*+4b=6 (8) = — 4oy =12

(b) 3z* +2y =25 (e) V3x —4z = —4 (h) 3z +4y — 3z
4

() 3u 4 =10 (£) 3a+cb= -3 (i) 34z = -8

Sao equagdes lineares as sentengas: (a), (e), (f), e (i).
Nao sdo equagoes lineares as sentengas: (b),pois a variavel x esta elevada ao qua-
drado, (c),pois a variavel y tem expoente —1, (d), pois a variavel a esta no expoente, (g),

pois aparece um produto de duas variaveis e (h), pois ndo é uma equagao.

2.1.1 Solugoes de Uma Equagao Linear

O que se pode explanar sobre uma soluc¢ao de uma equacao linear? Vamos observar

a definigao a seguir.

Defini¢ao 2.3. Uma solu¢ao da equagao linear (2.1) é uma sequéncia de nimeros re-

ais (wq,wq, ws, ..., wy,), que substituidos respectivamente no lugar de xy,z9,x3,. .., %,
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tornam a igualdade verdadeira, ou seja, satisfaz
a1 1w + aQWs + -+ - + aW, = Q.

Através de um exemplo, vamos esclarecer essa defini¢ao.

Exemplo 2.4. Considerando a equacgao linear 3z + 5y + 2z = 8, vamos determinar se
(5,5,—16) e (3,4, —7) sao solugoes da mesma.

De fato, como
3:54+45:5+2-(=16)=15+25—-32=38,

logo (5,5, —16) é solucao da equagao.

Por outro lado, como
3:345:442-(=7)=9420—14=15#38,

segue que (3,4, —7) néo é solugao.

Apos definir o que sao equacoes lineares, podemos introduzir a defini¢ao de sistema

de equagoes lineares.

2.2 SISTEMAS LINEARES.

Definicao 2.5. Chamamos de sistema de equagoes lineares quando temos associadas mais

de uma equacao linear, ou seja,

1171 + a1o%o + - -+ ATy = by

a21T1 + Q229 + * ++ + AopLy = b2

\amlml + paTo + -+ ATy, = bm

Se temos m equacgoes lineares e n incognitas, dizemos que possuimos um sistema

de ordem m x n.
O exemplo abaixo, apresenta a ordem de dois sistemas de equacoes.
Exemplo 2.6. Consideremos os sistemas a seguir.

1. O sistema de equacoes lineares

{3x+5y+2z:27

3z —5z=-30
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tem duas equagoes e trés incognitas, logo é um sistema 2 x 3.

2. O sistema de equacoes lineares
3r+2y+ z2=20
2z — 2=0
3r+ y—+52z=230

possui trés equagoes e trés incognitas, deste modo é um sistema 3 x 3.

2.2.1 Solucao de um Sistema de Equacgoes Lineares.

Foi visto a definicao de uma solugao de uma equagao linear, agora veremos a

definicao de uma solucao de um sistema de equagoes lineares.

Definigao 2.7. Uma solu¢do do sistema de equagoes lineares (2.2) é uma solugao para to-
das as equagoes do sistema, ou seja, ¢ uma sequéncia de niimeros reais (wq, wo, W3, . . ., Wy,),
que substituidos respectivamente no lugar das variaveis 1, x2, 23, ..., Z,, tornam verda-

deiras cada uma das igualdades.

Através de dois exemplos com trés variaveis, vamos analisar um terno ordenado

que ¢é solugao de um sistema e um terno ordenado que nao é solugao de um sistema.
Exemplo 2.8. Consideremos os casos abaixo:
1. O terno ordenado (0,3,6) é uma solucao do sistema
3+ by + 22 =27
3x — 5z = =30,

pois
3:0+5:3+2-6=0+15+12=27,

verificando a primeira equagao, e
3-0—5-6=0-30=—-30,
verificando também a segunda equagao
2. Ja o terno ordenado (2,5,4) nao é solugao do sistema
3r+2y+ z=20
2x — 2=0

3z + y+ 5z =30,
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pois, apesar da sentenca ser verdadeira substituindo os valores das varidveis na

primeira equagao, como podemos ver abaixo:
3:242-5+4=6+10+4 = 20,
e verificar também na segunda equacao, como na linha abaixo:
2.2—-4=4-4=0,

Esse terno nao verifica a ultima equagao, pois:

3:245+5-4=6+5+20=31+# 30.

2.2.2 Classificagao de um sistema linear

Um sistema de equagoes lineares pode apresentar uma tunica solugao, infinitas
solucoes, ou ainda, nao apresentar solucoes. Vamos analisar, nas préoximas subsecoes,
esses trés tipos de sistemas, recorrendo ao Método Grafico com apenas duas incognitas,
pois fica bem complicado e as vezes impossivel com trés ou mais incognitas no sistema.

Inicialmente podemos nos perguntar se um sistema poderia admitir uma quanti-
dade finita (mais que uma) de solugoes, porém podemos perceber que quando um sistema

possui duas solugoes ele possuira, de fato, infinitas solu¢oes, conforme visto a seguir.

Proposigao 2.9. Se um sistema apresentar mais que uma solugao, entao ele terd infinitas

solucoes.

Demonstracao. A demonstracao dessa propriedade para um sistema m X n qualquer é
analoga a demonstracao para o caso de um sistema 2 x 2, assim, por simplicidade, faremos
a demonstracao do caso 2 x 2.

Dado o sistema
a1T + ay = ag

blili' + bgy = bo,

com duas solugoes, Pi(xg,yo) € Pa(x1,y1), logo:

a1 + azyo = Ao e bizo + bayo = bo,
e também,

a1r1 + asy; = ag e bixy + boyy = by.

Vamos mostrar que Pj, o ponto médio de P, e P,, também ¢ solugao do sistema.
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De fato, para P <x0 _5 xl, %o ; yl), temos:

a (330 -; Il) +ay (yo ‘g Z/l) _ a12560 n CL12£C1 n a22y0 n G223/1

1 1
= §(a1x0 + asyo) + §(a1x1 + asyr)

= —ag + Zap = ay,
oo T 50 0

e também,

b, (xo +$1) by (yo +yl> _ b12Io n b12$1 n b22yo n b22y1

1 1

= 5(61930 + boyo) + 5(51171 + bay1)
1 1

= §b0 + 550 = bo,

Mostrando que Pj realmente é solucao do sistema. Podemos entao perceber que o ponto
meédio de P; e P3 também é solugao do sistema, e assim procedendo infinitamente, teremos

infinitas solugoes, como queriamos demonstrar. ]

2.2.2.1 Sistema Possivel e Determinado (SPD)

Um sistema de equacoes lineares é dito possivel e determinado quando possui uma
tnica solucao.
O exemplo abaixo, apresenta um sistema cuja tnica solugao sera mostrada através

do estudo dos gréficos.

Exemplo 2.10. Dado o sistema
20 — 3y = —8
br + 4y = 26
Podemos ter uma interpretagao geométrica da solucao desse sistema de equagoes.
Vamos esbogar o grafico de cada equagao em um mesmo sistema cartesiano, pois
cada equagao dada na verdade ¢ a equagao de uma reta.
8

2
A equacgao 2z — 3y = —8 pode ser escrita em sua forma reduzida como y = 5:1: + 3

cujo esbogo do grafico pode ser visto na Figura 1.
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2 8
Figura 1 — Grafico de y = ga: + 3

Y

8/3 A

e !

Fonte: Produzido pelo autor.

5 13
A equagao br+4y = 26 pode ser escrita em sua forma reduzida como y = —Zm+7,
cujo esbogo do grafico pode ser visto na Figura 2.

5 13
Figura 2 — Gréfico de y = —F + 5

13/2

T

Fonte: Produzido pelo autor.

Desenhando os dois gréaficos em um mesmo sistema cartesiano vemos que se cruzam
em um ponto P e percebemos entao que o sistema é possivel e determinado, pois apresenta

esse ponto como Unico que satisfaz as duas equagoes simultaneamente.
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2 8 5 13
Figura 3 — Graficos de y = ga: + 3 ey=—4T + 5

Fonte: Produzido pelo autor.

2.2.2.2 Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Um sistema de equacoes lineares é dito possivel e indeterminado quando possui
infinitas solugoes.
O exemplo a seguir, apresenta um sistema que possui infinitas solugoes, que serao

mostradas através do grafico das equacgoes.

Exemplo 2.11. Dado o sistema

{21:—63/:12

-+ 3y =—6

1
A equacao 2x — 6y = 12 pode ser escrita em sua forma reduzida como y = §x -2,

cujo esbogo do gréfico ¢ dado na Figura 4.
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1
Figura 4 — Grafico de y = 3%~ 2.

Fonte: Produzido pelo autor.

A equagao —x + 3y = —6 pode ser escrita em sua forma reduzida também como
Yy = gac — 2.

Colocando entao os dois esbogos no mesmo sistema cartesiano, temos seus tra-
cados sobrepostos, o que nos oferece infinitos pontos que pertencem as duas equagoes
simultaneamente, confirmando que temos um sistema possivel e indeterminado, ou seja,
com infinitas solugoes.

Por isso podemos observar que nunca teremos um sistema de equagoes lineares com
um nimero finito de solugoes, além de uma solugao, pois se houver no minimo dois pontos

em comum nas retas que representam as equacoes, elas serao coincidentes, e portanto,

terao infinitos pontos em comum, ou seja, infinitas solucgoes.

2.2.2.3 Sistema Impossivel (SI)

Um sistema de equacgoes lineares ¢ dito tmpossivel quando nao possui solugao.
O préximo exemplo, apresenta um sistema que nao possui solugao, e seu estudo

através de gréaficos, comprova isto.

Exemplo 2.12. Dado o sistema
204+ y=2
—dr -2y =4

Analisando geometricamente, temos que a equagao 2 + y = 2 em sua forma

reduzida é escrita como y = —2x + 2 e tem seu esboco visto na Figura 5.
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Figura 5 — Grafico de y = —2x + 2.

Y

\

-

Fonte: Produzido pelo autor.

A equagao —4x — 2y = 4 tem sua equacao reduzida escrita como y = -2z — 2 e

seu eshoco visto na Figura 6.

Figura 6 — Gréfico de y = —2z — 2.

Y

N

Fonte: Produzido pelo autor.

Observando os dois esbocos em um mesmo sistema cartesiano, percebemos que
ambas as retas sao paralelas, conforme Figura 7, nao tendo ponto em comum, ou seja,
nenhum ponto que satisfaz uma equacao satisfaz a outra e, portanto, o sistema é impos-

sivel.
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Figura 7 — Graficos de y = —2x +2 e y = —2x — 2.

Y

Fonte: Produzido pelo autor.

2.2.3 Sistemas Equivalentes
Apos definir e dar exemplos a respeito da(s) solugao(es) de um sistema de equagoes
lineares, vamos definir sistemas equivalentes.

Definicao 2.13. Dois sistemas de equagoes lineares sao ditos equivalentes se possuirem

as mesmas solugoes.

Exemplo 2.14. 1. Os sistemas
{21’ + y=-3

3r—2y =13
e

dr + 2y = —5

r+ y=-—4

tem ambos solugoes tnicas e iguais a (1, —5), logo sdo sistemas equivalentes.

r+y=10
T—y=2

com solu¢ao tnica igual a (6,4) e o sistema

{3x+y:7

r—y=-—3

2. Ja os sistemas

com solugao tnica e igual a (1,4) nao sao equivalentes, pois possuem solugoes dife-
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rentes.

Proposigao 2.15. Segue abaizo, algumas proposicoes referentes a sistemas equivalentes.

1. Multiplicando uma equagao de um sistema linear por uma constante real nao nula,
temos um novo sistema linear equivalente ao primeiro.
2. Ao trocarmos duas equagoes de lugar, temos um novo sistema equivalente ao pri-

meiro.
3. Substituindo uma equagao pela soma dela com outra equagao do sistema, obtemos

um sistema equivalente ao primeiro.

Demonstracao. A demonstracao dessas propriedades para o caso de um sistema de ordem
m X n é totalmente analogo a demonstragao para o caso 2 X 2, assim faremos apenas este

Caso.

1. De fato, se (zo,yo) € solucao de

ai1T + asy = Qg

bz + by = by,
também é solucao de

k-aix+k-ay=Fk-ag
biz + by = by,
para k # 0, pois se a1+ asyg = ag, logo multiplicando ambos os lados por k, temos
que k- ayxg + k - asyo = k - ag, e vice-versa.
2. E evidente que

a1T + ay = Qg
bliB + be = bo,

tem a mesma solucao de
blx + bgy = b()

a1 + agy = agp.
3. De fato, se pegarmos o sistema

a1x + agy = ag

b1 + bay = by

e o sistema que segue do anterior, com a segunda equacao substituida pela soma
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dela com a primeira equacao,

a1 + Ay = Qg

(CLl -+ bl)x + (CLQ —+ b2>y = Qo —+ bg

possuem a mesma solu¢ao, pois se (g, yop) € a solu¢ao do primeiro sistema, também
é solugao do segundo sistema, pois se, a1zg + asyy = ag € byxg + bayy = by, temos

que,

(a1+b1)xo+(az+b2)yo = a1xo+b1x0+a2yo+bayo = a120+asyo+b120+bayo = aog+bo.
Il

Através de um exemplo, vamos visualizar a aplicabilidade dessas proposigoes.

Exemplo 2.16. Considere o sistema de equagoes lineares

6z — 4y = 26
20+ y = —3.

A solugao desse sistema é tnica e igual a (1, —5), pois suas equagoes tém graficos

dados por retas concorrentes que se cruzam em (1, —5).

1. Esse sistema é equivalente &

20+ y=-3
6z — 4y = 26,
mesmo trocando as duas equacoes de lugar, pois ambos possuem a mesma solugao

tnica e igual a (1, —5).

. Multiplicando por —3 a primeira equagao do sistema obtemos o sistema

—6xr—3y =9
6x — 4y = 26,
que ainda possui como solugao o par (1, —5) como solu¢do tnica. Logo, os sistemas

sao equivalentes.

. Se substituirmos a segunda equagao do ultimo sistema pela soma dela com a primeira

equagao, obtemos o sistema
—6xr —3y =9
— Ty = 35,
que possui o par (1,—5) como uma tunica solugao, portanto, todos esses sistemas

sao equivalentes.

Perceba que esse tltimo sistema é bem simples de ser resolvido.
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2.2.4 Sistema Escalonado

Vamos utilizar as proposicoes vistas anteriormente, para transformar um sistema,
em um sistema equivalente que seja mais simples de determinar as solugoes.
Dado uma equacao linear, chamamos de coeficiente lider o primeiro coeficiente nao

nulo.

Definicao 2.17. Dizemos que um sistema de equacoes lineares esté na forma escalonada

se respeitar as seguintes caracteristicas:

e em cada linha, o coeficiente lider esta a direita do coeficiente lider da linha anterior;
e todas as linhas nulas devem ficar abaixo das linhas nao nulas. Uma linha é nula,

quando todos os coeficientes das variaveis forem nulos.

Exemplo 2.18. Exemplos de sistemas escalonados:

lr+5y—-32=1 bw—3r+4y+ z=10
3z + y=10
dy+ z2=6 e dr+3y— z2=38
dy = —12,
32 =6 52 = 10,

onde sublinhamos o coeficiente lider de cada linha dos sistemas.

2.3 SISTEMAS LINEARES 2 x 2.

Existem varios métodos para resolugao de um sistema de equagoes lineares, como
por exemplo: método da adigao, método da comparacao, método da substituicao, método
de Cramer, método do escalonamento, etc.

Dependendo da quantidade de equagoes e de incognitas temos métodos mais pra-

ticos que outros. Para o sistema linear 2 X 2 vamos ver alguns desses métodos.

2.3.1 Método da Substituicao

Para resolver um sistema de equagoes lineares pelo Método da Substituicao deve-
mos primeiramente escolher uma das duas equagoes e isolar uma das incognitas. Depois
substituir a expressao dessa incégnita na outra equagao.

Resolver a equagao que aparece (que possui apenas uma incognita) para obtermos
o valor da incognita, para dai entao, retornar & equagao escolhida no inicio e proceder

com o calculo que nos permite descobrir a segunda incognita.

Exemplo 2.19. Vamos entao resolver um sistema seguindo os passos acima.
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Dado o sistema
20 — 3y = —8
Sr + 4y = 26,
Resolugao. Vamos proceder com a resolugao escolhendo a primeira equacao e isolando

a incognita z.

20 — 3y = =8
20 = -8+ 3y
x_3y—8

2

Agora vamos substituir o segundo membro dessa igualdade no lugar de x na outra

equacgao, e resolver a equagao obtida.

3y —8 15y — 40 15y — 40 + 8
26:5x+4y:5-<y )+4y:y—+4y:y——|—y

2 2
logo,
92 = 23y — 40

ou seja,

92 = 23y

e, deste modo, y = 4.
Agora que determinamos o valor da incégnita y, vamos voltar ao nosso primeiro
passo e descobrir o valor da incoégnita x.

C3y-8 3-4-8 12-8
s

Logo, a solugao do sistema linear dado é (2,4).

2.3.2 Método da Adigao

Para resolver um sistema de equacoes lineares pelo Método da Adigcao devemos
primeiramente escolher uma das duas incognitas para deixar seus coeficientes com valores
opostos.

Apos a escolha da incognita devemos multiplicar a primeira equacao pelo coeficiente
dela na segunda equacao e multiplicar a segunda equacao pelo oposto do coeficiente dela
na primeira equacao.

Assim procedendo, vamos adicionar as duas equagoes, sendo que a incognita esco-
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lhida ir& se anular e surgird uma equacao com apenas uma incoégnita, a qual resolveremos
e calcularemos o valor dela.

Agora podemos escolher uma das duas equagoes originais, substituir o valor que
foi determinado da incognita e resolver a equacao que surgiu, o que nos dara o valor da

outra incognita.

Exemplo 2.20. Vamos resolver o sistema abaixo pelo método da adicao
2v — 3y = —8
{5:1: + 4y = 26
Resolugao. Em nosso exemplo vamos escolher a incognita y. Assim, multiplicamos a

primeira equacao por 4 e a segunda por 3,
20 — 3y =—8 (x4)
Sr + 4y = 26 (x3)

obtendo o sistema equivalente
8 — 12y = —32
152 + 12y = 78.
Agora que temos dois termos opostos —12y e 12y, podemos somas as equagoes

para obtermos uma tnica equagao com apenas uma incognita.

8r — 12y = =32
_l’_

152 + 12y =78

Obtendo que 23x = 46 e, deste modo, x = 2.
Agora, apos determinarmos o valor de uma incégnita, escolhemos a segunda equa-

¢ao para calcularmos o valor da outra incognita, ou seja,
26 =0rx+4y=>5-2+4y =10+ 4y,

segue que 4y = 16 e, deste modo, y = 4. Portanto, a solucao do sistema linear dado é
(2,4).

2.3.3 Método do Escalonamento

Existem sistemas simplificados que sao mais faceis de usar substituigoes para
resolvé-los, dentre eles se encontram os sistemas escalonados. Todo sistema de equacoes
lineares tem um sistema equivalente na forma escalonada. Para resolvermos um sistema

linear pelo método do escalonamento, precisamos determinar seu equivalente na forma
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escalonada e proceder com a resolugao pelo método da substituicao, tomando as equacoes

na ordem invertida, ou seja, da tltima equagao para a primeira equagao.

Exemplo 2.21. Dado o sistema
20 — 3y = —8
{5x +4y =26
vamos resolvé-lo o pelo Método do Escalonamento.

Resolugao. Vamos primeiramente escalonar o sistema. A primeira equacao serda mantida
e a segunda equacgao serd substituida pela soma dela, multiplicada por 2, com a primeira

equacao, multiplicada por —5, assim obtemos:
20 — 3y = —8
{ 23y = 92.
Agora, resolvendo a segunda equacao temos que 23y = 92 e, logo, y = 4. Prosse-

guindo para a primeira equagao, obtemos
—8=2r—-3y=2xr—-3-4=2x—12,

segue que 2z = 12 — 8 = 4 e, deste modo, x = 2. Portanto, a solugao do sistema linear

dado é (2,4).

2.3.4 Método de Cramer

Para entendermos o funcionamento do método de Cramer para um sistema de
equacoes lineares 2 X 2, vamos primeiramente estudar um pouco sobre o determinante de
uma matriz 2 x 2.

Dado o sistema linear

a1x + agy = Qg
bll’ + bgy = bo,
onde aq, as, ag, by, by e by sao coeficientes reais e x e y sao as incognitas.
Pelo método do escalonamento, trocando a segunda equagao pela soma da primeira

equacao multiplicada por —b; com a segunda equacao multiplicada por a;, temos:

axr + a2y = Qg

(—a1b1 + b1a1){E + (—agbl + albg)y = —aobl + (Ilbo
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a1xr + asy = Qo
(albz - azb1)y = aiby — biag
que é sua forma escalonada.

Note que, o nimero real D = a1by — azb; = det(C') é o determinante da matriz

O — [(11 Cl2]
by by
formada pelos coeficientes do sistema inicial.
De modo pratico temos que o determinante de uma matriz 2 x 2 pode ser calculado
pelo produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da
diagonal secundaria.

Note que, quando substituimos a segunda coluna da matriz C' (coeficientes de y)

pela coluna dos termos independentes, obtemos a matriz

ar Qo
by bol|

Denotando seu determinante por D, = det(C,) = ai1by — apb;, entdo a segunda equacao

C, =

do ltimo sistema obtido se torna D -y = D, e, deste modo, temos que

Yy = D (2.3)

Para calcularmos o valor de x, basta substituirmos na primeira equacgao do sistema

escalonado o valor de y dado pela Equagao (2.3), obtendo entao:

albo - blao) i a1a2b0 - szlao
— | = a1

ag = 1T + asy = a1 + as =
a1by — azby a1by — azby

De mesmo modo, temos:

a1a2b0 — a2b1a0 &1@0[)2 — a0b1a2 — &1@2[)0 + azblCLQ alaobg — a1a260
a1r = apg — = =
arby — azb arby — azb, arby — azb

Se a; # 0, dividimos os dois lados da igualdade por a; e obtemos:

apby — azby
a1by — azby

Note que, agby — asby = D é o determinante da matriz C'.

Mais ainda, quando substituimos a primeira coluna da matriz C' (coeficientes de
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x) pela coluna dos termos independentes, obtemos a matriz

ag Qs
bo by

cujo determinante é D, = det(C,) = apby — azby.

C, =

Temos entao que
D,

r=—"

D

Exemplo 2.22. Vamos entao resolver o sistema
20 — 3y = —8
br + 4y = 26

Temos entao o determinante da matriz formada pelos coeficientes de = e de y, como

pelo método de Cramer.

sendo:
2 -3
D = =2-4—-5-(=3)=8+15 =23,
5 4
-8 =3
D, = =—-8-4—-26-(—3)=-32+78=146
26 4
e
2 -8
D, = =2-26—5-(—8)=52+40 =92
5 26
Entao:
D, 46
:_:—:27
D 23
e
D, 92
:—:—:4
Y=D T 33

Logo, a solugao do sistema linear dado é (2,4).

2.3.4.1 Outro Modo de Como Classificar um Sistema Linear

D D
Como foi visto anteriormente no método de Cramer, x = fx ey = ﬁ Notamos

entao que se:

D # 0 : Podemos obter um valor tinico para x e um valor tnico para y, obtendo assim
um sistema possivel e determinado (SPD).

D = 0 : Temos duas situagoes:
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e SeD,=0eD,=0temos 0-z =0e0-y =0, ou seja, temos infinitas solugoes
para o sistema, obtendo assim um sistema possivel e indeterminado (SPI).
e Se D, # 0 ou D, # 0 temos uma sentenga falsa, 0-2 # 0 ou 0-y # 0, tendo

assim o sistema impossivel (SI).

Exemplo 2.23. 1. Dado o sistema abaixo, ja classificado pelo Método Geométrico no

Exemplo 2.10, vamos agora classifica-lo de maneira mais préatica.
20 — 3y = —8
{59& + 4y = 26
Calculando D , temos:

5 4

concluindo que o sistema é possivel e determinado.

. Dado o sistema abaixo, ja classificado no Exemplo 2.11

{2x—6y:12

—x+ 3y =—6
temos que:
2 -6
D = =2-3—(-1)-(-6)=6—-6=0
S (<1) - (~6)
12 —6
D, = =12-3—(=6)-(—6)=36—-36=0
-6 3
2 12
Dy:‘ =2-(—6)—(-1)-12=-12+12=0
-1 —6

Como D =0, D, = 0 e D, = 0,concluimos que o sistema ¢ possivel e indeterminado.

Observacao 2.24. Essa classificacao de sistema possivel e indeterminado, s6 é
garantida para sistemas 2 x 2, pois esse método apresenta falhas em casos de ordem

maior que 2. Vejamos o exemplo do sistema
r+ y+ z2=1
20 +2y+32=2

3z + 3y + 3z =5,
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onde todos os determinantes serao nulos, pois tém colunas iguais, mas claramente o

sistema € impossivel, porque a tltima equacao nao mantém a proporcao dos demais.

3. Dado o sistema abaixo, ja visto e classificado no Exemplo 2.12

204+ y=2
—4r—2y=4

temos que:
D = : ! =2-(-2)—(-4)-1=—-4+4=0
-4 =2
e
2 1
D, = =2-(-2)—4-1=-4-4=-8
4 =2

Como D =0 e D, # 0 temos um sistema impossivel.

2.4 SISTEMAS LINEARES 3 x 3

Vamos ver neste tépico como fica a resolugao de um sistema 3 x 3 de equacoes

lineares pelo método da substituicao, escalonamento e Cramer.

2.4.1 Método da Substituicao

Para resolver um sistema de equacoes lineares pelo método da substitui¢ao devemos
primeiramente escolher uma das trés equagoes e isolar uma das incognitas.

Depois devemos substituir o segundo membro dessa igualdade no lugar da variavel
em questao nas outras duas equagoes nao escolhidas.

Neste ponto chegaremos a um sistema de equagoes de ordem 2 x 2, que ja foi visto

como se resolve em um topico anterior.

Exemplo 2.25. Dado o sistema
3+ by —4z = —29
20 — y+ 32 =122
—4dr -3y +2z2=11

Vamos resolvé-lo pelo método da substituicao escolhendo neste caso a segunda equacao e

isolando a incognita y.
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20 —y + 3z = 22
—y = —2x — 3z + 22
y =2+ 32— 22

Agora vamos substituir o segundo membro dessa igualdade no lugar de y nas outras
duas equagoes nao escolhidas.

Substituindo na primeira equagao temos:

3z + by —4z = —-29

3r+5- (20 +32—22) —4z = —-29

3x + 10z + 152 — 110 — 42 = —29
13z + 11z =81

Substituindo na segunda equagao temos:

—4xr -3y +2z =11

—4r—3-(2x+32—-22)+22z=11

—4r — 6x — 92 + 66 + 2z = 11
—10x — 72 = =55

Obtendo assim o sistema 2 x 2
13z + 11z =81
—10x — 7z = -55

Agora isolando a incognita x da primeira equagao,temos:

132z + 11z = 81
13z =81 — 112
81 — 11z
r=—
13

Substituindo o valor dessa expressao no lugar de = na segunda equagao, temos:
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—10x — 7z = =55
81 — 11z
—10-({ ——— | —72= =55
( 3 ) Tz 5
—810 + 110z
— 13 7z = —55
—810 + 110z — 91z 715
13 13
1102 — 91z = —715 + 810
19z =95
95
== — 5
* T 19

agora que determinamos o valor de z podemos voltar aos passos anteriores para desco-

brirmos o valor das outras incognitas

81—11z 81—11-(5) 81—55 26
Tr = = —= = =

=—=2
13 13 13 13

y=20+3y—22=2-2+3-5-22=44+15-22=—3

logo a solugao do sistema é (2, —3,5)

2.4.2 Método do Escalonamento

Vamos ver como fica a transformagao de um sistema de equagoes lineares de or-
dem 3 x 3, em um sistema equivalente na forma escalonada, pois todo sistema tem seu
equivalente na forma escalonada, para prosseguir entao, com sua resolugao, resolvendo as

equacoes na ordem invertida, ou seja, da tltima equacao para a primeira equacao.

Exemplo 2.26. Dado o sistema
3z + by —4z = —29
20 — y+32=22
—4r -3y +22 =11

Vamos iniciar o processo de escalonamento trocando a segunda equacao pela soma
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dela multiplicada por (—3) com a primeira equagao multiplicada por 2
3r+ 5y — 4z=-29
13y — 172 = —124
—4dr — 3y+ 2z=11

Vamos agora, trocar a terceira equacao pela soma dela multiplicada por 3, com a

primeira equacao multiplicada por 4
3xr+ dy— 4z=-29
183y — 172 = —124
11y — 10z = —83

Vamos ainda trocar a terceira equacao pela soma dela multiplicada por (—13), com

a segunda equagao multiplicada por 11
3r+ bHy— 4z=-29
13y — 172 = —124
— 57z = =285

Agora resolvendo as equagoes de baixo para cima temos:

572 — —285
985

= — = 5
*T oy

Partindo para a segunda equacao, temos:

13y — 172 = —124
13y — 17+ (5) = —124

13y = —124 + 85
-39

V=30

E finalmente, resolvendo a primeira equagao, temos:
3+ 5y — 4z = —29
3r+5-(=3)—4-(5) =-29
3r —15—-20=—-29
3r=-294+ 15+ 20
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Logo a solugao do sistema é (2, —3,5)

2.4.3 Método de Cramer

Para resolvermos um sistema 3 x 3 pelo método de Cramer vamos primeiramente
definir determinante de uma matriz 3 x 3.

Dado o sistema
a1 + a9y + azz = aop

bll’ + bzy + ng = bo
C1T + Cy + 3z = Cg
onde a;, b;,e ¢; sao coeficientes reais e x,y, e z sao as incognitas.

Pelo método do escalonamento trocamos a segunda equacao pela soma dela mul-

tiplicada por (—a;) com a primeira equagao multiplicada por b.

a1xr + a2y + a3z = ag
(—albg + agbl)y -+ (—a163 + Clgbl)Z = —albo -+ Gobl
C1T + CY + C32 = Cg

trocamos ainda a terceira equac@o pela soma dela multiplicada por (—a;) com a primeira

equacao multiplicada por c;.

a1x + agy + azz = ag
(—ayby + ashy )y + (—aibs + azby)z = —ayby + agby
(—aica + agser)y + (—ajes + azer)z = —ajco + age
Agora vamos trocar a terceira equagao pela soma dela , multiplicada por (—a;bs +

ashy), com a segunda equagao multiplicada por —(—ajcy + ascy)

(
a1r + a2y + azz = ag

(—a1b2 —+ agbl)y + (—a1b3 —+ agbl)z = —albo + a0b1
[(—aics + azer) - (—arby + agby) + (—aibs + asby) - (a1ca — agey)]z =
= (—alco + (1061) : (—&1b2 + CLle) + (-albo + aobl) : (Cblcg — CLQCl)
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ai1x + axy +azz = ag
(—albg + agbl)y + (—a1b3 + a3b1)z = —a1by + apgby
(a3bycs — ajagbics — ajasbacy + azagbicy — albses + ajasbscr + ajagbica — asasbicy)z =

= albycy — ajasbicy — aparbacy + apasbicr — a3bocs + ajasboer + aparbicy — agaszbicy

(
arxr + a2y + azz = ag

(—a1by + asby)y + (—aibs + asby)z = —a1by + aohs

(a%bgc;), + (11(12()301 + alagblcg — a1a3b201 — (I%bgCQ — a1a2b163)2’ =

L = a%bgco + a1a2b001 + CL()CL161C2 — a0a1b201 — a%boCQ — a1a2b1C0

Dividindo a terceira equacao por a; temos:

(
a1x + agy + aszz = ag

(—a1b2 + a2b1)y + (—Cllbg + CL3b1>Z = —a1b0 + a01)1

(CleQCg + (lngCl + a3b102 — (l3b201 - a1b302 — agblcg)z =

L = arbacy + azboci + agbica — apbacy — arbocy — aszbicy

O nimero a1bycs + asbscy + asbicy — asbac; — arbscy — asbics é definido como de-

terminante da matriz

ay Gz as
C — bl bQ b3
C1 C2 C3

formada pelos coeficientes das incognitas do sistema

a1 + a9y + azz = ag
blfL' —I— bgy + ng = bo

C1% + C2y + €32 = ¢

De modo pratico podemos chegar ao valor do determinante de uma matriz 3 x 3
por meio de um dispositivo chamado regra de Sarrus. Devemos repetir no lado direito da
Matriz as duas primeiras colunas e em seguida, realizarmos as multiplicacoes de trés em
trés numeros, obtidos na direcao da diagonal principal e também os obtidos na direcao da
diagonal secundaria(estes com o sinal trocado). Ao adicionarmos esse produtos, obtemos

o determinante da matriz.



44

ar az az'ap a

O — b1 bz bg : b1 bg
I

Ci Cy C3 1 C C9

detC = CL1b2C3 + CLngCl + a3b102 — CL3bQCl — a1b302 — agblcg

Observando a equagao:

(a1 bacg+asbsci+azbica—asgbacy —(11[?302—@25103)2’ = a1bacotasboci+agbica—agbaci —aibyca—asbico

vemos que o segundo membro da equacao é igual ao determinante da matriz C', quando

substituimos a terceira coluna(coeficientes de z) pela coluna dos termos independentes e

adotamos por

a; Qaz Qg
Dz = bl b2 bO
C1 Ca C

verificando isto, temos:

a; as aoial (05}
C=|b by bOlbl ba

[
Ci Cy Cy! C1 C9

Dz = CL1b2C0 + CLQb()Cl + a0b102 — a06201 — alb()CQ — a2b100

logo temos que:

D-z=D,,
ou seja
D,
z=—
D
De maneira analoga ao que foi visto, podemos verificar que:

D, D,

r=— e = —

D =D

Exemplo 2.27. Vamos resolver o sistema abaixo pelo método de Cramer.
3+ by —4z = —29
20 — y+32=22
—4r -3y +22 =11

Vamos calcular D, D,, D, e D,, comecando por D
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3 5 —4 3 5 —4'3 5
D=2 -1 3 |=]2 -1 3,2 -1
—4 -3 2 4 -3 2 -4 -3

D=3-(=1)-245-3-(—4)+ (=4)-2-(=3) — (—4) - (=1) - (—4) —3-3-(=3) —5-2-2
=—06—60+24+16+ 27— 20
— —86+67=—19

Segue abaixo os célculos para descobrirmos o valor de D,.

—929 5 -4 ~99 5 —41-29 5

|
D,=| 22 -1 3 |=|2 -1 3,2 -1
|

11 -3 2 1 -3 2 .11 =3

Dy =(=29)-(=1)-245-3-11+ (=4) - 22 (=3) — (=4) - (—=1) - 11 = (=29) - 3+ (—=3) = 5-22- 2
= 58 + 165 + 264 — 44 — 261 — 220
— 487 — 525 = —38

Agora os calculos para determinarmos o valor de D,,.

3 —20 —4 3 —20 —41 3 —29
D,=| 2 22 3 |=|2 2 3,2 22
4 11 2 4 11 2 -4 11

Dy=3-22-24(=29)-3-(—4)+ (—4)-2-11 — (—4) - 22 (—4) —3-3-11 — (=29) - 2- 2
= 132+ 348 — 88 — 352 — 99 + 116
= 596 — 539 = 57

E finalmente, vamos apresentar os calculos para descobrirmos o valor de D,.

3 5 —29 3 5 —2013 5
D,=|2 -1 22 |=|2 -1 22,2 -1
|

-4 -3 11 -4 -3 11 -4 -3

D,=3-(=1)-11+45-22 (—4) + (=29) - 2- (=3) — (—29) - (=1) - (—4) —3-22- (=3) —5-2- 11
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= —33—-440+ 174 + 116 + 198 — 110
=488 — 583 = —95

Logo, para determinar o valor de x, temos:

D, 38 5
TD T T T
para determinar o valor de y, temos:
D, 57
V=D "9

e por fim, para calcular o valor de z, temos:

D. —95

D —19

logo a solugao do sistema é (2, —3,5)

Observagao 2.28. O método de Cramer pode ser utilizado para resolver sistemas qua-

drados de ordem maior que 3, porém nao abordaremos esses casos aqui.

2.5 SISTEMAS m x n

Vimos anteriormente varios métodos de resolucao para sistemas lineares 2 x 2 e
3 x 3, mas a medida que o nimero de incognitas aumenta vai ficando inviavel a aplicacao
de alguns desses métodos por se tornar muito complexa suas resolugoes.

Neste caso, vamos entao resolver esses sistemas, pelo Método do Escalonamento.

2.5.1 Método do Escalonamento

Ja vimos anteriormente, que cada sistema de equagoes lineares tem um sistema
escalonado equivalente.

Temos na sequéncia, alguns casos a serem considerados.

1. Se um sistema linear escalonado tem a quantidade de equagoes igual ao de incognitas

e nenhuma equagao é sem solugao, entao ele é possivel e determinado (SPD).
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Exemplo 2.29. Dado o sistema

;

r+3y—2z=1
3r— y+52=16

20+ y+ 2="7

(4r —3y— z= -5

sua forma escalonada é
r+ Jy— 2z2=1

10y — 112 = —13

z2=3
Com trés equagoes e trés incognitas podemos entao determinar x, y e z.
Comecando da ultima equagao, concluimos que z = 3. Partindo para a segunda

equagcao, vamos descobrir o valor de y.
—13=10y — 11z =10y — 11-3=-13

e, logo

10y = —13 + 33
20
:—:2
Y= 10

E por fim, resolvendo a primeira equagao, descobrimos o valor de .
l=2+3y—2z=0+3-2—-2-3=2+6—-6==x
logo a solugao é (1,2,3)

. Se o sistema linear escalonado tem o nimero de incoégnitas maior que o nimero de
equacoes e nenhuma equagao é sem solugao, entao ele é possivel e indeterminado
(SPI).

Sendo o sistema escalonado m x n (m equagdes e n incognitas), n — m é o nimero
de incognitas livres.

O numero de incognitas livres estd associado ao grau de indeterminac¢ao de um
sistema.

Se o sistema tem uma incognita livre dizemos que ele tem grau de indeterminacao 1,
se o sistema tem duas incognitas livres dizemos que ele tem grau de indeterminagao

2, e assim por diante.
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Exemplo 2.30. Dado o sistema:
T —3y+4z = =2
20+ y—32=10
3r—2y+ 2=28

sua forma escalonada é
{x —3y+ 4z=-2

Ty — 11z = 14

obtendo assim um sistema escalonado com grau de indeterminagao 1.

Por convencgao a incognita livre é z, pois é a incognita que nao aparece no inicio de

nenhuma equacao.

Fazendo entao z = a, temos:

Ty —11z = 14
Ty —11-(a) = 14

Ty =14+ 11a
B 14+11a_2+11a
V== 7

E prosseguindo para a outra equagao, substituindo o valor de ¥, temos:

r—3y+4z=-2

2411
x—3-( +7 a>+4-(a):—2

33
r—6— 7& +4a = -2
33a 5a
x +06+ - a + -
5t 11
Portanto, a solucao geral do sistema é (4 + 7a7 24+ TG, a).

Para determinarmos algumas solugoes particulares, basta atribuir valores para a.
Se a = 0, temos a solugao (4,2,0).

Se a = 7, temos a solugao (9,13, 7).

Vejamos a resolugao de outro sistema possivel e indeterminado.
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Exemplo 2.31. Dado o sistema

(

w+ x+ y—2z=9
w—2xr4+3y+ z2=-6

2w— z+4dy— z2=3

(2w — 4 + 6y + 22 = —12

sua forma escalonada é
{w + 4+ y—22=9

3r—2y —3z=15
Obtendo assim um sistema escalonado com grau de indeterminagao 2, e suas incog-
nitas livres sao y e z, pois sao as incognitas que nao aparecem no inicio de nenhuma
equagao.

Fazendo y = a e z = b, temos:

3r—2y—32=15
3z —2-(a)—3-(b) =15
3x =2a+ 3b+ 15

2 +b+5
T =-a
3

Continuando a substitui¢ao na primeira equagao, temos:

w+r+y—2z=9

2
w+<§a+b+5)+a—26:9

2
w:—ga—a—b+2b—5+9
5
= —— b44
3a+ +

5 2
Portanto a solugao geral do sistema é <—§a + b+ 4, ga +b+5,a, b) , ha sequéncia

(w,x,y, 2).

Para determinarmos algumas solucoes particulares, basta atribuir valores para a e
b.

Se a =0 e b= —3, temos a solugao (1,2,0,—3). Se a =3 e b = 5, temos a solugao
(4,12,3,5).

3. Se um sistema linear escalonado possui uma equacao sem solucao, entao o sistema
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¢ impossivel (SI).
Exemplo 2.32. Dado o sistema
w+2r+ y+z=11
2w— v+ y—z=-1
4w + 3z + 3y + z =10

sua forma escalonada é

wH+2x4+y+ z =11
or +y + 3z =23
0=11

Logo, nao existe solucao para o sistema, pois a sentenca 0 = 11 é sempre falsa para

quaisquer valores de w,x,y e z.
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3 TRELICAS

Neste capitulo consideraremos problemas que abordam sobre o equilibrio de estru-
turas formadas por varias partes interligadas, e mostraremos alguns métodos de resolugao
para determinar as forcas que mantém unidas as partes dessa estrutura.

O livro que serviu como base para a escrita desse capitulo foi (BEER; JOHNSTON;
MAZUREK, 2019), onde o leitor pode se aprofundar no contetido exposto.

O que é uma trelica?

Trelica é um sistema formado por barras rigidas e retas ligadas em suas extremi-
dades por meio de parafusos, rebites ou soldas, aos quais chamamos de nds, de forma que

se tenha um sistema indeforméavel.

Figura 8 — Trelica da Ponte Hercilio Luz
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Fonte: <https://gl.globo.com/sc/santa-catarina/noticia/2016/01/comeca-ser-erguida-

segunda-trelica-da-ponte-hercilio-luz.html>

As trelicas, assim como as vigas, tém como finalidade transferir os esforcos verticais
aplicados sobre elas para o pilar. As treligas, no entanto, conseguem deixar vaos maiores
entre um pilar e outro e suportar cargas maiores com um custo mais baixo do que as
vigas, o que as tornam uma aliada na construcao de galpoes, pontes e nas estruturas em

geral.
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3.1 TRELICAS SIMPLES

A partir de uma treliga triangular inicial podemos construir trelicas mais extensas,
porém precisamos que essas trelicas sejam rigidas. Assim, definimos um procedimento que

dé origem as chamadas trelicas simples, como a seguir.

Definigao 3.1 (Treliga Simples). Dada uma treliga triangular inicial, unimos em dois nos
existentes duas novas barras interligadas em um novo né. Repetindo esse processo uma

quantidade finita de vezes, obtemos uma nova trelica, chamada trelica simples.

Exemplo 3.2. Consideremos a trelica simples ABC' D, conforme Figura 9.

Figura 9 — Trelica simples ABCDEF'.

C E

A B D F

Fonte: Produzido pelo autor.

Construgao. A partir da treliga triangular ABC' (cf. Figura 10(a)), foram inseridas as
barras BD e C'D, unidas nos nés C' e B ja existentes e interligadas no novo n6 D (cf.
Figura 10(b)). Depois, foram inseridas as barras CE e DE, unidas nos nés C' e D ja
existentes e interligadas no novo n6 E (cf. Figura 10(c)). E, por fim, foram introduzidas
as barras DF e EF, unidas nos nés D e F ja existentes e interligadas no novo n6 F,

formando a trelica inicial.

Figura 10 — Trelica ABCDFEF, Exemplo 3.1.

C C

A B A B D

(a) Treliga simples ABC (b) Treliga simples ABC'D
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A B D

(¢) Trelica simples ABCDE

Fonte: Produzido pelo autor.

Com relacao ao Exemplo 3.2, observemos as quantidades de barras e nds obtidas

em cada passo da construcao.

Tabela 1 — Quantidades de nés e barras, Exemplo 3.2.

Trelica Barras Nos

ABC 3 3
ABCD 5 4
ABCDE 7 )
ABCDEF 9 6

Fonte: Produzido pelo autor.

Pela definigao de treliga simples (Definigao 3.1), segue que a quantidade de barras

e nos estao diretamente relacionadas, conforme propriedade a seguir.

Propriedade 3.3. Dado uma trelica simples, denotando por b a quantidade de barras e

por n a quantidade de nos dessa trelica, temos que:
b=2n-—3.

3.2 CALCULO DAS FORCAS EM UMA TRELICA SIMPLES.

Cada treliga deve ter suas barras e nés em um mesmo plano, e todas as cargas de-
vem ser aplicadas neste mesmo plano e nos vérios nés, nao devendo ser aplicadas ao longo
da barra. Logo, todo esse sistema pode ser calculado como uma estrutura bidimensional.

Os pesos de cada barra também devem ser aplicados aos nés que unem cada uma
dessas barras, sendo metade desse peso em cada no.

Cada barra fica sujeita a duas forgas, sendo elas de mesma dire¢ao, mesma inten-
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sidade e de sentidos opostos, segundo a Lei de Ac¢ao e Reagao de Newton. Essas forcas

nas barras podem ser forcas de tragao ou de compressao, como na Figura 11.

Figura 11 — Forca de tracao e compressao em uma barra.

(a) Forga de tragao (b) Forga de compressao

Fonte: Produzido pelo autor.

Sendo assim, toda treliga pode ser vista como uma série de nos (sujeitos a vérias
forgas) e barras (sujeitas a duas forgas).

Estando esta trelica em equilibrio, cada né também estard em equilibrio, tendo
portanto aceleracao nula e consequentemente a forca resultante aplicada sobre ele também
serd nula, pois através da segunda Lei de Newton, temos que Fr = m - a, onde Fg é a
forca resultante, m é a massa e a é a aceleragao.

Como a resultante das forcas aplicadas em cada né é nula, logo os somatorios de
suas componentes verticais e horizontais também sao nulos. Obtendo-se assim as equagoes

de equilibrio de um ponto, nas dire¢oes horizontais e verticais:

Y F=0 e Y F,=0. (3.1)

Se agora considerarmos a trelica inteira, teremos um corpo extenso em equilibrio.
Ao fazermos seu diagrama de corpo livre!, notamos que nao somente a resultante das
forcas aplicadas ¢ nula, mas também a resultante do momento? das forcas é nula, pois se
trata de um corpo extenso e, deste modo, além de nao se mover linearmente, também nao

sofre rotacao. Logo, as equacoes de equilibrio de um corpo extenso sao:

» F, =0, > F,=0 e > Mo=0. (3.2)

Essas equacgoes de equilibrio, tanto de ponto quanto de corpo extenso, geram um
grande sistema de equacgoes lineares, com muitas equacoes e muitas variaveis. Dai a ne-
cessidade de se estudar métodos para resolver esses tipos de problemas.

Agora, entao, vamos desenvolver dois métodos de resolucao para determinar as

forcas exercidas nas barras de uma trelica.

! Diagrama de Corpo Livre é o desenho de todas as forcas que agem sobre o corpo, sendo este separado
do sistema ao qual pertence.
M d fi ¢ deza fisi d déncia d f a
omento de uma forca é a grandeza fisica que mede a tendéncia dessa forca a causar rotacdo no
corpo. Veja mais sobre momento no Apéndice B.1.
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3.2.1 Método dos Noés

Para utilizarmos o método dos nés para calcular as forcas desconhecidas em uma
trelica, seguiremos os seguintes passos:

12 passo: Tracar o diagrama de corpo extenso da trelica e desenvolver suas equa-
¢oes de equilibrio, conforme a Equagao (3.2).

Assim, calcularemos as forgas de reagao.

292 passo: Tracgar o diagrama de corpo livre de um né que liga apenas duas barras
e desenvolver as equagoes de equilibrio de ponto material, conforme a Equagao (3.1).

Assim, calcularemos a forga desconhecida em cada uma dessas duas barras.

Por convencao, usaremos sempre a for¢ca no no exercida pela barra, direcionada
para fora do corpo livre, como se a barra estivesse sendo tracionada; se determinarmos
um sinal negativo para essa forga, sabemos que a barra esta sendo comprimida.

392 passo: Tracar o diagrama de corpo livre de um n6 que tenha apenas duas forgas
a serem calculadas e desenvolver as equacoes de equilibrio de ponto material, conforme a
Equagao (3.1).

Assim, calcularemos as forcas desconhecidas dessas duas novas barras.

42 passo: Repetir o 3° passo até calcular todas as forgas desconhecidas.

No exemplo a seguir, vamos utilizar o método dos noés para calcular as forgas em

uma trelica simples com apenas 3 nos.

Exemplo 3.4. Dada a trelica simples da Figura 12, vamos determinar as forgas em cada

barra, indicando se as forgas sao de tragao ou de compressao.

Figura 12 — Trelica ABC, Exemplo 3.4.

60 kN

3m

///////
///////

4,5m 1,5m

Fonte: Produzido pelo autor.
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Primeiramente vamos definir os significados de alguns simbolos utilizados nessa

figura.

tipo de apoio estéd sujeito a apenas uma forca de reacao vertical, R,, pois qualquer forca

horizontal faria com que houvesse movimento da trelica.

tem esse tipo de apoio esta sujeito a uma forca de reacao vertical, R,, e também a uma

forca de reacao horizontal, R,.

Resolugao do Exemplo 3.4 (método dos nds).
12 passo: Tracar o diagrama de corpo extenso da trelica e desenvolver as equacoes
de equilibrio para corpo extenso para calcular as forgas de reagao.

Neste exemplo, vamos desconsiderar o peso as barras.

Figura 13 — Diagrama de corpo extenso da trelica do Exemplo 3.4.

60 kN
C

3m

O) B

Ray

[ S 1 [ O

| RBy

|
1

I

4,5m 1,5m

Fonte: Produzido pelo autor.

Nesse diagrama de corpo extenso, temos a acao das seguintes grandezas, conforme

Tabela 2.

Tabela 2 — Grandezas no diagrama de corpo extenso, Exemplo 3.4

Nomenclatura Grandeza

Ry Forca de reacao horizontal do apoio aplicada no ponto A.
Moy Momento aplicado no ponto A.

Ray Forca de reacao vertical do apoio aplicada no ponto A.
Rp, Forca de reacao vertical do apoio aplicada no ponto B.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Escrevendo a equacao de equilibrio na direcao horizontal, obtemos diretamente que
0=>_F, = Ra,. Escrevendo a condigao de equilibrio de rotacao
0=> Mos=60-45— Rp, -6,

270
obtemos que Rp, = - = 45 kN.

E por fim, escrevendo a equagao de equilibrio na direcao vertical
0= F,=Ra,— 60+ Rp, = Ra, — 60+ 45

logo, R4, = 15kN.
292 passo: Tracar o diagrama de corpo livre de um noé que liga apenas duas barras

e desenvolver as equacgoes de equilibrio de ponto material, comecando pelo n6 A.

Figura 14 — Diagrama de corpo livre do n6 A, Exemplo 3.4.

Fac

) LF

Ry,

Fonte: Produzido pelo autor.

Iniciando com a equagao de equilibrio na direcao vertical, temos:
0= F, = Facy+ Ray = Facy + 15,

logo, FACy = —15kN.
Comparando o tridangulo formado pela decomposicao da forca F4c com o tridngulo
formado pelas medidas de comprimento dadas, temos dois triangulos retangulos seme-

lhantes, conforme a Figura 15.

Figura 15 — Decomposicao da forca Fsc, Exemplo 3.4.

P 3m
O
P
FAC’:(: 4,5m

Fonte: Produzido pelo autor.
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Usando o Teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos, chegamos aos valores

de w, Fac e Facy, da seguinte maneira:
w? = 4,52 +3% =20,25+ 9 = 29,25

Deste modo, temos que w = /29,25. Agora, usando a semelhanca, temos que

Fac _ Facy

w 3
FAC-3:FAcy'w

—15-4/29,25
3

FAC = ~ —27,042 kN.

Ainda por semelhanca de triangulos, temos:

FAC:U . FACy . —15

4,5 3 3

—15-45
Facy = —3 = —225kN.

Utilizando a equacao de equilibrio das forcas na direcao horizontal, temos:
0= F,=Fap+ Faca = Fap — 225,

logo Fap = 22,5kN.
32 passo: Tracar o diagrama de corpo livre do né que tenha apenas duas forcas a
serem calculadas e desenvolver as equagoes de equilibrio de ponto material.

Usaremos entao o n6 B.

Figura 16 — Diagrama de corpo livre do n6 B, Exemplo 3.4

Fonte: Produzido pelo autor.

0=> F, = Fpcy+ Rp, = Fpcy +45

logo, Fpcy = —45kN.



Figura 17 — Decomposicao da forca Fge, Exemplo 3.4.

3m

Fpey | \&

Fch 1,5II1

Fonte: Produzido pelo autor.

Usando o Teorema de Pitagoras, temos:
2 =15"4+3"=225+9=11,25
Deste modo, temos que:

z = /11,25

E por semelhanca de triangulos, temos:

Fpc _ Froy
z 3
Fge —45

JI1.25 3
Fo = —15- /11,25 ~ —50,312kN

Calculamos, entao, os valores das forcas, que sao dados conforme a tabela 3,

Tabela 3 — Forcas exercidas pelas barras, Exemplo 3.4.

Nome da forca Modulo da forca Tipo da forga

Ray 15 kN

Rp, 45 kN

Fup 22,5kN tracao

Fuc 27,042 kN compressao
Fge 50,312 kN compressao

Fonte: Produzido pelo autor.

As duas ultimas forcas da Tabela 3 sao de compressao pelo fato de terem valores

negativos, o que indica uma inversao no sentido escolhido.
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Exemplo 3.5. Vejamos, a seguir, uma imagem da ponte Southern Pacific Railroad, cons-

truida em forma de uma treliga simples.

Figura 18 — Ponte Southern Pacific Railroad.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Truss bridge>.

Suponha que em dado momento essa ponte esteja sujeita as forgas externas mos-

tradas na figura abaixo.

Figura 19 — Treliga da ponte Southern Pacific Railroad, Exemplo 3.5.

C D G

4m

L B E FY15kN o
40 kN

60 kN

4m 4m 4m 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Agora, desconsiderando os pesos das barras, calculemos as forgas exercidas em cada
barra da trelica. Para isso, sigamos os quatro passos a seguir:
12 passo: Tracar o diagrama de corpo extenso da trelica e desenvolver as equacoes

de equilibrio para corpo extenso.
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Figura 20 — Diagrama de corpo extenso, Exemplo 3.5.

C D G
RAz
A B E F H
15 kN
40 kN
Ray Rpyy
60 kN
Fonte: Produzido pelo autor.
Iniciando pela equacgao de equilibrio das forgas na dire¢ao horizontal, segue que:
Y F=0 e Rar = 0.
Continuando com o equilibrio de corpo extenso, temos:
0=> Moy =—-Ra,-16+60-12+40 -8+ 15 -4
Ray - 16 = 720 + 320 + 60
1100
= —— =68,75kN
Rav =5 ’
E, por fim, a equacao de equilibrio das forcas na direcao vertical, se apresenta
como:

0=> F,=Ra, —60—40 — 15+ Ry, = 68,75 — 115 + Ry,

e logo, Ry, = 115 — 68,75 = 46,25 kN.
22 passo: Tracar o diagrama de corpo livre de um né que liga apenas duas barras

e desenvolver as equacoes de equilibrio de ponto material. Escolhendo o n6 A, temos:
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Figura 21 — Diagrama de corpo livre do n6 A, Exemplo 3.5
Fac
A _/
R s Fap

Ra,

Fonte: Produzido pelo autor.

0= F,=Facy+ Ray = Facy + 68,75

logo,
Facy = —68,75kN

Vejamos as figuras a seguir:

Figura 22 — Decomposicao da forca F4¢, Exemplo 3.5.

Fy
¢ FACy

Face 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Utilizando o Teorema de Pitagoras, obtemos o valor de w
w? = 4>+ 4% =16 + 16 = 32

logo, w = v/32 = 4v/2. E por semelhanca de triangulos, obtemos o valor da forca Fuc

Fac  Facy

W 4
Fac 4= Facy-w
—68.75 - 44/2
Fpo=—"F"—— V2 ~ —97,227kN

4

Ainda por semelhanga de triangulos, temos:

Face  Facy

4 4
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Face = —68,75kN

Assim, podemos desenvolver a outra equagao de equilibrio de ponto material, e descobrir

o valor da forca Fup,
0= F.=Ras+ Fap+ Face =0+ Fap — 68,75

logo, Fap = 68,75 kN.
392 passo: Tracar o diagrama de corpo livre do né que tenha apenas duas forgas a
serem calculadas e desenvolver as equagoes de equilibrio de ponto material. Vamos agora,

escolher o n6 B.

Figura 23 — Diagrama de corpo livre do n6 B, Exemplo 3.5.

Fpe

FBA FBE

60 kN

Fonte: Produzido pelo autor.

Desenvolvendo a equagao de equilibrio das forgas na direcao vertical, temos:

0=> F, = Fgc —60.

Deste modo,
Fpe = 60kN.

E na direcao horizontal, temos:
0=> F,=Fpp—Fpa=Fpp—6875

logo,
Fpp = 68,75 kN

42 passo: Repetir o 3° passo até calcular todas as forcas desconhecidas.

Vejamos agora, o diagrama de corpo livre do n6 C.
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Figura 24 — Diagrama de corpo livre do n6 C, Exemplo 3.5.

C
Fep

Feoa Fep
Fep

Fonte: Produzido pelo autor.

Desenvolvendo a equagao de equilibrio na diregao vertical, obtemos:
0=> F,=—Foay— Fop — Fopy = —(—68,75) — 60 — Fop,

deste modo,
Fepy = 68,75 — 60 = 8,75 kN .

Figura 25 — Decomposicao da for¢a Fp, Exemplo 3.5.

44/2m

4m

F

FCEx 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Agora, por semelhanca de triangulos, temos:

Fee _ Fomy
4/2 4
Fep-4=Fop, 4V2

8,75 - 42

Fop = ~ 12,374 kN

Ainda por semelhanca de triangulos, temos:

Fop.  Fopy

4 4
Fop, = 8,75kN

E pela equagao de equilibrio na dire¢ao horizontal, temos que:

0=> Fp=—Fca + Fop + Fope = —(—68,75) + Fop + 8,75



logo,
Fop = —68,75 — 8,75 = =77,5kN .
Vejamos agora como fica o diagrama de corpo livre do n6 F.
Figura 26 — Diagrama de corpo livre do n6 D, Exemplo 3.5.
D
Fpc ’ Fpa
Fpp
Fonte: Produzido pelo autor.
Resolvendo as equagdes de equilibrio, temos:
S h=0
FDE =0.
e
0= Z F, = Fpg — Fpc = Fpg — (—77,5)
logo,

Fpe =—-T75kN.

Faremos agora o estudo do n6 E.

Figura 27 — Diagrama de corpo livre do n6 E, Exemplo 3.5.

FED
Fre Fra
Fgp B Fgp
40 kN

Fonte: Produzido pelo autor.

De sua equagao de equilibrio na direcao vertical, temos:

0=> F,=Fgp+ Fgay + Facy — 40 = 0+ Fpgy + 8,75 — 40

65
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e deste modo, temos:

Fpay = 31,25kN .

Figura 28 — Decomposicao da for¢a Fgg, Exemplo 3.5.

44/2m

F
> o

FEGz 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Agora por semelhanca de triangulos, temos:

I'ee _ Froy
44/2 z
Frg -4 = Frgy - 4V?2

31,25 - 44/2
4

Frpg = ~ 44,194 kN

Ainda por semelhanca de triangulos, temos:

Fra:  Frgy

4 4
Frar = 31,25kN .

E utilizando uma das equagoes de equilibrio,temos:

0=> F.=Fgr+ Fpgs — Fece — Fgp = Fpr + 31,25 — 8,75 — 68,75,

e deste modo, temos:

Fpp = 46,25kN .

Agora, fazemos a representacao do diagrama do n6 F.



Figura 29 — Diagrama de corpo livre do n6 F', Exemplo 3.5.

15 kN

Fonte: Produzido pelo autor.

Resolvendo a equacao de equilibrio na diregao vertical, segue que:
0=> F, = Fpg—15,
logo, Frg = 15kN. Resolvendo a equacao de equilibrio na dire¢ao horizontal, temos:

0= ZFx = Fpy — Frp = Fpg — 46,25,

logo,
Fry = 46,25kN .
Figura 30 — Diagrama de corpo livre do n6 G, Exemplo 3.5.
G
Fep
Fer Feu
Fer
Fonte: Produzido pelo autor.
Finalmente, através do diagrama de corpo livre do né G, temos que:
0=>F.= Fans — Fop — Foga = Fans — (=77,5) — 31,25,
logo,

Fope = 31,25 — 77,5 = —46,25kN .

67



68

Figura 31 — Decomposicao da forca Fgy, Exemplo 3.5.

44/2m

4m

F,
Fary BGH

FGH:): 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Por semelhanca de triangulos, temos:

en _ Fona
42 4
FGH'4:FGHI'4\/§a
—46,25 - 4v2

Fay = ——— ~ ~65407kN.

Assim, concluimos os valores das forcas, conforme a Tabela 4.

Tabela 4 — Forcas exercidas pelas barras da ponte Southern

Pacific Railroad, Exemplo 3.5.

Nome da forca Moédulo da forca Tipo da forca

Ray 68,75 kN

Rax 0kN

Ry, 46,25 kN

Fap 68,75 kN tracao

Fuo 97,227 kN COMPressao
Fpe 60 kN tragao

FgEe 68,75 kN tracao

Fep 77,5kN COMpressao
Fer 12,374 kN tragao

Fpgp 0kN

Fpa 77,5kN CcOMpressao

Frr 46,25 kN tracao
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Tabela 4 — Forgas exercidas pelas barras da ponte Southern

Pacific Railroad, Exemplo 3.5.

(conclusao)
Fre 44,194 kN tragao
Frg 15kN tragao
Fry 46,25 kN tracao
Fou 65,407 kN COMPpressao

Fonte: Produzido pelo autor.

Os célculos dos valores dessas forcas sao muito importantes para o dimensiona-
mento das barras, e também para saber se essas forcas sao forcas de tracao ou de com-
pressao, uma vez que a maioria dos materiais usados nas barras das pontes suportam mais

a tracao do que a compressao.

3.2.2 Meétodo das Secgoes.

O método dos nés é mais eficiente quando temos trelicas simples e pretendemos
calcular as forcas exercidas em todas as barras, porém, quando as trelicas nao sao simples
ou pretendemos calcular somente algumas forcas, o método das se¢oes é mais eficaz.

Para utilizar o método das se¢oes seguiremos os seguintes passos:

12 passo: Fazer o diagrama de corpo livre da trelica e desenvolver as equacoes de

equilibrio para corpo extenso:

Y F=0, » F,=0 e > Mo=0

Assim, calcularemos as forcas de reacao nos apoios.

22 passo: Fazer uma secao que atravesse trés barras da trelica, incluindo a barra
na qual queremos calcular a forca nela exercida, dividindo a trelica em duas partes. E
necessario que essa secao atravesse a trelica no maximo em trés barras, pois, entao, irao
aparecer no méaximo trés forcas a serem calculadas. Como teremos novamente as trés
equacoes de equilibrio para desenvolver, citadas no 1° passo, agora aplicadas numa das
partes seccionadas da trelica, teremos um sistema com trés equacoes e trés variaveis, o
que torna viavel o calculo dessas forcas.

32 passo: Fazer o diagrama de corpo livre para uma das duas partes que surgiram
com a secao.

42 passo: Escolher uma das trés equacoes de equilibrio para corpo extenso, e
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proceder com a sua resolucao.

Para facilitar a escolha da equagao, apés optarmos pela forca cujo valor desejamos
determinar, podemos proceder da seguinte maneira:

Se as outras duas forgas nao escolhidas tiverem dire¢oes paralelas, podemos anular
o somatorio das forgas perpendiculares a elas.

Se as outras duas forgas forem concorrentes em suas dire¢oes, podemos anular o
somatorio do momento, que deve ser aplicado no ponto em que as retas na direcao dessas

for(;as Se Ccruzarn.

Exemplo 3.6. Vejamos novamente o exemplo da ponte Southern Pacific Railroad, ja
resolvido pelo método dos nos (Exemplo 3.5).
Supondo que em dado momento a trelica esteja sujeita as forcas externas mostradas

na figura abaixo:

Figura 32 — Trelica da ponte Southern Pacific Railroad, Exemplo 3.6.

C D G

4m

A B £ FY15kN o
A0 kN

60 kN

4m 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Agora, desprezando os pesos das barras, calculemos as forgas exercidas nas barras
DG, EF e CE.

Desenvolvemos a resolugao através de quatro passos:

Resolugao. 12 passo: Fazer o diagrama de corpo livre da trelica e desenvolver as equa-

¢oes de equilibrio de corpo extenso para calcularmos as forcas de reacao nos apoios.
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Figura 33 — Diagrama de corpo extenso da trelica do Exemplo 3.6.

C D G

15 kN

40 kN
Ray Rpyy

60 kN

Fonte: Produzido pelo autor.

Admitindo-se que o sistema esteja em equilibrio, no tocante as componentes das

forgas horizontais,temos:

Zszo

e com respeiyo a soma dos momentos das forcas, temos:

ZMOH:O
—Ruy-16+60-12+40-8+15-4=0

720 4+ 320 4+ 60 = R4, - 16

1100
RAy == T - 68,75 kN.

E por fim, quanto & soma das componentes verticais das forgas, temos:
0=> F,=Ra,—60—40 — 15+ Ry, = 68,75 — 60 — 40 — 15 + Ry,

logo,
Rpy =60+ 40 + 15 — 68,75 = 46,25 kN .

22 passo: Fazer uma secao que atravesse trés barras da trelica, incluindo a barra
na qual queremos calcular a forca nela exercida.
Primeiramente, vamos iniciar o processo para calcular a forca CE, cortando a trelica

com uma se¢ao que atravesse CE.
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Figura 34 — Secao transversal da trelica do Exemplo 3.6, nas barras CD, CE e BE.

C D G

4m

E FY15kN Ay
A0 kN

60 kN

4m 4m 4m 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Fazer o diagrama de corpo livre para uma das duas partes que surgiram

com a secao.

Figura 35 — Diagrama de corpo livre da segao contendo os nés A, B e C' da treliga do
Exemplo 3.6.

C
Fep
FC}E‘\
A RS
B Frr E
60 kN

Ry,

Fonte: Produzido pelo autor.

42 passo: Escolher em qual das trés equacoes de equilibrio de corpo extenso apa-
rece somente como variaveis a for¢ga que desejamos calcular e, entao, proceder com a
resolucao da equacgao.

Como as duas forcas que nao nos interessam o valor, sao paralelas e horizontais,
devo usar que a equacao do somatorio das forgas verticais é igual a zero, e assim aparece

em nossa equagao somente a componente da forga exercida na barra CE.
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0=> F,=Ra, — Fop, — 60 = 68,75 — Fop, — 60

logo,
Fegy = 68,75 — 60 = 8,75 kN .

Figura 36 — Decomposicao da forca Fop, Exemplo 3.6.

44/2m

4m

F
N

Fopa 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

Por semelhanca de triangulos, temos:

fop _ Fomy
42 4
Fop-4=Fop, - 4V2,

8,75 - 4v/2
4

Fop = ~ 12,374kN .

Para calcular as forcas exercidas pelas barras DG e EF, vamos diretamente ao 2°
passo, uma vez que ja temos os valores das reagoes dos apoios.
22 passo: Fazer uma secao que atravesse trés barras da trelica, incluindo a barra

na qual queremos calcular a for¢a nela exercida.
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Figura 37 — Secao transversal da trelica do Exemplo 3.6, nas barras DG, EG e EF.

C D G

4m

FY15kN

///////

40 kN

60 kN
| | | | |

! 4m 4m

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Fazer um diagrama de corpo livre para uma das duas partes que surgiram

com a secao.

Figura 38 — Diagrama de corpo livre da secao contendo os nés F', G e H da trelica do
Exemplo 3.6.

15kN
Ry,

Fonte: Produzido pelo autor.

42 passo: Escolher em qual das trés equacoes de equilibrio de corpo extenso,
aparece somente como varidvel a forca que desejamos calcular e, entao, proceder com a
resolucao dessa equacao.

Para calcular a forca exercida na barra DG, vamos fazer o somatoério dos momentos
aplicados no ponto E igual a zero. Anula-se assim a atuacao das forcas EG e EF, ficando
apenas a forga desejada, visto que as forgas nas barras EG e EF(que nao nos interessam),

possuem diregoes perpendiculares entre si.
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0=> MOp=Ry,-8—15-44 Fpg-4=14625-8— 154+ Fpg -4
logo,

Fpe-4=-370+60

—310
Fpo = —— = ~TT5kN

Agora, para calcular a forga exercida na barra EF, vamos usar o somatoério dos
momentos aplicados no ponto G para anular a atuacao das forcas nas barras DG e EG,

que nao nos interessam neste instante, ficando na equacao somente a forca na barra EF,

0=> MOg=Ryy-4— Fgp-4=4625-4— Fpp -4,

deste modo,
185 = Fgp - 4,

logo,
1
Fpr = % = 46,25 kN .

Logo, concluimos os valores das forcas conforme a Tabela 5.

Tabela 5 — Forcas exercidas pelas barras do Exemplo 3.6.

Nome da forca Mobdulo da forca Tipo da forga

Feg 97,227kN tracao
Fpa 77,5kN COMPpressao
Fer 46,25 kN tracao

Fonte: Produzido pelo autor.
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4 FUNCIONAMENTO DO GPS

Alguns comentarios apresentados neste capitulo foram extraidos de (ALVES, 2006),

que serviu como referéncia.

4.1 UM POUCO DE HISTORIA.

Em torno do Planeta Terra existem mais de vinte e quatro satélites a uma altura
aproximada de 20.200 km acima do nivel do mar, para que aeronaves e navios militares
identifiquem sua posigdo exata a qualquer tempo. O primeiro satélite GPS (Sistema de
Posicionamento Global - acréonimo em inglés de Global Positioning System) foi langado
em 1978, totalizando vinte e quatro satélites somente em 1995.

Esse projeto foi desenvolvido nos Estados Unidos pelo departamento de defesa, em
1973, para uso militar, mas havia também a possibilidade de uso civil, que a principio
tinha menor precisao que as operacoes militares. Hoje o usuario civil dispoe de uma
precisao semelhante a dos militares. Uma aeronave civil, por exemplo, percorre distancias
transatlanticas sem interferéncias do piloto pousando com erros de centimetros ao longo
da pista.

Nos tempos atuais, o GPS tem relevincia em varias situacoes, como: previsao da
meteorologia, clima e suas variantes; roteiro de viagens determinando até pontos turisticos
e atragoes proximas, além de oferta de servicos como gastronomias, hotelaria, emergéncias
e etc; previsao de abalos sismicos de um terremoto com algumas horas de antecedéncia;
resgate por helicopteros informando a localizagao do local do acidente; nas aplicagoes
de pesticidas, na agricultura; fotografias aéreas de areas afetadas com fogo ou atingidas
por peste; o monitoramento de transportes (seguranga) como trens, caminhoes ou outros
veiculos; além do uso militar na localizacao de minas e radares, no terrorismo, e dando
coordenadas de ataque, orientacao para misseis balisticos, bombardeio de aeronaves e
rastreamento de submarinos entre outras.

As estagoOes terrestres que controlam os satélites estao localizadas em varios lugares
do Planeta, totalizando cinco estagoes de gerenciamento. A estacao MASTER estéa locali-
zada em Colorado, U.S.A. Essas estagoes monitoram e corrigem as posicoes dos satélites
realizando a reprogramacao dos dados quando necessério.

A cada 12 horas, os vinte e quatro satélites trafegam suas orbitas, com 28° de visu-
alizacao, distribuidos em seis 6rbitas estaveis, sendo portanto, quatro satélites por érbita.

Em qualquer instante, todo ponto da superficie da Terra estd sendo visualizado por no
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minimo quatro satélites, podendo ser visualizada vérias areas por até dez satélites. A de-
terminagao da localizagao de um ponto na superficie terrestre é efetuada por um conjunto
de mecanismos que sao descritos neste capitulo. O segmento do usuério, um receptor na
Terra, recebe um sinal transmitido por um radio de cada um dos satélites do GPS. Esse
receptor na Terra é uma espécie de crondémetro que mede a diferenca entre o tempo que
foi emitido e o tempo que o sinal é recebido. Apenas um décimo de segundo é necessario
para que o receptor calcule a distancia ao satélite que emitiu o sinal. Multiplica-se a ve-
locidade do sinal, na aproximagao de 299.792.458 m/s (velocidade da luz), pelo tempo do
sinal de radio; tempo este do satélite ao receptor. Com essa distancia calculada associada

a posigao do satélite, consegue-se a equagao geral da imaginéria superficie esférica.

Figura 39 — Sinais dos satélites recebido pelo usuério.

Fonte: <https://canaltech.com.br/carros/gps-automotivo-o-que-e-e-como-funciona-
196137>.

A efeméride’ é emitida por um satélite programado para essa finalidade. As es-
tagoes terrestres de gerenciamento rastreiam e conferem a posi¢ao informada. Quatro
satélites sao necessérios para que o receptor determine a posicao do usuario pelo célculo
das quatro superficies esféricas.

A localizagao ¢ dada por meio da latitude, longitude e elevagdo (coordenadas ge-

1'Uma espécie de tabua astronémica que, em intervalos de tempos regulares, registra a posicio de um
astro
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ogréaficas esféricas). E necessario muita precisdo no tempo pois no sistema GPS, um erro
compativel a um micro-segundo leva a um erro de 300 metros. As unidades receptoras
do GPS sao absolutamente precisas podendo determinar sua posi¢do com uma precisao

menor que um metro.

4.2 A MATEMATICA E O GPS.

A determinagao de um ponto sobre a superficie terrestre realizado pelo GPS pode
ser explicado pela matemaética utilizando sistemas lineares de equagoes.

Alguns resultados de matematica utilizados neste capitulo foram melhor esplanados
no Apéndice.

Para o correto funcionamento do GPS, precisamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Se quatro superficies esféricas de centros nao coplanares possuem inter-

seccao, entao essa interseccao € um unico ponto.

Demonstracao. De fato, as hipoteses se encaixam com o mecanismo do GPS, pois como
vimos, os satélites se movem em orbitas nao coplanares e o ponto de interseccao nao é
vazio pela propria existéncia do usuario. Falta, portanto, provar que esta interseccao é
Gnica.

Sendo os centros das superficies esféricas dadas por Cy = (1,91, 21), Ca = (22, Y2, 22),
C3 = (x3,y3,23) € Cy = (T4,Ys,24), & sua intersecgdo dada por P = (x,y,z) e os raios
dessas superficies esféricas dados por 7y, rq, 73, 4.

Baseado na equagao (z — z¢)* + (y — yco)? + (2 — 2¢)* = r?, que nos da o conjunto
de pontos P = (z,y, z) do espago cuja distancia a C' = (z¢,yc, 2¢) € igual a r, obtemos

o seguinte sistema de equagoes lineares:

(=2’ +(y—pn)’+(z—a)=n

(z —22)? + (y —12)* + (2 — 22)* = 1y°

(z—23)” + (y —y3)* + (2 — 23)° = 73
(@ —2a)? + (Y = 9a)* + (2 — 24)* = 1%,

que pode ser reescrito como:

2?2yt 422 = 2wx — 2y — 222 =12 — 12—yt — 2
22+ y? + 22 = 2amy — 2y — 2229 = 9% — 102 — Yo — 252
22 4+ y? + 22 — 2xx3 — 2yy3 — 2223 = r3° — 13% — Y32 — 232

22 4y + 2% — 2xmy — 2yys — 2224 = 4% — 1% — s — 2%
\
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Se do sistema de equagoes acima, subtrairmos a segunda equacao da primeira
equacao, a terceira equacao da primeira equacao e a quarta equacao da primeira equacao,

teremos o seguinte sistema equivalente:
2w —x1)T +2(y2 — Y1)y + 2(20 — 21) 2 = 22 + o + 207 — 2 —yi® — 2%+ — 1o’
2w —x1)x+2(ys — )y +2(zs —z1)z = a3ty + 2 — i — it — st ot — g
2($4 - $1)IF + 2(94 - 2/1)9 + 2(24 - Zl)Z =24 + ?J42 + 242 — 1% — 912 — 2124 r? - 7"427

ou ainda

(
1
(xo —x))x+ (Y2 — Y1)y + (220 — 21)2 = 5(@2 + oyl + 202 — w2 =yt — 22+t — 1)

1
(x5 —x)z+ (ys — 1)y + (23 — 21)z = = (23 + ys* + 23 —21® —yi® — 212 + 112 — r3?)
2

1
(@1 =)z + (ya —y)y + (21— 20)z = S0 +ya® + 20" = =y = 2+ =),
\

Para que o sistema acima tenha uma solugao tinica, precisamos que o determinante

da matriz dos coeficientes seja nao nula, ou seja,

Ty —T1 Yo—Y1 22— 21
T3 —T1 Ys—Y1 23— 21 # 0. (4-1)

Ty —T1 Ya—Y1 24— 21

N N
. 4 .
Por outro lado, considerando os vetores C1Cs, C1C3 e C1Cy, temos que o determi-

nante acima ¢ igual ao produto misto desses vetores, isto €,

Ty —T1 Y2 —Y1 22— 21

0105,0105,70104] = les—2 ys—uy1 2m—2l-

Tg—T1 Ysa—UY1 24— 21

o o
Como (4, Cy, C3 e Cy sdo pontos nao coplanares (por hipotese), logo |C1Cy, C1C3,

>
0104] # 0, conforme Observagao A.17. Portanto, a Equagao (4.1) é valida e, consequen-

temente, existe uma tnica solugao para o sistema, como queriamos demonstrar. ]
4.3 DETECTANDO UMA POSICAO NO GPS.

4.3.1 Sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

Vamos fixar um sistema ortogonal cartesiano com origem O no centro da Terra, com

o plano OXY sendo o plano equatorial, o eixo OZ positivo orientado para o Polo Norte,
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o eixo OX positivo cortando o meridiano de Greenwich e o eixo OY positivo cortando

meridiano de longitude 90° Leste, conforme Figura 40.

Figura 40 — Sistemas de coordenadas do planeta Terra.

z
Polo Norte
P
5 i
2 '
E ' Zp
& : Z7 Y
q) 4
= : 7
N /s
SRR
" Equador

Fonte: Produzido pelo autor.

Agora, veremos um exemplo hipotético.

Exemplo 4.2. Consideremos que estamos recebendo sinais de quatro satélites GPS e
que conhecemos as suas posigoes (z,y, z), num exato momento. A partir desses sinais,
conseguimos medir os intervalos de tempos entre a transmissao e recep¢ao dos sinais de
cada satélite. Considerando que o sinal recebido viaja a uma velocidade constante e igual

a 299.792.458m /s, assim temos que a nossa distancia aos satélites é dada por
d=wv-t.

Desse modo, podemos determinar a nossa distancia aos satélites.
Consideremos que a posicao dos satélites, o intervalo de tempo entre transmissao

e recepcao dos sinais e a distancia aos satélites sao dados pela Tabela 6.
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Tabela 6 — Posicao (x,y, z), tempo e distancia dos quatro satélites na orbita

da terra.

Satélite

Posigoes (x,y, z)

tempos

distancias

1 (2,5-107,—4,2-10%,9,1 - 10°) 0,0815122558 24.436.759,529
2 (3,9-10°,7,3-106,2,5-107)  0,1008753137 30.241.658,257
3 (1,9-10%,—1,1-107,2,4-107) 0,0929042968 27.852.007,505
4 (1,1-107,—1,3-107,2,0 - 107) 0,0854608256 25.620.510,996

Fonte: Produzido pelo autor.

Resolucgao. Sendo a posicao dos satélites denotadas por S; =

(xbylazl)a SZ =

($27y27 ZQ)v

SgI

(3537937 "7’3) € S4 =

(24, Y4, 24), & posigdo do usuario P =

(x,y, z) e as distancias dos

satélites até o usuario por dy, do, d3, d4, respectivamente, obtemos que as coordenadas de

P deve ser uma solugao para o seguinte sistema:

(=21’ + Yy —n)+(z-2)=d

(x = 22)” + (Y — 12)* + (2 — 22)* = dy?
(= 23)* + (y — ys)* + (2 — 23)% = d3”
(= 24)* + (y — ya)* + (2 — 22)? = do®,

substituindo os valores conhecidos, obtemos que:

r—25-107)2 + (y +4,2-10°% 4 (2 — 109)? = 24.436.759,529?
x—3,9-1092 + (y —7,3-10°)% 4+ (2 — 2,5 107)2 = 30.241.658,257>
r—1,9-10%%+ (y +1,1-107)? + (2 — 2,4 - 107)? = 27.852.007,505>
(@ —1,1-107)° + (y + 1,3 107)2+(z—20~10 )2 = 25.620.510,9962,
ou ainda,
(12 501072 + 6,25 - 101 + % 4+ 8,4 - 10% + 17,64 - 1012 +
422 —18,2-10%2 + 82,81 - 10" = 24.436.759,529>
22 — 7,810z + 15,21 - 10*2 + y? — 14,6 - 105y + 53,29 - 102+
+22 —5,0-1072 + 6,25 - 1014 = 30.241.658,257>
7?2 —3,8-1052 + 3,61 - 10" + y> +2,2- 107y + 1,21 - 1014+
422 —4,8-1072 4 5,76 - 10 = 27.852.007,505
22 —22-1072 + 1,21 - 10" 4+ 5> + 2,6 - 107y + 1,69 - 10+
422 —4,0-1072 4 4,0 - 10" = 25.620.510,9962,
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que pode ser reorganizado como:

(22 42 + 22501072 +8,4-10° y — 18,2 -10°2 = — 1,2820478 - 10
22+ 4+ 22 —78-10% — 14,6 - 105y — 5,0 - 107 z = 2,21057894 - 10'*
2?2+ 4+ 22 —-38-10°% +2,2-10" y — 4.8 107 z = 7,51243220 - 10**

22y + 22 =22-1070 +2,6-10" y —4,0-10" 2 = — 3,3589416 - 10",

se do sistema de equacoes acima, subtrairmos a segunda equacgao da primeira equa-
¢ao, a terceira equagao da primeira equacao e a quarta equagao da primeira equacao,

teremos o sistema de equacoes lineares a seguir:
—4,22 107z + 2,3-107y + 3,18 - 1072 = —3,4935267 - 101
—4,62-1072 — 1,36 - 107y + 2,98 - 1072 = —2,0341910 - 10
—2,8-1072 — 1,76 - 107y + 2,18 - 107z = —9,4705364 - 10'3,
dividindo as trés equacoes por —107, obtemos:

4,22z — 2,3y — 3,182 = 34.935.267

4,62x + 1,36y — 2,982 = 20.341.910

2,8z 4+ 1,76y — 2,182 = 9.470.536 4

resolvendo esse sistema, chegamos & solugao

P = (3.743.652,5155; —4.234.925,983; —2.954.944,535).

4.3.2 Sistema de coordenadas geograficas (esféricas)

Vamos agora examinar como transformaremos as coordenadas cartesianas do ponto
P em coordenadas geogréficas.

Dado um ponto P de coordenadas P(xp,yp, zp) no sistema ortogonal cartesiano
com origem no centro da Terra, como visto na Figura 40, consideramos F,, o ponto obtido
pela proje¢ao de P no plano OXY', ou seja, Py, (xp,yp,0). Tomamos ¢ o angulo formado
entre os vetores m e 7 (vetor unitario na diregdo x), e # o angulo formado entre os

— >
vetores OF,, e (ﬁ, como visto na Figura 41.
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Figura 41 — Latitude e longitude no sistema de coordenadas do planeta Terra.

z

=4

P,

Fonte: Produzido pelo autor.

Vamos ver como calcular o 6 e ¢ a partir do ponto P, sendo estes a latitude e a
longitude respectivamente.

Pelo Teorema de Pitagoras aplicado no triangulo O P, P,,, temos:

OP.? = OP.> + P,P,* = xp® + yp’

logo,
O-Pary =V -'EPQ + yPQ-
Ainda pelo Teorema de Pitagoras, mas agora aplicado no triangulo OF,, P, temos:
2
OP? = OP,* + P, P* = (V xp2+yP2> +z2p° = xp’ +yp® + 2p°
e, logo,

OP = \/.’IZP2 + yp2 + Zp2.
Através das relacoes trigonométricas aplicadas no triangulo OF,, P, temos:
PmyP . Zp
op Vrp? +yp? + 2p?
sendo —90° < 0 < 90°, quando = # 0 ou y # 0.
0=-90°,zp=0,yp=0¢e zp <0.

senf =

9=90°,xp=0,yp=OezP>0.
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Se aplicarmos as relacoes trigonométricas no triangulo OP, F,,,, temos:

OPx Tp PxP:cy Yp
COS Y = = (§ Sen @ = = ,
OFwy  Jap® +yp? OPuy  Jxp? + yp?

sendo —180° < ¢ < 180°, quando yp # 0.

p=0yp=0exp > 0.

p=180° yp=0ezp <O.

Observacoes importantes:

Se zp > 0, temos 6 > 0°, ou seja, latitude de P é para o Norte (N).

Se zp < 0, temos 0 < 0°, ou seja, latitude de P ¢é para o Sul (S).

Se zp = 0, temos 6 = 0°, ou seja, latitude de P é 0° (esta sobre a linha do equador).

Se yp > 0, temos ¢ > 0°, ou seja, longitude de P é para o Leste (E).

Se yp < 0, temos ¢ < 0°, ou seja, longitude de P é para o Oeste (W).

Se yp =0e xp > 0, temos ¢ = 0°, ou seja, longitude de P é 0° (sobre o meridiano
de Greenwich).

Se yp =0e xp <0, temos ¢ = 180°.

Continuacao da resolugao do Exemplo 4.2.

Entao, retornando aos nossos calculos, temos que:

zp
senf =
\/IP2 +yp? + 2p?
B —2.954.944.535
\/3.743.652,51552 + (—4.234.925,983)2 + (—2.954.944,535)?
= —0,463289330,
logo,
0 = —27,59956649° = —27°35'58,439364",
e, portanto,

Latitude = S27°35'58,439364" .
Por outro lado,

Tp

Vop? + yp?

3.743.652,5155
V/(3.743.652,5155)% + (—4.234.925,983)?

= 0,6623129988,

Cosp =
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e
Vap?+yp?
B —4.234.925,983
V/(3.743.652,5155)2 + (—4.234.925,983)2
= —0,749227262.
De
cos ¢ = 0,6623129988 e sen p = —0,749227262,

conclui-se que:

© = —48,523485295° = —48°31'24,547065403",

e, portanto,
Longitude = W48°31'24,547065403" .

A altitude do ponto P é igual a distancia do ponto P & origem do sistema cartesiano

(centro da terra) menos o valor do raio médio da terra, logo:

Altitude = \/zp2 + yp2 + 2p2 — 6.378.164
= \/3.743.652,51552 + (—4.234.925,983)2 + (—2.954.944,535)% — 6.378.164

— 6.378.183,8671 — 6.378.164
= 19,8671 m

Consultando o site “Google Maps”, chegamos & localizacao do usuario do exemplo
como estando no Departamento de Matemaética da Universidade Federal de Santa Cata-
rina, situada na cidade de Florianépolis, Santa Catarina, Brasil, conforme as figuras a

seguir.



Figura 42 — Localizagao do usuario no Exemplo 4.2, visao aproximada.
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Figura 43 — Localizagao do usuario no Exemplo 4.2, visao afastada.
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5 METODO SIMPLEX

Este ultimo capitulo foi baseado em (DA SILVA et al., 2017), onde o leitor pode ver

outros problemas resolvidos pelo método Simplex.

5.1 PROGRAMACAO LINEAR

Programacgao matematica sao mecanismos analiticos utilizados para resolver pro-
blemas matematicos que possuem condicoes e seu objetivo a ser otimizado, representados
como relacoes e funcoes matemaéticas.

Para um problema de programacao matemaética onde as relagoes e funcgoes sao do
primeiro grau, temos o que chamamos de problema de programacao linear.

A programagao linear tem uma vasta aplicacao pratica. Seus algoritmos sao efici-
entes para a resolucao de uma variedade de problemas envolvendo questoes de decisao em

varias areas, tais como:

e Administracao de recursos humanos,
e Aplicagbes na agropecuaria,
e Controle e planejamento de recursos e sobras,

e Otimizacao de investimentos, entre outros.

O problema de otimizagao de uma funcao linear sujeita a restri¢oes lineares, come-
gou com os estudos de Fourier sobre sistemas de inequagoes em 1826, mas seu auge vem
com George Dantzig, que na década de 1940 cria o algoritmo do Simplex.

O algoritmo Simplex é um processo para resolver problemas de programacao linear

através das seguintes etapas:

e Conhecer uma solugao viavel inicial,
e Testar se a solugao é 6tima,
e Achar uma solucao melhor que a anterior a partir de um conjunto de regras,

e Repetir o processo até achar a solugao 6tima.

Para compreendermos como funciona o método Simplex, primeiramente vamos

resolver um problema de programacao linear utilizando os métodos grafico e algébrico.

Problema 5.1. Uma loja dispoe de dois modelos de motocicletas a venda: modelo x e
modelo y. O modelo x dd um retorno de lucro igual a R$20.000,00 por unidade vendida,

enquanto que o modelo y dd um retorno de R$10.000,00 por unidade vendida. Sabendo
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que nao podem vender mais do que 15 motos por més, por motiwvos de logisticas, e que
so dispoem de 10 motos do modelo x. Quantas motocicletas de cada modelo precisa ser

vendida para se obter o lucro mdximo?

Objetivo: Maximizar o valor de z = 20.000 = + 10.000 .

Restricoes:
(z+y <15
T <10
T >0
\ y=>0

Vamos resolver esse problema de trés maneira: método grafico, método algébrico
e método simplex. Nosso objetivo aqui é compreender esses métodos e verificar como o
conhecimento de sistemas de equacgoes lineares pode ser utilizado para resolver esse tipo

de problemas.

5.2 METODO GRAFICO

Consideramos aqui o método grafico como o método que se utiliza de um sistema
de eixos ortogonais para mostrar todas as possiveis solugoes do problema e identificar a

solugao 6tima.

Resolugcao do Problema 5.1 através do método grdfico.

Primeiramente vamos encontrar o conjunto das possiveis solugoes do sistema, ana-
lisando as (in)equagoes do sistema de forma gradual.

Para encontrar os pontos que satisfazem a inequacao x+y < 15, devemos construir
a reta cuja equagao é x + y = 15 (cf. Figura 44).

Para x = 0 temos y = 15, e para y = 0 temos x = 15, logo a reta passa pelos
pontos (0,15) e (15,0).

Agora devemos identificar o conjunto dos pontos que satisfazem a restricao x+y <
15. Sabemos que, dado um ponto P(z,y), ele satisfaz: ou x +y < 15, ou x +y = 15, ou
x + 1y > 15. Sabemos também que os pontos que satisfazem = + y = 15 sao os pontos no
grafico da reta dada na Figura 44. Assim os pontos que satisfazem x + y < 15 serao os
pontos em um dos semi-planos delimitados por essa reta.

Escolhendo um ponto qualquer, verificaremos se ele satisfaz a inequacao. Se satis-
fizer, sabemos que este ponto pertence a regiao das possiveis solugoes, caso contrario os

pontos que satisfazem a inequagao estarao do outro lado da reta.
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Figura 44 — Grafico de x + y = 15.
Y
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Fonte: Produzido pelo autor.

Substituindo o ponto (0,0), vemos que a inequagao ¢ satisfeita, pois
r+y=0+0=0<L15.
Logo, o ponto (0,0) pertence a regiao das possiveis solugoes (cf. Figura 45).
Figura 45 — Regiao das possiveis solugoes da inequacao x +y < 15.

Y

15

(0.0 15

X

Fonte: Produzido pelo autor.

Considerando também a inequagao z < 10, temos que a regiao das possiveis solu-
¢oes se torna (cf. Figura 46):

Como ainda temos z > 0 e y > 0, entao a regiao das possiveis solucoes se torna
(cf. Figura 47):

Nosso objetivo é maximizar z = 20.000x + 10.000y.

Para cada valor de z, temos um conjunto de pontos (z,y) no plano, que pertencem



92

Figura 46 — Regiao das possiveis solugoes de x +y < 15 e = < 10.

Y

15

15

. T
ZEE

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 47 — Regiao das possiveis solucoes de x +y < 15,0 <z < 10ey > 0.
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Fonte: Produzido pelo autor.

a uma reta.

Por exemplo, para z = 0 temos uma reta que passa pelos pontos (0,0) e (—5,10).
Para para z = 100.000 temos uma reta que passa pelos pontos (5,0) e (0,10). Para z =
300.000 temos uma reta que passa pelos pontos (15,0) e (0,30).

Todas essas retas sao paralelas entre si, como podemos ver na Figura 48:

Uma solug¢do dtima é um par ordenado (xg, %) que maximiza o valor de z. Para
encontrar uma solugao 6tima, devemos analisar os pontos na regiao das possiveis solugoes.
Como para cada valor de z obtemos uma reta paralela, logo precisamos verificar quais
dessas retas paralelas otimiza o valor pretendido.

Podemos perceber que alguns dos pontos da regiao das possiveis solu¢oes podem

ser descartados.
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Figura 48 — Familia de graficos das curvas dadas por z = 20.000x + 10.000y.

z = 300.000 Yy

z = 100.000

} xX
5\ 10 15\

Fonte: Produzido pelo autor.

Como a regiao das possiveis solugoes é um regiao limitada e fechada, logo todo
ponto no interior da regiao pode ser desconsiderado quando procuramos a solugao 6tima,
pois dado um ponto P(z1,y;) no interior dessa regiao, temos que a sua reta correspondente
z1 = 20.000z; + 10.000y; passaréd por um ponto da borda da regiao, assim podemos
considerar apenas os pontos na borda da regiao.

Da mesma maneira, podemos desconsiderar os pontos pertencentes aos lados do
poligono que nao sejam seus vértices. Temos entao que procurar os pontos candidatos
a ponto 6timo somente entre os vértices do poligono que delimita a regiao das possiveis
solugoes.

Para descobrirmos as coordenadas dos vértices, basta resolvermos o sistema de
equagoes formado pelas equagoes das duas retas que definem este ponto.

Voltando ao nosso exemplo, e observando a Figura 49.

Temos que o ponto 6timo é a solucao do sistema

x =10
x4y =15,

que nos da as coordenadas (10,5) como o ponto que define a solugao.
Precisa-se vender entao, 10 motos do modelo x e 5 motos do modelo y, tendo um
lucro de R$250.000,00, pois aplicando os valores de x e y na funcao z = 20.000z + 10.000y,

temos:
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Figura 49 — Encontrando a solugao 6tima.
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Fonte: Produzido pelo autor.

z = 20.000 - (10) 4+ 10.000 - (5) = 200.000 + 50.000 = 250.000.

5.3 METODO ALGEBRICO

Para resolvermos um dado problema de programacao linear pelo método algébrico,

precisamos transformar as inequagoes em equacoes expandidas, da seguinte maneira:

e Para inequacoes do tipo “menor do que ou igual a” devemos somar uma variavel
f(f > 0), que denominaremos varidvel de folga, no primeiro membro da inequagao
para corrigir essa diferenca.

e Para inequagoes do tipo “maior do que ou igual a” devemos subtrair uma variavel
e(e > 0), que denominaremos varidvel de excesso, no primeiro membro da inequagao

para corrigir essa diferenca.
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Exemplo 5.2. Dadas as inequacoes
x4+ 2y <10 e 2z + 3y > 11,

transformaremos em equacoes através da adicao das varidveis de folga e excesso, obtendo

as seguintes equacgoes:
r+2y+ f=10 e 20+ 3y —e=11.

Vamos agora resolver o mesmo problema dado no inicio do capitulo, Problema 5.1.

Resolugcao do Problema 5.1 através do método algébrico.

Relembrando o problema.

Uma loja dispoe de dois modelos de motocicletas a venda: modelo x e modelo y.
O modelo x da um retorno de lucro igual a R$20.000,00 por unidade vendida, enquanto
que o modelo y da um retorno de R$10.000,00 por unidade vendida. Sabendo que nao
podem vender mais do que 15 motos por més, por motivos de logisticas, e que s6 dispoem
de 10 motos do modelo z. Quantas motocicletas de cada modelo precisa ser vendida para
se obter o lucro maximo?

Objetivo: Maximizar z = 20.000 = + 10.000 y.

Restrigoes:
(2 +y <15
T <10
T >0
. ¥ =0,

que transformadas em equacoes expandidas, resultam em:

r+y+ fi =15

e também sabemos que as varidveis sao nao negativas, ou seja, x > 0, y > 0, f1 > 0 e
J2 2 0.

Para encontrarmos um vértice com célculos algébricos, basta zerarmos algumas das
variaveis das equacgoes expandidas, e resolver o sistema de equagoes com duas incognitas
que resulta.

Como temos as variaveis x,vy, fi e fo, devemos zerar duas delas e calcular o valor

correspondente para as restantes.
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e Sex=0¢ey=0, temos o sistema

(1

=15

=10
0=0
0=0

para resolver, chegando aos valores © = 0, y = 0, f; = 15 e fo = 10, formando o

vértice V1 = (0, 0).
e Sex =0e f; =0, temos o sistema

(y

=15

=10
0=0
0=0

para resolver, chegando aos valores x = 0, y = 15, f; = 0 e fy = 10, formando o

vértice Vo = (0,15).

e Sex =0e fo =0, temos o sistema

(y+ fi

=15
0=10
0=0
0=0

para resolver, chegando & um sistema impossivel, nao formando um vértice.

e Se fi =0¢e fo =0, temos o sistema

4

i

\

para resolver, chegando aos valores x =

vértice V3 = (10, 5).

r+y

=15

=10
0=0
0=0

10, y =5, f1 = 0e fo = 0, formando o



97

e Sey=0¢e fo =0, temos o sistema

(x+ f1 =15
x =10
0=0
0=0

\

para resolver, chegando aos valores x = 10, y = 0, f; = 5 e fo = 0, formando o
vértice Vy = (10,0).

e Sey=0c¢e f; =0, temos o sistema

( x =15
fot+x =10
< 0=0
\ 0=0
para resolver, chegando aos valores z = 15,y = 0, f; = 0 e fy, = —5, formando

o vértice V5 = (15,0), que é um ponto que nao pertence ao conjunto das solugoes

viaveis, pois precisamos ter fo > 0.

Relembrando o que ja vimos anteriormente, que uma solucao 6tima sempre sera
um vértice da figura formada por todos os pontos que pertencem ao conjunto das possiveis
solucoes, conseguimos determinar de modo algébrico as coordenadas de Vi, V5, V3 e Vj,
que sao justamente os vértices da Figura 50.

Agora, para descobrirmos qual desses vértices nos da a solucao 6tima, basta cal-
cularmos o valor de z para cada vértice e analisarmos qual nos da o maior valor.

Para V; = (0,0), temos
z = 20.000z + 10.000y = 20.000 - (0) 4+ 10.000 - (0) = 0.
Para V5 = (0,15), temos
z = 20.000z + 10.000y = 20.000 - (0) 4+ 10.000 - (15) = 150.000.
Para V3 = (10,5), temos

2 = 20.000z + 10.000y = 20.000 - (10) + 10.000 - (5) = 250.000.
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Figura 50 — Regiao das possiveis solugoes.

y
V.
15 & -
10 -
5 - .
\~~ V
® } KX > x
Vi 5 10 15%,
Vi

Fonte: Produzido pelo autor.

Para V, = (10,0), temos
z = 20.000x + 10.000y = 20.000 - (10) 4+ 10.000 - (0) = 200.000.

Portanto, o maior lucro entao ¢ de R$250.000,00, o que acontece vendendo 10

motos do modelo z e 5 motos do modelo .

5.4 METODO SIMPLEX

No método grafico nao conseguimos resolver um problema de programagao linear
com varias variaveis, ja no método algébrico conseguimos, embora se torna inviavel pois
terfamos uma quantidade muito grande de vértices para determinar e ainda descobrir qual
deles é o melhor.

Por isso estudaremos o método Simplex, que organiza os céalculos, fazendo que nao
tenha a necessidade de calcular todos os vértices.

Podemos efetuar a resolu¢ao de um problema de programacao linear através do
método Simplex seguindo os seguintes passos:

12 passo: Colocar as restri¢oes na forma algébrica expandida.

22 passo: Organizar a tabela Simplex.
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32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.

Caso seja solugao 6tima, chegamos ao fim da resolu¢ao do problema e devemos
apenas realizar a interpretagao dessa solu¢ao. Caso contrario devemos seguir para o 4°
passo.

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solucao melhor.

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.

Vamos ver como funcionam esses cinco passos resolvendo o problema visto anteri-

ormente pelo método grafico e também pelo método algébrico, Problema 5.1.

Resolugao do Problema 5.1 através do método Simplex.

Relembrando o problema:

Uma loja dispoe de dois modelos de motocicletas & venda: modelo x e modelo y.
O modelo x da um retorno de lucro igual a R$20.000,00 por unidade vendida, enquanto
que o modelo y d4 um retorno de R$10.000,00 por unidade vendida. Sabendo que nao
podem vender mais do que 15 motos por més, por motivos de logisticas, e que s6 dispoem
de 10 motos do modelo z. Quantas motocicletas de cada modelo precisa ser vendida para
se obter o lucro maximo?

Objetivo: Maximizar z = 20.000 z + 10.000 y.

As restrigoes:

(z+y <15
T <10
T >0
(. y=0

12 passo: Colocar as restri¢oes na forma algébrica expandida.

r+y+ fi =15

e também temos que as varidveis sao nao negativas, ou seja, t > 0,y >0, f; > 0e fy > 0.
292 passo: Organizar a tabela Simplex.
Queremos maximizar z na equacao z = 20.000z + 10.000y, com as restrigoes ja

vistas. Devemos escrevé-las com todas as variaveis nos primeiros membros das equagoes

z — 20.000x — 10.000y =0
T + y+ fi =15 (5.1)

Assim montamos a tabela Simplex, escrevendo na coluna de cabegalho (a primeira
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coluna), o valor que queremos maximizar (z) e as variaveis de folga ou excesso adicionadas.

Na linha de cabegalho (primeira linha), as variaveis do problema (x,y, f1 e f2),
e nas demais linhas escreve as trés equagoes apresentadas na Equagao (5.1), obtendo a
Tabela 7.

Tabela 7 — Tabela Simplex do Pro-

blema 5.1.
T Yy Ji Je
z | —20.000 —-10.000 0 0 | O
fi 1 1 1 01|15
I 1 0 0 11|10

Fonte: Produzido pelo autor.

Perceba que a primeira linha equivale a expressao z — 20.000z — 10.000y = 0, a
segunda linha equivale & equacao z +y + fi = 15 e z + fo = 10.

Para encontrarmos um vértice basta zerarmos algumas das varidveis do problema
expandido. Para facilitar a leitura e interpretagao, chamaremos de varidveis bdsicas as
variaveis que nao sao zerados e de varidveis nao bdsicas as variaveis que tem seus valores
zerados.

Na tabela Simplex, as variaveis aparecem na linha de cabecgalho, e podemos perce-
ber que as bésicas sao as que possuem coeficiente 1 em uma das restrigoes, e coeficiente
zero nas outras restrigoes, ou seja, suas colunas sao formadas por zeros e apenas um al-
garismo 1. Tendo sua nomenclatura registrada na coluna de cabegalho, bem na linha em
que surge o valor unitario.

Logo, a Tabela 7 resulta num sistema de equagoes, onde podemos ver z sempre na
primeira posicao da coluna de cabegalho e as variaveis basicas nas outras posi¢oes dessa
coluna. Seus respectivos valores aparecem na tultima coluna da tabela, tendo assim, f; e
fo como variaveis bésicas e seus valores f; = 15 e fo = 10, e valor do lucro z, neste caso,
sendo nulo, z = 0.

As variaveis que formam o que chamamos de base da tabela simplex sao as variaveis
bésicas.

As variaveis nao bésica sao as que nao aparecem na coluna de cabecalho, neste
caso as variaveis z e y, tendo portanto seus valores iguais a zero, z =0 e y = 0.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.

Caso seja solugao 6tima, chegamos ao fim da resolugao do problema e devemos

apenas realizar a interpretacao dessa solucao. Caso contrario devemos seguir para o 4°
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passo.

Sempre que na tabela Simplex houver coeficientes negativos na linha da fungao
que desejamos maximizar, a solu¢cao nao ¢ o6tima, pois se x ou y aumentar z também
aumentara.

Como em nossa tabela temos coeficientes negativos na primeira linha, logo vamos
para o préoximo passo

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solu¢ao melhor.

Devemos encontrar um novo vértice, ou seja, novas variaveis basicas que geram
uma solucao viavel melhor que a anterior.

Precisamos identificar a variavel que entra na base e a que sai da base.

Vimos que as variaveis negativas tem potencial para melhorar o valor de z. Se
aumentarmos uma unidade o valor de x, o valor de z aumentara 20.000 unidades e se
aumentarmos uma unidade de y, o valor de z aumentara 10.000 unidades.

Logo a variavel x deve entrar na base, pois é a que mais contribui para o aumento

de z.

Tabela 8 — Variavel que entraré na base:

x, Problema 5.1.

& Yy Ji [
z —10.000 0 0|0
fi 1 1 1 0|15
f2 1 0 0 110

Fonte: Produzido pelo autor.

E para sabermos qual variavel vai sair da base, efetuamos o teste da minima razao,
que consiste em dividir os valores da tltima coluna pelos coeficientes da variavel que vai

entrar na base, desde que este valor seja maior que zero.

15 10
fliT:15 ngzlo

Escolhemos entao para sair da base a variavel f5, que apresenta o menor valor neste teste,

ja que garante que esse novo vértice também pertence a regiao das possiveis solugoes (cf.

Figura 51).
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Figura 51 — Escolha do vértice.

Se fo sair da

Y base (fa = 0)
x sera 0.
15 1
Se f1 sair da
base (fi = 0)
10 ¥ x sera 15.
51 \
\ 9, x
5) 10 15°,

Fonte: Produzido pelo autor.

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.

Vamos resolver o sistema de equacoes com as novas variaveis basicas x e fi, ou
seja, reproduzir os valores que estao na coluna da varidvel que sai da base, na coluna da
variavel que entra na base, utilizando operages elementares (multiplicar uma linha por
uma constante e adicionar linhas), o que é anéalogo a resolugao de sistemas lineares pelo

método da adicao.

Tabela 9 — Variavel que saira da base: f,
Problema 5.1.

€ Yy J1 fa
z | —20.000 —-10.000 O 0 | O
fi 1 1 1 0115
Ja 1 0 0 1|10

Fonte: Produzido pelo autor.

Vamos substituir a linha 1 pela adicao da linha 1 por 20.000 vezes a linha 3 e

vamos substituir a linha 2 pela adicao da linha 2 com o oposto da linha 3.
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Tabela 10 — Tabela simplex atuali-
zada do Problema 5.1, com

z = 200.000.
T Yy Ji J2
z | 0 —10.000 0 20.000 | 200.000
0

fi
z |1 0 0 1 10

1 1 -1 5

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.
Caso seja solugao 6tima, chegamos ao fim da resolu¢ao do problema. Devemos apenas
realizar a interpretacao dessa solucao. Caso contrario devemos seguir para o 42 passo.

Vemos na tabela que se x = 10 e f; = 5, foi melhorado o valor de z, passando
de zero para 200.000, mas ainda nao é o valor 6timo, pois ainda tem valor negativo na
funcao que desejamos maximizar, o que indica que se aumentarmos o valor de y o valor
de z também aumenta.

4° passo: Identificar a nova base que forma uma solugao melhor.

A variavel y, por ter coeficiente negativo na funcao que queremos maximizar deve

entrar na base.

Tabela 11 — Variavel que entrara na base: y,

Problema 5.1.
r Yy fi fo

z |0 |=10.000] 0 20.000 | 200.000
fil0 1 1 -1 5
x |1 0 0 1 10

Fonte: Produzido pelo autor.

E pelo teste da minima razao, verificamos que f; deve sair da base.

Tabela 12 — Variavel que saira da base: fi,

Problema 5.1.

Z Yy fi fo
z |0 —10.000 0 20.000 | 200.000

fil0 1 1 -1 5
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Tabela 12 — Variavel que saira da base: fi,
Problema 5.1.

(conclusao)

z |1 0 0 1 10

Fonte: Produzido pelo autor.

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.

Vamos substituir a linha 1 pela soma da linha 1 com 10.000 vezes a linha 2.

Tabela 13 — Tabela simplex atuali-

zada do Problema 5.1, com

z = 250.000.
r Yy J1 J2
z | 0 0 10.000 10.000 | 250.000
y| 0 1 1 -1 )
z|1 0 0 1 10

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.

Caso seja solucao 6tima, chegamos ao fim da resolu¢ao do problema. Devemos
apenas realizar a interpretacao dessa solucao. Caso contrario devemos seguir para o 4°
passo.

Como na linha da fungao objetivo nao temos coeficientes negativos, nao conse-
guimos mais melhorar o valor de z. Logo para fi = 0, fo =0, x = 10 e y = 5, temos
z = 250.000 como valor maximo.

E preciso entdo vender 10 motos do modelo z e 5 motos do modelo y para ter um
lucro méaximo de R$ 250.000,00.

Vamos agora resolver um problema com mais variaveis e restrigoes.

Problema 5.3. Uma certa empresa fabrica quatro produtos, xi, xo, x3 € x4. O lucro
unitdrio do produto x; é de R$ 800,00, do produto x5 é de R$ 1.000,00, do produto x3 é
de R$ 1.200,00 e do produto x4 é de R$ 1.500,00.

A empresa precisa de 10 horas para fabricar uma unidade de x1, 12 horas para
fabricar uma unidade de x5, 15 horas para fabricar uma unidade de x3 e 20 horas para
fabricar uma unidade de x4. O tempo anual de produgao disponivel para isso é de 4800

horas.
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A demanda mdxima esperada para cada produto € de 150 unidades anuais para xq,

de 120 unidades anuais para x9,de 200 unidades anuais para xs e de 250 unidades anuais

para Ty4.

e x4 juntos € de 300 unidades.

A oferta mdzima dos produtos x1 e xo juntos € de 200 unidades e dos produtos s

Qual € o plano de producao para que a empresa tenha o maior lucro nesses itens?

Construcao. Objetivo: Maximizar z = 800 z1 + 1.000 25 4+ 1.200 23 + 1.500 z4.

As restricoes:

(1021 + 1229 + 1523 + 20 24 < 4800
T < 150
Ty <120
X3 <200
x4 < 250

T+ X < 200

L T3 + T4 S 300

e também temos que as variaveis sao nao negativas, ou seja, x1 > 0, xo > 0, 3 > 0 e

l’420

12 passo: Colocar as restri¢oes na forma algébrica expandida.

(1021 + 1229 + 1523 + 2024 + f1 = 4800
Ty + f2 =150
D) + f3 =120
x3 + fa =200
x4 + f5 = 250

T+ o + fs =200

\ T3 + Ty + f7 = 300

22 passo: Organizar a tabela Simplex.

(5.2)

Queremos maximizar z na equacao z = 800x; + 1.000 x5 + 1.200 3 + 1.500 24,

com as restricoes ja vistas. Devemos primeiramente escrevé-la com todas as variaveis no

primeiro membro da equacao,

z —800x; — 1.000x9 — 1.200 x5 — 1.500 24 = 0.
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Para entao montarmos a tabela Simplex, escrevendo na coluna de cabecalho, o
valor que queremos maximizar (z) e as variaveis de folga ou excesso adicionadas.

Na linha de cabecalho, as varidveis do problema (z1, x2, x3, x4, f1, fo, f3, f1,
fs, fe e f7), na segunda linha a equagao que desejamos maximizar, e nas demais linhas

escrevendo as outras equagoes apresentadas na Equacao (5.2), obtendo a Tabela 14.

Tabela 14 — Tabela Simplex do Problema 5.3.

T T2 T3 e f1 f2 fs fa fs fe fr

z | =800 —1000 —-1200 —-1500 O O O O O O O 0
fi 10 12 15 20 1 0 0 0 0 | 4800
I 1 0 0 0 o 1 0 0 0 0 0| 150
fs3 0 1 0 0 o o 1 0 0 0 0120
fa 0 0 1 0 O 0o o0 1T 0 0 0 200
fs 0 0 0 1 O 0o 0 0 1 0 0/ 250
fe 1 1 0 0 0O 0 0 O 1 0 ] 200
fr 0 0 1 1 o o0 o0 o0 0 0 1| 300

Fonte: Produzido pelo autor.

As variaveis fi, fa, f3, f1, f5, fe € fr formam a base da tabela simplex, ou seja, sao
as variaveis basicas. E tem seus valores registrados na tultima coluna de suas respectivas
linhas.

Temos 1, x9, x3 € x4, cOmo variaveis nao-bésicas, isto €, seus valores sao nulos.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.

Sempre que na tabela Simplex houver coeficientes negativos na linha da fun¢ao que
desejamos maximizar, a solu¢ao nao é 6tima. Como em nossa tabela temos coeficientes
negativos para x1, xo, T3 € x4, significa que se algum deles aumentar z também aumentara.
Vamos entao para o proximo passo.

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solugao melhor.

Devemos encontrar um novo vértice, ou seja, novas variaveis basicas que geram
uma solucao viavel melhor que a anterior.

Precisamos identificar a varidvel que entra na base e a que sai da base.

Vimos que as variaveis negativas tem potencial para melhorar o valor de z, e a que

mais contribui para esse aumento é a variavel x4, devendo assim, entrar na base.
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Tabela 15 — Variavel que entrara na base: x4, Problema 5.3.

L1 L2 I3 Ly i fo fs fa f5 fe [Jr
z | —800 —1000 —1200 O 0 0 0 0 0 0| O
fil 10 12 15 20 1 0 0 0 0 | 4800
fa| 1 0 0 0 01 0 0 0 0 0150
fa| O 1 0 0 0o 0 1 0 0 0 0]12
fi| O 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0200
fs| O 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0250
fo| 1 1 0 0 00 0 0 0 1 0200
fr| O 0 1 1 00 0 0 0 0 1/|300

Fonte: Produzido pelo autor.

E para sabermos qual varidvel vai sair da base, efetuamos o teste da minima razao,
que consiste em dividir os valores da tltima coluna pelos coeficientes da variavel que vai

entrar na base, desde que este valor seja maior que zero.

4800 250 300
:—— = 240 . — = 250 : — = 300.
fii fo = fr 5

Escolhemos entao para sair da base a variavel f;, que apresenta o menor valor neste teste.
52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.
Vamos resolver o sistema de equagoes com a nova variavel basicas x4, que entra no
lugar de fi, ou seja, reproduzir os valores que estao na coluna da variavel que sai da base

(f1), na coluna da variavel que entra na base (z4), utilizando operagoes elementares.

Tabela 16 — Variavel que saira da base: f;, Problema 5.3.

T L2 T3 Ly i 2 fs fa f5 fe Jr

z | =800 -1000 —-1200 —-1500 O O O O O O O 0
fil 10 12 15 20 10 0 0 0 0 0 |4800
f2 1 0 0 0 o 1 0 0 0 0 0/ 150
fs 0 1 0 0 o 0 1 0 0 0 0120
fa 0 0 1 0 o 0 0 1 0 0 0| 200
fs 0 0 0 1 0O 0 O 1 0 0| 250
fe 1 1 0 0 o 0 0 0 0 1 0| 200
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Tabela 16 — Variavel que saira da base: f;, Problema 5.3.

(conclusao)

f{ 00 1 1 0 0 0o 0 0 0 17300

Fonte: Produzido pelo autor.

Vamos substituir a linha 1 pela adicao da linha 1 por 75 vezes a linha 2. Vamos

1
substituir a linha 6 pela adicao da linha 6, com a linha 2 multiplicada por —50" Va-

mos substituir a linha 8 pela adi¢ao da linha 8, com a linha 2 multiplicada por ~30° E
finalmente vamos dividir toda linha 2 por 20.

Apos estas operacoes teremos a tabela Tabela 19:

Tabela 17 — Tabela simplex atualizada do Problema 5.3, com z = 360.000.

Ty T2 T3 T4 fi fo fs fa F5 f6 fr
z | =50 —-100 —-75 O 75 0 0 0 0 0 0 | 360.000
1 3 3 1
— - — 1 — 24
Ty 5 5 1 50 0 0 0 0 0 0 0
I 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 150
fs 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 120
fa 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
—— —— —— —1 1 1
fs 5 5 1 0 0 0 0 0 0 0
T 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 200
1 3 1 1
—— —_— — - 1
ice 5 5 1 0 20 0 0 0 0 0 60

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solu¢ao 6tima.

Vemos na tabela que foi melhorado o valor de z, passando de zero para 360.000,
mas ainda nao é o valor 6timo, pois ainda tem valor negativo na fungao que desejamos
maximizar.

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solucao melhor.

A variavel x,, por ter o coeficiente com menor nimero negativo na fungao que

queremos maximizar deve entrar na base.



Tabela 18 — Variavel que entraré na base: x9, Problema 5.3.

L1 L2 x3 x4 J1 f2 fs fa fs fe Jr
z | =50 -7 0 75 0 0 0 0 0 0 |360.000
1 3 3 1
= = = 1 — 0 0 0 0 0 0] 240
Tl 5 1 20
f2| 1 0 o 0 0 1 0 0 0 0 0| 150
fs| O 1 o 0 0 0 1 0 0 0 0| 120
fa| O 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0] 200
1 3 3
fs|-3 & —3; 0 -1 0 0 0 1 0 0 10
fo| 1 1 o 0 0 0 0 0 0 1 0/ 200
1 3 1 1
-~ —= = —— 1
fr | =3 - 7 0 55 0 0 0 0 0 60

Fonte: Produzido pelo autor.

E pelo teste da minima razao, verificamos que f3 deve sair da base, pois:

240 120 200
Ty TIZLOO f3: T:120 fﬁ: TIQOO
5

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.

109

Vamos resolver o sistema de equagoes com a nova variavel basicas zs, que entra no

lugar de f3, ou seja, reproduzir os valores que estao na coluna da variavel que sai da base

(f3), na coluna da variavel que entra na base (z3), utilizando operagoes elementares.

Tabela 19 — Variavel que saira da base: f3, Problema 5.3.

L1 L2 T3 L4 f1 fz f3 f4 f5 fs f7
z | =50 =100 —-75 O 75 0 0 0 0 0 0 | 360.000
1 3 3 1
— — — 1 — 24
Ty 5 3 1 50 O 0 0 0 0 o0 0
o 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 150
fs 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 120
fa 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
—— —— —— —1 1 1
Is 5 5 1 0 0 0 0 0 0 0
fe 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 200
1 3 1 1
—— —— — —— 1
fr 5 5 1 0 20 0 0 0 0 0 60

Fonte: Produzido pelo autor.
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Vamos substituir a linha 1 pela adicao da linha 1, com a linha 4 multiplicada por
100. Vamos substituir a linha 2 pela adigao da linha 2, com a linha 4 multiplicada por

3
——. Vamos substituir a linha 6 pela adicao da linha 6, com a linha 4 multiplicada por
3
o Vamos substituir a linha 7 pela adi¢ao da linha 7, com a linha 4 multiplicada por —1.

3
Vamos substituir a linha 8 pela adicao da linha 8, com a linha 4 multiplicada por =

Apos estas operacgoes teremos a tabela Tabela 22:

Tabela 20 — Tabela simplex atualizada do Problema 5.3, com z = 372.000.

Ty T2 T3 L4 f1 fz f3 f4 fs f6 f7
z |=50 0 =75 0 75 0 100 O 0 0 0 | 372.000
1 3 1 3
— — 1 — —— 1
Ty 5 0 1 50 0 3 O 0 0 0 68
o 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 150
To 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 120
fa 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
—— —— -1 - 1 2
fs 5 0 1 0 0 5 0 0 0 8
fe 1 0 0 0 0 0O -1 0 0 1 0 80
1 1 1 3
—— — —— - 1 132
fr 5 0 1 50 0 5 0 0 0 3

Fonte: Produzido pelo autor.

392 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solucao 6tima.

Vemos na tabela que foi melhorado o valor de z, passando de 360.000 para 372.000,
mas ainda nao é o valor 6timo, pois ainda tem valor negativo na fungao que desejamos
maximizar.

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solucao melhor.

A varidvel x3, por ter o coeficiente com menor nimero negativo na funcao que

queremos maximizar deve entrar na base.

Tabela 21 — Variavel que entrara na base: x3, Problema 5.3.

Ty T2 T3 zs J1 o fs fa s fe [
z |-50 0 |=75/ 0 75 0 100 0 O O 0 |372.000

1 3 1 3
S o9 2 01— o0 -2 90 0 0 o] 168

Ta | 5 A 20 5

11 0 0o 0 0 1 0 0 0 0 0] 150
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Tabela 21 — Variavel que entrara na base: x3, Problema 5.3.

(conclusao)
T2 0 1 0 0 0 0 1 0o 0 0 O 120
fa 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
= = ~1 ° 1 2
fs 5 0 1 0 0 5 0 0 0 8
T 1 0 0 0 0 o -1 0 0 1 0 80
1 1 1 3
— 0 = —— 0 - 0o 0 0 1 132
Ui 4 20 5

Fonte: Produzido pelo autor.

E pelo teste da minima razao, verificamos que f; deve sair da base, pois:

168 200 132
I4T:224 f4T:200 f7T:528
4 4

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.
Vamos resolver o sistema de equagdes com a nova variavel bésicas x3, que entra no
lugar de fy, ou seja, reproduzir os valores que estao na coluna da variavel (f3), na coluna

da variavel (z5), utilizando operagoes elementares.

Tabela 22 — Variavel que saira da base: f4, Problema 5.3.

Ty x> 3 x4 f1 S fs fa fs fe fr
z | =b0 0O =75 O 75 0 100 O 0 0 0 | 372.000

Lo 3 1 L g 2320 0 0 o 168
m — p— R —_——
419 4 20 5
f2l 1 0 0 0O 0 1 0O 0O O O O 150
x| 0 1 0O 0 O 0 1 0 0 0 0 120
2l 0 0o 1 0o o0 O O 1 0 0 0 200
1 3 3
= 2 —1 2 1 9
fs| =5 0 ;0 0 = 0 0 0 8
fsl 10 0 0o 0o 0O -1 0 0 1 0 80
1 1 1 3
-~ 0 - i 2 0 1 132
Fr 2 B o 0 5 00

Fonte: Produzido pelo autor.

Vamos substituir a linha 1 pela adi¢ao da linha 1, com a linha 5 multiplicada por
75. Vamos substituir a linha 2 pela adicao da linha 2, com a linha 5 multiplicada por

3
——. Vamos substituir a linha 6 pela adi¢ao da linha 6, com a linha 5 multiplicada por 7
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Vamos substituir a linha 8 pela adi¢ao da linha 8, com a linha 5 multiplicada por 1

Apos estas operacoes teremos a tabela Tabela 25:

Tabela 23 — Tabela simplex atualizada do Problema 5.3, com z = 387.000.

L1 L2 T3 L4 fi fo s fa fs fe [fr
z | =50 O 0 0 75 0 100 75 0 0 0 | 387.000
1 1 3 3
— 1 — - —= 1
Ty 5 0 0 50 0 5 1 0 0 0 8
I 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 150
To 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 120
T3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
fs | —= 0 0 0 —1 0 - — 1 0 0 232
5 4
Te 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 80
1 1 3 1
—— 0 — 0 — —— 0 1 2
frl—5 00 20 5 ; 0 i

Fonte: Produzido pelo autor.

32 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solucao 6tima.

Vemos na tabela que foi melhorado o valor de z, passando de 372.000 para 387.000,
mas ainda nao é o valor 6timo, pois ainda tem valor negativo na fungao que desejamos
maximizar.

42 passo: Identificar a nova base que forma uma solugao melhor.

A variavel x,, por ter o coeficiente negativo na funcao que queremos maximizar

deve entrar na base.

Tabela 24 — Variavel que entrara na base: x1, Problema 5.3.

1 L2 T3 L4 fi fo s fa fs fe [f7
z —50 0 0 0 75 0 100 75 0 0 0 | 387.000

1 o 0 1 L o 22 3 0 0 o 18
m p— R —_—— —_——
1 9 20 5 4
f2| 1 o 0 0O O 1 0 0 0 0 0 150
0O 0 0 0 120

T 0 10 0 0 0 1
T3 0 0o 0 O 200

Is 5 o 0 0 -1 0 1 0 0 232

O =W =

fe 1 0O 0 O 0 0 -1
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Tabela 24 — Variavel que entrara na base: x1, Problema 5.3.

(conclusao)

1 1

— 0 0 0 -——
Iz 2 20

Fonte: Produzido pelo autor.

3
o - — 0 0 1 82
D)

E pelo teste da minima razao, verificamos que x4 deve sair da base, pois:

x4:§:36 f2:$—150 f6:8—10—80.

52 passo: Remodelar a tabela e voltar ao 3° passo.
Vamos resolver o sistema de equagoes com a nova variavel basicas z, que entra no
lugar de x4, ou seja, reproduzir os valores que estao na coluna da variavel x4, na coluna

da variavel x1, utilizando operagoes elementares.

Tabela 25 — Variavel que saira da base: x4, Problema 5.3.

L1 T2 T3 T4 fi fa fs fa fs fe [z
z | =50 O 0 0 75 0 100 75 0 0 0 | 387.000
1 1 3 3
— 1 — —_  —= 1
Ty 5 0 0 50 0 5 1 0 0 0 8
I 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 150
To 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 120
T3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 200
1 3 3
_ - -1 e =z
fs 5 0 0 0 0 5 1 1 0 0 232
fe 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 80
1 1 3 1
—— —— - —— 1 2
fr 5 0 0 0 20 0 5 1 0 0 8

Fonte: Produzido pelo autor.

Vamos substituir a linha 1 pela adigao da linha 1, com a linha 2 multiplicada por
100. Vamos substituir a linha 3 pela adigao da linha 3, com a linha 2 multiplicada por
—2. Vamos substituir a linha 6 pela adi¢ao da linha 6 com a linha 2. Vamos substituir
a linha 7 pela adi¢ao da linha 7, com a linha 2 multiplicada por —2. Vamos substituir a
linha 8 pela adi¢ao da linha 8 com a linha 2. E finalmente vamos substituir a linha 2 pelo
dobro da linha 2.

Apos estas operagoes teremos a tabela Tabela 26:
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Tabela 26 — Tabela simplex atualizada do Problema 5.3, com z = 388.800.

L1 T2 T3 T4 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7
z 0 0 0 100 80 0 40 0 0 0 0 | 388.800

1 9 2 2 0 0 0 36
o1 00 0 Y 75 T3
1 6 3

9 —— 1 2 2 0 0 0] 114
f200 00 10 5 2

|0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0] 12

z3 | 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 O 200

510 0 O 1 20 0 O 0 1 0 0 250
1 1 3
-2 —— - -0 1 0 44
fe ! 0O 0 O 10 0 5 5
f10 0 O 1 0 o o0 -1 0 0 1 100

Fonte: Produzido pelo autor.

392 passo: Verificar se os dados da tabela geram uma solug¢ao 6tima.

Como nao temos mais coeficientes negativos na linha de z, isto nos mostra que
nao conseguimos mais aumentar esse valor. chegamos pois ao valor otimizado de z, que
corresponde a um lucro de R$388.800,00.

O plano de producao para esta empresa deve ser a fabricagao de 36 produtos zy,

120 produtos x5, 200 produtos x3 e nenhum produto x,.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A perspectiva conceitual deste trabalho é essencial para compreensao dos diversos
temas relacionados aos sistemas lineares na medida em que o professor explora e aplica
seus conteudos de forma atrativa, gradual e mediada, tornando-os mais relevantes para
a vida social de seus alunos. A intencionalidade das a¢oes na proposta de trabalho do
docente diminui a probabilidade do uso de préticas desfavoraveis ao ensino-aprendizado,
possibilitando ferramentas tteis e praticas que resultem na apropriacao do conhecimento
com responsabilidade pessoal e coletiva.

Ha trés aplicagoes de sistemas lineares neste trabalho, que tem a intengao de de-
monstrar a dimensao dos contetidos aplicados e sua abrangéncia matematica contribuindo
para os processos pedagbgicos na area de exatas, vinculando contetidos programaticos a
pratica social sem prejuizo desta ou daqueles.

A conexao com o mundo faz-se com experimentos ampliados mediados por técnicas
de ensino que desenvolvam compreensoes seguras e apraziveis através de uma abordagem
pautada na referéncia dos contetudos articulada a préticas em diferentes circunstancias
procurando adequar-se as exigéncias da Base Nacional Comum Curricular e ao Curriculo
Base do Territorio Catarinense.

Toda acao intencional no ensino parte da necessidade de responder aos anseios da
pessoa, despertando interesses diversos capazes de transformar realidades e motivando o
desenvolvimento de habilidades e competéncias no ensino da matemaética. Sendo assim,
os sistemas lineares aplicados a diferentes ciéncias possibilitam motivar o interesse de
professores e alunos ao ensino da matematica dando subsidios para explorar seus contetdos
de forma objetiva e eficiente, através de demonstragoes praticas, possibilitando a utilizacao
de novas realidades na medida em que elas aparecam.

Espero com esta proposta de trabalho propiciar ao professor e ao estudante de ma-
tematica uma contribuicao pedagogica para o processo de ensino-aprendizagem apresen-
tando possibilidades de aplicagoes matematicas através dos sistemas lineares capacitando
a escola para a sua funcao de responder as necessidades sociais da atualidade propiciando
meios para explorar seus contetidos em diversos ambientes partindo para a sistematizacao

de seus resultados.
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APENDICE A - Vetores no Espaco
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A.1 VETORES

Nem todas as afirmativas descritas neste topico sao demonstradas, podendo o lei-
tor se aprofundar utilizando o livro (STEINBRUCH; WINTERLE, 2004) que usamos como
referéncia, ou em outro livro de geometria analitica de sua escolha.

Definicao A.1. Vetor é um segmento de reta orientado, que possui um modulo (ta-
manho), dire¢ao e sentido, e que representa uma classe de segmentos com as mesmas
caracteristicas.

A.1.1 Coordenadas de um vetor

Para determinarmos as coordenadas de um vetor, temos primeiramente que estipu-
lar a base a ser usada. Vamos portanto usar uma base ortonormal', formada pelos vetores
representados por segmentos orientados com origem em O e extremidades nos pontos
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), simbolizados por 7, 7 e E, respectivamente, conforme Figura 52

Figura 52 — Base ortonormal do sistema ortogonal cartesiano.

z

|

=
=y

X

Fonte: Produzido pelo autor.

Como {7, 7, k} formam uma base para o sistema de coordenadas, logo todo vetor
se decompoem da seguinte maneira:

—

U= X0+ YoJ + 2ok,

com x,, Y, € z, Nimeros reais.

Deste modo, para um vetor v qualquer do espago, associamos uma terna de nimeros
reais U = (&, Yo, 2»), que sdo suas componentes na base dada.

Vamos agora considerar o vetor ¢, que comeca na origem do sistema ortogonal
cartesiano O, e termina no ponto P(xp,yp,zp). Observando a Figura 53 seguir, temos
que U= xpl+ ypJ+ ZPE, onde xp? é a projegao ortogonal de ¥ sobre 7, yp) é a projecao
ortogonal de v sobre j'e zpk & a projecao ortogonal de ¥ sobre k.

1Base ortonormal é uma base formada por vetores ortogonais e unitarios.
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Logo, podemos representar ¢ da seguinte maneira:

7= 0P = (xp,yp, 2p).

Figura 53 — Vetor O? em um sistema ortogonal de coordenadas.

z

Zpk

ol

=
)
~
<

Fonte: Produzido pelo autor.

Mas podemos ter um vetor que comece em qualquer ponto do sistema cartesiano,

como o vetor AB, que possui as mesmas caracteristicas do vetor OP.
Dai, temos que:

AB = 0P = (xp,yp, zp),

mas,
Tp =TB — T4, Yp = YB — Ya € Zp = ZB — ZA
logo,

1@ = (xB — XA, YB — YA, ZB — ZA) = ($B7?JB, ZB) - (anyA; ZA) =B - A



123

Figura 54 — Vetor 1@ em um sistema ortogonal de coordenadas.

z

Trp

yp l

Fonte: Produzido pelo autor.

Exemplo A.2. O vetor com origem no ponto A(6, —4,0) e extremidade no ponto B(2, —7,3),
pode ser representado como:

AB=B - A=(2-6,—7— (—4)3—0) = (—4,-3.3).

Definigao A.3 (Modulo de um vetor). Dado um vetor @, o mddulo dele é dado pelo seu
comprimento e denotado por |a|.
Se @ = (T4, Ya, 2a), €ntao temos que

|C_i| = \/xa2 + ya2 + Za2-

Propriedade A.4. A distincia entre os pontos A(ZTa,Ya, 2a) € B(xy, yp, 2), representada

por AB, pode ser calculada como o mddulo do vetor AB. Assim temos:

AB:‘@(:\/@-E

= V(T — Ta, Yo — Yar 2 — Za) - (Tb — Tas Yo — Yas 26 — Za)

= V(@ = 2a)? + (Y — ¥a)® + (2 — 2)?

Dessa expressao, obtemos a equagao de uma superficie esférica, conforme exemplo
a seguir.

Exemplo A.5 (Superficie esférica). Dados um ponto C(zg,yo, 20) € um namero real r
nao negativo, o conjunto dos pontos P(x,y, z) que distam r de C' é o conjunto dos pontos
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que satisfazem:
(z = 20)* + (y — yo)* + (2 — 20)* = °.

Esse conjunto é chamado de esfera de centro em C' e raio 7.
A.1.2 Produto Escalar
Definigao A.6. Dados vetores @ = (24, Ya, Za) € b= (xp, Yp, 2p) chama-se produto escalar
dos vetores @ e b, o numero real, denotado por a - b, definido por
J'EZIa'xb_f'ya'yb"i_Za'Zb'
Exemplo A.7. Se @ = (3,—5,8) e b= (4,—3,0), temos que
d-b=(3,-58)-(4,-3,0)=3-44(=5)-(-3)+8-0=12+ 1540 = 27.

Observacao A.8. Dados d, b e ¢ trés vetores quaisquer no espaco, as seguintes proprie-
dades sao vélidas:

+d =a-b+a-é
=b-a
O modulo de um vetor @ pode ser calculado como:

Q
@‘l/—\

@l

d| = Va-a. (A1)

Propriedade A.9 (Interpretagdo Geométrica do Produto Escalar). Dados @ e b dois
vetores e 0 o dngulo formado entre eles, entdao

a-b=|allb

cos 6. (A.2)

Demonstra¢ao.Dados @ e b vetores que formam um angulo 6 entre si, como visto na
Figura 55.

Figura 55 — Angulo entre vetores.

a—b

ST

Fonte: Produzido pelo autor.

Utilizando a Lei dos Cossenos no triangulo, temos:

L2 9 412
—|d +‘b’ —2|dl

l;‘ cos (A.3)
No entanto, pela Equagao (A.1), temos que:

2 - - - o - - -
—(@—b2=(G—b)-(G—b)=a-d—a-b—b-a+b-b=|a>—2a-b+
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Por (A.3) e (A.4), temos que:
=12 -2 - 7 -2 -2 - |77
|d]| —{—‘b} —23a-b=|d| +‘b‘ —2]a|‘b‘cos0.

Logo
@ b=|a ‘g‘ cos 0.

Observagao A.10. Dois vetores a e g, sao ortogonais se o angulo entre eles for 90°.
Sabendo que cos 90° = 0 e baseado na equagao (A.2), temos que @ - b = 0.

A.1.3 Produto Vetorial
Definigao A.11. Dado os vetores @ = (24, Ya, Za) € b= (2, Yp, 2), 0 produto vetorial de
a por b, denotado por @ X b, é o vetor calculado da seguinte forma:

T 7K

Observacao A.12. Dados d e b dois vetores, temos que:

1. @ x b é simultaneamente ortogonal aos vetores a e b.
2. 0 modulo de @ x b é dado por

= |d| l;‘ send,

axb

onde 6 é o angulo entre os vetores @ e b.

(—2,3,—1) &

Exemplo A.13. O produto vetorial @ x b, dados @ = (3,—5,1) e b

LTk L ,
AXb=|2, Yo 2ol =05"—2)+9k — 10k —3U+37=20+)—k=(2,1,-1)
Lo Yo Zb
Propriedade A.14 (Interpretacao Geométrica do Produto Vetorial). Dado dois vetores
e b, temos que o modulo do produto vetorial desses vetores € igual a drea do paralelogramo

por eles definido, conforme Figura 56.

Demonstracao.Dado os vetores a e g, esbogados na Figura 56.
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Figura 56 — Interpretacao geométrica do produto vetorial.

1
1
1
1
1
1
1
:
1
0
[ J

a

Fonte: Produzido pelo autor.

Temos que a area do paralelogramo formado pelos vetores a e 5, é dada por
Area = |d| h,
mas, pelas relagoes trigonométricas no triangulo retangulo da Figura 56, temos que h =

‘5‘ sen # e, deste modo,

Area = ]5|‘5’ senf = ’d’xg‘. O
A.1.4 Produto Misto

Definicao A.15. Dado os vetores da, be ¢, chama-se produto misto desses trés vetores, o
numero real obtido pela operacao que envolve produto vetorial e produto escalar, que é
representado por [, b, ¢] e definido por:

—

[@,b,¢] = (@xb)-¢

Podemos também notar, que se @ = (Za, Ya,2a), b = (Tb, Yb, 2p) € € = (T, Yoo 2¢),
entao temos que:

'CCO/ ya Za
= 7 = X g Yo Za Lo Za To Ya
[d,b,¢] = (axb)-c= . Ye Ze = Ty Yp Zp|-
U 2p Ty Z Ty Yb
xc yC ZC

Propriedade A.16 (Interpretacao Geométrica do Produto Misto). Dados trés vetores
a,b e ¢, o mdodulo do produto misto desses vetores € iqual ao volume do paralelepipedo por
eles determinado, conforme Figura 57.

Demonstracao.Dados trés vetores nao coplanares a, b e ¢, consideremos o paralelepipedo
formado por esses vetores, conforme Figura 57.
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Figura 57 — Interpretacao geométrica do produto misto.

axb ,
1
1
1
1
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/" Area = ‘[i X b‘
= a

Fonte: Produzido pelo autor.

O volume V' de um paralelepipedo é dado pela multiplicacao da area da sua base

A por sua altura h, ou seja,
V=A-h.

Pela Propriedade A.14, temos que A = ‘&’ x b e, portanto,

V =|axbl|-h.

Baseado no triangulo retangulo destacado na figura e usando as relagoes trigono-

métricas, temos que
h=|¢|-|cosf|,

logo
V =|d@xb|-|¢|-|cosd].

Pela Equagao (A.2), temos que:

axb)-c

x b

—~

cosf =

ST

1€
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Portanto, temos que

) (@xb)-
V =l|axb|-|c] —
WXQ¢a
Realizando o cancelamento, temos:
V=|@xb) | =|[abé] O

Observacao A.17.
1. Se trés vetores d, b e & forem coplanares, entao o produto misto seré nulo, ou seja,
@,b,) =0,

pois o paralelepipedo se resume a uma figura plana, logo possui volume nulo.
2. Se quatro pontos A, B,C e D forem coplanares, 1@ LAC e @ serao coplanares e,

consequentemente,
[AB,AC, AD] = 0.

3. Se A, B,(C' e D nao sao coplanares, entao temos que

[AB,AC, AD] # 0.



APENDICE B - Momento Linear
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B.1 MOMENTO DE UMA FORCA

Este topico foi desenvolvido tendo como referéncia (PARANA, 2002).

Definicao B.1. A medida da tendéncia de uma for¢a em provocar a rotagao de um corpo
em torno de um ponto, ¢ denominada de momento da for¢ca em relagao a esse ponto.

O modulo do momento de uma for¢a em relacdo a um ponto A, denotado por
(Moy), é dado pelo produto do médulo da forga aplicada (F') com a distancia (d), ou
seja,

MOA =F- d,

onde d é a menor medida entre a reta suporte da direcao da for¢ca no ponto em que ela é
aplicada e o eixo de rotagao que estd no ponto A.

Por convencao, usaremos o sinal positivo para o momento, quando este tiver a
tendéncia de girar o corpo no sentido anti-horario, e sinal negativo para o momento,
quando este tiver a tendéncia de girar o corpo no sentido horéario.

Se um corpo nao esté girando, temos que o momento resultante (soma de todos os
seus momentos) é nula, ou seja,

Z Mo = 0.

Exemplo B.2. Duas criancgas brincam na gangorra de um parque. Sabendo que a crianca
A tem massa 25kg esta sentada no lado direito da gangorra & uma distancia de 2 metros do
eixo de rotacao, e que a crianca B tem massa de 40kg e esté sentada no lado esquerdo da
gangorra. A que distancia do eixo deve ficar a crianga B para que a gangorra permaneca
em equilibrio?

Resolugao. Peso das criancas
Py=m-g=25-g, e Pg=m-g=40-g.

Como o peso da crianca A faz a gangorra tender a girar no sentido horario, logo seu
momento tem sinal negativo. Por outro lado, o peso da crianca B faz a gangorra tender
a girar no sentido anti-horario, segue que seu momento tem sinal positivo.

O momento da for¢a peso da crianga A,

Mojy=—Py-d=-25-g-2=-50-g,
e o momento da forca peso da outra crianga, é
Mog=Pg-d=40-g-d.
Como nao temos rotagao, segue que

0= Mo=40-g-d—50-g=(40-d—50)-g.

50
Deste modo, d = 0= 1,25m.

Concluimos entao, que para a gangorra permanecer em equilibrio, a crianca B
precisa ficar 1,25m a esquerda do eixo de rotagao.



		2022-08-23T16:41:42-0300


		2022-08-23T17:47:20-0300




