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Resumo

Neste trabalho apresentamos deducdes de férmulas para o calculo do volume dos sélidos de
Arquimedes, que consiste no objetivo principal da dissertac3o. Iniciamos com a apresentacdo
de um resumo sobre elementos da geometria e trigonometria, em que relembramos alguns
importantes axiomas, definicdes e demonstramos teoremas, tais como o teorema de Ptolomeu
e Pitagoras. Apoés esta revisdo conceitual, apresentamos melhor o tema do trabalho, definindo
o que é um sélido de Arquimedes ou semirregular, provando a existéncia de treze sélidos com
base na definicdo e apontamos como esses sélidos sdo obtidos a partir dos sélidos platénicos,
por meio de operacdes de cortes definidas como truncamento e snubficacdo. Dito isto, focamos
o trabalho na dedugdo de férmulas para o calculo do volume dos sélidos arquimedianos, através
de conceitos da geometria plana, espacial e analitica. Para tanto, descrevemos toda a linha
de pensamento no desenvolvimento das linhas de calculo, com o intuito de criar uma leitura
confortavel das deducdes, sem que exija do leitor uma forte aplicacdo no entendimento do
raciocinio utilizado. Por fim, nas considerac@es finais, enaltecemos ndo sé o &xito em atingir
o objetivo esperado, correlacionando-o com a hipétese inicial definida no trabalho, como
expressamos nossa visdo sobre como é relevante mais publica¢des relacionadas aos sélidos de

Arquimedes, em prol da difusdo da geometria.

Palavras-chave: Sélidos de Arquimedes. Sélidos de Platdo. Volume.



Abstract

In this work we present deductions from formulas for calculating the volume of solids by
Archimedes, which is the main objective of the dissertation. We begin with the presentation of
a summary about elements of geometry and trigonometry, in which we recall some importante
axioms, definitions and demonstrate theorems, such as Ptolomeu's and Pythagoras’ theorem.
After that conceptual review, we better present the theme of the work, defining what is
an Archimedean solid or semi-regular, proving the existence of thirteen solids based on the
definition and showing how those solids are obtained from platonic solids, through defined
cutting operations such as truncation and snubfication. That said, we focus our work on
deducing formulas for calculating the volume of Archimedean solids, through concepts of
plane, spatial and analytical geometry. For that, we describe the whole line of thought in the
development of the calculation lines, with the intention of creating a comfortable reading of
the deductions, without demanding from the reader a strong application in the understanding
of the reasoning used. Finally, in the final considerations, we praise not only the success in
reaching the expected goal, correlating it with the initial hypothesis defined in the work, as we
express our view on how more publications related to Archimedes' solids are relevant, in favor

of the diffusion of geometry.

Keywords: Archimedes’ Solids. Plato’s Solids. Volume.
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1 Introducdo

Dentro do campo da ciéncia matematica, a geometria consiste em uma das partes de
estudo mais palpaveis em situacdes do nosso cotidiano. S3o inimeras as ocasides em que
podemos relacionar um objeto real com um conceito abstrato, isso faz com que a producio de
matematica no &mbito da geometria apareca frequentemente em feiras de ciéncias e exposicdes
de modo geral, que tangencia de certo modo a matematica. Porém, € comum percebermos
que ha pouca variabilidade quando so apresentados sélidos geométricos, visto que os poliedros
regulares e os corpos redondos recebem mais destaques nessas exposicdes. Dessa forma, esse
contexto limita a pensarmos sobre sélidos geométricos na 6tica de um pequeno grupo de formas
geométricas, ao tempo que poderiamos explorar mais matematica por meio da apresentacdo de
s6lidos, como poliedros de Arquimedes, Catalan, Kepler-Poinsot, Platdo e Johnson. Pois cada
um desses sélidos tm uma rica e interessante matematica a ser desenvolvida, bem como ha
curiosidades que estimulam aspiracdo pelo conhecimento matematico. Nesse sentido, neste

trabalho iremos dar énfase ao estudo dos “sélidos de Arquimedes’.

1.1 Perguntas da Pesquisa

Quando estudamos sobre sélidos geométricos, nossa principal dedicacdo consiste no
estudo de areas e volumes. Logicamente outras questdes podem ser estudadas, porém esses

dois eixos de concentracdo recebem mais notoriedade.

Para este trabalho, nosso questionamento consiste em, como abordar conceitos da
geometria euclidiana plana e espacial, por meio de conceitos axiomaticos, teoremas e até

mesmo na perspectiva analitica, para o calculo de volumes dos sélidos arquimedianos.

1.2 Justificativa

Corriqueiramente ouvimos sobre a dificuldade que os alunos tém em absorver o contetdo
relacionado & matematica, provocando assim intimidacdo do aluno com a disciplina e o professor.
Logicamente, essa barreira ndo surge somente a partir da exigéncia que a disciplina traz, mas
devemos sempre ressaltar pontos como, a motivacdo dos professores, ambiente escolar, contexto

social do aluno, empenho dos pais, como os alunos sdo cativados, entre outros.

Essa imagem de disciplina dificil se confirma se observarmos que, de modo geral, a
matematica esta sempre como uma das disciplinas que mais reprovam. Percebe-se também
que ha uma contribuicdo histérica que fortalece essa imagem, pois muitos alunos chegam a

escola ja com um pré-conceito formulado de que a matematica é dificil, pois os mesmos ja
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ouviram algo assim em suas casas ou no seu contexto social como um todo. E mesmo que
existam aqueles que se sobressaiam, estes sd3o vistos como alunos acima da média, restringindo
o potencial de desenvolvimento dos outros por se sentirem inferiores e corroborando para que a

caricatura de uma disciplina dificil prevaleca.

No que diz respeito ao modo como cativar os alunos, no dmbito da matematica,
a geometria consiste em uma ferramenta riquissima que pode ser utilizada para abordar a
disciplina de uma forma mais ladica, atrativa e com aplicabilidade clara no cotidiano. Além do
mais, uma boa compreensdo geométrica pode trazer benéficos como um bom raciocinio légico
e compreensdo de formas tridimensionais de modo geral. Desse modo, acreditamos que por
meio deste trabalho, podemos auxiliar alunos e professores a explorarem mais da geometria, por
meio dos sélidos de Arquimedes, porque a utilizacdo destes sélidos em sala de aula é pequena,
prova disso esta no curriculo que é planejado para o ensino de geometria no Brasil, tanto em
décadas passadas quanto atualmente pela BNCC ! e PCNs 2. Além disso, se realizarmos uma
busca por trabalhos de geometria, a maior producdo estara sobre sélidos mais conhecidos nas
escolas, como os de Platdo. Assim, apresentar a geometria sobre a ética de uma outra classe

de sélidos é enriquecedora e foge um pouco da obviedade.

Desse modo, acreditamos que iremos complementar estudos ja publicados sobre os
sélidos de Arquimedes, trazendo uma abordagem de um aspecto ainda pouco explorado
nestes sélidos. Tendo em vista que, entre os principais trabalhos publicados em lingua nativa,
encontramos os trabalhos de [2], [11], [12], [13], e [14], em que todos eles tratam dos sélidos
geométricos de uma forma singular, mas nenhum com foco principal no estudo de volume de
s6lidos arquimedianos. Usufruimos deste paragrafo, para ressaltar também que essas obras
foram fontes de informacdes que subsidiaram a construcdo de raciocinio e elaboracdo do

trabalho como um todo.

1.3 Hipoteses

A hipétese deste trabalho é:

e E possivel generalizar formas para o calculo de volume dos sélidos arquimedianos com

base somente no comprimento de suas respectivas arestas.

1 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) & um documento de carater normativo que define o conjunto

organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das
etapas e modalidades da Educagdo Basica [9]

Os PCNs - Parametros Curriculares Nacionais - sdo diretrizes elaboradas pelo Governo Federal com o intuito
de orientar os educadores mediante a normatizacdo de aspectos de cada componente curricular.
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1.4 Objetivo

1.4.1 Objetivo Geral

Demonstrar relacdes para o calculo de volumes dos sélidos arquimedianos, com excecdo

das classes dos prismas e antiprismas.

1.4.2 Objetivos Especificos

Considerando o desenvolvimento do trabalho e o objetivo geral apresentado, destacam-se

os seguintes objetivos especificos:

e Objetivo 1 - Utilizar a geometria, plana, espacial e analitica para as demonstra¢ges;

e Objetivo 2 - Aplicar teoremas simples, como teorema de Pitagoras e Ptolomeu, em
situacdes de raciocinio n3o t3o obvio evidenciando assim esses teoremas como ferramentas

poderosas da matematica;

e Objetivo 3 - Oferecer para alunos e professores uma boa base de informagdes sobre o

volume e construcio dos sélidos arquimedianos;

e Objetivo 4 - Apresentar os sélidos geométricos além de uma visdo corriqueira.

1.5 Organizacdo

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

Capitulo 2: Revisdo de literatura abordando sobre referencial teérico de cunho matema-
tico, onde iremos apresentar elementos da geometria euclidiana plana e espacial, através de

um resumo geral de conceitos elementares, desde aspectos axiomaticos até teoremas.

Procuramos trazer neste capitulo, a recordacdo de conceitos basicos para que o leitor
possa se sentir totalmente confortavel em ler as linhas de calculo apresentadas no trabalho,
pois apesar de ter uma linguagem simples, é interessante que o leitor tenha uma base de apoio

para acompanhar os algoritmos de cada demonstra¢do do volume de cada sélido arquimediano.

Capitulo 3: Neste capitulo fortalecemos a base de conceitos que é revisada no capitulo
2, complementando-a com teoremas importantes da geometria euclidiana, como teorema de

Pitagoras, teorema de Ptolomeu e relagdo de Euler.

Capitulo 4: Pelo que é apresentado no desenvolvimento do trabalho, defendemos ser
importante expor também um pouco sobre as relacdes trigonométricas no dmbito do tridngulo
retangulo. Desse modo, neste capitulo revisamos um pouco sobre definicdes das relacdes
trigonomeétricas, e como essas relacdes sdo importantes no estudo de areas, através da lei dos

cossenos, por exemplo.
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Capitulo 5: Neste capitulo trazemos uma abordagem sobre os poliedros, mais especifi-
camente sobre poliedros regulares e semirregulares. Para os poliedros regulares, definimos o que
sdo, bem como verificamos a existéncia de apenas cinco sélidos ditos de Platdo. Analogamente
fazemos isto para os sélidos de Arquimedes, demonstrando que exceto a classe de prismas e
antiprismas, ha somente treze sélidos arquimedianos. Por fim, definimos as operacdes que

podem ser feitas nos sélidos platénicos de modo a obtermos sélidos arquimedianos.

Capitulo 6: Para este capitulo, o dividimos em treze secdes, em que cada uma delas
expomos detalhadamente como podemos generalizar uma forma de encontrar o volume dos
sélidos arquimedianos dado o comprimento da aresta. Para tanto, esclarecemos como cada
sélido pode ser obtido a partir de um sélido platénico, descrevemos todo o processo de

desenvolvimento dos calculos e explicitamos tudo através de imagens.

E importante ressaltar que todas as imagens apresentadas nesta dissertacdo, foram

criadas pelo autor do trabalho, e por isso ndo s3o apresentadas a fonte de cada figura.

Capitulo 7: Finalmente neste capitulo, chegamos a conclusdo deste trabalho, onde
destacamos nossas principais consideracdes finais, explicitamos os éxitos nos objetivos e a

validac3o da hipétese do trabalho.



? Elementos basicos da Geometria Euclidiana

As informagdes expostas neste capitulo advém de [3], [4], [8] e [10]. Apresentaremos
concisamente conceitos elementares da Geometria Euclidiana, assim adjetivada como referéncia
a grandiosa obra Os Elementos, do matematico grego, Euclides de Alexandria (IV - Il a.C.).
Esta obra é um classico da matematica, constituida de uma sistematiza¢do genuina, precisa
e extensa dos conceitos da geometria. Sua relevancia atravessa séculos, sendo base de
fundamentac3o teérica para diversos matematicos desde o século 1V a.C..

Euclides de Alexandria, matematico grego dos séculos IV e Ill a.C. e um
dos mais importantes da antiguidade. A maior de todas as contribuicdes
de Euclides & Matematica, bem como a ciéncia em geral, foi o tratado
Elementos, obra na qual expds, sistematicamente, os conhecimentos de
Geometria Plana de seu tempo — doravante rotulada como Euclidiana -,
alguns dos quais frutos de seu préprio trabalho. A importancia dos Elementos
se deve ao fato deste ser a primeira obra em que se considera um corpo de
conhecimento matematico como parte de um sistema légico dedutivo bem
definido [10, pg-2].

2.1 Conceitos elementares

A apresentacdo dos conceitos sera feita de forma precisa, porém sem aprofundamento do
objeto apresentado e assumindo alguns conceitos basicos como, ponto, reta e plano, conhecidos
pelo leitor. Além disso, algumas afirmagdes que necessitem de prova e que sejam de facil

percepcdo ou de longa descricdo na demonstracdo, serdo omitidas.

Definicdao 2.1. O conjunto de pontos que se encontrem entre dois pontos A e B é denominado

como segmento AB, com A e B ditos extremidades deste segmento.

Por consenso, usa-se letra maitscula para denotar um ponto. Vale ressaltar também
que, dados dois pontos A e B no plano, é definido a distancia d(A, B) de tais pontos como o
comprimento AB do segmento AB.

Definicdo 2.2. Se A e B sdo pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C, tais que B encontra-se entre A e C, é chamado de

semirreta de origem A contendo o ponto B, e é representado por Sag. [3]

O ponto A é denominado origem da semirreta Sag.
Axioma 1. Uma reta r no plano o divide em exatamente duas regibes (semiplanos).

Definicao 2.3. Dados um nimero real v > 0 e um ponto A pertencente ao plano «, o circulo

Q de centro A e raio r é o conjunto de todos os pontos B de «, tal que AB =r.
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Em geral, denotamos circulos por letras gregas maitsculas. Assim, Q (A, 1) simboliza
um circulo 6mega de centro A e raio r. Além disso, a corda de Q) é qualquer segmento definido
por dois pontos quaisquer do circulo, em especial o didmetro € uma corda que passa por A.

Logo, todo didmetro divide um circulo em duas partes iguais, chamadas de semicirculos.

Definicdo 2.4. A regido formada por duas semirretas com origem comum é denominada

angulo.

As semirretas sdo chamadas de lados dos dngulos e a origem em comum, de vértice.
Quando duas semirretas distintas sobre uma mesma reta definem um angulo, este é chamado
de angulo raso e as semirretas sdo opostas. A nomenclatura do dngulo pode variar também
de acordo com sua medida, para a qual usamos mais frequentemente como unidade o grau
e radiano. Escrevemos por exemplo, AOB = O = 0 para expressar que a medida do angulo
/AOB & 0.

Neste trabalho, optamos em trabalhar apenas com medidas de dngulos expressos em
grau. Desse modo, no que diz respeito a um angulo raso ZAOB, sem aprofundamento na
justificativa, temos AOB = 180°. Por outro lado, se 0° < AOB < 90°, AOB = 90° ou
90° < AOB < 180° tem-se respectivamente angulo agudo, reto ou obtuso. Esses nomes sio
importantes tendo em vista a frequéncia que os angulos s3o utilizados, por isso é relevante
destacarmos também que, dois dngulos sdo ditos complementares quando a soma de suas
medidas resulta em noventa graus, e s3o ditos suplementares quando esta operacdo resulta em

cento e oitenta graus.

Definicdo 2.5. Se dois dngulos A e B com mesma origem, tém seus lados formados por

semirretas opostas, A e B sdo ditos opostos pelo vértice (OPV).

Proposicdo 2.1. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.

Figura 1 — Angulos (OPV).

C

. ——
Demonstracdo. Como ilustramos na figura 1, ZAOB e ZCOD s3o OPV. Pela reta AD, temos
os angulos suplementares ZAOB e ZBOD. Analogamente, por % temos ZBOD e ZCOD.
Assim, AOB = 180° — BOD = COD. |
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Essas definicdes ja nos fornecem uma boa fonte de propriedades que nos possibilitam
apresentar o conceito de poligono. Inicialmente, destacamos que dados trés pontos distintos
A, B e C no plano, ha duas posicées relativas entre eles, ou C pertence a reta AHB) portanto
diremos que esses pontos sdo colineares, ou ao contrario diremos que os pontos sio nio
colineares. Refletindo sobre a situacdo em que os pontos s3o n3o colineares, chamamos de
triangulo a regido do plano limitada pelos segmentos definidos por tais pontos. Nesse caso, os
segmentos sdo chamados de lados do tridngulo e os pontos que o definem, de vértices. Este é
o poligono de formagdo mais simples, porém ha variadas classificacdes para tal, mediante as
caracteristicas de seus lados e dngulos. Neste Gltimo item, sdo definidos como angulos internos
os angulos /ZBAC, ZABC e ZACB.

Definicdo 2.6. Um tridngulo é denominado:

1. Equilatero, se os trés lados tém mesmo comprimento.
2. Isésceles, se ao menos dois dentre os lados do tridngulo forem iguais.
3. Escaleno, se os lados do tridngulo sdo dois a dois distintos em comprimento.

Definicdo 2.7. Sejamn > 3 um natural e Ay, Ao, - - ,A,, pontos distintos do plano. Dizemos
3
que Ay, Ag, -+, A, é um poligono (convexo) se, paral < i <mn, a reta AjA;,1 ndo contém

nenhum outro ponto A; paral <j <n, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano. [10]

Tabela 1 — Designa¢des de alguns poligonos de acordo o nimero de lados.

N2 de lados Nome do poligono convexo
3 Triangulo
Quadrilatero
Pentagono
Hexagono
Heptagono
Octégono
Nonagono
10 Decagono

©O© 00 N O O &~

Os pontos Ay, Ag,- - -, A, sdo denominados vértices do poligono e os segmentos definidos
por pontos consecutivos, AjAg, AgAs, -, AL 1AL, ALAq, sdo os lados do poligono, bem
como a soma dos comprimentos dos lados do poligono é o seu perimetro. Outros elementos
importantes em um poligono sdo suas diagonais, dngulos internos e externos. Quanto a
diagonal, entende-se como todo segmento A;A; que ndo sdo lados do poligono, ja os angulos
internos sio formados por vértices consecutivos como ZA;_{A;Ai1 com 1 < 1i < mn, assim,
para um poligono de n lados ha precisamente n dngulos internos. Para cada angulo interno,
ha dois angulos externos (angulos suplementares) identificados pelo prolongamento dos lados

do poligono, por exemplo os lados A; 1A; e AjAi1.
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Definicdo 2.8. Se a medida entre dois segmentos ou entre dois dngulos for a mesma, diremos

que esses elementos sjo congruentes.

A partir dessa definic3o, o conceito de igualdade entre nameros é atil para que possamos
entender também sobre igualdade de segmentos e dngulos, denotando essa equivaléncia como
congruéncia. Este conceito é ainda mais amplo. Em tridngulos, diremos que dois deles sdo
congruentes quando for possivel mover um deles no espaco sem deforma-lo até que coincidam
todos seus pontos. Assim, dois tridngulos s3o congruentes sempre que for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que seus lados e angulos internos
sejam congruentes. Nesse sentido, destacamos trés casos mais usuais de congruéncia entre

triangulos.

Casos de congruéncia entre tridngulos de acordo com Neto [10]:

Axioma 2 (LAL). Se dois lados de um tridngulo e o dngulo formado por esses dois lados
forem respectivamente iguais a dois lados de outro tridngulo e ao dngulo formado por esses

dois lados, ent3o os dois tridngulos sdo congruentes.

Axioma 3 (ALA). Se dois dngulos de um tridngulo e o lado compreendido entre esses dois
angulos forem respectivamente iguais a dois dngulos de outro tridngulo e ao lado compreendido

entre esses dois angulos, ento os dois tridngulos sdo congruentes.

Axioma 4 (LLL). Se os trés lados de um tridngulo sdo, em alguma ordem, respectivamente

congruentes aos trés lados de outro tridngulo, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.

A congruéncia entre tridngulos é um caso de semelhanca. A semelhanca entre tridngulos
existira sempre que houver uma correspondéncia biunivoca entre vértices dos tridngulos, de
forma que em vértices correspondentes os dngulos sejam iguais e a raz3o entre o comprimento
dos lados correspondentes resultem em uma mesma constante. Assim, se os tridngulos AABC
e ADEF s3o semelhantes, de modo que a correspondéncia entre vértices seja A < D, B & E,
C < F, teremos A = 15, B=feC="F Bem como,

F D

=l
3

O namero real k é denominado razdo de semelhanga entre os tridangulos AABC e

ADEF. Em particular se os tridngulos sdo congruentes, a razdo de semelhanca é 1.

Posicdes relativas entre retas no plano:
Dadas duas retas r e s em um mesmo plano, elas podem n&o ter pontos em comum, neste caso
sdo ditas paralelas. Caso contrario, podem ter um ou infinitos pontos em comum, para este
altimo, dizemos que 1 e s sdo coincidentes, mas se elas tém apenas um ponto em comum serdo

concorrentes e, em especial se neste ponto formam um angulo de 90°, s3o ditas perpendiculares.
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Figura 2 — Angulos internos: alternos e colaterais.

Um resultado importante da Geometria Euclidiana no que diz respeito a posi¢coes

relativas entre retas é o que enunciaremos a seguir.

Como apresentamos na figura 2, considere as retas v, s e t em um mesmo plano, com

t intersectando T e s, temos

rlsea=p& a+y=180° (2.2)
« e 3 sdo ditos alternos internos, ao passo que « e 7y colaterais internos. Esse resultado
nos ajuda a provar a seguinte proposi¢do.

Proposicao 2.2. A soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°.

Figura 3 — Soma dos angulos internos de um triangulo.

D A E
r

Demonstracdo. Considere a ilustracdo do tridngulo AABC, em que a reta r passado por A é
paralela a reta % Note que BAD = ABC e CAE = ACB, pois so alternos internos. Logo,

o a

A+B+C=A+BAD + CAE =180°

Um resultado decorrente dessa proposicdo, consiste em que qualquer tridngulo, no

maximo um angulo podera ser maior que 90°. Desse modo, um tridngulo é dito acutangulo
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se todos seus angulos internos forem agudos (menor que 90°), retangulo se tiver um angulo
reto (igual a 90°) e obtusangulo se tiver um angulo obtuso (maior que 90°). Para o triangulo
retangulo, o lado oposto ao dngulo reto é o maior do tridngulo e denominado hipotenusa, ao

passo que os outros dois sdo os catetos.

Observacao. A soma dos adngulos internos de um poligono de n lados é 180° - (n — 2) . Pois

podemos dividir este poligono em n — 2 tridngulos.

Definicao 2.9. Um paralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos sdo paralelos.

Em virtude de o paralelogramo ter lados opostos paralelos, possui consequentemente
algumas propriedades. Seus lados opostos sdo congruentes, ou seja, possuem a mesma medida.
Os seus angulos internos e adjacentes sdo suplementares, ou seja, somam 180°. Possui duas
diagonais de mesmo comprimento que se cruzam em seus pontos médios. Por fim, seus angulos

internos e opostos sdo congruentes.

Agora, como define Barbosa [3], vem:

Definicdo 2.10. Seja ABC um tridngulo e seja D um ponto da reta que contém B e C. O
segmento AD chama-se mediana do tridngulo relativamente ao lado BC, se D for o ponto
médio de BC. O segmento AD chama-se bissetriz do dngulo A se a semirreta Sxp divide
o dngulo CAB em dois angulos congruentes, isto é, se CAD = DAB. O segmento AD
chama-se altura do tridngulo relativamente ao lado BC, se AD for perpendicular a reta que

contém B e C.

Outra definicdo relevante relacionada ao tridngulo, diz respeito a base média. Definida
como um segmento que une dois pontos médios de lados de um tridngulo. Logo, qualquer

tridngulo tem trés bases médias e estas sdo os lados do tridngulo medial do tridangulo inicial.
Figura 4 — Triangulo medial A’B’C’.

B
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Pontos notaveis de um triangulo:

Da definigdo 2.10 apresentamos as definices de altura, mediana e bissetriz. Pelo modo que
foram definidas, por cada vértice do tridngulo sdo construidos esses trés elementos. Assim, o
tridngulo possui trés segmentos para cada tipo de elemento. Desse modo, é natural que exista
intersecdes entre os elementos do mesmo tipo. Essas interseces sdo Gnicas (deixaremos ao
cargo do leitor a verificagdo dessa unicidade), isto &, todas as alturas do tridngulo encontram-se
em um anico ponto, denominado ortocentro. Ao passo que os encontros das medianas e
bissetrizes sdo, respectivamente, baricentro e incentro. Outro ponto notavel do tridngulo é o
circuncentro, definido pelo encontro das mediatrizes, que por sua vez sdo retas perpendiculares
aos lados e que passam pelos pontos médios dos mesmos. A partir do circuncentro, podemos
definir um anico circulo passando pelos trés vértices do tridngulo, assim diremos que o tridngulo
é inscritivel. Podemos também criar um anico circulo com centro no incentro de um tridngulo
e tangenciando os lados do mesmo, neste caso diremos que o tridngulo é circunscritivel. Em
particular, se em um circulo inscreve um tridngulo e um lado deste poligono é também didmetro,
o tridngulo é retangulo. Este resultado & muito atil em elaboracdo de repostas para problemas

com tridngulos inscritiveis.

Os circulos citados anteriormente sdo sempre admitidos para qualquer tridngulo, en-
tretanto ndo ocorre 0 mesmo para qualquer poligono convexo. Quando for possivel definir
os circulos em um determinado poligono, também podemos dizer que o tal é inscritivel ou

circunscritivel de acordo com o circulo criado.

Entre esses pontos especiais, o baricentro apresenta uma propriedade muito atil em

diversos problemas relacionados aos tridngulos.

Proposicao 2.3. Em todo tridngulo, as trés medianas passam por um Gnico ponto, o baricentro
do tridngulo. Ademais, o baricentro divide cada mediana, a partir do vértice correspondente,
na razdo 2 : 1. [10]

Demonstragdo. Considere um tridngulo AABC e os pontos médios D e E dos segmentos AB
e AC, respectivamente. O ponto O é a intersecdo dos segmentos CD e BE. Sobre a semirreta

Sao tomaremos o ponto P, de modo que AO = OP.

Figura 5 — Propriedade do baricentro.

A

O
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Como os pontos D e O sdo pontos médios respectivamente de AB e AP, DO é base

média de AABP. Logo, DO = £ e DC || BP. Analogamente, EO = ¢ e EB || CP. Desse
modo, o quadrilatero BOCP é um paralelogramo. Portanto, BP = OC e BO = CP, o que
implica que DO = 9¢ e EO = £2. Por fim, considere o ponto F intersegdo das diagonais do

paralelogramo BOCP. Assim, temos PF = FO, o que implica que FO = =-. |

2.2 Area

Uma regido triangular é a unido de todos os pontos que definem os lados do tridngulo e
seus pontos interiores. Como pontos interiores, entende-se como o conjunto de pontos, tal que,
para todo ponto dito interior este estara entre as extremidades de um segmento definido pelos
lados — também chamados de arestas - do tridngulo. Ja uma regido poligonal serd a unido de
um namero finito de regides triangulares, de modo que a intersecdo entre os tridngulos seja

apenas um segmento ou um ponto.

A area de uma regido no plano, é uma associacdo de um namero real a esta, de modo
que seja quantificado o espaco por ela ocupado. O calculo de areas de regides no plano em
indescritiveis situacdes exige conceitos diz respeito ao calculo diferencial e integral. Por este
motivo, delimitaremos esta breve abordagem do conceito de area para regibes poligonais. Para
tanto, construiremos nossa abordagem deste conceito por meio da relacdo de conjuntos de
namero reais R e o conjunto P de todas as regides poligonais. Nesse sentido, os seguintes

axiomas formalizam a proporcionam condi¢des para o desenvolvimento do conceito.

Axioma 5. f é uma funcdo P — R, onde P é o conjunto de todas as regiées poligonais e R,

s3o todos os reais ndo negativos, que indicam o valor numérico associado a regido poligonal.
Axioma 6. V p € P, f(p) > 0.
Axioma 7. Se duas regides triangulares sdo congruentes, entio elas tém a mesma area.

Axioma 8. Se a intersecdo de py e ps ndo possuem pontos interiores comuns, entdo f(p;Ups) =
f(p1) + f(p2).

Axioma 9. A drea de uma regido retangular é o produto do comprimento de sua base pela

altura relativa a esta.

Esses axiomas sdo suficientes para determinar a area de regides poligonais simples. E
para essas regides é importante ressaltar que, ao expressarmos por exemplo que “a area de um
triangulo é 19, estamos interessados em dizer que a area de uma regido poligonal limitada por

um tridngulo é 1. Desse modo, declaramos as seguintes proposicdes.

Proposicdo 2.4. A drea de um paralelogramo é o produto de sua base pela altura correspon-
dente.
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Figura 6 — Area do paralelogramo.

a

ne- - — —— — - -0

me- —————— —S9Q

Demonstracdo. Considere o paralelogramo ABCD, com AD || BC. Sejam E e F os pés das
perpendiculares a reta ﬁ baixadas respectivamente de D e C. E facil ver que AADE =
ABCEF, pelo caso LAL, porque AD = BC, ZDAE = Z/CBFe AB=AE+EB =DC =EB+
BF = AE = BF. Portanto, A (ABCD) = A (ADE)+A (BCDE) = A (BCF)+A (BCDE) =
A (CDEF).

Como CDEF é um retangulo de base a e altura h, temos A (ABCD) =a - h.
[

Proposicao 2.5. A drea de um tridngulo é metade do produto de sua base pela altura

correspondente a ela.

Figura 7 — Area do triangulo.

h/2

Demonstragdo. Considere o tridngulo AABC. Seja D e F pontos médios de AB e BC
respectivamente. Prolongaremos segmento DF de modo a formar o paralelogramo ADEC.
Assim, temos EC = AD = BD e BF = CF. Além disso, /FBD e /FCE sio alternos internos
pois CE || AB. Portanto, pelo caso LAL os tridngulos ABDF = ACEF. Logo,
b-h

A (ABC) = A (ADEC) = 5

(2.3)
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2.2.1 Area de Poligonos regulares

A definicdo de poligono nos permite a criagdo de uma infinidade de regides poligonais,
portanto ndo havera uma regra geral que associe os lados de um poligono com sua area. Porém,
se delimitarmos esses poligonos apenas aqueles que sdo regulares, podemos formalizar uma
estratégia para o calculo de sua area. Esta estratégia fica mais clara com o entendimento das

razdes trigonométricas, por isso, a apresentaremos no capitulo 4.
Para a area de alguns outros poligonos regulares, apresentamos a tabela 2.

No estudo do conceito de area, é de extrema importancia ressaltarmos sobre parametros
de quantificacdo. Pois, dado que a analise de area € uma maneira de quantificar o espaco
do plano ocupado por uma regido, devemos também estabelecer referéncias para expressar
com clareza uma determinada analise, caso o contrario seria recorrente erros graves, gerando
conclusdes ndo condizentes com a realidade. Por exemplo, se n3o tivéssemos uma padronizacéo
de grandeza, poderiamos dizer em um mesmo texto algo como “a area do territério brasileiro
é 100000", assim como poderiamos ter “a area de um pedaco de papel sendo 100000".
Obviamente nenhuma folha de papel tem area equivalente a area do territério brasileiro, mas
sem uma escala, ha liberdade para absurdos como este. Desse modo, sempre que tratarmos
sobre area ou outra grandeza, é essencial deixarmos explicito minimamente a unidade de
parametro (cm?, m? ou km? por exemplo). Ou na auséncia da unidade, devemos esclarecer

com o que estamos trabalhando, no caso da area temos unidades de area (u.a).

Tabela 2 — Area de alguns poligonos regulares de acordo o comprimento do lado.

Nome do poligono convexo Area do poligono de lado a

A a2\/§
Triangulo e
Quadrilatero a?
4 3a%V3
Hexagono S

2.3 Volume

Até aqui, na exposicdo dos conteldos realizada neste capitulo, trouxemos conceitos da
geometria até sua forma bidimensional. A partir de agora, finalizaremos esta sec3o tratando da
geometria em sua forma tridimensional. O nosso foco consiste em revisar o conceito de volume
de alguns sélidos geométricos mais conhecidos, como prismas e pirdmides, tendo em vista
que esses dois sélidos serdo fundamentais no desenvolvimento deste trabalho. Vale ressaltar

que, assim como destacamos no inicio do capitulo, a exposicdo do contetido n3o segue uma
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abordagem rigorosa das informacdes, mas procuramos deixar claro na mente do leitor conceitos

basicos e que serdo de fundamental importancia na leitura das partes seguintes do trabalho.

Diz respeito ao volume, é uma associacdo de um namero real 3 uma regido ocupada

por um sélido no espaco. E por sélido, tomaremos como base a seguinte definic3o.

Definicdo 2.11. Sdlido.

1. Um sélido é um conjunto S de pontos do espaco, tal que S é limitado, fechado e com

interior ndo vazio;

2. Para quais quer dois pontos A e B € S, existe uma poligonal contida em S que liga A a
B.

Mais precisamente, este trabalho é direcionado para o estudo de sélidos que s3o poliedros

convexos. Desse modo, é necessario que saibamos o que é um poliedro convexo.

Definicao 2.12. Um poliedro convexo é uma reunido finita de 4 ou mais poligonos que

satisfazem as seguintes condicdes:

1. Dois poligonos ndo estdo no mesmo plano;
2. Cada lado de um poligono é comum a somente um outro poligono;

3. O plano que contém um poligono deixa os demais em um mesmo semiespaco.

Assim, cada poligono determina um semiespaco e a intersecdo de todos os semiespacos
gerados é chamada de poliedro convexo. Exemplos mais comuns desse tipo de sélido sdo os

prismas e piramides.

Na composicdo dos poliedros, destacamos trés elementos mais evidentes. Os vértices,
pontos de intersecdo entre trés ou mais poligonos, as arestas, lados comuns a dois poligonos e

por fim as faces, que sdo os préprios poligonos.

A exemplo da area, o volume também necessita de uma padronizacdo para que possamos
mensurar o volume de algum sélido de modo que n3o exista confusdo na forma que expressamos
a informacdo. Assim, ao tratarmos de volume usamos como unidade padrdo um cubo de aresta
1, que tera uma unidade de volume. Mas vale ressaltar que para cada unidade de comprimento
adotada em uma determinada situacdo, temos uma unidade de volume associada. Assim,
se estamos trabalhando com unidades de cm ou m, por exemplo, devemos estar atentos a

3 3

associacdo com as unidades de volume cm® e m?°.

O volume pode ser abordado também com embasamento em funcdes, S — V (S),

porque podemos associar todo sélido mensuravel S a um real V (S), dito volume de S, tal que:

1. Se S & um cubo de aresta 1, entdo V (S) = 1.
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2. Se Sy e Sy sdo solidos disjuntos e mensuraveis, tais que S; U Sy é mesuravel, entdo
V(S +Ss) =V (S1) +V(Sq).

3. Se S; e S, sdo sélidos mensuraveis, tais que S; C Sy, entdo V (S1) < V (S,).

Esses postulados nos oferecem uma base para o desenvolvimento de férmulas para
uma série de sélidos geométricos. Portanto, vamos obter generalizacées para sélidos simples,

partindo do paralelepipedo retangulo.

O paralelepipedo & um sélido formado por seis retangulos. Ele fica bem definido com
trés medidas, largura (a), comprimento (b) e altura (¢). Em especial quando a composicdo das
faces sdo duas a duas ortogonais, temos um paralelepipedo retangulo. Neste caso, seu volume
é o produto de sua base pela a altura correspondente!, ou seja, V (S) = (a,b,c) = (a-b) -c.
Isso mostra que o volume de um paralelepipedo retdngulo é proporcional a cada uma de suas

dimensdes.

Portanto, um cubo unitario é um paralelepipedo retangulo com dimensdes unitarias e
de volume V (1,1,1) = 1. A partir deste sélido, podemos verificar que V (a,b,c) =a-b -,
pelo seguinte argumento. Se pusermos um nimero m de cubos unitarios justapostos, teremos
um paralelepipedo P; de volume m -V (1,1,1) =m-1=V (m,1,1). Se pusermos justapostos
n paralelepipedos como Py, independente da configuragdo que escolhermos (vamos adotar o
paralelepipedo de base m x n), teremos um sélido ps de volume n -V (m,,1)=n-m-1=
V (myn,1). Por fim, se pusermos justapostos h sélidos como ps, poderemos obter um novo

paralelepipedo p3 de volume h- V(m,n,1)=h-n-m-1=V (m,n,h).

Figura 8 — Composicdo de um paralelepipedo a partir de um cubo unitario.

Esta apresentacdo intuitiva do volume do paralelepipedo retdngulo é nossa base para o
desenvolvimento das férmulas de volume de duas classes importantes de sélidos, os prismas e

as piramides. Para tanto, é importante recordarmos sobre o Principio de Cavalieri.

1 Demonstracdo no anexo A.
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2.3.1 Principio de Cavalieri

Axioma 10. S50 dados dois sélidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona

os dois sélidos segundo figuras de mesma area, entdo, esses solidos tém o mesmo volume [8].

E possivel demonstrar a validade do Principio de Cavalieri com uma abordagem além
da geometria euclidiana, desse modo aceitaremos a afirmagdo acima como postulado, para que

possamos manter o tipo de contetdo do trabalho.

O declarado postulado consiste em uma ferramenta poderosissima para o desenvolvi-
mento de férmulas e calculo de volumes de diversos sélidos geométricos. Desse modo, algo

que poderia ser trabalhoso torna-se de certo modo trivial.

2.3.2 Prismas

Definicdao 2.13. Considere uma regido poligonal convexa P contida em um plano « e uma
reta v n3o contida e nem paralela a . E definido prisma ilimitado convexo a reunido das retas

paralelas a v que passam por P.

Definicao 2.14. Um prisma limitado convexo é uma regido compreendida entre duas secbes

paralelas e distintas de um prisma ilimitado convexo .

Observacao. O paralelepipedo é um tipo de prisma.

Figura 9 — Prisma.

Aresta da base —

«— Vértice

O prisma acima é composto pelos seguintes elementos:

e Bases (sempre poligonos congruentes);

o \értices:
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e Arestas laterais e arestas da base;
* Faces laterais (paralelogramos);

e Altura, é a distancia entre as duas bases.

Os prismas s3o classificados em prismas retos (quando as arestas laterais sdo perpendi-
culares aos planos das bases), prismas obliquos (quando as arestas laterais sdo obliquas aos
planos das bases) e prismas regulares (quando as bases sdo poligonos regulares). Além disso, a
natureza de um prisma sera triangular, quadrangular, pentagonal e etc., conforme os poligonos

que definem as bases.

Ao tratarmos do volume do prisma, estaremos sempre referindo ao prisma limitado
convexo, pois ndo ha sentido em tratar de volume para o prisma ilimitado na perspectiva da

geometria euclidiana.

Pelo Principio de Cavalieri, o volume de um prisma é facilmente determinado. Para
tanto, considere sobre um plano o um prisma P de altura h e base de area A. Sobre o mesmo

plano, tomaremos um paralelepipedo de altura h com base de area A também.

Agora, se seccionarmos estes dois sélidos por um plano 3, teremos em P uma secio
A; de area A pois A; é congruente a base. De modo analogo, no paralelepipedo teremos uma
secdo A, de area A, visto que o paralelepipedo é também um prisma. Portanto, pelo Principio

de Cavalieri o volume de um prisma também sera V (P) = A - h.

2.3.3 Pirdmides

Definicdo 2.15. Considere um poligono convexo P contido em um plano « e um ponto V
fora de «. Denomina-se pirdmide limitada e convexa ou simplesmente pirdmide, os segmentos

com extremidades em V e nos pontos de P.

Figura 10 — Piramide.

V — Vértice da piramide

Aresta lateral —

Aresta da base — Fuace lateral

«— Vértice da base
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Esta piramide apresenta os seguintes elementos:

Base, o poligono P;

O vértice V, chamado vértice da pirdmide, e os vértices da base;

Arestas laterais e arestas da base;

Faces laterais (triangulos);

Altura, distancia h entre V e P.

Assim como os prismas, as piramides tém sua natureza relacionada com o formato
da sua base (o tetraedro, por exemplo, &€ uma piramide de base triangular). Se esta base for
um poligono regular e a projecdo ortogonal do vértice da piramide coincide com o centro da
base, a piramide é dita regular. Além disso, € comum falarmos sobre pirdmide reta quando a
projecdo ortogonal do vértice da pirdmide coincide com o centro da base, no caso oposto, a

piramide é dita obliqua.

Para que possamos determinar uma regra geral para o volume das pirdmides, precisamos

apresentar sutilmente algumas constatacdes.

Quando seccionamos uma pirdmide triangular por um plano, de modo que este seja

paralelo ao plano da base, definimos uma nova piramide, tal que entre essas duas pirdmides:

e A razdo entre as arestas laterais e as alturas s3o iguais;
e As bases sdo tridngulos semelhantes;

e A razdo entre as areas das bases é o quadrado da raz3o das alturas das piramides.

Estas constatacdes podem ser facilmente verificadas observando semelhancas entre

tridngulos consequéncias do paralelismo entre os planos citados.

Essas constata¢des nos auxiliam a demonstrar as seguintes proposi¢cdes.

Proposicao 2.6. Se duas pirdmides triangulares com alturas de mesmo comprimento tem

bases de areas iguais, entdo seus volumes também serdo iguais.
Demonstracdo. Considere os tetraedros Ty e Ty, por hipétese com respectivamente alturas
h; = hy = h, bases b; e by, tal que A (by) = A (bs).

Suponha by e by sobre um plano «, de modo que os vértices das pirdmides estejam em

um mesmo semiespaco entre os que « define.
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Agora, se seccionarmos Ty e T, por um plano 3 || «, teremos as se¢des by e by distando

h’ do vértice das piramides correspondentes, de forma que

bj  (h\° b

d_ () =22, 2.4

by ( h ) by (2:4)
Por hipétese b; = by, logo b; = b, para todo (3. Portanto, pelo principio de Cavalieri
V(T) =V (Ts). L

Proposicdo 2.7. Todo prisma triangular é a unido de trés tetraedros de volumes iguais.

Demonstracdo. Considere os cortes efetuados no prisma ABCDEF, como sugere a figura 11.

Note que as piramides ABCF e ADEF tém volumes iguais, pois ciente das caracteristicas
dos prismas percebemos que as pirdmides tém mesma altura relativa as bases congruentes, isto
é, AABC = AEDF. Portanto, pela proposi¢do anterior, V (ABCF) =V (ADEF).

De modo analogo, chegamos a mesma conclusdo para ABCF e ACEF. Porque CF é
diagonal do paralelogramo BCEF, assim ACEF = ABCEF e a distancia do segmento CF ao
ponto A é tnica. Ou seja, V (ABCF) = V (ACEF). Portanto, por transitividade V (ADEF) =
V (ACEF). Logo, V(ABCDEF) = V(ABCF) + V (ADEF) + V(ACEF) =3 V(ABCF).

Figura 11 — Decomposicdo do prisma em pirdmides.

m
]
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Proposicao 2.8. O volume de um tetraedro é a terca parte do produto entre a area de sua

base pela altura.

Demonstragdo. Na proposicdo anterior, comprovamos que todo prisma é a unido de trés
tetraedros de volumes equivalentes. Assim, sejam comuns entre o prisma e a piramide a base
b e altura h, temos para qualquer tetraedro ABCD.

A(b)-h

V(ABCDEF) =3V (ABCD) = V (ABCD) =~

(2.5)

Essa conclusdo é também é valida para uma piramide P qualquer. Basta notar que
para uma piramide de n lados, podemos definir n — 2 tetraedros de base b;, 1 <i<n—2,

com um vértice comuns a todos. Assim,

A(bl)'h+A(b2)'h+'..+A(bn—2)'h

VIRl =73 3 3

[A(b) +A(by) - +A(bys)l-h  A(b)-h
3 N 3 )

(2.6)

A partir dessas duas classes de sélidos, podemos encontrar o volume de uma grande

variedade de outros sélidos.



3 Teoremas

3.1 Teorema de Pitagoras

Teorema 3.1.1. Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa é

igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos [3].

Se a é a medida da hipotenusa e se b e ¢ sdo as medidas dos catetos, o enunciado do

teorema de Pitagoras equivale a afirmar que a? = b? + c2.

Figura 12 — Teorema de Pitagoras.

A

Demonstracdo. Observe a semelhanca entre os tridngulos AADB, ACDA e AABC. Da

semelhanca entre AADB e AABC, conclui-se que ? = %.

b
Da semelhanca de ACDA e AABC, conclui-se que % = Logo, am = c? e

an = b%. Portanto, a(m +n) = c? + b%. Como m +n = a, entdo

a* =b*+c% (3.1)

3.2 Teorema de Ptolomeu

Dado um quadrilatero inscritivel a soma dos produtos dos lados opostos é igual ao

produto das diagonais.
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Figura 13 — Teorema de Ptolomeu.

——
Demonstracdo. Pela semirreta CD, tomaremos o ponto P de modo que ZBAC = ZDAP. Seo
quadrilatero ABCD é inscritivel, entdio ZABC = ZADP, pois os angulos serdo suplementares,
assim AABC ~ AADP. Logo,

BC AB AC —- AD-B
DP AD P AB
Como ZBAD = ZCAP e i = A:C temos AABD ~ AACP. Assim,
AD P
BD AB .- AC-BD
P C:> AB (33)
Mas
CP = CD + DP. (3.4)
Desse modo,
AC-BD —— AD-BC - —— —— . __
AB AB
]

3.3 Relacdo de Euler

Teorema 4.3 Em todo poliedro limitado convexo fechado, com A arestas, V vértices

e F faces, vale a relacio F+V — A = 2.

Demonstraco. Iremos demonstrar por inducdo matematica finita, esta importante relacdo

entre elementos de um poliedro. Para tanto, iremos inicialmente verificar que dada uma
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superficie poliédrica convexa aberta (indicada pelo indice a), com F, faces, V, vértices e A,

arestas, vale que F, + V., — A, =1

Passo base: aplicaremos a inducdo sobre o namero de faces. Assim, se F, = 1,
teremos apenas um poligono limitado convexo de n lados, com V, = A, = n. Logo,

Fo+Ve—As=1+n—n=1. Portanto, a relacdo é valida para F, = 1.

Hipétese de inducio: supondo que a relacdo seja valida para um poligono convexo
limitado aberto, com F; faces, mostraremos que a mesma vale para um poligono de F, = F;+1

faces.

Pela hipétese, F; + Vi — A; = 1. Adicionando a este poligono uma face de 1 lados,

dentre estes, m coincidem com os lados existentes do poligono. Assim,
e F,=F+1
e Vo=Vi+1l—(m+1);
e A=A, +1l—m.

Pela hipdtese,

Fa+Va—Aa:F1+1+V1+l—(m+1)—(A1+l—m)

Isso implica que, a relacdo segue inalterada mesmo adicionando uma face, ou seja,
FF+Vi—Ai =1

Agora, para um poliedro limitado convexo fechado, de F faces, V vértices e A arestas,

podemos retirar uma das faces e assim, teremos um poligono aberto em que

e F,.=F—1,
e V.=V,
e AL =A.
Portanto,
FodtVi—Aq=1=2F—-1+V—-A=1=F+V—-A=2 (3.7)



4 Elementos basicos da Trigonometria

Cremos ser muito importante relembrarmos um pouco sobre conceitos trigonométricos,
pela proposta deste trabalho. Nesse sentido, neste capitulo, trouxemos de forma sucinta alguns
elementos basicos da trigonometria. Iremos recordar um pouco deste conceito, por meio das

razdes entre os lados de um tridngulo retangulo.

Aqui abdicaremos de uma revisdo extensa da trigonometria, nio abordando o conceito
de trigonometria na circunferéncia e fungdo. Objetivando detalhar partes mais essenciais ao
trabalho.

4.1 Conceitos elementares

Considere o tridngulo retangulo a seguir:

Figura 14 — Triangulo retangulo.

Definicao 4.1. Dado um tridngulo retingulo como da figura 14, definimos as seguintes

relagdes.

e Seno: o seno de «, é a razdo entre o cateto oposto ao angulo « e a hipotenusa do

tridngulo. Notacdo: sen(a) = —.
a

e Cosseno: o cosseno de «, é a razdo entre o cateto adjacente ao angulo « e a hipotenusa

_ . c
do triangulo. Notacdo: cos(x) = —.
a

e Tangente: a tangente de «, é a razdo entre o cateto oposto ao dngulo « e o cateto

adjacente ao mesmo. Notacdo: tg(a) = —.
c
sen(o)

Observacao. Note que, tg(a) = .
cos( )
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Pela definicdo dessas relacdes, é facil perceber que se o e B sdo angulos complementares
entdo sen(a) = cos(p) assim como, cos(x) = sen(p). Além disso, como o tridngulo
trabalhado é retangulo, vale o teorema de Pitagoras. Ou seja, a?> = b? + c?. Dividindo toda

esta igualdade por a?, teremos

a? bv?  ? ) )
— = — + —5 = sen”(a) + cos”() = 1. (4.1)
a a2 a
Sendo esta igualdade a famosa relacdo fundamental da trigonometria. Aqui a apresentamos
valida para um grau 0° < o < 90°, mas é possivel mostra que a mesma é valida também para

«, tal que, « € [0°,360°].
Teorema 4.1.1. Para todo namero «, tal que, & € [0°,360°], vale a relacdo

sen?(a) + cos?(a) = 1. (4.2)

4.2 Angulos notaveis

Ao trabalharmos com razdes trigonométricas na perspectiva da geometria espacial
ou plana, percebemos que as razdes para alguns dngulos s3o recorrentemente utilizadas, e
sdo valores facilmente memorizaveis. Sendo assim, é importante sabermos correlacionar esses
angulos com suas razdes trigonométricas. Dessa forma, elaboramos a tabela 3, que estabelece

a razdes trigonométricas para alguns angulos.

Tabela 3 — Razdes trigonométricas para angulos especiais.

Razio Angulos
0° 15° 18° 30° 45° 60° 72° 75° 90°
Seno 0 V62 V51 1 V2 /B 10+2v5  V6+V2 1
1 4 2 2 2 I 4
Cosseno 1 \/62\@ V10425 \/Tg x/Ti 1 \/ifl \/61\@ 0
4
Tangente V51 3 o2z
0 2-— \/§ \/Mg 5 1 \/§ RV 2+ \/§ 39

4.3 Relacdes trigonométricas

Em certas situacdes podemos encontrar problemas em quem é necessario o valor de
uma determinada raz3o trigonométrica, porém este valor pode ndo ser tdo evidente. Entretanto,
a partir de angulos com razdes de facil acesso podemos encontrar a razdo desejada por meio

de operacdes como adicdo ou subtracio.

Sejam « e (3 angulos pertencentes a [0°,90°], entdo as seguintes relagdes sdo validas.

sen(a =+ ) = sen(«) - cos(f) = sen(p) - cos(x)
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cos(ax+ B) = cos(x) - cos(B) F sen(P) - sen(x)

tan(o) =+ tan(p)
1Ftan(x) - (B)°

tan(a + ) = (4.3)

Demonstragdo. A partir de um retangulo ABFE, tomaremos respectivamente C e D em BF e
AE, de modo que CD seja perpendicular a AE. Alem disso, tomaremos o ponto G em FE de
modo que AACG seja retangulo.

Figura 15 — Razdes trigonométricas em adicdo de angulos.

B C F
AN m
/ AN |
/ N |
/ \\ |
! |
/
/ | G
/ /
/ 4 ‘
4 |
4 ’
d/ P |
/ s |
/ , |
/ Y |
/ Ve |
/ // |
/ s |
/ / |
o’
1,7 U

Considerando essa construgdo, no tridngulo AACG, vem

sen(o) = % = CG =d-sen(«)
cos(a) = //:\;(é = AG =d - cos(«x) (4.4)
Do triangulo AAEG, temos
sen(p) = i:_g = EG =AG - sen(p)
cos(B) = % = AE = AG - cos(p) (4.5)

Agora, note que ZAGE e 3 sdo complementares, bem como ZAGE + ZCGF = 90°,
Portanto, AAEG ~ ACFG. Assim,

sen(f) =
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cos(PB) ::G:>F = CG - cos(P)
Do tridangulo AACD, temos
sen(o+ B) = C_ _F ZE _CG cos(B)-; G - sen(f)

-cos(a) - sen(P)

_d- cos(a) - cos(P) —d-sen(a) - sen(p)

— = cos(a) - cos(B) — sen(«) - sen(P).

d

(4.6)

(4.7)

Por meio de uma abordagem mais ampla sobre as razdes trigonométricas, sdo esclare-

cidos um grande nimero de propriedades que amplia o tema e suas aplicagdes. Entre varias

dessas propriedades, é possivel justificar as seguintes igualdades para um angulo 'y qualquer:

sen(—y) = —sen(y); cos(—y) = cos(y).

Nesse sentido,
sen(a—P) = sen(«) - cos(P) —cos(x) - sen(f)

cos(ax— ) = cos(x) - cos(P) + sen(w) - sen(p).
Desse modo, temos condices de determinar tan(o + 3) e tan(ax — ). Sendo,

sen(oc+B)  sen(o) - cos(B) + sen(p) - cos(x)

B B) = oslat B)  cos(a) - cos(B) — sen(a) - sen(p)

sen(a)-costBT + sen(p)-costor]

_ cos(a)costB] | costarcos(p)  tan(o) + tan(f)
~ coslogeostB] | sen(a)-sen(B) | — .
et T otateony L tan(e) -tan(p)

Analogamente,
tan(o) — tan(p)

tan(a— B) = 1 tan (o) - tan(pB)

(4.8)

(4.10)

(4.11)
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4.4 |Lei dos cossenos

A definicdo inicial para as razdes trigonométricas procedeu-se sobre um tridngulo
retangulo, porém a aplicagdo desse conceito n3o se restringe apenas a esse tipo de tridngulo.
Portanto, com a lei dos cossenos podemos ampliar um pouco mais essa apresentacdo, levando

o conceito basico da trigonometria para também um tridngulo qualquer.

Teorema 4.4.1. Em um tridngulo qualquer de lados a, b e ¢, com os respectivos dngulos

opostos R ﬁ e 6 vale:
. a2:b2+02—2-b~c-cos<ﬁ>
. b2:a2+c2—2~a-c-cos<§>

. c2:a2+b2—2-a-b-cos<6)

Figura 16 — Lei dos cossenos: tridngulo agudo.

A

Demonstracdo. Vamos demonstrar inicialmente para um angulo agudo e em seguida para um
angulo obtuso (note que no caso do angulo reto, a lei dos cossenos se reduz ao Teorema de

Pitagoras). Observando o tridngulo retdngulo AABD, temos

¢ =h*+m? (4.12)
Do triangulo retangulo AACD, temos

b? =n?+h% (4.13)
Note que, a=m+n = m=a—n. Assim,

¢z =h?+m? = (b2 —n?) + (a —n)?
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=b>—n*+a*—2-a-n+n?

Comomn =Db-cos (6) temos
02:a2+b2—2'a-bcos(é). (4.14)
Analogamente,
e a?=b>+c>-2-b-c-cos (K)
e b2=a’+c*—-2-a-c-cos (ﬁ)

Para o angulo obtuso, consideraremos o tridngulo AABC da figura 17. Para a

demonstracdo, faremos uso da seguinte identidade: cos(y) = —cos(180° —y), V angulo y.

Figura 17 — Lei dos cossenos: tridngulo obtuso.

Como ABCD é retangulo, pelo teorema de Pitagoras temos, a? = m? + h%. Analoga-

mente, para AABD, temos c? = h? +n?. Além disso, temos m = b +n. Logo,

a?=0b+n)?+h*> =b>+2-b-n+n*+ (*—n?

=a’=b*+c*+2-b-n. (4.15)

Observando-se que, ZCAB + ZBAD = 180°, com ZCAB > 90°.Note que, do angulo
A em AABC, temos em AABD n =c - cos (180O — ﬁ) Assim,

mn = —C-COoS <K>
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éa22b2+c2—2-b-c-cos<?\>. (4.16)

Analogamente,
e b2=a?+c2—2-b-c-cos (ﬁ)

. c2:a2+b2—2-a-b-cos<6)

45 Area de um poligono regular

Teorema 4.5.1. Em um tridngulo qualquer, sua area é o semiproduto de dois lados multiplicado

pelo seno do dngulo definido entre eles.

Demonstracdo. Para a demonstracdo deste teorema, iremos comprovar a sua validade para

tridngulos agudo e obtuso, uma vez que para o tridngulo retangulo é trivial.

Para o trisngulo agudo (A < 90°), considere o triangulo da figura 18.

Figura 18 — Area do poligono regular: triangulo agudo.

A area do tridngulo AABC, sera dada por

AC-BD b-h
2~ 2

(4.17)

Como AABD é retangulo, temos

b-h b-c A
Para o triangulo obtuso (90O <A< 1800), considere o tridngulo da figura 19. Para a
demonstracdo, faremos uso da seguinte identidade: sen (180° —vy) = sen (y), V angulo .
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Figura 19 — Area do poligono regular: triangulo obtuso.

A area do tridngulo AABC, sera dado por
AC-BD b-h

4.19
5 7 (4.19)
Como AABD é retangulo, temos
b- A b- A
5 -sen (180° = A) = == -sen (A). (4.20)
Analogamente, teremos para um tridngulo qualquer
o 2. sen (C)
o 2. sen (B)
|

A partir do teorema anterior, podemos generalizar uma forma de calcular a area um
poligono regular. Para tanto, considere um poligono regular P de n lados de comprimento 1.

Podemos dividir esse poligono em n tridngulos congruentes como o apresentado na figura 20.

Figura 20 — Divisdo de um poligono regular em tridngulos.

_______________
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A area do tridangulo AABO pode ser determinada com auxilio do teorema anterior.

OA - OB

5 sen (0). (4.21)

Como todo poligono regular é inscritivel, podemos tomar OA = OB = r como o raio

do circulo que circunscreve P. Assim, a area de um poligono regular de n lados é dado por

(“;Z) - sen (3??0) . (4.22)




5 Poliedros

5.1 Poliedros de Platio

Definicdo 5.1. Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sdo poligonos regulares

iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo namero de arestas [8].

Pelas especificidades da definicdo acima, os poliedros convexos regulares se limitam a
um pequeno grupo de cinco sélidos geométricos. Esse grupo de sélidos sdo ditos poliedros de
Platdo, em consequéncia dos estudos que realizara sobre os mesmos, com as descrices de
como os sélidos poderiam ser construidos e a prova da existéncia de somente cinco sélidos que
respeitassem a definicdo. Porém, ao associarmos os sélidos regulares como sélidos de Plat3o,
expressamos uma imagem errénea sobre esses poliedros, no sentido da exclusividade do estudo.
Pois, como afirma Eves, os estudos sobre os sélidos tiveram colaboracdes de terceiros, em “trés
deles, o tetraedro, o cubo e o dodecaedro se devem aos pitagdricos, ao passo que o octaedro e
o icosaedro se devem a Teeteto”. [6, pg-114]. Portanto, os estudos sobre os sélidos regulares,

tiveram também contribuicdes de colaboradores da escola pitagérica.

Teorema 5.1.1. Existem apenas cinco poliedros regulares.

Demonstracdo. Considere n > 3 o namero de lados de cada face do poliedro regular. Em
cada vértice do sélido concorrem C arestas. Seja A, F, V respectivamente o nimero de arestas,

faces e vértices, teremos ent3o: 2A =nF = CV.

nF nF
Pela relacdo de Euler, temos F+V — A = 2, logo
nF nF 2CF + 2nF —nCF
4C 2n
F= >0 2C+2n —nC 0= ——>C. 2
2C 1 n_ncy = 07 B2 =m0 > 0= T > (5.2)

Como C indica o namero de aresta que concorrem um vértice do poliedro, teremos

C > 3. Logo,

2
n—f2>cz3;x2n>3-(n—2);»n<6. (5.3)

Assim, para n = 3 (faces triangulares), teremos
4C

Foe (5.4)
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e Se C = 3, teremos F = 4. Formando um tetraedro.
e Se C =4, teremos F = 8. Formando um octaedro.

e Se C =5, teremos F = 20. Formando um icosaedro.

Ou seja, com faces triangulares, existem somente trés poliedros regulares.

Agora, para n = 4 (faces quadradas), teremos

4C 2C
F=¢-ac~1-c (5:5)
e Se C =3, teremos F = 6. Formando um cubo.
Por fim, para n = 5 (faces pentagonais), teremos
4C
-~ 10—3C" (5.6)
e Se C = 3, teremos F = 12. Formando um dodecaedro.
[ ]

Figura 21 — Os cinco sélidos regulares.

&
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Platdo fez uma curiosa e interessante associacdo entres esses cinco sélidos geométricos
a elementos da natureza. Em Timeu, um monologo escrito pelo matematico sobre suas
percepcdes acerca do mundo fisico e os seres humanos, Platdo associa respectivamente o
tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro ao fogo, terra, ar, universo e dgua. Essa
associagdo é explicada de forma bem interessante, como Eves [6] descreve:

Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matematico e nume-
rologista, deu uma explicacdo engenhosa para as associacdes de Timeu.
Intuitivamente ele assumiu que, desses sélidos, o tetraedro abarca o menor
volume para sua superficie, ao passo que o icosaedro o maior. Agora, essas
relacdes volume-superficie sdo qualidades de secura e umidade, respectiva-
mente, e como o fogo é o mais seco dos quatro “elementos” e a 4gua o mais
imido, o tetraedro deve representar o fogo e o icosaedro a dgua. Associa-se
o cubo com a terra porque o cubo, assentando quadradamente sobre uma
de suas faces, tem a maior estabilidade. O octaedro, seguro frouxamente
por dois de seus vértices opostos, entre o indicador e o polegar, facilmente
rodopia, tendo a instabilidade do ar. Finalmente, associa-se o dodecaedro
com o Universo porque o dodecaedro tem 12 faces e o zodiaco tem 12
secdes [6, pg-114].

5.2 Poliedros de Arquimedes

Percebemos que para sélidos regulares, exige-se que todas suas faces sejam iguais.
Nesse sentido, podemos imaginar a possibilidade de construcio de sélidos geométricos com
faces de poligonos regulares de mais de um tipo. Esse pensamento é correspondido a partir da

construcdo da classe de sélidos semirregulares ou arquimedianos.

Definicdo 5.2. Um sélido arquimediano é um poliedro convexo cujas as faces sdo poligonos
regulares de mais de um tipo, e por seus vértices ocorrem o mesmo arranjo de poligonos (em

nimero e ordem).

A partir desta definicdo para sélidos semirregulares, duas classes de sélidos podem
satisfazer a definicdo, os prismas e antiprismas. Como ja conhecemos a definicdo do prisma

por 2.14, vamos apresentar somente a definicio para o antiprisma.

Definicdao 5.3. Um antiprisma limitado convexo é uma regido compreendida entre duas secées

paralelas e distintas, lateralmente ligadas por tridngulos.

Perceba que tanto para o prisma quanto para o antiprisma podemos escolher uma
infinidade de secdes paralelas, pois podemos escolher um poligono regular de lado n > 3.
Assim, podemos afirmar que ha uma infinidade de sélidos semirregulares, porém, iremos dar
énfase somente aos sélidos semirregulares que n3o pertencem a estas classes de sélidos. Dessa

forma, temos um namero finito de poliedros semirregulares.

Teorema 5.2.1. Além das classes dos prismas e antiprismas, existem somente treze poliedros

semirregulares [7, pg-461].
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Demonstracdo. Para realizar esta demonstracdo, vamos utilizar algumas ferramentas que nos
possibilitem a restringir o comportamento das faces do poliedro em torno de um vértice,

respeitando a definicdo para sélidos arquimedianos.
i) A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é 180° - (n — 2).
i) Em poliedros convexos, a soma dos angulos em torno de um vértice é menor que 360°.

Pela condigdo i, em um poligono regular de n lados, temos que a medida de um angulo

interno é
(n —2)-180°

- (5.7)

Além disso, em um poliedro convexo, temos k faces em torno de um vértice v. Portanto,

temos ok angulos internos em torno de v, de modo que

o+ og + g+ - + o < 360°. (5.8)

Se o angulo «; é angulo interno de um poligono de a; lados, entdo

o = (ai - 2) - 180°. (5.9)

a;
Portanto,
k k k
a; — 2 2 2
-180° < 360° 1—-— <2 — >k—2. 1

Como estamos trabalhando com poligonos regulares, deveremos ter 3 < k < 5, pois
para compor um vértice poliédrico é necessario minimamente trés faces. Além disso, se k > 6,
teremos angulos internos das supostas faces minimamente iguais a 60° (imaginando faces
como triangulos equilateros), e portanto, a soma desses angulos em torno de um vértice n3o
seria menor que 360°. Com isso, iremos analisar o comportamento do arranjo das faces para

as trés possibilidades de k.

a) Para k = 3, teremos faces do tipo F,, F, e F. com respectivamente a, b

e ¢ lados.

Neste caso, teremos trés faces em torno de cada vértice. Pelo resultado 5.10, temos

3

3
2 1 1 1 1 1 1
—>3-2=1 —>—-—=> -4+ —+-> — 5.11
Zai é;ai 2:>a+b+c 2 ( )

i=1
Assim, devemos analisar as possibilidades impondo algumas condicdes.

Para o caso a =b =c¢:

3 1
- > = . 12
Cl>2;\»c1<6 (5.12)

Logo, a =b =c =3, 4 ou 5. Dessa forma, teremos sélidos platénicos. Seja (a,b,c) o

arranjo de faces em cada vértice, temos
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e (3,3,3), definindo um tetraedro regular;
e (4,4,4), definindo um cubo;

e (5,5,5), definindo um dodecaedro.

Para o caso de ao menos duas faces diferentes, por exemplo a # b:

Neste caso, devemos ter ¢ par, pois para que tenhamos o mesmo arranho de faces F, e

F, em torno de F., tendo em vista a # b. Desse modo, iremos verificar as possibilidades.

1. Para ¢ =4, temos
(5.13)

e Se a é impar:
Neste caso, se a = 3, para que tenhamos um mesmo arranjo em torno de F,
(Fp, Fo, Fe) ou (Fy, Fe, Fe), devemos ter b = ¢ = 4, porque a # b e a é impar.
(Note que se b # ¢, teriamos em torno de uma face triangular F, duas faces Fy
e uma F., e no mesmo sélido teremos em torno de uma face triangular F, duas
faces F. e uma Fy, o que contraria a definicdo). Portanto, o arranjo formado é
(3,4,4) que corresponde a um prisma de base triangular. Analogamente, se a é
um impar qualquer, devemos ter b = ¢ = 4. Configurando um prisma cuja a base
é um poligono de 1 lados, sendo o arranjo em cada vértice (4,4,1).

e Sea=4:
Neste caso, teremos % >0, comb >3eb#4 Logo, bassume uma infinita
diversidade de valores. Assim, o arranjo em cada vértice sera (4,4,n), com n # 4,

definindo também um prisma.
e Sea=6:

Neste caso, teremos % > 1

75 = b <12. Como a e c sdo pares e diferentes devemos
ter b # a = 6 par, para que tenhamos um mesmo arranjo F,, F. em torno de Fy.
Assim b = 4, 8 ou 10. O arranjo (4,4, 6) ja foi analisado. Desse modo, temos:
Pelo o arranjo, (4,6,8) definimos um cuboctaedro truncado.

Pelo o arranjo, (4, 6,10) definimos um icosidodecaedro truncado.

e Sea=28:
Neste caso, teremos % > é = b < 8. Como a e ¢ sdo pares e diferentes devemos
ter b # a = 8 par. Assim, b =4 ou 6. O arranjo (4,4, 8) ja foi analisado, bem
como o arranjo (4,6,8).

e Se a=10:
Neste caso, teremos % > ;11 — % = % =>b< % = b < 6. Como a e c sdo pares
e diferentes devemos ter b # a = 10 par. Logo, b = 4 ou 6. E novamente os

arranjos (4,4,10) e (4,6,10) ja foram analisados.
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2. Para

3. para

Se a =12:

Neste caso, teremos % > }1— é = é = b < 6. Como a e ¢ sdo pares e diferentes
devemos ter b # a = 12 par. Logo, b = 4. E para estas condicdes, o arranjo
(4,4,12) ja foram analisados. Analogamente, para a > 14 par, teremos sempre

um prisma.

c = 6, temos
(5.14)

Se a é impar:

Neste caso, para que tenhamos um mesmo arranjo em torno de F,, (Fy, Fp, F¢)
ou (Fy,F,Fe), devemos ter b = ¢ = 6, porque a # b e a é impar. Assim,
11 _ 1

E>§_é:>3§a<6'

Para a = 3, temos o arranjo (3,6,6) definindo um tetraedro truncado.

Para a = 5, temos o arranjo (5,6, 6) definindo um icosaedro truncado.

Se a =4:

Neste caso, teremos ¢ > 3 — 1 = 15 = b < 12. Como a e ¢ sdo pares e diferentes
devemos ter b = a = 4 par. Logo, b = 6, 8 ou 10. Os arranjos (4, 6, 8) e (4, 6,10)

ja foram analisados, porém por (4,6, 6) definimos um octaedro truncado.

é = é = b < 6. Como a e c sdo pares e iguais

devemos ter b # a = 6 par ou impar. Logo, b = 3, 4 ou 5. Para estes valores, os
arranjos (3,6,6), (4,6,6) e (5,6,6), ja foram analisados.

Se a = 6, teremos % > %—

Sea:8,teremos%>%—%:%:>b<%:>b§6. Como a e ¢ sdo pares

e diferentes devemos ter b #% a = 8 par. Logo, b =4 ou 6. Por outro lado, se

1

b = 6, teremos - > %— = é = a < 6, o que contraria a hipétese. Logo,

1
6
teremos apenas o arranjo (4, 6,8), ja analisado.

1 1 1 _ 7 30 =
B>§_E_%:>b<7:>b§4' Como a e ¢ sdo

pares e diferentes devemos ter b # a = 10 par. Logo, b = 4. Formando o arranjo

Se a = 10, teremos

(4,6,10), ja analisado. Para a > 12, a igualdade n3o é satisfeita.

¢ = 8, temos

1 1 1 1 3

4 s- =2 1
«a b 2 8 8 (5.15)

Se a é impar:

Neste caso, para que tenhamos um mesmo arranjo em torno de Fg, (Fy, Fp, F¢)

ou (Fy,Fc,F.), devemos ter b = ¢ = 8, porque a # b e a é impar. Assim,

13 _1_1 _ - - - cl A
= >g—35=7= a=3. Assim, o (nico arranjo possivel & (3,8, 8), formando um

cubo truncado.
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e Sea=4, teremos = > £ — 1 8 = b < 8. Como a e c¢ sdo pares e diferentes

devemos ter b # a = 4 par. Logo, b = 6. Formando o arranjo (4,6,8), ja

analisado.

e Se a =6, teremos%>§—%—24:>b< = b < 4. Como a e c sdo pares e
diferentes devemos ter b ## a = 6 par. Logo, b = 4. Formando o arranjo (4,6, 8),
ja analisado.

e Sea =38, teremos% > %—é :}1:>b < 4. Como a e c sdo pares e iguais
devemos ter b # a = 4 par ou impar. Logo, b = 3. Formando o arranjo (3,8, 8),
ja analisado.

e Se a =10, teremos—>——%— :>b< :>b<3 Como a e ¢ sdo pares
e diferentes devemos ter b # a = 4 par. Logo, a igualdade n3o é satisfeita, assim

segue analogamente para a > 12.

4. Para ¢ = 10, temos
== —— =, (5.16)

e Se a é impar:

Neste caso, para que tenhamos um mesmo arranjo em torno de F,, (Fy, Fp, F¢)

(Fb,FC,F ), devemos ter b = ¢ = 10, porque a # b e a é impar. Assim,
= > 2.1 — 10 =a<l :> a < 3. Assim, o Gnico arranjo possivel é (3,10,10),
formando um dodecaedro truncado.

J sea:4,teremos%>§—i— 0:>b< = b < 6. Como a e c sdo pares e

diferentes devemos ter b £ a = 4 par. Logo, b = 6. Formando o arranjo (4, 6, 10),

ja analisado.

e Sea=6, teremos%>§—é— 30 =b<® :>b<4 Como a e ¢ sdo pares e
diferentes devemos ter b # a = 6 par. Logo, b = 4. Formando o arranjo (4, 6,10),
ja analisado.

e Sea=38, teremos%>%——— :>b< :>b<3 Como a e ¢ sdo pares e

diferentes devemos ter b # a = 8 par. Logo, a igualdade n3o é satisfeita, assim

segue analogamente para a > 10.

5. Para ¢ = 12, temos
l+l>1—l el (5.17)
a b~ 2 12 12 '

e Se a é impar

Neste caso, para que tenhamos um mesmo arranjo em torno de Fg, (Fy, Fy, F¢)

u (Fy,Fc,Fe), devemos ter b = ¢ = 12, porque a # b e a é impar. Assim,

é > % 112 :> a < 3. Logo, a igualdade n3o é satisfeita.
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e Sea=4, teremos { >3 — 1 =1=1b<6.Como a e c sdo pares e diferentes

devemos ter b # a = 4 par. Logo, a desigualdade n3o é satisfeita, assim segue

analogamente para a > 6.

Portanto, Para ¢ > 12, n3o havera possibilidade de outros arranjos.

b) Para k = 4, teremos faces do tipo F,, Fy, F. e F; com respectivamente q,
b, ¢ e d lados.

Neste caso, teremos quatro faces em torno de cada vértice. Pelo resultado 5.10, temos

4 4

2 1 1 1 1 1
Z>4-2=2=2)Y —>1= 4+ +-+->1 1
Zi> Zai> —to ot > (5.18)

i=1 i=1

Assim, devemos analisar as possibilidades impondo algumas condicdes.

Paraocasoa=b=c=d:

4
a>1éa<4:>a:3. (5.19)

Neste caso, definimos o sélido platénico octaedro regular, pelo arranjo (3, 3, 3, 3).
Para o caso de uma face n3o ser triangular, por exemplo d # 3:

Neste caso, teremos % + £ + %+ >1=d > 0 = F4 &€ um poligono regular qualquer

de n lados. Para esta situagdo definiremos uma classe de antiprimas pelo arranjo (3,3,3,1).
Para o caso de pelo menos uma face ser triangular, por exemplo a = 3:

Neste caso, considere os vértices A, B e C de f,. Note que, Podemos ter em A, Fy, e
F. adjacentes ao passo que F4 é oposto. Neste caso, devemos ter minimamente duas faces

iguais, pelo exemplo b = ¢. Assim, segue as combinac¢des possiveis:

Pelo arranjo (3, 3,4,4), definiremos um cuboctaedro;

e Pelo arranjo (3,3,5,5), definiremos um icosidodecaedro;

e Pelo arranjo (3,4,4,4), definiremos um rombicuboctaedro;

e Pelo arranjo (3,4,4,5), definiremos um rombicosidodecaedro;

e Pelo arranjo (3,4,5,5), podemos verificar que

1 1 1 1 o9
§+Z+g+g—@}£l. (5.20)

Portanto, a desigualdade 5.18 n&o é satisfeita para este arranjo, analogamente concluimos

0 mesmo para (3,95,5,95).
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Para o suposto caso de n3o existir face triangular:

Neste caso, a soma maxima para %—I— % + % + é, ocorre para arranjo (4,4,4,4). Porém,
nesta situacdo, a desigualdade n3o é satisfeita. Logo, finalizamos aqui as possibilidades para
k =4.

c) Para k =5, teremos faces do tipo F,, Fy, F., F4 e F. com respectivamente

a, b, ¢, d e e lados.

Neste caso, teremos cinco faces em torno de cada vértice. Pelo resultado 5.10, temos

5 5

2 1 3 1 1 1 1 1 3
—>5—-2=3 — > — — - == > =, 5.21
Zi> :>Zlai>2:>a+b+c+d+e>2 (5.21)

i=1 i=
Assim, devemos analisar as possibilidades impondo algumas condicdes.
Paraocasoa=b=c=d=c¢e:

5 3 10
252 = < 3. .
a>2:>a<3:>a_3 (5.22)

Neste caso, teremos a = b = ¢ = d = e = 3. Definido o sélido platénico icosaedro,
pelo arranjo (3, 3,3, 3, 3).

Para o caso de uma face n3o ser triangular, por exemplo e = 4 ou e = 5:

o See=4, teremos 3 + ; = 15 > 3. Neste caso, definimos um cubo snub, pelo arranjo
(3,3,3,3,4).
e Se e =5, teremos ‘—; + % = % > g Neste caso, definimos um dodecaedro snub, pelo

arranjo (3,3,3,3,5).

* See =6, teremos 3 +¢ = 2 # 5. Portanto, a desigualdade no & satisfeita, assim segue

analogamente para e > 7.

Para o caso de duas faces n3o serem triangulares:

O caso inicial e mais simples é para a situacdo de duas faces quadradas, por exemplo

d=4ee=4. Assim, teremos %—F ;IL —l—é—ll = % g Portanto, a desigualdade n3o é satisfeita,
assim segue analogamente para ouros arranjos. Desse modo, para k = 5, teremos minimamente

trés faces triangulares.

Diante de tudo exposto, concluimos que com a excecdo das classes de prismas e

antiprismas, ha somente treze poliedros semirregulares. |
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Figura 22 — Os treze sélidos semirregulares.

Tetraedro truncado Cubo truncado Octaedro truncado  Dodecaedro truncado Icosaedro truncade

Cubo snub Cuboctaedro Dodecaedro snub Icosidodecaedro

Rombicuboctaedro Cuboctacdro truncado Rombicosidodecaedro Icosidodecaedro truncado

5.2.1 Formas de obtenc3o dos sélidos arquimedianos

Os poliedros semirregulares podem ser obtidos a partir dos poliedros regulares, através
de operacdes nas faces dos sélidos platénicos. Essas operacdes sdo chamadas de truncamento

(cortes nas faces do sélido) e snubficagcdo (afastamento das faces do sélido).

Definiremos essas operacdes do seguinte modo:

Definicao 5.4. Truncamento — operacdo que consiste em recortar igualmente as faces de um

poliedro, de modo que cada vértice se transforme em uma pirdmide.

A partir desta definicdo, ampliaremos o conceito afirmando que, iremos utilizar dois
tipos de cortes. O primeiro chamaremos de truncamento tipo 1, em que os cortes sdo feitos
passando pelo ponto médio de cada aresta. O segundo, chamaremos de truncamento tipo 2,
em que os cortes serdo feitos de modo que cada face do sélido primitivo, apés a operacio,

tenha o dobro de arestas.

E importante ressaltar que, por cada vértice truncado, irad se formar uma pirdmide em
que o namero de lados da base é igual ao nimero de arestas que concorrem um mesmo vértice
do sélido primitivo. Além disso, pela regularidade dos sélidos, o corte é sempre perpendicular

ao eixo da pirdmide, e consequentemente a altura correspondente a esta base.
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e Sélidos obtidos pelo truncamento tipo 1: cuboctaedro e icosidodecaedro.

e Sélidos obtidos pelo truncamento tipo 2: tetraedro truncado, cubo truncado, octaedro

truncado, dodecaedro truncado e icosaedro truncado.

e Solidos obtidos pelo truncamento tipo 1, seguido de um truncamento tipo 2: cuboctaedro

truncado e icosidodecaedro truncado.

Figura 23 — Exemplos de truncamento.
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S // N p 4
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(a) Truncamento tipo 1. (b) Truncamento tipo 2.

Definicao 5.5. Snubficacdo — operacdo que consiste em afastar igualmente as faces de um

poliedro regular, girando-as ou ndo, e preenchendo os espacos vazios com poligonos regulares.

Se na snubficacdo ndo houver rotacdo, dizemos que a operacdo foi uma expansio e os
sélidos formados sio ditos rombos, caso contrario teremos uma snubficacdo em que os sélidos
formados s3o ditos snub.

e Sélidos obtidos pela snubficacdo: cubo snub e dodecaedro snub.

e Sélidos obtidos pela expansdo: rombicuboctaedro e rombicosidodecaedro.



6 Volume dos sélidos arquimedianos

6.1 Cuboctaedro

O primeiro sélido de Arquimedes que estudaremos é o cuboctaedro. Este sélido pode
ser obtido a partir do truncamento tipo 1 no cubo. Ao realizarmos o truncamento tipo 1 no
cubo, obtemos oito faces adicionais, assim o cuboctaedro possui quatorze faces de mesma
aresta, entre as quais sdo oito tridngulos equilateros e seis quadrados. Como ilustramos na

figura 24.

Figura 24 — Cuboctaedro: truncamento do tipo 1 no cubo.

Uma outra alternativa para que se obtenha o cuboctaedro é pela realizacdo do trunca-

mento tipo 1 no octaedrto regular.

Para calcularmos o volume do cuboctaedro de aresta a, iremos determinar o volume
de um cubo Q e em seguida subtrair o volume perdido a partir do truncamento tipo 1. Tal

volume perdido a partir do truncamento, corresponde ao volume de oito pirdmides L.
Volume do cubo Q:

Dado que a aresta do cuboctedro é a, precisamos determinar o volume de QO em fungdo
de a. Para tanto, & necessario o comprimento da aresta de (O dado a. Nesse sentido, considere
ABCD uma face de Q, como ilustra a figura 25.

Em funcdo do truncamento tipo 1 submetido 3 Q, temos AE = EB = BH . Além

disso, ZEBH & um angulo reto. Portanto, pelo teorema de Pitagoras

(ﬁ)2+(m)2=a2=>ﬁ=a-\/7§=>m:a-\/Q. (6.1)

Portanto, o volume de QQ é
(AB)’ = a®-2v2. (6.2)
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Figura 25 — Cuboctaedro: face do cubo Q.

A E B
al=90°
a
F H
D C

Volume das pirdmides .

Para determinarmos o volume de W, precisamos conhecer minimamente algumas de

suas caracteristicas, em especial o comprimento de suas arestas.

Cada piramide p possui uma face triangular regular de aresta a, face comum ao
cuboctaedro, e outras trés faces triangulares como AEBH (figura 25). Além disso, cada uma
dessas pirdmides possuem um vértice onde concorrem trés arestas duas a duas ortogonais, visto

que tal vértice € comum a Q.

Com esta breve descricdo, temos elementos suficientes a fim de determinarmos o volume

de . Observe a piramide da figura 26, em que A é vértice de Q.

Figura 26 — Cuboctaedro: piramide .

F

Agora note que o volume de | é a sexta parte do volume de um cubo de aresta a - \/75

v = 5 (A580) A= ((m)ﬁ (AE) _ o V2 _ 0 V2

3

2

(6.3)

=a’ —.
6 48 24

Conhecidos os volumes de Q) e , temos condicdes de determinar agora o volume
cuboctaedro dado por

v(Q)—S-v(u):aS-Z\/Q—S-a?’-\Z/Tf:a3- (%) =a- (5_\3/5). (6.4)
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6.2 Cuboctaedro truncado

O préprio nome deste sélido sugere que sua obtenc3o é feita a partir do truncamento
do cuboctaedro, e esta indicacdo realmente procede. Porém, se aplicarmos o truncamento
tipo 2 no cuboctaedro a fim de obtermos o cuboctaedro truncado, ndo sera suficiente, pois
n3o teremos um sélido arquimediano. Isto porque somente este processo nio fara com que
todas as arestas tenham mesmo comprimento, o que é consequéncia do fato do cuboctaedro
possuir faces de formas triangulares e quadradas, que induz o truncamento gerar retangulos
ndo regulares, ao passo que o objetivo é a obtenc3o poligonos regulares. Portanto, apés o
truncamento do cuboctaedro deve-se ser feito ajustes para que ent3o as faces originalmente
triangulares convertam-se para hexagonos, as quadras para octégonos e as retangulares geradas

no truncamento, em quadrados.

Figura 27 — Cuboctaedro truncado: truncamento do tipo 2 no cuboctaedro.

s e

Para determinamos o volume do cuboctaedro truncado, ndo usaremos o cuboctaedro
como reférencia para o calculo de volume perdido pelo truncamento, uma vez que os ajustes
destacados anteriormente, indicam um estudo um pouco mais minucioso dessas perdas. Como
alternativa de solucdo ao problema, iremos trabalhar o volume deste sélido a partir de um cubo

Q. O que é conveniente, tendo em vista que o cuboctaedro é obtido a partir de um cubo.

A ideia sera calcular o volume complementar do cuboctaedro truncado em relagdo
ao cubo Q. E por este motivo, convenientemente tomaremos () com suas faces justapostas
com as faces octogonais do sélido em questdo. Desse modo, o volume complementar que
calcularemos sera estudado em duas partes, a primeira corresponde ao volume sobre as faces

quadradas (sélido w) e a segunda, o volume sobre as faces hexagonais (sélido o).

Para determinarmos os volumes de O, o e W, analisaremos uma das faces do cubo
objetivando obter informacdes pertinentes sobre os sélidos em questdo. Para tanto, tomaremos

a figura 28 como auxiliar.

A figura nos ajuda ilustrar nosso pensamento para afirmar que o comprimento da aresta
de Q é 4x + a, em que x é a distancia entre a face octogonal e aresta do cubo. E a é aresta

do cuboctaedro truncado.
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Figura 28 — Cuboctaedro truncado: face do cubo Q.
B A

C D

Do triangulo reto ALMH, podemos utilizar o teorema de Pitagoras para afirmar que

V2

X=a- 7, (65)
portanto, a aresta de O tem comprimento
E:4x+a:a-<1+2\/§). (6.6)

O que implica que seu volume v(Q)) é
v(Q) = (a- (1+2ﬁ))3 —ad (25+22f2). (6.7)

Agora, basta determinarmos os volumes de o e .
Volume de u:

Lembrando que p é um sélido sobre uma face quadrada do cuboctaedro truncado,

tomaremos L como um prisma reto. Cuja as dimensdes sdo indicadas na figura 29.

Figura 29 — Cuboctaedro truncado: prisma L.
I a
X
N

Como ja sabemos a relacdo entre x e a, temos plenas condi¢cdes de determinar v(u),

dado por
V() = —5— = —. (6.8)
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Volume de o:

Aqui, iniciamos ressaltando que é importante o leitor manter-se atento a construcio do
raciocinio bem como as figuras auxiliares, pois iremos estudar v(o) de forma mais direta, a
partir de um cubo (de aresta 2x). A face hexagonal de ¢ tem seus vértices em pontos médios

das arestas deste cubo.

Figura 30 — Cuboctaedro truncado: sélido o.

(a) (b)

Note que o hexagono define, no cubo, duas regides congruentes e sendo uma delas o

sélido o. Portanto, é facil ver que

v(o) = =4.x°*=a% V2. (6.9)

Portanto, o volume do cuboctaedro truncado sera dado por

V(Q)—12v(1)—8v(0) = a®- (25 + 22\F2)—a3-3—a3-8¢§ — . (22 + 14\/5) . W (6.10)

6.3 Cubo truncado

Figura 31 — Cubo truncado: truncamento tipo 2 do cubo.
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O cubo trucado também pode ser obtido a partir do truncamento do cubo, porém para
este sélido é feito o truncamento tipo 2. Desse modo, apds o truncamento do cubo surgem
oito faces adicionais, indicando que o cubo truncado possui quatorze faces de mesma aresta,

entre as quais sdo oito tridngulos equilateros e seis octégonos.

Portanto, podemos determinar o volume do cubo truncado de aresta a a partir da

diferenca entre o volume de um cubo Q e volume de oito piramides .
Volume do cubo Q).:

Para determinar o volume de Q, precisamos determinar primeiramente o comprimento
de sua aresta em funcdo de a. Para tanto, destacamos que cada face octogonal de aresta a

esta contida e justaposta em um quadrado, como ilustramos na figura 32.

Figura 32 — Cubo truncado: face do cubo truncado.

D E F C

/ N=900
J K
I\ /L
A H G B

Considerando o truncamento tipo 2 aplicado em Q e pela regularidade das faces
octogonais, temos FC = CK. Sendo assim, aplicamos novamente o teorema de Pitagoras para

determinar que

— a? V2

Portanto,

AB=2. a~§ +a:a-(1+\/§>. (6.12)

Logo, o volume de Q sera

(AB)’ = a*- (1+5v2). (6.13)

Volume da pirdmide :

Assim como conduzimos para determinarmos o volume das pirdmides no cuboctaedro,
é necessaria uma breve descricdo acerca de . Nesse sentido, afirmamos que essa pirdmide
possui uma face triangular regular de aresta a, que é face comum ao cubo truncado. As demais
trés arestas também possuem comprimento conhecido, determinado na equacdo 6.11, e além
disso tais arestas sdo duas a duas ortogonais, visto que concorrem em um vértice que é comum

a um vértice do cubo Q.
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Figura 33 — Cubo truncado: piramide .

M

F

Por meio do descrito, o volume de p é dado por

1 (FC-CK\ —— (FO)° 1 (a®-2v2\ 4 2
() o T (S e

Portanto, temos o volume do cubo truncado dado por

v(Q)—s-v(u)=a3-(7+5\/§)—8-<a32'4\/§> :a3-<w>. m (6.15)

6.4 Dodecaedro truncado

Figura 34 — Dodecaedro truncado: truncamento do tipo 2 do dodecaedro.

O dodecaedro truncado pode ser obtido através do truncamento tipo 2 do dodecaedro
regular. O qual transforma as doze faces pentagonais do dodecaedro em faces decagonais,
além do acréscimo de vinte faces triangulares, todas com arestas de comprimento a. Assim,

podemos calcular o volume do dodecaedro truncado a partir do volume do dodecaedro regular.
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Para tanto, precisamos calcular o volume de um dodecaedro regular O em funcido
de a, e em seguida determinar o volume perdido apés o truncamento. Tal volume retirado,

corresponde ao volume de vinte piramides L.
Demonstracdo do volume de um dodecaedro regular de aresta c:

Para determinarmos o volume do dodecaedro, iremos decompd-lo em sete sélidos. Para
tal decomposicdo, em cada face pentagonal iremos tracar uma diagonal, de forma que as
diagonais de quatro faces determinem um quadrilatero. E replicando o procedimento em todas

as faces, tenhamos seis quadrilateros, assim como ilustramos na figura 35.

Figura 35 — Dodecaedro truncado: decomposicdo do dodecaedro (parte 1).

Pela regularidade do dodecaedro, as diagonais do quadrilatero tém mesmo comprimento.
Portanto, os quadrilateros formados serdo quadrados. E pelo fato de duas diagonais opostas
das faces pentagonais serem paralelas, concluimos que os seis quadrados determinardo um

cubo.

Antes de trabalharmos com sélidos sobre cada uma das faces quadradas, iremos

determinar antes o volume do cubo em questdo. Para tanto, é suficiente determinar o

comprimento da diagonal da face do dodecaedro.

Da figura 36, seja o segmento EC diagonal da face pentagonal do dodecaedro. Pelo

teorema de Ptolomeu aplicado no quadrilatero ABCE, temos
FB-AC —AB-EC+AE-BC= d?—c-d+c (6.16)

Resolvendo a equacdo para a variavel d, vem

_ci\/cz+c2-4
— 5 .

d—c- <1+2\/§>. (6.18)

d (6.17)

Como d > O,
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Figura 36 — Dodecaedro truncado: decomposicdo do dodecaedro.

D
E C
d
A B
Portanto, a volume do cubo sera
1
a*=c*- %ﬁ :c3-<2+\/5>. (6.19)

Na decomposicdo proposta, um dos sélidos € um cubo, descreveremos agora os outros
sélidos.

Sobre cada quadrado determinado na decomposicdo, teremos sélidos congruentes em
consequéncia da regularidade do dodecaedro, desse modo basta que fagamos um estudo em

apenas um desses sélidos o qual denotaremos por o.

Figura 37 — Dodecaedro truncado: decomposicdo do dodecaedro (parte 2).

Para determinarmos o volume de o, iremos decomp6-lo em trés partes. Para tanto,
tomaremos a face quadrada como base do sélido. Ndo contidos em tal base ha dois vértices,
pelos quais iremos realizar em cada um, cortes ortogonais a base de modo que tenhamos um
prisma reto A com altura h. Com os outros dois sélidos restantes, iremos uni-los pelas novas

faces geradas através do corte, de modo que tenhamos uma pirdamide 8. Como sugere a figura
38.



Capitulo 6. 70

Figura 38 — Dodecaedro truncado: decomposicdo de o

Cc
C
C
[
d
d d
d-c ¢

Note que, tanto para a piramide quanto para o prisma, o volume podera ser determinado

se soubermos a medida da altura de o. Iremos determinar essa altura por meio da piramide ©.

Pelo vértice de 0, tracamos a secdo transversal contendo dois vértices da base. Assim,

obtendo um tridngulo isésceles, como ilustramos na figura 39.

Figura 39 — Dodecaedro truncado: secdo transversal da piramide 6.

A
v

A altura procurada pode ser determinada em funcdo de c, sendo necessario determinar
e em fung¢do de c. Observe que e é a diagonal de um retangulo de dimensGes d — c e d (vide

figura 38). Portanto, pelo teorema de Pitagoras temos

o (A +d? ot = ( (1”5) _c> . ( (1”5))
2 2
:>€2=<C-<\/52—1)> +(c-<1+2\/5>> =c?.3=e=c-V3. (6.20)

Assim, aplicando novamente o teorema de Pitagoras a fim de determinar a altura de 6, temos

h2:C2—(E>2:CZ—C2'§:>h:—. (6.21)
4 2

Com isso, podemos determinar o volume de o (v(0)), que corresponde a soma dos volumes de
0eA. )
-h-(d- (d—c))+§~cdh.

_c 1+5 V5—1\ 2 1+v5) ¢ o (1445
e\ T2 )\ )t T2 )Tt {78 )

=c*- @. (6.22)
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Em posse dos volumes do cubo e de o, podemos determinar o volume do dodecaedro de aresta

¢, dado por

d3—|—6-v(0):c3-<2+\/5>+03-(#):03-<w>. (6.23)

Volume do dodecaedro regular Q).:

Para determinarmos o volume de Q, & sufucinete determinar o tamanho de sua aresta

em funcdo de a.

Figura 40 — Dodecaedro truncado: face de Q.

Note que a aresta do pentagono tem comprimento 2x + a. Ent3o, basta determinarmos

E facil ver que beta mede 108 graus como indicado na figura 40, pois se trata de um
angulo interno de um pentagono regular, com isso, podemos aplicar a lei do cosseno em um

dos tridangulos delimitados pelas arestas do dodecaedro e pentagono. Logo,

a® =2x"- (1 —cos108°) = 2x*- (1 + cos 72°) = 2x*- <1+ (ﬁ_1>> - <\/5+3>

4 2

2 20% 5 6—2V5 a v5—1
o () e (B) e

Portanto, a aresta de () tem comprimento av/5 e assim seu volume sera

(avB)*- (M) _ (@ 3v5). (M) s (M) . (6.25)

4 4 4

Volume da pirdmide .:
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A pirdmide , obtida pelo truncamento tipo 2 no dodecaedro Q, tem trés arestas de
comprimento a e outras trés de comprimento x. Diferentemente das situacdes anteriores onde
tinhamos pirdmides com algumas arestas convenientemente ortogonais, para esta situacdo ndo
seremos favorecidos pela ortogonalidade das arestas a fim de determinarmos o volume de L.
Entretanto, como sabemos o comprimento de todas as arestas de u, é necessario somente

encontrarmos uma de suas alturas para obtermos seu volume.

Figura 41 — Dodecaedro truncado: piramide .

Vamos encontrar a altura DO relativa a face triangular regular de aresta a. Note que
a distancia dcp mede dois tercos da altura de um tridngulo equilatero de aresta a, pois O
é baricentro de AECN, tendo em vista que AECN é equilatero. Desse modo, temos pelo

teorema de Pitagoras

(DO)* =x*— (CO)" = a*: (#) - (%ﬁ)Z - <%5>

(6.26)

_ 3—5
:>DO:a-< o3 )

Logo, o volume de u é dado por

L, Va1 [, V3 3-v5\\ ., (3-V5
v(u):§-(a -T>-DO—§-<a -T>-<a (W)) =a (T) (6.27)

Portanto, o volume do dodecaedro truncado é dado por

v(Q)—20-v(p) = a®- (M) —90-ad- (3_\/§>

4 24

s [175+75/5 s (3—V5\ 5 [495+235V5
:a-<T>—5-a-< 5 >—a-<T>. B (6.28)
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6.5 lIcosaedro truncado

O icosaedro truncado, pode ser obtido a partir do truncamento tipo 2 em um icosaedro
regular. Feito o truncamento, as faces do icosaedro passam de tridngulos equilateros para
hexagonos regulares, além disso, surgem doze faces pentagonais, e todas as faces com arestas

de mesmo comprimento.

Figura 42 — lcosaedro truncado: truncamento do tipo 2 do icosaedro.

Para determinarmos o volume do icosaedro truncado de aresta a, podemos calcular o
volume de um icosaedro regular Q e em seguida subtrair pelo o volume de 12 piramide, pois
ao efetuamos o truncamento tipo 2 em Q, cada vértice deste sélido formarad uma pirdmide de

base pentagonal a qual denotaremos como L.
Volume do icosaedro regular Q.

Agora, é necessario que determinemos o volume de QO em funcdo de a. Ent3o,
inicialmente vamos determinar o comprimento da aresta de (). Para tanto, considere uma de

suas faces como AABC ilustrada na figura 43.

Figura 43 — Icosaedro truncado: face do icosaedro Q.

A’A”C’'C"B”B’ é uma face do icosaedro truncado. Logo, pela regularidade desta face,
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seus angulos internos medem 120 graus, os tridangulos AAC"B”, ABC'A” e ACA’B’ sdo

equiangulos, portanto equilateros e com isso concluimos que AB = BC = CA = 3a.

Com o comprimento da aresta de Q) conhecido, iremos determinar seu volume. Para
isso, consideraremos incialmente este sélido inscrito em uma esfera A de raio r, o que é possivel

pois todo sélido regular é inscritivel, em especial o icosaedro regular.

Para determinarmos o volume de Q, calcularemos o volume de uma pirdmide o.
Convenientemente, iremos definir 0 de modo que o centro de Q) serad o vértice de o, assim
como uma de suas faces serd a base de 0. Neste sentido, o volume de Q sera vinte vezes o
volume de o, tendo em vista que um icosaedro qualquer possui vinte faces, e por cada uma
dessas faces podemos definir uma piramide o. Além disso, definida desta forma, as arestas
das faces laterais de o tém comprimento r. Com isso, & necessario determinar v a fim de
encontrarmos o volume de o, e para isso analisaremos uma secdo transversal de Q) inscrito em

A. Considere a figura 44.

Figura 44 — Icosaedro truncado: secdo transversal de Q.

As linhas tracejadas nao indicam,
necessariamente, arestas.

A secdo transversal sugerida, aproxima-se de um hexagono regular de aresta ¢ = 3a
inscrito em um circulo de raio 1, o que facilitaria nosso calculo. Porém, a seco transversal ndo
é um hexagono, pois em um icosaedro no maximo cinco vértices sdo coplanares. Assim, para
determinarmos 1, note a semelhanca entre AACL e AAQO’'C, pelo critério AA. Logo,

}2/ = A:C = ¢ =2r- (AQ) (1). (6.29)
AC AL

Para determinarmos AQ’, vamos estudar a seguinte piramide 0, recorte de Q.

0 é uma piramide de base pentagonal com vértice em A. E importante ressaltar que
tal base é convexa, pois estamos tomando vértices de () equidistantes de A. Considere o ponto
O’ centro da base BCDEF, por toda simetria e regularidade do icosaedro, temos AAQ’C reto
em O’.

Note que ZBO’C mede 72 graus, assim pela lei dos cossenos, temos

(BC)* = (BO")" + (CO’)* — 2. (BOY) - (CO) - cos 72°
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Figura 45 — Icosaedro truncado: pirdmide 0.

A
F e, D
B C
¢?=2- (B0’ (1— <\/§4_1>> = (B0")"- (5_2\/3> :
— 2 2c?
= (B0)) = . (6.30)

Agora, pelo teorema de Pitagoras em AAQO’B, vem

(AO)" = c? — 2 _ (3 - ﬁ) (id). (6.31)

5—+5 5—5

Substituindo o resultado de (ii) em (i), temos

3—v5 c [5—+5
ér:—- . 632
5—5 2 3—5 ( )

Agora temos elementos suficientes para encontramos a altura de o e com isso encontrarmos

c? = 2rc -

também seu volume.

Figura 46 — Icosaedro truncado: piramide o.
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Da figura 46, definimos o baricentro de AABC em O”, desse modo OO” é altura de

o, logo

(007)° = (CO)* — (CO7)* =1 - (§ | ?) = (007 =< (2:@ -5

¢ <3+\/5>:>W:c-<3+\/5> (6.33)

12 3.5 43

Portanto, o volume de o sera dado por

V(o-):%. (cZ-\/Tg) -OO”:%- (&.?) .c- (SZ—\/\§> =c3. (3—2—2;/5> (6.34)

Ja o volume de Q sera

20 -v(0) =5¢2 - <3+ \/5) = (3a)®- <M> =a’. <M) . (6.35)

12 12 4

Volume da pirdmide .:

Para determinarmos o volume de L, é suficiente percebermos sua semelhanca com a

piramide 6. Como ilustramos a figura 47.

Figura 47 — lcosaedro truncado: pirdmide .

Desse modo, asseguramos que

R 3 3
v(@) [ BC _ (3a _v(0)
Vi (B"C'/) - (?> 7= (630
O volume de 0 por sua vez é dado por
W(0) = 5 -5+ ((BOY) - (CO) -sin72") - (ADY)

wl ot

2 V545 3—v5)| 5¢° 2 V5+5) [6-2V5
.(Bo),( 8 )( M)T(Sﬁ)(M) 2
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_5¢% (V545 VE-1) _ 5 (V545 _ s (V545
"3 \lovs-10) \ 4 )T\ T2 )T Taa

= v(p) = a®- (*/5”). (6.37)

24

Portanto, o volume do icosaedro truncado sera

135 + 45/5 5+5
v(Q)—12-v(p) = a®- (T) —12- <a3~< o ))

=ad. (M) n (6.38)

4

6.6 lcosidodecaedro

O icosidodecaedro pode ser obtido pelo truncamento tipo 1 tanto do dodecaedro,
quanto do icosaedro. Em ambos os casos serdo geradas doze faces pentagonais e vinte faces
triangulares. Assim, podemos calcular o volume do icosidodecaedro a partir de qualquer um
destes dois sélidos. Mas vamos abordar somente com o icosaedro e ratificamos que a abordagem

com o dodecaedro segue raciocinio analogo.

Figura 48 — Icosidodecaedro: truncamento do tipo 1 do dodecaedro e icosaedro.

Ja mostramos como determinar o volume de um icosaedro, entdo precisamos mensurar
o volume perdido na lapidacdo do icosidodecaedro. Tal volume perdido corresponde a soma
dos volumes de doze piramides p de base pentagonal. Desse modo, calcularemos o volume
de um icosaedro ) de aresta ¢ em funcdo de a, em que a é o comprimento da aresta do
icosidodecaedro. Posteriormente, iremos fazer o desconto dos excessos a fim de chegarmos ao

volume do sélido.
Volume do icosaedro Q:

Como foi dito, o processo de truncamento tipo 1 é o adotado na construcdo do

icosidodecaedro. O que implica que a aresta do icosaedro tem comprimento 2a, uma vez que
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estamos adotando a aresta do icosidodecaedro medido a. Por tanto, de 6.35 temos

3+\/§> _ (30+1o¢5>

T 5 (6.39)

v(Q) =5¢3- (

Volume da pirdmide :

Por sua vez, 1 & uma piramide de base pentagoal com todas as arestas medindo a.

Portanto, o estudo do seu volume corresponde ao que foi feito em 6.37. Assim,

s [V5+5
v(p) =a”- (T) : (6.40)

Com posse destas informacdes, teremos o volume do icosidodecaedro dado por

3o+10\/5>_a3_ (\/5+5> _ (45+17\/5

v(Q)—12-v(pn) = a®- ( 3 5 6 ) .l (6.41)

6.7 lcosidodecaedro truncado

Novamente o nome do sélido sugere a sua forma de obtencdo. Neste caso, o icosi-
dodecaedro truncado é obtido pelo truncamento tipo 2 do icosidodecaedro, este por sua vez
é um soélido arquimediano, logo suas faces sdo de mais de um tipo de poligono, implicando
que o truncamento ndo gere diretamente um outro sélido arquimediano, visto que os cortes
ndo serdo sempre homogéneos. Assim, somente o truncamento ird gerar faces com poligonos
n3o regulares. Entretanto, podemos fazer ajustes de modo que tenhamos todas as faces com

mesma aresta.

Figura 49 — Icosidodecaedro truncado: truncamento do tipo 2 do icosidodecaedro.

O pensamento para procedermos com o célculo do volume deste sélido é analogo ao
que fizemos para sélidos anteriores. Porém, precisamos definir antes um sélido QO em que
calcularemos seu volume em func3o da aresta de tamanho a do icosidodecaedro truncado e
em seguida retiraremos o valor excedente. No contexto deste problema, Q poderia ser um
icosidodecaedro, porém propomos e acreditamos ser mais conveniente trabalhar com o sélido

que determinaremos a seguir.
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A ideia inicial para encontrar Q) &, homogeneamente dilatar a superficie de todas as
faces decagonais do icosidodecaedro truncado até que essas faces se encontrem duas a duas. Ao
fazermos esta dilatacdo, as faces quadradas desaparecem, as faces hexagonais d3o lugar a faces
triangulares e as faces decagonais permanecem, porém com dimensdes maiores logicamente.

Com isso, o sélido QO que encontraremos & um dodecaedro truncado.

Figura 50 — Icosidodecaedro truncado: dilata¢do das faces do icosidodecaedro truncado.

Como ja sabemos como calcular o volume do dodecaedro truncado, precisaremos
determinar o comprimento da aresta deste sélido em fun¢do de a e entdo calcular seu volume
em funcdo deste parametro. Concluida esta etapa, iremos calcular o volume do icosidodecaedro
truncado, retirando o volume excedente, que por sua vez serad determinado por dois sélidos, |

e o definidos a seguir (vide figuras 51 e 54).

L : prisma reto de base triangular, delimitado sobre uma face quadrada do icosidodecaedro

truncado e sob duas faces decagonais de Q.

0 : regido delimitada inferiormente por uma face hexagonal do icosidodecaedro truncado,
superiormente pela face triangular de Q) e lateralmente pelas faces triangulares dos

prismas (L.

Feito isso, para encontrarmos relacdes entre os volumes do icosidoecaedro truncado de
aresta a e Q, partiremos do fato de o angulo diédrico entre as faces decagonais de Q ser igual
ao angulo diédrico das faces de um dodecaedro, pois 0 mesmo é obtido através do truncamento
do dodecaedro. Com esta observacdo, tomaremos o prisma reto p de base triangular (figura
51).

Note que a base de 1 é semelhante a base do prisma A, o qual trabalhamos na quarta
secdo deste capitulo (figura 38), em que abordamos sobre o volume do dodecaedro truncado.
Assim, por meio desta semelhanca ampliaremos o que sabemos até aqui sobre o dngulo diédrico

do dodecaedro.
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Figura 51 — Icosidodecaedro truncado: prisma .

r S

v

Pelo teorema de Pitagoras, vem

2
b2=(c7(p)2+(h’)2=°z2-(l+ﬁ> ML) <5+‘/5>.

5 1 3 (6.42)
Ja pela lei dos cossenos, temos
(cp)?*=2b%- (1—cosa) = c?- <3 +2\/§> =2c%. (5 +8\/§> - (1—cos x)
=2 3+ V5 =(1—cosxx)=2- —10—'—2\/5
5++5 20
=cosx=1— <5+5\/5> :—?. (6.43)

Agora, pelo teorema fundamental da trigonometria temos

1 4 2v/5
(sena)? =1—(cosa)? =1— 5 = sen o = \/;: T\/_ (6.44)
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A partir desses resultados, podemos obter demais dimensdes de L e com isso encontrar também

relacBes entre as arestas do icosidodecaedro truncado e de Q).

Da base do prisma u, podemos aplicar a lei dos cossenos a fim de determinarmos x,

como segue

2 _ 9.2 ) V5 g 1 5a’ 2 5-+5
a—2x-(1—cosoc)—2x-<1+? éx-i-(m)—a- 3 . (6.45)

Desse modo, o volume do prisma u sera dado por

_ x?-senax) a s [5—+/5 2v5\ 5 (10v/5-10
"(“)—“'(T)—i S S R - e S

=ad®. (\/58_ 1) . (6.46)

Agora, iremos determinar o comprimento da aresta do dodecaedro truncado Q, em funcdo de

a, bem como encontraremos medidas que serdo fundamentais para determinarmos o volume

do sélido . Para tanto, tomaremos a’ como a aresta de Q. Observe a figura 53:

Figura 53 — Icosidodecaedro truncado: face decagonal de Q.

B =36°
] ] ]
m/ X m
m X m
al

Seja x’ a apétema da face decagonal de aresta a e m’ metade da diagonal desta face,

entdo

cos72° = () = g =m'- <\/54_ 1) =m = \/ga_l =a- (ﬁ;_ 1) . (6.47)

m/
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Com isso,
/ 7\ 2
sen72° = = = (= =5+\/5:>(x’)2:a2~ 3+V5 . 545
m’ m’ 8 2 8
é( %ﬁ)“%m) 640

Pela expansdo que fizemos nas faces decagonais, teremos um novo decagono regular, o

que garante as seguintes propor¢des
" x'+x m'+m o« X m
x/ m’ a x' m’

a
a

:>_,:a‘( %5>_|_1: '5_\/5 . 2 _|_1:i. ﬂ +1
a(\/s;z—ﬁ) 22 5+2v5 2 \V5+2/5
r (5-v5) - (5-2v5) 1 [35-15v5 7-3V5
:>_:E. J 5 —I—l:—2 5 1= 9 +1
#%/:—”14;&/5+1:3_2*/5+1¢a':a-(5_2\/5>. (6.49)
Além disso,
m  3-+5 (VA1) [(3-v5\ [2v5-2
m- g Ml T2 )T\ T
Sm=a- <\/52_1) . (6.50)

Volume do dodecaedro truncado Q) de aresta a’:

Com essas relagdes, ja temos condicdes de determinar o volume de Q, pois de 6.49

aplicado em 6.28, teremos

O — (o) 495 +235v5\ 5-v5\\" [495+235V5
V()—(a)‘T—a- 5 o e

_ 5 (200 -~ 80\/5> ' (495 + 235¢5> _ - (12375 — 11750 + 5875v/5 — 4950\/5)

8 12 12

v(Q) =a®- (W) . (6.51)
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Figura 54 — Icosidodecaedro truncado: sélido o.

Volume do sélido o v(0):

Do modo como definimos o, teremos a figura 54. Notavelmente o é um sélido com
propriedades desconhecidas, por tanto, direciona-nos a construcdo de estratégias alicercadas

na forma como o sélido foi definido, a fim de determinarmos seu volume.

Nossa proposta consiste em desmembrar o em outros sélidos, dos quais alguns possuem
propriedades conhecidas. Veja a figura 55.

Figura 55 — Icosidodecaedro truncado: desmembramento do sélido o.

(a) o (parte 1). (b) o (parte 2).

Na figura 55a temos uma regido composta por seis piramides (o7) congruentes e um
prisma reto (09). Em seguida, na figura 55b temos a regido complementar da regido exposta na
figura 55a em relacdo ao sélido 0. Tal regido é composta por trés sélidos (03) de caracteristicas
ndo habituais. Esses sélidos possuem algumas de suas dimensdes conhecidas, as quais estdo

expostas na figura 56.

Para que possamos determinar o volume desses trés tipos de sélidos, é suficiente
determinarmos, em funcdo de a, as medidas desconhecidas, e, d, h e hy. Que por sua vez,

determinaremos a partir da base de o, como ilustra a figura 57.

Inicialmente, destacamos que G] = IK = HL = d e os pontos G, I e H sio pontos

médios de FA, BC e DE, respectivamente. Logo, do tridngulo equilatero AAMEF, temos

d+JM=a-

=

(6.52)
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Figura 56 — Icosidodecaedro truncado: sélidos obtidos a partir de o.

ht

d a'

(a) Piramide oy. (b) prisma o3.

(c) solido o3.

Através do tridngulo equilatero AJKL (figura 57), pelo fato de M ser baricentro, é facil ver

que
2 (.3 V3. V3 3
]M:§-(a.7)_a.?:>d_a.7_a_?
éda'ﬁa-<5\/5>.£a'S\/§+a-(\/55)-\/§
V3 (v5-2)
=d=a- 5 . 059

Figura 57 — Icosidodecaedro truncado: base do sélido o.
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Agora, podemos aplicar o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo AFGJ para

obtermos e

@, [3-(9-4v5)\ B8a+a?-(9-4V5)
+a'( 36 )_ 12

() ve-

=e?=a’ (3 - ﬁ) : (6.54)

E facil ver também que (vide figura 56¢)

m2 = 62 + (hl)z

() ( (ﬁ—l)y_az, (3—\@> e (5-2v5) —det (3 V)

2 3 12

5, [6—-2V5 B V5 —1
_(1-( 12 >:>h1—(1'(2\/§>. (655)

Ainda pelo teorema de Pitagoras, temos (vide figura 56a)

2 _ E)Q h2
X <2 +

S RZ— Q. (5—8\/5> _azzaz, <6_1§\/5) =h=a- <‘/54_1>. (6.56)

Com isso o volume da pirdmide oy é dado por

vo) = 5 - (% (n(55%) +am))-
(e () () (P (59)
(50 (52 (29)
(9 ()

N e

3 1 3
¢ -2 (6.57)
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Por outro lado, o volume do prisma o2 & mais simples, dado por

"2 \/g
v(oz) = (a') 'I'hl
V3 5-v5)\ V5—-1) V5-1\ , [(15-5V5
s [20v5—40 s [5vV5—10

O sélido o3 possui caracteristicas pouco habituais. Portanto, para determinar seu
volume formulamos nossa estratégia com base no volume de uma piramide e um prisma. Esses

dois sélidos serdo definidos a seguir. Considere a figura 58.

Seja o quadrilatero ABK] a base de 03. Pelos vértices A e B tracamos os segmentos
perpendiculares ao lado JK . Em seguida, por esses segmentos unimos os dois tridngulos
AAA'] e ABB’K. Desse modo, na perspectiva espacial formaremos uma pirdmide e como

consequéncia um prisma, expostos na figura 59.

Aplicando o teorema de Pitagoras em AAA’], temos

) — e _(a’—a)2
(1)1 (o (55) ) (25) - (o)

5, [24-8V5-21+9V5 0 f ) [6+2V5
-4 24 -4 Y\ Tas

x/5+1>

e (6.59)

Com isso, o volume do sélido o3 é dado por

V(G3):%'((a/—a)'hl)'(m)—i—a- (MA_)W) _

:>AA’:a-<

) )2 (50 )

o (4 (3-5) re (L)

144 48

|
w
VR
N
=~
o
N
4;2‘
N——
w
VR
D
gl
S
N——
>
o
=
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Figura 58 — Icosidodecaedro truncado: base do sélido o3.

a
< »
J A B K
90° %O
AL 77/
| |
| |
A‘ PB

a

Figura 59 — Icosidodecaedro truncado: sélidos obtidos a partir de o3.

o @-a K
h1
B
J K h1
e e A . a
A=B A

(a) Piramide a partir de o3. (b) prisma a partir de o3.

Note que, o volume de o é dado por

v(o) =6-v(o1) +Vv(02) + 3 -Vv(0o3) (6.61)

a® 5 [5v5—10 s [6—5

@ s (5\/5—10> s (6—\/5) _ <1+30\/5—60+12—2\/5>

Logo,

24 4 12 24

—v(0) = o (W) . (6.62)

Apés este estudo, podemos calcular o volume do icosidodecaedro truncado dado por
v(Q) —30-v(n) —20-v(o). (6.63)

Lembrando que Q é um dodecaedro truncado de aresta a’, temos

COM (—495 +1§35‘/5> —30- <a3 <ﬁ8_1>) —20- <a3 (—28\/254_ 47)) . (6.64)
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Por 6.51, vem v(Q) — 30 - v(n) — 20 - v(0o)

:a3.<w> 5 15'(\/5—1) 5~(28¢5—47)

— . —_— JE— 3-
12 ¢ 4 ¢ 6

. (625 +925/5 — 45v/5 + 45 — 280/5 + 470) _ (1140 + 600\/5>
12 o 12

— a3 (95 + 50\/5) .o (6.65)

6.8 Octaedro truncado

O octaedro truncado é obtido pelo truncamento tipo 2 do octaedro regular. Ao
efetuarmos o truncamento serdo geradas seis faces quadradas e as faces triangulares do

octaedro sdo convertidas em hexagonos regulares.

Figura 60 — Octaedro truncado: truncamendo do tipo 2 no octaedro.

B e

Para determinarmos o volume do octaedro truncado, podemos calcular o volume de um
octaedro Q) e por consequéncia do truncamento, retirar o volume excedente. O excesso por sua
vez corresponde a soma dos volumes de seis piramides u de base quadrada. Para tanto, dada a

aresta a do octaedro truncado, necessitamos conhecer os volumes de Q e p em funcio de a.

Observe a figura 61. Perceba que, dado a aresta a do octaedro truncado, teremos
Al =1ID = DA = a pois AAID é equiangulo, logo equilatero. Isso implica que a aresta do

octaedro ) tem comprimento 3a.

Desse modo, para determinarmos o volume da pirdmide p é necessario conhecer sua

altura.

Da piramide p apresentada na figura 62, temos CG = a e OG medindo metade da
diagonal de um quadrado de aresta a. Logo, do triangulo retangulo ACOG, temos

V2 V2
-

2 2
(@)Zzat(a.?) -5 = C0=a (6.66)
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Figura 61 — Octaedro truncado: face de Q.

Figura 62 — Octaedro truncado: pirdmide .

Volume da pirdmide :

Assim, temos

(6.67)

Volume do octaedro Q:

Podemos desmembrar QO em duas pirdmides ' de base quadrada. Dessa forma, tais
piramides serdo iguais entre si e semelhantes a piramide p. Além disso, a razdo de semelhanca

entre os lados homélogos dessas piramides é de 3:1. Portanto,

, 3
Vi) _ (%) =v(n)=27-a®- g =a®. ¥ =v(Q) =a®- 9V2. (6.68)

Assim, o volume do octaedro truncado é dado por

v(Q)—6-v(w) =a®-9vV2—a®- V2=0a*-8V2. W (6.69)
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6.9 Tetraedro truncado

O tetraedro truncado é obtido a partir do truncamento tipo 2 do tetraedro regular.
O processo converte as faces triangulares em hexagonais além do acréscimo de trés novas
faces triangulares. Logo, para determinar o volume do tetraedro truncado seguiremos o mesmo

raciocinio o qual estamos habituados a proceder.

Figura 63 — Tetraedro truncado: truncamento do tipo 2 do tedraedro.

Para determinarmos o volume do tetraedro truncado de aresta a, iremos encontrar o
volume de um tetraedro Q) e em seguida faremos o desconto do excesso, que para esta situacdo
equivale a soma dos volumes de quatro piramides p de base triangular (tetraedro menor da
figura 63).

A figura 61 também é (til para entendermos as propriedades das faces do tetraedro Q
em questdo. Logo, podemos concluir que, dado a aresta a do tetraedro truncado, a aresta de

Q) terd comprimento 3a.
Volume da pirdmide .:

O volume da piramide p é reduzido ao volume de um tetraedro regular de aresta a. O

qual podemos encontrar do seguinte modo:

Figura 64 — Tetraedro truncado: pirdmide p.

D
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Seja E o baricentro do triangulo equilatero AABC, temos EB igual a dois tercos da

altura do mesmo tridngulo. Assim, do tridngulo ABDE vem

2
Bt (o V3) 229 L pE_g. /2
(DE)" =a (a 3> =3 = DE=a 3
1, V3 \/5_ s V2
Agora, pelo fato de QO também ser um tetraedro temos
2 9Vv2
v(Q):(Ba)3-%:a3-T\/_. (6.71)

Assim, o volume do tetraedro truncado sera dado por

v(Q)—4-v(u):a3-9f\4/§—a3-41—\f=a3-¥. [ | (6.72)

6.10 Rombicosidodecaedro

Como ja foi bastante enfatizado neste trabalho, o nome do sélido estudado diz muito a
respeito da sua forma de construcdo. Para o rombicosidodecaedro, podemos afirmar que sua
construcdo é por meio do processo de expansdo das faces de um sélido de Platdo. Podemos
obter o rombicosidodecaedro a partir de um sélido platénico por dois modos, o primeiro
usando como sélido primitivo um dodecaedro. Em que subsequente a expansdo das faces
pentagonais, preenche-se os espacos vazios com quadrados e tridngulos regulares, e todos estes
poligonos com mesma aresta do sélido original. Por outro lado, podemos escolher também
como sélido primitivo um icosaedro, porém a diferenca no processo seria os poligonos usados

no preenchimento dos espacos vazios, que por sua vez seriam quadrados e pentagonos.

Figura 65 — Rombicosidodecaedro: expansdo das faces do dodecaedro.

Diante dessas alternativas de construcdo do rombicosidodecaedro, podemos calcular

o volume deste sélido partindo de um dodecaedro ou icosaedro. Desse modo, trabalharemos
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com o dodecaedro e asseguramos que o processo pode ser conduzido optando também pelo

icosaedro.

Para o rombicosidodecaedro, apresentaremos duas alternativas de calculos que cheguem
a uma mesma generalizacdo do seu volume mediante ao comprimento de sua aresta. A primeira
dessas alternativas consiste em determinar o volume de um dodecaedro Q (descreveremos
adiante, como obter QO a partir do rombicosidodecaedro), em seguida diminuir pelo volume
excedente em relacdo ao rombicosidodecaedro, o que segue ao raciocinio usado para sélidos
anteriores. Ja o segundo modo, esta mais relacionado a forma como o romicosidodecaedro é
obtido, ou seja, pela expansdo de faces de um sélido platénico (um dodecaedro, por exemplo).
Para esta segunda alternativa, a ideia sera determinar o volume de um dodecaedro A adotado
para obter o rombicosidodecaedro, e em seguida adicionar este valor ao volume do espaco

gerado na expansdo das faces.

Para a primeira ideia, conhecendo apenas o rombicosidodecaedro de aresta a, devemos
usa-lo como ponto de partida para criagdo de Q). Para tanto, a estratégia segue semelhante
ao que fizemos para o icosidodecaedro truncado, no qual fizemos uma dilatacdo das suas
faces decagonais a fim de obtermos um dodecaedro truncado. Aqui, faremos uma dilatacio
superficial e de forma homogenia em todas as faces pentagonais do rombicosidodecaedro até
que em certo ponto da dilatacdo, as faces tangenciam-se e formem o dodecaedro Q. Como

sugere a figura 66.

Figura 66 — Rombicosidodecaedro: dilatagdo das faces do dodecaedro.

Para que tenhamos condicdes de determinar o volume de Q) em funcio de a, é suficiente
descobrirmos o comprimento de sua aresta em fung¢do deste parametro. Para tanto, iremos
determinar tal valor fazendo uso da mesma ideia que utilizamos na situacdo do icosidodecaedro

truncado. Em virtude disto, algumas linhas de calculo serdo ocultadas.

Inicialmente, iremos dividir a regido que compreende o volume excedente em dois

grupos, um formado pelos sélidos 1 e o outro pelos sélidos 0. Sélidos estes definidos a seguir.

W: prisma reto de base triangular, delimitado sobre uma face quadrada do rombicosidodeca-
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edro e sob duas faces pentagonais de Q.

0. regido delimitada inferiormente por uma face triangular do rombicosidodecaedro, superi-

ormente pelas faces pentagonais de Q) e lateralmente pelas faces de L.

Optamos por esta divisdo para detalhar os calculos ao nosso gosto.

Através do sélido 1, podemos entender como a dilatacdo das faces do rombicosidode-
caedro altera o tamanho das arestas. Visto que pela dilatacdo que propomos, o sélido gerado

é um dodecaedro, portanto, entre tal sélido e o prisma p ha um angulo diédrico em comum.

Figura 67 — Rombicosidodecaedro: sélido p.

Note que ja sabemos algumas informacdes sobre 1, como:

205

COSOt = —— € Senu =
) B

(6.73)
Onde o & um angulo diédrico do dodecaedro. Assim, podemos utilizar a lei dos cossenos

para determinar x:
a® = 2x* - (1 — cos «) (6.74)

Por 6.45, temos

5—5

2 (6.75)

A partir disto iremos determinar o comprimento da aresta a’ de O em funcdo de
a. Bem como encontraremos medidas que serdo fundamentais para calcular o volume do

rombicosidodecaedro. Para tanto, tomaremos a figura 68 como auxiliar.

A figura 68 representa a dilatacdo das faces pentagonais do rombicosidodecedro, em
que x’ é ap6tema da face pentagonal do sélido. E por esta dilatacdo, temos a semelhancga
entre os pentagonos apresentados, logo

a x+x' m+m X m
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Figura 68 — Rombicosidodecaedro: expansio das faces pentagonais.

F N
v

Agora, note que pela lei dos cossenos

a2 =2(m')*- (1—cos72°)

N2 \/5—1 . N2 5_\/5 n2 __ 20’
a2:2(m)-<1—< 1 >>_2(m)«< 1 >:>(m)—5_\/5

ne_gz (2 (3H+VE\ _ o (104+2V5) ., [5+V5
(M) =a <5_\/§> <5+\/5>— (—20 )=> = 0 . (6.77)

Conhecendo m’, podemos utilizar o teorema de Pitagoras para determinar a apétema x’, do

seguinte modo

2 a? N2 ne 2 o 2a? a?
(m’) —Z‘f‘(x) = (x)" = (m) "I 5.5 1
(= a?. 10 +2v5 -5 oy 54+ 25
a 20 B 20

/5125
=X =a- +2—0\/—. (6.78)

Logo,
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_ 5 (3B (325
V2 5+2v5 5—2v5

5 \/35—15% B \/35—15%
5 B 2

70 —-30v/5 3v5-5
=1/ 1 == (6.79)

Portanto, a aresta de () pode ser determinada pela seguinte razdo,

3v5-3
—5— |

a’ _3\/5—5
a 2

+1:>a’:a-< (6.80)
Volume do sélido Q:

Desse modo, temos condi¢des de determinar o volume de Q, visto que por 6.23 sabemos

calcular o volume de um dodecaedro qualquer, dado sua aresta. Assim,

v(0) = (@) (—15 +47\/5>

o7 (5\/5—3.5+3\/§—1) | (15+7¢5>

8 4
s (8V/5—16 15+ 7V5
e (1) (229)

= 27:3 : (\/5—2) - (15 +7\/5>

s (27V5+135
=a’. (T) : (6.81)

Com posse de todas essas informacdes, temos todas as propriedades necessarias para
determinarmos o volume do rombicosidodecaedro. Pois, como ja temos o volume de QO bem
como varias de suas medidas segmentares e angulares, resta-nos calcular e descontar o volume
excedente, o qual dividimos em dois grupos. O grupo dos sélidos w1 e o grupo dos sélidos o, ja

descritos.
Volume do prisma .

Tendo em vista que definimos (t como um prisma reto de base triangular e conhecendo

suas dimensdes, temos
x% . sen «

V(M):T a
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— =3 =, .82
5 =a 3 (6.82)

az. 5_\/5_) 2\/5
8 5}

Volume do sélido o:

Figura 69 — Rombicosidodecaedro: sélido o.

O sélido o tem caracteristicas ndo habituais, e por isso, a fim de obtermos seu volume
formaremos dois novos grupos de sélidos. O primeiro grupo é formado apenas por uma pirdmide

01, ja o segundo sera a regido complementar composta por trés pirdmides 0.
Delimitacdo dos sélidos 07 e 09:

Para a piramide o7, tomaremos como sua base uma face triangular do rombicosidode-
cadro e seu vértice principal € comum ao vértice do dodecaedro () mais proxima a base (figura
70).

Figura 70 — Rombicosidodecaedro: obtenc¢io da pirdmide o.

Ja as pirdmides 09, tém boa parte de suas dimensdes conhecidas, e indicamos estas na
figura 71.

Com essa breve descricdo dos sélidos 07 e 09 ja podemos direcionar nosso olhar para o
calculo do volume destes sélidos. Para a piramide o7 é necessario determinar sua altura, para

tanto destacamos o fato do ponto O’ (figura 70) ser baricentro da base da piramide. Pois o



Capitulo 6. 97

Figura 71 — Rombicosidodecaedro: sélido 0.

ponto O é equidistante dos vértices da base (tridngulo equilatero) e O’ & o pé da perpendicular

que define a altura da piramide. Assim, pelo teorema de Pitagoras temos,

m? = h? + (A0Y)’

2
2
:>m2:h2+<a'§> :>h2=m2—%. (6.83)
Sabemos que
X m X\ 2 m 2
v mw o (0) = () (6.84)
Logo, por 6.75, 6.77 e 6.78 aplicados em 6.84, vem
a’ (—5‘8‘/5) B m2
a2 (5+220\/5) a2 (545(\)/5)
5
=m?=a* (585). 5J;05) =a* <1< 20 >)
4 \5+2V5

)
e (L2 ) - <5. (@))

—a. (5—2\/5). (6.85)
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Aplicando o valor de m em 6.83, temos

e e ()

:>h:a-<3_\/5>. (6.86)

V3

Portanto, podemos agora determinar o volume de oy do seguinte modo:

v(crl)zé- <a2-§> -h

:>V((71) = ((12 . g) -a- <3?/§\/5> = a3 . (3_12\/5) . (687)

Para a piramide o9 tomaremos como base do sélido uma face que é comum a um dos

prismas [ que estudamos, pois assim, ndo precisaremos nos preocuparmos em descobrir sua
altura. Assim, com o auxilio das dimensées que sinalizamos na figura 71, temos o volume de

09 calculado do seguinte modo:

1 [a-h a’ —a 1 /%% -senx a’ —a
v =g (55)(557) -5 () () e

Como os valores de x, sen o e a’ ja sdo todos conhecidos em funcdo de a, temos

1 ,(5-5 2v/5 a’'—a 1 , (5V/5-5 )
V(O—g):é.a S =5 ( 5 >:é.a. 0 (a'—a)

(%) 6 ()9 (%) (1)

v (0y] — a® (M) _ <ﬂ5> , (6.89)

96 24
Assim, por 6.87 e 6.89 podemos determinar o volume de o, uma vez que

v(o) =v (o) +3-v(oz)

= v(0) = a*- (3‘“5> +a® (ﬂ)

12 8

(6.90)

5 (6—-2V54+15-6V5) 4 (21-8V5
-0 24 R U R

Portanto, temos agora informacdes suficientes que nos permitem calcular o volume do

rombicosidodecaedro de aresta a. Entretanto, é importante ressaltar que este sélido possui
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trinta faces quadradas e vinte faces triangulares, o que nos leva & contabilizacdo de trinta

s6lidos w e vinte sélidos 0. Desta forma, seu volume sera dado por

v(Q)—30-(u)—20-v(o)

4 8 24

_ (162\/5+810—90\/5+90—420+160\/5>_a3 (232\/5_)+480>
B 24 2

=a’. <w> . 1 (6.91)

Esta demonstracdo, segue a linha de raciocinio que utilizamos para sélidos anteriores,
baseada em determinar o volume de um sélido Platénico e retirar o excesso. Porém, acreditamos
ser conveniente também determinar o volume do rombicosidodecaedro pela forma que este é

formado, pela expansdo das suas faces.

Figura 72 — Rombicosidodecaedro: comprimento y do deslocamento das faces do dodecaedro.

Na figura 72, simbolizamos por y como a medida que as faces sdo ortogonalmente
deslocadas da sua posicdo inicial. Essa medida sera fundamental no desenvolvimento dos

célculos desta segunda demonstracio.

Inicialmente, note que podemos usar os segmentos de comprimento y para definir
outros sélidos sob as faces do rombicosidodecaedro formado pela expansdo. Agruparemos estes
s6lidos em trés grupos, o primeiro grupo sio os sélidos &, o segundo os sélidos 0 e o terceiro

sdo os solidos @, sélidos sob as faces pentagonais, quadradas e triangulares, respectivamente.
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Além disso, pela ortogonalidade dos segmentos de comprimento y em relagdo ao dodecaedro
(A), temos respectivamente prismas retos de base pentagonal, prismas retos de base triangular
e por fim piramides. Dessa forma, determinando e adicionando os volumes de A, &, 0 e @

teremos consequentemente o volume do rombicosidodecaedro em funcio de a.

Figura 73 — Rombicosidodecaedro: sélidos sob as faces do rombicosidodecaedro.

a

(a) Prisma 5. (b) Prisma 6. (c) Piramide o.
Para determinarmos o volume destes sélidos, é importante conhecermos o comprimento
y. Nesse sentido, analisaremos uma se¢do transversal de um prisma 6.

Figura 74 — Rombicosidodecaedro: secdo transversal do prisma 0.

D E

Tomamos uma secdo que intersecta apétemas (DCe EC) das faces pentagonais do
dodecaedro A, pois as utilizaremos para determinar primeiramente alguma informacao sobre
o angulo (3. Entretanto, é importante fazermos antes um esclarecimentos. Os apStemas em
questdo formam um angulo reto com a secdo transversal, pois os mesmos pertencem as faces
de A que por sua vez sio ortogonais as arestas de comprimento y e, adotamos propositalmente
uma se¢do que intersecte os apétemas, logo os objetos geométricos sdo perpendiculares. Além
disso, a fim de deixar mais explicita a posicdo da sec¢do, afirmamos que C é um ponto médio

de uma aresta de A.
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Agora, note que o angulo ZDCE é o angulo diédrico de um dodecaedro. Portanto,
sabendo que os ap6temas anteriormente descritos sdo perpendiculares & secdo transversal, é

facil concluir que B é o suplemento de um angulo («) diédrico de A. Assim,

B
cosx =—cosf3 = cosfP = % (6.92)

Logo, podemos utilizar a lei dos cossenos para determinar y.

a’=2y?- (1—cosp)

2 o 5 (10+2V5) _ , (5+V5 o 5+5
Ty (10—2\/5) (10+2J5>_a ( 8 )éy_ - (6.93)

Volume do prisma &:

Com posse destas informacdes, temos todas as condi¢des para determinar o volume de

2 o
v(é):5-<(m) -2sen72 >‘y (6.94)

d, do seguinte modo:

Ressaltamos que m’ corresponde para nés a distancia do centro de um pentagono de

aresta a, até um de seus vértices, algo que foi ilustrado na figura 68.
5 2a? V5 +5
Vv (6) —_ — . R . [ —
2 \5—-+5 8
5 ( 2a” ) L [5Y5) _5a® (545
2 \5-5 8 8 \5-v5

5 (30+10V5 s [15+5V5
o (D408) o, (134355), 655

Volume do prisma ©:
Ja o volume do prisma 0 pode ser determinado do seguinte modo:

v(8) = (ystenB) L (6.96)

Lembrando que « e 3 sdo angulos suplementares, temos

2/5

. (6.97)

senox =senfp =
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Logo,

— .2
v(i@)=<-a 3 5 3 (6.98)

a <5+\/5>_2\/5_ 5 (\/5+1>
5 =a’- .

Volume da pirdmide ¢:

Para o volume da pirdmide ¢, ainda precisamos conhecer sua altura. Que por sua vez
n3o é uma atividade trabalhosa, tendo em vista que conhecemos o comprimento de todas suas

arestas.

Figura 75 — Rombicosidodecaedro: altura da piramide .

Note que a altura d da pirdmide @ é facilmente determinada pelo teorema de Pitagoras.

d? =y? - (aT\/§> . (6.99)

Pois, temos

E importante perceber que o pé da altura em questdo é também baricentro da base,
pela regularidade das arestas laterais da pirdmide, pela regularidade das arestas da base e pelo

fato da altura ser perpendicular & mesma. Logo,

d?=a?. 5+5 _a_z_a2. M
- 8 3 24

/14 4+ 61/5 3+v5

Dessa forma, o volume da piramide ¢ é encontrado do seguinte modo:

s (V3) (3+VB)  , (345
a'(ﬁ>'<4\/§>_a'< 3 ) (6.101)
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Volume do dodecaedro A:

Ja sabemos calcular o volume de um dodecaedro dado sua aresta, por 6.23. Em especial

v(A) =a®. (M> : (6.102)

para A, temos

4

Portanto, temos agora informacdes suficientes para determinar o volume do rombicosi-

dodecaedro pelo segundo método que propomos. Sendo este volume dado por

v(A)+12v(8) + 30v (0) + 20v ()
_ (15+7\/5> 1 (15+5\/§> \ 20, (\/58+1> \ 9. (3+\/5>

4 16 48

B (45+21f5+135+45\/5+45\/5+45+15+5\/5> _ (240+116\/5>
N 12 T 12

=a®. <w> . B (6.103)

6.11 Rombicuboctaedro

O rombicuboctaedro pode ser obtido pelo o afastamento das faces de um cubo ou
no octaedro regular. Portanto, a estratégia que utilizarmos para obter o volume deste sélido

estara dependente do volume de um cubo ou octaedro.

Figura 76 — Rombicuboctaedro.

-—

Assim como fizemos para o rombicosidodecaedro, aqui também apresentaremos duas
formas distintas de generalizar o volume do rombicuboctaedro mediante o comprimento de
sua aresta. A primeira dessas estratégias segue o modelo mais tradicional deste trabalho, ou
seja, a partir de um sélido platénico (um cubo Q, nesta situaco) iremos calcular seu volume e

subsequente efetuar o desconto de volumes excedentes de modo a encontrarmos o volume do
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rombicuboctaedro. Ja a segunda estratégia, sera desenvolvida sobre a forma como o sélido é
obtido. Dessa forma, iremos inicialmente determinar o volume de um cubo (A) e em seguida

calcular o volume complementar gerado pelo afastamento das faces.

Para desenvolvermos a primeira estratégia é essencial que saibamos o comprimento da
aresta do cubo Q. Nesse sentido, iremos tomar a seguinte sec3o transversal (figura 77) do
rombicuboctaedro de aresta a, paralela 3 uma das faces quadradas que originalmente compunha

um cubo.

Figura 77 — Rombicuboctaedro: secdo transversal.

4 4

Na figura 77, representamos a’ como o comprimento da aresta de Q) e x indica o

comprimento que as faces quadradas de um cubo devem ser ortogonalmente afastadas para o

exterior deste sélido, de modo a contribuir na construcdo rombicuboctaedro.

Pelo teorema de Pitagoras, é facil ver que

V2
x=a . (6.104)

Logo,

o =a- <1+ \/§> . (6.105)

Desse modo, temos
v(Q) = (a')? = a®- (7 + 5@) . (6.106)

Agora que sabemos o volume de Q, a conclusdo da nossa primeira estratégia esta
dependente do calculo de volume excedente. Para tanto, iremos criar dois grupos de sélidos.
O primeiro corresponde aos sélidos do tipo i enquanto o segundo sio os sélidos do tipo o.

Definidos a seguir.

W : prisma reto de base triangular, exterior a uma face quadrada do rombicuboctaedro e sob

as faces de Q.

0 : sélido limitado inferiormente por uma face triangular do rombicuboctaedro, lateralmente

por faces triangulares dos primas do tipo p e superiormente pelas faces de Q.
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Figura 78 — Rombicuboctaedro: delimitacdo de i e o.

Figura 79 — Rombicuboctaedro: prisma .

Volume de .:

Note que todas as arestas do prisma 1 sdo de comprimentos conhecidos. Portanto, o

volume deste sélido é facilmente determinado por

viw =4 -a=—. (6.107)

Volume de o:

O sélido o possui caracteristicas ndo habituais, porém todas as suas arestas tém compri-
mentos determinados. Além disso, destacamos o fato deste sélido possuir faces quadrangulares
(quadrados de aresta x) que sdo perpendiculares com as faces adjacentes. Tendo em vista que

limitamos o sélido por meio das faces do cubo Q e do prisma p.

Pelo fato de a maioria das arestas terem mesmo comprimento (x) e pela ortogonalidade
entre boa parte das faces, iremos complemnetar este sélido de modo a formar um cubo de

aresta x, como ilustramos na figura 80. Isso facilitara o calculo do volume.

Para tanto, iremos unir o sélido © (ABDEFGH) a uma pirdamide BCDH. Desse modo,

v(o) =x>—v(BCDH)
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Figura 80 — Rombicuboctaedro: sélido o.

(6.108)

a3_\/§_ 3 5\/§
R 7

Com isso, temos todas as condicdes de determinar o volume do rombicuboctaedro,
pela seguinte relacdo
v(Q)—12v (u) — 8v (o)

:a3-(7+5\/§>—12~az3—8-a3- <@>

e (21+15ﬂ—9—5\/§>
peS -

s [12+10v2
—a .<—3 ) | (6.109)

Para o desenvolvimento da segunda estratégia, adicionaremos ao volume de um cubo
A, de aresta a, um volume complementar, gerado pelo afastamento das faces de A. Para tanto,
é importante observarmos que, quando as faces de um cubo s3o afastadas para a construcio
do rombicuboctaedro, os espacos vazios sdo cobertos por doze faces quadradas e oito faces
triangulares (todos sélidos com mesmo comprimento de aresta do cubo base). Desse modo,
para o calculo do volume complementar iremos calcular os volumes exteriores ao cubo A e sob

as faces quadradas e triangulares do rombicuboctaedro.

Note que podemos tomar a regido sob as faces quadradas, paralelas a A, como um
conjunto de um prismas retos ¢ de altura x. A regido complementar sera um conjunto de

pirdmides 6 e um conjunto de prismas retos & de bases triangulares (figura 81).
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Figura 81 — Rombicuboctaedro: expansdo do cubo A.

Os volumes destes sélidos s3o facilmente determinados, uma vez que as caracteristicas

e dimensdes sdo conhecidas. Com tudo, temos

v((p):a.XZa.a.Tza .7. (6110)
x? ad

Ja para a pirdmide 0, é importante lembramos que tomamos ¢ e 6 como prismas retos,

fazendo com que a piramide tenha trés arestas perpendiculares em um vértice. Logo,

2
_L Y2
v(0) = g X=a o (6.112)

W] =

Portanto, o volume do rombicuboctaedro sera dado por

V(A)+6v(@)+8v(0)+12v(d)

V2 V2 1243
_ 3 3, v 3, v
—a’+ 6a (2 + 8a 94 + 1

_3a3+9a3-\/§—|—a3~\/§+9a3
- 3

=a’- <M> . (6.113)

3

6.12 Cubo snub

Até aqui, os conceitos da geometria plana e espacial foram suficientes no sentido
de desenvolvermos generalizacdes para os volumes dos sélidos arquimedianos apresentados.
Entretanto, a técnica de snubficacdo torna o processo de generalizacdes do calculo de volume

ndo muito pratico por essas areas da geometria. Desse modo, para os sélidos arquimedianos
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Figura 82 — Cubo snub: operacdo de snubficacdo sobre um cubo.

e — ———
A
N
(a) Expansdo das faces. (b) Rotagdo das faces. (c) Preenchimento dos espacos

vazios com tridgulos equilateros.

obtidos por tal técnica, desenvolveremos nosso raciocinio alicercado em conceitos da geometria
analitica.

Além disso, a partir de agora, a natureza do sélido n3o influencia 0 modo como iremos
proceder com os calculos. Ou seja, ndo é fundamental saber qual sélido platénico deu origem
ao sélido arquimediano. Assim, ainda que saibamos que o cubo snub & um sélido de Arquimedes
obtido pela operacdo de snubficacido efetuada sobre um cubo ou no octaedro regular, ndo

utilizaremos esta informagdo para nos auxiliar no desenvolvimento dos calculos.

A estratégia que desenvolveremos para encontramos o volume do cubo snub, consiste
em posicionar o sélido exatamente na origem do sistema cartesiano tridimensional. Em seguida,
construiremos todos os segmentos que partem da origem e chegam aos vértices do sélido. E
pela regularidade de um cubo, juntamente com a uniformidade da operacdo de snubficacio

sobre as faces do mesmo, temos todos os segmentos supracitados com mesmo comprimento.

Apoés a construcdo dos segmentos, percebemos que eles formam pirdmides com as
faces os quais intersectam. Assim, com base nesta estratégia, teremos seis piramides de base
quadrada e trinta e duas pirdmides de base triangular. Portanto, é suficiente determinarmos
o somatdrio dos volumes das trinta e oito pirdmides para encontramos consequentemente o

volume do cubo snub.

Dessa forma, devemos determinar o volume de dois conjuntos de pirdmides o e W,
piramides de base quadrada e triangular respectivamente. Porém, ainda precisamos de dados
numeéricos relacionados as caracteristicas dessas pirdamides. Nesse sentido, com base na
informac3o de [15], temos as coordenadas dos vértices para um cubo snub, centrado na origem

de um sistema cartesiano, destacados no quadro 1.
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Figura 83 — Cubo snub: pirdmides u e o.

Quadro 1 — Cubo snub: coordenadas cartesianas.

Lt +
-L-t7) [ (L-t-1) [ (-t 7,1

t

B (Lt (; | 10
(L=t [ (511 [ (L)
D| (L7,-Y) (:%—1»—t) (L-15)
El (L) | Gul) | (b))
Fl-od) T ) | )
G ) T EL) [ ()
H tl

Ressaltamos que t trata-se da constante de Tribonacci! cujo o valor é

14+ v/19—3v/33+ /19 + 3V/33
B 3

~ 1,839286755214161. (6.114)

Levando esses dados para um software com ferramentas da geometria dindmica, pode-
mos visualizar facilmente como as coordenadas do quadro 1 determinam o cubo snub, assim

como podemos visualizar claramente as coordenadas dos conjuntos de pirdamides e 0. Desse

modo, asseguramos que:

e Os veértices Ay, Ay, By, Bo e O = (0,0,0), definem uma piramide o;

e Ja os vértices Ay, By, E3 e O = (0,0,0), definem uma pirdmide .

1 Os numeros de Tribonacci s3o definidos pela relacdo de recorréncia T, = Ta_1 + Tn_2 + Tn_3, em que

1:T1=T2,T3=26TLZ4[15].
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A partir desses vértices, temos informacdes suficientes para calcular o volume das
piramides e consequentemente do cubo snub. Para tanto, utilizaremos o produto misto vetorial,
para o qual a interpretacdo geométrica do resultado indica o volume de um paralelepipedo

definido pelos vetores utilizados na operacio.
Volume da pirdmide u.:

Figura 84 — Cubo snub: piramide .
0

B,

\

Note que os vetores AsB;, AsEs e AyO definem um paralelepipedo. Além disso,

perceba também que o volume de uma pirdmide p é a sexta parte do volume deste sélido.

Tendo em vista que o volume de 1 é um terco do volume do paralelepipedo para bases comuns,
no entanto a base de p é duas vezes menor que a do paralelepipedo. Desse modo,
)(Aﬁ,1 x Agks) Azd‘

6
Pelos dados do quadro 1, os vetores sdo facilmente determinados

— 1 1 1—1t 1+t

— 11 1—t2 1—t
AzEgZ(—t—f—E,{—l,l—t):( ,T,l—t),

1 1
A,0 = (0+E,0—1,0—t) = (;,—L—t) : (6.116)

v(p) = (6.115)

Logo,
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(AQB1 X AzEg) - A50 = |1 1t (6.117)
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Podemos determinar o valor do determinante pelo teorema de Laplace, efetuando o
desenvolvimento laplaciano ao longo da primeira linha da matriz. Assim, o volume da pirdmide

iwem funcdode t é

ovin) = (0" (L) o=+ - ooy () @ -+ (S |0
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t+1 B—t+t—1 3 —t—1
_ . _ . 11
O+( n ) ( n ) = v(u 62 (6.118)

Volume da pirdmide o:
Figura 85 — Cubo snub: piramide o.
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Analogamente, o volume da piramide o é dado por

‘(AZA{ « A2B1> . A0

— 6.119
v (o) 3 ( )
Como AyB; e A2O ja sdo conhecidos, determinaremos apenas AsA; com o auxilio do
quadro 1.
— 1 1 1+t 1—t
AgA| = <E—|—1,—1+E,t—t) = (T,T,O> . (6.120)
Assim,
| w2 g
1 -1 —t
t

Novamente desenvolvendo o laplaciano pela primeira linha da matriz, vem o valor do volume

de 0 em funcdo de t.

3v (o) = (=)' (”Tt) S(t+1)+ (=)' (“Tt) (t=1)+0

- - v(o) = . (6.122)

1+ 2t + t2 t—1—t2+t 22+ 2
B = 3t

Portanto, como posse do volume dos dois conjuntos de pirdmides que definimos,

podemos afirmar que o volume do cubo snub em funcdo da constante de Tribonacci é

32v (u) +6v (o)
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_ 39 th+ti—t—1 e 2t +2\  16t* +16t3 — 16t — 16 + 12t + 12t
B 6t2 3t ) 3t2

16t* + 283 — 4t — 16
N 3t2 '

(6.123)

Este resultando ainda n3o é satisfatério para nés, porque expressa o volume de um
cubo snub especifico e além disso, o pardmetro t ainda n3o nos diz muito sobre a aresta do
sélido. Portanto, para que tenhamos uma generalizagdo da férmula para qualquer cubo snub de
aresta conhecida, devemos encontrar o valor da aresta do sélido arquimediano que construimos

_ —
pelas coordenadas do quadro 1. O qual equivale a norma de um vetor como A3B;.

— 1—t\? [/1+t\? 1—2t+ 12414+ 2t + 12 2t2 4+ 2
S R S R e R

Para generalizarmos nossa conclusdo para um cubo snub (Q) qualquer de aresta a, é

importante notarmos que a expressdo do seu volume tem a seguinte caracteristica
v(Q)=a® A, comA € R,. (6.125)

Desse modo, para o cubo snub definido pelas coordenadas do quadro 1, temos

—— 16t* + 28t3 — 4t — 1
(IRl])” 2= ===

3
A 16t* 4 28t° — 4t — 16 t2
B 3t? 2t2 + 2

16t + 28t* — 4t2 — 16t 8t° + 14t* — 2t2 — 8t
A= * = + ~ 7,889477399975392. (6.126)
6-(2+1)-vV222+2 3-(2+1)-V2t2+2

Pela extens3o da igualdade em 6.114, j4 é satisfatério utilizarmos a aproximagio dada

em 6.126. Com isso, o volume de um cubo snub qualquer de aresta a, é

v(Q) = a® - 7,889477399975392 u.v. W (6.127)

6.13 Dodecaedro snub

Como seu nome indica, o dodecaedro snub também é obtido pela operacdo de snubfica-
cdo sobre um dodecaedro regular ou no icosaedro regular. Portanto, sob a mesma justificativa
que utilizamos para o cubo snub, procederemos nossos calculos com suporte de conceitos da
geometria analitica. Além disso, utilizaremos a mesma estratégia de obtencido do volume por

meio do desmembramento do sélido em pirdmides.
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Figura 86 — Dodecaedro snub: operacdo de snubficacdo sobre um dodecaedro.
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(a) Expansdo das faces. (b) Rotagdo das faces. (c) Preenchimento dos espagos va-
zios com tridgulos equilateros.

Nesse sentido, é fundamental que saibamos as coordenadas dos vértices de um dodeca-
edro snub centrado na origem de um sistema cartesiano tridimensional. Para tanto, tomaremos

as coordenadas indicadas em [5] as quais apresentamos no quadro 3.

As coordenadas indicadas para o dodecaedro sdo dadas por expressdes um pouco
extensas, o que torna a anéalise dos dados cansativa. Portanto, optamos por condensar essas

coordenadas com base nas igualdades do quadro 2.

Quadro 2 — Dodecaedro snub: expressdes auxiliares para compreensio das coordenadas.

w2 () e () ()
b:2~(£<p+<p2+{g) i=—(%)+(acp+cp2+%)-cp—1
NG I GRS G

o= (5)(eorareg) ot s (i) (23E)

( )
fz—(a;é)+(5(p+q)2+%)-(p+l m = (E:pé)-l—(é(p—i-(pz—i-%)-(p—i-l

9=(£—%>-@+(£@+@2+%>—$ n=(£—§)-cp—(£cp+cp2+ﬂg—)+$

Onde a constante @ é a razdo aurea e & é a solugcdo da equagdo 6.128

£ — 28 = . (6.128)
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Os valores das constantes s3o

1+5
= +2\/_§1,618033988749895,e (6.129)

. P =5 . © =5
£ g+T” +° g_T” ~ 1,715561499697368.  (6.130)

Quadro 3 — Dodecaedro snub: coordenadas cartesianas.

1 2 3 4 5
(_a»b>2) ( d) €) ( f 9, ) ( )J) ) ( ]' m, Tl)
((l, _b>2) (C»_d) 6) (f>_9> ) ( 1, — ) (l —m, Tl)
((l,b,—2) (C»d _e) ( y 9y — ) (1 ]) ) (l m, — )

(—Cl, _b)_2) (_C>_d3_e) ( f —0, h) ( ]) k) ( l) —m, TL)

(_2) a)b) (—G,C, d) (_h> f»Q) (_k) i) ) (—TL, l) m)
(2) —a, b) (e) —C, d) (h) _f> 9) (k) _i) ) (TL, _ly TTL)
(2) a, _b) (6, Cv_d) (h) f)_g) (kv i) _J) (Tl, l» _m)

(—2,—0, _b) ( € _C)_d) (_h) _f’_g) (_k _l _]) (—T‘L, _l) _m)
(—b,2, (l) ( d e,c) (_g>h> f) ( J»k l) (—TTL, n, l)
(b> _2) (1) ( —€, C) (9) _ha ﬂ (]) _k 1) (ma —_n, U
(b>2>_a) (d €, _C) (9)h> _f) ( ) (m, n, _U

(_b)_Z)_a) (_d) —€, C) (_9)_h) _f) ( ]) k> ) (_m) —n, _U

= R—|—| | O] | m| T 0| | >

A partir das coordenadas indicadas no quadro 3, podemos utilizar um software com
ferramentas da geometria dindmica para visualizar o dodecaedro snub no espaco tridimensional.
Além disso, pelo fato da estratégia que utilizaremos para determinar o volume deste sélido
ser a mesma que utilizamos para o cubo snub, podemos também visualizar as coordenas das

piramides que compdem o sélido arquimediano em quest3o.

Uma observacdo importante é que todos os vértices sdo equidistantes do centro do
sistema cartesiano, pelo fato de a snubficacdo operar de forma uniforme sobre as faces de um
dodecaedro. Isso nos da a liberdade de calcular o volume de uma pirdmide especifica e ndo

todas as piramides construidas.

O dodecaedro snub, é composto por oitenta faces triangulares e doze faces pentagonais,
assim, segundo nossa estratégia, devemos calcular o somatério do volume de noventa e duas
piramides. Entre as quais ha pirdmides de base pentagonal e triangular, respectivamente

piramides o e . Para as quais calcularemos os volumes novamente pelo produto misto vetorial.

ASSEgU ramaos que:

e Os vértices Iy, Iy, I3, Iy, I5 e O = (0,0, 0), definem uma pirdmide o.

e Ja os vértices I3, I4, F5 e O = (0,0,0), definem uma pirdmide p.
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Figura 87 — Dodecaedro snub: piramides 1 e o.

Volume da pirdmide u.:
Figura 88 — Dodecaedro snub: piramide .

0

s . )
Note que os vetores Ol3, OI4 e OF5, definem um paralelepipedo 0. Além disso, os

pontos I3, I4 e O definem um tridngulo, o qual podemos tomar como base da pirdmide .

Desse modo, —y —\ ——
oo (@
(@ X O—>I4) - OF;5

£ ke g1
R ) _( (pg)+(£(p+(p2+%).@+1

(=
(“*“”‘“2) —(‘E;%)+(£<p+cp2+%)-cp—1
(s

@ 1
QP4 L ) (5 g>+(£(p+(p2+%).(p+l
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O desenvolvimento deste determinante é simples, porém trabalhoso, assim, usaremos as
constantes reais « e 3 indicadas em 6.132, para simplificar nossos célculos e por fim, usaremos

uma aproximacio para o resultado, tendo em vista que as constantes & e ¢ s3o relativamente

a=(e-¢)e

extensas e irracionais.

B=<5@+@2+%>. (6.132)
Logo,
—ap—B++ —at+l—@ —24Be+1
— =
(OlngI4)~ Fo=|—ap—B—1 a—B—¢ —S4po—1| (6.133)
occp—B—I—% —oc—%+(p o The+1

Agora, pelo teorema de Laplace, podemos desenvolver o laplaciano pela primeira linha da
matriz. O que ird gerar uma expressdo bem extensa, tornando sua apresentacio respeitando as
margens da pagina, desagradavel. Portanto, expressaremos apenas o resultado da operacio,

mas ao leitor interessado, o desenvolvimento estad disponivel no apéndice A.1.

= v (u) & 66, 18377433778738 w.v. (6.134)

Como o e 3 sdo irracionais, para a expressdo 6.134 teremos uma aproximacdo do valor

real.

Volume da pirdmide o:

Figura 89 — Dodecaedro snub: piramide o.
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Os pontos I, I, I3, 14, I5 e O, definem uma piramide 0. Assim, ndo podemos utilizar

todos esses pontos simultaneamente para definir um paralelepipedo, e consequentemente aplicar



Capitulo 6. 117

o produto misto vetorial nos vetores que o definem, objetivando calcular o volume de o. Desse
modo, calcularemos o volume dessa piramide desmembrando-a em trés novas piramides o7, 09

e 03. As quais sdo definidas pelos seguintes pontos:

O1: Il, 12, 13 e O;
O9: Il, 13, I5 e O;

03 Ig, I4, I5 e O.

A escolha do desmembramento da pirdmide o desta forma, justifica-se pelo fato de
podermos aplicar o produto misto vetorial de forma explicita, tendo em vista que podemos

escolher bases triangulares. Assim, podemos afirmar que o volume de o é

v(o) =v(o1) +v(o2)+v(o3). (6.135)

Pela regularidade da face pentagonal de o, juntamente com o fato de todos seus
vértices serem equidistantes do ponto O, concluimos que os volumes de 07 e 03 s3o iguais.
Logo,

v (o) =2v(o1) +v (02

(|(01<08) -0x]\  (|(oT « oF) -oF)|
5 + 5 (6.136)
Assim, temos leo_lz’ .0l
—2~<£<o+<92+%) 2 2-(2-1)
| (5E) - (ererr ) ot —(e-d)or(eorerrg) et (1) (2Tt )
(et o (eoreng)ad (b (BT e () w (ot et ) 0t
28 2 20t
= X —Bo+1l —ap+B+i atLio (6.137)
—xp—B+i —a+tb-0 —24+Be+1

Novamente pela extensdo do desenvolvimento do determinante, o apresentamos no apéndice
A.2.
= v (0y) = |—69, 3167239607116 = 69, 3167239607116 w.v. (6.138)
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— =\ =
Analogamente, <011 X OI5> - Ol3

—28 2 20

=l —o-Be—-1 xp—P+, atg -0

—ap—B+i —xt+l—@ —24+Bp+1

= v (0y) = [112,1568153572256| = 112, 1568153572256 u.v. (6.139)

Logo,
v (0) = 250,7902632786488 u.v. (6.140)

Portanto, volume do dodecaedro snub construido de acordo com as coordenadas

cartesianas do quadro 3 é dado por

80v (n) +12v (o) = 8304, 185106366775 u.v. (6.141)

Desse modo, determinamos o volume de um dodecaedro snub com coordenadas
conhecidas. Entretanto, procuramos uma generalizacdo para qualquer dodecaedro snub de
aresta conhecida. Assim, é importante notar que o volume de um dodecaedro snub (Q)

qualquer de aresta a tem seu volume dado por
v(Q)=a® A comA €R,. (6.142)

Portanto, precisamos apenas determinar A. O que podemos fazer, sabendo o comprimento
da aresta do sélido definido pelas coordenadas do quadro 3. Nesse sentido, iremos calcular a

—
norma do vetor I3l,.

50| = (g — (=302, (=102, (F 1) = \/(—%)2+ (m_ %)Z (—2)?

4 402@? — 8B +4p%  4@r  \/4o2@® — 8P + 4B+ 4e? +4
VT @2 T T ¢

N HI;;—LIH ~ 6,043738084132765 1L.c. (6.143)

Logo,
A= 80v (n) +12v (o)

(=

Portando, o volume de um dodecaedro snub qualquer de aresta a é aproximadamente

~ 37,616649962733355. (6.144)

v(Q) =~ o® - 37,616649962733355 u.v. W (6.145)



7 Conclusio

Uma boa compreensdo de formas tridimensionais nos auxilia ndo s6 no contexto
académico, como até mesmo em atividades simples do nosso cotidiano, como projetar se é
possivel ou n3o passar a frente de um veiculo em movimento, percebendo informalmente dados
de distancia e velocidade. Desse modo, fortalecer a base cientifica de informacdes relacionadas
a geometria, € uma forma de enriquecimento n3o s6 intelectual, mas também para o exercicio

de atividades basicas como locomog3o.

Logo, nesta dissertacdo, procuramos colaborar para o enriquecimento da geometria
expondo pontos ainda pouco explorados. Nesse sentido, procuramos inicialmente fazer com
que o leitor se sentisse confortavel durante a leitura, por meio de uma revisdo dos conceitos que
consideramos elementares, porém de grande importancia na compreens3o de todo raciocino
desenvolvido nas linhas de calculo. Além disso, definimos o que s3o os sélidos de Arquimedes,
mostramos que dentro de delimitacdes ha somente treze sélidos e por fim, esclarecemos como
estes sélidos sdo obtidos a partir de sélidos platénicos. Feito isso, em nossa percepcio, o leitor

ja poderia acompanhar todo o raciocinio no decorrer da anunciacdo das férmulas encontradas.

Apesar que para boa parte dos sélidos arquimedianos o raciocinio ndo exige muita
experiéncia geométrica, percebemos que foi conveniente esta revisdo preliminar, pois desta
forma, podemos alcancar um maior namero de leitores dependendo menos do seu grau de

habilidade matematica.

Para o desenvolvimento das generalizacbes de férmulas para o volume dos sélidos,
procuramos deixar bem explicito cada linha de calculo, evitando o maximo que o entendimento
do raciocinio dependesse menos das experiéncias matematicas do leitor. Além disso, n3o
poupamos no atributo de figuras para ilustrar cada ideia descrita. Assim, acreditamos ter
alcancado satisfatoriamente nossos objetivos como um todo. Visto que, conseguimos mostrar
que, é possivel demonstrar como o volume dos sélidos de Arquimedes se relacionam com o
comprimento de suas respectivas arestas, utilizando desde conceitos basicos da geometria
até algo mais apurado, como o calculo vetorial. Com isso, validamos a hipétese formulada

inicialmente.

Diante disso, percebemos que explorar sobre sélidos semirregulares € uma rica fonte
para o ensino de geometria, visto que, durante a construcdo da dissertacdo, a base de trabalhos
publicados, principalmente em lingua nativa, € muito limitada especialmente no que diz respeito
ao volume. Assim, aos professores e alunos dos mais variados graus de instrucdo, podem
debrucarem sobre este trabalho, obtendo mais uma forma de estudar geometria, ampliando
sua visdo do que é mais comum, para que tenhas sobre a geometria um olhar mais holistico e

sobre os poliedros uma diversificacdo ao pensar sobre poliedros convexos.
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No que se refere a quantidade de trabalhos publicados sobre o tema desta dissertacdo,
externamos nosso incdmodo sobre esta questdo, pelo fato da riquissima fonte de conhecimento
matematico n3o incluido nos curriculos de ensino de matematica no Brasil, em diferentes niveis
de educacdo. Restringindo a difusdo dessa parte da geometria, fazendo com que até mesmo

professores de matematica ndo conhecam esses curiosos e interessantes sélidos geométricos.

Portanto, concluimos que tudo exposto neste trabalho agrega na ampliacdo do nosso
olhar para a geometria, bem como mostramos como a matematica pode ser mais explorada.
Fazendo com que aulas de matematicas possam ser enriquecidas, através de outras aplicacées
de conceitos ja conhecidos, uso de softwares da geometria dindmica. E por fim, percebemos
neste trabalho uma boa opgdo de estudo sobre os sélidos de Arquimedes, tendo em vista a

escassez de publicacdes sobre o tema.
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APENDICE A - Dodecaedro snub

A.1 Apéndice - Dodecaedro snub: volume da pirdmide n
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A.2 Apéndice - Dodecaedro snub: volume da pirdmide oy

(o1 o) .on
2
— ()M (—2p) {ocz—ocﬁcﬁ—o«p—“—ﬁ+f52<p+r5—%+f3+1—(—ocz—“—ﬁ ao+ PP ap—p- cp)}
® ® () () () @?
2 2
bz | ap e S ap Bt po— S4Bt 1~ —ap-a - b —po+ 24 B 1))
® () ® ® ® @?
2
+ (—1)”3-2oc~[%—%§+a+aﬁcp—62+ﬁcp2—oc+$—cp—(ach2—ocﬁcp—oc+ocﬁcp—Bz—%—owr%Jré)}
1 oap p? ) (oc2 3a B? f’)
— _98. ] R LA o (& yoap 22 L
B < — o+ B + 2B o7 +(p - ;T oap+ @ (p2+ of3 " B2p? + B + ol + ag? +(p e
2
+ 20c«(1—a—E+2a+aB@+B@2+E—@—a2(p2—i2>
¢ @ ® @
ocB 2B 2aﬁ2 3 20> 6a 232

= —40’p 4+ 2ap e —2p3p — 4P + +(PT—20c[3(p 2B ¢ 2—?—#?—4&[3—#2[32 @2 — 202 — 20 ¢p? —?

(P ¢

2 2 2 2 2
— 2[5(p+(?[3+ “26+4ocz—|—20¢2[5(p+20(f3(p2+%B—Zoc(p—Zoc(p —(7026

= v(oy) = |69, 3167239607116| = 69, 3167239607116 u.v.



A.3 Apéndice - Dodecaedro snub: volume da pirdmide o9

(o1 x O13) - Oy

2
— (—1)M. (—2p) - [o<2+ocf3<pz+oc<p+“—ﬁ—fiz@—ﬁ—%+ﬁ+l—(—oc2—°‘—ﬁ+oc<p+—ﬁ+ﬁ——f5—occp B+<p)]
® () ® ® ® @2

o [ gt ap pre? e+ S po—1— _ P i “ﬁ_ﬂ
+ (=1 2{2 o (p+oc[5 B e [5<p+(p B —1 (oc(p B + ae® — of (p+[5(p—}—(p—|—(p2 1

¢
’ 1
+ (—1)”3-20c~{i—“—§+o«+ocﬁcp—f52+ﬁcp2+oc—ﬁ+cp—(—oc2<p2+o<fscp—oc—ocr5<p+BZ—E+a—E+—2>]
¢ ¢ @ ¢ ¢ @
xf 1 p? 2) (0‘2 x 2 9 2 s B® B
= 2B (aB@’+ e+ — + ——+———— -2 S +20p—— =P =P+ P —xp "+ ———
B <B<P 5 — B +2pB o 2 © o7 " P
2 1
- 20c~(1—(x—E+20c+oc[3(p—2f32+Bcp2+E+<p+oc2(p2——2)
¢ @ @ @
2032 2 20 20 2
= —20pe’— B aprp—apr+ 28 2B L2 g 2O a4 2% 1 apte? 4 6B — 2% + 2’ — 2o 1 2
@ o2 9 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
203 20 2 2
+ %— zf +4o<2+2o¢2f5<p—4oq32+2a(5<p2+—zﬁ +20((p—|—20(3(p2—(?o;

= v(0o9) = |112,1568153572256| = 112, 1568153572256 w.v.



ANEXO A — Volume de um paralelepipedo

Teorema A.0.1. Seja p um paralelepipedo de base B e altura h. Entdov(p) =A(B)-h

Demonstracdo. Fagamos a prova em varias etapas.

1. p & um paralelepipedo reto retdngulo, cujas arestas tém comprimento a, b, ¢ € N:
particionando p em abc cubos de aresta 1, segue dos postulados 1. e 2. de medigdo de
volume que

v(p) = abc = A(B) - h.

2. p & um paralelepipedo reto retangulo cujas arestas tém comprimentos a, b, ¢ € Q: sejam
a=3 b=2tec= E, com m, n, p, q € N. Empilhemos gq* cépias de p, de modo a
obter um paralelepipedo reto retangulo 6 de arestas m, n e p. O item 1, juntamentte

com os postulados 1. e 2 de medicdo de volumes, fornece
v(p) =v(8) =mng

e, dai
mn
v(p) = ng — A(B) - h.

3. p & um paralelepipedo reto retdngulo cujas arestas tém comprimentos a, b, ¢ € R: sejam

(@n)ps1r (Bn)ysp € (cn), > Sequéncias de nimeros racionais, tais que a, < a, by <be
ch<cparatodoneN,ea, — a, b, > bec, — cquando n — co. Seja, ainda,
pn um paralelepipedo reto retdngulo contido em p e com arestas de comprimentos a,,,
b, e ch. O item 2, juntamente com o postulado 3. de medicdo de volumes, fornece,

para todo n € N,
V(p) > V(pn) = apbncn.

Mas, como tal desigualdade é valida para todon € N e a,b,c,, — abc quando n — oo,

fazendo n — oo em tal desiguladade, obtemos v(p) > abc.

Por fim, utilizando sequéncias (ay,),~;, (bn),>; € (cn),>; de nimeros racionais tais que
a,>a,b,>b, ¢, >cparatodoneNea, — a, b, —b,c,— cquandon — oo,

concluimos analogamente que v(p) < abc. Portanto, v(p) = abc =A(B)-h..

4. p & um paralelepipedo qualquer: seja p’ um paralelepipedo reto retangulo de mesma
altura h que p, cuja a base B’ € um retangulo de area igual 4 area da base B de p e tal
que B e B’ estejam contidas em um mesmo plano &, com p e p’ contidos em mesmo

semiespaco, dos que « determina.



Capitulo A. 127

Se ' & um plano paralelo a «, a igualdade das alturas dos dois paralelepipedos garante
que pNa’ # @ se, esé se, p’Na’ # ©@. Ademais, quando tal ocorre tais intersecdes sdo
quadrilateros respectivamente congruentes a B e B’, logo, tém areas iguais. Portanto, o

item 3, juntamente com o principio de Cavalieri II, garante que

v(p) =v(p') =A(B)-h=A(B)-h.

[10, p-339] n
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