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Resumo

Os numeros estao presentes nas mais variadas situacoes das nossas vidas, e por nor-
malmente ser algo essencial os utilizamos de modo natural. De maneira natural e intuitiva
também os utilizam diversos estudantes de diferentes niveis e dreas em suas rotinas, as
vezes sem ainda terem se deparado com uma formalizacao destes numéros. Como al-
ternativa de consulta e exclarecimento para variados publicos, em especial estudantes de
ensino médio, visamos aqui apresentar uma construcao dos conjuntos numéricos e algumas
aplicacoes destes. Para isso consideraremos conhecido o conjunto dos niimeros naturais
e suas propriedades, utilizaremos relagoes de equivaléncia para construir os nimeros in-
teiros e os nimeros racionais, apresentaremos suas operacoes, definiremos uma ordem
e demonstraremos suas principais propriedades. Em seguida, construiremos, por meio
das sequéncias de Cauchy, o corpo ordenado completo dos niimeros reais. Para finalizar,
apresentaremos algumas desigualdades classicas, onde abordaremos diversas aplicagoes
dos conjuntos numeéricos construidos.

Palavras-chave: Conjuntos numéricos, relacoes de equivaléncia, sequéncias de Cau-

chy, desigualdades.



Abstract

Numbers are present in many situations of our lives, and as they are usually essential,
we use them naturally. In a natural and intuitive way, several students of different levels
and areas also use them in their routines, sometimes without having yet come across a
formalization of these numbers. As an alternative for consultation and clarification for
different audiences, especially high school students, we aim here to present a construction
of numerical sets and some applications of these. For this, we will consider the set of
natural numbers and their properties known, we will use equivalence relations to construct
the integers and rational numbers, we will present their operations, we will define an
order and we will demonstrate their main properties. Next, we will construct, through
the Cauchy sequences, the complete ordered field of real numbers. Finally, we will present
some classic inequalities, where we will approach several applications of the constructed
numerical sets.

Keywords: Numerical sets, equivalence relations, Cauchy sequences, inequalities.
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Introducao

A utilizacao dos numeros em nossa rotina é algo tao natural que o conhecimento
acerca destes aparenta ser uma caracteristica inata do ser humano. No entanto, como nos
mostra a historia, o desenvolvimento do sistema de numeracao que conhecemos foi lento
e bastante complexo.

Acredita-se que o conceito de niimero e o processo de contagem teve inicio bem antes
dos primeiros registros histéricos. De acordo com [8], é possivel que a forma mais remota
de contar se baseasse em algum método de registro simples, empregando o pricipio da
correspondencia biunivoca. Um exemplo bem conhecido desta nogcao de contagem ¢é a
correspondéncia entre animais de um rebanho e os dedos, ou pedrinhas, ou marcas em
pedaco de madeira, ou mesmo nés numa corda.

Com o passar do tempo, foi se desenvolvendo conhecimentos tedricos a respeito destes
nuameros, destaca-se inicialmente os sons vocais e os simbolos para representar as quanti-
dades de elementos de um determinado conjunto. Diversas civiliza¢oes desenvolveram seu
proprio sistema de numeracao, como exemplo podemos citar os babilonios, os egipcios,
0s Tomanos, os gregos e os maias. Mais detalhes podem ser encontrados em [8, 11], por
exemplo.

E destacado em [9] que apesar da variedade de maneiras utilizadas nas representagoes
numéricas, os cientistas da antiguidade foram capazes de desenvolverem fatos de extrema
importancia para a matematica. Podemos citar como exemplo de pensamentos consi-
deravelmente relevantes na histéria dos niimeros, a descoberta dos incomensuraveis pela
Escola Pitagorica no século VI a.C. e a criacao da Teoria das Proporgoes por Eudoxo de
Cnidos no século IV a.C, que tratava das grandezas incomensuraveis através da geometria.
Em [8, 11, 2] o leitor podera encontrar maiores detalhes.

Hoje, utilizamos o sistema de numeracao posicional decimal que é conhecido como
sistema de numeracao indo-arabico em referéncia aos hindus, que os inventaram, e aos
arabes, que os transmitiram para a Europa Ocidental. Os mais antigos registros histéricos
dos simbolos que originaram este sistema foram encontrados na fndia, em colunas de pedra
de um templo construido por volta do ano 250 a.C. No entanto, nao ha nenhum simbolo
para o zero, sendo este criado pelos hindus nos primeiros séculos da era crista. Nos anos
seguintes o sistema de numeracao indo-arabico se espalhou e seus simbolos foram sendo

modificados, até se estabilizarem da maneira que os utilizamos atualmente.



Com o avanco dos conhecimentos matematicos surgiu a necessidade de uma orga-
nizacao rigoroza do conceito de nimero. Como pode ser visto em [§], no século XIX
Richard Dedekind, Georg Cantor e Giuseppe Peano mostraram como o conjunto dos
nimeros reais pode ser deduzido a partir do conjunto dos niimeros naturais e este por sua
vez deduzido através de alguns postulados.

Em termos mais claros, Peano indicou que toda a teoria dos ntimeros naturais podia
ser deduzida por um conjunto de postulados, denominados axiomas de Peano. Veja mais
detalhes em [15, 14, 12, 9]. J4 Dedekind desenvolveu uma teoria que possibilita obter
o conjunto dos nimeros reais a partir do conjunto dos niimeros racionais, este método
ganhou o nome de cortes de Dedeking. Consulte [1, 9] para ver mais detalhes. Cantor
também construiu os reais a partir dos racioanais, mas por um caminho diferente, este se
baseou nas seqgéncias racioanis de Cauchy. Nesse texto, veremos o método apresentado
por Cantor.

O objetivo deste trabalho serd fazer a construcao dos conjuntos numeéricos, partindo
dos ntimeros naturais até chegar nos nimeros reais e apresentar algumas aplicacoes en-
volvendo os conjuntos construidos, para isso tomaremos [1] como base principal, seguindo
os passos da construcao apresentada pelos seus autores.

Iniciamos o primeiro capitulo apresentando os conjuntos numéricos. Em seguida,
assumimos como conhecido o conjunto dos ntimeros naturais e suas propriedades. Depois,
abordamos sobre relagoes de equivaléncia e suas caracteristicas. Por fim, é visto um pouco
sobre corpos, com destaque aos corpos arquimedianos e ordenados. Para mais detalhes o
leitor pode consultar [9, 12, 23, 15, 16, 7, 1, 10] por exemplo.

No segundo capitulo, por meio de uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto dos
nimeros naturais, construimos o conjunto dos niimeros inteiros, definimos suas operagoes,
uma relacao de ordem e apresentamos suas principais propriedades. Mais informagoes
podem ser encontradas em [1, 4, 9, 13].

O terceiro capitulo é dedicado ao conjunto dos nimeros racionais, sendo este criado a
partir de uma relagao de equivaléncia sobre os inteiros. Assim como nos inteiros, também
¢ definido as operacoes entre racionais e apresentada suas propriedades. Por fim, ao
definirmos uma ordem, mostramos que este conjunto é um corpo ordenado. Veja [1, 9,
19, 21].

O quarto capitulo inicia com uma abordagem acerca das sequéncias racionais de
Cauchy, seguindo com a definicao de uma relagao de equivaléncia no conjunto destas
sequéncias. O conjunto das classes de equivaléncia destas sequéncias é definido como o
conjunto dos nimeros reais e neste ¢ difinido duas operagoes e uma relacao de ordem,
o que nos possibilita concluir que tal conjunto é um corpo ordenado completo. O leitor
pode encontrar mais detalhes em [1, 2, 14, 15].

No quinto capitulo, apresentamos trés famosas desigualdades de nimeros reais (a

saber: a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, a desigualdade de Cauchy-



Schwarz e a desigualdade de Bernoulli) e como podem ser utilizadas para resolver diversos
problemas matematicos. Mais detalhes e diversos outros exemplos podem ser encontrados
em [3, 5, 6, 17, 18, 20, 22].

No sexto capitulo, finalizamos o trabalho com as consideracoes finais.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, trataremos de assuntos que servirao de base na construcao dos Capitulos
2,3 e 4. Primeiramente, apresentaremos os conjuntos numéricos. Em seguida traremos de
forma breve e superficial o conjunto dos niimeros naturais. Na sequéncia faleremos sobre

relacoes de equivaléncia. Por fim, é visto um pouco sobre corpos.

1.1 Conjuntos Numéricos

Nesta se¢ao nosso principal interesse é na defini¢do/apresentagao dos principais con-
juntos numéricos que serao trabalhado ao longo deste trabalho.

Numeros Naturais

O conjunto dos niimeros naturais, representado por N é formalmente conhecido como

sendo o seguinte conjunto:

N={1,2,3,4,5,6,7,...}.

O conjunto N estd ligeiramente ligado ao processo de contar. Com relagao a N, sao vélidas

as seguintes propriedades:

1. cada n € N possui um sucessor. Diremos que o sucessor de n é n + 1, i.e, é obtido

a partir de n somando uma unidade;

2. O nimero de elementos de N é infinito, pois para cada numero natural sempre é

possivel encontrar o seu sucessor, que ainda é natural.

No conjunto dos nimeros naturais estao definidas as operagoes de adicao e multi-
plicagao, ou seja, para cada par de nimeros naturais m e n sua soma m -+n e seu produto

m - n também pertencem aos naturais.

Observacao. A soma de dois nimeros m e n, que como dissemos anteriormente € repre-
sentada por m+n, € obtido a partir de um processo de contagem como sendo a reunidao de

todos os objetos representados por m e n. A grosso modo, a multiplicacao em N consiste



na repeticao da operacao de adi¢ao. Por exemplo, a multiplicacao de 2 por 3 € equivalente
a2+2+2o0ua3d+3.

Numeros Inteiros
O conjunto dos numeros inteiros, representado por 7Z, é a uniao entre o conjunto dos

naturais N com o zero 0 e o conjunto formado por todos os simétricos de N, i.e.,
7Z={-1,-2,-3,---}U{0} UN.
Dito isto, o conjunto dos ntimeros inteiros ¢ formalmente apresentado como
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Além das operagoes de adigao e multiplicagdo, apresentadas em N, aqui sera possivel
efetuar a operacao de subtracao, ou seja, para cada par de numeros inteiros = e y, a
subtracao de x por y, expressada por x — y, é também um numero inteiro, obtido como
sendo a soma de x com —y.

Numeros Racionais No Capitulo 3 desta dissertacao abordaremos com mais deta-
lhes o conjunto dos numeros racionais. Adiantando algumas formalidades, o conjunto
dos numeros racionais, representado por Q, é definido como sendo o seguinto conunto

numérico:
Q= {%;a,be Z., com byéO}
ou

Q:{%;a,bez, combeN}.

Propriedades e operacoes em QQ serao estabelecidas no Capitulo 3. Portanto, podemos

entao definir o seguinte conjunto numérico: Niimeros Reais

R = {a;a = lim x,, onde x, € Q}
n—oo

1.2 Numeros Naturais

Como mencionado anteriormente, o conjunto dos niimeros naturais é denotado por N

e descrito como
N=1{1,2,3,4,...}.

Além disso, em N estd bem definida duas operagoes:
1. adi¢ao, m,n € N +— m +n;
2. multiplicagao, m,n € N+— m - n.

Com essas operagoes, N possui as seguintes propriedades para quaisquer m,n,p € N :

10



i) Associatividade:
m+(n+p)=m+n)+p e m-(n-p)=(m-n)-p.

ii) Comutatividade:

m+n=n+me m-n=mn-m.
iii) Lei do corte:

m+p=n+p=>m=ne m-p=n-p=1m=n.

iv) Distributividade: Para m,n,p € N, tem-se que
m-(n+p)=m-n+m-p.

Feito isso, podemos agora falar em ordem no conjunto N. Isto é, dados m,n € N, dizemos

que m ¢é menor do que n, e representaremos por
m <n,

se, e somente se, existe p € N tal que n =m + p.

A relagao de ordem possui as seguintes propriedades:
i) Transitividade: Dados m,n,p € N, segue que

m<nen<p=m<p.
ii) Tricotomia: Para quaisquer m,n € N uma e somente uma das seguintes alternativas
¢é verdadeira:

a) oum = n;
b) oum < n;

c) oun < m.

Outras duas propriedades bastante 1teis em conjuntos numéricos, véalida também em

N, diz respeito a monotonicidade das operacoes canonicas de N :

i) Monotonicidade da adi¢ao: se m,n € N, entao

m<n=m-+p<n-+p, VpeN.

11



ii) Monotonicidade da multiplicagao: se m,n € N, entao
m<n=m-p<n-p, VpeN.
No que segue, faremos a resolugao do seguinte exercicio:
Exemplo 1.1. Para quaisquer m,n,p € N
m+p<n+p=m<<n.

Demonstracao. Como, por hipétese, m + p < n + p, entao podemos usar a definicao de

ordem em N para garantir a existéncia de um nimero natural ¢ tal que
n+p=(m+p)+q

A partir dai, usamos as propriedades de associatividade e comutatividade para concluir

que

n+p = m+(p+q)

= m+(¢+p)
= (m+q)+p.
Aplicando a lei do corte obtemos que
n=m-+gq.
Assim, concluimos que n < m, pela definicao de ordem em N. O

Mais propriedades e interessantes exercicios relacionados ao conjunto N podem ser
encontrados em [2, 5, 9, 12, 13, 14, 15, 16], por exemplo.

Na sequéncia, trataremos sobre relacoes de equivaléncia, tema que terd fundamental
importancia nas construgoes abordadas nos Capitulos 2,3 e 4. Para isso, faremos uso dos
conjuntos numéricos e suas propriedades. No entanto, nos trés capitulos seguintes, onde
os formalizaremos a partir dos naturais, nao levaremos em conta o conhecimento acerca

destes conjuntos.

1.3 Relacoes de Equivaléncia

Sejam a e b dois elementos de um conjunto nao vazio A. O par ordenado
(a,b)

12



é formado ao se escolher um elemento (no caso a) para ser a primeira coordenada do par
e o outro elemento (a saber b) para ser a segunda coordenada do par.

Dados dois pares ordenados (a,b) e (¢, d), diremos que estes sao iguais se, e somente
se, suas primeiras coordenadas forem iguais e suas segundas coordenadas também. Ou
seja,

(a,b) = (c,d) & a=ceb=d.

Definicao 1.1. O produto cartesiano dos conjuntos A e B € o conjunto A X B cujos

elementos sao todos os pares ordenados (a,b). Assim,
Ax B={(a,b);a € Aebec B}.

Fica definido que Ax 0 =0e® x A=10.

No caso em que A = B, temos o produto cartesiano A2 = A x A.
Observagao. Nem sempre vale a igualdade A X B = B x A.

Exemplo 1.2. Sejam a,b elementos quaisquer, tal que A = {a} e B = {b}. Note que,
AxB ={(a,b)} e BxA ={(b,a)}. Assim, AxB = BxA se, e somente se, (a,b) = (b,a),

isto €, a = b, mas a e b sao quaisquer. Logo, nao necessariamente tem-se Ax B = B x A.

Exemplo 1.3. Sendo A = {1,2}, entdo
A2 =AxA= {(L 1)7 (17 2)7 (27 ]-)a (27 2)}

No que segue, apresentaremos o conceito de relagao binario que serd essencial para o

estudo de classes de equivaléncia.

Definicao 1.2. Uma relacdo bindria R num conjunto A € qualquer subconjunto do produto

cartesiano A X A, ou seja, € um subconjunto R tal que R C A x A.

Tomando A como definido no Exemplo 1.3, temos que R = {(1,1), (2,1)} é um exemplo

de relagao bindria em A.

Observacao. Caso R seja uma rela¢ao bindria em A e se (a,b) € R, escreve-se aRb,

para dizer que a estd relacionado com b. Portanto, (a,b) € R se, e somente se, aRb.

Definigao 1.3. Uma relagao bindria ~ em A diz-se relagcao de equivaléncia se satisfaz as

sequintes propriedades:
i) Reflexividade: a ~ a, para todo a € A;
i1) Simetria: Se a,b € A e a ~b, entio b~ a;
iii) Transitividade: Para a,b,c € A, se a~b e b~ ¢, entao a ~ c.

13



Exemplo 1.4. Em R? consideremos a sequinte relacdo:
(a,b) ~ (¢,d) < b—2a=d— 2c.

Afirmamos que a relacao acima € de equivaléncia. De fato, como b — 2a = b — 2a,
entao (a,b) ~ (a,b) para todo (a,b) € R%. Isto é, vale a propriedade de reflerividade.
Além disso, se (a,b) ~ (c,d), seque que b —2a = d — 2¢. Assim d — 2¢c = b — 2a, ou
seja, (c¢,d) ~ (a,b), que é a propriedade de simetria. Finalmente, se (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e, f), entdo b—2a = d—2c e d—2c = f—2e. Assim obtemos que b—2a = f —2e.
isto €, (a,b) ~ (e, f), e portanto vale também a propriedade de transitividade. Portanto,

podemos concluir que ~ € uma relacao de equivaléncia.

A definicao que segue, mostra que é possivel agrupar elementos de um determinado

conjunto em subconjuntos contendo elementos equivalentes.

Definicao 1.4. Seja a € A um elemento qualquer e ~ uma relacdo de equivaléncia em
A. O conjunto
la] :={x € A;z ~ a}

chama-se classe de equivaléncia de a pela relagao ~. Isto €, a] € o conjunto formado por

todos os elementos de A que sao equivalentes a a.

A fim de melhorar o entendimento sobre classe de equivaléncia, em sequéncia faremos

um exemplo.

Exemplo 1.5. Sejam a,b € Z. Considere a sequinte rela¢ao ~:
a~b<sa—b=3n,

para algum n € Z.

Verificaremos a partir de agora as trés propriedades que aparecem na Definicao 1.3.

(Reflezividade) Para todo a € Z, temos a —a =0 =3-0. Logo, a ~ a.

(Simetria) Sendo a ~ b, entao a — b = 3n para algum n € Z. Temos que, b — a =
—(a—0b)=-3n=3-(—n). Assim, b ~ a.

(Transitividade) Sejam a ~ b e b ~ ¢, entGo a —b=3m e b—c = 3n, onde m,n € Z.
Logo,a —c=a—-b+b—c=3m+3n=3(m+n)=a~c

Portanto, ~ € uma relacao de equivaléncia.
Note que,
[a] = {z€Z;x~a}

= {x€Z;x—a=3n, onden € Z}
= {x€Z;x=3n+a, onden € Z}.

14



Dessa maneira, obtemos as seguintes classes de equivaléncia:

0] = {x€Z;z=3n+0, onde n € Z}
= {z€Z;x=3n, onden € Z}
— {...,-6,-3,0,3,6,...},

1] = {x€Z;x=3n+1, onden € Z}
= =T -4 —1,1,4,7,. ),

2] = {#€Z;x=3n+2, onden € Z}
— [...,-8-5-22,58,...}.

Ou seja, esta relacao de equivalénvia ~ determina exatamente trés classes de equivaléncia
em Z: que deixam resto 0, que deixam resto 1 e que deixam resto 2 na divisao por 3.
Observe que o conjunto Z é decomposto em conjuntos disjuntos, por meio das classes de

equivaléncia.

Definicao 1.5. Seja ~ uma relagdao de equivaléncia num conjunto A. O conjunto quoci-
ente € o conjunto formado pelas classes de equivaléncia determinadas em A pela relacdo

~. Tal conjunto serd representado por A/ ~.
Vejamos um exemplo de conjunto quociente.

Exemplo 1.6. No Ezemplo 1.5 foi definido, em Z, a relagao de equivaléncia
a~b<s a—b=3n, onden € 7.

O conjunto quociente neste caso €

Z) ~={[0], [1], 2]} -
E comum, na literatura, denotar esse conjunto por Zs. Veja [7, 9]

Seguinte esta sequéncia, definiremos agora o conceito de particao de conjuntos.

Definicao 1.6. Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma familia P de subconjuntos de X é

uma particao de X se
i) 0 g P;
i) |JA=X;

AeP
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iii) Se A,B€ P e A+ B entao AN B =1.
Vejamos alguns exemplos de particao de conjuntos:

Exemplo 1.7. Dado o conjunto X = {1,2,3,4}. Entdo, sio exemplos de particio de X
0s sequintes conjuntos:

= {1}, 12,3}, {4}};

Py = {{1}, {2} {3} {4}};

Py ={X}.

Objetivamos a seguir, provar que por meio de uma relacao de equivaléncia sobre um
conjunto X determina-se uma particao de X. Também que vale a reciproca, isto é, que
a cada particao de um conjunto X ¢é possivel ser associada uma relagao de equivaléncia
sobre X.

Teorema 1.1. Sendo ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto nao vazio X, entao
X/ ~ € uma parti¢cio de X. Reciprocamente, para qualquer particio P do conjunto X,

existe uma relagao de equivaléncia ~ sobre X tal que X/ ~= P.

Demonstracao. Primeiramente, temos que:

i) Por ~ ser reflexiva e X # (), tomando a € X temos a ~ a e, assim, a € [a]. Logo,

[a] #D e fa] € X/ ~.

ii) Sejam [a] € X/ ~ e [b] € X/ ~, tais que [a] N [b] # 0. Se y € [a] N [b], entdo y € [d]
ey € [b]. Logo, y ~aey ~ b Assim, por transitividade, a ~ b. Portanto, a e b

pertencem a mesma classe de equivaléncia, ou seja, [a] = [b].

iii) Para qualquer a € X, temos [a] C X. Assim, U la] C X.
acX

Seja b um elemento arbitrério de X, entao b ~ b. Assim, b € [b], logo, b € U a].

Dessa forma, X C U [a]. Logo, temos U [a] = X.
aeX aeX
Portanto, X/ ~ é uma partigao do conjunto X.

Para a reciproca, seja ~ a relagao sobre o conjunto X definida como: a ~ b se, e
somente se, existe A € Ptal quea € Aeb e A.

Temos:

i) Para qualquer a € X existe A € P tal que a € A. Assim, a ~ a.

ii) Sendo a e b elementos quaisquer do conjunto X tais que a ~ b, segue que a,b € A,

para algum A € P. E evidente que b,a € A, dai b ~ a.
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iii) Sejam a,b,c € X tais que a ~ b e b ~ ¢. Decorre que, a,b € Aeb,c € B, onde
A, B € P. Dessa maneira, b € Ae b € B. Sabendo que quaisquer dois conjuntos
de P que nao sejam disjuntos sao necessariamente iguais, segue que A = B. Assim,

a~ c.
O que mostra que ~ é uma relacao de equivaléncia. O

Mais detalhes e outros exercicios sobre relacoes de equivaléncia podem ser encontrados

em [7,9, 10, 12, 23], por exemplo.

1.4 Corpos

Definigao 1.7. Um corpo, denotado por (K,+,-), é um conjunto K # () munido de
duas operagoes bindrias, a saber: adi¢ao, 4+, e multiplicacao, -, satisfazendo os sequintes

axiomas:

o Aziomas da adi¢ao

i) Associatividade: Para todo x,y,z € K, vale que
(z+y)+z=z+(y+2).
ii) Comutatividade: Para quaisquer z,y € K, seque que
rt+y=y+zx.
ii1) Existe elemento neutro aditivo: Existe 0 € K tal que, para todo x € K
r+0=uzx.

iv) Existe inverso aditivo (ou simétrico): Para qualquer x € K, existe —x € K tal
que
x+ (—x) =0.

e Aziomas da multiplicacao

i) Associatividade: Para quaisquer x,y,z € K, seque que
(@-y) z=z-(y-2).
ii) Comutatividade: Para todo z,y € K, vale que

x-y:y-x.
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iii) Eziste elemento neutro multiplicativo: Eziste 1 € K, com 1 # 0, tal que, para
todo v € K

z-1=ux.

i) Eriste inverso multiplicativo: Para qualquer v € K, sendo x # 0, eriste x™' €
K tal que

-t =1.

v) Distributividade: Para quaisquer x,y,z € K, seque que
r-(y+z2)=x-y+ua-z.

Exemplo 1.8. O conjunto dos numeros racionais, Q, com as operacoes de adigcao e

multiplicagcao definidas, respectivamente, por

_ad+bc eg ¢ _ac
- i

+ bd bd

Ul o

a
b
€ um corpo.

Essa afirmacao sera confirmada no Capitulo 3, onde serd construido o conjunto dos
nimeros racionais.
Por simplicidade, quando falarmos de um corpo (K,+,-), utilizaremos, apenas, a

notacao K ficando suas operacoes claras de acordo o contexto.

Definigao 1.8. A soma x+(—y) serd indicada pela nota¢ao x—y e chamada de subtragdo.

1

x
Analogamente, para y # 0, o produto x -y~ serd representado por x/y ou — e chamado
)

de divisao.
Teorema 1.2. Em um corpo K, (—z) -y = —(x - y).

Demonstracao. Note primeiramente que,
O-x+zx=2-0+2-1=2-(0+1)=z-1=ux,

logo, segue que 0 -z = 0.

Agora, perceba que
(—z)-y+az-y=(-z+x)-y=0-y=0.

Assim, (—z) -y = —(z-y). O

Definicao 1.9. Um corpo K, chama-se corpo ordenado se existe um subconjunto P C K

com as sequintes propriedades:
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i) Fechamento da adi¢cdo e da multiplica¢do: Para quaisquer x,y € P, seque que

r+yeP ex-yekl

it) Tricotomia: Para todo x € K ocorre somente um dos sequintes casos:

ou x e P, ouxr=0, ou —x€P.

Diremos que o conjunto P é o conjunto dos elementos positivos de K.

Sendo —P = {—x;x € P}, resulta da definigdo acima
K=—-PU{0}UP,

onde —P N P = (). Assim, —P é dito o conjunto dos niimeros negativos de K.

Definicao 1.10. Definimos em um corpo ordenado K, a relagao
r>y&sr—ye b,

para indicar que x € maior do que y.

Tendo definido a relagao >, podemos considerar, para z,y € K, que: x é menor do que
y, denotado por x < y, se, e somente se, y > x; x ¢ maior do que ou igual a y, denotado
por x > y, se, e somente se, x > y ou x = y; r ¢ menor do que ou igual a y, denotado por

r <y, se, e somente se, y > x ou T = Y.

Teorema 1.3. A relacdo de ordem < possui as sequintes propriedades:
i) Transitividade: Sejam x,y,z € K, seque que
r<y ey<z=uz<2z
it) Tricotomia: Para x,y € K, somente uma das sequintes alternativas ocorre

ouxr <y, ouxT =1y, ouT >7Y.

iii) Monotonicidade da adi¢ao: Dados x,y € K, vale que

r<y=zcr+z<y+z VzekK.
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iv) Monotonicidade da multiplicagdo: Sendo x,y,z € K, temos que

r<yez>0 = x-2<y-=z.

r<yez<0 = x-2>y-=z.

Demonstracao. Fagamos cada um dos casos:

i) Sabendo que © < y ey < z, segue que y —x € P e z—y € P. Como a soma é
fechada em P, temos que (z —y) + (y — x) € P, ou seja, z —x € P. Logo, = < z.

ii) Sendo z,y € K, temos, pela tricotomia do corpo ordenado K, que apenas uma das

seguintes alternativas ocorre
ouy—rx€P,ouy—x=0,ouxr—ye€P,
o que equivale a afirmar que

our <y, ouxr =1y, oux >y.

iii) Se x < y segue que y —x € P. Note que, (y + 2) — (z + 2) = y — x. Portanto
rT+z<y+z

iv) Primeiramente, seja x <y e z > 0. Dal, y—x € Pe z € P, assim, (y —x) -z € P,

ouseja,y-z—x-2€ P oqueequivaleaz -z <y-z.

Agora, sendo z < y e z < 0, implicaque y—x € Pe —z € P, logo (y—x)-(—z) € P,

o que resultaem x -z —y -z € P. Portanto, y -z < = - 2.

O

Definicao 1.11. Um subconjunto X contido em um corpo ordenado K € limitado su-
periormente se, existe b € K tal que x < b para todo x € X. O elemento b chama-se
cota superior de X. Da mesma forma, X € limitado inferiormente se existe a € K tal
que a < x. Assim, o elemento a serd uma cota inferior de X. O conjunto X serd limi-
tado se for limitado superior e inferiormente. Um conjunto que nao seja limitado, é dito

ilimitado.

Para que possamos enunciar o préximo teorema precisamos justificar que o conjunto
dos niimeros naturais esta contido nos corpos ordenados. Assim, dado um corpo ordenado
K e sendo P seu conjunto de niimeros positivos, temos que 1 € P.

Do fato de 1—0 = 1 € P, segue por definicao que 1 > 0. Em posse da monotonicidade

da adicao, é possivel constatar que

0<1<I+1<I+1I+1I<I+I+1I+1<...

20



Logo, temos o conjunto infinito
N={L14+1,1+1+1,1+1+1+1,...}.

Do fato de N' C K dizemos que K é infinito. Também é possivel verificar que a
aplicagdo ¢ : N — N dado por ¢(n) = 1+ ...+ 1 (n vezes) é uma bijegao e que as

operacoes de adicao e multiplicacao de N sao preservadas por ¢, ou seja,

p(m+n)=p(m)+¢(n) e p(m-n)=gp(m)-pn).

Logo, assumiremos que ¢(N) = A/, identificado por N, estd contido em todo corpo orde-
nado.

Para mais detalhes a respeioto da justificativa anterior veja [1].

Teorema 1.4. Em um corpo ordenado K, as afirmacoes a sequir sao equivalentes:

i) N C K € ilimitado superiormente;
i1) dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b;

1
i11) para qualquer a > 0 em K, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstragao. i) = ii): Sendo N ilimitado, dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal
que n > —. Ou seja, n-a > b.

i1) :>a2'iz'): Tomando a > 0 e b = 1, por ii), existe n € N tal que n-a > 1, isto é,
l<0L. L0g0,0<l<a.
n n

i1i) = 1): Para todo a > 0 em K, por iii), exite n € N tal que % < 2, ou seja, n > a.

Logo, nenhum x > 0 em K pode ser cota superior de N. Claramente, um y < 0 em K

também nao pode. Portanto, N ¢ ilimitado. m

Diremos que um corpo ordenado K ¢é arquimediano quando neste valer qualquer das

trés condigoes equivalentes apresentadas no teorema anterior.

Exemplo 1.9. O conjunto dos niumeros racionais, Q, € arquimediano, pois o conjunto

dos naturais N C Q € ilimitado superiormente.

Definicao 1.12. Um corpo ordenado K serd dito corpo ordenado completo, se possui a
propriedade da menor cota superior, ou seja, se todo subconjunto nao-vazio de K, que for

limitado superiormente, possui uma menor cota supertor em K.

21



Capitulo 2
Numeros Inteiros

Construiremos, neste capitulo, o conjunto dos niimeros inteiros a partir do conjunto
dos nimeros naturais. Mais detalhes podem ser encontrados em [1, 10, 9, 4, 13, 8], por

exemplo.

2.1 Construcao dos Numeros Inteiros

Existem varias maneiras de se apresentar o conjunto dos nimeros inteiros, desde os
livros didaticos do ensino fundamental aos mais avancados do ensino superior. Veja por
exemplo [1, 9, 4, 13]. A apresentagao que faremos para este conjunto nesta dissertagao é
também bastante conhecida na literatura e é baseada no conceito de classe de equivaléncia

e conjunto quociente, definidos no capitulo anterior.

Teorema 2.1. A relacio ~ em N x N definida por
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c

¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Vamos verificar as trés propriedades que aparecem na Definicao 1.3.
(Reflexividade) Para qualquer (a,b) € N x N, (a,b) ~ (a,b) < a+b=0b+a.
(Simetria) Sendo (a,b), (¢,d) € N x N|

(a,b) ~ (c,d) a+d=b+cec+b=d+a< (¢,d) ~ (a,b).

(Transitividade) Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € N x N tais que (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~
(e, f). Logo,

a+d=b+cec+f=d+e=a+d+c+f=b+c+d+e.
Segue que a + f = b+ e, ou seja, (a,b) ~ (e, f). ]
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Pelo Teorema 1.1 temos que a relacao de equivaléncia ~ induz uma particao em N x N.

Dessa maneira, temos o conjunto quociente
(Nx N)/ ~={[(a,b)]; (a,b) € N x N}.

Definigao 2.1. O conjunto quociente (N x N)/ ~, formado pelas classes de equivaléncia
[(a,b)] dos elementos (a,b) € NxN wia relagao ~, serd chamado de conjunto dos nimeros

inteiros e denotado por 7., ou seja,
Z=(NxN)/~.

A seguir, definiremos no conjunto Z duas operagoes (a saber: adigao e multiplicagao).

2.2 Operacoes em 7

Definicao 2.2. A adicdo, +, e a multiplicacao, -, sao definidas em 7Z, respectivamente,
por

[(a,0)] + [(c,d)] = [(a + ¢, b+ d)] e [(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + be)].

Vamos mostrar que as operagoes de adicao e multiplicagao neste conjunto independem

dos representantes das classes de equivaléncia escolhidos. Para mais detalhes veja [1].

Teorema 2.2. A operacao de adigdo, +, definida em Z = (N x N)/ ~ como
[(a,0)] + [(c,d)] := [(a + ¢, b+ d)]

¢ bem definida.

Demonstragao. Sendo [(a,b)] = [(d',0)] e [(¢,d)] = [(¢,d')], temos (a,b) ~ (a',V) e
(c,d) ~ (,d'),dai a+V =b+d e c+d = d+ . Somando e utilizando a associatividade,
obtemos (a +¢)+ (' +d) = (b+d)+ (¢/ + ). Isto é, (a+c,b+d) ~ (¢/ + 0+ d).
Logo, [(a + ¢, b+ d)] = [(d' + ¢,V + d')]. O

O préximo resultado aparece com mais detalhes em [1].

Teorema 2.3. Em (N x N)/ ~, a operacdo - definida por
[(a,b)] - [(¢,d)] := [(ac + bd, ad + bc)]

¢ bem definida.
Demonstragao. Sejam [(a, )] = [(,1)] ¢ [(¢,d)] = [(¢/,d)]. Dessa forma, (a,b) ~ (a',¥)

e (¢,d) ~ (c,d), ou seja,
a+b=b+dec+d=d+/¢. (2.1)
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Objetivamos mostrar que
[(ac + bd,ad + be)] = [(a'd +V'd',d'd + b)),
ou equivalentemente
ac+bd+dd +0cd =dd+Vd +ad+ be. (2.2)
Utilizando (2.1) e fazendo algumas manipulagoes podemos mostrar que
ac+bd+ad'd +bd +Vc=dd +bd +ad+bc+be.
Concluimos assim que

ac+bd+dadd +bcd =dd +bd + ad+ be.

2.3 Propriedades da adicao e multiplicacao

As seguintes propriedades de adigao sao baseadas no trabalho de Aguilar e Dias [1].

O leitor também pode conferir as obras em [4, 7, 9, 10, 2], por exemplo.
Teorema 2.4. Em 7 a adig¢ao possui as sequites propriedades:
i) Associatividade: (x +vy)+ 2z =z + (y + 2), para quaisquer x,y,z € Z;
ii) Comutatividade: x +y =y + x, para todos x,y € Z;
iii) 0:=1[(1,1)] € o elemento neutro;

i) Existe simétrico: Para cada x = [(a,b)] € Z, o siméltrico de = € a classe —x =
[(b,a)], isto €, x + (—x) = 0.

Demonstracao. Facamos cada um dos casos:
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i) Sejam = = [(a,b)],y = [(¢,d)], z = [(e, f)] elementos de Z. Assim,

(@+y)+z = ((a,0)]+[(c,d)]) + [(e, f)]
= [(a+c,b+d)]+[(e, f)]
= [((a+c)+e (b+d)+ f)
= [(a+(c+e)b+(d+ f))]
= [(a,0)] + [(c+e d+ [)]
= [(a,0)] + ([(c+e,d+ f)])
= [(a,0)] + ([(c,d)] + [(e, f)])
= x4+ (y+2).

ii) Sendo x = [(a,b)] e y = [(¢, d)], segue que

b)] + [(¢, )]

z+y = [(a,

= [(a+c¢,b+d)]
[(
[(c,

c+a,d+Db)]

)] + [(a, b)]
= y+ux

iii) Se z = [(a,b)] € Z, 0 = [(1,1)] é tal que = + 0 = z.

Perceba que (a+ 1,0+ 1) ~ (a,b), poisa+1+b=>b+ 1+ a. Assim

e+0 = [(ab)]+[(11)
= [(a+1,b+1)]
(a,b)]

iv) Dado z = [(a,b)] € Z, considere —x = [(b, a)].

Note que, para qualquer n € N, (n,n) ~ (1, 1), assim

r+(—z) =
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]

Apresentaremos, no teorema que segue, as propriedades da multiplicacao. Para mais

detalhes veja [1].

Teorema 2.5. Em Z a multiplicacao possui as sequintes propriedades:

i) Associatividade: (x-y) -z =

x - (y-2), para todos x,y,z € Z;

it) Comutatividade: x -y =y - x, para quaisquer x,y € Z;

iii) 1 =1(2,1)] € o elemento neutro;

iv) Distributividade: © - (y+ 2) =x -y + x - 2, para todos x,y, z € Z.

Demonstracao. Vamos mostrar cada uma das propriedades anteriores:

i) Sejam z = [(a,b)],y = [(¢,d)] e z = [(e, )] elementos de Z, temos

(z-y) 2

ii) Dados x = [(a,b)],y =

(a,0)] - [(e; d)]) - [(e, f)]
ac + bd,ad + be)) - [(e, f)]

[

(

((ac+ bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)]
(ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee)]
(ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf)]
(a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))]
(a,0)] - [(ce + df, cf + de)]

(a,0)] - ([(c,d)] - [(e; £)])

(
[
[
[
[
[
[
[

[(c,d)] € Z, segue que

b)] - (e, )]

[(a,

[(ac + bd, ad + be)]
= [(ac+ bd,bc + ad)]

[(ca + db, cb + da)]

[(e;d)] - [(a, b)]

= Y-

iii) Se x = [(a,b)] € Z e 1 =1[(2,1)].
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Note que, (a + (a +b),b+ (a+ b)) ~ (a,b), pois, a+ (a+b) +b=b+ (a +b) + a.

Assim

a,b)] - [(2,1)]
a-2+b-1,a-1+b-2)]

[(
[(

= [(2a + b,a + 2b)]
[(a+ (a+0),b+ (a+D))]
[(a, )]

= .
iv) Sejam x = [(a,b)],y = [(¢,d)], z = [(e, f)] elementos de Z. Assim

- (y+z) = [(a0b)]-([(c.d)]-[(e, f)])

[(a,b)] - [(c +e,d + [)]
[(a(c+e)+b(d+ f),a(d+ f) + blc+e))]

= [(ac+ae+bd+bf,ad + af + bc + be)]
[(
[(
[(a,

(ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be))]
ac + bd,ad + be)] + [(ae + bf, af + be)]

b)] - (e, )] + [(a, b)] - [(e, £)]

= z-yYy+x-=z.

O proéximo teorema, mostra que Z nao possui divisores de zero.

Teorema 2.6. Para z = [(a,b)],y = [(c,d)] € Z, seque que
rz-y=0=2=0 ou y=0.

Demonstragao. Supondo que [(a,b)] - [(¢,d)] =0 e [(¢,d)] # 0.
Ou mesmo,

[(avb)] ) [(Cv d)] = [(17 1)] e [(C’ d)] 7é [(17 1)]

Primeiramente, note que

[(a,0)] - [(c,d)] = [(1,1)] < [(ac+bd,ad + be)] = [(1,1)]
< ac+bd+1=ad+bc+1
& ac+bd = ad + be. (2.3)
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Por outro lado, de [(¢,d)] # 0 resulta que ¢ # d. Por tricotomia em N temos duas
possibilidades
c>yd ou ¢ <yd,

onde <y denonota a ordem definida em N.
Supondo ¢ >y d, entao existe p € N tal que ¢ = d + p. Substituindo o valor de ¢ em
(2.3),

ac+bd=ad+bc = a(d+p)+bd=ad+b(d+ p)
= ad+ ap+ bd = ad + bd + bp
= ap=bp

= a=n20.

Logo, [(a,b)] = 0.
No caso em que ¢ <y d se resolve de modo analogo, ou seja, existe p € N tal que
d = p + ¢ e utilizando o valor de d em (2.3) obtemos b = a, isto é, [(a,b)] = 0. O

Um conjunto munido de duas operagoes bindrias que satisfaca as propriedades apresen-
tadas nos Teoremas 2.4, 2.5 e 2.6 é denominado dominio de integridade. Logo, o conjunto
dos nuimeros inteiros, Z, é um dominio de integridade.

Apoés termos apresentado as propriedades das aperagoes em Z, possuimos argumentos

para introduzir a subtracao entre niimeros inteiros.

Definicao 2.3. Dados x = [(a,b)], y = [(¢,d)] € Z, a subtra¢ao, —, € definida por

r—y:=x+(—y).
Dessa forma,
[(a,b)] = [(¢;d)] = [(a,0)] + [(d, )] = [(a + d, b+ ¢)].

Por ser introduzida como a soma de um nimero com o simétrico de outro, a subtracao

é uma operacao bem definida em 7Z, ou seja, é uma operacao binaria.

[(¢,d)] € Z. Mostraremos que (—x) -y = —(x - y).

Exemplo 2.1. Sejam z = [(a,b)],y =
Sendo x = [(a,b)], entao —x = [(b,a)]. Assim,

(—z) -y = [(bc + ad, bd + ac)].

Sabendo que x -y = [(ac + bd, ad + bc)], temos

—(x-y) = [(ad+ bc,ac+ bd)]
= [(bc + ad, bd + ac)]

= (~2)-y.
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2.4 Relacao de ordem em Z

Defini¢ao 2.4. Sejam x = [(a,b)],y = [(¢,d)] € Z. Dizemos que x é menor do que y, o

que denotamos por ¥ <y, se, e somente se, a+d <y b+ c. Ou seja,
r<ysa+d<yb+e,

onde, o simbolo <y referencia a relagao de ordem definida em N.

Teorema 2.7. A relag¢io de ordem entre x = [(a,b)],y = [(¢,d)] € Z, apresentada por
r<y<sa+d<yb+c

¢ bem definida.

Demonstragao. Realmente. Pois, sendo [(a,b)] = [(¢/, V)] e [(¢,d)] = [(¢/,d')] segue que
a+b=b+d ec+d=d+¢ (2.4)
Em posse de (2.4), temos que

[(a7b)] < [(Cad)] ~ a+d<N b+c

< dpeNtalque (a+d)+p=b+c

& (d+b+d+d)+at+d+p=(C@+V++d)+b+c

s (d+d)+p+a+V)+(+d)=UV+)+ (@ +b)+(c+d)
s (d+d)+p+a+V)+(+d)=UV+)+(a+V)+ (' +4d)
& (d4+d)+p=V+

S d+d<ygb+

& (@) <[(c.d)].

]

Observagao. De acordo com a Definicao 2.4, dados x = [(a,b)],0 = [(1,1)] € Z, temos
que t < 0 < a+1 <y b+ 1. Pelo Exemplo 1.1 a+1 <y b+ 1 = a <y b. Logo,
r <0< a<yb. Analogamente, 0 < x < b <y a.

Tendo definido a relagao <, podemos considerar, para x,y € Z, que: x é maior do que
y, denotado por x > y, se, e somente se, y < x; z é maior do que ou igual a y, denotado
por x >y, se, e somente se, y < x ou x = y; r ¢ menor do que ou igual a y, denotado por
x <y, se, e somente se, r <y ou x = y.

O préximo teorema, mostra as propriedades decorrentes da ordem em Z.
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Teorema 2.8. Sejam x = [(a,b)],y = [(c,d)],z = [(e, )] € Z. As seguintes propriedades

sao satisfeitas:
i) Trasitividade: Se x <y ey < z, entdo x < z.
ii) Monotonicidade da adi¢ao: Se x <y, entdo v + z < y + 2.

iii) Monotonicidade da multiplicagdo: Sendo x <y e 0 < z, entdo xz < yz e, se x < y

ez <0, entao Tz > y=z.

iv) Tricotomia: Para quaisquer x,y € Z vale somente uma das relagoes

ouxr <y, oux =1y, ouT >1y.

Demonstracao. Facamos:

i) Como z <y ey < z, temos

a+d<yb+cec+ f<yd+e.

Assim,
a+d+c+f<nyb+c+d+e.
Segue que
a+ f<yb+e,
ou seja,
[(a, )] < [(e, f)].
Logo, = < z.

ii) Temos que

z<y = [(ab)]<l[(cd)]
= a+d<yb+c
= a+d+e+ f<ybtcte+f
= (at+e)+(d+f)<n(O+f)+(c+e)
= [(a+e, b+ f)] <[(c+ed+ f)]
= [(a,0)] +[(e, /)] <[(e,d)] + (e, f)]
= z+z<y+z.

iii) Sendo x < y e 0 < z, entao

a+d<yb+ce f<ye.
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Assim, existem p, g € N, tais que
b+c=a+d+pee=f+q.

Logo,
((a+d)+ple=((b+clee ((a+d) +p)f=0b+c)f

=p(f+q) =pf+ fq.

Em posse de (2.5), (2.6) e da lei do corte em N, temos

(a+d)+pe+b+e)f = ((a+d)+p)f+(b+cle
(a+d)e+pe+bf+cf = (a+d)f+pf+be+ce
ac+de+pe+bf +cf = af+df +pf+be+ce
ae+de+pf+pg+bf+cf = af +df +pf+be+ ce
ae+de+bf +cf +pqg = af +df + be+ ce.

Dessa maneira,

(ae +0f) + (cf +de) <y (af +be)+ (ce+ df)
[((ae+bf,af +be)] < [(ce+df,cf + de)
[(a,0)] - [(e; NI < [(e;d)] - (e, f)]
<

x-z Y-z

O caso z <y e z < 0 se faz de forma andloga.

iv) Pela tricotomia dos nimeros naturais, um dos seguintes casos necessariamente

ocorre

oua+d<yb+c, oua+d=b+c oub+c<ya+d,

ou seja,

ou,rz<y,our=y, ouy <.

Exemplo 2.2. Considere x = [(a,b)] € Z, com x # 0. Mostraremos que x*> = x - x > 0.
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Demonstracao. Note, primeiramente, que

Assim, sejam os dois seguintes casos:

a) Se x < 0, segue, da monotonicidade da multiplicagao, que

r<0 = z-x>x-0

= 22>0.

b) Se x > 0, por argumentos andlogos, temos

>0 = z-x>x-0

= 22>0.

]

Observacgao. Tendo construido o conjunto dos niumeros inteiros, vejamos agora como
cada classe de equivaléncia se identifica como um elemento de 7.

Sejam a,b,c,d € N com [(a,b)], [(c,d)] € Z tal que [(a,b)] = [(c,d)]. Perceba que N C Z
naturalmente: para a € N, basta identificar a com a classe [(a,0)]. Assim, a,b,c,d € Z.
Logo,

(a,0)] =[(c,;d)] ©a+d=b+cesa—-b=c—d.

Portanto, cada classse [(a,b)] pode ser identificada como a — b € Z.
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Capitulo 3
Numeros Racionais

Contruiremos o conjunto dos ntimeros racionais a partir do conjunto dos nimeros
inteiros. Denotaremos por Z* = Z \ {0} os numeros inteiros diferentes de zero. Esta

construgao é cldssica e aqui nés vamos nos basear nos trabalhos de [1, 7, 9, 19, 21, 2].
3.1 Construcao dos Niumeros Racionais
Teorema 3.1. Em Z X Z*, a relagao ~, definida por

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc

¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Vamos verificar se a relacao ~ satisfaz as trés propriedades:
(Reflexividade) Para qualquer (a,b) € Z x Z* segue que (a, b) ~ (a,b) < ab = ba.
(Simetria) Se (a,b), (¢,d) € Z x Z*, entao

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc < cb = da < (c,d) ~ (a,b).

(Transitividade) Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € Z x Z* tal que (a,b) ~ (c¢,d) e (¢,d) ~

(e, ). Logo, ad = bc e c¢f = de. Dessa maneira,
ad =bc = adf =bef = (af)d =0b(cf) = (af)d = b(de) = (af)d = (be)d.

Como a lei do corte é vélida em Z e por termos d # 0, (af)d = (be)d = af = be. Ou seja,

(a,b) ~ (e, f).

Assim, fica provado que ~ é uma relagao de equivaléncia. O

Pelo Teorema 1.1, sabemos que a relacao de equivaléncia ~ induz uma particao em
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7, x 7*. Dessa forma, obtemos o conjunto quociente
(Zx27)) ~={[(a,b)]; (a,b) € Z X Z"}.

Definigao 3.1. O conjunto quociente (Z x Z*)] ~, formado pelas classes de equivaléncia
[(a,b)] dos elementos (a,b) € ZXZ* via relagao ~, serd chamado de conjunto dos nimeros

racionais e denotado por Q. Isto €,
Q=(Zx7Z")]~.

Na sequeéncia, definiremos duas operacoes neste conjunto.

3.2 Operacoes em Q

Definicao 3.2. A adicao, +, e a multiplicacao, -, sao definidas em Q, respectivamente,
por

[(a,0)] + [(¢, )] = [(ad + be, bd)] e [(a,b)] - [(¢, d)] = [(ac, bd)].

Nosso préximo objetivo é mostrar que os resultados dessas operagoes independem dos

representantes das classes de equivaléncia escolhidos.

Teorema 3.2. EFm Q, a adicao dada por
[(a,0)] + [(c,d)] = [(ad + bc, bd)]

¢ bem definida.

Demonstracao. Sejam [(a,b)] = [(d',0)] e [(¢,d)] = [(¢/,d')]. Segue que (a,b) ~ (a’,V) e
(¢,d) ~ (¢,d') implicam em
abl =ba' e ed = dc. (3.1)

Multiplicando os termos dd’ e bb' em (3.1)
(ab")(dd") = (ba')(dd') e (cd")(bb') = (dc')(bY). (3.2)
Em posse de (3.2), temos

(ad + be)(b'd) = adb'd + beb'd
= (ab')(dd") + (cd') (DY)
= (ba)(dd") + (dc')(bV)
= bdd'd + bdc't/
= (bd)(d'd +0'¢).
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Dai, (ad + be)(b'd") = (bd)(d'd' + V') < (ad + be,bd) ~ (a’d 4+ V', 0'd'). Assim,
[(ad 4 be,bd)] = [(a'd + V', b'd)]. Ou seja, [(a,b)] + [(¢,d)] = [(a',0)] + [(c, d")]. O

Teorema 3.3. Em Q, a multiplicacao dada por

[(a,0)] - [(c.d)] = [(ac, bd)]
¢ bem definida.

Demonstragio. Sendo [(a,b)] = [(¢/,1)] e [(c, d)] = [(¢', )], entiio (a,5) ~ (a',}) ¢ (c,d) ~
(d,d") o que acarreta em

abl = bd' e cd = dc.

Dessas igualdades, obtemos (ab’)(cd’) = (ba')(dc).

Dessa forma,

[(@,0)] - [(¢,d)] = [(a,6)] - [(¢, )] [(ac, bd)] = [(d'¢, b'd)]

=
& (ac)(V'd') = (bd)(d'd)
& (ab)(cd') = (ba')(dc).

O que comprova a veracidade do teorema. O

3.3 Propriedades da adicao e multiplicacao

Primeiramente, apresentaremos as propriedades da adicao.
Teorema 3.4. Em Q a adi¢ao possui as sequintes propriedades:
i) Associatividade: (x +y)+ 2z =1z + (y + 2), para todos x,y, z € Q;
i1) Comutatividade: x +y =y + x, para quaisquer z,y € Q;
iii) Erxisténcia do elemento neutro da adi¢ao: 0 = [(0,1)];

w) Existéncia do simétrico: Para cada v = [(a,b)] € Q, —x = [(—a,b)] € tal que

r+ (—x) =0. O elemento —x é o simétrico de x.

Demonstracao. Vamos mostrar a validade de cada item.
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i) Sejam = = [(a,b)],y = [(¢,d)] e z = [(e, f)] elementos de Q. Temos,

@ty +z = ([(a,0)]+[(c.d)]) + (e, f)]
[(ad+ be, bd)] + (e, f)]
[((ad + be) f + (bd)e, (bd) f)]
[(adf + bef + bde, bdf)]

= [(a(df) +blcf + de), b(df))]
[(a,0)] + [(cf + de, df)]
[(a,0)] + ([(c, )] + [(e, f)])

= 2+ (y+2).
ii) Dados z = [(a,b)],y = [(c,d)] € Q, segue

a,b)] + (¢, d)]

z+y = [(

= [(ad + bc, bd)]
[(
[(c,

cb + da, db)]

)] + [(a, b)]
= y+ux

iii) Para todo z = [(a,b)] € Q, existe 0 = [(0, 1)] tal que z + 0 = z. Realmente, pois
r+0=[(a,0)] +[0,1)]=[(a-1+b-0,b-1)] =[(a,b)] =

iv) Dado = = [(a,b)] € Q seja —x = [(—a, b)].
Perceba que, [(0,n)] = [(0,1)], para todo n € Z*. Assim,

z+ (=) = [(a,0)] + [(=a,b)] = [(ab + b(=a),bb)] = [(0, bb)] = [(0,1)] = 0.

O teorema que segue, mostra as propriedades da multiplicagao.
Teorema 3.5. EFm Q a multiplicacao possui as sequintes propriedades:
i) Associatividade: (z-y)-z=x-(y- z), para todos z,y,z € Q;

i1) Comutatividade: x -y =1y -z, para quaisquer x,y € Q;

iii) 1 =1(1,1)] é elemento neutro da multiplica¢ao,
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w) Inveso multiplicativo: Para cada x = [(a,b)] € Q\ {0}, 27! =[(b,a)] € Q € tal que

r-rt=1;
v) Distributividade: x - (y+2) =x -y + x - 2z, para todos z,y,z € Q.

Demonstracao. Facamos cada um dos casos:

i) Dados z = [(a,b)],y = [(¢,d)], z = [(e, f)] € Q, temos

(@ y) -z = ([(a&,0)][(c;d)]) - [(e. /)]

Ty =

-1 = [(a,b)]-[(1,1)]
= [(a-1,b-1)]
= [(a,b)]

iv) Dado = = [(a,0)] € Q\ {0}, se z7! = [(b,a)] (z7' € Q, pois a # 0)
roxh = [(a’ b)] ) [(b7 a)] = [(abv ba)] = [(ab’ abﬂ = [(17 1)] =L

Perceba que ab # 0 e (ab,ab) ~ (1,1).
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v) Sejam z = [(a,b)],y = [(¢,d)],z = [(e, f)] € Q. Como b # 0, segue que 1 = [(b,b)],
dai

[(a,0)] - ([(c, d)] + [(e, f)])
[(a,0)] - [(cf + de, df)]
[(a(cf + de), b(df))]
[(acf + ade, bdf)]
[(acf + ade, bdf)] - 1
= [(acf + ade, bdf)] - [(b,b)]
[(
[(
[(
[(
[(a,

r-(y+2) =

(acf + ade)b, (bdf)b)]
acfb+ adeb, bdfb)]

(ac)(bf) + (bd)(ae), (bd)(bf))]
ac, bd)] + [(ae, bf)]
0)] - le, )] + [(a,0)] - [(e, f)]

= z-ytx-z

]

Os resultados dos Teoremas 3.4 e 3.5 fazem do conjunto Q, munido das operacoes de
adi¢do e multiplica¢do, um corpo. Assim, Q = (Z x Z*)/ ~ é chamado de corpo dos
nimeros racionais.

Em posse das propriedades da adicao e da multiplicagao, temos argumentos para

definir em Q as operagoes de subtracao e divisao.
Definicao 3.3. Dados x = [(a,b)],y = [(¢,d)] € Q, a subtragdo € definida por
r—y=z+(-y).

O elemento v —y € Q € dito a diferenca entre x e y. Assim,

[(a7 bﬂ - [(C’ d)] = [(a> b)] + [(_C’ d)] = [(ad + d(—C), bd)]

Definicao 3.4. Sendo x = [(a,b)],y = [(¢,d)] # 0 € Q, a divisdo de x ey, x/y, € definida

por

wly=x-y .

O elemento z/y € Q € chamado o quociente de x e y. Dessa forma

[(a,b)]/1(c, d)] = [(a, b)] - [(d; )] = [(ad, be)].
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Logo, a subtracao de x e y nada mais é do que a soma de x com o inverso aditivo
de y, enquanto a divisao de x e y # 0, se trata da multiplicagdo entre = e o inverso

multiplicativo de y. Assim, em Q, a subtragao e a divisao sao operagoes bindrias.

3.4 Relacao de ordem: Q é um corpo ordenado

Teorema 3.6. Seja o conjunto P = {[(a,b)] € Q;ab >z 0}. O conjunto P faz com que

Q seja um corpo ordenado.

Demonstragao. Dados x = [(a,b)],y = [(¢,d)] € P, temos
ab>70 e cd >z 0 (3.3)

Como b # 0 ed # 0, entao b?> >z 0 e d*> >z 0. Assim, utilizando (3.3), e as propriedades

da ordem em Z, segue

r+y=|(ad+bc,bd)] € P < (ad+ be)bd = (ab)d® + (cd)b* >z 0,

x-y=|[(ac,bd)] € P < (ac)(bd) = (ab)(cd) >z 0.

Logo, a adi¢ao e a multiplicacao sao fechadas em P.
Agora, resta mostrar a tricotomia.

Considere [(a,b)] € Q, dai, obtemos ab € Z. Em posse da tricotomia em Z, temos que
ou ab >z 0, ou ab =0, ou ab <z 0.
Sabendo que b # 0, segue

ou ab >z 0, oua =0, ou (—a)b=—(ab) >z 0.

Assim,
ou [(a,b)] € P, ou [(a,b)] = [(0,b)] = 0, ou [(—a,b)] € P.
Isto é,
ou [(a,b)] € P, ou [(a,b)] = [(0,b)] =0, ou —[(a,b)] € P.
O que comprova que Q é um corpo ordenado. O

O resultado deste teorema, nos permite definir em Q a seguinte relagao de ordem:

Definicao 3.5. Sejam z,y € Q. Afirmaremos que x é maior do que y, o que serd

denotado por x >y, se, e somente se, t —y € P.

Observacao. Pela definicao anterior, x > 0 se, e somente se, vt — 0 =x € P. Como P

¢ o conjunto de positivos, diremos que x € positivo quando x > 0.
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Tendo definido a relagao >, podemos considerar, para z,y € Q, que: x é menor do que
y, denotado por x < y, se, e somente se, y > x; z é maior do que ou igual a y, denotado
por x >y, se, e somente se, r > y ou x = y; r ¢ menor do que ou igual a y, denotado por

x <y, se, e somente se, y > xr ou xr = y.
Por @ ser um corpo ordenado, entao, de maneira natural, sao validas as seguintes

propriedades de ordem, visto que, estas dependem somente da existéncia do conjunto de

positivos P:

i) Transitividade: z <yey<z=x < 2.

ii) Tricotomia: Somente uma das seguintes alternativas ocorre

our <y, ouxr =1y, ouxs >y.

iii) Monotonicidade da adi¢do: r <y =z + 2 <y+ 2.

iv) Monotonicidade da multiplicacao:

r<yez>0 = z-z<y-z.

r<yez<0 = z-z>y-z.

Observacao. Tendo construido Q, veja como cada classe de equivaléncia pode ser iden-
tificado como um elemento deste conjunto:

Sejam m,p € Z en,q € Z*, com [(m,n)],[(p,q)] € Q tal que [(m,n)] = [(p,q)]. Como
a € Z € identificado pela classe [(a,1)] logo, naturalmente podemos considerar 7, C Q.

Entao, m,n,p,q € Q, dai
m p

m
Portanto, cada classe [(m,n)] representa o elemento — € Q.
n
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Capitulo 4

Numeros Reais

4.1 Construcao dos Niimeros Reais

Tendo formalizado, no capitulo anterior, os nimeros racionais, utilizaremos tal con-
junto para construir os ntumeros reais. Faremos isso por meio de sequéncias de Cau-
chy, onde cada nimero real sera definido como sendo uma classe de equivaléncia destas
sequéncias. Para isso, antes de procedermos com a construcao, definiremos sequéncias de
numeros racionais e sequéncias de Cauchy. Para um leitor mais interessado no contetido,

nés recomendamos os textos em [1, 14, 15, 17, 2, 8, 11], por exemplo.

Definigao 4.1. Uma sequéncia de nimeros racionais (ou, simplesmente, sequéncia raci-
onal) € uma funcio x : N — Q. Ou seja, para cada n € N € atribuido o valor x(n) € Q,

que serd representado por x,, e dito o termo de ordem n da sequéncia x.

Observacgao. A sequéncia racional x também € representada pelas notagoes: (T1,Ta, ..., Ty, ...

o (Tp)nen ou ().

n
Exemplo 4.1. Sendo a sequéncia racional (x,) definida por z, = T entao
n

= (123 n
T,) = >3 )

Defini¢ao 4.2. Sendo (x,) uma sequéncia de nimeros racionais, chamaremos de sub-

sequéncia de (x,), o que serd denotado por (x,,) com i pertencente aos naturais, a res-

tricao da funcgdo (x,) a um subconjunto infinito N' = {n; <ny <...<n; <...}.
2 4 6 2 ; A N
Exemplo 4.2. Perceba que, (g, BTt oy ) ¢ uma subsequéncia da sequéncia vista

no Exemplo 4.1.

Defini¢ao 4.3. Diremos que uma sequéncia (x,) converge para L € Q se, para qualquer

w>0em Q, existe ng € N, tal que

|z, — L| <w, para todo n > ny.
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Quando o nimero L definido acima existir, este serd chamado limite da sequéncia

(). Assim diremos que a sequéncia coverge para L, o que denotaremos por x,, — L.

Exemplo 4.3. A sequéncia racional do Exemplo 4.1 converge para 1.

De fato, seja w > 0 em Q. Tomando ng € N com ng > — — 1, ou equivalentemente,
w

< w. Temos, para n > ng, que
n0+ 1

—_— 1 —_—
= |-—=+| =

|z, — 1| = w.

n-+1

; ’

1 1 - 1 -
n+1]l n+1l ng+1

1
Exemplo 4.4. A sequéncia racional (x,) definida por x, = — converge para zero.
n

1
Realmente, sendo w > 0 em Q, ao tomar ng € N com ng > —, o que nos di — < w,
w N
temos, para n > ng, que

1

n

1 1
=—-< —<w.
n Un

—

n

1 ‘ B

Definigao 4.4. Dada uma sequéncia racional, (x,), diremos que ela € uma sequéncia de

Cauchy se, dado qualquer nimero racional w > 0, existe ng € N tal que
|Tm — xn| < w, para todos m,n > ny.

1
Exemplo 4.5. A sequéncia racional (x,,) tal que x,, = — é de Cauchy.
n

Seja w > 0 em Q, tomando ng € N com ng > —, o que equivale a — < g, temos,
w n
para m,n > ng, que ’
1 1 w w
|Tm — @n| = |2 + (—20)| < |Tm| + ] = 0] = |xm|+|xnlza+ﬁ <§+§:W'

Portanto, (x,) é de Cauchy.

Poderiamos também, mostrar que a sequéncia do Exemplo 4.1 é de Cauchy, mas por
se tratar de uma sequéncia convergente o resultado apresentado no préximo teorema

evidencia tal fato.

Teorema 4.1. Toda sequéncia convergente de numeros racionais € uma sequéncia de

Cauchy.

Demonstrac¢ao. Sabemos que existe um racional r tal que x,, — r. Dado w > 0 em Q,

existe ng € N de tal forma que, para m,n > ny,

w w
\xm—r\<§ e ]xn—r|<§.
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Assim,

t =l = N~ T+ (= 1) = |2 — 1)+ (0 +7)
< zm =71+ | = (@0 —7)| = |20 — 7| + |2, — 7|
< Y n w
—+ - =w.
2 2
Portanto, toda sequéncia racional convergente é de Cauchy. O]

Teorema 4.2. Uma sequéncia de Cauchy, (x,), que possui uma subsequéncia, (I,,),

convergente para um numero racional r, também converge para r.

Demonstracao. Sabendo que z,, — 7, tome w > 0 em Q. Assim, existe n; € N tal que

w
ni>n1:>|3:ni—7"\<§.

Note ainda que, por (x,) ser de Cauchy, existe ny € N de maneira que

w
m,n > ng = |Ty — T, <§.

Considere ng = max{ni,no}, para n; > ng, temos

[T =7 = |2p+ (=20, + 0,) — 7|
= (@ — @p,) + (20, —7)|
- w n w o
2 2
Mostrando assim, que x,, — 7. O

De forma intuitiva, note que se para valores grandes de n, os termos da sequéncia
(z,) se aproximam de 7, entao esses termos necessariamente devem aproximar-se uns dos
outros.

Porém, o fato dos termos de uma sequéncia de Cauchy estarem préximos uns dos
outros nao nos indica que a sequéncia ird convergir para um nimero racional.

Podemos constatar que qualquer ntimero racional r serd limite de alguma sequéncia,
visto que a sequéncia constante (r,) = (r,r,r,...) é de Cauchy e converge para r. Mas
existem sequéncias racionais de Cauchy que nao convergem em Q.

Mesmo nao convegindo para nimero racional algum, os temos das sequéncias se apro-
ximam uns dos outros conforme n vai aumentando, assim fica a impressao de que estao se
aproximando de algum nimero, diremos que estes sao os irracionais. Temos como exem-

plo: a sequéncia das aproximacoes decimais de 7 e a sequéncia que estd se aproximando
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de /3, respectivamente,
(rn) = (3;3,1;3,14;3,141; 3,1415,...) e (s,) = (1;1,7;1,73;1,732;1,7320,...).

O teorema a seguir nos mostra que as sequéncias de Cauchy sao limitadas.

Teorema 4.3. Toda sequéncia de Cauchy é limitada, ou seja, existe algum M > 0 tal
que |x,| < MVnéeN.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando w = 1, existe n; € N tal
que m,n > ny implica que |z, — x,| < 1. Sendo ny > n; e, em particular, n > ny implica
que |z, — x,| < 1, ou seja, n > ng implica que x,, € (z,, — 1,2,, + 1). Considerando «
como o menor e /3 como o maior elemento do conjunto X = {z1,xs,...,Tn, — 1,2, + 1}.

Entao, x, € |o, 8] para cada n € N, portanto a sequéncia (z,) é limitada. ]

Ocorre que sequéncias distintas podem definir o mesmo nimero, como no caso do 7

que também é definido pela sequéncia racional

() — (322,333 355 103993
@) =\> 7706113 33102 ")

Assim, vamos definir uma relacao de equivaléncia no conjunto das sequéncia de Cauchy,
dessa maneira, todas as sequéncias que tiverem o mesmo limite irao fazer parte da mesma

classe.

Teorema 4.4. Sejam x = (x,) e y = (y,) sequéncias de Cauchy. A relagio ~ definida

no conjunto das sequéncias de Cauchy de numeros racionais por
xNy®<mn_yn)_>0

¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Vamos verificar as trés propriedades:

(Reflexividade) Temos que, x,, — x, = 0, e a sequéncia constante de termos 0 converge
para 0. Assim, x ~ x.

(Simetria) Seja z ~ y, o que equivale a (z,, — y,) — 0, isto é, tomando w > 0 em Q,
existe ng € N tal que n > ng = |z, — y,| < w.

Porém,

T = Yn| = | = (WUn — Zn)| = |Yn — 20| < w.

Portanto, (y, — x,) — 0, logo, y ~ x.
(Trasitividade) Sendo x ~ y e y ~ z, segue que (z, —yn) — 0 € (y, — 2,) — 0. Assim,
w
dado w > 0 em Q, existe n; € N tal que n > ny = |z, — yp| < 5" Existe, também,
w

nQENtalquen>n2=>\yn—Zn\<2
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Considere ng = max{ni,ny}, dai, para todo n > ng, temos

w o ow
|xn—zn|:|(xn_yn)+<yn_zn)|Slxn_yn|+|yn_zn|<§+§:W'

O que mostra que (x, — z,) — 0, ou seja, x ~ z. ]

De acordo com o Teorema 1.1, temos que a relacao de equivaléncia ~ induz uma
particao no conjunto das sequéncias de Cauchy, formando assim, um conjunto quociente

composto pelas classes de equivaléncia destas sequéncias.

Definigao 4.5. O conjunto quociente formado pelas classes de equivaléncia [(x,)] das
sequéncias de Cauchy de nimeros racionais via relagao ~ serd chamado de conjunto dos

numeros reais e denotado por R.

4.2 Operacgoes em R

Definicao 4.6. Sejam s,t € R tais que s = [(x,)] et = [(yn)]. A adicdo, +, € a

multiplicagao, -, sao definidas em R, respectivamente, por

s+t=[(zn+tyn)] e s-t=1[(Tn yn)l

Teorema 4.5. A operagao de adicao, +, definida em R como

[(n)] + [(yn)] = [(zn + yn)]
¢ bem definida.

Demonstracao. Sejam (z,,), (x),), (yn), (v,,) sequéncias de Cauchy tais que [(z,)] = [(2],)]

e [(yn)] = [(v,)]- Assim, (z,, —z.) — 0 e (y, —y,,) — 0. Dessa forma, tomando w > 0 em

Q, existem n1,ny € N de maneira que n > ny = [z, —z,| < Y en>ny = |y, —y,| < 5.
Seja ng = max{ni, no}, entao, para n > ng, temos

w

2:CLJ.

w
(@0 4 yn) — (), +yp)| = (@0 — 23,) + (Y — Yn)| < |20 — 20|+ [0 — p] < 5T

Logo, (z + y) — (&, + 1) = 0, 0w seja, [(n + ya)] = [(x), + y,)), mostrando assim,
que a adicao é bem definida. m

Teorema 4.6. A multiplicacado, -, definida em R por

()] + [(yn)] = (20 + yn)]

¢ bem definida.
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Demonstragao. Considere as sequéncias de Cauchy (z,,), (z)), (y.), (¢,,) tais que [(z,)] =

[(z2)] e [(yn)] = [(¢,)]. Dessa maneira, temos que (z, — ) = 0 e (y, — v,,) — 0.

n

Perceba que,

xn'yn_l{n'?/; = xnyn_l'(ynl’;_ynx;)_x/ny;
- (xnyn_yna:;w)—i_(ynx;z_x;zy;
= yn(xn_x;z>+$;z<yn_y;z)

Assim,

/

[T - Y — 2 yn| = |yn - (@0 — 2) + 2 (Yo — Y0)| < |yl - [(@n — 23)] + 2] - [(Yn — 420)]-

De acordo com o Teorema 4.3, existem M, L tais que |y,| < M e |z/,| < L,Vn € N.
Tomando R = M + L, segue que

120 Yn = 20 Yl <Nyl - [0 — 2 )+ 12, (Y — Y| < R (2 — 0] + |y — y])-
Como (z, — ) = 0e (y, —y,) — 0, entao (x, -y, — =), - y.) — 0, logo [(x, - yn)] =

[(z], - y.)], o que mostra que a multiplicagdo em R independe de quais sequéncias de

Cauchy sejam escolhidas como representantes das classes de equivaléncia. O

4.3 Propriedades da adicao e da multiplicacao

Primeiramente, apresentaremos as propriedades da adigao.

Teorema 4.7. Em R, a adigao possui as sequintes propriedades:
i) Associatividade: Dados r = [(z,)],s = [(yn)],t = [(2n)] € R, vale que

(r+s)+t=r+(s+t).

it) Comutatividade: Para quisquer r = [(z,)],s = [(yn)] € R, temos

r4+s=s+4r.

iii) Eristéncia do elemento neutro aditivo: Dado r = [(x,)] € R, existe 0 € R com

0 =1[(0,)], onde (0,) = (0,0,0,...), tal que

r+0=nr,VreR
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iv) Existéncia do simétrico aditivo: Para cada r = [(z,)] € R, existe —r € R tal que
r+(—r)=0.

Demonstracao. Em posse da definicao de adicao em R e das propriedades do corpo dos

nimeros racionais, facamos cada um dos itens:

i) Temos que

(r+s)+t =

)] + [(Yn + 20)]
= r+(s+t).
O que mostra a validade da associatividade aditiva.
ii) Segue que

r+s = [(zn+yn)]

= [(Yn + z0)]
= s+

Logo, vale a comutatividade aditiva.

iii) Sabemos que a sequéncia constante (0,,), cujos termos sdo 0, é de Cauchy. Sendo
r = [(z,)] € R, temos

r+0 = [(zn +00)]
= [(a:1+0x2~|—03:3+0 )]
= [(x17x27$37"')]
= T
Portanto, 0 = [(0,)] é o elemento neutro da adigdo em R.

iv) Perceba que —r = [(—z,)] é uma sequéncia de Cauchy, pois, de r = [(x,)] € R,

segue

T — xp| <w = |(—20) = (—2m)| < w = [(—2m) — (—2,)| < w.

Logo, —r = [(—z,)] € R.
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Dai, temos

r+(=r) = (@ + (=2,)] = [0,0,0,...)] = [(0,)] = 0.

Mostrando assim, a existéncia do simétrico aditivo em R.

]

O lema que segue, possibilitard a demonstracao da existéncia do inverso multiplicativo

em R.

Lema 4.1. Se uma sequéncia de Cauchy, (x,), ndo tende a 0, entdo, existe ng € N de

forma que, para n > ngy, se tenha x, # 0.

Demonstra¢ao. Tomando wy = z em Q, caso se tenha xz, € {xy,29,23,...} tal que

1 . . P
|z, — 0] < T afirmamos que nao pode ocorrer para nenhum subconjunto infinito de N.
Pois, caso ocorra, seria possivel construir uma subsequéncia a partir da sequéncia (z,,) de

modo que esta subsequeéncia iria covergir para 0. Porém, pelo Teorema 4.2, a sequéncia

(x,) também iria convergir para 0, o que é absurdo. Logo, tomando w = — em Q, existe
n

ng € N tal que

1
n>mnyg= |z, —0 > —.
n

Comprovando assim, que a partir de ng todos os termos da sequéncia (z,,) sao diferentes

de zero. O
Agora, traremos as propriedades da multiplicagdo no conjunto dos nimeros reais.

Teorema 4.8. A multiplicacao em R possui as sequintes propriedades:
i) Associatividade: Dados r = [(z,)],s = [(yn)], t = [(2)] € R, vale que

(r-s)-t=r-(s-t).

ii) Comutatividade: Sejam r = [(x,)], s = [(yn)] € R, temos que

iii) Erxisténcia do elemento neutro da multiplica¢io: Eziste 1 = [(1,)] € R, onde (1,,) =
(1,1,1,--+), tal que

r-1=r, para todo r =[(x,)] € R.
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iv) Existéncia do elemento inverso multiplicativo: Para todo r = [(x,)] € R com r # 0,
existe r~1 € R tal que

rer t=1.

v) Distributividade da multiplica¢ao em relagdo a adi¢ao: Para quisquer r = [(z,)],s =

[(yn)],t = [(20)] € R wale que

r-(s+t)=r-s+r-t.

Demonstracao. Em posse da definicao de multiplicacao em R e das propriedades do corpo

dos ntimeros racionais, fagamos cada um dos itens:

i) Note que

Logo, vale a associatividade multiplicativa em R.

ii) Segue que
ros =[] = [ 7] =57

O que mostra a validade da comutatividade.

iii) Sabemos que a sequéncia constante (1,), cujos termos sao iguais a 1, é de Cauchy.

Assim, sendo r = [(z,)] € R, temos
rel=[(z, 1xe-1ixg-1,...)] = [(z1,22,23,...)] = [(x,)] =1

Logo, 1 =[(1,,)] é o elemento neutro multiplicativo.

iv) Sendo r = [(z,)] € R com r # 0, entao (x,) ndo converge para zero. Pelo Lema 4.1,

existe ng € N tal que n > ny = x,, # 0.
1
Seja a sequéncia racional (y,), onde y, = 0 para n < ng e y, = — para n > ng, ou
x
seja, !
1 1

, el)
Tno+1 Lng+2

(yn) = (0,0,0,...,0,
Logo, x,, -y, =0 paran <ng e x, -y, = 1 se n > nyg.
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Assim,
(1o — (20 -yn)) = (1,1,1,...,1,0,0,0,...).

Como a partir do termo ng+ 1 os demais serao iguais a 0, a sequéncia converge para
0. Entao,

T - Yn ~ L.

Logo, 7t = [(y,)] é o inverso multiplicativo de 7 = [(z,,)].

v) Temos que

re(s+t) = [(@n)] [(gn + 20)]
o+ (Yn + 2n)]

T Yn + T - 2n)]
Zn - Yn )] + [(Tn - 20)]

= r-s+r-t.

T = = =

Logo, vale a distributividade em R.

O

Os resultados dos Teoremas 4.7 e 4.8 mostram que o conjunto R, munido das operagoes
de adicao e multiplicacao, é um corpo. Assim, R é chamado de corpo dos niimeros reais.
Em posse das propriedades da adigao e da multiplicacao, possuimos argumentos para

definir em R as operacoes de subtracao e divisao.

Defini¢ao 4.7. Dados r = [(x,)], s = [(yn)] € R, a subtracao, —, € definida por

r—s=[(@n)] + [(=ym)] = [(zn + (—vn)]

O elemento r — s € R € dito a diferenca entre r e s.

Definigao 4.8. Sendo r = [(x,)], s = [(yn)] € R, com s # 0, existe s™* = [(2,)] € R tal

que s-s ' =1. A divisao entre r e s é definida por

rfs=r-s = (@) [(zn)] = [0 - 20)].

O elemento r/s € R € dito o quociente de r e s.

Logo, a subtracao entre r e s se trata da soma de r com o inverso aditivo de s, enquanto
a divisao entre r e s # 0, se trata da multiplicacdo de r com o inverso multiplicativo de

s. Assim, em R, a subtracao e a divisao sao operagoes binarias.
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4.4 Relacao de ordem: R é um corpo ordenado com-

pleto

Definigao 4.9. Seja (x,,) uma sequéncia racional de Cauchy, diremos que (x,) € positiva

se existirem M,ng € N tais que n > ng = x, > —.

M

Definicao 4.10. Diremos que um nimero s € R € positivo, se existir uma sequéncia de

Cauchy positiva, (x,), tal que s = [(x,)].

O préximo teorema mostra que o conceito de niimero real positivo é bem definido.

Teorema 4.9. Sejam s = [(z,)],s = [(z})] € R. Se (z,) é uma sequéncia de Cauchy
positiva tal que [(z,)] = [(x]))], entdo (z,) € positiva.
1
Demonstra¢ao. Como (x,,) é positiva, existem M,n; € N tais que n > n; = x,, > A
1
Sendo [(z,)] = [(z],)], entéo (z,, — ) — 0. Dai, tomando w = e 0, existe ny € N
tal que n > ny = |z, — 2| < w.
Considerando ng = max{ny, ny}, entao, para n > ng, temos
|z, — 2| <w= |2, — x| <w= 1, —w< 2, <zp + w.
Sabend > ! tilizand < >
abendo que, z,, > —, w = — e utilizando z,, — w < 2}, segue, para n > ng, que
q n M IM n n g p 0, 9

1 1 1

M 2M o St

. . . 1 .
Comprovando, assim, que existem k = 2M,ny € N tais que n > ng = a,, > I ou seja,

(«],) é uma sequéncia de Cauchy positiva. O

Teorema 4.10. Considere o conjunto P C R, onde para qualquer s € R, caso s seja

positivo, entdo s € P. O conjunto P faz de R um corpo ordenado.

Demonstragao. Dados r = [(z,)],s = [(yn)] € P, entao, existem M, N,ny;,ny € N de

forma que

1 1
nN>N =T, > — €N >Ny = > —.
1 n M 2 Yn N

Considerando ng = max{ny, ny}, segue, para n > ng, que

oL L N+M
T = TN T TMN T MN?
e
111
T = 3N T MN
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Mostrando, assim, que existem k = M N, ny € N tais que n > ng implica em (x,,+y,) >

1

1
e (T Yn) > T Dessa forma, [(z, + yn)] € [(#, - yn)] s80 positivos.

Logo, a adigao e a multiplicagao sao fechadas em P.

Agora, provaremos a tricotomia.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, assim (x,,) pode convergir o ndo. Vejamos esses

dois casos:

i)

ii)

(x,) converge para r € Q.

Pela tricotomia em Q, temos que

ou r é positovo, our é nulo, ou — r é positivo.

Como r = [(z,)] € R, segue que

our=|(x,)] €P, our=[z,)]=0 ou —r=|[(—z,)] €P.

(z,) ndo converge.

Em particular, [(z,)] # 0. Assim, pelo lema 4.1, existe x; € N tal que n > n; =
x, # 0. Logo, pela tricotomia em Q, para n > ny, ou x, é positivo, ou —zx, é

positivo.

Por outro lado, sabemos que (z,,) é de Cauchy, entao, tomando w > 0 em Q, existe

ne € N tal que m,n > ny = |z, — z,| < w.

Considerando ng = max{ny,ny}, para m,n > ng, temos
T — xp| <w =Ty — 2| <w =1, € (T — w, Ty +w),

ou seja, estarao tao préximos quanto se queira. Como x, # 0 é sempre possivel
toma w de forma que 0 & (z,, —w, x,, +w), logo,os termos x,, serdo todos positivos,

ou todos negativos. Portanto, ocorre que

ou [(z,)] € P ou [(—xz,)] € P.

Mostrando, para s € R, que

ouse P, ous=0, ou —seP.

O resultado deste teorema, nos permite definir em R a seguinte relagao de ordem:
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Definicao 4.11. Sejam r,s € R. Afirmaremos que r € maior do que s, o que serd

denotado por r > s, se, e somente se, r —s € P.

Tendo definido a relagao >, podemos considerar, para r, s € R, que: r é menor do que
s, denotado por r < s, se, e somente se, s > r; r ¢ maior do que ou igual a s, denotado
por r > s, se, e somente se, r > s ou r = s; r ¢ menor do que ou igual a s, denotado por
r < s, se, e somente se, s > r our = s.

Como R é um corpo ordenado, entao, de maneira natural, sao validas as seguintes
propriedades de ordem, visto que, estas dependem somente da existéncia do conjunto de

positivos P:
i) Transitividade: r <ses<t=1r <t.

ii) Tricotomia: Somente uma das seguintes alternativas ocorre

our <s, our=s, our > s.

iii) Monotonicidade da adigdo: r < s =r+t < s-+t.
iv) Monotonicidade da multiplicagao:

r<set>0 = r-t<s-t.

r<set<(0 = r-t>s-t.

No proximo teorema, mostraremos que R é um corpo arquimediano.
Teorema 4.11. N C R ¢ ilimitado superiormente.
Demonstragao. Seja r = [(x,)] € R, logo, (z,) é uma sequéncia racional de Cauchy.
Assim, (z,) é limitada, ou seja, existe M > 0 em Q tal que, para todo n € N, temos

|z, < M.

Dai, segue que —M <z, < M.
Considere (y,) = (M, M, M,...). Da forma que foi tomada, a sequéncia constante

(yn) é de Cauchy. Logo, para todo n € N, temos
Yn — Tn Z O,

o que indica M — r > 0. Dessa forma, M > r. Como M > 0 em Q, existem a,b € N
a
tal que M = 7 <a < a-+1. Tomando n = a + 1, concluimos que n > r. Portanto, N é

ilimitado superiormente em R.

]
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Observagao. Cada elemento x € Q identifica-se em R como a classe [(x,,)], onde (x,) =

(x,z,x,...) € a sequéncia constante de termos iguais a x. Assim, de modo natural temos

QCR.
O teorema a seguir, mostra que Q é denso em R.
Teorema 4.12. Sendo r = [(z,)] € R ew >0 em Q, existe ¢ € Q tal que |r — q| < w.

Demonstrag¢ao. Sabendo que (z,,) é de Cauchy, para w > 0 em Q, existe ng € N tal
que m,n > ng implica que |z,, — x,| < w. Considerando um natural [ > ng fixo, é
possivel tomar ¢ € Q de forma que ¢ = [(x;, z;, 2, ...)]. Dal, temos r — ¢ = [(x, — ;)] e
qg—1r = |[(x; — z,)]. Sendo [ > ng, para todo n > ng, temos =, —x; < w e r; — x, < W,

logo, r — ¢ < w e ¢ —r < w. Portanto, |r — q| < w. ]

Considere um subconjunto S C R, com S # (). Seja M uma cota superior para S.
Como S # (), existe algum elemento s; € S.

Vamos contruir duas sequéncias de niimeros reais (a saber: (u,) e (1,)).

e Sejau; =M el = sq;

ntln
e Supondo ja definidos u, e [,,. Considere m,, = Y ;_ :

e Caso m,, seja uma cota superior para S, difina u,.1 = m, e l,11 = ly;

e Caso m, nao seja uma cota superior para S, defina u, 1 = u, € l,11 = my;

Como sqg < M, entao, da maneira que foi definido [, < wu, para qualquer n € N.
Assim,

Unp4+1 = Up,

ou

Up41 = My = D) < 9 = 9 = Up.
Logo, u,, é uma sequéncia nao-crescente, ou seja, u,+; < u, para todo n € N.
Temos, também, que
ln+1 = ln>
ou
Up + 1y, S ln +1, 21,
2 = 2 2

Portanto, (I,) é uma sequéncia nao-decrescente, isto é, l,,,1 > [, para todo n € N.

ln+1 =my =

Mostraremos agora, alguns resultados que serao utilizados para provar que R é um

corpo ordenado completo.

Lema 4.2. (u,) e (l,), da forma que foram definidas anteriormente, sio sequéncias de

Cauchy de nimeros reais.
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Demonstragao. Perceba que [, < M Vn € N. E, do fato de (I,) ser nao-decrescente,
segue que
L<lh<It<..<l,<..<M.

Logo, 1 é uma cota inferior e M é uma cota superior para (l,). Assim, trata-se de
uma sequéncia de Cauchy.

Agora, note que u, > s; Vn € N. Por (u,) ser ndo-crecente, temos que

M:U12UQZU3> ..Zun>...>81.

Assim, para todo n € N temos u,, € [s;, M]. Logo, (u,) ¢é limitada, portanto é de
Cauchy. O

Lema 4.3. Seja a sequéncia u, definida anteriormente, existe u € R tal que u, — u.

Demonstragao. Considere um termo u,, da sequéncia (u,,), de acordo com o Teorema 4.12,
existe ¢, € Q tal que |u, — ¢,| < %

Seja a sequéncia (q1,qa,qs, - - -) de nimeros racionais, vamos mostrar que esta é uma
sequéncia de Cauchy. Tomando w > o, pela propriedade arquimediana, existe n € N de

1 w
forma que ~ < 3 Por (u,) ser de Cauchy, entao, existem n, m € N tal que n,m > M =

[ty — U] < % Assim, desde que m,n > max{M, N}, segue que

|Qn - C]m| = |(Qn - Un) + (un - um) + (um - Qm)|

< |Qn - un| + |un - Um| + |um - Qn|

w+w+w
-+ -+ - =w
3 3 3

A\

Mostrando assim, que (g,) é uma sequéncia racional de Cauchy, logo, temos u =

[(gn)] € R.
Para mostrar que (u,, —u) — 0, considere um numero real ¢, = [(¢n, Gn; @n, - - -)], assim

1 5 -
¢, —u — 0. Mas, u, — ¢, < — por construcao. Logo, se ¢, — u e u, — ¢, — 0, entao
n

Uy — U UJ
Lema 4.4. Seja a sequéncia (l,) definida anteriormente, temos que l,, — u.

Demonstragao. Da forma que (u,) e (1,) foram construidas temos:

e Se m, é uma cota superior para S

Un+1 — ln—i—l = Myp — ln

e Se m, nao é uma cota superior para S

un+ln_un_ln

2 2

Up+1 — ln+1 =Up — My = Uy —
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O que significa que u; — I} = %(M —8), e entao us — ly = %(ul —l) = (%)Q(M —5),
e, é possivel provar por indugao que u, — [, = 27"(M — s). Desde que M > s, temos
M — s > 0 e, desde que 27" < —, pela propriedade arquimediana para R, teremos, para
w >0, que 27"(M — s) < w. Logo, u, — I, < 27"(M — s) < w, entdo, u, — I, — 0.

Portanto, desde que w,, — u, teremos também [,, — w. O

Teorema 4.13. Todo subconjunto nao vazio S de R que seja limitado superiormente

possut a propriedade da menor cota superior.

Demonstracdo. Inicialmente, vamos mostrar que u é uma cota superior. Por absurdo,
suponha que u nao seja uma cota superior. Logo, u < s, para algum s € S. Dali,
s —u=w >0 e, desde que u,, — u, e sendo (u,) ndo-decrescente, deve existir um n € N
tal que u, — u < w, o que implica que u, < u+w = u+ (s —u) = s. Porém, u,, é uma
cota superior para S, gerando uma cotradi¢ao. Portanto, u é uma cota superior para S.

Temos que, para todo n € N, [,, nao é cota superior, implicando que para todo n existe
sp € S tal que [, < s,. Pelo lema 4.4, [,, — u, do fato de (l,,) ser ndo-decrescente, temos
que, tomando w > 0, existe ng € N tal que n > ng se tenha [,, > u — w. Assim, para
n > ng tem s,, > [, > u—w, em particular, tomando w > 0, existe s € .S tal que s > u—w.
O que comprova que nenhum nimero menor do que u pode ser uma cota superior para o

conjunto S. Portanto, u é a menor cota superior para S. O

Concluimos assim, que o conjunto R é um corpo ordenado completo.
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Capitulo 5
Desigualdades em R

Este capitulo sera dedicado a apresentacao de algumas desigualdades entre nimeros
reais. Para isso, esperamos que o leitor esteja familiarizado com operagoes e proprie-
dades dos conjuntos numéricos construidos nos capitulos anteriores, visto que aqui as

utilizaremos de modo natural. Para mais detalhes veja [3, 5, 6, 14, 15, 17, 20, 22].

5.1 Desigualdade entre as médias Aritmética e

Geomeétrica

Proposicao 5.1. Sendo a € R, seque que a®> > 0, com igualdade ocorrendo apenas quando
a = 0. De forma mais ampla, sendo ay,as, ...,a, € R, temos que a3 + a3 +...+a? >0,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, a; = as = ... = a, = 0.

Demonstracao. Dado a € R, segue da tricotomia que somente um dos seguintes casos
acontece: ou a < 0, ou a = 0, ou a > 0. No primeiro caso, como a < 0 segue, da
monotonicidade da multiplicacdo de nimeros reais, que a-a = a®> > 0-a = 0. No segundo
caso, temos de imediato que a = 0 = a? = 0. Por fim, no tltimo caso, sendo a > 0 segue,
novamente da monotonicidade, que a-a = a®> > 0-a = 0. Logo, para todo a € R, temos
que a® > 0, ocorrendo a igualdade se, e somente se, a = 0.

Vamos utilizar induc¢ao em n para mostrar o caso geral. Vimos anteriormente que a
propriedade é verdadeira para n = 1.

Suponha que a propriedade seja valida para certo n, ou seja,
a?+a3+...+a>>0,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, a; =ay, = ... =a, = 0.

Vejamos que a propriedade também ¢ verdadeira para n + 1. De fato, pois a? 41 =>0
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para todo a,.1 € R, ocorrendo a igualdade se, e somente se, a,,; = 0. Assim,
2 | 2 2 2
aj +ay+...+a, +a, >0,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a1 =ay = ... = a, = a1 = 0.

Portanto, pelo principio de indugao, a propriedade é valida para qualquer n € N. [

Observagao. Sendo a,b € R, temos que (a — b)? = a* — 2ab + b*. Pela Proposigio 5.1,
seque que (a — b)*> >0, ou seja, a* — 2ab+ b* > 0. Assim,

2 b2
CEY S,
2

com a iqualdade ocorrendo quando a = b.

Em particular, sendo a,b, z,y reais positivos tais que a = \/x e b= VY, seque que

Tr+y

5 =T,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, x = y.

Exemplo 5.1. Dados a,b,c € R, vamos mostrar que a®+b>+c? > ab+be+ ca, de forma

que a igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstragao. Sabendo que (a —b)? = a? — 2ab + b*, podemos reescrever a desigualdade

da seguinte forma
(a—=b)2*+(b—c)*+ (c—a)>>0.

Perceba que a desigualdade é sempre verdadeira. Por outro lado, temos que a igualdade

ocorre se, e somente se, a —b =b—c = c—a = 0, ou seja, quando tivermos a =b=rc. [
O préximo exemplo pode ser visto com maiores detalhes em [3].

Exemplo 5.2. (Olimpiada Nordica) Vamos determinar todos os x,y, z reais maiores que

1 tais que

Solugao:

Podemos escrever

rx—1 T — r—1

x + k =(x-1)+(1+ 31)22\/(x—1)'(x+2>:2\/33+2 (5.1)

ou, de forma simplificada,
3
T+ —— > 2Vx +2 (5.2)
Z‘ _
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De modo analogo, temos que

3
e que
3
z+—122\/z+2 (5.4)
Z —
Somando as desigualdades 5.2, 5.3 e 5.4, temos que

3 3 3
x+y+z+x_1+y_1+z_122(\/x+2+\/y+2+\/z+2) (5.5)

Sabendo que a igualdade ocorre em 5.5, entao deve ocorrer também em 5.2, 5.3 e 5.4.

Perceba que, para a igualdade ocorrer em 5.2 também deve ocorre em 5.1, ou seja, teremos

(x—1)+if?: \/(x—l)-(iti)

o que implica em

x+2
—1= :
v r—1
3++v13
Assim, temos que 22 — 3z — 1 = 0. Do fato de x > 1, segue que = = +T De
) 3+ V13
forma andloga, resulta que y = z = —
Definig¢ao 5.1. Dados os nimeros reais positivios ay, as, . . . a,, a Média Aritmética (M A)

e a Média Geométrica (MG) destes nimeros sao definidas, respectivamente, por

a+as+ ...+ ay,
n

MA =

e MG = \/aA1a2 ... Q.

Lema 5.1. Sejam aq,as,...,a, numeros reais positivos tais que M = /ajas...a, =
a,+as+ ...+ ay,

, entao
n
a1+a2+...+an+]\/[+]\/[+“'+]\/[/
M=n+{/a1a2...anMM...M: T Vezes
T otaes n+r
r vezes
a a ...t ay
Demonstracao. Sendo M = /ajay...a, = 1+ az + + segue que

n

M"=aias...ap, en-M=a,+ay+...+a,

Assim, temos que
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Sarta @b = "W = A = M = Py

n-+r
nM+rM a+a+...+a,+7M

n—+r n-+r

O que mostra a validade do lema. O

No teorema a seguir, vamos mostrar a desigualdade entre as Médias Aritmética e
Geométrica. O leitor que desejar encontrar mais detalhes sobre a demonstragao que segue

ou ver outras formas de se fazer pode consultar [3, 17, 20], por exemplo.

Teorema 5.1. Sendo aq,ao, . ..,a, reais positivos, com n > 2, seque que MA > MG, ou

seja,
ar+as+ ...+ ay,

n

> a1asg . .. Ay,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, a; = as = ... = Q.

Demonstragao. Utilizaremos indugao sobre n para demonstrar o teorema. Assim, visando
percorrer todos os numeros naturais e completar a indugao, procederemos da seguinte
forma: iniciaremos mostrando que se o teorema é valido para quaisquer n reais positivos,
isso implica que também é valido para 2n reais positivos. Em seguida, mostraremos que
sendo valido para quaisquer n reais positivos, implica que também é valido para n — 1
rais positivos. Por fim, mostraremos que a igualdade ocorre se, e somente se, todos os
termos forem iguais.
[ . a; + ag :

J& provamos anteriormente que — > /ajaz, ocorrendo igualdade se, e somente

se, a; = as. Assim, o teorema é valido para n = 2.

Supondo que seja verdadeiro para certo n, ou seja,

a1+a2+...+an
n

> Yajasg ... ap,

vamos mostrar que também é valido para 2n.

Perceba que,

a+...+ay Apy1 + ...+ a2y
(a1 + ...+ ap) + (@1 + ... +2,) n + n
2n 2
YVay ...y + YApg1 ... A2y

2
> \/{L/al...an{l/anﬂ...agn

60



Como \/Q/al ce A/ Apgy - Q2p = 2{l/a1 oo QpQpt - - - Gop, temos que

(a1...4+an) + (a1 + ... +2,)
2n

> 2\"/011 e QpQpy - .- A2y

Mostraremos agora, que se o teorema vale para certo natural n também serd valido

paran—1. Para isso, vamos considerar os n—1 reais positivos aq, as, . . ., a,_1 e definiremos
ar+ ...+ ap_1 .
Gy = . Assim,
n—1

O,1+...+an,1_a1+...+an,1+an
n—1 n '

Ap —

Como, por hipétese, o teorema é valido para certo n, segue que

_a1+...+an,1+an> .
Ap = n = ai...0ap.

Simplificando, temos a,, > »<Yay...a,_1. Dessa forma, pela definicao de a,, resulta

que
a1+ ...+ ap_q

n—1

ou seja, o teorema também vale para n — 1.

Agora, suponhamos que se M A = MG para certa quantidade n de termos, ou seja,

a+as+...+a,
n

= \/a1Q9...0a,

entao a1 = as = ... = ay,.

Vejamos que também ocorrerd para 2n. De fato, seja

ar+...+ap+ape1 + ...+ a2 = = + n

1 fay+...+a, api1+...+ a2,
2 n

Sabemos que

ap+...+ay Ap+1 + ...+ agy
— > Yay...a, € > Yapt1 .. - Qop
n n

Segue da hipdtese de inducao, que se a igualdade ocorre, ou seja,

1<a1+...+an+an+1+...+a2n) A+ YUy Gy
n

2 n 2

entao,

) =...=ap € Qi1 = ... =y, (5.6)
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Da validade de n = 2, temos que

{L/al...an+{l/an+1...a2 o
5 = X/ay...Ap0n41 ... G2p

de forma que

Vay . an = {Sangr .. Gy (5.7)
Assim, segue de (5.6) e (5.7) que

a; = /ay...a, = {/Opyy ... A2y = A2y,

istoé, a1 =...=a, =ap11 = ... = Q2y.

Seja agora, uma lista de n reais positivos, de forma que a; = as = ... = a,. Assim,

a1+a2+...+an_ . \/— W
= =a = 1a2

n

Provando assim, a validade do teorema. O

No exemplo que segue, veremos como podemos utilizar a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica. Mais detalhes e outros interessantes problemas podem ser vistos
em [3, 5, 6].

Exemplo 5.3. Sendo a,b, c reais positivos tais que a + b+ ¢ = 1, vamos mostrar que
1 1 1
o <1+_) (1+_> <1+_) > 64
a b c

Ao desenvolver o lado esquerdo da desigualdade, temos que

S (L P (RN (5.8)
N a b ¢ ab  bc  ca abc ’

Solucao:

Do fato de termos M A > MG, resulta que

1 n 1 n 1
a b el L
3 abc
.1 1 1
Considerando {/ — = ¢, segue que — + — + — > 3q. Dessa forma, teremos também
abc a b ¢
1 1 1
ab  be "eca - s 1 1 1 1 9
> = —4+—+—2>3
3 — V a2b?c? ab+bc+ca_ ¢
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1
e que P ¢3. Assim, podemos escrever 5.8 como
abc

P>1+3¢+3¢+¢ = (1+q)>.
Sabendo que a + b+ ¢ = 1, segue que

1 . 1
L_atbte, yoo 1
3 3 q

Logo, concluimos que ¢ > 3, ou seja, P > (1 + 3)3 = 64.
Outro exemplo do uso da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica é visto

a seguir. Mais detalhes podem ser encontrados em [18].

Exemplo 5.4. (Olimpiada Internacional de Matemdtica - 2012) Seja n > 3 um inteiro

e sejam asg, as, . . . , a4, nUmMeros reais positivos tais que asas . ..a, = 1. Prove que
(14 a2)*(14+a3)®... (14 a,)" > n™

Demonstragao. Primeiramente, considere a lista de nimeros reais positivos {1, as}. Apli-

cando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

1
—ZGQZ 1‘@2.

Elevando ao quadrado ambos os membros da desigualdade, segue que
(1+az)® > 22 ay,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, ay = 1.

Agora, seja a lista de nimeros reais positivos { } Aplicando a desigualdade

29’ as
entre as médias aritmética e geométrica, temos

1 1 2
%+§+a3:2(§)+a3231 .a3:3 1 .a3.
3 3 V 2 2

Elevando os dois lados da desigualdade ao cubo, temos

(1+a3)® = (2- (%) +a3)3 > 3%. (%)2-%,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a3 = 3

N | —

De modo geral, considere a lista de k nimeros reais positivos, sendo estes (k — 1)
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nimeros iguais a - e ay, isto é,

11 1
k—Uk—1 k-1

-~

(k - 1) vezes

Utilizando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

N -1

1 1 1 1
S T - k—-1)- | —— _
k_1+k_1+...—l—k_1+ak_( ) (k—1>+ak>k 1 \&D
> —_— - ag.
k k k

Elevando a k-ésima poténcia ambos os lados da desigualdade, resulta que

1 \&D
(1+an) > K- (m)

1
ocorrendo a igualdade se, e somente se, a, = ——.
Sabendo que k estd variando de 2 até n, multiplicando os termos da desigualdade

anterior, temos
n

oot =11 ()
w=1L k-1 o

2
Tomando parte do produto do lado direirto da desigualdade, perceba que quase todos

os termos se cancelam, ou seja,

n (k—1) 2 (n—2) (n—1)
1 1 1 1
e () e (3] o () ()
5 k—1 2 n—2 n—1

Assim, segue que

n

H(l—i—ak)an"-ag-ag...an.
2

Como, de acordo o enunciado, as - as...a, = 1, temos que

n

H(l + ak)k > n".

2

1
Para que ocorra a igualdade, devemos ter ap = p— para todo £ € N tal que
2 < k <n. Mas, como n > 3, entao
1 1
as-ag...ap,=1--...—# 1.
2 n
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Portanto, a igualdade nunca vai ocorrer, o que comprova que a desigualdade é extrita,

ou seja,

ﬁ(l +ap)f =1+ a)*(1 +a3)®... (1 +a,)" >n"

5.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Proposigao 5.2. Seja a fungdo do sequndo grau f(z) = az* +bx + ¢, com a > 0. Sendo
A = b* — 4ac, entio f(x) > 0, para qualquer real x se, e somente se, A < 0. Caso se

tenha A = 0, entao ird existir um unico real A tal que f(\) = 0.

Demonstragao. Sendo a fungiao do segundo grau f(z) = az? + bx + ¢, com a > 0, temos

fx) = ar*+br+c

A
Note que, teremos f(x) > 0, para qualquer real = se, e somente se, I > 0, ou seja,
a

A <0.
b\ 2
Quando ocorrer A = 0, teremos f(x) = a <x - —) . Assim, ird existir um tnico real

2a
A tal que f(A) =0, pois

2
a(/\+23) =0 & )\+£=O & )\z—i

a 2a 2a
OJ

Teorema 5.2. Sejam n > 1 natural e ay,as,...,an,b1,bs, ..., b, numeros reais dados.
Entao

|albl+a2b2+...+anbn|§\/a%+a§+...+a?b\/b%+b%+...—|—b$l

ocorrendo a iqualdade se, e somente se, os a; e 0s b; forem proporcionais, isto €, se, e

somente se, existir um real nao nulo A tal que b; = \a;, para todo i.
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Demonstracao. Seja a funcao do segundo grau
f(z) = (ayz — b1)* + (asx — by)* + ... + (anx — by)?
que também pode ser escrita como
f(x) = (a3 +a5+...+a?)x® —2(a1by + asby + ... + apby)z + (b + b3+ ... +b2)

Perceba que para todo real x teremos f(z) > 0, pois f se escreve como a soma de

quadrados. Assim, temos que A < 0, ou seja,
4(arby + asby + ...+ anby)? —4(al + a3+ ... +a2) (bl +b3 ... +b2) <0
0 que equivale a
(arby + agby + ... +apb,)* < (af + a3+ ... +a2)(b] + b3+ ... +b2).

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da desigualdade, obtemos

|a1b1+a2b2+...+anbn\§\/a%+a§+...+ag\/b%+b§+...+bg

A igualdade ird ocorrer quando se tiver A = 0, o que indica que existe um unico real

A tal que
(@A — b1)* + (ag) — b2)? + ...+ (apX — b,)* =0

Logo, teremos que b; = Aa;, para todo 7. Por outro lado, é evidente que caso os a; e

os b; sejam proporcionais a igualdade ocorre. O

Exemplo 5.5. Sejam a,b, ¢ reais positivos, vamos mostrar que

a b c
- —-
b+c c+a a-+bd

3
> 2
-2

Demonstracao. Temos que

a b c 3 a b c 3

- + > o +l+— 1+ ——+1>+43
b+ec c¢c+a a+b 2 b+c c+a a+b 2
a+b+c a+b+c a+b+c_ 9
< + + e
b+c c+a a+b 2

& (a+b+c) ! + ! + L)Y

“ ¢ a+b b+c c+a) 2

1 1
b b >
< ((a+0b)+( +C)+(C+a))(a+b+b+c c—l—a) 9
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Fazendo r = va+ b,y =vb+ce z =+/c+ a, segue que

a b c
- —-
b+c c+a a-+bd

3 s o oo f1 1 1
25 & (F 4y +z)<P+E+;>Z9

Para garantir a veracidade da desigualdade, vamos aplicar aos niimeros reais positivos

111
x,y, 2, —, —, — a desigualdade de Cauchy. Assim, temos que
xy z

() ()= ()

Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, resulta que

1 1 1
\/($2+y2+22)\/(ﬁ+ﬁ+;) >

111
(x2+y2+z2)(;+ﬁ+;) >(1+1+1)*=9

5.3 Desigualdade de Bernoulli

Teorema 5.3. Dados n natural e x > —1 real, temos
(1+2)" > 1+ nz,

com igualdade para n > 1 ocorrendo se, e somente se, x = 0.

Demonstragdo. Utilizaremos indugao sobre n. Perceba que (14 2)' e 1+ 1 -2 sdo ambos
iguais a 1 + x, logo a desigualdade ¢ verdadeira para n = 1.

Supondo que a desigualdade seja valida para certo natural n, ou seja, que tenhamos
(14+2)" > 14 nz,
vamos verificar que também ¢é valida para n 4+ 1. De fato, pois como 1 4+ x > 0, temos
A+2)"M=0+2)1+2)"> (1+2)1+nz) =1+ (n+ 1)z + na?

como nx® > 0, segue que 1+ (n + 1)z + nz* > 1+ (n + 1)z. Assim, concluimos, pela

transitividade dos ntimeros reais, que
(14+2)" > 1+ nz,

ocorrendo a igualdade para n > 1 se, e somente se, (1 + )" = 1+ nx e nz? = 0, isto &,

se, e somente se, x = 0. O
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No exemplo a seguir, mostramos como a desigualdade de Bernoulli pode ser utilizada.

Para mais detalhes veja [20].

Exemplo 5.6. Sejam n natural e a e b reais positivos, vamos mostrar que

(1 + %)n+ (1 + g)n > ontl

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a = b.

Demonstracao. Ao dividir os dois membros da desigualdade do enunciado por 2", obtemos

1+a n+ 1+b n>2
2 2b 2 2a -

Dessa forma, nosso objetivo se resume em mostrar que

EEE R SN SN
2 "% 5% =7

1 1
Perceba que, ) + 2% >—-1lel— 5 + %0 > —1. Assim, aplicando a desigualdade de
a

Bernoull; ses (1-L4 ) o(1-Li2)
ernoulll as expressoes 2 2b e 2 2@ s €11 0S que

RS L, a RO R L, 0
2 Top) TP T\ Ty ¢ 27 9g) = T\ T2 )

Somando as duas desigualdades, temos

1 a\" 1 b\" a b
-4 2 l—2e ) s24n(2+ 2 1),
( 2+2b> +< 2+2a) = +n<2b+2a >

Utilizando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos que n <— 4+ — - 1) >

a b fa b
—+—2>2= - ——=1=0
2b+2a_ 2b 2a ’
—, isto é, se, e somente se, a = b. O

2b 2a
Exemplo 5.7. Seja ay, as,as, ... uma sequéncia infinita e arbitraria de nimeros positivos.

0, pois

ocorrendo se, e somente se,

Mostre que a desigualdade
14+a, > A(n-1) ° C/§

¢ valida para um niumero infinito de inteiros positivos n.

Demonstracao. Seja a desigualdade de Bernoulli

(14+2)">14+nx, comz >—1enecN.
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Se tomarmos x = —, resulta que
n

1 n
(1 + —) > 2.
n
Sabendo que os dois membros da desigualdade sao positivos, temos
L.
1+-> V2
n
Sendo a(n — 1) > 0 para todo (n — 1) € N, segue que

1 0
Aoy [ 1+ =) > ap_1y - V2.
n

Agora, vamos verificar se

1
14+a, > A(n—1) (1 + E)

para um nuimero infinito de inteiros positivos n.
Supondo, por absurdo, que o nimero de termos que satisfaz a desigualdade anterior

seja finito, ou seja, que exista k € N tal que, para n > k, vale

1
1+an§a(n_1)~ <1+E>.

Dividindo ambos as membros da desigualdade por n + 1, segue que

Lo (1+3) An-1)

n+1 n—l—l_a(n_l). n+1 - n

Somando as desigualdades quando n varia de k até certo m € N, com m > k, temos

m 1 m a m&ni1
Zn—{—l_l—znjtlgz n

n=~k n=~k n=~k

Perceba que ao desenvolver os somatorios muitos termos irao se cancelar

i 1 a Ay A Aj— a Qo
3 Py pmly <Ly TR oyl
kn+1 k+1 A, Qi1 k Qi1 m

n—=

Restando somente que

1 G Qg1
g + < :
—'n +1  am k

3
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isto é,

A Ap_1 i 1
< — .
amy1 — K ; n+1

1 : . :
Note que, 1 gera uma sequéncia de termos positivos. Assim, sua soma deverd
n

Am

crescer ilimitadamente. Dessa forma, deve existir um valor de m a partir do qual ] <
0. E isto gera um absurdo, pois a,, >0 e m > 0.

Portanto, concluimos que
1 n
1+ Ap > A(n—1) 1+ ﬁ > A(n—1) \/5,
é valido para um numero infinito de inteiros positivos. Ou simplesmente, por transitivi-

dade, que
I+an > am-- \n/§
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Este trabalho tem o objetivo de apresentar uma formalizacao dos conjuntos numéricos
e algumas aplicagoes destes conjuntos na resolugao de problemas matematicos. Assim,
partindo dos nimeros naturais e utilizando uma relacao de equivaléncia foi construido o
conjunto dos nimeros inteiros. Também por meio de uma relacao de equivaléncia, a partir
dos inteiros foi construido o conjunto dos nimeros racionais. Ao definir nos racionais o
conceito de sequéncias de Cauchy foi possivel construir o conjunto dos niimeros reais. Em
seguida, foram apresentadas trés desigualdades entre ntimeros reais, e diversos problemas
cuja solucao abrange os conceitos anteriormente vistos.

Um conhecimento formalizado em bases sélidas permite ao leitor maior propriedade
sobre o contetiddo em questao. Assim, acreditamos que este trabalho servira como material
de consulta e aprofundamento para estudantes da educacao bésica, em especial do ensino
médio, que desejarem aprimorar o conhecimento a respeito dos ntimeros reais vistos em

sua rotina escolar, muitas vezes de forma superficial e intuitiva.
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