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RESUMO

PARANHOS, Ygor Faria. Historias para contar: uma maneira lidica de trabalhar as
complexidades de conjuntos finitos e infinitos no ensino bdsico. 2023. 122 f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)) — Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2023.

Um dos assuntos mais instigantes € o infinito. Ele aparece em poesias, é assunto na
astronomia, na astrofisica e, claro, é assunto na matematica. Visando fascinar os alunos
do ensino basico com os resultados que podem ser obtidos quando tratamos do finito e do
infinito, o presente trabalho tem como objetivo principal a contacao de histérias, umas
ja conhecidas por matematicos, como o “Hotel de Hilbert”, e outras de criacao propria,
inspiradas naquelas. Para alcancar esse objetivo principal, trabalharemos formalmente
o ramo da teoria de conjuntos que trata de cardinalidade, que, informalmente, se trata
do “tamanho” de um conjunto ou sua “quantidade de elementos”. Vale destacar que
as fungoes e suas propriedades serao as ferramentas fundamentais nessa construgao. Os
conjuntos numéricos e suas cardinalidades finitas ou infinitas sao objetos centrais de estudo
e muitos resultados importantes sobre suas cardinalidades estarao aqui presentes.

Palavras-chave: Conjuntos. Cardinalidades. Historias.



ABSTRACT

PARANHOS, Ygor Faria. Stories to tell: a playful way to work with the complexities of
finite and infinite sets in basic education. 2023. 122 f. Dissertagao (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)) - Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

One of the most exciting subjects is infinity. It appears in poetry, it is a subject in
astronomy, astrophysics and, of course, in mathematics. Aiming to fascinate elementary
school students with the results that can be obtained when we deal with the finite and
the infinite, results that will be formally and informally justified, the main objective of
this work is storytelling, some already known by mathematicians, such as the “Hilbert
Hotel”, and others of our authorship, inspired by those. To achieve this main objective,
we will formally work the set theory that deals with cardinality, which, informally, deals
with the “size” of a set or its “number of elements”. It is worth noting that the functions
and their properties will be the fundamental tools in this construction. Numerical sets
and their finite or infinite cardinalities are central objects of study and many important
results about their cardinalities will be present here.

Keywords: Sets. Cardinality. Stories.
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INTRODUCAO

O infinito é um tema fascinante, e muitas ideias intrinsecas a ele sao conjectu-
radas por toda a humanidade, até mesmo por pessoas sem o conhecimento técnico ma-
temdatico necessario para explica-lo. A ideia de algo inalcancédvel, incontével, fora dos
nossos dominios, é instigante. Corroborando a fala de (ANDRADE, 2010), “A crenga
geral de que O todo é maior que a parte deixa de valer aqui” (grifo do autor). Por
muito tempo os matematicos vém se empenhando para explicar tecnicamente esse ente
matematico. Tais estudos foram importantissimos para a compreensao do que seja o infi-
nito e os resultados sao impressionantes: nao ha somente um tipo de infinito; um infinito
pode ser tao grande quanto um pedaco infinito seu; entre outros.

A compreensao do finito e do infinito esta diretamente relacionada a formalizacao, a
compreensao e ao desenvolvimento da teoria dos conjuntos, e um dos grandes estudiosos é o
matematico alemao Georg Cantor (1845-1918), responsavel pela elabora¢ao da moderna
teoria dos conjuntos. Essa teoria formaliza a ideia de cardinalidade de conjunto, ver
(ANDRADE, 2010).

Mostraremos, neste trabalho, que as cardinalidades de conjuntos podem ser com-
pardveis e, dessa forma, poderemos dizer, de acordo com os critérios e defini¢coes forma-
lizadas ao longo do texto, que a cardinalidade de um conjunto é menor, igual ou maior
que a de outro conjunto. Para compreensao dos assuntos tratados, sera necessario que o
leitor tenha conhecimento prévio sobre conjuntos ¢ conjuntos numéricos, pois esses serao
os principais objetos explorados, além de funcoes, que serao as principais ferramentas
nessa construcao.

No que tange a educacao basica, surge um grande questionamento, que é, de fato,
a motivacao para a realizacao deste trabalho: como apresentar esses resultados para
criancas em nivel basico de ensino, desde os primeiros anos do ensino fundamental até
o ultimo ano do ensino médio? Com o objetivo de responder a esse questionamento,
concluiremos nosso trabalho com um capitulo especial de contacao de histérias: instigantes
e desafiadoras, todas baseadas em resultados formais apresentados ao longo deste texto,
possibilitando que o aluno compreenda, mesmo de forma intuitiva e informal, o finito e o

infinito matematico.
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1 O CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Neste capitulo desenvolveremos formalmente a teoria dos niimeros naturais e, para
apresentar de maneira ludica os pilares dessa construgao, apresentamos a historia a seguir,
de autoria propria.

No reino de Vallala! vivem os Vikings, os Hunos e os Otomanos. Esse reino,
incrivelmente, possui um numero infinito de cidadaos, e toda sua estrutura foi feita para
atender seus infinitos moradores, escolas e 6nibus com infinitos assentos, hospitais com
infinitos leitos, infinitos pratos e talheres, etc. Certa vez, seus habitantes planejaram
uma viagem para um reino distante e, para que pudessem chegar ao destino, reservaram
um dos seus onibus com infinitos lugares. Na hora do embarque, o comissario de bordo
Viking, que estava com a atribuicao de organizar o acesso ao 6nibus, verificou que o 6nibus
fretado estava vazio e foi alocando cada morador do reino em um respectivo lugar, com o
comando “préoximo”. Assim, o onibus que estava com 0 passageiro sentado foi recebendo
um passageiro a cada vez que o comissario gritava “proximo”, de modo que foi ficando
ocupado com 1 passageiro sentado, depois com 2 passageiros sentados, 3 passageiros
sentados, 4 passageiros sentados, e assim por diante, tendo sempre um morador sucedendo
outro.

Note que, na situacao descrita acima, a quantidade de passageiros que ocupam
o onibus comeca com 0, cada morador é sempre sucedido por outro apdés o comando
“proximo”, ordenadamente, e esse processo nao termina. KEssas estao entre as ideias
fundamentais para a construcao do conjunto dos nimeros naturais, denotado por N, e o
conjunto de axiomas que definem N sao chamados Axiomas de Peano, conforme veremos

formalmente a seguir.

1.1 Os axiomas de Peano

Todos os resultados desse capitulo foram inspirados em (HALMOS, 2017), (HE-
FEZ, 2009b) e (LIMA, 2004). Os Axiomas de Peano admitem alguns conceitos primitivos,
que sao objetos nao-definidos: um conjunto, designado por N, cujos elementos sao chama-
dos nimeros naturais, e uma fun¢édo s : N — N, em que, para cada n € N, a imagem s(n)
¢ chamada sucessor de n. Esses objetos estao relacionados pelos trés axiomas abaixo, que

sao os Axiomas de Peano.

! Nome retirado da histéria cujo titulo é “O Grande Hotel de Hilbert” ou, simplesmente, “Hotel de
Hilbert”, de onde foi tirada inspiracao para a histéria deste capitulo.
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Figura 1 - Construgao do conjunto dos niimeros naturais, N.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

(P1): A fungao s : N — N ¢ injetiva.

(P2): Existe um tunico nimero natural que nao é sucessor de qualquer outro nimero

natural. Ele serd chamado de °

e 0 ¢ Img(s).

‘zero” e serd denotado pelo simbolo 0, isto é, 0 € N

(P3): Principio da indugao: seja X um subconjunto de N. Se 0 € X e se podemos
garantir que n € X implica que s(n) € X, entdo X = N.

Note que o conjunto dos nimeros naturais, N, é diferente de vazio e tem pelo menos
dois elementos, pois, pelo item (P2), temos que 0 € N e, pelo item (P1), s(0) € Img(s) C N
é tal que 0 # s(0), pois 0 ¢ Img(s). Aplicando a funcdo s para os elementos distintos 0
e s(0), temos que s(s(0)) € N sera outro elemento de N, pois s(0) # s(s(0)), dado que,
pelo item (P1), a funcao s é injetiva. Temos também que s(s(s(0))) € N é diferente do
elemento s(s(0)), pelo mesmo item (P1). Observe a Figura 1, que ilustra a funcao s.

Temos entao, ainda intuitivamente, que n # s(n), para todo n € N, isto é, cada
nimero natural é diferente de seu sucessor e o proximo teorema nos comprovara esse
resultado. A técnica utilizada para essa e outras demonstracoes similares é chamada
de demonstragao por indugao matematica. Quando precisamos demonstrar que uma
propriedade P é verdadeira para todos os nimeros naturais, isto é P(n) é verdadeira
para todo n € N, precisamos mostrar que o conjunto V' = {n € N | P(n) é verdadeira} é
o proprio conjunto dos niimeros naturais. Para isso, utilizamos os axiomas de Peano 1.1,
item (P3). Para melhores explicagoes, ver (HEFEZ, 2009a).
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Teorema 1.1. Para todo n € N, temos que n # s(n).

Demonstracao. De fato, vamos demonstrar por inducao sobre n. Consideremos o conjunto
X ={neN|n#s(n)}. Vamos mostrar que X = N.

Pelo Axioma de Peano 1.1, item (P2), temos que 0 # s(0), de modo que 0 € X.
Suponhamos que k € X, isto é, que k # s(k). Vamos mostrar que s(k) € X. Como
k € X, temos que k # s(k) e, como a funcao s é injetiva, temos que s(k) # s(s(k)), isto
¢, s(k) € X. Assim, pelo item (P3), temos que X = N, de modo que n # s(n), para todo
n € N.

O

Dessa forma, ja podemos descrever o conjunto N e seus elementos, um a um, sendo

N={ 0 s0),  s(s0),  s(s(s(0))). ...

Note que, para cada m € N\ {0} existe n € N, tal que s(n) = m e, nesse caso, n
é chamado de antecessor de m. A proxima proposicao nos comprovara que todo nimero

natural diferente de 0 possui antecessor.

Proposicao 1.1. Img(s) = N\ {0}, isto €, 0 € o dnico nimero natural que ndo possui

antecessor.

Demonstracao. Vamos demonstrar a proposicao por inducgao sobre n € N. Consideremos
o conjunto X = {0} UImg(s). Vamos mostrar que X = N. Por defini¢do, temos que
0 € X. Suponhamos que £ € N é tal que £ # 0 e k € X. Dessa forma, temos que
k € Img(s), isto é, existe p € N, tal que p é o antecessor de k, isto é, s(p) = k. Assim,
temos que s(s(p)) = s(k) € X, o que implica, pelo Axioma de Peano 1.1, item (P3), que
X = Ne, portanto, N = {0} UImg(s) e o tinico nimero natural que nao possui antecessor

é o zero, como queriamos demonstrar.

O

1.2 Aritmética natural

1.2.1 Soma de nuiimeros naturais

Nosso desejo agora é, dados dois niimeros naturais m e n, definir a soma entre m
e n, que denotaremos por m + n. Em outras palavras, gostariamos de definir uma funcao
+ : N x N — N, que serd chamada de soma, e faremos essa definicao recursivamente,
usando os conceitos e resultados obtidos até entao. Sabemos que, se um nimero natural
n € igual a 0, entao n nao possui antecessor. No entanto, se n # 0, entao existe p € N,

tal que s(p) = n.
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Definicao 1.1. Seja m € N. FEntao, definimos recursivamente a soma de m com n,

denotada por m + n, como a funcao + : N x N — N, tal que

m+n=m, sen=>0
m+n=
m+n=m+s(p) =s(m+p), sen#0es(p) =n
Note que, por defini¢ao, temos que m+0 = m e, em particular, temos que 0+0 = 0.
Temos também que m + s(0) = s(m + 0) = s(m), isto é, somar m com s(0) é tomar o
sucessor de m. Da mesma forma, m + s(s(0)) = s(m + s(0)) = s(s(m)), isto é, somar m
com s(s(0)) é tomar o sucessor do sucessor de m. Podemos generalizar essa ideia da soma
m + n como o numero natural resultado do processo que parte de m e realiza n vezes a
funcao s. Precisamos verificar se a funcao soma esta bem definida, isto é, se m +n € N,

para todo par de ntimeros naturais m e n e, para isso, temos a proposicao a seguir.

Proposicao 1.2. Sejam m,n € N e seja m+n a operagdo soma da Definigdo 1.1. Entdo,

m +n € N para todos m e n.

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao que m + n € N para todos m,n € N.
Consideremos m fixo e fagamos inducao sobre n. Seja o conjunto
X={nmeN|m+necN}. Sen=0,entdo m+n=m+0=m € N e, dessa
forma, 0 € X. Suponhamnos que 0 # k € X, isto é, existe p € N, tal que s(p) = k e
m+k =m+ s(p) = s(m+p) € N. Vamos mostrar que s(k) € X. De fato, temos que
m+s(k) =m+s(s(p)) = s(m+s(p)) = s(s(m+p)) €N, de modo que s(k) € X. Assim,
k € X implica s(k) € X e como 0 € X, temos que X = N.
(I

Proposicao 1.3. Sejam m,n € N. Se m +n =0, entato m =n = 0.

Demonstracao. Se n = 0, entao, por definicao, temos que m+n =m+0 =m = 0, de
modo que m = n = 0. Suponhamos, por absurdo, que n # 0. Dessa forma, temos que
existe p € N, tal que s(p) = n. Assim, temos que m +n = m+ s(p) = s(m+p) = 0, isto
é, 0 é sucessor de m+p € N. Absurdo, pois 0 nao € sucessor de qualquer niimero natural.

Assim, concluimos que m = n = 0, como queriamos demonstrar.

O
Proposicao 1.4. Para todo n € N, temos que 0 +n=n+0 = n.

Demonstracao. Por definicao, ja temos que n + 0 = n. Resta-nos mostrar que 0 +n =
= n para todo n € N. Vamos provar por inducao sobre n. Consideremos o conjunto
X ={n € N|0+n =n}. Vamos mostrar que X = N. Por definigdo, 0 +0 = 0
e, dessa forma, 0 € X. Suponhamos que k£ € X, isto é, que 0 +k = k = k + 0.
Vamos mostrar que s(k) € X. Por defini¢do, temos que 0 + s(k) = s(0 + k) = s(k),
isto é, s(k) € X. Assim, 0 € X e k € X implica s(k) € X, de modo que, pelo Axioma de
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Peano 1.1, item (P3), temos X = N. Logo, para todo n € N, temos que n+0 = 0+n = n,
como queriamos demonstrar.

O

Dado um nudmero natural m, para obtermos o sucessor de m, podemos realizar a
soma m+s(0). No entanto, veremos a seguir que podemos obter o sucessor de m mudando

a ordem das parcelas da soma.
Proposigao 1.5. Seja m € N. Entdo, m + s(0) = s(0) + m = s(m).

Demonstragao. Ja vimos que m + s(0) = s(m) e, dessa forma, resta-nos demonstrar que
s(0) + m = s(m). Vamos mostrar por indugao sobre m.  Seja o conjunto
X ={m € N | s(0) + m = s(m)}. Vamos mostrar que X = N. Pela Defini¢ao 1.1,
temos que s(0) + 0 = s(0), de modo que 0 € X. Suponhamos que k € X, isto é, que
s(0) + k = s(k). Vamos mostrar que s(k) € X. Temos que s(0) + s(k) = s(s(0) + k) =
= s(s(k)), isto é, s(k) € X. Assim, temos que X = N e, dessa forma, temos que
s(0) +m = m + s(0) = s(m), como querfamos demonstrar.

O

Note que, se n # 0, entdo temos que m + n = m + s(p) =
= m + (p + s(0)). Por outro lado, temos, por definicao, que m + n =
= m+ s(p) = s(m+p) = (m+ p) + s(0). Assim, temos que m + n =
=m+ (p+s(0)) = (m+ p) + s(0), o que sugere que a operagao soma 1.1 é associa-

tiva. Na proposicao a seguir veremos que de fato vale essa propriedade.

Proposigao 1.6. Sejam m,n e p € N. Entao,
(m+n)+p=m+(n+p).

Demonstracao. De fato, vamos mostrar por indugao sobre p. Fixemos m,n € N e consi-
deremos o conjunto X = {p € N| (m+n)+p=m+ (n+p)}. Temos, por defini¢ao, que
(m+n)+0=m+n=m+ (n+0) e, dessa forma, 0 € X. Suponhamos que k € X, isto
é, (m+n)+k=m+ (n+k). Vamos mostrar que s(k) € X. Temos que (m+n)+s(k) =
=s((m+n)+k) =s(m+(n+k)) =m+s(nt+k) =m+(n+s(k)), isto é, (m+n)+s(k) =
=m+ (n+ s(k)), de modo que s(k) € X. Assim, 0 € X e k € X implica s(k) € X, de
modo que X = N, ou seja, para todo p € N temos que (m +n) +p = m+ (n + p), como
queriamos demonstrar.

O

Segue da Proposi¢ao 1.5 que s(0) é o niimero natural que deve ser utilizado para
obter o sucessor de m, através da operagao soma, e, assim, podemos definir um novo

simbolo para o elemento s(0) € N.
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Definicao 1.2. O nidmero natural s(0) serd denotado por 1 e chamado de “um”, € tal

quem+1=1+4+m=s(m).

Definicao 1.3. Seja m € N, tal que m # 0. Dessa forma, temos que m possui um
antecessor, isto €, um p € N, tal que s(p) = p+ 1 = m. FEscreveremos m — 1 para

representar o antecessor de m, ou seja, m — 1 =p, tal que p+1 =m.

Dados m,n € N, temos que, se n = 0, entao m + 0 = 0 + m = m. Temos também
que, se n = 1, entdo m + 1 = 1 +m = s(m). Mas serd que vale para todo n € N, isto é,
m +n = n+ m, ou seja, a operacao soma é comutativa? A resposta é sim e veremos a

demonstracao na proposi¢ao a seguir.
Proposigao 1.7. Sejam m,n € N. Entao, m +n =n+m.

Demonstracao. Vamos demonstrar esse resultado por inducgao sobre n. Fixemos m €
N e consideremos o conjunto X = {n € N | m +n = n+ m}. Vamos mostrar
que X = N. Temos, pela Proposicao 1.4, que m +0 = 0 + m = m, ¢ isso implica
que 0 € X. Suponhamos que k£ € X, isto é, que m + k = k + m. Vamos mos-
trar que s(k) € X. Temos, por definicao, que m + s(k) = s(m + k) e, agora, pela
hipétese de indugado, temos que m + s(k) = s(m + k) = s(k +m) = k + s(m) =
=k+(m+s(0)) = k+(s(0)+m) = (k+5(0))+m = s(k)+m, isto é, m+s(k) = s(k)+m,
o que implica s(k) € X. Assim, X = N, de modo que m+n = n+m para todos m,n € N,
como queriamos demonstrar.

O
Vamos definir os proximos simbolos para nimeros naturais.

Definicao 1.4. Sejam os nimeros naturais 0 e s(0) = 1. Entao, definimos os nimeros

naturais conforme a sequir:

e O nimero natural s(s(0)) = s(1) serd denotado por 2 e chamado “dois”;
e O ndmero natural s(s(s(0))) = s(s(1)) = s(2) serd denotado por 3 e chamado “trés”;

e O numero natural s(s(s(s(0)))) = s(s(s(1))) = s(s(2)) = s(3) serd denotado por 4

e chamado “quatro”;

e [ assim por diante com os simbolos que ja conhecemos.

Vamos realizar a soma de alguns nimeros naturais respeitando a Definicao 1.1 e

as propriedades demonstradas até entao. Veja os exemplos:
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Exemplo 1.1. Exemplos de somas de nimeros naturais utilizando a Definicao 1.1.

(a)2 +3 = 2+ s(2) = s2+2) = s(2+ s(1)) = s(s(2+ 1) =
= s +os0) = s(s(s2 + 0) = s(s(s(2) = s(s3) =
= s5(4) = 5.
(b)3 + 4 = 3 + s5(3) =  s(3 + 3) = s(3 + s(2)) =
= 8B+ 2) = s6B 4+ s() = ssB + 1) =
)

Note  que, no Exemplo 1.1 acima, item  (a), temos  que
2 +3 = 5%2), e, no item (b) acima, 3 + 4 = s*(3). Note também que s° = idy, em
que idy é a funcdo identidade e, dessa forma, s°(n) = idyn(n) = n para todo n € N.

Assim temos, intuitivamente ainda, que a soma m+n pode ser calculada realizando

a operagao s"(m) e, para provarmos esse fato, temos a proposi¢ao a seguir.
Proposigao 1.8. Sejam m,n € N. Entdo, m +n = s"(m).

Demonstracao. Consideremos m fixo e facamos indugao sobre n. Para isso, consideremos
o conjunto X = {n € N | m +n = s"(m)}. Dessa forma, temos que s°(m) = idy =
=m =m+0 c temos que 0 € X. Suponhamos que k € X, isto é, m + k = s*(m).
Vamos mostrar que s(k) € X. Temos que m +s(k) = s(m+k) = s(s"(m)) = sos*(m) =
= " (m) = s*®(m) e, dessa forma, temos que s(k) € X. Logo, temos que X = N e
m +n = s"(m), como queriamos demonstrar.

O

Pela Proposicao 1.8, temos um novo método para determinar a soma de nimeros

naturais e veremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1.2. Exemplos de somas de nimeros naturais utilizando o método da Pro-

posicao 1.8.
(a) 2+4=5%2) =5*3) = s%(4) = s'(5) = 5(5) = 6.

(b) 3+1=15'(3) =5(3) =4.

1.2.2 Produto de nimeros naturais

Defini¢ao 1.5 (Produto de ntimeros naturais). Sejam m,n € N. FEntao, definimos re-

cursivamente o produto entre m e n, denotado por m -n por
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m-0=0
m-n =
m-(n+1)=m-n+m
Note que a definicao ja direciona o nimero natural 0 como o elemento tal que

m -0 =0-m = 0 e veremos esse resultado a seguir.
Proposigao 1.9. Seja m € N. Entao, m-0=0-m = 0.

Demonstracao. Por definicao, ja temos que m - 0 = 0 e, dessa forma, resta-nos provar
que 0 -m = 0. De fato, vamos provar por inducao sobre m. Consideremos o conjunto
X ={m € N|0-m = 0}. Por defini¢ao, temos que, se m = 0, entao 0-0 = 0, e
isto implica que 0 € X. Suponhamos que k£ € N, isto ¢, 0 -k = 0. Vamos mostrar que
k41 € X. Por definigao, temos que 0- (k+1)=0-k+0=0-k=0e, assim, k+1 € X.
Logo, 0 € X e k € X implica k+1 € X, de modo que X =N e, assim, m-0=0-m =0
para todo m € N, como queriamos demonstrar.

O

Temos que 0 -0 = 0. Veremos a seguir que, se o produto entre dois niimeros

naturais for zero, pelo menos um deles deve ser igual a zero.
Proposicao 1.10. Sejam m,n € N. Sem -n =0, entdo ou m =0 oun = 0.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que m # 0 e n # 0. Dessa forma, temos, por
definigao, que existe p € N, tal que s(p) = p+1=mn. Assim, m-n=m-(p+1) =
=m-p+m = 0, o que, pela Proposi¢ao 1.3, implica m-p = m = 0. Absurdo, pois m # 0.
Dessa forma, concluimos que ou m = 0 ou n = 0, como queriamos demonstrar.

O

Definicao 1.6 (Elemento neutro do produto de niimeros naturais). Dizemos que m € N
¢ o elemento neutro do produto de niumeros naturais, introduzido na Definicao 1.5, se

m-n=mn-m=mn para todon € N.

Por defini¢ao, temos que o produto m-1 pode ser obtido fazendo m-1 = m-(0+1) =
=m-04+m = m, isto é, o nimero natural 1 é nosso candidato para ser o elemento neutro
do produto, ou seja, m-1 = 1-m = m. Vamos demonstrar esse fato na proposicao a

seguir.

Proposicao 1.11 (Elemento neutro do produto de nimeros naturais). O nimero natural

1 € o elemento neutro do produto, isto €, m-1=1-m =m para todo m € N.

Demonstracao. Ja sabemos que m -1 = m. Vamos mostrar por inducao sobre m que
1-m = m. Consideremos o conjunto X = {m € N | 1-m = m}. Se m = 0, entao, por
definicao, temos que 1 -m =1-0 =0 e, assim, 0 € X. Suponhamos que k£ € X, isto é,
1-k = k. Vamos mostrar que k+1 € X. De fato, temos que 1-(k+1) = 1-k+1 = k+1, ou
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seja, 1-(k+1) = k+1, de modo que k+1 € X. Logo, temosque X =Nem-1=1-m=m
para todo m € N, como queriamos demonstrar.

O

Veremos a seguir alguns exemplos de produto de nimeros naturais utilizando a
Definigao 1.5.

Exemplo 1.3. Produtos de niimeros naturais utilizando a Defini¢ao 1.5.
(a) 3-2=3-(141)=3-1+3=3+3=6.

)53 =5-(2+1) =5-245 =5-(14+1)+5=5-14+5+5 =
=5+5+5=15

c)2-4 =2-B83+1) =2-34+42=2-241)+2 =2-2+4+2+2 =
=2-(14+1)4+2+2=2-14+2+2+2=2+2+2+2=8,

A Definicao 1.5, de produto de niimeros naturais, ja sugere que essa operacao tenha
a propriedade distributiva. Veremos na préxima proposicao essa propriedade do produto

de nimeros naturais.

Proposicao 1.12 (Distributividade). Sejam m, n e p nimeros naturais.  Entdo,

m-(n+p)=m-n+m-p.

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao sobre p e, para isso, fixemos m,n € N
¢ consideremos o conjunto X = {p € N | m-(n+p) = m-n+m-p}. Note que, se
p=0,entdom-(n+p)=m-n+0)=m-n=m-n+0=m-n+m-0, isto &,
0 € X. Suponhamos que k € X, isto é, m - (n+ k) = m-n+ m- k. Vamos mostrar que
k+1¢€ X. De fato, temos que m-[n+ (k+1)]=m-[(n+k)+1]=m-(n+k)+m=
=m-n+m-k+m=m-n+m-(k+1),isto é, k+1¢€ X. Assim, temos que X =N e
m-(n+p)=m-n+m-p, como querfamos demonstrar.

O

Proposicao 1.13 (Propriedades do produto de numeros naturais). Sejam m, n e p

numeros naturais. Entao, valem as sequintes propriedades:
1. (Associatividade) m - (n-p) = (m-n) - p.
2. (Comutatividade) m -n =mn-m.

Demonstracao. Sejam os nimeros naturais m, n e p.

1. Vamos mostrar por inducao sobre p € N que m - (n-p) = (m-n) - p. Para isso,
fixemos m,n € N e consideremos o conjunto X ={pe N |m-(n-p)=(m-n)-p}.

Por defini¢do, temos que, se p = 0, entdo m - (n-0) = m-0 =0 = (m-n) -
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0 e, assim, 0 € X. Suponhamos que k € X, isto é, m - (n-k) = (m-n) - k.
Vamos mostrar que kK + 1 € X. De fato, m-[n-(k+ 1) = m-[n-k+n| =
=m-(n-k)+m-n=(m-n)-k+m-n=(m-n)-(k+1) e, dessa forma, k+1 € X.
Logo, X = N, de modo que m- (n-p) = (m-n)-p para todo p € N, como querfamos

demonstrar.

2. Vamos mostrar que o produto de niimeros naturais é comutativo. Fixemos m € N
e consideremos o conjunto X = {n € N|m-n=n-m}. Comom-0=0-m =0,
temos que 0 € X. Suponhamos que k£ € X, isto é, m-k = k-m. Vamos mostrar que
k+1e€ X. De fato, m-(k+1)=m-k+m=k-m+m=m+k-m=m-(1+k) =
=m-(k+1). Assim, k+1 € X e X = N, de modo que m -n = n - m, como

queriamos demonstrar.

1.2.3 Potenciagao de niimeros naturais

Definicao 1.7 (Potenciagao de ntimeros naturais). Sejam a e n nimeros naturais. Entao,
definimos recursivamente a operagao potenciagao de nimeros naturais, designada por a”,

como

0, sea=0en#0;
a"=<1, sea#0en=0;

a" 'a, sea#£0en>1.
Observe que, para nimeros naturais, ndio estd definida a operagdo potenciacio 0°.

Note que, para um numero natural a =+ 0, por definicao,

at =a"'-a=a"a =1 -a=a Veremos a seguir alguns exemplos de potenciacio

de ntimeros naturais usando a Defini¢ao 1.7.
Exemplo 1.4. Exemplos de potenciacoes de niimeros naturais utilizando a Definicao 1.7.
(a) 32=3'.3=3".3.3=1-3-3=0.

bh)2°=2".2=2".2.2=22.2.2.2=2".2.2.2.2=2.2.2.2.2.2 =
=1-2:2.2.2.2=2.2.2.2.2=232.
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Proposigao 1.14 (Propriedades da potenciagdo de nimeros naturais). Sejam a, m e n

numeros naturais, entao valem as sequintes propriedades:

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao as duas propriedades.

1. Suponhamos a # 0, fixemos m € N e consideremos o conjunto

X ={neN|a" a" =a™""}. Vamos mostrar por indugao sobre n que X = N.

Sen =0, entdo a™ - a" =a™-a’ =a™ -1 =a" = a™"" = ™" e, dessa forma,

0 € X. Suponhamos que k € X, isto é, a™ - a* = a™™. Vamos mostrar que
k+1e X. De fato, a™ - a**' = ™ - (a**V 1. 0) =a™ - (" a) = (a™-d") -a =
= a™th.q = @R = D o assim, k41 € X. Logo, X = Nea™-a" = a™",

como queriamos demonstrar.

2. Suponhamos a # 0, fixemos m € N e consideremos o conjunto
X ={neN| (a™)" = a™"}. Vamos mostrar por inducao sobre n que X = N.
Se n = 0, entdo (a™)" = (a™)" =1 =a’ = ™ = ™", isto 6, 0 € X. Su-

ponhamos que k € X, isto é, (a™)* = a™*. Dessa forma, temos que (a™)"™ =

— (am)(k+1)fl coa™ — (am)k g™ — am-k . oq™ _ am-ker

= a™® isto 6, k+1 € X. Assim, temos que X = N e (a™)" = a™", como

queriamos demonstrar.

1.3 Comparacao de nuimeros naturais

Definimos a relacao de ordem dos niimeros naturais utilizando a operacgao soma de

nuimeros naturais introduzida na Definicao 1.1.

Definicao 1.8. Dados m,n € N, dizemos que m é menor ou igual que n, ou n é maior
ou igual que m, se existe um p € N, tal que n = m + p. Nesse caso, escrevemos m < n

oun>m.

Definicao 1.9. Dados m,n € N, dizemos que m € estritamente menor que n (ou, sim-
plesmente, m é menor que n) ou n € estritamente maior que m (ou, simplesmente, n €
maior que m), se existe um p € N, tal que p # 0 e n = m + p. Nesse caso, escrevemos

m<noun>m.
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Proposigao 1.15. Sejam m,n € N, tal que m # 0 en # 0. Se m < n, entao
m—1<n-—1.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que n — 1 < m — 1. Dessa forma, temos que
existe p € N, tal que p #0e (n — 1) +p =m — 1, e isso implica (n+p) — 1 = m — 1.
Assim, s((n+p) —1)) = s(m — 1), de modo que n+ p = m, isto é, n < m. Absurdo, pois
m < n. Logo, temos que m — 1 < n — 1, como querfamos demonstrar.

O
Proposicao 1.16. Para todo n € N, tal que n # 0, temos que 0 < n.

Demonstracao. De fato, devemos mostrar que existe p € N, tal que p #0e 0+ p = n.
Como n + 0, temos que existe p € N, tal  que
s(p) = n # 0 e, assim, temos que 0+ s(p) = s(0+ p) = s(p) = n. Logo, por definigao,
temos que 0 < n para todo n € N, como queriamos demonstrar.

O

Proposigao 1.17. Seja n € N. Entao, n < s(n).

Demonstragao. Como s(n) =n+1e 1= s(0) # 0, temos, por definigao, que n < s(n),
como querfamos demonstrar.

O

Note que, pela Proposicao 1.17, cada ntimero natural n é estritamente menor que

seu sucessor e, dessa forma, podemos lista-los, ordenadamente, sendo
0<s(0)=1<s(l)=2<s(2)=3<...<n<sn)=n+1<...

Proposicao 1.18. Sejam os numeros naturais m, n e p. FEntao, valem as sequintes

propriedades:

1. (Transitividade) Se m <n en < p, entao m < p.
2. (Monotonicidade da soma) Se m < n, entdo m + p < n+ p para todo p € N.

3. (Monotonicidade do produto) Se m < n, entdo m-p < n-p para todo p € N, tal que
p#0.

Demonstracao. Sejam os nimeros naturais m, n e p.

1. Como m < n en < p, temos que existem r,s € N, tal que r 20, s #0, m+r =n
en+s=mp. Assim, temosquer+s#0em+(r+s)=(m+r)+s=n+s=p,

de modo que, por definicao, m < p.
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2. Como m < n temos, por definicao, que existe t € N, tal que t # 0 e m +t = n.
Dessa forma, temos que (m +t) +p = n+ p, o que implica (m +p) +t =n+p, de
modo que, por definigao, m +p < n + p.

3. Como m < n temos, por definicao, que existe t € N, tal que t #£ 0 e m+t = n. Note
que p-t # 0, pois p # 0 e t # 0. Dessa forma, temos que n-p = (m+t)-p = m-p+t-p,

o que implica, por definicao, que m - p < n - p.

Proposigao 1.19. Sejam, m,n € N. Se m < n, entao m+1 < n.

Demonstracao. Como m < n, temos, por definicao, que existe p € N, tal que p # 0 e
m-+p=n.

Se p=1, entao m + 1 = n, de modo que m + 1 < n.

Se p > 1, entao, pela Proposicao 1.18, item 1, temos que
m-+1 < m+p = mn, o que implica m +1 < n. Dessa forma, temos que m + 1 < n,

como queriamos demonstrar.

O

Proposigao 1.20 (Tricotomia). Sejam os nimeros naturais m e n. Entao, ou m < n ou

m=mnoun<m.

Demonstracao. Vamos mostrar que nao podem ocorrer duas opgoes simultaneamente e,
para isso, suponhamos, por absurdo, a ocorréncia de duas. Vamos separar em tres casos.

Se m < n e m = n, entao, por definicao, temos que existe p > 0, tal que m+p = n.
Como m = n, temos que m = m + p e, assim, m < m. Absurdo, pois m = m.

Se m > n e m = n, entao, por definicao, temos que existe p > 0, tal que n+p = m.
Como m = n, temos que n = n + p e, assim, n < n. Absurdo, pois n = n.

Sem <nen<m,entao existem p >0et >0,talquem+p=nen-—+1t=m.
Dessa forma, temos que (n+t) +p = n, isto é, n + (t + p) = n, de modo que ¢t + p = 0.
Absurdo, pois t +p > 0.

Dessa forma, demonstramos que nao podem ocorrer duas opgoes simultaneamente.
Vamos mostrar, por inducao sobre m, que uma deve ocorrer e, para isso, fixemos n € N

e consideremos o conjunto X definido abaixo.
X={meN| oum<noum=noum>n}.

Vamos mostrar por indugao que X = N. Temos que ou 0 =n ou 0 # n. Se 0 = n,
entdo 0 € X. No entanto, se n # 0, entdao 0 < n e, assim, 0 € X.

Suponhamos que k£ € X, isto é, ou k <n ou k =n ou k > n. Vamos mostrar que
k+1eX.
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Se k < n, entao existe p € N, talquep#0en=k+p. Sep=1, entao k+1 = n,
demodoque k+1€ X. Sep#1,entao k+1 < k+p=mn,demodoque k+1<ne
k+1eX.

Se k =n,entao k+1 =n+1 > n e, dessa forma, k +1 > n, o que implica
k+1eX.

Se n < k, entao existe p € N, tal que p # 0 e k = n + p. Dessa forma, temos que
kE+1=n+(p+1)>n,istoé, k+1>n,de modo que k+1 € X.

Dessa forma, temos que 0 € X e k € X implica kK +1 € X, de modo que, por
indugao, X = N.

O

A Proposigao 1.20 nos assegura que, dados dois niimeros naturais m e n, eles sao

comparaveis.

Definig¢ao 1.10. Definimos o conjunto Iy como o conjunto vazio, isto é, Iy = () e, para
todon €N, tal quen #0, I, ={peN|0<p<n-—1}.

Proposigao 1.21. Sejam m,n € N. Se m <n, entao I, C I,,.

Demonstracdao. Se m = 0, entao I,, = 0, o que implica () = I,, C I,, para todo n € N. Se
m # 0, entao n # 0 e, como m < n, temos, pela Proposigao 1.15, que m —1 < n—1. Seja
x € I,,,. Por definicao, temos que 0 < x < m — 1 eisso implica 0 <x <m—1<n-—1,
de modo que 0 < x <n — 1, ou seja, x € I,,. Assim, temos que I, C I,,.

O

Proposigao 1.22. Sejam m,n € N. Se m < n, entao I, C I,.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.21, temos que I, C I,,. Vamos mostrar que [, # I,.
De fato, se m = 0, entao n # 0 e, dessa forma, temos que § = I, C I, # 0. Se m # 0,
como m < n, temos que m —1 <m <m+1<mn,isto é m ¢ I, e m € I,, o que implica
I,,, # I,,. Dessa forma, temos que I,,, € I,,, como querfamos demonstrar.

O

Note que, pela Proposicao 1.22, temos que
LChChLC...CL,Cly C...

Definicao 1.11. Seja X C N. Um nudmero m € X serd dito elemento minimo de X

quando tem-se que m < n para todon € X.
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Proposigao 1.23. Seja X C N, tal que X # 0. Se X possui elemento minimo m € X,

entdo nao existe m' € X, tal que m' # m e m’ é elemento minimo de X .

Demonstracao. De fato, suponhamos que X possui elemento minimo m € X. Suponha-
mos, por absurdo, que existe m’ € X, tal que m # m’ e m’ é elemento minimo de X.
Dessa forma, por definicao, temos que m < m’' e m’ < m, isto é, existem p,p’ € N, tal que
m+p=m'em'+p’ = m. Assim, temos que m+p = (m'+p')+p = m'+(p+p) = m' logo,
p+p =0, 0o que implica p = p’ = 0. Assim, concluimos que m =m'+p' =m'+0=m"e
m'=m+p=(m'+p)=p=m'+ " +p), isto é, m =m’. Absurdo, pois m # m’. Dessa
forma, temos que o elemento minimo de X, quando existe, é o 1inico elemento minimo de
X, como queriamos demonstrar.

O

Teorema 1.2 (Principio da Boa Ordenagao - PBO). Todo subconjunto nao vazio A C N
possui elemento minimo, isto é, se A C N e A # () entdo, existe a € A, tal que a < n

para todo n € A.

Demonstracao. De fato, se 0 € A, entao 0 sera o elemento minimo de A e o teorema
estard demonstrado. Suponhamos entao que 0 ¢ A. Consideremos o conjunto X C N
definido por X = {n € N | I, C N\ A}. Observe que, do fato de [y = ) C N\ A, temos
que 0 € X. Note que, dizer que n € X implica dizer que I,, C N\ A, isto é, todos os
nimeros naturais p, tal que, 0 < p < n—1 pertencem ao complementar de A, ou seja, nao
pertencem a A. Assim, como 0 ¢ A, temos que I; = {0} C N\ A e, dessa forma, 1 € X.
Observe que, como A # (), existe um elemento a € A C N e, do fato de X € N\ A, temos
que a ¢ X. Portanto, X # N.

Tomemos agora a hipdtese de inducao da seguinte forma: se X # N, entdao 0 € X
e nao se tem que n € X implica n +1 € X para algum n € N. Logo, como X # N e
0 € X, temos que deve existir um m € X, tal que m +1 ¢ X. Como m € X, temos
que I, C N\ A, ou seja, todos os nimeros naturais desde 0 até m — 1 pertencem ao
complementar de A (ndo pertencem a A). Como m+1 ¢ X, temos que I,,.1 ¢ N\ A, isto
é, existe um elemento em I, ;1 que pertence ao conjunto A, e s6 ha uma possibilidade, o
elemento m. Dessa forma, o elemento m € A ¢é tal que todos os naturais menores que m
pertencem ao complementar de A. Sendo assim, m < k para todo k € A, o que demonstra

0 teorema.

O
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2 EQUINUMERABILIDADE

“O trabalho de um pastor primitivo era muito simples. De manha bem cedo,
ele levava as ovelhas para pastar. A noite recolhia as ovelhas, guardando-as
dentro de um cercado. Mas como controlar o rebanho? Como ter certeza de que
nenhuma ovelha havia fugido ou sido devorada por algum animal selvagem? O
jeito que o pastor arranjou para controlar seu rebanho foi contar as ovelhas com
pedras. Assim: cada ovelha que saia para pastar correspondia a uma pedra.
O pastor colocava todas as pedras em um saquinho. No fim do dia, & medida
que as ovelhas entravam no cercado, ele ia retirando as pedras do saquinho.
Que susto levaria se ap6s todas as ovelhas estarem no cercado, sobrasse alguma
pedral”. Histéria retirada de (MACHADO; HARTMANN, 2014).

Note que, na histéria contada acima, quando nao sobram nem faltam pedras ao
final do dia, o pastor tem certeza que a quantidade de ovelhas que saira pela manha ¢
a mesma quantidade de ovelhas que retornara a noite. Isto porque o pastor relacionava
cada pedra a uma e somente uma ovelha, de forma que nao sobram nem ovelhas nem
pedras. Em termos matematicos, se O for o conjunto das ovelhas que sairam para pastar
pela manha e P o conjunto das pedras colocadas no saquinho, temos uma funcao bijetiva
que relaciona os elementos do conjunto O com os elementos do conjunto P. Veja a Figura
2.

Observe que existe uma funcao bijetiva entre os conjuntos O e P e, nesse caso,

diremos que os conjuntos O e P sao equinumeraveis.

Definicao 2.1 (Conjuntos equinumeraveis). Dados dois conjuntos A e B, dizemos que
A € equinumerdvel ao conjunto B quando existe uma fungao bijetiva entre o conjunto A

e o conjunto B.

Notagao 2.1. Escreveremos A =~ B para dizer que o conjunto A é equinumeravel ao
conjunto B ¢ A % B quando nao existe fungao bijetiva entre os conjuntos A e B. Para

dizer que existe uma bijecao f entre os conjuntos A e B, escreveremos A ~ B .
f

No ensino bésico, sao apresentados os seguintes conjuntos: dos ntimeros naturais,
N; dos ntumeros inteiros, Z; dos nimeros racionais, Q; dos nimeros irracionais, I; dos
numeros reais, R; e dos numeros complexos, C. Veremos a seguir alguns resultados
de equinumerabilidade envolvendo esses conjuntos e, ao longo deste trabalho, muitos

outros resultados com tais conjuntos. Todos os resultados mostrados aqui tiveram como

inspiragdo (ENDERTON, 1977).
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Figura 2 - Bijegao entre os conjuntos O e P.

@)

ovelha 1
ovelha 2
ovelha 3

ovelha 4

Fonte: Elaborada pelo Autor, 2023.

Proposicao 2.1. Seja Z={...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} o conjunto dos nimeros intei-

ros. Entao, o conjunto dos numeros naturais, N, é equinumerdvel ao conjunto 7.

Demonstracao. Vamos exibir uma bijecao entre N e Z. Consideremos a funcao f: N — Z

definida como segue abaixo

k, sen =2k, k €N;
—k,sen=2k—1,keNek#0.

f(n) =

Vamos mostrar que a funcao f ¢ uma bijecao. De fato, a funcao f ¢ injetiva, pois,
sejam m,n € N, tal que m # n. Existem trés possibilidades para m e n: ou sdo ambos
pares, ou sao ambos impares, ou possuem paridades diferentes.

Se m e n sao ambos pares, entao existem k # k' € N, tal que m = 2k # 2k’ = n.
Dessa forma, temos que f(m) =k # k' = f(n), e f(m) # f(n).

Caso sejam ambos Impares, entao existem k # k' € N, tal que
m = 2k —1 # 2k —1 = n. Dessa forma, temos que f(m) = —k # —k' = f(n), e
f(m) # f(n).

Por ultimo, se m e n possuem paridades diferentes, podemos supor, sem perda
de generalidade, que m é par e n impar. Entao existem k. k" € N, tal que m = 2k e
n =2k —1e, assim, f(m) =k # —k' = f(n) e f(m) # f(n). Provamos, entdo, que a
funcao f é injetiva.

A fungao f é sobrejetiva. De fato, dado z € Z. Se z for nao-negativo, entao
z € N) o que implica 2z € N e f(2z) = z. Se z for negativo, entdo —z # 0, —z € N e

f(2(=2) = 1) = —(—2) = z. Portanto, a funcao f é sobrejetiva. Provamos, assim, que a
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Figura 3 - Bijecao entre os conjuntos N x N e N.

10
6| \l11
3 7TIN\d2

1 4 8I\d3

0 2 5 9 14
Fonte: (ENDERTON, 1977, p. 130)

funcao f ¢ uma bijecao. Logo, temos que N ? Z,, como queriamos demonstrar.

Proposicao 2.2. O conjunto N € equinumerdvel ao conjunto N x N.

Demonstracao. Observe que essa afirmacao é equivalente a afirmar a existéncia de uma
funcao bijetiva entre os conjuntos N e N x N e, de fato, tal funcao existe. Consideremos

a funcao J definida da seguinte forma
J: NxN — N
1
(m,n) +— J(mmn)= 5[(m +n)® + 3m +nj

A ideia da funcao J, definida acima, estd na Figura 3, retirada de (ENDERTON,
1977). Note que, a partir do ponto (0,0) € N x N, pecorremos, intuitivamente ainda, todo
o plano N x N pelo caminho J(0,0) =0, J(0,1) =1, J(1,0) =2, J(0,2) = 3, J(1,1) =4,
J(2,0) =5, ...

A funcao J esta bem definida. Para verificar isso, devemos mostrar que para todos

m,n € N, J(m,n) € N. Temos entao trés possibilidades para analisar: ou m e n sdo ambos

pares ou m e n sao ambos impares ou m e n possuem paridades diferentes.

e Caso I) Se m e n sdo ambos pares, entao existem ¢,s € N, tal que m = 2t e n = 2s

e, dessa forma,
1 1
J(m,n) = 5[(275 + 25)% 4 6t + 2s] = 5[4(1& + 8)% + 6t + 2]
=2(t+s)?+3t+seN.

e Caso II) Se m e n sao ambos impares, entao existem t,s € N, tal que m =2t + 1 e

n = 2s+ 1 e, dessa forma,
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Jmon) = S[((264+1) + (25 + 1))+ 320 + 1) + (25 + 1)]
= =[(2(t+s) +2)* +3(2t + 1) + (25 + 1)]
:5[4(t+8+1)2+6t+3+25+1]
=2(t+s+1)>*+3t+s+2€N.

e Caso III) Se m e n possuem paridades diferentes, temos dois casos para analisar:

quando m for par e n for impar e quando m for impar e n for par.

* Se m for par e n for impar, entao existem ¢, s € N, tal que m =2t en = 2s+1.
Dessa forma,
J(m,n) = l[(22& + 25+ 1)? +3(2t) + (25 + 1)]
= —[(2(t +5) + 1)* + 6t + 25 + 1]
= [t + )’ +4(t+ )+ 1+ 6t +2s + 1]

2
=2(t+s)?+2(t+s)+3t+s+1€N.

* Se m for impar e n for par, entao existem ¢, s € N, tal que m = 2t+1en = 2s.

Dessa forma,
J(m,n) = 1[(2t +1+25)* +3(2t+ 1) + 29]
= =[(2(t +5) + 1)* + 6t + 3 + 23]
= —[4(t +8)* +4(t + s) + 1 + 6t + 3 + 23]

:5[4(t+s)2+4(t+3)+6t+25+4}

=2(t+s)°+2(t+s)+3t+s+2€N.

Concluimos dessa forma que para todos m,n € N, J(m,n) € N. Portanto, J estd
bem definida.

Afirmamos que a funcao J é uma bijecao. De fato, a funcao J é injetiva, e, para
demonstrarmos esse fato, consideremos (m,n) e (r,s) € N x N; tal que (m,n) # (r,s).

Temos, assim, trés casos para analisar.

e CasoI) Quando m #ren=s;
e Caso II) Quando m =r e n # s;

e Caso III) Quando m # r en # s.
Vamos entao estudar cada caso.

e Caso I) Como m # r e n = s, podemos supor, sem perda de generalidade, que

m > r. Note que, como m > r, temos que 3m > 3r. Vamos mostrar que J(m,n) #

# J(r,s) = J(r,n).
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De fato,

m>r

=>m+n>r+n

= (m+n)* > (r+n)’

= (m+n)’>+3m > (r+n)*+3r

= (m+n)2+3m+n>F+n)?+3r+n
:>%[(m+n)2+3m+n] > %[(r+n)2+3r+n]
= J(m,n) > J(r,n) = J(r,s).

Concluimos que J(m,n) # J(r,s).

e Caso II) Temos agora que m = 71 e n #* s. Vamos mostrar que
J(m,n) # J(r,s) = J(m, s). De fato, podemos supor, sem perda de generalidade,
que n > s. Dessa forma,

n>s

>m+n>m-+s

= (m+n)*> > (m+s)?

= (m+n)?+3m > (m+s)?+3m

= (m+n)P+3m+n>m+s)>+3m+s

= %[(m+n)2—|—3m+n] > %[(m—l—s)2 + 3m + ]
= J(m,n) > J(m,s) = J(r,s).

Concluimos que J(m,n) # J(r,s).

e Caso III) Nossa hipdtese agora é que m # r e n # s. Vamos dividir em dois casos:
o primeiro, quando m + n > r + s (de forma andloga poderfamos fazer quando

r—+s>m+mn), e o segundo, quando m +n =1+ s.

(i) Nossa premissa é que m +n > r + s e, para demonstrarmos que J(m,n) #

# J(r,s). Vamos precisar do resultado a seguir.

Afirmacao. Sejam t,l € N tal que ¢ > [. Entao, J(0,t) > J([,0).

Demonstracao. De fato, como t > [, temos que existe um elemento p € N, tal
que p >1et =1+ p. Observemos que, como p > 1, temos que 2p > 2, o que
implica 2p + 1 > 3 e, assim,
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t=I0+p

=t = [ 4 2pl + p*
=24t > P42l +p* 41

S t>PHQp+D)l+pP > P+ (2p+1)1
St +t>P+2p+ 1) > 12+ 31

= +t>12+3l

12 12
¢2ﬁ-+ﬂ>2ﬂ—+%

= J(0,t) > J([,0), como querfamos demonstrar .

Vamos observar agora que

—_

Tm,n) = S[(m+n)’ 4+ 3m+n] > S[(m+n)? + (m -+ )] =

\)

=JO,m+n)>J(r+s,0) = 1[( +8)?2+3(r+s)] =

= [+ )7+ 8r 4 38] > L[(r+ )7 + 8 + 5] =
= J(r,s).

Dessa forma, temos que J(m,n) > J(r, s) e, portanto, J(m,n) # J(r,s), como

queriamos demonstrar.

(ii) Caso tenhamos m +mn =7+ s, entdoou (m >ren <s)ou (m<ren > s).
Sem >ren <s,entao 2n < 2s implica 2s — 2n > 0, logo,
m+n=r+s
= (m+n)? = (r+s)?
= (m+n)*+3(m+n)=(r+s)?>+3(r+s)
(m+n)?+3m+3n=(r+s)?+3r+3s
)2+ 3m+3n+ (25 —2n) > (r+)* +3r + 3s
P+3m+n>(r+s)?+3r+s
[(m + n)? +3m+n]>%[(r+s)2+3r+s]
= J(m,n) > J(r,s)
= J(m,n) # J(r,s).
Sem < ren> s, entao 2n > 2s implica 2n — 2s > 0, logo,

m+n=r-+s

= (m+n)? = (r+s)?
= (m+n)?+3(m+n)=(r+s)>+30+s)
= (m+n)>+3m+3n=(r+s)+3r+3s
= (m+n)>+3m+3n < (r+s)>+3r+3s+ (2n — 2s)
= (m+n)2+3m+n<(r+s?+3r+s
1 1 ,
:>§[(m+n) +3m+n]<§[(r+s) + 3r + 5]
= J(m,n) < J(r,s)
= J(m,n) # J(r,s).
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Concluimos, dessa forma, que a funcao J é injetiva.

Vamos mostrar agora que a fungao J é sobrejetiva. De fato, consideremos o con-

junto T definido abaixo
T ={k € N| existe (r,s) € Nx N, tal que J(r,s) = k}.

Vamos mostrar, por inducao, que 7' ¢ o proprio N.
De fato,

e 0cT.

Para provarmos esse fato, basta observarmos que
1
J(0,0) = 5[(o+0)2+3-0+0] = 0.

e Hipdtese de inducao: Suponhamos que a afirmacao seja valida para k € T, isto é,
1
k=J(rs) = 5[(7“ + 5)? 4 3r + 5|, para algum (r,s) € N x N. Vamos mostrar que
vale também para k+ 1, isto ¢, k+1 € T

e Afirmacao: k+1¢€T.

De fato, como k € T, temos que existe (r,s) € N x N tal que J(r,s) = k, isto é,

1
J(r,s) = =[(r +s)*> + 3r + s] = k. Vamos separar em dois casos: o primeiro caso,
2

quando s > 1, e o segundo, quando s = 0.

* Se s > 1, entao s — 1 > 0, de modo que s — 1 € N. Dessa forma, consideremos

o elemento (r+1,s — 1) € N x N. Temos que

1
J(T—f-l,s—l)z5[(T+1+S—1)2+3(T+1)+8—1]

1
= —[(r+s)>+3r+s+2]

ZE[(T’+3)2+3T+5]+1:k—|—1.

* Se s = 0, temos que k = J(r,0) = %[(T—i—O)z +3r+0] = %[72 + 3r]. Entao,
consideremos o par (0,7 + 1) € N x N.
Temos que
J(O,r +1) :1[(O+r—|—1)2+3-0+7’+1]
=Slr+ D" +r+1]
= —[r* 4+ 3r +2]

:§[r2—|—3r]+1=k+1.

Logo, k+1€T.

Concluimos que T' = N e a funcao J é sobrejetiva. Logo, J é uma bijecao de N x N
em N, de modo que N x N ~ N, como queriamos demonstrar.

O
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Proposigao 2.3. O intervalo (0,1) C R € equinumerdvel ao conjunto dos nimeros reais,
R.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que existe uma fungao bijetiva entre os dois conjuntos.

Para isso, consideremos as duas funcoes f e g, definidas a seguir

—T
f: (071) — (775)
T
r = flz)=nx— B
e
—T
C (—=—,=) =& R
g: (53)
x —  g(x) = tan(z)
Do fato de f ser uma funcao afim, segue que é uma bijecdo. Temos também
que a fungao tanx é uma bijecao para = € (_TW, g) Consideremos entao a funcao

h=gof:(0,1) — R, definida por h(z) = g(f(x)) = tan(mx — g) Como h é uma
composicao de fungoes bijetivas, segue que h é uma bije¢ao, de modo que (0, 1) ~ R, isto
é, o conjunto (0, 1) é equinumerdvel ao conjunto dos nimeros reais, R.

O

Definigao 2.2 (O conjunto das partes ou conjunto poténcia). Dado um conjunto A,
definimos o conjunto das partes de A, também chamado conjunto poténcia de A, denotado

por P(A), como o conjunto cujos elementos sao subconjuntos do conjunto A, isto €, se
X C A, entao X € P(A). Escreveremos P*(A) para designar o conjunto P(A) \ {0}.

Definicao 2.3 (O conjunto das funcoes). Definimos o conjunto B* como o conjunto de

todas as fungoes de A em B.

Proposicao 2.4. Para cada conjunto A, temos que P(A) =~ {0,1}*, sendo {0,1}* o
conjunto das fungoes de A em {0,1}.

Demonstragdo. Vamos mostrar que existe uma bijecdo entre os conjuntos P(A) e {0, 1}4.

Para isso, consideremos a funcao definida a seguir

H:P(A) —{0,1}*
1, se x € B;
H(B)(x) = fp(x) =
0, se x ¢ B.

A funcao fp é chamada de funcao caracteristica de B. A nossa afirmacao é que H
¢ uma bije¢ao. Vamos mostrar que H é injetiva. Sejam B e S subconjuntos de A, tal que

B # S. Dessa forma, consideremos o conjunto B\ S, que pode ser vazio ou nao-vazio.

eSe B\ S = 0 e B # S, entao existe um s € S, tal que
s ¢ BnNJS e isso implica s ¢ B. Dessa forma, H(B) # H(S), pois

fB(s) =07 1= fs(s).
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Se B\ S # 0, entao existe b € B tal que b ¢ S. Dessa forma, H(B) # H(S), pois
fe(b) =170 = fs(b).

Logo, H(B) # H(S) e a funcao H ¢ injetiva.
A funcao H também é sobrejetiva. De fato, dado f € {O,I}A, o conjunto
{a € A | f(a) = 1} é tal que B C A. Por defini¢ao, H(B) = fg = f. Logo,

H ¢ sobrejetiva, o que conclui a demonstracao.

Assim, P(A) ~ {0,1}*, como querfamos demonstrar.
(]

Note que, pela Proposiciao 2.4, temos que {0, 1} ~ P(N) e que {0,1}* ~ P(R),

entre outros.

Teorema 2.1. Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(a) A= A;

(b) Se A~ B, enlio B ~ A;

(¢) Se A~ B e B~ C, entio A= C.

Demonstragao. Sejam os conjuntos A, B e C.

(a)

A~ A,

Se A = (), entdo a funcao f : 0 — (0, que é a funcio vazio, é uma bijecao. Dessa

forma, temos que () &~ ) e isso implica A ~ A.

Caso tenhamos A # (), basta considerarmos a funcao identidade, que é uma bijecao.

f: A — A
a — fla)=a

Se A~ B, entao B ~ A.

De fato, como A ~ B, temos, por defini¢ao, que existe uma funcao f de A em B,
bijetiva. Dessa forma, a funcdo f~' serd uma funcdo bijetiva de B em A. Sendo

assim, B ~ A.

Se A~ Be BxC. entao A~ C.
Como A~ Be B~ (C, entao A ? B e B = C. Consideremos a funcao h definida
9

pela composigao das funcoes f e g, sendo h = go f, de A em C'. Como a composicao
de funcgoes bijetivas é uma funcgao bijetiva, temos que h é uma bijecao entre A e C|

o que implica A ~ C.
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Teorema 2.2 (Cantor 1873). O conjunto dos nimeros naturais N nao € equinumerdvel

ao conjunto dos numeros reais R.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo, entao, que N ~ R. Vamos mostrar que existe

um numero real z que nao esta na imagem de f e, dessa forma, f nao sera sobrejetiva, o que
nos fornecera um absurdo, dado que f é uma bijecao e, portanto, deveria ser sobrejetiva.
Consideremos entao a fungao f : N — R, bijetiva, de modo que f(n) € R é escrito

na base 10, como
F) = Joln)s Fr(m) falm) ... = folm) - 100+ fy(m) - 107 + o(n) - 102,
e vamos construir o nimero real z ¢ Img(f),
Z = ag, 10203 . - . :ao-100+a1-10_1+a2-10_2...,

da seguinte forma:

e A parte inteira, ag, de z serd 7 se a parte inteira de f(0) for diferente de 7, e 6, se
a parte inteira de f(0) for igual a 7. Assim, z # f(0);

e Cada (n + 1)-ésima casa decimal de z serd 7 se a (n + 1)-ésima casa decimal de
f(n+1) for diferente de 7, e 6, caso a (n + 1)-ésima casa decimal de f(n+ 1) for 7.

Esse argumento é conhecido como diagonal de Cantor. Podemos observar abaixo
a ideia dessa construcao, que nos fornece um z diferente de cada f(n), com n um nimero

natural.

, sendo ay # f4(4

f(0)="fo(0), fi(0) f2(0) [f3(0) fa(0) , sendo ag # fo(0)
f) = fo(1), () fo(1) fs(1) fa(1) , sendo ay # f1(1)
f2)= f(2), A(2) f02) f5(2) fi2) ... sendoas # fo(2)
f(3) fo3), f1(3) f2(3) f3(3) fa(3) , sendo az # f3(3)
f@)= fod), fi(4) fo(4) [f3(4) [fa(4) (4)

Assim, se f(0) = 7,097, z terd a unidade simples igual a 6, de forma que z #

# f(0), pois as partes inteiras serao diferentes. Também, se f(1) = 0,4896, entao z tera

o algarismo 7 nos décimos; sendo assim, z # f(1), pois terdao a primeira casa decimal
diferente.

Essa  construcao  nos  fornece um  ndmero real @z, tal  que

z # f(n) para todo n € N e, assim, a fungdo f nao é sobrejetiva, o que nos fornece

um absurdo, pois a fungdo f é uma bije¢ao (injetiva e sobrejetiva). Dessa forma, N 2 R.

O
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Proposicao 2.5 (Cantor). Um conjunto A nao é equinumerdvel ao seu conjunto das
partes P(A), isto €, A % P(A) para todo conjunto A.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que A ? P(A) ¢ consideremos o conjunto
B={re A|z ¢ f(x)} € A Vamos mostrar que B ¢ Img(f), o que nos dd uma
contradicao, ja que f é uma bijecao. Nés afirmamos que B # (), pois, se B = (), entao,
como f é uma bijegdo, existe um elemento a € A, tal que f(a) = 0 € P(A). Como
fla) = 0 e como a ¢ 0, segue que a € B. Absurdo, pois nao existe um elemento
ac€ B=10.

Como ADB={xe€A|x¢ f(r)}, entao existe o € A, tal que f(z9) = B. Qual

a relagao entre g e B 7

e Se xo € B, entao zg ¢ f(x9) = B, absurdo;

e Se xg & B = f(xg), entdo xo € B, absurdo.

Por contradi¢do, mostramos que nao pode existir uma bije¢do entre A ¢ P(A) e,
assim, A % P(A), como querfamos demonstrar.
(I

Dessa forma, temos que N % P(N) ~ {0,1}", de modo que N % {0,1}". Da
mesma maneira, temos que R % P(R) ~ {0,1}*, de modo que R % {0,1}¥, entre outros.
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3 CONJUNTOS

3.1 Conjuntos finitos

Intuitivamente, quando pensamos no que seria um conjunto finito, logo nos vem
a ideia de contagem de elementos, contagem essa com uma propriedade particular: de
que terminard em algum momento. Este pensamento nos motiva a definir conjunto finito,

tendo como principal ferramenta o conjunto dos ntimeros naturais. Este capitulo foi

inspirado em (YARNELLE, 1964), (ENDERTON, 1977) e (FAJARDO, 2017).

Definigao 3.1 (Conjunto Finito). Dizemos que um conjunto A € finito quando € equinu-

merdvel a um conjunto I,,, n € N, sendo Iy =0 e I, ={0,1,...,n— 1}, se n # 0.

Lema 3.1. Seja f uma funcao de I, em I,,. Se f for uma funcao injetiva, entao f serd

sobrejetiva.

Demonstracao. Vamos demonstrar o teorema por indugao sobre n. Vamos mostrar que,
se existe uma funcao injetiva de I, em I, entdo, obrigatoriamente, a imagem de f tem

que ser [,, isto é, f serd sobrejetiva. Para isso, consideremos o conjunto
T = {n € N | toda fungao injetiva de I,, em I, tem imagem 1, }.

Vamos mostrar que 7= N. Se n = 0, entao Iy = (), e a tinica funcao de ) em () é a
funcao 0, que tem imagem (), de modo que 0 € T'. Suponhamos que k € T', isto é, que toda
funcao injetiva de I em [ tem como imagem todo o conjunto [. Precisamos mostrar
que k+ 1 € T, isto é, que toda funcao injetiva de [ em [;,; tem como imagem todo o
conjunto I ;. Seja f uma funcao injetiva de Iy, em [,;. Existem duas possibilidades
para a imagem de f: ou ela leva cada elemento de I em um elemento de I, sendo, assim,

fechada em I, ou tem um membro de [ com imagem k € [ ;.

Caso 1) Se a funcao f for fechada em Iy, consideremos a fungao g = f |1, a fungéo
f restrita a I;. Como a restricao de uma funcao injetiva é uma fungao injetiva, g é uma
funcao injetiva de I, em [ e, como k € T, temos que a imagem de g é todo I, pela
hipétese de indugao. Do fato de f ser uma funcao injetiva, s6 existe uma possibilidade

para f(k), que é k. Assim, Img(f) = I;, U{k} = I}41, como querfamos demonstrar.

Caso 2) Suponhamos que a fungdo f nao seja fechada em Iy, isto é, existe um
elemento p € I, tal que f(p) = k € Ix;;. Neste caso, como f é uma fungao injetiva,
temos que existe um elemento s € I, tal que f(k) = s # k = f(p). Definamos, entao, a

funcao fA: Iti1 — Ijyq, trocando os valores de f(k) e f(p), de modo que
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k= f(p), sex =k;
f(x) =qs=f(k), sex=p;

f(x), caso contrério .

Observemos que a funcao fé fechada em I e, usando o Caso 1, a imagem de fé
IU{k} = @141 = Img(f). Podemos concluir neste caso que Img(f) = ;41 e que k+1 € T.
Dessa forma, por inducao, concluimos que T'= N, o que completa a demonstracao.

O

Teorema 3.1 (Principio do Escaninho). O conjunto I,, ndo é equinumerdvel a um sub-

conjunto proprio de si mesmo.

Demonstracao. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista um conjunto A, tal que
A C I, e A= I,. Dessa forma, existe uma bije¢ao f entre A e I,,. Consideremos entao,
as fungées f*: I, - Aeh:A— I, em que h(a) = a é a funcio inclusio, e definamos

a funcao g a seguir

g: I, — I,
x = g(x)=ho f(z)

Como a funcdo inversa de uma bijecao é uma bijecao, temos que f~* é uma bijecao
e, composta com a funcao inclusao h, que é uma funcao injetiva, resulta em uma funcao
injetiva. Dessa forma, a funcdo ¢ = ho f~! serd uma funcio injetiva de I,, em I, e, pelo
Lema 3.1, sua imagem é todo I,,. No entanto, a imagem de g é A # I, um absurdo.

Logo, o conjunto I,, nao pode ser equinumeravel a um subconjunto préprio de si mesmo.

d

Agora faz sentido pensar em uma generalizacao do Principio do Escaninho, isto é,
se pode existir uma bijecao entre um conjunto finito A qualquer e uma parte propria sua.

O préximo teorema nos assegura que nao, que nao pode existir tal equinumerabilidade.

Teorema 3.2. Nenhum conjunto finito € equinumerdvel a um subconjunto proprio de si

mesmo.

Demonstracao. Seja A um conjunto finito. Se A = (), entdo A nao possui subconjunto
préprio. Suponhamos entao A # () e B C A. Se B =0 C A, nao existe fungao de A # ()
em B = (), pois B nao possui elemento para ser imagem de f, logo A % B.

Suponhamos B # () e vamos demonstrar, por absurdo, que A % B. Suponhamos,

entao, que A ? B. Como A é um conjunto finito, temos, por definicao, que existe

7

n € N, tal que A ~ I,,. Como g: A — I, é uma bijecdo, a sua inversa ¢ ' : 1, = A
9

também serd uma bijecdo, e as imagens g(B) e g(A \ B) sao subconjuntos de I, tais

que, g(B) #0 e g(A\ B) # 0, pois, do fato de B C A, existe a € A\ B e existe b € B.
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Figura 4 - Diagrama representativo da funcdo ¢ = ho fo g™ L.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Também, g(B)Ug(A\B) = I, e g(B)Ng(A\B) = 0. Assim, o conjunto ,\g(A\B) = ¢g(B)
é um subconjunto préprio de I,,. Como a funcao g é uma bije¢ao, a funcao h = g |p é
uma bijecio de B em g(B) C I,. Consideremos a funcdo ¢ =ho fog ': I, = g(B),

representada na Figura 4.

Como as funcdes g, f e h sdo bijecdes, segue que a funcao ¢ : I, — g(B) C I,
¢ uma bijecao, absurdo, pois nao pode existir uma bijecao entre I,, e uma parte prépria
sua, pelo Teorema 3.1.

Dessa forma, nao pode existir uma bijecao entre um conjunto finito e uma parte
proépria sua, como queriamos demonstrar.

O

Até esse momento ja conseguimos demonstrar algumas propriedades de conjun-
tos finitos, mas nossa motivacao para definicao de conjunto finito estava relacionada a
contagem (que termina) de seus elementos. Uma questdo que nos vem agora é: essa con-
tagem é unica? Dado um conjunto A, finito, podemos contar seus elementos e obtermos

“resultados diferentes”? O préximo corolario nos garante que nao é possivel.

Corolario 3.1. Seja A um conjunto finito. FEntldao, € unico o numero n € N, tal que

A=1T,.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que possa existir I, e I,,, com m,n € N, tal
que m#n, Ax1I,e A= I,. Como m # n, podemos supor, sem perda de generalidade,
que m < n. Isto implica, pela Proposicao 1.22, que I, C I,. Como A~ I, e A = I,
por hipotese, temos que I, = I, e, dessa forma, o conjunto [, sera equinumeravel a uma
parte prépria sua, o que é um absurdo, pelo Teorema 3.1. Concluimos, entao, que existe
um unico n € N, tal que A = [,,.

O
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Lema 3.2. Seja A um conjunto tal que A C I,,,n € N. Entao, existe um m € N, tal que

m<neA=I,.

Para fixar as ideias, vamos pensar nos conjuntos [,,,n € N.

e Sen =0, entao Iy = (. O conjunto () ndo possui subconjunto préprio;

e Sen =1, entao I; = {0} e o tnico subconjunto préprio de I é A = (). Logo, existe

m=0<1=n, tal que A =~ I;

e Se n = 2, entao I = {0,1}. Assim, seus subconjuntos préprios sdo A; = () (de
modo que existe m = 0 < 2 = n com A; = [y), Ay = {0} (de modo que existe
m=1<2=mncom Ay ~ I}) e A3 = {1} (de modo que existe 1 =m < 2 =n com
Ay~ I).

Essa construgao nos direciona para demonstrarmos o Lema por inducao.
Demonstracao. Consideremos entao o conjunto 7" definido abaixo:
T ={neN| todo A C I, é equinumerdvel a algum 1I,,, com m < n}.

Vamos mostrar que 7' = N. Para n = 0 o subconjunto A nao pode ser definido.
Temos que 1 € T e 2 € T. Suponhamos que a afirmagao seja valida para n € T.
Precisamos mostrar que n + 1 € T. Seja A C I, existem duas possibilidades para o

clemento n: oun ¢ Aoun € A.

eSen¢ A entao A C I,. Se A =1,, entao A = [,, com m = n < n+ 1.
Caso contréario, A C I, e, pela hipétese de inducao, A =~ I,,, m < n, de modo que

m<n+1;

e Suponhamos que n € A e consideremos o conjunto A" = A\ {n}. Isso significa que
A= A'U{n}. Temos que A" C I, pois, se A" = I,,, terfamos que A = I,,,1, absurdo.
Dessa forma, pela hipdtese de indugao, A" & I,,,, com m < n. Como A = A" U {n},
temos que A =~ [,,,11 e, como m < n, temos que m + 1 < n + 1, e o resultado vale
paran+1,istoé, n+1¢€T.

Concluimos, por inducao, que 7' = N.
O

Sera que todo subconjunto proprio de um conjunto finito qualquer é finito? Os
fatos até agora demonstrados, e também nossa intuicao, nos levam a acreditar que sim.

O proximo Teorema demonstrara esse resultado.
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Teorema 3.3. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Demonstracao. Sejam B um conjunto finito e A C B. Como B ¢ finito, existe um tnico
n € N, tal que B~ I,,. Se A = B, entaio A ~ B ~ [, implica A = [,,, e 0 conjunto
A serda finito. Caso contréario, como B ? I,,, consideremos f : A C B — I,,. Como f

¢ uma bijecao, temos que A ~ f(A) e f(A) € I, pois, caso f(A) = I,, terifamos que
B=1I,~ f(A) = A, isto é, B~ A, absurdo. Como f(A) C I,, existe m € N,m < n, tal
que f(A) ~ I,,, de modo que A ~ f(A) = I,,. Assim, um subconjunto de um conjunto
finito é finito, como queriamos demonstrar.

O

3.2 Conjuntos infinitos

Definicao 3.2 (Conjunto infinito). Um conjunto X serd dito infinito quando ndo for
finito, isto €, quando X % I, para todo n € N. Em outras palavras, um conjunto X serd

dito infinito quando nao houver uma bijecao entre I,, e X para cada n € N.

Corolario 3.2. Valem as sequintes afirmacoes:

(a) Todo conjunto equinumerdvel a um subconjunto préprio € infinito;
(b) O conjunto N € infinito.

Demonstragao. (a) Suponhamos por absurdo que um conjunto finito A seja equinu-
meravel a um subconjunto préprio. Este fato nos fornece um absurdo, pois um
conjunto finito nao pode ser equinumeravel a um subconjunto préprio, como ja

provamos no Teorema 3.2.

(b) Para demonstrarmos esse fato, vamos mostrar que existe uma bijegao entre N e um
subconjunto préprio X de N, o que, pelo item (a), prova que N é infinito. Seja o
conjunto X = {n+ 1 | n € N}. Temos que X é um subconjunto préprio de N, pois
X cNeN\X = {0} # 0. Afirmamos que a fungao g, definida abaixo, é uma

bijecao.

g: N — X
n — gn)=n+1

A funcao g¢g ¢ injetiva, pois, dados m # n € N, temos que
m+1%# n+1 e isso implica que g(m) # g(n).
A funcao g é sobrejetiva. De fato, suponhamos por absurdo que a fungao g nao

seja sobrejetiva. Dessa forma, existe um elemento k£ € X, tal que k£ ¢ g(N). No
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entanto, pelo Axioma de Peano 1.1, item (P2), o tinico niimero natural que nao é
sucessor de algum nimero natural é o zero, e isso implica que k = 0. Absurdo, pois
k=0¢ X. Logo, g é sobrejetiva e, portanto, uma bije¢ao. Assim, N é infinito, pois
¢ equinumeravel a um subconjunto proprio.

O

A partir da definicao de conjuntos infinitos podemos observar que o conjunto dos
numeros inteiros, 7Z, € infinito, pois, pela Proposicao 2.1, Z ~ N, sendo N um subconjunto
préprio de Z. Também, o conjunto dos nimeros reais, R, é infinito, pois, (0,1) é um

subconjunto préprio de R e, pela Proposigao 2.3, R = (0, 1).

Proposicao 3.1. Seja I o conjunto dos niumeros mnaturais impares, isto ¢,
I={13,....2m+1,...} ={n|n=2m+1,m € N}. Entao, I € infinito.

Demonstracao. De fato, vamos mostrar que existe uma bijecao entre I e uma parte propria
sua. Consideremos o conjunto J = {3,5,7,...,2n + 3,...}, um subconjunto préprio de
I, e a func¢do f : I — J definida abaixo por f(n) =n+ 2.

Afirmamos que a funcao f é uma bijecao. De fato, f € injetiva, pois, sejam k,[ € I,
tal que f(k) = f(l). Dessa forma, temos que k+2 = [+2, o que implica k = [ e a funcao f
¢ injetiva. A funcao f é sobrejetiva, pois, dado j € J, existe um n € N, tal que 7 =2n+3
e, dessa forma, j = (2n+ 1)+ 2. Logo, f(2n+ 1) = j. Segue que existe uma bijegao entre
o conjunto I e uma parte propria sua, J, e, portanto, o conjunto I dos nimeros naturais
impares é um conjunto infinito.

O

3.3 Conjuntos enumeraveis

Defini¢ao 3.3 (Conjuntos enumeraveis). Um conjunto A serd dito enumerdvel quando

for finito ou quando for equinumerdvel ao conjunto dos numeros naturais, N.

Bem, intuitivamente imaginamos uma quantidade infinita de conjuntos enumeraveis.
Por exemplo, todo conjunto da forma {n}, tal que n € N serd enumerdvel, assim como
todo conjunto da forma {m,n}, tal que m,n € N. Temos também alguns exemplos de
conjuntos enumeréveis infinitos, como o conjunto X = {1,2,3,...}, introduzido na de-
monstragao do Corolério 3.2, item (b), e também o conjunto dos niimeros naturais pares

P ={0,2,4,...}, cuja demonstragao segue abaixo.
Corolario 3.3. O conjunto P, dos numeros naturais pares, € enumerduvel.

Demonstracao. De fato, vamos exibir uma bijecao entre o conjunto P e o conjunto N.

Seja f a funcao definida da seguinte forma
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f: N = P
n — f(n)=2n

Afirmamos que a fungao f é uma bijecao. De fato, a fungdo f é injetiva, pois,
sejam m,n € N, tal que f(n) = f(m). Dessa forma, temos que 2m = 2n, o que implica
m =n e a funcao f é injetiva. A funcao f também é sobrejetiva, pois, dado k € P, temos
que k = 2[, para algum [ € N, de modo que f(I) = 2l = k. Dessa forma, P ? NePé
enumeravel.

O

Note que ja provamos a existéncia de outros conjuntos enumeraveis, pois, pela
Proposigao 2.1, temos que Z =~ N, isto é, o conjunto Z é enumeravel. Da mesma ma-
neira, temos que os conjuntos N x N e o conjunto I, dos niimeros naturais impares, sao

enumeraveis, resultados demonstrados nas Proposicoes 2.1 e 2.2, respectivamente.

3.4 Conjuntos nao-enumeraveis

Definicao 3.4 (Conjuntos nao-enumeraveis). Um conjunto A serd dito nao-enumerdvel
quando for infinito e A % N.

De acordo com a nossa definicao temos, pelo Teorema 2.2, que o conjunto R, dos
nimeros reais, ¢ um conjunto nao-enumerdvel. Como (0, 1) ~ R, o intervalo aberto (0, 1)

é também nao-enumeravel.
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4 NUMEROS CARDINAIS

4.1 Numeros cardinais finitos

Ao questionar os alunos em uma sala de aula do ensino bésico sobre o que eles
entendem que seja o numero dois, um aluno responde, mostrando dois dedos na mao; outro
responde “duas balas”; e um terceiro aluno grita “nés aqui do fundo” (Pedro apontando
para ele e o colega de classe, Caio). Esses sdao exemplos de conjuntos que possuem pelo
menos uma propriedade em comum: que podemos construir uma bijecao entre eles, sendo
eles, entao, equinumeraveis. Essa é a ideia principal de que precisamos para definir
a cardinalidade de um conjunto e numero cardinal, nimero esse que tera a funcao de
“medir” o tamanho de um conjunto ou de representar a quantidade de elementos de um

conjunto dado. Todas as defini¢oes e demonstracoes aqui mostradas foram inspiradas em
(YARNELLE, 1964), (ENDERTON, 1977) e (HALMOS, 2017).

Definigao 4.1 (Numero cardinal finito). Seja A um conjunto finito. Definimos como a
cardinalidade do conjunto A, representada por |A|, o inico nimeron € N, tal que A = I,
e escrevemos |A| = n, sendo esse n € N chamado nidmero cardinal finito. Assim sendo,

todo n € N serd um numero cardinal finito.

Vale lembrar que a existéncia e a unicidade de n € N foi demonstrada no Corolario
3.1. Dessa forma, o nimero cardinal finito 2 representara a cardinalidade de todos os

conjuntos finitos equinumeraveis ao conjunto I, = {0, 1}, isto é,

2 = |Iy| = |[{Pedro, Caio}| = |[{ “duas balas” }|.

4.2 Numeros cardinais transfinitos

4.2.1 O numero cardinal ¥,

E evidente que nao podemos usar um numero natural n para representar a cardina-
lidade de conjuntos infinitos. Por isso, a tarefa de definir cardinalidade e niimero cardinal
para conjuntos infinitos impoe a necessidade de novos simbolos, que serao os nimeros
cardinais correspondentes aos respectivos conjuntos.

Nosso “tijolo inicial” serd o simbolo Xy?. Vimos ao longo deste trabalho os conjun-

2 0 nome do sfmbolo R ¢ Alefe e é a primeira letra do alfabeto hebraico (entre outros). E correspondente
a letra Alfa, a, do alfabeto grego e a letra A do alfabeto brasileiro.
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tos infinitos enumeraveis, que sao os conjuntos equinumeraveis ao conjunto dos nimeros

naturais. Para esses conjuntos, o simbolo N, representard sua cardinalidade.

Definigao 4.2. Um conjunto infinito S terd niumero cardinal Xy se, e somente se, S for

infinito e enumerdvel. Nesse caso, dizemos que a cardinalidade de S € Ny e escrevemos

Definigao 4.3 (Numero cardinal transfinito). Seja X wum conjunto infinito. Se Nx ¢é
o nimero cardinal correspondente a cardinalidade do conjunto X, isto é, se | X| = Ny,

entdo dizemos que Ry € um numero cardinal transfinito.

De acordo com a definicao e com as demonstragoes até aqui realizadas, o conjunto
dos numeros naturais pares, P, e o conjunto dos niimeros naturais impares, I, possuem
cardinalidade Ny, isto é, |P| = |I| = |N| = 8. Também, todo subconjunto infinito de N

tera cardinalidade Ny, como veremos no teorema a seguir.
Teorema 4.1. Seja Xy um conjunto infinito, tal que Xo C N. Entao, | Xo| = No.

Demonstragao. Para mostrarmos que | Xo| = Ry, devemos mostrar que Xy ~ N. Vamos
construir uma bijecao f de N em X;. Como X, é um conjunto infinito e Xy C N, X
possui um menor elemento, pelo Principio da Boa Ordenacao 1.2. Denotemos por xy o
menor elemento de X e fagamos f(0) = zy. Como X ¢ infinito, segue que o conjunto
Xo\{zo} = X7 # 0 e X; C N. Novamente, pelo Principio da Boa Ordenagao, X; possui
um menor elemento e denotemos x; como o menor elemento de X;. Observemos que
ro < x1, pois, caso contrario, se xo > x1, entao xro nao seria o menor elemento de X, o
que seria um absurdo. Continuando a construcao de f de forma indutiva, suponhamos

termos achado uma sequéncia {xg, z1,...,x,}, tal que

(a) cada conjunto X; = Xg \ {xo,z1,...,7;_1}, para 1 < ¢ < n, é diferente de vazio,

pois X ¢ infinito e X; C N;

(b) xo0 é o menor elemento de X, e x; é o menor elemento de

Xo\{zo,z1,.. ., 21}, para 1 < <y
(€) mp <1 <23 <...< Ty

Como X é infinito, temos que X, 11 = Xo\{zo,z1,..., 2.} # 0 e X,,;1 € N. Dessa
forma, temos, pelo Principio da Boa Ordenacgao 1.2, que existe x,11, 0 menor elemento
de X,+1. Fixemos f(n + 1) = z,41. Note que z,,1 > z,. Assim, de forma indutiva,
construimos uma sequéncia {x,}>>, C N.

Afirmamos que a funcao f é injetiva. De fato, sejam m,n € N, tal que m # n.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que m < n. Dessa forma, temos, pelo item

(c), que z,,, < x,. Note que, como a fungao f : N — X é injetiva e, do fato de que toda
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fungao injetiva é bijetiva sobre sua imagem, temos que N = f(N), sendo, assim, f(N)
infinito.

A funcao f também ¢ sobrejetiva. De fato, suponhamos por absurdo, que f nao scja
sobrejetiva. Dessa forma, existe um m € Xy, tal que m néo pertence a f(N), entdao m # x,,
para todo n € N Além disso, para cada j € N, temos que
m € Xj11 = Xo \ {zo,21,...,2;}. Segue, da minimalidade de z; e de ;7 € N, que
z; < m, de modo que z, < m para todo n € N. Dessa forma, temos que f(N) C I,,,
o que é um absurdo, pois, pelo Teorema 3.3, todo subconjunto de um conjunto finito é
finito. Logo, a funcao f é sobrejetiva.

Assim, a func¢ao f é uma bijecao e Xy = N, sendo | Xo| = Ny.

Corolario 4.1. Seja A um conjunto enumerdvel e X C A. Entao, X € enumerdvel.

Demonstracdao. De fato, se X for um conjunto finito, entao X é enumeravel. Suponhamos
entao, X infinito. Dessa forma, temos que o conjunto A ¢ infinito, pois, se A fosse finito,
como X C A, terfamos, pelo Teorema 3.3, que X ¢ finito, um absurdo, pois assumimos
X infinito. Como o conjunto A é infinito enumeravel, entao, temos que A ? N, de modo
que X =~ f(X) € Ne, como X é um conjunto infinito, temos que f(X) é infinito o que,
pelo Teorema 4.1, implica f(X) ~ N, de modo que X =~ f(X) ~ N, o que implica X ~ N,
isto é, X é enumeravel, como queriamos demonstrar.

O

A priori, podemos pensar que, para que um conjunto infinito tenha niimero cardinal
Np, este deve estar contido no conjunto dos ntumeros naturais, N, mas ja sabemos que
esse fato nao é verdade, pois o conjunto dos ndmeros inteiros Z (tal que N C Z) e o
conjunto N x N escapam dessa conjectura. De fato, Z ~ N e N x N = N, o que implica
|Z] = IN x N| = [N| = Ry.

Seja F' um conjunto finito, tal que FF NN = (). Notemos que N C FUN, o
que, a priori, nos indicaria que o conjunto F' U N possui nimero cardinal diferente de
Ng. No entanto, quando tratamos de numeros cardinais transfinitos, temos resultados
intrigantes. Alguns conjuntos parecerao ter numero cardinal diferente de outros (aqui
estamos tratando de forma informal). No entanto, tal fato nem sempre ocorrerd, como

no exemplo citado. A demonstracao desse fato segue no teorema a seguir.

Teorema 4.2. Seja F' um conjunto finito e X um congunto infinito e enumerdvel, entao
|FUX| = |X|=No.

Demonstracao. Vamos mostrar que o conjunto F'U X ¢ infinito e enumeravel, isto é, que
FUX = N. Se F for vazio, entdo F U X = X logo, |FFU X| = |X| = ;. Suponhamos
F # (. Como F ¢ finito, existe k € N, tal que I, ? I e como X ¢ infinito enumeravel,

existe uma funcao g, tal que N =~ X.
9
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Caso I) Se F N X = (), entdo consideremos a funcao ¢ : N — F U X, definida da
seguinte forma
f(n), se0<n<k-—1;
p(n) =
gn—Fk), sen>k.

Afirmamos que a funcao ¢ é uma bijecao. De fato, ¢ é sobrejetiva, pois, dado
x € FUX, sex € X, entao existe um s € N, tal que g(s) = z. Como s € N, temos que
s+keN, com s+k > k. Isso implica que p(s+k) =g(s+k—k)=g(s) =z. Sex € F,
entao existe um ¢t € N, tal que 0 <t < k—1e f(t) =z, logo, p(t) = f(t) = z, sendo a
funcao ¢, assim, sobrejetiva. A funcao ¢ também é injetiva, pois, sejam s,t € N, tal que
s #t. Se s e t forem menores que k — 1, entdao ¢(s) = f(s) # f(t) = ¢(t), pois a fungdo
f € injetiva. Se s e t forem maiores que k — 1, entao s # t e, dessa forma, temos que
s—k#t—kewp(s)=g(s—k)#g(t—k)= p(t), pois a fungao g é injetiva. Se m < k—1
en >k, entdo p(m) = f(m) € Fep(m)=g(m—Fk) € X e, como FNX = (), tem-se que
p(m) # p(n). Assim, a fungao ¢ é injetiva e, portanto, uma bije¢ao. Concluimos nesse
caso que |F'UX| = |N| = X,.

Caso IT) Se FNX # (), entao seja Y = FNX # (). Notemos que FUX = XUF =
= XU(F\Y)eque (F\Y) C F éum conjunto finito, pelo Teorema 3.3. Entao, pelo Caso
I, o conjunto X U(F'\Y) é equinumeravel a N, sendo |[FUX| = |[XU(F\Y)| = |N| = Ny,
como queriamos demonstrar.

O

De acordo com o teorema anterior, dado V = {a,e,,0,u}, temos que |V UN| =
Ny, assim como para o conjunto FE, das estrelas no céu que podemos observar. Ainda
que F tenha uma quantidade de elementos muito grande, K é um conjunto finito e
|[EUN|] = R;. Mas e se estivermos tratando de dois conjuntos infinitos enumeraveis,
serd que sua cardinalidade sera Ny? Para nos ajudar a pensar na resposta dessa per-
gunta, vamos trabalhar com dois conjuntos ja conhecidos no ensino béasico, que sao
Dy ={2""" | n € N} = {2,4,8,16,...} e D3 = {3"™ | n € N} = {3,9,27,81,.. .}.

Utilizando resultados da aritmética, sabemos que os conjuntos Dy e D3 sao dis-
juntos, mas o que poderiamos dizer sobre a cardinalidade do conjunto Dy U D3 7 Vamos
analisar algumas caracteristicas dos conjuntos do tipo D, = {p""!|n € N}, com p € N,

sendo p um nimero primo.
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Proposicao 4.1. O conjunto D, p primo, € infinito e enumerdvel.

Demonstragao. Como D, C N, pelo Teorema 4.1, basta mostrarmos que D, ¢é infinito.
Para mostrarmos que D, ¢ infinito, devemos mostrar uma bijegao entre D, ¢ uma parte
prépria sua. Consideremos o conjunto D), = {p"*?|n € N}, um subconjunto préprio de
D,, e a fungao g : D, — D; definida por g(p*) = p"™. Afirmamos que a funcio g é uma
Sy

que implica k+1 = &'+ 1, de modo que k = k', pelo teorema fundamental da aritmética.

bijecao. De fato, g é injetiva, pois, sejam k, k" € N, se g(k) = g(k'), entao p 0
A funcao g também é sobrejetiva, pois, dado = € D}’D, existe t € N, tal que z = p'™,
o que implica z = p*™I+! logo g(t 4+ 1) = p!*t? = 2. Assim, o funcdo g é uma bijecio
e o conjunto D, é infinito. Concluimos que o conjunto D, C N ¢ infinito e, portanto,
|Dp| = .

O

Com a demonstragao dada acima, por defini¢do, temos que |D,| = R, para todo
primo p € N. O conjunto DyUD3 é, entao, a uniao de dois conjuntos infinitos enumeraveis,
mas e quanto a sua cardinalidade? Veremos a seguir que a cardinalidade do conjunto
Dy U D3 é N

Corolario 4.2. A cardinalidade do conjunto Dy U D3 € Ny.

Demonstracao. Novamente, observemos que o conjunto Do U D3 é um conjunto infinito,
tal que Dy U D3 C N. Segue, do Teorema 4.1, que |Dy U D3| = Ry, como querfamos
demonstrar.

0

O resultado obtido no Corolario 4.2 pode ser estendido para dois conjuntos infinitos
enumeraveis quaisquer, e além, para a uniao finita de conjuntos infinitos enumeraveis,

como veremos nos teoremas seguintes.
Lema 4.1. Sejam X e Y conjuntos infinitos enumerdveis. Entao, | X UY| = Ry.

Demonstracao. Vamos mostrar que existe uma bijecao entre N e XUY . Como os conjuntos

X e Y sao infinitos enumeraveis, temos que N 7 X e N = Y. Vamos separar nossa
g

demonstracao em dois casos: no primeiro caso consideraremos X e Y conjuntos disjuntos
¢, no segundo caso, o contrario.
Caso I) Suponhamos X NY = ) e consideremos a func¢ao h: N — X UY, definida
abaixo
n
f(=),sen=2-kkeN;
hin)=q" 2

n—1
g( 5

), sen=2-k+1keN.



49

Afirmamos que a funcao h é uma bijecao. De fato, h é injetiva, pois, sejam
m,n € N, tal que m # n. Se ambos forem pares, temos que h(m) = f(%) =+ f(g) = h(n),

pois a funcdo f ¢é injetiva. Se m e n forem ambos {mpares, entao h(m) =
m—1 n—1
= Q(T) # 9( 5
dades diferentes, suponhamos, sem perda de generalidade, que m ¢é par e n impar, entao
h(m) € X e h(n) €Y e, como X NY =), h(m) # h(n). Logo, a fun¢ao h é injetiva.

A funcao h também é sobrejetiva. De fato, dado z € X UY', se z € X, entao existe
2m

) = h(n), pois a funcdo g ¢é injetiva. Se m e n tiverem pari-

m € N, tal que f(m) = z. Assim, temos que h(2m) = f( 5 )= f(m)=2z2 SezeY,
2 1-1

entdo existe n € N, tal que g(m) = z logo, h(2m + 1) = g(L) = g(m) = =

Portanto, a funcao h é sobrejetiva. Logo, h é uma bijecao e [N| = | X UY| = R;, como

queriamos demonstrar.
Caso IT) Se XNY # ). Notemos que XUY = XU(Y'\X) e que XN(Y\X) = 0. Se
Y\ X for finito, entao, pelo Teorema 4.2, temos que X U (Y \ X) serd infinito enumerdvel e,
se Y\ X for infinito enumerdvel, entao, pelo Caso I, X U (Y \ X)) serd infinito enumeravel,
como queriamos demonstrar.
Assim, temos que | X UY| = [N| = X,.
(I

n
Teorema 4.3. Sejam Xg, Xy, ..., X, conjuntos infinitos enumerdveis e U Xk, a uniao

k=0
n

finita de conjuntos infinitos enumerdveis. Entao, U X € infinito enumerdvel, isto €,

k=0
U X, ~Ne U X,
k=0 k=0

Demonstracao. Vamos demonstrar esse fato por inducao sobre n. Se n = 0, entao X

= Ny.

¢ um conjunto infinito enumeravel e | Xy| = Wg. Suponhamos a afirmagao valida para
n

n € N isto é, U Xk é um conjunto infinito enumeravel . Vamos mostrar que a pro-

k=0
priedade vale também para n + 1 € N. De fato, notemos que XqgU ... U X, U X,,.1 =

n
= (XoU...UX,)UX, ;. Pelanossa hipdtese de indugdo, o conjunto U X, =Y éinfinito
k=0
enumeravel, entdao (XoU...UX,)UX,; = YUX, ; é aunido de dois conjuntos infinitos

enumeraveis, o que, pelo Lema 4.1, é infinito enumeravel. Dessa forma, por inducao, o

n n

conjunto U X} € infinito enumeravel e U X
k=0 k=0

= |N| = ¥y, como queriamos demonstrar.

O

Pela Proposicao 2.2, temos que N x N & N, e esse fato sugere que podemos gene-

ralizar o resultado para o produto finito de conjuntos infinitos enumeraveis, isto é, que
n

H X; = Xox X1 x...x X, ~ N para conjuntos Xy, X1, ..., X, infinitos enumerdveis. A
i=0
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proposicao a seguir demonstrard esse fato.

Proposigao 4.2. Sejam Xo, X1, Xo,..., X, conjuntos infinitos enumerdveis. Entdo,
i=0

Demonstracao. De fato, vamos demonstrar esse resultado por inducao sobre n. Se n = 0,

nao ha o que demonstrar. Se n = 1, entao, por hipdtese, temos que Xg rf% Ne X; f% N
0 1

e, pela Proposicao 2.2, temos que N x N ? N. Consideremos, entao, a funcao g definida

abaixo.

g: Xox X; =N
(QJ,:L'/) = g(l‘,l’/) = f(f0(37)7f1(37/))

Afirmamos que a fung¢ao ¢g é uma bije¢ao. De fato, g é injetiva, pois, sejam (z, z")
e (.y) € Xo x X, tal que gz,a') = g(y,y). Tsso implica que f(fole), fi())) =
= f(foly), f1(y/)) e, como a fungao f é uma bijecao (em especial injetiva), temos que
(fo(2), (@) = (fo(y), /1Y), segue que fo(x) = fo(y) e fi(2') = fi(y)). Como as
fungoes fy e f1 sdo bijegoes, temos que z = y e &’ = ¢/, de modo que (z,2) = (y,9) e a
funcao ¢ é injetiva.

A funcao g também é sobrejetiva. De fato, dado n € N, como a funcao f é
sobrejetiva, temos que existem r, s € N, tal que f(r,s) =n. Comor € Ne fo: Xg - N
¢ uma bijegao, temos que existe € Xy, tal que fo(x) = r. De forma andloga, como
s € Ne f; : X3 — N é uma bijegao, segue que existe y € X7, tal que fi(y) = s. Logo,
9(fo(@), 1) = F(fol), Fi(y) = f(r,5) = e a fungio g é sobrejetiva.

Dessa forma, temos que ¢ é uma bijecao ¢ Xy x X7 ~ N.

Suponhamos como hipétese de inducao que o resultado seja vélido para n € N,
n

isto é, que HXi ~ N. Vamos mostrar que o resultado vale para n + 1 € N, ou seja, que

=0
n+1 ' n+1
HXi ~ N, sendo X,,.; =~ N. Consideremos, entao, a funcao G : HXi — N, definida
i—0 fn+1 i=0
por
G(zo, 21, .y Tpy Tpy1) = f(H(To, 21, .., Tn), fus1(zne1)). Note que os argumentos para

demonstrarmos que a funcao G é uma bije¢ao sao andlogos aos utilizados anteriormente
n

para a funcao g, pois HXi ~ Ne X,,1 ~ N. Logo, temos que a funcao G é uma
i—0 H fn+l
n

bijecao, de modo que | | X; ~ N, como querfamos demonstrar.
i=0
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4.2.2 O numero cardinal N;

Vimos na Proposi¢ao 2.3 que o conjunto dos ntumeros reais, R, é equinumeravel
a uma parte prépria sua, o intervalo (0,1). Logo, pelo Corolério 3.2, temos que R é um
conjunto infinito. No entanto, vimos no Teorema 2.2 que N % R e, dessa forma, nao
podemos utilizar o simbolo Ny para designar a cardinalidade do conjunto dos nimeros
reais, pois este representa a cardinalidade de N. Para representar a cardinalidade do

conjunto dos nimeros reais serd utilizado o simbolo N;.

Definicao 4.4. Um conjunto infinito X terd numero cardinal Ry se, e somente se, X

for equinumerdvel a R. Nesse caso, dizemos que a cardinalidade de X € Ny e escrevemos
| X| = Ny.

Notemos que (0,1) ~ R, e isso implica que |(0,1)] = |R| = X;. Também, dados
a,b € R, com a # b, o intervalo (a,b) C R possui cardinalidade ®;, como mostra a

Proposigao abaixo.

Proposigao 4.3. Sejam a e b nimeros reais, tal que a # b. Entdo, o intervalo (a,b) NR

possui cardinalidade N;.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiramente que (a, b) =~ (0, 1). Para isso, consideremos
a funcao f : (a,b) — (0,1) definida abaixo

Tr—a

flw) =1,

Como a # b, temos que b — a # 0 e, assim, a funcao esta bem definida para todo

x € (a,b). Afirmamos que a fungdo f é uma bijecao. De fato, f é injetiva, pois, sejam «
a—a f—a

b—a b—a
a—a= [ —ae, portanto, « = 3. Assim, a funcao f é injetiva.

e ( dois numeros reais, tal que f(«) = f(5). Dessa forma, , 0 que implica

A funcao f também é sobrejetiva, pois, dado y € (0,1), temos que x = y(b—a)+a €
R é tal que x € (a,b) e f(z) = y. De fato, dado y € (0, 1), temos que 0 < y < 1, o que
implica 0 < y(b—a) < b—a e, dessa forma, a < y(b —a) +a < (b — a) + a, de modo que
a<ylb—a)+a<be, assim, a < x <b. Temos também que f(z) = f(y(b—a)+a) =
= y(b _:) raza y(bb —a) = y. Assim, a funcao f é sobrejetiva e, portanto, uma
bijecao. Ten?os entdo que (a,ab) ~ (0,1) e, como (0,1) ~ R, temos, pelo Teorema 2.1, que
(a,b) = R, de modo que [(a,b)| = |R| = N;.

d

De maneira geral, para definirmos um nimero cardinal precisamos estabelecer um
conjunto que represente essa cardinalidade e todos os conjuntos equinumeraveis a esse

representante terao o mesmo nimero cardinal.
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Definicao 4.5. Seja A um conjunto tal que |A| = X,. Um conjunto X terd nimero
cardinal N, se, e somente se, X for equinumerdvel a A. Nesse caso, dizemos que a

cardinalidade de X € X, e escrevemos | X| = N,.

4.3 Aritmética cardinal

Até o presente momento nao trabalhamos formalmente as operacoes soma, pro-
duto e poténcia de nimeros cardinais, e serao necessarias definicoes que as sistematizem,

levando em consideragao que alguns critérios precisam ser atendidos.

Critérios 4.1. Eis os critérios que devem ser atendidos:

e Para conjuntos finitos, as operagoes soma, produto e poténcia de niimeros cardinais
devem ser consistentes com as operacoes soma, produto e¢ poténcia de niumeros

naturais;
e As relagoes entre os conjuntos envolvidos devem ser consideradas;

e Os numeros cardinais transfinitos devem ser niimeros operaveis.

Por exemplo, dados dois conjuntos A e B, trabalharemos na busca de operacoes
entre esses conjuntos de forma que a cardinalidade do conjunto obtido da operacao re-
alizada entre A e B atenda aos Critérios 4.1 estabelecidos acima, isto é, se |A| = 3 e
|B| = 5, gostarfamos de definir as operagoes soma, produto e poténcia, escritas aqui como
O, &, e A, respectivamente, de forma que |[AVB| =3+5 =8, |[AOB| =3-5=15¢e
|AAB| = 3° = 243 e sempre considerando a relagio existente entre tais conjuntos. Note
que, pelos critérios estabelecidos, devemos definir operacoes em que tenhamos também
IROL,| = Xy +n, [RON| =Ry - R, |NF| = R}, entre outras.

4.3.1 Soma de ntmeros cardinais

No ensino basico, a operacao soma de nimeros naturais pode descrever diversas
situagoes do cotidiano, como: a de juntar objectos, acrescentar quantidades, operacao
inversa, entre outras. Além disso, pode ser apresentada simplesmente de forma tecnicista.
Somente no ensino médio, apés mais de nove anos no ensino basico e apds adquirir boa
bagagem matemaética, os alunos sao apresentados ao conceito de conjuntos e as operagoes
entre eles, em especial nesse momento a uniao, que também é conhecida como “soma
légica”. Dados dois conjuntos finitos A e B, existem alguns fenomenos que ocorrem com

a uniao entre eles, que serao explorados nos exemplos a seguir.
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Exemplo 4.1. Exemplos de “soma légica” entre conjuntos.

(I) Se A= {a,e,i,o,u} e B={a,b, e}, entdo temos que |A| =5 e |B| = 3. No entanto,
AU B = 6. Observemos que
|AU B| # |A| 4+ |B| e que esse resultado se deve ao fato de que AN B # (.

(II) Se A ={a,e,i,o,u} e B ={a,e}, entdo temos que |A] =5 e |B| = 2. No entanto,
|A U B = 5. Observemos que
|AU B| # |A| 4 |B| e que esse resultado se deve ao fato de que B C A.

(ITI) Se A = {a,e,i,0,u} e B = {b,c,d, f}, entdo temos que
|JAl = 5 e |B] = 4. Nesse exemplo, |A U B| = 9. Observemos que
|AU B| = |A| + |B| e que esse resultado se deve ao fato de que AN B = ().

Devemos agora definir a soma de niimeros cardinais de forma que esteja conectada
a operagao uniao entre conjuntos e em consonancia com os Critérios 4.1 que precisam
ser atendidos. Note que nos exemplos acima, para que tais critérios sejam atendidos, é
necessario que os conjuntos sejam disjuntos. Nos parece agora que ja temos elementos

suficientes para definirmos a soma de nimeros cardinais.

Definigao 4.6 (Soma de numeros cardinais). Sejam k e A nimeros cardinais. Definimos
a soma K & X como a cardinalidade do conjunto |K U L|, sendo os conjuntos K e L

disjuntos tais que |K| =k e |L| = \.

Note que, dado um conjunto K, tal que |K| = &, existem infinitos conjuntos que
possuem cardinalidade x; basta observarmos que, dadon € N, |K| = |K x{n}| = [{(k,n) |

k € K}, o que veremos na proposi¢ao a seguir.
Proposicao 4.4. Seja K um conjunto, tal que |K| = K, e sejan € N, entdo |K x{n}| = k.

Demonstragao. Vamos mostrar que K ~ K x {n}. Para isso, consideremos f a fun¢io

definida da forma abaixo

f: K - Kx{n}
k w— f(k)=(kn)

Afirmamos que a funcao f é uma bijecao. De fato, f é injetiva, pois, sejam ki e
ks elementos de K, tal que f(ky) = f(kz2). Isso implica que (ki,n) = (ko,n) e, portanto,
k1 = ko. Logo, a funcao f é injetiva. A funcao f é também sobrejetiva. De fato, dado
(k',;n) € K x {n}, temos que ¥ € K ¢é tal que f(k') = (K,n). Assim, a funcao f
é sobrejetiva e, portanto, uma bije¢do. Concluimos que K ~ K x {n}, de modo que
K| = | x {n}| = .

O
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Dessa forma, precisamos verificar se a operagao soma entre ntimeros cardinais esta
bem definida, isto é, que independe dos representantes escolhidos e, para isso, temos a

proposicao a seguir.
Proposigao 4.5. A soma de numeros cardinais estd bem definida.

Demonstragao. Sejam os conjuntos K, Ky, L; e Lo tais que |Ki| = |K3| = &,
|Li| = |Lo] = A, com K1 N Ly =0 e KyN Ly = (. Vamos mostrar que Ky U Ly &~ Ky U Ly
e, assim, concluiremos que |K; U Ly| = |Ky U Ly] = k @ A. Como |K;| = |Ky| = K e

|Li| = |Lo| = A, temos que K, 7 Ky e Ly =~ Ly. Consideremos a funcao h definida abaixo
g

h:KiUL — KyU Ly
hz) = f(x), se x € Ky;
g(x), se x € L.

Afirmamos que a funcao h ¢é uma bijecao. De fato, h ¢ injetiva, pois, scjam
z, 7' € Ky UL, tal que z # 2'. Como K; N L, = 0, se z e 2’ pertencem a K, entao
h(z) = f(z) # f(2') = h(z'), pois a fungao f é injetiva. Se = e 2’ pertencem a L;, entao
h(z) = g(x) # g(z") = h(2'), pois a funcdo g é injetiva. Se x e 2z’ pertencem a conjun-
tos distintos, podemos supor, sem perda de generalidade, que z € K, e 2’ € L;, entao,
temos que h(x) = f(z) € Ky e h(z') = g(z') € Ly. Como Ky N Ly = (), temos que
h(z) = f(z) # g(2') = h(2) e, portanto, h ¢ injetiva.

A funcao h é sobrejetiva. De fato, dado y € Ky U Ly, como Ky N Ly = (), temos
que ouy € Ky ouy € Ly. Se y € Ky, entao, do fato de K, 7 K5, existe um elemento
xr € Ky, tal que f(x) =y e, dessa forma, temos que h(x) = f(x) = y. Se y € Lo, entao,
do fato de L; =~ Lo, existe um elemento = € Ly, tal que g(z) = y e, dessa forma, temos
que h(x) = g(xg) = y. Logo, a funcao h é sobrejetiva e, portanto, uma bijecao. Assim,
temos que a soma kK & A = |K; U Ly| = |Ks U Ly| independe dos representantes, como
queriamos demonstrar.

O

Note que, de posse da Definigao 4.6 dada acima, somente no Exemplo (III) dos
Exemplos 4.1, os Critérios 4.1 estabelecidos para a operacao soma de ntimeros cardinais
sao atendidos. No entanto, apesar da falha dos critérios nos Exemplos (I) e (II) dos
Exemplos 4.1, podemos, estrategicamente, contornar essa situacao, de forma que sempre
serd possivel realizar a operagao soma entre numeros cardinais, independentemente dos

numeros cardinais ou representantes dados, como veremos a seguir.

Exemplo 4.2. Exemplos da estratégia para realizar a “soma logica”.

(I) Como A = {a,e,i,0,u} e B = {a,b,e} nao sdo conjuntos disjuntos, entao, con-
sideremos os conjuntos A x {0} e B x {1}, temos que |[A] = |A x {0}] = 5,
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|IB| = |B x {1}] = 3 e (A x {0})n (B x {1}) = 0. Logo, esses serao os repre-
sentantes desses numeros cardinais para determinar a soma entre eles. Temos que
|A| = |Ax {0} =5, |B|=|Bx{1} =3¢ (Ax{0})N(Bx{1}) =0 . Dessa forma,
[(Ax {0 U(Bx{1})[ =583 =8;

(II) Como A = {a,e,i,0,u} e B = {a,e} nao sdo conjuntos disjuntos, entao, consi-
deremos os conjuntos A x {0} e B x {1}, temos que |A| = |A x {0}| =5, |B| =
|IBx {1} =2e (Ax{0})N(Bx{1}) = 0. Logo, esses serao os representantes desses

nimeros cardinais para determinar a soma entre eles. Temos que |A| = |[Ax{0}| = 5,
|B| = |Bx{1}| =2e (Ax{0})N(Bx{1}) = 0. Dessa forma, |[(Ax{0})U(Bx{1})| =
=50d2="T.

De acordo com nossa definicao e nossos exemplos, dados os nimeros cardinais
finitos 8 e 3, temos que existem conjuntos A e B, tal que |A] =8, |B| =3¢ |[AUB| =
8 @ 3 = 11, por exemplo, os conjuntos A = I; x {0} e B = I, x {1}.

Note que, se A =0 e B ={0,1}, entao temos que AU B =) U B = B, de modo
que |AU B| = |B|, o que implica 0 & 2 = 2. Logo, para que os Critérios 4.1 estabelecidos
sejam atendidos, é necessario que o nuimeros cardinal 0 satisfaca a propriedade de ser o
elemento neutro da soma de ntimeros cardinais, isto é, gostariamos que x ® 0 = k para

todo nimero cardinal k. O proximo teorema demonstrard essa propriedade.
Teorema 4.4. Seja K um numero cardinal. Entao, Kk ®0 = k.

Demonstragao. Seja K um conjunto, tal que |K| = k. Note que K U() = K, e isso implica
que |K U] = |K|. Logo, temos que k & 0 = k, como queriamos demonstrar.
O

O seguinte teorema nos garante que a soma de ntimeros cardinais finitos é consis-

tente com a soma usual de niimeros naturais.

Teorema 4.5. Sejam m e n numeros cardinais finitos, ® a operacao soma de numeros
cardinais introduzida na Definicdo 4.6 e + a soma de numeros naturais introduzida na
Definigcao 1.1. Entao,

men=m-+n.

Demonstracao. Sejam X e Y  conjuntos finitos  disjuntos, tal  que
IX| = m e [Y] = n Se X = (), entdo, pelo Teorema 4.4,
m®n =06&n =mn = 0+ n. Suponhamos entao que X e Y sejam conjuntos nao-
vazios. Dessa forma, temos que existem m,n € N, tal que X ? I,eY ? I,, em que
Ln={peN|[0<p<m—1} L={geN|0<g<n—1} [Inj=me|L|=n.

Consideremos a funcao h definida a seguir
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h:XUY = Lyn
f(k), se k € X;

g(k)+m, sekeY.

h(k) =

Afirmamos que a funcao h é uma bijecao. De fato, h é injetiva e, para demonstrar-
mos esse fato, sejam k,l € X UY, tal que h(k) = h(l). Se k,l € X, entdo h(k) = f(k) e
h(l) = f(l), logo, temos que h(k) = f(k) = f(I) = h(l). Como a funcao f é injetiva, temos
que k =1. Se k,l € Y, entdo h(k) = g(k)+m e h(l) = g(I)+m. Logo, h(k) = h(l) implica
que g(k)+m = g(I)+m, de modo que g(k) = g(I). Como a funcao g é injetiva, temos que
k=1 SekeXeleY,entdo0 < h(k)=f(k)<m—-1eh(l)=g(l)+m>m>m—1,
de modo que h(k) # h(l), e a func¢do h é injetiva.

A fungao h ¢é sobrejetiva. De fato, dado r € [,,,1,, temos que ou 0 < r < m — 1
oum <r<m+n-—1 Se0 <r <m-—1, entdo existe x € X, tal que f(z) = r,
portanto, h(x) = f(x) = r. Sem <r <m+4n—-1,entdo 0 < r—m < n—1
e, dessa forma, existe y € Y, tal que g(y) = r — m, de modo que h(y) = g(y) + m =
=r—m-+m = r e afungao h é sobrejetiva. Assim, temos que h é uma bijegao, de modo que
XUY A Lin € dessa forma, | XUY| = |L,4n|. Assim, m&n = | XUY| = |L1n] = m+n,
o que implica m @ n = m + n, como queriamos demonstrar.

O

Agora vamos explorar alguns resultados intrigantes quando a soma de nimeros
cardinais tem N, como parcela. Considere o conjunto finito V' = {a,e,,0,u} e o con-
junto N. Observemos que |V| = 5, [N| = Ry e VNN = ). Por defini¢do, temos que
[V UN| = 5@ Ny, mas, pelo Teorema 4.2, temos que |V UN| =Yg e, portanto, temos que

DB Ny = N.

Podemos generalizar esse resultado para um nimero natural n qualquer, pois, pelo
Teorema 4.2, se F' é um conjunto finito, isto é, se |F| = n, entao |FUN| = R;, de modo

que
n @ Vg = Ny para todo n € N.

O resultado obtido no Teorema 4.1 nos diz que, se X e Y sao conjuntos tais que

| X| = 1Y] =Ry, entao | X UY| =Ny, o que nos fornece, por defini¢do, que
NO @ NO = NU-

A soma também permanece inalterada para uma quantidade finita de parcelas

iguais a Ny, pois, pelo Teorema 4.3, dados X, X1, ..., X, conjuntos infinitos enumeraveis,
n

temos que U Xi| = Ng, de modo que
k=0

ZNOZNO@NO@---@NO:NO.
k=0
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4.3.1.1 Propriedades da soma de nimeros cardinais

Teorema 4.6. Sejam k, A e p numeros cardinais quaisquer, entao valem as sequintes

propriedades:
1. KEA=ADK;
2. k& Adp) =K L.

Demonstra¢ao. Sejam os conjuntos dois a dois disjuntos K, L ¢ M, tal que |K| = &,
|L|=MXe |M|=p.

1. Note que KUL =LUK e KN L = (. Dessa forma, temos que |K UL|=|LU K|
e, portanto, Kk B\ = A\ @ k.

2. Como a uniao entre conjuntos é associativa, temos que
Ku(({LUM = (KUL)UM, de modo que |K U (L U M)| =
= |(KUL)UDM]|, oque implica Kk ® (A ® p) = (kd A) @ p, como queriamos
demonstrar.

O

4.3.2 Produto de niimeros cardinais

Temos agora a tarefa de definir o produto de niimeros cardinais e desejamos que
os Critérios 4.1 estabelecidos sejam atendidos. Logo, a operagao produto de nimeros
cardinais deve ser consistente com o produto usual de ntmeros naturais e, para nos
auxiliar na busca da definicao do produto de nimeros cardinais, consideremos os conjuntos
finitos A = {a,b,c} e B = {0,1}, temos que |A| = 3 e |B|] = 2. Desejamos estabelecer
uma operacao entre os conjuntos A e B de forma que a cardinalidade obtida seja igual a
3-2 = 6. Lembremo-nos entao do produto cartesiano entre conjuntos, definido por Ax B =

={(a,b) | a € Aebe B} e observemos os exemplos a seguir.

Exemplo 4.3. Exemplos de produto cartesiano entre conjuntos.

(I) Se A = A{abc} e B = {0,1}, entdao [A] = 3, |Bl = 2 e
A x B ={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)} terd 3-2 = 6 elementos.

(I) Se A = {0,1} e B = {0,1}, entdo |A] = 2, |B] = 2 e
Ax B={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} terd 2 -2 = 4 elementos.
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Note que, para que os critérios estabelecidos sejam atendidos, nao é necessario que
os conjuntos dados sejam disjuntos. Com isso, ja temos elementos suficientes para definir

o produto de nimeros cardinais.

Definicao 4.7 (Produto entre niimeros cardinais). Sejam k e X\ numeros cardinais. Defi-
nimos o produto kK ® A como a cardinalidade do conjunto |K x L|, sendo K e L conjuntos
tais que |K| =k e |L| = A.

Proposicao 4.6. A operacao produto entre nimeros cardinais estd bem definida.

Demonstracao. Para mostrarmos que a operagao esta bem definida, devemos mostrar que
a cardinalidade do produto é verdadeira, independentemente dos representantes. Dessa
forma, sejam Ky, Ko, Ly e Lo, tal que |K;| = |Ks| = k e |L1]| = |L2| = . Assim, sabemos
que K3 ? Ky e Ly ? L.

Consideremos a seguinte funcao h abaixo.

h: KixLi — KyXLs
(z,y) = hlz,y) = (f(x),9(y))

Afirmamos que h é uma bijecdo. De fato, para verificarmos que h é injetiva,
sejam (a,b) e (z,y) em K; x L1, tal que h(a,b) = h(x,y). Dessa forma, temos que
(f(a),g(b)) = (f(2),9(y)), o que implica f(a) = f(z) e g(b) = g(y) e, como as fungdes f
e g sdo injetivas, temos que a = x e b = y, e isso implica (a,b) = (z,y). Assim, a fungao
h é injetiva.

A funcao h ¢ sobrejetiva, pois, dado (ks2,ls) € Ky X Ly. Como ks € K, entao
existe k; € K7, tal que f(k1) = k2. De forma andloga, como Iy € Ly, entao existe l; € Ly,
tal que g(l1) = Iy, logo, h(ky,ly) = (f(k1),9(ly)) = (ko,l2), € h é sobrejetiva. Assim,
Ky x 14 ? Ky x Ly ¢ a operacao produto estd bem definida.

O

O teorema a seguir foi inspirado em (MIRAGLIA; ABUD, 1999) e (KIRILOV,
2017).

Teorema 4.7. Seja k um numero cardinal. Entao, Kk © 0 = 0.

Demonstragao. Seja o conjunto K, tal que |K| = k. Temos, por defini¢do, que K ©® 0 =
|K x 0|. Note que K x 0 = {(k,z) | k € K e x € §} = (), pois, como nao hd elementos
z € (), ndo existe um par ordenado pertencente a K x (). Assim, |K x (] = |(}|, de modo

que £ ® 0 = 0, como queriamos demonstrar.

O

Note que, de acordo com a Definicao 4.7, temos a existéncia do elemento neutro

do produto de ntimeros cardinais.
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Teorema 4.8. Seja k um numero cardinal. Entao, Kk ® 1 = k.

Demonstragao. De fato, dado um niimero cardinal &, seja o conjunto K, tal que | K| = &.
Note que, pelo Teorema 4.4, K ~ K x {0}. Assim, temos que |K| = |K x {0}|. Logo,
por definicao, Kk © 1 = Kk, como queriamos demonstrar.

O

O préximo teorema nos garante que o produto de ntmeros cardinais finitos é

consistente com a operacao usual produto de ntimeros naturais.

Teorema 4.9. Sejam m e n numeros cardinais finitos, m ® n a operacao produto de
numeros cardinais introduzida na Definicdo 4.7 e m - n a operacdao produto de niumeros

naturais introduzida na Definicao 1.5. Entao,
moOn=m-n.

Demonstracao. Sejam m e n nimeros cardinais finitos. Temos que existem conjuntos X
e Y, tal que |X| =m e |Y| =n. Vamos demonstrar o teorema por indugao sobre n.

Se n = 0, entato Y = 0 e, pelo Teorema 4.7, temos que
m®0 =0 = m-0. Suponhamos que a afirmacao seja valida para o numero cardinal
n, isto €, m ® n = m - n. Vamos mostrar que a afirmacgao vale para o nimero cardinal
n+1, isto é, m®(n+1) = m-(n+1). Entao, consideremos o conjunto Y, tal que |Y| = n+1,
¢ scjay € Y. Temos que Y = (Y \ {y}) U ({y}), de modo que [Y] = |(Y'\ {y}) U ({y})].
Pela propriedade da soma de nimeros cardinais, temos que n @ 1 =
=n+1=|(Y\{y})|+1, o que implica [(Y\{y})| = n. Note que X xY = X x[(Y\{y})U
{yh)] = [X x (VA {yH]ULX x ({y})] e que [X x (¥ \ {y})] N [X x ({y})] = 0. Logo, por
definicao, temos que m® (n+1) = [ X x Y| = [[X x (Y \{y}]U[X x {y})]| =mEn+m
e, pela hipétese de indugao, |[X x (Y \ {y}P)]U[X x {y}D]|=m -n+m =
=m-(n+1), o que implicam® (n+ 1) =m - (n+ 1), como querfamos demonstrar.

O

Dado um numero cardinal n e o nimero cardinal X, temos que, por defini¢ao, o
produto n ® Ny é a cardinalidade do conjunto F' x N, onde F' é um conjunto finito, tal
que |F| = n. Vamos analisar a cardinalidade do conjunto F' x N e, para isso, temos os

resultados a seguir.
Lema 4.2. Seja o conjunto F = (), isto é, |F| = 0. Entao, |F x N| =0,

Demonstracao. Note que esse é um resultado direto do Teorema 4.7. Assim, |F' x N| =
|0 x N| = |@] = 0, como queriamos demonstrar.
O

Note que, pelo Lema 4.2, dados os ntimeros cardinais 0 e Ny, temos que
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0O Ry =0.

Dado um conjunto finito e nao vazio F', tal que |F| = n, devemos investigar o que
ocorre com a cardinalidade do conjunto F' x N e a proposicao a seguir nos auxiliara na

obtencao desse resultado.

Proposigao 4.7. Seja F' um conjunto finito e nao vazio, tal que |F| = m. Entao,
|N X F| = No.

Demonstragao. Se |F| = 1, isto é, se F = {fo}, entdo, pelo Coroldrio 4.8, temos que
NO @ 1 — No.

Suponhamos agora que |F| = m > 1. Dessa forma, temos que F' = {f; | 0 < i <

m — 1}. Consideremos a func¢éo g definida a seguir

g:Nx F—N
g(n, fi) =mn+i

Afirmamos que a fungao g é uma bijegao. De fato, g é injetiva, pois, sejam (r, f;) e
(s, fj) elementos de N x F. Note que, como
fisfj€ F,temosque 0 <i<m—-1e0<j<m-—1,demodoque0<|j—i <m-—1
Suponhamos que g(r, f;) = g(s, f;), entdo mr+i = ms+j e, dessa forma, m(r—s) = j—i.
Assim, m|(r — s)| = [j —i] < m — 1, de modo que m|(r — s)| < m — 1, o que implica
|r —s| =0, logo, r = s. Como |r — s| =0, temos que |j —i| = 0 e, portanto j = i. Logo,
(r, fi) = (s, fj) e a fungdo g é injetiva.

A funcao g também é sobrejetiva. De fato, dado k € N temos, pelo algoritmo de
Euclides, que existem r,s € N, tal que £ = ms +r, sendo 0 < r < m — 1. Dessa forma,
g(s, fr) = ms+1r = k e a fungdo g é sobrejetiva. Logo, a fungdo g é uma bijecao e
(N x F') = N, o que implica [N x F| = |N|, de modo que 8y, ® m = 8y, como querfamos
demonstrar.

O
Pela Proposigao 4.2, temos que se X; ~ N, parat =0,1,2,...,n, entao HX" ~ N.
=0

Logo, por definigao, temos que | HX’| = |NJ, o que implica
i=0

Ng ORyONgO ... ORg = Ng.
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4.3.2.1 Propriedades do produto de ntimeros cardinais

Proposicao 4.8. Para todo numero cardinal kK, Kk Bk =20 K.

Demonstracao. Observe que essa propriedade deve valer para qualquer representante,
entao seja K, tal que |K| = k. Os conjuntos K x {0} e K x {1} sao disjuntos e |[K x {0}| =
= |K x {1}| = k. Vamos agora mostrar que [(K x {0}) U (K x {1})] = ({0,1} x K).

Para isso, consideremos a funcao g definida da seguinte forma

g: (K x{0})U(K x{1}) = {0,1} x K
(0,k), se x =0;

gk, x) =
(1,k), se x = 1.

Afirmamos que a funcdao g ¢ uma bijecao. De fato, g é injetiva, pois, sejam
(k1, 1), (k2,22) € (K x {0}) U (K x {1}), tal que g(ki,x1) = g(k2,22). Entdo, ou
(0,k1) = (0,kq) e, dessa forma, k1 = kg e 11 = x5 = 0 ou (1,ky) = (1,ks), e isso
implica k1 = ko e 21 = 29 = 1. Logo, (k1,x1) = (ko,x2) € g é injetiva.

A funcdo g é sobrejetiva, pois, dado y € {0,1} x K, entao existe k € K, tal que
ouy = (0,k) ouy = (1,k). Se y = (0,k), entao g(k,0) = (0,k) =y. Se y = (1, k), entdo
g(k,1) = (1,k) = y. Logo, g é sobrejetiva e, portanto, uma bijegao. Dessa forma, temos
que, [(K x {0}) U (K x {1})] ~ ({0,1} x K), de modo que Kk ® Kk =2 © k.

(I

Teorema 4.10. Sejam k, A\ e p nimeros cardinais quaisquer, entao valem a sequintes

propriedades:
1. KOA=XAOK;
2. k0OANON) =(KOAX) O,
3 KOANBU) =KOADKO L.

Demonstragdo. Sejam os conjuntos K, L e M, tal que |K]| = K,
|L|=MXe |M|=p.

1. Afirmamos que K x L~ L x K.

Para demonstrarmos esse fato, consideremos a funcao f definida abaixo

f: KxL — LxK
(k, 1) w— f(k1)= (k)
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Vamos mostrar que f é uma bijegao. De fato, f é injetiva, pois, sejam (k1, 1), (ks,l2) €
K x L, tal que f(ky,ly) = f(ks,ls). Entao, (I1,k1) = (lo, k2) e, dessa forma, temos
que ll = lQ (§] k‘l = k‘g c, portanto, (kly ll) = (]{72, ZQ)

A fungao f também é sobrejetiva, pois, dado (I, k) € L x K, temos que (k,l) € K x L
¢ tal que f(k,1) = (I, k).

Com isso, a fungao f é uma bijecao e K x L ? Lx K. Dessaforma, |K xL| = |Lx K|,

o que implica Kk ® A = A ® Kk, como queriamos demonstrar.

2. Vamos mostrar que K x (L x M) ~ (K x L) x M e, para isso, consideremos a fungao
f definida abaixo

fi Kx(LxM) — (KxL)xM

(k,(L,m)) = f(k,(l,m)) = ((k,1),m)
Afirmamos que a fungao f é bijetiva. De fato, f ¢é injetiva, pois, sejam (kq, (I1,m1))
e (K2, (la,m2)), elementos de K x (L x M), tal que f(ky, (l1,m1)) = f(k2, (o, m2)).
Dessa forma, temos que ((ki,l1),m1) = ((k2,l2),m2), 0o que implica m; = my e
(k1,11) = (ko, o). Logo, k1 = ko e Iy = I3 e, portanto, (kq, (I1,m1)) = (ka, (Iz, m2)),
e a funcao f é injetiva.
A fungao f também é sobrejetiva. De fato, dado ((k,1),m) € (K x L) x M, temos
que (k, (I,m)) € K x (L x M) é tal que f(k,(l,m)) = ((k,1),m).
Assim, a fungao f é uma bijecdo e K x (L x M) ~ (K x L) x M, o que implica
|K x (Lx M)| = |(K x L) x M|. Logo, Kk ®(A®pu) = (k®\) ® i, como querfamos

demonstrar.

3. Sejam os conjuntos K, L e M, tal que |K| =k, |L| =\, |M|=pe LNM = (). Note
que, como os conjuntos L e M sao disjuntos, entao os conjuntos K x L e K x M sao
disjuntos e, por defini¢ao, temos que |(K x L)U (K x M)| = |K x L|® |K x M| =
=KOAXDKO W
Note também que, como os conjuntos L e M sao disjuntos, entdo K x (LU M) =
= (K X L)U(K x M) e, dessa forma, |K x (LUM)| = |(K x L)U (K x M)|. Assim,
como |K X (LUM)|=k® (A® p), temos que Kk @ (AD ) = K O A B KO i, como

queriamos demonstrar.

0

4.3.3 Poténcia de numeros cardinais

No ensino bésico, quando sao apresentadas as ideias de funcao, uma estratégia

muito utilizada é a construcao de funcao por meio de diagramas, de modo que cada



Figura 5 - Fungoes de A = {z,y} em B = {0, 1, 2}.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

elemento do conjunto dominio (de saida) é associado a um, e somente um, elemento do
conjunto contradominio (de chegada). Por exemplo, dados os conjuntos A = {z,y} e
B = {0,1,2}, uma fungdo f : A — B associa cada elemento a € A a um, e somente
um, elemento f(a) € B. Note que o numero de possibilidades para a escolha do elemento
f(a) é igual ao nimero de elementos do conjunto B. Observe a Figura 5, que exibe as

possibilidades para a construcao de uma funcao f, de A em B.

Desse modo, pelo princicio fundamental da contagem?®, temos que o nimero de

3 Consiste em uma técnica matematica de contagem desenvolvida em Andlise Combinatéria.
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Figura 6 - Diagrama representativo da funcao H : K 1L1 — K;Q.

H(p)=fopog™!

oy

K, Lo
f] lgl
Kl '7 Ll

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

funcoes f : A — B, isto é, a cardinalidade do conjunto B*, serd igual a |B|-|B| =3-3 =
=32 = ]B||A|. Com essa ideia, podemos definir a operacao potenciacao entre nimeros

cardinais.

Definicao 4.8 (Potenciagdo de numeros cardinais). Sejam k e A\ nimeros cardinais.

A

Definimos a poténcia k” como a cardinalidade do conjunto |K*|, sendo K e L conjuntos

tal que |K| =k e |L| = \.
Proposicao 4.9. A operacao potenciacdao entre niumeros cardinais estda bem definida.

Demonstragao. Sejam Ky, Ky, L1 e Ly, tal que | K| = |K3| = k e |L1] = |La| = A. Dessa
forma, temos que K ? Ky e Ly =~ Ly. Vamos mostrar que KlLl ~ KQL2 e, para isso,
g

consideremos a funcao H definida abaixo

H:K{" — K}?
H(p)=fopog.

Observe a Figura 6, que representa a construcao da funcao H.

Afirmamos que a funcao H é uma bijecao. De fato, H ¢é injetiva, pois, sejam
o, € K tal que H(yp) = H(3). Dessa forma, temos que fopog™' = foipog™t. Como
as funcdes f e g sdo bijecdes, elas possuem inversas, o que implica f "t o (fopog ) og=
=flo(forog ') og. Dessa forma, temos que ¢ = 1. Assim, H(p) = H(¢) implica
w =1, e H é injetiva.

A funcdo H é sobrejetiva. De fato, dado 7 € K+?, consideremos ¢ € K[', tal
que ¢ = fTroTog. Temos que, H(p) = fopog™ = fo(floTog)og™ =
=(fof Hoto(gog ') =7. Assim, H é sobrejetiva. Dessa forma, a funcio H é uma
bijecao, de modo que K 1L1 R~ KQLQ, como queriamos demonstrar.

O
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Teorema 4.11. Seja £ um numero cardinal. Entao, valem as sequintes identidades:

1. k% =1 para todo nimero cardinal ;
2.0°=1;
3. 0" =0 para todo nimero cardinal k # 0;

4. k' = Kk para todo nimero cardinal Kk # 0.
Demonstracao. Seja K um conjunto, tal que |K| = k.

1. K% = 1 para todo nimero cardinal x;

Para nos auxiliar na demonstracao dessa identidade, precisaremos do resultado a

seguir.
Afirmacao 4.1. Seja o conjunto B. Entao, () € uma funcdio de ) em B.

Demonstracao. De fato, dados dois conjuntos A e B, uma funcao de A em B é um

conjunto, f, que satisfaz as duas propriedades a seguir.

(i) f S AxB;

(ii) Para todo x € A, existe um unico y € B, tal que f(z) =y.

Dessa forma, uma funcao de () em B deve ser um subconjunto de () X B, que satisfaz
a Propriedade (ii) acima. Pelo Teorema 4.7, temos que () x B = () e, assim, o unico
candidato para ser funcao é (). Devemos verificar se () satisfaz as propriedades acima.
De fato,

(i) 0 C 0 x B;
(i) Se = € 0, entdo existe um unico y € B, tal que (x,y) € () é verdadeiro por

vacuidade.

Dessa forma, temos que @ é a funcao de 0 em B, de modo que B® = {0}.

(]
Note que £° = |K?|. Logo, como K? = {0}, temos que x° = |K°| = |{#}| = 1, como
queriamos demonstrar.

2. 0°=1,

Note que esse é um resultado direto para K = 0. Assim, x° = 0° = 1.
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3. 0 = 0 para todo ntimero cardinal s # 0;

Afirmacao 4.2. Seja o conjunto K # (. Entao, 0% = (.

Demonstragio. Suponhamos por absurdo que 0¥ # () e seja a funcao f € . Como
K # 0, sejak € K. Dessa forma, f : K — 0 é tal que f(k) € (), mas o conjunto () nao
possui elementos e, assim, ndo podemos definir f. Logo, 0* = ), como querfamos

demonstrar.

O

Como 0° = |0*]| = || = 0, temos que 0" = 0, como querfamos demonstrar.

4. k' = Kk para todo nimero cardinal x # 0.

De fato, vamos mostrar que, se K # ), entdao KV ~ K, sendo U = {u} um conjunto
unitario. Para isso, consideremos a funcio G : KV — K, G(g) = g(u). Afirmamos
que G é uma bijecdo. De fato, G é injetiva, pois, sejam ¢1,¢» € KY, tal que
G(g1) = G(g2). Dessa forma, temos que g1(u) = G(g1) = G(g2) = ¢2(u) € K.
Assim, g1 = g2 ¢ a fungao G ¢é injetiva.

A funcdo G é sobrejetiva. De fato, dado k € K, seja ¢ € KY, tal que ¢'(u) = k.
Temos que G(¢') = ¢'(u) = k e a fungao G é sobrejetiva. Logo, a fun¢ao G é uma
bijecio e KV ~ K, de modo que |KY| = |K|. Assim, temos que k' = , como

queriamos demonstrar.

O

A operacao potenciacao de numeros cardinais possui algumas propriedades impor-

tantes, que serao exploradas no teorema a seguir.

Teorema 4.12. Sejam k, A e p numeros cardinais quaisquer, entdo valem as sequintes

propriedades:
1. PO = O K
2. (KON =K' O N,
3. (KM = O,
Demonstragao. Sejam K, L e M conjuntos tais que |K| = k,|L| =\, M| = pe LNM = {).

1. Vamos mostrar que K™ ~ K x KM ¢, para isso, consideremos a funcio G

definida abaixo
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G: KM — KF s KM
G() = @ [,% [m)

Afirmamos que a funcao G é bijetiva. De fato, G é injetiva, pois, sejam ¢, p € KM

tal que G(¢) = G(¢). Dessa forma, temos que (¢ (1),¥(m)) = (¢(1), p(m)), o que
implica ¥ (l) = ¢(l) para todo | € L e 1)(m) = ¢(m) para todo m € M, de modo

)

que ¢ = v para todo x € L U M. Logo, a funcao G é injetiva.
A funcdo G é sobrejetiva. De fato, dado (i,j) € K* x KM, sejag: LUM — K

definida a seguir

i(x), se x € L;
g(z) =
j(x), se x € M.

Como os conjuntos L ¢ M sao disjuntos, segue que a funcdo g estd bem definida.
Como G(g) = (i,7), segue que a funcdo G é sobrejetiva e, portanto, uma bijegao.
Concluimos assim que K**M ~ KV x K™ de modo que K*°* = k* ® k", como

queriamos demonstrar.

. Vamos mostrar que (k ® A\)* = k" ® M. Para isso, consideremos a funcao
H: (K x L™ — KM x LM definida por H(i) = (7 04,7 04), sendo 7, e my
as projecoes m : K X L - K emy: K X L — L.

Afirmamos que a funcao H ¢é bijetiva. De fato, H é injetiva, pois, sejam
i,j € (KxL)M, tal que H(i) = H(j). Dessa forma, temos que H (i) = (m 04, m50i) =
= H(j) = (m 0 j,ma0j), o que implica my 07 = m 0j e mg0i = my 0 j. Como
i,j € (K x L)M, para cada m € M, temos que i(m),j(m) € K x L, isto é, exis-
tem ki, ke € K e ly,ly € L, tal que i(m) = (ki,l1) e j(m) = (l1,l2). Assim,
7 oi(m) = m 0 j(m) implica k; = ky € 04 = Ty 0 j, que implica [; = Iy, de modo

que i(m) = j(m) e a fungao H é injetiva, como queriamos demonstrar.

A funcdo H é sobrejetiva, pois, dado (p,1) € K™ x LM, temos que a funcio
i € (K x L)Y definida por i(m) = (p(m),¢(m)) é tal que H(i)(m) = i(m) =
= (¢(m),1(m)). Assim, H é sobrejetiva. Dessa forma, H é uma bijecao, de modo
que |(K x L)M| = |K™ x L™|, o que implica (k ® A\)* = k" ® M, como queriamos

demonstrar.

. Precisamos mostrar que (K*)M ~ KM ¢ dessa forma, teremos que (k)" = k.

Consideremos a funcio H : (K*)M — KM definida por H(f) = hy, sendo
hy: L x M — K, definida por hs(l,m) = f(m)(l).

Afirmamos que a funcao H é uma bijecao. De fato, H é injetiva, pois, sejam

f,g € (KM, tal que f # g. Dessa forma, temos que existe m € M, tal que
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f(m) # g(m). Logo, existe algum [ € L, tal que f(m)(l) # g(m)(l). Dessa forma,
temos que H(f)(l,m) = f(m)(l) # g(m)(l) = H(g)(l,m), e a fungao H é injetiva,

como queriamos demonstrar.

A funcao H também é sobrejetiva. De fato, dado 1) € K**M e fixado m € M, defini-
mos g, : L — K por g (1) = (1, m). Note que isso define uma funcio g : M — K%,
sendo g(m) = ¢n,. Com isso, temos que H(g) = hy(l,m) = g(m)(l) = gn(l) =
=1 (l,m). Logo, a funcdo H é sobrejetiva e, portanto, uma bijecdo. Assim, temos
que (KM)M ~ KM de modo que |(K5)M| = |[K**M|, o que implica (k)" = k¥,

como queriamos demonstrar.

O

Precisamos verificar se a operacao potenciacao de niimeros cardinais, para conjun-
tos finitos X e Y, tal que |X| = m e |Y| = n, é consistente com a operacao potenciagao
para os numeros naturais m e n, introduzida na Definicao 1.7. Note que ha uma in-
consisténcia entre potenciacao de numeros cardinais e de nimeros naturais, pois, pelo
Teorema 4.11, item 2, temos que, para ntimeros cardinais m =0 en =0, m" = 0° = 1.
No entanto, para niimeros naturais m = 0 e n = 0 a operacao m"™ = 0" nao esté definida.
Com excegao dessa identidade mostrada, a operagao potenciagao de nimeros cardinais é
consistente com a operacao potenciacao de nimeros naturais, como veremos no teorema

a seguir.

Teorema 4.13. Sejam m e n niumeros cardinais finitos, nao simultaneamente nulos, e

seja (m")n a operacao poténcia usual para nimeros naturais. Entao,

Demonstragdao. Sejam os conjuntos finitos X e Y tais que |X| = m ¢ |Y| = n. Vamos
mostrar o teorema por inducao sobre n. Se n = 0, entao m # 0 e, pelo Teorema 4.11, item
1, temos que m® = 1 = (m”)y. Suponhamos que o fato seja verdadeiro para o nimero
cardinal n, isto é, m" = (m")y. Vamos mostrar que a afirmacdo vale para o nimero
cardinal n + 1. Para isso, consideremos o conjunto finito Y, tal que |Y| = n + 1 e seja
y € Y. Dessa forma, temos que Y = (Y \ {y}) U ({y}), o que implica X¥ = X"\ whHutuh),

Logo, pelo Teorema 4.12, item 1, e pelo Teorema 4.9, temos que
XY = | XOMDUD| = @ — i o mt
Pela nossa hipétese de indugao, temos que m™ = (m")y e, pelo Teorema 4.11, item
4, m' = m. Assim,

XY | = [ XD | = ir®t = o =

= (m")n - (m")y = (m" ).
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Dessa forma, por indugao, mostramos que m" = (m")y, como queriamos demons-

trar.
O
n—1
Proposigao 4.10. N» ~ H N para todo n € N, tal que n > 1.
i=0

Demonstra¢ao. Consideremos a fungao

n—1
H:NI”—>HN

s 1) = [ ()

Afirmamos que a funcao H é uma bijecao. De fato, H é injetiva e, para demons-

trarmos esse fato, sejam as funcoes f,g € N tais que f # ¢g. Dessa forma, temos que

n—1 n—1
existe existe m € I, tal que f(m) # g(m). Assim, H{f(z)} # H{g(z)}, de modo que
i=0 i=0

H(f)# H(g), e a fungao H é injetiva. A funcao H é também sob;ejetiva. De fato, dado

n—1

Yy e HN, temos que y = (ag, a, as,...,a,_1), em que a; € N para cada i € I,,. Dessa
i=0

forma, podemos construir a funcao

p: I, - N
n = pn)=a,
n—1
Assim, temos que H(p) = [[{e@} = (2(0),¢(1),....0(n) =
i=0
= (ag,a1,a9,...,a,) = y e a fungdo H é sobrejetiva. Logo, temos que a fungao H é
n—1

uma bijecdo, e isso implica que N ~ H N, como queriamos demonstrar.
H
i=0
O
J& demonstramos na Proposicao 2.4 que, dado um conjunto A, temos que
P(A) ~ {0,1}*. Dessa forma, algumas cardinalidades podem ser conhecidas, como vere-

mos abaixo.

Exemplo 4.4. Exemplos de algumas cardinalidades.

1. Note que o conjunto {0, 1}N ¢é tal que seus elementos sao as sequéncias enumeraveis
infinitas formadas pelos algarismos 0 e 1. Como exemplos de seus elementos, temos
0000000..., 111111 ..., 00010001111 ... e 110000000 ... Pela Proposicao 2.4, temos
que P(N) ~ {0,1}", o que implica |P(N)| = [{0,1}"], de modo que |P(N)| = 2%.

2. De forma andloga, P(R) =~ {0, 1}*, o que implica |P(R)| = [{0, 1}*|, de modo que
|P(R)| = 2™.
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Figura 7 - Conjunto K contido no conjunto L.

L

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

4.4 Comparacao de nuimeros cardinais

Dados dois nimeros cardinais k e A, sejam os conjuntos K e L tais que |K| =k e
|L| = X. Gostarfamos de estabelecer uma forma de comparar x e A, isto é, de poder dizer,
por exemplo, que £k < X ou A < K, levando em considerecao a relagao existente entre
os conjuntos K e L. A nocao intuitiva que serd utilizada para comparacao de nimeros
cardinais serd a relacao de inclusao de conjuntos, pois, suponhamos que K C L, dessa
forma, intuitivamente, temos que a cardinalidade do conjunto K serd, no maximo, igual a
cardinalidade do conjunto L e devera ser igual somente quando os conjuntos coincidirem ou
quando forem equinumeraveis, fato que ocorre quando estivermos tratando com conjuntos
infinitos. Observe a Figura 7.

Para isso, comecaremos investigando uma forma de compararmos ntimeros cardi-
nais finitos, de forma que esteja consistente com a comparacao usual de niimeros naturais
para, somente entao, estabelecermos uma definicao que inclua também os nimeros car-
dinais transfinitos. Sejam entao os ntimeros cardinais finitos 2 e 5. Temos, por exemplo,
que os conjuntos A = {Pedro, Carla} ¢ B = {a,b,c,d, e} sao tal que [A| =2¢ |B| =5, ¢
gostariamos que nossa definigdo permita escrever 2 < 5 (ou mais, que 2 < 5). Note que,
se relacionarmos cada elemento do conjunto A a somente um elemento do conjunto B, de
forma que elementos distintos do conjunto A impliquem elementos distintos no conjunto
B, teremos um subconjunto de B equinumeravel ao conjunto A. A Figura 8 mostra uma
fungao injetiva, f, de A = {Pedro, Carla} em B = {a,b,c,d, e}.

Na situagdo mostrada acima, seja o conjunto C' = {c,e}. Temos que C C B é
tal que C' = A, o que implica |C| = |A| =2 < 5 = |B|. Note que a funcao construida
acima possui a propriedade de ser injetiva, e essa serd nossa principal ferramenta para
comparacao de nimeros cardinais, pois, dados os conjuntos A e B e uma funcao injetiva
f:+ A — B, temos que o conjunto f(A) = {f(a) € B | a € A} é um subconjunto do
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Figura 8 - Fungao injetiva, f, de A em B.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

conjunto B, tal que f(A) é equinumeravel ao conjunto A. Observe a Figura 9.

Defini¢ao 4.9 (Conjunto dominante). Sejam os conjuntos K e L. Dizemos que o con-
junto L domina o conjunto K se existe uma funcao injetiva de K em L. Podemos dizer

também que o conjunto K é dominado pelo conjunto L. Nesse caso, escrevemos K =3 L.

Notagcao 4.1. Sejam o0s conjuntos K, L e uma fungdao injetiva

f: K — L. Nesse caso, escrevemos K 3 L.
f

Notagao 4.2. Sejam os conjuntos K e L. Se nao existe uma funcao injetiva f : K — L,

escrevemos K 2 L.

A partir da Definicao 4.9, caso tenhamos K C L, podemos afirmar que o conjunto
L domina o conjunto K e, para verificar esse fato, podemos utilizar a funcao inclusao

f: K — L, tal que f(k) = k. Como a fungao inclusao é injetiva, temos que K = L.
A ordenacao de numeros cardinais sera definida utilizando a Defini¢ao 4.9 dada.
Definigao 4.10 (Comparagao de numeros cardinais). Sejam k e X\ nimeros cardinais e

0s conjuntos K e L tais que |K| =k e |L| = \. Entao, diremos que k < \ se, e somente

se, o conjunto K for dominado pelo conjunto L. Em outras palavras,
k<& K 2L

Precisamos verificar se nosso critério de comparacao estabelecido na Definicao 4.10
dada acima estd bem definido, isto é, que nao importa quais conjuntos sejam utilizados

para realizarmos tal comparacao. A proposicao a seguir demonstrara esse fato.



72

Figura 9 - Toda fungao injetiva é bijetiva sobre sua imagem.

(s =

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.
Figura 10 - Diagrama representativo da funcao H : K’ — L'.

K- o1

.

K/T_L/

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Proposicao 4.11. O critério de comparacao de niumeros cardinais introduzido na De-
finicao 4.10 estd bem definido.

Demonstracao. Sejam os nimeros cardinais k ¢ A ¢ os conjuntos K, K', L ¢ L', tal que
K| =|K'| =k e|L|=|L'| =\. Por defini¢ao, temos que

k<A&e K 3L

Vamos mostrar que K = L se, e somente se, K’ 3 L'. Suponhamos que K 3 L.
h h
Como |K| = |K'| = ke |L| = |L'| = )\, temos que K ¥ K' e L ~ L'. Consideremos,
9
entao, a funcao H definida abaixo
H:K — L
H(K)=goho f7(K)
Observe a Figura 10, com o diagrama que representa a funcao H.

Como a funcdo H é uma composicao das funcoes f~', h e g, que sdo injetivas,

segue que H é injetiva. Dessa forma, temos que K’ X L', como queriamos demonstrar.
H
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De forma anéloga, suponhamos que K’ 3 L'. Vamos mostrar que K < L. Como na
h/
demonstracao acima, basta definirmos a funcao G : K — L, tal que G(k) = g 'oh'o f(k),

que também é composicao de funcgoes injetivas, logo, segue que é injetiva. Dessa forma,

temos que K 2 L.
a

Assim, temos que K = L se, e somente se K’ = L', e 0 nosso critério de comparacao
esta bem definido, como queriamos demonstrar.

O
Com a Definicao 4.10 dada acima, ja podemos ordenar alguns nimeros cardinais.

Proposicao 4.12. Seja k um nimero cardinal diferente de zero. Entdo, 1 < k> para todo

numero cardinal \.

Demonstragdo. Sejam os conjuntos K e L tais que |[K| =k # 0 e |L] = XA. Se A = 0,

* = k% =1e¢, dessa forma, 1 < g} = k% = 1.

entao, pelo Teorema 4.11, item 1, temos que &
Suponhamos A # 0. Dessa forma, temos que L # (). Como s # 0, temos que
K # 0. Sejam k € K e a funcio constante f € K”, tal que f(I) = k para todo [ € L, e

consideremos a funcao H definida abaixo
H:{0} - K*
H(0) = f
Note que, como o dominio possui um unico elemento, segue que a funcao H é

injetiva. Dessa forma, temos, por definicio, que K* domina {0}. Em outras palavras,

temos que {0} 3 K L de modo que 1 < k%, como querfamos demonstrar.
H

O

Veremos a seguir alguns exemplos de comparac¢ao de nimeros cardinais utilizando
a Definigao 4.10.

Exemplo 4.5. Exemplos de comparacao de nimeros cardinais.

(I) Sejam os conjuntos finitos I,,, e I,. Como, ou I, C I, ou I,, C I, temos, respecti-

vamente, que ou m < noun < m.

(IT) Dados os conjuntos P, dos niimeros naturais pares, e N, temos que P C N e, dessa
forma, |P| < |NJ.

(III) Por definicao, podemos também comparar os numeros cardinais ¥y e N;. Como

IN| = R, [R| =8; e NC R, temos que ¥y < Ny,

Suponhamos que, no caso (I) dos Exemplo 4.5, tenhamos I,,, C I,,. Dessa forma,

gostariamos de dizer que o niimero cardinal m é estritamente menor que o nimero cardinal
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Figura 11 - Diagrama representativo da fungao H : K — L.

K-2-1r
ok
K ——=1I'
h
Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

n, pois, pelo Teorema 3.2, o conjunto I,,, % I, isto é, os conjuntos I,, e [,, nao possuem
a mesma cardinalidade. O mesmo acontece no item (III) do Exemplo 4.5, pois, pelo
Teorema 2.2, N % R, isto é, os conjuntos N e R nao possuem a mesma cardinalidade.
Ja no caso (II) do Exemplo 4.5 acima, apesar de P C N, temos, pelo Corolédrio 3.3, que
P ~ N, de modo que |P| = X, = |N|. Esses fatos nos motivam para nossa préxima

definicao.

Definigao 4.11. Sejam os nimeros cardinais k e X e 0s conjuntos K e L tais que |K| = K
e |L| = \. Dizemos que o nimero cardinal k € estritamente menor que o nimero cardinal
A e denotaremos por k < X\ se, e somente se, o conjunto L domina o conjunto K e os

conjuntos K e L nao sao equinumerdveis. Em outras palavras,
k<A KI3ILeK#L.

Proposicao 4.13. O critério de comparacao dado na Definicao 4.11 estd bem definido.

Demonstracao. Sejam os nimeros cardinais e A, e os conjuntos K, K', L e L' tais que

K| =|K'| =k e|L|l =|L'| =)\ Vamos mostrar que K # L se, e somente se, K’ 5 L.
Suponhamos, inicialmente, que K % L. Vamos mostrar que K’ % L'. Para isso,

suponhamos, por absurdo, que K’ ~ L'. Como |K| =|K'| =k el|L| =|L| =\ temos

que K ? K'e L ~ L'. Consideremos, entao, a funcao H definida abaixo.
g

H:K—L
H(k) = g~ o ho f(k)

Observe a Figura 11, que representa a construcao da funcao H.

I que sao bijetivas.

Por definicao, a funcao H é composicao das funcoes f, h e g~
Logo, a funcao H é uma bijecao, o que implica K ~ L. Absurdo, pois K # L. A
demonstracao da volta da proposicao é andloga a demonstracao acima. Dessa forma,
temos que o critério estabelecido na Definicao 4.11 estd bem definido, como queriamos

demonstrar.

0
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Proposigao 4.14. Seja o numero cardinal kK = 0. FEntao, kK < X para todo nimero
cardinal A # 0.

Demonstragao. Sejam os conjuntos K e L, tal que |K| =k =0e |L| = A # 0. Vamos
mostrar que K X L e K # L. De fato, como x = 0, temos que K = () e, assim, K C L
para todo conjunto L, de modo que 0 < A\ para todo numero cardinal \. Afirmamos
que L % K. De fato, suponhamos, por absurdo, que L 7 K. Dessa forma, temos que
|L| = | K], e isso implica A = k = 0, absurdo, pois A # 0. Assim, L % K ¢ 0 = k < \ para
todo numero cardinal A # 0, como queriamos demonstrar.

O

Proposicao 4.15. Sejam os numeros cardinais finitos m en. Entao, oum < n oum =n

oum >n.

Demonstragao. Sejam os conjuntos finitos I, e I,,, tal que |I,,| = m e |I,|] = n. Dessa
forma, temos que m,n € N e, pela Poposi¢ao 1.20, ou m < n ou m = n ou m > n. Se
m = n, entao temos que I,,, = I, de modo que |I,,| = m =n =|I,|. Se m # n, podemos
supor, sem perda de generalidade, que m < n e, dessa forma, pela Proposicao 1.22, temos
que I,,, € I,,, o que implica I, = I, e, pelo Teorema 3.1, temos que I, % I,,. Logo, temos

que |I,,| =m < n = |I,|, como queriamos demonstrar.
O

Proposigao 4.16. Para todo cardinal finito n, temos que n < Ng.

Demonstragao. Seja o conjunto finito I,,, tal que |[,| = n, e suponhamos, por ab-

surdo, que Ny < n. Dessa forma, temos que N = [, e isso implica que o conjunto
f
f(N)={f(n) € I, | n € N} é tal que f(N) C [, e f(N) ~ N. Observe a Figura 12.

Assim, o conjunto finito I, terd como subconjunto o conjunto f(N), infinito, o que
¢ um absurdo, pelo Teorema 3.3. Logo, temos que n < Ny, como queriamos demonstrar.

O
Proposigao 4.17. Sejam os nimeros cardinais Ry e Ny. Entdao, Ny < Ny.

Demonstracao. De fato, como N C R, temos que Ny < N;. Pelo Teorema 2.2, temos que
N % R, de modo que ¥y < N, como queriamos demonstrar.
O

Proposigao 4.18. Seja o niumero cardinal k. Entao, k < 2.

Demonstracdo. Seja o conjunto K, tal que |K| = k. Se k = 0, entdo 2° = 2° = 1 e, pela
Proposicao 4.14, temos que k = 0 < 1 = 2". Suponhamos que k # 0, isto é, que K # {).

Vamos mostrar que K 3 P(K) e, para isso, consideremos a fun¢do f definida abaixo
f: K — P(K)
ko= f(k)=A{k}
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Figura 12 - O absurdo de uma fungao injetiva de N em I,,.

(s =

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Afirmamos que a funcao f ¢ injetiva. De fato, sejam k., k' € K, tal que k # k.
Dessa forma, temos que f(k) = {k} # {k'} = f(k') e a funcao f é injetiva. Logo,
temos que K 3 P(K), e isso implica que k < |P(K)|. Pela Proposicdo 2.5, temos
que K % P(K) e, assim, & < |P(K)|. No entanto, pela Proposi¢do 2.4, temos que
P(K) =~ {0,1}*, de modo que |P(K)| = |[{0,1}| = 2*. Assim, concluimos que x < 2"
para todo numero cardinal k.

O

Proposicao 4.19. Para quaisquer numeros cardinais k, \ € [, as sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:
1. Kk < Ky
2. Sek < Xe<pu, entao k <

3. Sek < \XeX<RK, entio k = A.
Demonstragao. Sejam os conjuntos K, L e M, tal que |[K| =k, |L|=Xe | M| = p.

1. Como K C K, temos que K 3 K, o que implica k < k.

2. Como k < A< p, temosque Kk < Ae\ < pu,istoé, K X LelL =3 M. Consideremos,
f g
entao, a funcao H definida abaixo

H:K > M
H(k) =go f(k)
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Note que a funcao H é uma composicao de duas fungoes injetivas, f e g, logo, H é

injetiva. Assim, K 3 M, e isso implica k < u, como queriamos demonstrar.
H

3. Como k < Ae X\ <k, temos que K L e L 3 K. Queremos mostrar que K = A,
f g
isto é, que K =~ L. A demonstracao desse fato é consequéncia direta do teorema

seguinte.
(I

Teorema 4.14 (Cantor — Bernstein — Schroeder). Se K X L e L 3 K, entio K ~ L.
f g

Demonstragao. Como as fungoes f e g sao injetivas, se f ou g fosse também sobrejetiva,
ja terfamos uma bijecao entre os conjuntos K e L e nao terfamos o que demonstrar.
Suponhamos, entao, que as fung¢oes f e g nao sao sobrejetivas e seja Ky = K \ Img(g).

Vamos definir recursivamente os seguintes conjuntos. Observe a Figura 13.

f(Km) = L,
g(Lm) = Km+1

Consideremos a fungao H, definida da seguinte forma.

H:K—L
f(k), se ke | ) Kn;
H(k) — X meN
g (k), sek ¢ U K.

meN

Note que, se k € K é tal que k ¢ U K, temos que k ¢ K, e, dessa forma,

meN

k € Img(g). Note também que a funcdo g ' estd bem definida, pois, a funcdo g, in-
jetiva, é bijetiva sobre a sua imagem. Afirmamos que a funcao H é uma bijecao. De
fato, a funcdo H ¢ injetiva, pois, sejam k,k' € K, tal que k # k. Temos que ou

k, k" pertencem ao conjunto U K,, ou k, k" pertencem ao conjunto K \ (U K,,) ou,
meN meN
sem perda de generalidade, k pertence ao conjunto U K,, e k' pertence ao conjunto

meN
K\ (| Kn).
meN
Se k, k' € U K,,, entao temos que H(k) = f(k) # f(k") = H(K'), pois a fungao f

meN
¢é injetiva.
Se k, k' € K\ ( U Kp,), entdo k, k' € Img(g). Assim, H(k) =g *(k) # g *(F) =
meN
= H(K'), pois a funcdo g~* é injetiva.



Figura 13 - Teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder.

K L

1Y

e
S &

Ky

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.
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Se k € U K,ek e K\( U K,,), entdo existe r € N, tal que k € K, e, dessa

meN meN
forma, temos que H(k) = f(k) € f(K,) = L,, por definicdo. Como k' € K\ ( U K,,)
meN
temos, por definicdo, que H(K') = g *(K'). Afirmamos que H(k') = g~ (k') ¢ U L,,. De
meN

fato, suponhamos, por absurdo, que exista ¢ € N, tal que H(k') = ¢ *(K') € L;. Como,
por definicdo, temos que g(L;) = K;;1, terfamos que g o g~ (k') € g(L;) = K;41. No
entanto, g o ¢ (k') = k', de modo que k' € g(L;) = K41, 0 que é um absurdo, pois
K e K\( U K,,). Dessa forma, temos que H (k') = g (k') ¢ U L. Assim, temos que

meN meN

H(k) # H(K') e a fungdo H é injetiva.
A funcao H também é sobrejetiva. De fato, dado [ € L, temos que ou [ € U L,,

meN
oule L\ ({J Lm).
meN
Sel € U L, entao existe r € N, tal que [ € L,. Como, por definigao, L, = f(K,),
meN

temos que existe k € K,, tal que f(k) =1, de modo que H(k) = f(k) = L.
Sel e L\ (U L,,), afirmamos que ¢(l) ¢ U K,,. De fato, g(I) ¢ Ky, pois

meN meN

Koy = K \ Img(g).

Suponhamos, por absurdo, que existe » € N, tal que r # 0 e g(I) € K,. Dessa
forma, como r # 0, temos que r — 1 € N. Por definigao, ¢g(L,_1) = K, e, como a fungao
g é injetiva, temos que | € L, 1, o que é um absurdo, pois | ¢ (U L,,). Dessa forma,

meN
como ¢(1) ¢ ( U K,,,) temos, pela definicdo da funcao H, que H(g(l)) =g 'og(l) =1, e

meN
a funcao H é sobrejetiva.

Logo, a funcao H : K — L ¢é uma bijecao e, portanto, K ~ L, como queriamos
demonstrar.

O

Para consultar outra demonstracao do Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder,
ver (LEDESMA; MAGALHAES, 2020). Podemos obter muitos resultados interessantes a
partir das propriedades demonstradas até aqui, em especial do Teorema 4.14. O primeiro

resultado sera mostrar que Q ~ N e, para isso, temos a proposicao a seguir.

Proposicao 4.20. Sejam N e Q o conjunto dos numeros naturais e o conjunto dos

numeros racionais, respectivamente. Entao, N ~ Q.

Demonstra¢ao. Para demonstrarmos o resultado, mostraremos que N 2 Q e Q 3 N,

o que, pelo Teorema 4.14, implica N &~ Q. Como N C Q, temos que N = Q. Para

mostrarmos que Q = N, seja a funcao f : Q — N definida abaixo, para b € Q, tal que
q

p €Z,q € N\ {0} e mde(p,q) = 1.
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f(0) =0;
)= QI =2 wp >0
f(g) =5"P.3% sep<0.

/
Afirmamos que a funcao f é injetiva. De fato, sejam ]—), ‘2, € Q, tal que p,p’ € Z,
q

/

q,q € N\ {0}, mdc(p,q) = mde(p',¢') = 1e f(l—)) = f(g/) Note que os nimeros n,m € N
q

escritos por n = 2P-3% ¢ m = 57737 sdo distintos para todos p, ¢ € N\ {0} e que, para que
/

/
tenhamos f (]3) =f (]i/), Do Zi/ devem ter o mesmo sinal. Dessa forma, para que tenhamos
q

/ /
f(]z) = f(p—l), ou f(1_7) —2P.30 =9or .37 — f(]i/), o que implica 2P~ . 3777 = 1, de modo
q q q q
W . o
que p =19, ¢ = ¢ e, dessa forma, P_ ‘2’, ou f(g) =57P.31=57P .37 = f([i/), 0 que
q q q q
/ /

implica 57717 .3977 = 1, de modo que p = p' e ¢ = ¢, isto 6, b_ Zi, ou f(]—?) =0= f(]i),
q q

/ q q
o que implica b 0= ]i/ Assim, a funcao f é injetiva, de modo que Q = N. Logo,
q q
pelo Teorema 4.14, temos que Q =~ N, o que implica |Q| = |N| = Ny, como querfamos

demonstrar.
O

Proposigao 4.21. Sejam a,b € Q, tal que a # b. Entao, o intervalo ((a,b) N Q) C Q

possui cardinalidade igual a Ng.

Demonstragao. De fato, como temos ((a,b) N Q) = Q@ =~ N, vamos mostrar que
N = ((a,0) N Q), o que, pelo Teorema 4.14, podemos concluir que ((a,b) N Q) ~ N.

~

Para mostrarmos que N 3 ((a,b) N Q), consideremos a fungao f abaixo

f:N —>1((a)b) nQ)

a+m, seb—a>1;
1
f(n) = CH_W’ seb—a=1;

a+(b—a)"™ seb—a<1.

Note que, como b > a, temos que b —a > 0 e > 0. A fungdo f estd bem
—a

definida, pois,

1
Se b — 1 = 0 1 = 0 —_— 1 =
® Oe a > < b—a < < (b—a)”“ <
1
:>O<m<b—a:>a<a+m<ba iStOé,CL<f(n)<b

para todo n € N;
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eSeb—a <1 =0<b—-—a<1=0< ®B-a""<b-—0a=
=a<a+ (b—a)"™ <b, isto é a < f(n) < b para todo n € N;

< 1 = 0 < < b—-—a =

oSeb—a=1=>0<2n+1 T

=a<a-+

TS < b, isto é, a < f(n) < b para todo n € N.

Afirmamos que a funcao f é injetiva. De fato, sejam m,n € N, tal que f(m) = f(n).

1

eSe b — a > 1, entao m = a4+ — = n =
fm) g = )
1
=a+ ——, o que implica m = n e a funcao f é injetiva;
(b_a)n+1
Se b =1 a = L _ L _ impli =
e Seb—a =1, entao f(m)—a%—2mJrl —a—|—2n+1 = f(n), o que implica m =n e a

funcao f ¢ injetiva;

e Seb—a <1, entdo f(m) =a+ (b—a)"™ =a+ (b—a)"" = f(n), o que implica

m =n e a funcao f é injetiva.

Dessa forma, temos que ((a,0) NQ) S Ne N 3 ((a,b) N Q), o que, pelo Teorema
4.14, implica ((a, b)NQ) ~ N, de modo que |((a, b)NQ)| = Ny, como querfamos demonstrar.
(]

Outro resultado importante ¢ que a cardinalidade do intervalo fechado [0,1] C R é
igual a N;.  De fato, note que (0,1) < [0,1] e [0,1] € R, o que implica
[(0,1)] < ][0,1]] < |R|. Assim, temos que X; < |[0,1]] < Wy, o que, pelo Teorema
4.14, implica que |[0,1]| = N;. Esse resultado é equivalente a dizer que [0,1] ~ R, isto
é, existe uma fungdo bijetiva entre os conjuntos [0, 1] e R. Um exemplo de uma bijegao
entre esses conjuntos pode ser visto em (LEDESMA; MAGALHAES, 2020). Note que,
dados a,b € R, tal que a # b, como (a,b) ~ R, o mesmo argumento utilizado acima vale
para os intervalos (a, b], [a, b], [a,b), pois, por exemplo, (a,b) C (a,b] C R, e isso implica,

pelo Teorema 4.14, que (a,b] =~ R.

Proposicao 4.22. Seja o numero cardinal Ry. Entao, Ny & Ny = Ny,

Demonstracao. De fato, a funcao f : (%ﬁ,g) — R, tal que
f(z) = tan(z) é uma bijecdo. Assim, a mesma fungdo f pode ser reescrita por
f o (_TW,O] U (O,%) — R, tal que f(x) = tan(xz). Dessa forma, temos que
\(%W,OH & |(0, g)\ = |R|, isto é, By &V = Wy, como querfamos demonstrar.

O

Outra consequéncia muito interessante do Teorema 4.14 é que a cardinalidade
do conjunto {0,1}" ¢ igual a cardinalidade do conjunto dos niimeros reais, R, isto é,

{0, 1} = R, o que veremos na proposicao a seguir.
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Proposicao 4.23. Sejam os nimeros cardinais Xy e Ny. Entdo, 280 = N;.

Demonstracdo. Para demonstrarmos esse fato, vamos mostrar que R = {0,1}N e
{0,1}N 2 R, o que, pelo Teorema 4.14, implica R = {0, 1}

Vamos mostrar que R < {0, 1} e, para isso, vamos mostrar que (0,1) = {0, 1},
o que implica R ~ (0,1) 3 {0,1}. Seja z € (0,1) C R, temos que x possui uma

representacao na base 2. Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 4.6. Exemplos de ntimeros reais escritos na base 2.

(I) Se & = 0,625, entdo = = (0,101), = (0, 1010000 . .),.
(II) Se x = 0,8, entdo = = (0,110011001100. . .),.
(II) Se z = 0,3, entdao = = (0,010011001100 .. .)s.

(IV) Se 2 = 0,5, entdo = = (0,1)2 = (0,10000...)s. No entanto, z = (0,011111...)5 ¢
dessa forma, x possui duas representagoes na base 2: uma finita, x = (0, 1)s, e outra
infinita, z = (0,011111 .. .),.

Note que, se x € (0,1), entao =z = Zai - 271 sendo a; € {0,1}, isto &,

i=0
x = (0,apa1azasay . ..)s, em que a; € {0,1}. Consideremos a funcao f definida abaixo,

para x € (0,1) escrito na sua representacao bindria infinita
ft&D%{MW
x = f(z ZaL 271 = h, em que h(n) = a,
=0
Note que, ao considerarmos apenas a representacao binaria infinita, nés evitamos
a dupla representacao em base 2 e, dessa forma, nossa fun(;ao f, esta bem definida.

Afirmamos que a fungao f é injetiva. De fato, sejam x = Zaz 2l ey = Z b; - 21

=0 =0
pertencentes ao intervalo (0, 1), tal que = # y. Dessa forma, as # bs para algum s € N.

Assim, f(x)(s) = as # bs = f(y)(s), e a funcdo f é injetiva, de modo que (0,1) < {0, 1}".
Assim, temos que R ~ (0,1) = {0,1}, o que implica R < {0, 1}".

Vamos mostrar agora que {0, 1} < R e, para isso, consideremos a funcio g definida

abaixo
{0,1}" — R
H w— g(H)=> H(n)-10""
n=0
A funcao ¢ estda bem  definida, pois, para  toda  funcao

H e {0,1}", ZO 10" < g(H) < Zl 10" e, segue do critério de comparacao

n=0 n=0
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de séries, que g(H) é convergente, isto é, g(H) € R. Afirmamos que a fungao g é injetiva

e, para mostrarmos esse fato, sejam H,G € {0,1}", tal que g(H) = g(G). Dessa forma,

temos que Z H(n)-10"!' = Z G(n)-10"1 com H(n),G(n) € {0,1} para todon € N.
n=0

n=0
Note que, para que um numero x € R tenha mais de uma representagdo decimal (finita

e infinita), ele devera ter uma sequéncia do tipo 999 ... na sua parte decimal, a partir de

algum ponto. Veja os exemplos a seguir.

Exemplo 4.7. Exemplos de ntiimeros reais que possuem mais de uma representagao de-

cimal.

(I) Se x =0,00999999 ..., entdo = = 0,01.
IT) Se = 0,0999999 . . .. entdo z = 0, 1.
(

(IIT) Se x =0,99999.. ., entdo x = 1,0.

Assim, para que g(H) = ZH(n) S10mt = ZG(n) = g(G), teremos que ter
n=0

H(n) = G(n) para todo n € N, pr(L)i_s0 H(n),G(n) € {0, I} sendo, dessa forma, a fungao g
injetiva, de modo que {0,1}" < R.

Como R = {0,1}" e {0,1} X R, temos, pelo Teorema 4.14, que {0,1}N ~ R, o
que implica 2% = 8;, como querfamos demonstrar.

O

Ja vimos que N ~ N x N/ isto é, a cardinalidade do conjunto N ¢é igual a cardi-
nalidade do conjunto N x N, mas e se considerarmos todo o plano real R?? Veremos na
proposicao a seguir que todo o plano real R? possui a mesma cardinalidade do conjunto

dos numeros reais R.
Proposicao 4.24. Seja o numero cardinal 1. Entao, Ny © Ny = Ny,

Demonstracio. Pela Proposicio 4.23, temos que ¥, = 2% Dessa forma,
Ry O Ny = 280 @ 2% = oRoBRo — oRo _ N igt0 6, Ny O Ry = Ny, de modo que R x R ~ R,
como queriamos demonstrar.

d

Proposigao 4.25. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras para quaisquer nimeros car-

dinais k, A\ e j.
1. Se k <A< pu, entao kK < yu;
2. Se k < A< pu, entao Kk < p.

Demonstragao. Consideremos os conjuntos K, L e M tais que |K| =k, |L| = X e | M| = p.
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1. Como k < A< p, temos que K S L, L S MeL#M.
f g

De forma anéloga a demonstracao feita na Proposicao 4.19, item (2), podemos

mostrar que K 3 M.

Vamos mostrar que K & M. Suponhamos por absurdo que

K ~ M. Dessa forma, temos que ¢ ' : M — K é uma bijecdo. Consideremos,
o]

entdo, a funcdo ¢y = foyp ' : M — L. A funcao 1 é injetiva, pois, é composicao

das funcées f e ¢!, que sdo injetivas, de modo que M 3 L.

¥
Assim, temos que M = L e L 3 M, o que implica, pelo Teorema 4.14, que L ~ M.
P g9
Absurdo, pois L % M. Assim, K 3 M ¢ K % M, isto é, k < p, como queriamos

demonstrar.

2. Comok<AeA<pu,temosque K I L, K% LelL =X M.
f 9

Vamos mostrar que K = M e K % M. De forma andloga a demonstragao feita na
Proposigao 4.19, item (2), podemos mostrar que K < M. Pelos mesmos argumentos
dados na demonstragdo do item (1) acima, temos que K % M. Logo, temos que

Kk < |4, como queriamos demonstrar.

O

Teorema 4.15. Sejam K, A e p numeros cardinais. Entao, as sequintes afirmagoes sao

verdadeiras:

1. Sek <\, entao k B u < \d u;

2. Sek <\ entao KO AO

3. Se k < A, entao kK" < \;

4. Se k <\, entdo pu® < i para K e pn ndo simultaneamente nulos.

Demonstragao. Consideremos os conjuntos K, L e M, tal que |K| =k, |L| = A e |M| = p.

1. Consideremos o conjunto M, tal que K "M =0 e LN M = (). Como k < X temos,

por definicao, que K = L. Consideremos a funcao ¢ definida abaixo.
f

g KUM —-LUM

x), se x € K;
g(x) = f) )

x, sex € M.
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Afirmamos que a funcao g é injetiva. Para mostrarmos esse fato, sejam z,y € KUM,
tal que x # . Dessa forma, como K N M = (), temos que ou z,y € K ou x,y € M
ou, sem perda de generalidade, x € K ¢y € M. Se z,y € K, entdo g(z) = f(x) e
9(y) = f(y) e, como a fungao f é injetiva, temos que g(x) = f(x) # f(y) = g(y).
Se z,y € M, entao g(x) = x # y = g(y). Por fim, se x € K e y € M, entao
g(x) = f(zr) € Legly) =y € M e, como LN M = (), temos g(x) # g(y). Dessa

forma, temos que a funcao g é injetiva, de modo que K UM = LU M, o que implica
g
K@ u < \® u, como queriamos demonstrar.

. Se Kk = 0, entao, pelo Teorema 4.7, k ©® p = 0, de modo que, pela Proposicao 4.14,
k©pu=0< O u para todos nimeros cardinais A e p. Suponhamos, entao, k # 0.
Dessa forma, temos que K # ). Se ;1 = 0, entao temos que kO pu=0e AXOpu =20, 0
que implica, pela Proposicao 4.19, que k © p =0 < 0 = A ® . Suponhamos, entao,
i # 0. Dessa forma, temos que M # ().

Como k < X temos, por definigao, que K 3 L e, como K # (), temos que L # ().
f

Vamos mostrar que K x M = L x M e, para isso, consideremos a fungao g definida

abaixo

g: K xM—=LxM
g(k,m) = (f(k),m)

Afirmamos que a funcao ¢ ¢ injetiva. De fato, sejam (k,m) e (kK',m') € K x M,
tal que g(k,m) = g(k',m’). Dessa forma, temos que (f(k),m) = (f(k'),m’), o
que implica f(k) = f(k') e m = m/. Como a fungao f é injetiva, temos que
k =k . Assim, (k,m) = (k',m’) e a fungao ¢ é injetiva. Dessa forma, temos que

K xM 23 Lx M, o que implica kK © p < A ©® p, como querfamos demonstrar.
g

. Por definicao, temos que K =< L. Queremos exibir uma funcao injetiva de K em
;
LM . Consideremos, entdo, a funcdo G definida abaixo.

G: KM —» M
i — G()=foi

Para todo i € K| temos que G(i) € LM, Afirmamos que a funcao G é injetiva. De
fato, sejam 4,7 € K™, tal que i # j. Dessa forma, existe um elemento m € M, tal
que i(m) # j(m). Assim, G(i)(m) = f(i(m)) # F(j(m)) = G(j)(m), pois a fungao
f é injetiva. Isso significa que G(i) # G(j) e G é injetiva. Dessa forma, temos, por

definicdo, que KM < LM o que implica " < M, como querfamos demonstrar.
€



4.

86

Se k =0 e u # 0 entdo, pela Proposicao 4.12, temos que 1 < p* para todo niimero
cardinal . Assim, pu* = 1° =1 < p*, de modo que p* < p.

Se p = 0 e k # 0 entao, pela Proposicao 4.14 e pelo item anterior, temos que
pt=0"=0<0"=p, o que implica u® < p.

Suponhamos que k # 0 e p # 0, isto é, K # 0 e M # (). Como k < A, podemos
supor, sem perda de generalidade, que K C L, e fixemos m € M. Vamos mostrar

que M < MY e, para isso, consideremos a funcédo H definida abaixo.

H: MY — M*"
f(z), se x € K,
H(f(z)) =
m, sex € L\ K.

Afirmamos que a funcao H é injetiva. De fato, sejam f, g € M* | tal que f(k) = g(k)
para todo k € K. Dessa forma, temos, por defini¢ao, que H(f(k)) = f(k) = g(k) =
= H(g(k)) para todo k € K e H(f(z)) = H(g(x)) = m, se x € L'\ K. Assim, a
funcio H ¢é injetiva, de modo que M* < M*. Dessa forma, temos que pu* < p,

H
como queriamos demonstrar.

g

Proposicao 4.26. Sejam os numeros cardinais transfinitos Rg e R;. FEntao, temos as

sequintes identidades.

1.

2.

7.

No &Ny = Ny;
Ng © Ny = Ny
(Ng)" = Wy para todo nimero cardinal finito n # 0;

No _

m Ny para todo numero cardinal finito m > 2;

(Ro)™ =Ry
(N)" =¥y para todo nimero cardinal finito n > 1;

(Nl)NO = Nl;'

Demonstracao. De fato,

1.

Como 0 < Ng e Ny < Ny temos, pela Proposicao 4.15 e pela Proposicao 4.4, que
N =0D N < NgDN; e Ng DNy <Ny Ny, Pela Proposicao 4.22, Ny Ny = Ny,
logo

Ny =0BN; <NyDN; <Ny PNy =y,

o que implica, pelo Teorema 4.14, que Ny b N; = Ny, como queriamos demonstrar.
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. Como 1 < Ny e Ny < Ny temos, pelo Teorema 4.15 e pelo Corolario 4.8, que
N =108, <NyON; e Ry ®N; <Ny ©Ny. Pela Proposicao 4.24, Ny © Xy = Ny, de
modo que

Ny SNy OV <Ry ONp =Ny,

o que, pelo Teorema 4.14, implica Ry ® Ny = Ny, como queriamos demonstrar.

n—1
. De fato, pela Proposicao 4.10, temos que N ~ HN para todo n € N, tal que
=0
n—1 ' n—1
n > 1. Isso implica que |[N'"| = H N, isto é, (Ng)" = H N|. Como consequéncia
i=0 i=0
n—1 n—1
da Proposicao 4.2, temos que H N| = Ny, de modo que (Ng)" = H N| = Ny, isto
i=0 =0
é,
(Nﬂ)n - NOv

como queriamos demonstrar.

. De fato, como 2 < m e m < R, temos, pela Proposicao 4.15, item 3, que 2% < m
e m™ < N§. Assim,

Ny = 2% <o <N =R
o que, pelo Teorema 4.14, implica m™ = 8. Esse resultado é equivalente a dizer
que, se m € N, tal que m > 2, entao (Im)N ~ R, e isso implica que o conjunto
cujos elementos sao todas as sequéncias infinitas formadas pelos algarismos perten-
centes ao conjunto {0,1,2,3,...n — 1} possui a mesma cardinalidade do conjunto

dos numeros reais ou do conjunto (0,1) C R.

. De fato, como 2 < Ry e Ry < 2% temos, pelo Teorema 4.15, item 3, que 280 < R
e (Ro)™ < (2%)R0 Assim, pelo Teorema 4.12, item 3, &, = 2% < RN < (2N0)No —
= 2% — 9% — N, Logo, temos que ¥; < XM < Xy, o que, pelo Teorema 4.14,

. . R ,
implica Ry = Ny, como queriamos demonstrar.

. De fato, temos, pela Proposicio 4.23, que 2% = R;, de modo que (R;)" = (2%0)™.
Pela Proposicio 4.7, temos n ® Ry = Ry, o que implica (2%0)" = 2" = 2% — ¥,
Assim,

(Nl)n _ (2N0)n _ 2n®No _ 2N0 _ Nl;

de modo que (X;)" = Ny, como queriamos demonstrar.
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7. Pelas Proposicoes 4.23, 4.2 e pelo Teorema 4.12, item 3, temos, respectivamente,
que 2% = Ny, Ry O Ry = Ry e (280N = 2% Degga forma, temos que
(Nl)No _ (QNO)NO — RoORo _ 9Ro _ N;.

Assim, temos que (X)X = R;, como queriamos demonstrar.

:Nl-

[N

neN

Proposigao 4.27. Seja N o conjunto dos niumeros naturais. Entao,

Demonstra¢ao. Consideremos a fungao

H:NN—>HN
e H(h) = [T {h(n)}

Afirmamos que a funcao H é uma bijecao. De fato, H é injetiva e, para demons-

trarmos esse fato, sejam as funcdes f,g € NV, tal que H(f) = H(g). Dessa forma, temos

que H{f(n)} = H{g(n)}, de modo que f(m) = g(m) para todo m € N. Assim, temos

neN neN
que f = g e a funcao H ¢ injetiva. A funcao H é também sobrejetiva. De fato, dado

Y € HN, temos que y = (ag, ai, as,...,an,,...), em que a, € N para cada n € N. Dessa

neN
forma, podemos construir a fun¢ao

p: N —- N
n — ) =a,

Assim, temos que

H(p) =][[{e(m)} = (20),0(1),0(2),...,0(n),...) =

neN

e a funcao H é sobrejetiva.

Logo, temos que a funcdo H é uma bijecdo, e isso implica que NY ~ H N, de

neN
[N

neN

modo que }NN| =

[T -

neN

Pela Proposicao 4.26, item 5, temos que ‘NN‘ = (Rg)¥ =Ry, de modo que

IN"| = (Ro)™ =Ny, como querfamos demonstrar.
g

Em outras palavras, o resultado obtido na Proposicao 4.27 é equivalente a dizer

que o produto com infinitas e enumeraveis parcelas iguais a Ng € igual a Xy, ou seja,
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HNOZN()@N(]@No@No@INl
neN
Ordenando os numeros cardinais conhecidos até entao, temos, pela Proposicao
4.15, que n < n + 1 para todo nimero cardinal finito n. Temos também, pela Proposicao
4.16, que n < N, para todo nimero cardinal finito n. Para nimeros cardinais transfinitos

)\, temos, pela Proposicao 4.18, que A < 2*, e isso implica que Ry < 2% = R, e mais, que

N < 280 =3% = = NI =R <2M =Ry, <M =Ry <.
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5 AXIOMA DA ESCOLHA E LEMA DE ZORN

5.1 Axioma da Escolha

Curiosamente, de todos os nimeros cardinais transfinitos vistos neste trabalho, o
menor, até entao, foi Ng. Esse fato sugere que Ny possa ser o menor ntimero cardinal
transfinito. Para que essa afirmacao seja verdadeira, dado um conjunto infinito X, de-
verfamos conseguir construir uma fungao f, injetiva, de N em X, isto é, precisamos definir
claramente uma imagem f(n) € X para todo n € N. Para construirmos fungoes como
essa, usamos o Axioma da escolha, que veremos a seguir. Os resultados deste capitulo

foram inspirados em (ENDERTON, 1977), (FAJARDO, 2017) ¢ (HALMOS, 2017).

Axioma 5.1 (Axioma da Escolha (AE)). Para todo conjunto X existe uma funcao F,

chamada funcao de escolha, tal que o dominio de F' é o conjunto de subconjuntos nao-
vazios de X e F(Y) € Y para todo Y # (), tal que Y C X, isto é,

F:PY(X) > X
F(Y) €Y paratodo Y € P*(X)

Em outras palavras, seja um conjunto X, cujos elementos sao conjuntos nao-vazios.
O Axioma da Escolha 5.1 é uma ferramenta poderosa, pois garante que podemos escolher
um elemento de cada elemento de X, independentemente da natureza do conjunto X e
de seus elementos. A primeira vista, o Axioma da Escolha pode parecer ingénuo ou até
desnecessario, ja que nos acostumamos a trabalhar com conjuntos numéricos e férmulas
bem definidas, em que a maioria dos resultados sao construidos a partir de propriedades
ja conhecidas dos conjuntos em questao e de seus elementos. No entanto, o Axioma da
Escolha é muito mais forte do que parece, pois, mesmo para um conjunto X, infinito, cujos
elementos sao, também, infinitos, é possivel escolher, sem ambiguidade, um elemento de

cada elemento de X.

5.2 Lema de Zorn

O Axioma da Escolha 5.1 possui algumas equivaléncias e uma das mais utilizadas
na Teoria dos Conjuntos é o Lema de Zorn, Axioma 5.2. Para melhor compreensao do
Lema de Zorn, precisaremos definir alguns objetos matematicos, assim como obter alguns

resultados sobre eles.

Definigao 5.1 (Relagao de ordem ou Ordem parcial). Seja um conjunto X. Uma relagdo
R C X x X € chamada de relagao de ordem em X, ou ordem parcial em X, se R satisfaz

algumas condigoes para todos A, B,C € X.
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e (P1: Propriedade reflexiva): tem-se que (A, A) € R para todo A € X;
e (P2: Propriedade transitiva): se (A, B) € R e (B,C) € R, entao (A,C) € R;
e (P3: Propriedade antissimétrica): se (A,B) € R e (B, A) € R, entio A= B.

Dizemos que os elementos A, B € X sao compardveis quando (A, B) € R.
Exceto em casos especificos, usaremos o ja conhecido simbolo < para representar
uma relagao de ordem parcial, ou simplesmente ordem, em um conjunto X, de modo que

podemos escrever

e (P1) A< A paratodo A € X
e (P2)Se A< BeB<C(C,entao A < ( para todos A, B,C € X;

e (P3)Se A< Be B<A, entao A = B para todos A, B € X.

Definigao 5.2 (Conjunto parcialmente ordenado). Definimos como conjunto parcial-
mente ordenado, ou simplesmente conjunto ordenado, o par (X, R), em que R é uma
relacao de ordem em X e X € o dominio da relacao R. Nesse caso, dizemos que R € uma

relagao de ordem parcial no conjunto X.

Note que a relagao de inclusao ¢ uma relagao de ordem parcial. De fato, seja X
um conjunto cujos elementos sao conjuntos e sejam A, B,C € X. Como todo conjunto
esta contido em si, isto é, A C A, temos que C é reflexiva. Se A C Be B C C, entao
A C C, ou seja, C ¢ transitiva. Por fim, temos que, se A C Be B C A, entao A = B
e a relagdo de inclusdo é antissimétrica. Dessa forma, o conjunto (X, C) é um conjunto
parcialmente ordenado. Temos a seguir algumas definigoes em um conjunto parcialmente

ordenado.

Defini¢ao 5.3. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, A € X, M € X e
SCX.

e (Elemento limitante superior) A é chamado de limitante superior do conjunto S se

para todo B € S, tem-se que B < A;

e (Conjunto limitado superiormente) Dizemos que um conjunto S € limitado superi-

ormente se S possui limitante superior;

e (Elemento mdzximo) A € chamado de elemento mdzimo de S se A € S e B < A

para todo B € S;

e (Elemento maximal) M é chamado de elemento mazimal de X se ndo existe A € X,
tal que M # A e M < A. Em outras palavras, M é elemento maximal de X se
M < A implica A = M.
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De forma anéloga podemos definir elemento limitante inferior, conjunto limitado
inferiormente, elemento minimo e elemento minimal. Note que, por definicao, se A for
elemento maximo (ou maximal) de S, entdo A ¢ um limitante superior de S.

Seja X = {0, 1}, temos que A = {0} ¢ B = {1} sdo elementos de P(X), tal que
AZ Be B¢ Ae, dessa forma, A e B nao sao comparaveis, considerando a relagao de

inclusao. Esse fato nos motiva para a proxima defini¢ao.

Definicao 5.4 (Conjunto totalmente ordenado). Um conjunto (X, <) é dito totalmente
ordenado se for parcialmente ordenado e para todos A, B € X, tem-se que A < B ou
B < A. Nesse caso, dizemos que o conjunto (X, <) € totalmente ordenado e que < é uma

ordem total ou ordem linear em X.

Em outras palavras, um conjunto (X, <) sera dito totalmente ordenado quando
for parcialmente ordenado e todos os seus elementos forem comparaveis. Dessa forma,
podemos dizer que o conjunto (N, <) é totalmente ordenado, sendo < a ordem da Defini¢ao

1.8, pois, pela Proposigao 1.20, dois nimeros naturais sao sempre comparaveis.

Defini¢ao 5.5 (Conjunto Cadeia). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e
C C X. O conjunto C ¢é chamado de cadeia se para todos A, B € C, temos que A < B ou
B < A. Em outras paravras, C é um subconjunto totalmente ordenado de um conjunto

parcialmente ordenado.

Note que, como () C X, por vacuidade, () é uma cadeia contida em X, pela Definicao
5.5. Dado um conjunto X e uma relacao de ordem R em X, utilizamos o diagrama de
Hasse para representar a relacao entre os elementos de X, de forma que, se A, B € X e
(A, B) € R, representamos essa relagao conectando esses elementos por uma seta que sai
de A e chega em B. Como consequéncia, uma cadeia C C X é um conjunto tal que todos
o0s seus elementos se conectam por setas e geram um caminho no diagrama de Hasse. Veja

os exemplos abaixo.

Exemplo 5.1. Exemplos de diagramas de Hasse.

(I) Seja o conjunto X = {0,1,2}. Consideremos o conjunto (P(X),C). Note que, se
A C B, entao (A, B) €C e, dessa forma, podemos representar essa relacao conec-
tando os elementos A e B no diagrama de Hasse. Veja a Figura 14.

Seja C; = {0,{0}}. Note que todos os elementos de C; sdo comparaveis e, assim,
C; é uma cadeia em P(X). Note também que o elemento méaximo de C; é {0}, que
os elementos {0,1}, {0,2} e {0,1,2} sdo limitantes superiores de C; e {0,1,2} é o

elemento maximal de P(X).

(II) Consideremos o conjunto (N, |), em que N = {1,2,3,4,5,6,8,12} e | é a relagdo

de ordem “divide”. Dessa forma, temos que (N,|) é um conjunto parcialmente
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Figura 14 - Diagrama de Hasse para o conjunto (P(X), Q).

{0,1,2}

N

{0,1} {0,2} {1,2}

AKX

{0} {1} {2}

AN

0
Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

ordenado, pois, como 2 1 5, nem todos os seus elementos sao comparaveis. Veja a
Figura 15, com o diagrama de Hasse que representa a relagao entre os elementos de
N.

Note que o conjunto C; = {1,2,4} é uma cadeia em N, em que o elemento maximo
¢ 4, os limitantes superiores sao os elementos 8 e 12. Note também que os elementos

5, 8 e 12 sao maximais de N.

(I11) Vimos na Proposigao 1.22 que os conjuntos I,,n € N, com a rela¢do de inclusao,
formam uma cadeia, isto é, se I = {[, | n € N}, entdo, (/,C) é um conjunto
totalmente ordenado. Dessa forma, no diagrama de Hasse, todos os elementos de [

estao conectados, como mostra a Figura 16.

Proposigao 5.1. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, C uma cadeia contida

em X ¢ S CC. Entao, S € uma cadeia contida em X.

Demonstracao. Dado S C C, temos que A, B € C para todos A, B € S e, assim, A < B

ou B < A. Dessa forma, S ¢ uma cadeia em X, como queriamos demonstrar. O

Proposigao 5.2. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, C C X uma cadeia e

M € X um limitante superior de C. Entao, CU{M} é uma cadeia contida em X.

Demonstragao. Devemos mostrar que, dados A, B € C'U {M}, tem-se que A < B ou
B < A. Se M € C, entao CU{M} =C e ndo ha o que demonstrar, pois C é uma cadeia.
Suponhamos que M ¢ C e sejam A, B € CU{M}. Se A= B, entdo A < Be B < A, pois
< é reflexiva. Suponhamos, entdo, que A # B. Se A, B € C, entao, como C é uma cadeia,

temos que A < B ou B < A. Suponhamos, entdo, sem perda de generalidade, que A ¢ C,



Figura 15 - Diagrama de Hasse para o conjunto (N, |).

8 12
/
4 6
/
2 3 5
1

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Figura 16 - Diagrama de Hasse para o conjunto (I, C).

{0,1,2,3,4} —— {0,1,2,3,4,5}

S

{0,1,2} —— {0,1,2,3}

T

{0} {0,1}

AN

0
Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.
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isto é, A = M. Dessa forma, B € C e, pela definicao de limitante superior, temos que
B < M, isto é, B < A. Logo, CU{M} é uma cadeia em X, como queriamos demonstrar.

O

Dado um conjunto parcialmente ordenado (X, <), podemos substituir a ordem
parcial genérica, <, pela relacao de inclusao em um conjunto adequado. Para isso teremos

as proximas definicoes e resultados.

Definigao 5.6 (Segmento fraco inicial). Sejam (X, <) um conjunto parcialmente orde-
nado e A € X. O conjunto 5(A) = {B € X | B < A} € chamado de segmento fraco

iicial de A.

Note que, como a relagao de ordem < é reflexiva,temos que A € 5(A) para todo

Aec X.

Lema 5.1. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e A, B € X. Entao, A < B

se, e somente se, S(A) C 3(B).

Demonstragao. (=) Seja D € 5(A). Dessa forma, temos que D < A. Como, por hipétese,
A < B e a relagao de ordem é transitiva, temos que D < B, isto é, D € 3(B), o que
implica 5(A) C 3(B).
(<) Como 5(A) C 5(B), temos que A € 5(A) C 3(B), o que implica A € 5(B), de
modo que A < B, como queriamos demonstrar.
O

Note que, por definigao, S(A) C X, de forma que 5(A) € P(X) e, assim, podemos
definir a funcdo 5: X — P(X), sendo 5(A) = {B € X | B< A} ¢ & = Img(s). Note que
S C P(X).

Lema 5.2. Seja C C X wuma cadeia, entio & = {3(A) | A € C} € uma cadeia em
S C P(X).

Demonstragio. Sejam 5(A),5(B) € &. Dessa forma, por definicdo, temos que A, B € C
e, como C é uma cadeia contida em X, temos que A < B ou B < A, o que, pelo Lema
5.1, implica 5(A) C 3(B) ou 3(B) C 3(A), de modo que & é uma cadeia contida em &,
como queriamos demonstrar.

O

Assim, poderemos substituir o conjunto parcialmente ordenado (X, <) pelo con-

junto parcialmente ordenado (&, Q).

Lema 5.3. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado €

S C X. Entao, A é elemento mdzimo de S se, e somente se, 5(A) é elemento mdximo de

Gs = {3(B) | B € S}.
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Demonstragao. (=) De fato, como A é elemento maximo de S, temos que A € Se D < A
para todo D € S. Dessa forma, temos que 5(A) € Sg e 5(D) C 5(A) para todo D € S, o
que implica 3(A) ser elemento méximo de &g, como querfamos demonstrar.

(<) Seja 3(A) o elemento maximo de &g. Dessa forma, temos por definicao que
5(B) C 5(A) para todo 3(B) € &g, o que implica, pelo Lema 5.1, que B < A para todo
B € S, o que implica A ser o elemento maximo de .S, como queriamos demonstrar.

O

Note que, de forma analoga ao Lema 5.3, um elemento A é limitante superior de
S C X se, e somente se, 5(A) é limitante superior de G5 = {5(B) | B € S}. Da mesma
forma, temos que M é elemento maximal de X se, e somente se, 5(M) for elemento
maximal de &, isto é, a funcao § nao acrescenta novos elementos limitantes superiores,
maximos ou maximais no conjunto & = img(3), assim, as hipdteses de cadeias em (X, <)
sao equivalentes as hipéteses de cadeias em (&, C).

Enunciaremos agora o Lema de Zorn.

Axioma 5.2 (Lema de Zorn (LZ)). Seja (X, <) um conjunto ndo vazio parcialmente
ordenado, tal que toda cadeia C C X é limitada superiormente, entao X tem um elemento

maximal.

5.3 Equivaléncia entre o Axioma da escolha e o Lema de Zorn

Iniciaremos agora a demonstragao da equivaléncia entre o Axioma da escolha e o

Lema de Zorn.

Teorema 5.1. O Azioma 5.1 (Azioma da Escolha) e o Azioma 5.2 (Lema de Zorn) sdo

equivalentes.

(AE = LZ) Seja X # () um conjunto, tal que toda cadeia C C X possui limitante

superior, e definamos o conjunto X como segue abaixo

X ={C C X |Cécadeia}.
Note que, como ) € X é uma cadeia, ) € X, o que implica X # (). Note também
que, como os elementos de X sao subconjuntos de X, X é parcialmente ordenado pela

inclusao.
Afirmacgao 5.1. Seja 2 € X, entao existe A € X, tal que A C 5(A).

Demonstracao. De fato, dado 2l € X, temos que 2 é uma cadeia contida em X. Como,
por hipotese, toda cadeia contida em X possui limitante superior, temos que 2 possui

limitante superior. Seja A € X o limitante superior de (. Dessa forma, para todo B € 2,



97

B < A, e isso implica, pelo Lema 5.1, que 5(B) C 3(A), ou seja, para todo B € A,
temos que B € 5(B) C 5(A), de modo que B € 5(A). Logo, 2 C 5(A), como queriamos
demonstrar.

(I

Afirmacao 5.2. Se € é uma cadeia contida em X = {C C X | C € cadeia}, entao U 2A
Aee
¢ uma cadeia contida em X, tal que, para todo B € €, B C U 2.
Aee

Demonstracao. Devemos mostrar que dados D, E € U 2, tem-se que D < Fou B < D.
Aee
De fato, como D, E € U A, temos que existem A1, A, € €, tal que D € Ay e E € As.

Aee
Como € C X é uma cadeia, podemos supor, sem perda de generalidade, que 2; C 2, e

isso implica que D, E € 2l5. No entanto, A, € € C X, isto é, /Uy € X, ou seja, Ay é uma

cadeia contida em X, o que implica D < E ou £ < D. Logo, U 2l é uma cadeia contida

Ace
em X.

O resultado B C U 2 para todo B € € vem do fato de B ser um dos conjuntos
Ace
da uniao e, portanto, seus elementos sao elementos da uniao U 2(, como queriamos

Ace
demonstrar.

0

Pela Proposicao 5.1, cada elemento de X estd contido em algum elemento de
S = img(s) e, dessa forma, a passagem de (X, <) para (&,C) ndo produzird novos
elementos maximais em &. Uma das vantagens dessa passagem é que, no conjunto X, a
afirmacao de que toda cadeia possui um limitante superior é muito genérica, ao passo que,
ao considerarmos o conjunto G, e uma cadeia € C X, poderemos explicitar claramente o

limitante superior de €, pois, pela Afirmacao 5.2, U 2l € X é tal que, para todo B € €,
Ace
B C U 2L, isto ¢, U 21 ¢ limitante superior da cadcia €.

AcC A
Outra vantagem de trabalharmos com o conjunto X é a de que todos os seus

elementos sao cadeias contidas em X e, pela Proposicao 5.1, todo subconjunto de uma
cadeia é uma cadeia, o que implica que, se C € X, entao, para todo S C C, temos que
S € X. Em outras palavras, sao elementos de X todos os subconjuntos de seus elementos.

Como, por hipétese, toda cadeia C € X possui limitante superior, digamos M € X,
e pela Proposigao 5.2, CU{M} é uma cadeia contida em X, isto é, CU{M} € X, podemos
adicionar um elemento de cada vez ao conjunto C € X, que nao ¢ maximo em uma cadeia

¢ C X, e essa ¢ a ideia principal da demonstracao da primeira parte do Teorema 5.1.
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Afirmacgao 5.3. Se X possui elemento maximal, entao X possui elemento maximal.

Demonstracao. Suponhamos que 2 seja o elemento maximal de X. Dessa forma temos,
por definicao, que 2 € X, isto ¢, 2 é uma cadeia contida em X e como, por hipdtese,
toda cadeia em X ¢ limitada superiormente, temos que 2 possui limitante superior. Seja
M € X o limitante superior de 2, isto é, para todo A € 2, temos que A < M.

Afirmagao 5.4. Se 2l € o elemento mazximal de X e M € limitante superior de 2, entao

M e 2.

Demonstragao. De fato, suponhamos por absurdo que M ¢ 2. Dessa forma, temos, pela
Proposi¢ao 5.2, que A U {M} é uma cadeia contida em X, o que implica
AU {M} € X. Assim, temos que A C AU {M}, com A # AU {M}, o que é um
absurdo, pois 2l é o elemento maximal de X. Dessa forma, temos que M € 2, como

queriamos demonstrar. O
Proposicao 5.3. Mostraremos que M é elemento maximal de X .

Demonstracao. Devemos mostrar que, se existe B € X, tal que
M < B, entao M = B. De fato, suponhamos que exista B € X, tal que M < B e
M # B. Temos que B ¢ 2, pois, caso contrario, se B € 2, como M ¢é limitante superior
de A, terfamos B < M, o que implica M = B, um absurdo, pois M # B.

Como M é um limitante superior de 2, temos que A < M para todo A € X e, por
hipotese, M < B, logo, por transitividade, temos que A < B para todo A € 2, isto é, B ¢é
um limitante superior de 2(. Dessa forma, pela Proposi¢ao 5.2, temos que AU { B} é uma
cadeia contida em X, tal que 2 C AU{B} e A # AU{B}, um absurdo, pois A é elemento
maximal de X. Assim, M é elemento maximal de X, como queriamos demonstrar.

g

Com a construcao feita até agora, nosso trabalho se limita a demonstrar que o
conjunto (X, C) possui elemento maximal, pois, pela Proposigao 5.3, concluiremos que o
conjunto (X, <) possui elemento maximal.

Para cada 21 € X, definamos o conjunto 2 por

A={Aec X |AU{A4} € x}.

Em outras palavras, 2A é o conjunto cujos elementos sao os elementos de X, tal
que, quando unidos ao conjunto 2, temos como resultado uma cadeia contida em X. Note
que, se B € 2, entdo AU {B} = A é uma cadeia e, dessa forma, para todo B € 2, temos
que B € 2A.

Intuitivamente, a nossa proxima afirmacao é a de que, se 2l nao possui limitantes
superiores nao pertencentes a si, entao nao temos como adicionarmos elemento de forma

que tenhamos uma nova cadeia, isto é, 2 tem que ser elemento maximal em X.
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Afirmacdo 5.5. Seja A € X e A = {A e X | AU{A} € X}. Entio, A\ A =0 se, e

somente se, 2 for elemento maximal em X.

Demonstragdao. (=) De fato, suponhamos  por  absurdo  que  exista
Me X, tal que A C N e M #A Seja A € M\ A Temos que A € M, A ¢ A e,
como A C M, AU {A} C M. Como M é uma cadeia contida em X temos, pela Pro-
posigao 5.1, que AU {A} é uma cadeia contida em X, o que, pela defini¢ao de ﬁ, implica
que A € A. Logo, A € (A\ ) e, dessa forma, A\ A # O, um absurdo, pois A\ A = 0.

(<) De fato, suponhamos por absurdo que ﬁl\%l #+ (esejaAe Q[\Ql Dessa forma,
temos que A ¢ 2 e, por definicao, AU {A} € X. Assim, A C AU {A} e A # AU {A},
isto é, 2 nao é maximal em X, como queriamos demonstrar.

O

Seja  F a funcao de escolha para o conjunto X, isto €,
F : P(X) = X, tal que F(S) € S para todo S C X e consideremos a fungao g de-

finida abaixo.
g:X—X
AU{FEAN\A)Y, se A\ A 0;

9(A) = .
2, se A\ A= 0.

Como A C X e A C X segue, da definicao da funcio F, que F(2A\ 2A) € A\ A
Nossa tarefa agora serd mostrar que existe 2 € X, tal que g(2A) = 2 e, para nos auxiliar

nessa demonstracao, teremos algumas defini¢oes, sendo a primeira a nocao de torre.

Definicao 5.7 (Torre). Seja T C X. Dizemos que T é uma torre se satisfaz as sequintes

propriedades:
(i) 0 € T,
(i1)) Se A € T, entio g(A) € T;

(iii) Se € € uma cadeia contida em T, entdo U Ae .
Ace

Torres de fato existem e nossa proxima proposicao mostra que o proprio conjunto

X é uma torre.

Afirmacao 5.6. O conjunto X € uma torre.

Demonstracao. Precisamos verificar que X satisfaz as propriedades da Definicao 5.7. De

fato,

(i) O conjunto vazio é uma cadeia contida em X, pois, como () ndo possui elementos,
temos, para todos A,B € (), ou A < B ou B < A, por vacuidade, assim, ) C X é

uma cadeia, o que implica () € X;
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(ii) Se 2l € X, isto é, se 2 é uma cadeia contida em X, entao ou g(2A) = 2 é uma cadeia
contida em X ou g(A) = AU {F(A\ A)}. No entanto, como F(2A\ A) € (A\ A),
em especial F(2\ A) € 2, segue, da definicio de A, que g(A) = AU {F(A\ A)} ¢

uma cadeia contida em X, isto é, () € X;

(iii) Se € C X é uma cadeia, entdo, pela Proposigao 5.2, U A € X.
Ace

Dessa forma, mostramos que o conjunto X é uma torre.

O

Como temos a existéncia de pelo menos uma torre, sendo ela o conjunto X, podemos

definir o conjunto Ty, como segue abaixo.
T = ﬂ{‘I C X | T é uma torre}.
Afirmacgao 5.7. O conjunto Ty € uma torre, tal que, para toda torre T C X, Ty C T.

Demonstracao. Vamos mostrar que ‘€ satisfaz as propriedades da Definicao 5.7. De fato,

(i) Temos, por definicdo, que ) € T, para toda torre T, o que implica que
@Eﬂ{‘f@%WEéumatorre}:To;

(ii) Se A € Ty, entdo A € T para toda torre T C X. Logo, pela definigao de torre, temos
que ¢g(A) € I para toda torre T, o que implica g(A) €
ﬂ{‘f C X | ¥ é uma torre } = Ty;

(iii) Seja € C T, uma cadeia. Vamos mostrar que U A € Fy. Seja A € € C Ty, Dessa

Aed
forma, temos que /A € Ty, o que implica /U € T para toda torre T O Fy. Assim,

pela defini¢ao de torre, temos que U 2l € T para toda torre T O %), o que implica
Aee

U 2 € Ty, como queriamos demonstrar.

Ace

Assim, demonstramos que o conjunto €, é uma torre. A conclusao de que Ty C ¥

para toda torre ¥ segue imediatamente da definicao de %.
O

Note que conseguimos mostrar que ¥, é uma torre contida em qualquer torre €,
tal que T C X e, por isso, podemos dizer que Ty é a menor torre contida em X. Como
Ty C X, temos que T, é parcialmente ordenado pela relacao de inclusao. No entanto,
alguns de seus elementos podem ser compardveis, como, por exemplo, o conjunto (), pois
() C A para todo A € T,. Concentraremos nossos esforcos a partir de agora nos elementos

comparaveis de T.
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Definicao 5.8 (Elemento comparével). Dizemos que um elemento K € Ty é compardvel
se, para todo A € Ty, temos que A C R ou K C .

Note que dizer que o conjunto ¥, é uma cadeia ¢é equivalente a dizer que todos os

seus elementos sao comparaveis.

Proposicao 5.4. Sejam K € Ty um elemento compardvel e A € Ty, tais que A C R e
A £ K. Entao, g(2A) C R.

Demonstracao. De fato, como Ty é uma torre e 2 € Ty, temos, pela definicao de torre, que
g(A) € Ty. Dessa forma, temos que ¢g(2) C K ou 8 C g(A). Se g(A) C K, nada temos a
demonstrar. Suponhamos, entdo, que 8 C g(2(). Dessa forma, temos duas possibilidades
para analisar, sendo a primeira se g(2) = 2 e a segunda se g(A) = AU {F(A\ A)}. Se
g(A) =2, entao R C g(A) = A e, como por hipétese temos que A C R, temos que 8 = 2,
um absurdo, pois 2 # &. Se g(A) = AU {F(A\ A)}, entdo, como & C g(A), temos que
RCAU{FEA\A)} e, dado que A C K e A # K, implica F(A\2A) € &, pela definicio de
F, logo, temos que {F(A\A)} C K, de modo que AU {F(A\A)} C &, isto ¢, g(A) C &,
como queriamos demonstrar.

O

Seja R € Ty um elemento comparavel e definamos o conjunto Tg C Ty como segue

abaixo.
Te={Aec T |AC Roug(R) CA}.

Note que T # 0 pois, ) € Ty e @ C K, de modo que ) € . Nosso objetivo agora

serd mostrar que o conjunto Tg é uma torre.

Afirmacao 5.8. Seja B € Ty um elemento comparavel. Entao, o conjunto
Te={Ae T |AC K oug(R) CA} € uma torre.

Demonstracao. Vamos mostrar que %y satisfaz as propriedades da Definigao 5.7.

(i) Pela Proposigao 5.7, temos que ¥, é uma torre, o que implica que ) € T5. Como

() C R, temos, por definicao, que ) € Tg;

(ii) Seja A € Tg. Vamos mostrar que g(2A) € Tg. Como A € Ty temos, pela definigao
de Tg, queou A C RouA =RKoug(R) CA SeA C R, temos que existe A € K\ 2.
Como K é comparavel, temos que ou g(2A) C K ou
R C g(RA). Se g(A) C R, entdo, pela definicao de Tg, temos que g(A) € Tg.
Suponhamos entao que & C ¢(2A) e temos duas possibilidades: ou & = g(2) ou
R T g Se R = g(A), entdo ¢g(A) < K, o que implica

g(2) € Ty, Vamos mostrar que K C ¢(2A) nao pode ocorrer. De fato, suponha-
mos que R C ¢(2A) ocorra. Dessa forma, temos que existe B € g(2() \ &, o que
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implica que o conjunto g(2A) \ 2 possui pelo menos dois elementos distintos, A e B,
pois A € Re B ¢ K o que é um absurdo, pois, por definigao, 2 e g(2) diferem
apenas por um elemento. Dessa forma, temos que g(2() C 8 e, portanto, g(2A) € Tg.
Se 2 = R, entao g(2A) = g(RK), o que implica, g(K) C g(A), de modo que g(A) € Ty,
pela definigao de Tg. Se g(R) C A, como A C g(2A), temos que g(K) C g(A), o que
implica, pela defini¢do de Ty, que g(A) € Tg.

(iii) Vamos mostrar que se € ¢ uma cadeia contida em Tg,  entdo

U 2 € Tg. De fato, se € é uma cadeia contida em Tg, temos duas possibi-

Ace
lidades: ou A C R para todo A € € ou Cygp = {A € € | A € R} # 0,

e isso implica g(R) C A para todo A’ € Cygz. Na primeira hipdtese, como

21 C R para todo 2 € €, temos que U 20 C KR, o que implica, por definicao, que

Ace
U 2A € Tga. Na segunda, como g(R) C A" e A C U 2l para todo A" € Cygg, temos
Ace Ace
que g(R) C U 2A, de modo que U A€ Ty

Aed Ael

Assim, concluimos que Tg é uma torre.

O

Vamos mostrar que, se 8 € T, é comparavel, entao, para todo A &€ %,
ou 2l C 8 C g(R) ou g(R) C 2, e isso implica que g(K) é compardvel. Dessa forma,
a funcao g relaciona elementos comparaveis em elementos compardveis. Note também
que, por definicao, Tg é uma torre contida em ¥y. No entanto, pela Proposicao 5.7, temos

que ¥y C Ty, o que implica Tg = Ty.

Corolario 5.1. Seja 8 € %y um elemento compardvel. Entao, g(K) é um elemento

comparavel em %.

Demonstragao. De fato, como R € T, temos que g(R) € %y, pois, pela Proposi¢ao 5.7,
Ty é uma torre. Como K é comparavel, temos que Tg = T(, de modo que, para todo
A€ Tp,oudAC Roug(R) CA isto é ouAC RC g(R) ou g(R) C A para todo A € T,
ou seja, g(R) € Ty é comparavel, como queriamos demonstrar.

0

Nosso objetivo agora serd mostrar que o conjunto T, é uma cadeia contida em
X. Seja K = {R € Ty | R é comparavel }. Para que ¥, seja uma cadeia contida em X,
devemos ter I = T, e, para isso, basta demonstrarmos que o conjunto K é uma torre,
pois K C %,.

Proposigao 5.5. Seja K ={R € Ty | R € compardvel }. Entao, K é uma torre.

Demonstracao. Vamos verificar que K satisfaz as propriedades da Definicao 5.7.
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(i) Pela Proposigao 5.7, temos que () € Ty e, como, para todo A € Ty, O C A, segue

que () é comparavel, isto é, ) € K;
(ii) Se 8 € K, entao, pelo Coroldrio 5.1, g(R) é comparavel, isto é, g(R) € K;

(iii) Seja € C K uma cadeia. Vamos mostrar que U K é comparavel em T,. Para todo

fee
2 € Ty, temos duas possibilidades: ou K C 2 para todo K € € ou existe pelo menos

um & € €, tal que A C &, pois todo & € € C K é comparavel. Se & C 2 para todo
R € €, entao U R C A Seexiste & € €, tal que A C &', entao A C U R e, dessa
Ree Ree
forma, U R é comparavel.
Ree
Assim, concluimos que o conjunto K é uma torre.

O

Como K é uma torre, temos, pela Proposicao 5.7, que ¥, C K. No entanto,
por definicao, temos que K C Ty, de modo que Ty = K, isto é, todos os elementos de
T sao comparaveis. Assim, o conjunto Ty é uma cadeia contida em X, o que implica,

pela Afirmagao 5.2, que U 20 é uma cadeia contida em X, de modo que U 2A € X.

AT A€o
Pela Proposicao 5.7, o conjunto ¥, é uma torre e, como consequéncia da Proposicao

5.5, Ty ¢ uma cadeia contida em X, tal que Ty C Ty, o que, pela definicao de torre,
implica U 2A € Ty e, também pela definigdo de torre, resulta que g( U A) € Fp.

AT AT
Além disso, pela Afirmagao 5.2, temos que g( U 2A) C U 2 e, pela Definicao 5.3 da
AT AT
funcao g, U 20 C g( U 20), logo, temos que g( U 2A) = U 2A. Assim, novamente pela
ATy ATy AT ATy

Definicao 5.3 da funcao g, temos que U 2l é elemento maximal em X, o que implica, pela

AeTo
Proposicao 5.3, que o conjunto X possui elemento maximal, como queriamos demonstrar.

(LZ = AFE) Vamos mostrar que o Lema de Zorn implica o Axioma da escolha.
Nossa demonstragao foi inspirada na demonstragao vista em (HALMOS, 2017). De fato,

seja X # () e z € X. Definamos o conjunto W, como segue abaixo.
W={f:S—=X|SCP(X)e f(A) € A para todo A € S}.

Afirmamos que o conjunto W = (). De fato, como X C X, temos que X € P(X),
o que implica S = {X} C P(X). Dessa forma, a funcao h : S = {X} — X, definida por
hMX) =z € X para algum z € X, é um elemento de W, o que implica W # ().

Vamos mostrar que o conjunto W é parcialmente ordenado e, para isso, vamos
construir uma ordem para os elementos de W.

Seja C: W — W uma relagao definida por
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fCge Dom(f) € Dom(g) e

9 |pom(n)= f

Afirmamos que C é uma relacao de ordem parcial em W. De fato,

(i) A relagao C ¢ reflexiva, pois Dom(f) € Dom(f) e f |pom(s)= f. Assim, temos que

JCf;

(ii) A relagao C é antissimétrica. De fato, sejam f,g € W talque f C ge g C f. Assim,
temos, por defini¢ao, que Dom(f) € Dom(g) e Dom(g) € Dom(f), o que implica
Dom(f) = Dom(g). Temos também, por definicao, que g |pom(s)= f € f |Dom(g)= 9-

Dessa forma, temos que g = g |pom(g)= 9 |pom(s)= f, 0 que implica f = g;

(iii) A relagao C é transitiva. Sejam, f,geh € W, tal que f C g e g C h. Vamos mostrar
que f C h. De fato, como f C g, temos, por defini¢ao, que Dom(f) C Dom(g) e
g |pom(r)= f, isto ¢, g(B) = f(B) para todo B € Dom(f). De forma andloga, como
g E h, temos que Dom(g) € Dom(h) € h |pom(g)= ¢, isto é, h(E) = g(£) para todo
E € Dom(g). Note que Dom(f) C Dom(g) C Dom(h) e f(B) = g(B) = h(B) para
todo B € Dom(f) C Dom(g), ou seja, Dom(f) € Dom(h) e h |pom(py= f, 0 que

implica, por definicao, que f C h, como queriamos demonstrar.

Dessa forma, mostramos que a relagao = é uma relagao de ordem parcial no con-
junto W, isto é, o conjunto (W, C) é parcialmente ordenado.

Vamos mostrar que toda cadeia C C W possui elemento maximo, o que, pelo
Axioma 5.2 (Lema de Zorn), nos garante que W possui elemento maximal. Seja C C W

uma cadeia e definamos a fungao z da seguinte forma

z: | JDom(f)) — X

fec
2 |pom()= [, para toda funcao f € C.

Afirmamos que a funcao z estd bem definida. De fato, seja B € U(Dom(f)).

fec
Dessa forma, temos que existe f € C, tal que B € Dom(f) e, por definicao,

2(B) = f(B) € X. Se B € Dom(g) para g € C, entao, como C é um cadeia contida
em W, podemos supor, sem perda de generalidade, que g C f, o que é equivalente a dizer
que Dom(g) € Dom(f) e f |pom(g)= g- Dessa forma, temos que g(C') = f(C) para todo
C € Dom(g), o que implica que z(B) = g(B) = f(B), em que B € Dom(g) € Dom(f).
Assim, a fungao z esta bem definida, como queriamos demonstrar.

Pela definicao da fungao z, temos que Dom(f) € Dom(z) € z |pom(s)= f para toda
funcao f € C, de modo que f C z para toda funcao f € C. Assim, temos que a funcao z
é um elemento maximo para a cadeia C, o que implica, pelo Axioma 5.2 (Lema de Zorn),

que W possui elemento maximal.
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Seja. ¥ o elemento maximal de W. Vamos mostrar que
Dom(¥) = P*(X). Temos que Dom(¥) C P*(X). Suponhamos, por absurdo, que
Dom(V) # P*(X) escjaY € P*(X)\ (Dom(¥)). Note que, como Y € P*(X)\ (Dom(¥)),
temos que Y é um subconjunto de X, tal que Y # (). Seja y € Y e definamos a funcao
¢ : Dom(¥) U{Y} — X como segue abaixo.

V(B), sc B € Dom(¥);
Yy, se B=Y.

p(B) =

Pela defini¢ao da fungao ¢, se B € Dom(W¥), entao ¢(B) = ¥(B) € B, pois ¥ € W
e, se B=Y, entdo p(B) = p(Y) =y € Y. Dessa forma, temos que ¢ € W. Também,
pela definicao da funcao ¢, temos que Dom(¥) € Dom(¢) € ¢ |pomw)= ¥, 0 que implica
U C . Dessa forma, como ¥ é elemento maximal em W, temos que ¢ = ¥, o que implica
Dom(¥) = Dom(p) = Dom(¥) U {Y}, de modo que Y € Dom(W¥), o que é um absurdo,
pois Y € P*(X) \ (Dom(V)). Assim, temos que Dom(¥) = P*(X), com ¥ € W isto é,
U P*(X) — X, tal que U(A) € A para todo A € P*(X), o que implica que ¥ é a fungao
de escolha para o conjunto X, como queriamos demonstrar.

O

Dessa forma, concluimos que o Axioma 5.1 (da escolha) e o Axioma 5.2 (Lema do

Zorn) sao equivalentes.

5.4 Algumas consequéncias do Axioma 6.1 (da escolha) e do Axioma 6.2

(Lema de Zorn)

Teorema 5.2. Seja X um conjunto infinito. Entao, N 3 X.

Demonstracao. A ideia da demonstracao desse teorema ¢ a de construir uma funcao in-
jetiva de N em X, e a principal ferramenta para essa construcao serd o Axioma 5.1. Seja
F' a funcao de escolha para o conjunto X. Entao, para todo subconjunto nao-vazio Y,
de X, temos que F(Y) € Y. Consideremos a func¢io h : N — P(X), tal que h(0) =0 e
hin+1)=h(n) U{F(X \ h(n))}.

Observe que a imagem da funcao h sao subconjuntos distintos de X, em que
elementos do conjunto X sao escolhidos um a um, pela fungao de escolha F', como podemos

ver abaixo.
o 1(0) = 0;
e h(1)=h(0) U{F(X \ h(0))} = {x:1}, tal que z; € X;

e h(2) =h(1)U{F(X\ (1)} ={z1, 22}, tal que 1 € X cx9 € X \ {z1 };
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e h(3) = h(2) U{F(X \ h(2))} = {z1,29,23}, tal que 27 € X, 25 € X \ {21} e
r3 € X \ {z1,x2};

e h(4) = h(3) U{F(X \ h(3))} = {x1, 29, 23,24}, tal que 11 € X, 29 € X \ {11},
x3 € X \ {21, 22} e 2y € X \ {21, 22, 23};

e hin+1)=h(n)U{F(X\h(n))} ={z1,22,23,..., 2511}, tal que z; € X, 29 € X'\
{xl}a I3 € X \ {1'171'2}7 R S
Tpi1 € X\ {21, 29,...,2,}.

Note que h(0) C h(1) C h(2) C ... Ch(n) Ch(n+1) C ..., istoé, se men
sao numeros naturais tais que m < n, entdo m+1 < n e h(m) C h(m + 1) C h(n).

Consideremos agora a funcao g definida abaixo.

g:N— X
g9(n) = F(X\ h(n))

Observe que, como X é um conjunto infinito e h(n) um conjunto finito, entao
X \ h(n) # 0, logo, temos que a funcao g estd bem definida. Afirmamos que a fungao
g ¢ injetiva. De fato, sejam m,n € N, tal que m # n. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que m < n e, assim, temos que m + 1 < n, de modo que h(m + 1) C h(n).

Assim, temos que g(m) € h(n), pois

g(m) = F(X \ h(m)) € h(m) U {F(X \ h(m))} = h(m + 1) C h(n).

No entanto, g¢g(n) = F(X \ h(n)) ¢ h(n), o que implica
g(m) # g(n) e a funcdo g é injetiva. Dessa forma, temos que N = X como queriamos
g
demonstrar.
(I

Corolario 5.2. Para todo nimero cardinal transfinito k, temos que Ry < kK.

Demonstragao. De fato, seja um conjunto infinito K, tal que |K| = k. Pelo Teorema 5.2,
temos que N 3 K, o que implica |[N| < |K]| e, assim, Ry < £, como querfamos demonstrar.
O

Teorema 5.3. Seja K um conjunto infinito e A um conjunto enumerdvel. FEntao,
KUA~K.

Demonstragdo. De fato, seja o conjunto A" = A\ K. Note que KUA = KU(A\K) = KUA'
e KN A" = (. Basta mostrarmos agora que K UA" ~ K.
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Como o conjunto A é enumeravel, temos, pelo Corolério 4.1, que o conjunto A" C A
¢ enumeravel. Dessa forma, temos que existe uma funcao f : A* — N, injetiva e, dessa
forma, temos que f: A" — f(A’) ¢ uma bijecao, o que implica A’ ? f(A).

Como o conjunto K ¢ infinito, temos, pelo Teorema 5.2, que existe uma fungao
injetiva g : N — K e, dessa forma, temos que g : N — ¢g(N) é uma bijecao.

Definamos K’ = g(N) C K e consideremos o conjunto A’ U K’. Note que K’ ~ N
e, como A’ C A\ K e K' C K, temos que A'N K' = (.

Pelo Teorema 4.2 ou pelo Lema 4.1, temos que A" U K’ ~ N, dessa forma, temos
que existe uma funcao bijetiva ¢ : K’ — A" U K.

Definamos a funcao ¢ : K — K U A" por

k, se ke K\ K';

vk = o(k), se k € K'.

Afirmamos que a funcao 1 é uma bijecao. De fato, a fungao ¢ é injetiva, pois,
sejam k, k' € K tais que k # k'. Se k, k' € K\ K', entao ¢(k) = k # k' = ¢(k) e a
funcao ¢ ¢ injetiva. Se k, k' € K', entao (k) = ¢(k) # @(k') = ¢ (k'), pois a funcao ¢ é
injetiva e, assim, a funcao v € injetiva.

A funcao ¢ é sobrejetiva. De fato, dado y € K U A, como K N A" = (), temos que
ouye Kouye A. Seye K,entaioouy € K\ K ouy € K'. Sey e K\ K', entao
Y(y) =y e a fungao ¢ é sobrejetiva e, se y € K', entao existe k' € K', tal que p(k') = v,
de modo que (k') = p(k') = y ¢ a fungao ¥ é sobrejetiva. Sey € A’ entao existe k' € K,
tal que (k') =y, o que implica ¥(k") = p(k') = y, e a fungao 1) é sobrejetiva.

Dessa forma, temos que a funcio 1 é uma bijeciao, de modo que K ~ K U A’
Como KUA =K UA, temos que K ~ K U A, como queriamos demonstrar.

(I

Corolario 5.3. Seja K um conjunto infinito e seja L C K, tal que K % L. FEntao, o
conjunto K \ L é infinito.

Demonstragao. De fato, suponhamos, por absurdo, que K \ L seja finito. Dessa forma,
temos que L é infinito, pois, se L for finito, terfamos (K \ L) U L finito, um absurdo, pois
(K\L)UL = K, infinito. Como (K \ L) é finito e L é infinito temos, pelo Teorema 5.3, que
(K\L)UL = L, o que implica K ~ L, um absurdo, pois K % L. Assim, temos que K \ L
¢ infinito, como queriamos demonstrar.

d

Proposigao 5.6. Dados dois conjuntos X eY temos que Y 2 X se, e somente se, existe

uma funcao sobrejetiva de X em Y.

Demonstragao. (=) Vamos mostrar que, se Y 3 X, entao existe uma fungao sobrejetiva
de X em Y. De fato, se Y 3 X, entao existe uma funcao g : Y — X, injetiva. Sejag € Y

e definamos a funcao f : X — Y como segue
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f(2) = g~ (2), sew € g(Y);
7, sex ¢ g(Y).
A fungao f é sobrejetiva, pois, dado y € Y, denotemos x € X, tal que = = g(y).
Dessa forma, temos, por definicdo, que f(z) = g '(z) = y.
(<) Vamos mostrar que, se existe uma funcao sobrejetiva de X em Y, entao
Y =2 X. De fato, suponhamos que existe uma funcao sobrejetiva f : X — Y e considere-

mos o conjunto

fy) ={re X | flz)=y}

O conjunto f~'(y) # 0 para todo y € Y, pois, como f é sobrejetiva, dado y € Y,
existe z € X, tal que f(x) = y, entdo temos que v € f~'(y). Também, se y # ¢ € Y,
entdao f~(y)N f~1(y') = 0, pois, suponhamos o contrario, que f~'(y) N f~1(y/) # (. Isso
quer dizer que existe um elemento z € f~'(y) e x € f7'(y), tal que f(z) =y e f(z) =y
Absurdo, pois f é funcio. Assim, f*(y) N f ' (y') = 0 para todo y # ¢y € Y.

Consideremos a funcao de escolha, F', para o conjunto X. Dessa forma, para todo

subconjunto f~'(y) C X, temos que F(f '(y)) € £ '(y). Definamos a funcdo h por

h:'Y — X
y = hy)=F((y)
Afirmamos que a funcao h é injetiva. De fato, sejam y,y € Y, tal que y # v/'.
Dessa forma, temos que h(y) = F(f'(y)) € f7'(y) e h(y) = F(f7'()) € f7'().
Como os conjuntos f*(y) e f~'(y') sdo disjuntos, temos que h(y) # h(y') e a fungdo h é

injetiva e, assim, temos que Y = X, como queriamos demonstrar.
h
O

Vimos no Lema 4.3 que uniao finita de conjuntos infinitos enumeraveis ¢ enu-
meravel. No entanto, note que o conjunto U D, = Do UDsUDsU...UD,U..., queé
peN
uma uniao infinita enumeréavel de conjuntos infinitos enumeraveis, é um conjunto infinito
contido em N e, pelo Teorema 4.1, | U D,| = Ny, isto é, o conjunto U D, ¢é infinito

pEN peEN
enumeravel. Essa construcao nos direciona para o resultado mais geral, ainda intuitivo,
de que a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel, e o proximo teorema

nos garantird esse fato.

Teorema 5.4. Sejam Xy, X1,..., X,,... conjuntos enumerdveis e X = UNX"’ a uniao
ne

enumerdvel de conjuntos enumerdveis. Entao, X € enumerdvel.

Demonstracao. Se X = (), entao X é enumerdvel. Suponhamos entao X # (). Se, para
algum m € N, temos X,,, = (), entao temos que X \ X,, = ( UNX") \ X = UNXn =X e,
ne ne

dessa forma, podemos retirar cada X,,, = () que nao alteramos o conjunto X. Suponhamos,
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entao, que X,, # () para todo n € N. Suponhamos também que os conjuntos X,,, tal que

m € N, s@o dois a dois disjuntos. Consideremos o conjunto H(m) definido abaixo.
H(m)=A{gm : N —= X, | g € sobrejetiva }.

Note que o conjunto H(m) é um subconjunto do conjunto (nLEJNXn)N. Afirmamos
que H(m) # 0 para todo m € N, isto é, existe pelo menos uma fun¢ao sobrejetiva
gm : N — X, para todo m € N. De fato, como X,, é enumeravel, temos que ou N ~ X,
ou existe um k£ € N, tal que k # 0 e [, = X,,. ’

Se N ? X, entao temos que g, g: g ¢ a funcao desejada, pois g é sobrejetiva.

Se I @;\4 X, como X, # 0, seja z,, € X,,. Entao, consideremos a funcao g,,

definida a seguir.

gm N — X,
g(n), sen € I;
gm(n) =
T, Se N & I
A fungdo g, € sobrejetiva, por  construgao, pois a  funcao

g : I, — X,, é sobrejetiva.

Afirmamos que H (i) N H(j) = () para todos i,7 € N, tal que ¢ # j. De fato,
suponhamos por absurdo que H (i) N H(j) # 0 e seja g € H(1) N H(j). Como X; # Xj,
podemos supor, sem perda de generalidade, que existe z € X;, tal que © ¢ X;. Dessa
forma, temos que existe s € N, tal que g(s) = z € X, e isso significa que g(s) = = ¢ Xj,
o que ¢ um absurdo, pois g : N — X ¢ fungao. Assim, temos que H(i) N H(j) = () para
todos i, j € N, tal que 7 # j.

Pelo Axioma 5.1, existe uma func¢ao de escolha, F', para o conjunto (nLEJNXn)N, tal
que F(H(m)) € H(m).

Consideremos agora a funcao h definida abaixo.

h:NxN-—= UX,

neN

h(m,n) = F(H(m))(n) = gm(n)

Afirmamos que a funcao h é sobrejetiva. De fato, dado x € ngNXT” temos que existe
k € N, tal que x € Xj. Dessa forma, temos que g, : N — X} é sobrejetiva e, portanto,
existe n € N, tal que gx(n) = z e, assim, temos que h(k,n) = F(H(k))(n) = gx(n) =z ¢
a funcao h ¢ sobrejetiva.
Assim, pela Proposicao 5.6, temos que nLgJNX,,,/ X Nx N ~ N, de modo que
nLEJNXn =< N, o que significa que X é enumeravel, como queriamos demonstrar.
O

Pelo Teorema 5.4, temos que a soma com infinitas e enumeraveis parcelas iguais a

Ny é igual a Ny, isto é,
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> No=Rg@Rg@Ro@... =Ry,
neN
Corolario 5.4. Um conjunto € infinito se, e somente se, é equinumerdvel a um subcon-

Junto proprio.

Demonstracao. O Corolario 3.2 ja nos garante que, se um conjunto é equinumeravel a
um subconjunto proprio, entao é infinito. Para completarmos a demonstragao, temos que
mostrar que, se um conjunto é infinito, entao é equinumeravel a um subconjunto préprio.

Seja X um conjunto infinito. Pelo Teorema 5.2, sabemos que N =3 X, isto é, existe

!
uma funcao injetiva f : N — X. Seja f(0) € X e consideremos o conjunto X \ {f(0)},

um subconjunto préprio do conjunto X. Definamos a fungao g : X — X \ {f(0)}, em que
fn+1), sex= f(n),n €N;
g(x) =
x, se x # f(n),n € N.

Nos afirmamos que a funcao g é uma bijecao. De fato, g é injetiva, pois sejam

z,7' € X, tal que x # 2, temos as seguintes possibilidades:

e Se z, € f(N), entdo existem r,s € N, tal que z = f(r) e
¥ = f(s). Como a fungao f ¢é injetiva e f(r) = x # 2 =
= f(s), temos que r # s, o que implica r + 1 # s + 1 e, assim,
f(r+1) # f(s+1). Dessa forma, g(f(r)) = f(r +1) # f(s+1) =

= g(f(s)), de modo que g(x) # g(a').
e Sez,2' ¢ f(N), entdo g(x) = x # 2’ = g(z').

e Sex € f(N) ez ¢ f(N), entao existe m € N, tal que z = f(m), o que implica
g9(z) = g(f(m)) = f(m+1) # 2’ = g(2), pois 2’ ¢ f(N).

Assim, a funcao g é injetiva.

A funcao ¢ também é sobrejetiva, pois, dado y € X \ {f(0)}, como
XA{F0)} = M)A LF0)H) U (XAL{FIN)}), com (FN)\{S(0)}) N (X\{f(N)}) =0,
temos que ou y € f(N)\ {f(0)} ouy € X\ {f(N)}.

Sey € f(N)\ {f(0)}, entao existe n € N, tal que n # 0 e y = f(n). Logo, existe
m € N, tal que m +1 =n, de modo que g(f(m)) = f(m+1) = f(n)=y.

Sey € X\ {f(N)}, entdo g(y) = y.

Assim, a funcao ¢ é sobrejetiva e, portanto, uma bijecdo, o que implica
X ~ X\ {f(0)}, isto é, o conjunto X ¢é equinumerdvel a um subconjunto préprio, sendo,

assim, infinito, como queriamos demonstrar.

O
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Teorema 5.5. Seja A um subconjunto enumerdvel de B e suponha que |B| = Xy. Entao,
|B\ Al = Ny.

Demonstragao. Como |B| = ¥; = |R x R|, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que B = R x R. Seja o conjunto A C R x R, tal que |A| = ;. Vamos mostrar que

(R x R)\ A| = Ny. Para isso, consideremos o conjunto P, definido por
P={zeR|(z,y) € A para algum y € R}.

Afirmamos que |P| < ¥,. De fato, consideremos a fungao g : A — P, tal que
g(z,y) = x. Note que, por construcao, a fun¢do g é uma projecao e, portanto, sobrejetiva.
Dessa forma, temos, pela Proposigao 5.6, que |P| < |A] = R;. Como |P| < N, temos que
R\ P # 0, logo, existe um elemento xy € R\ P.

Consideremos agora o conjunto X = {zp} x R. Note que, pelo Corolario 4.8,
IX| =108 =8 eque X C [(R xR)\ A], de modo que | X]| < |(R x R) \ A, isto é,
Ry < [(Rx R)\ A

Por outro lado, temos que [(R xR)\ A] C R xR, o que implica [(R x R)\ A| < N;.
Dessa forma, temos que ¥y < [(R x R) \ A] < Xy, o que, pelo Teorema 4.14, implica
(R x R)\ A = ¥y, como querfamos demonstrar. Para um conjunto A finito, a demons-
tracao é analoga.

O
Corolério 5.5. Seja I o conjunto dos nimeros irracionais, entdo |I| = N;.

Demonstragao. De fato, temos que R\ Q = I. Como |[R| = ¥y e |Q] = Ng, temos, pelo
Teorema 5.5, que |I| = |R\ Q| = Ny, como querfamos demonstrar.
(]

Teorema 5.6. Sejam os numeros cardinais k e . Entao, kK < X ou A < K.

Demonstragao. De fato, sejam os conjuntos K e L, tal que |K| =k e |L| = A\. Se K ou
L fosse vazio, suponhamos K = (), terfamos, pela Proposicao 4.14, que 0 < ), e segue
o resultado do teorema. Suponhamos, entao, que os conjuntos K e L sejam nao-vazios.
Se A < Kk, entao nao ha o que demonstrar. Suponhamos, entao, que nao ocorre \ < k.
Vamos mostrar que £ < A\. Como nao ocorre A < k, temos que nao ocorre L = K, logo,
pela Proposicao 5.6, nao existe uma fungao sobrejetiva de K em L.

Seja F={f:A— B|ACK,BC Le f¢funcio injetiva} e a ordem parcial
C definida na suficiéncia do Teorema 5.1. De forma analoga demonstrada no Teorema
5.1, o conjunto F' satisfaz as condi¢oes do Axioma 5.2 e, dessa forma, temos que F' possui
elemento maximal. Seja W : Z — W o elemento maximal de F', tal que Z C K e W C L.
Vamos mostrar que Z = K. Suponhamos, por absurdo, que Z # K esejak € K \ Z.

Se Img(¥) = L, isto é, se ¥ : Z — L é uma fungao sobrejetiva sobre L, entao,
pela Proposigao 5.6, temos que L 3 Z . Como Z C K, temos que Z 3 K e, dessa forma,
L 27 e Z 3 K, e concluimos, pela Proposicao 4.19, item 2, que L = K, um absurdo,
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pois suponhamos que L =3 K nao ocorre. Dessa forma, ¥ nao é sobrejetiva sobre L, isto
é, Img(V) # L.
Seja [ € L'\ W. Note que, como Img(V) C W, [ ¢ Img(V). Definamos a fungao
g: ZU{k} - W U{i} por
U(z), se x € Z;
g(x) =
[, sex = k.
Por construcdo, temos que g é uma fungao injetiva e g |z= VU, e isso implica que
U C g, o que contradiz o fato de ¥ ser o elemento maximal de F.
Dessa forma, temos que Z = K e ¥ : K — W é injetiva, o que implica K =X W.
Como W C L, temos que W = L. Logo, novamente pela Proposi¢ao 4.19, item 2, temos

que K = L, de modo que k < A\, como queriamos demonstrar.
O

Lema 5.4. Seja K um conjunto infinito. Entdo, K x {0,1} =~ K.

Demonstracao. De fato, seja o conjunto F' definido por
F={f:Xx{0,1} - X | X C K e f é uma funcao bijetiva}.

Afirmamos que F' # (). De fato, como K é um conjunto infinito, temos, pelo
Teorema 5.2, que existe um conjunto A C K, tal que A =~ N. Pela Proposicao 4.7, temos
que que existe uma bijegdo h entre os conjuntos A x {0,1} e A, de modo que h € F, o
que implica F' # (.

Da mesma forma demonstrada na suficiéncia do Teorema 5.1, provamos que o
conjunto F' é bem ordenado pela relacao C, e que toda cadeia tem elemento maximo,
e isso implica que o conjunto F' possui elemento maximal. Seja ¥ : L x {0,1} — L o
elemento maximal de F, tal que L C K. Vamos mostrar que K ~ L. Suponhamos por
absurdo que K % L. Dessa forma, temos, pelo Corolario 5.3, que K \ L é infinito, o que
implica, pelo Teorema 5.2, que existe um conjunto B C (K \ L), tal que B ~ N. Assim,

pela Proposicao 4.7, temos que B x {0,1} ~ B. Consideremos a fungao f definida abaixo.
g
f:(LUB)x{0,1} - LUB

U(x), sex € L x{0,1};
g(z), se x € B x {0, 1}.

fz) =

Note que (LU B) x {0,1} = (L x {0,1}) U (B x {0,1}) e que os conjuntos B e
L sao disjuntos, pois B C (K \ L) e, como V(z) € L e g(z) € B, a fungdo f estd bem
definida. Como as fungoes ¥ e g sao bijetivas, temos, por construcao, que a funcao f é
bijetiva. Dessa forma, f € F é tal que f |pomwy= ¥ e Dom(¥) C Dom(f), o que implica

U LC f. Como VW C feWéelemento maximal de F', temos, pela definicao de elemento
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maximal, que ¥ = f, e isso implica que B = {), isto é, K \ L ndo possui um subconjunto
equinumeravel a N; e isso implica, pelo Teorema 5.2, que K \ L é finito, um absurdo, pois
K\ L ¢ infinito. Dessa forma, temos que K ~ L, como queriamos demonstrar.

O

Corolario 5.6. Seja k um numero cardinal transfinito. Entao, Kk ® Kk = K.

Demonstracao. De fato, pela Proposicao 4.8, temos que kK &k = 2 ® k e, como Kk é um
nimero cardinal transfinito, temos, pelo Lema 5.4 anterior, que 2 ® k = k. Dessa forma,
temos que Kk B K =2 ® kK = K, 0 que implica kK @ kK = Kk, como queriamos demonstrar.

O

Lema 5.5. Seja K um conjunto infinito, tal que K = LUM . Entdo, K ~ L ou K ~ M.

Demonstracao. De fato, se L ou M fosse finito, digamos M, entao, pelo Teorema 5.3,
temos que K =~ L e a demonstracao segue. Suponhamos, entao, que os conjuntos L e M
sao infinitos.

Pelo Teorema 5.6, temos que L = M ou M = L. Suponhamos, sem perda de

generalidade, que M = L, isto é, que existe uma fungao injetiva f : M — L. Vamos
f
mostrar que K =~ L. Como L C K, temos que L. X K. Vamos mostrar que K = L, o

que implica, pelo Teorema 4.14, que K ~ L. Consideremos a fungao g : K — L x {0,1}
definida por

(k,0), se k € L;

g(k) =
(f(k),1), se k€ M\ L.

Afirmamos que a funcao g é injetiva. De fato, sejam ki, ky € K, tal que k1 # k. Se
ki, ke € L, entdo g(ky) = (k1,0) # (ka,0) = g(k2). Se k1, ko € M\ L, entdo, como a fungao
f é injetiva, temos que f(k1) # f(k2), o que implica g(k1) = (f(k1),1) # (f(k2),1) =
=g(ky). Se ky € Leky € M\ L, entao g(k1) = (k1,0) # (f(k2),1) = g(k2) e a funcado g
¢ injetiva.

Como a fungado g : K — L x {0,1} ¢ injetiva, temos que K 3 L x {0,1}. Como
o conjunto L é infinito, temos, pelo Lema 5.4, que L ~ L x {0, 1}g Assim, temos que

K 2L x{0,1} e L x {0,1} = L, o que implica K = L. Dessa forma, temos que K = L
g
e L 2 K, o que implica, pelo Teorema 4.14, que K = L, como queriamos demonstrar.

O
Teorema 5.7. Seja Kk um numero cardinal transfinito. Entao, k ® k = k.

Demonstragao. Seja K um conjunto infinito, tal que |K| = k. Definamos o conjunto F'

como segue abaixo.

F={f: XxX— X|XCK e féuma bijegao }.
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Afirmamos que F' # (). De fato, como o conjunto K ¢é infinto temos, pelo Teorema,
5.2, que existe um conjunto A, tal que A C K e A = N, isto é, A é um conjunto infinito e
enumeravel. Dessa forma, pela Proposicao 4.2, temos que A x A = A, de modo que existe
uma funcao f4 : A x A — A, bijetiva. Assim, f4 € F, o que implica F = ().

De forma analoga ao que fora feito na suficiéncia do Teorema 5.1, podemos concluir
que o conjunto F' é bem ordenado pela relagao de ordem parcial C, e que toda cadeia em
F possui elemento maximo. Dessa forma, pelo Axioma 5.2, temos que o conjunto F possui

elemento maximal. Seja ¥ : L X Ly — L; o elemento maximal de F, tal que L; C K e

|Li| = A. Dessa forma, temos que ¥ é uma bijegao, o que implica |L; X L1| = |L4], isto
,AOAN= A
Afirmamos que |K| = k = A = |Ly]. De fato, suponhamos, por absurdo, que

Kk # A. Dessa forma, como L; C K, temos que |L,| = A < k = |K|. Suponhamos A < k.

Consideremos o conjunto (K \ L;) C K. Afirmamos que |K \ L;| = . De fato,
como K = (K \ L) U Ly, temos, pelo Lema 5.5, que K ~ (K \ L;) ou K ~ L;. Como
A < K, temos que K % Ly, o que implica K &~ (K \ Ly). Assim, temos que |K \ L;| = &.

Como |K \ Li] = k ¢ A < K, temos que existe um conjunto Ly C K \ Ly, tal que
|Ls| = |L1| = A, isto é, o conjunto K \ L; possui um subconjunto Ls, equinumeravel ao
conjunto Ly, tal que L; N Ly = (). Consideremos os conjuntos L; U Ly e Ly U L;. Temos
que |Ly U Ly = |Le U Ly| = A & A. Afirmamos que A @ A = A. De fato, pela Proposigao
4.8, temos que A A = 2©® A e, como 2 < A\, temos, pelo Teorema 4.15, item 2, que
20X < AO A e, assim, temos que A < AP A =201 < AO A=\, o que implica, pelo
Teorema 4.14, que A @ A = \.

Consideremos o conjunto (L; x Lo) U (Lg x Ly) U (Ly x La), temos que

|(L1 X Lo) U (Lg x L1) U (Lg X Lo)|

=AONDANON)DAGN)

=ABADA

=ABA= A\

Dessa forma, temos que [(L; X Ly)U(Lg X L1)U(Lg X Lo)] & Lo, isto é, existe uma
fungdo h : (L1 X La) U (Lg x L1) U (L X Lg) — Lo, bijetiva.

Consideremos agora o conjunto (L; U Lg) X (Ly U Ly). Note que
(L U L) X (Ly U Ly) = (Ly x L) U (Ly X Ly) U (Ly x Ly) U (Ly X L) e definamos
a funcao fr,ur, : (L1 U Lg) X (L1 U Ly) — L1 U Ly por

h(l), sel ¢ Ly x L;

fL1UL2(l> =
\If(l), sel € L1 X Ll.

Note que, por definicao, a funcao fr,ur, € uma bijecao e que
.leuLQ(l) = h(l) € LQ - (L1 U Lg), se ( ¢ (L1 X Ll), e fL1UL2(l> = ‘I/(l) € L1 C (Ll U Lg),
de modo que fr,ur,(I) € (L1 U Ly) para todo | € (L3 U Lg) x (L1 U Ly), o que implica

que fr,ur, € F. Por construgao, temos que fr,uz, [pomw)= ¥ e Dom(¥) C Dom( fr,uz,),
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o que implica ¥ C fr - No entanto, como ¥ é elemento maximal de F', temos que
U = f1.u1,, 0 que implica Ly = (), isto é, o conjunto K \ L; nao possui um subconjunto
Lo, tal que |Ly| = A < K, ou seja, nossa hipétese A < k é falsa. Assim, temos que £ < A
e, como A\ < k segue, pelo Teorema 4.14, que kK = \. Dessa forma, como A® A = A, temos
que K ® K = K, como queriamos demonstrar.

O
Corolario 5.7. Seja k um numero cardinal transfinito. Entao, k"™ = 2",

Demonstracao. Como 2 < k e k < 2" temos, pelo Teorema 4.15, item 3, que 2" < k" e
K" < (2%)". Pelo Teorema 5.7, temos que K ® k = k. Assim, pelo Teorema 4.12, item 3,
temos que 2% < k" < (27)F = 2"9% = 2" o que implica, pelo Teorema 4.14, que k" = 2",
como queriamos demonstrar.

O

Teorema 5.8 (Lei da absor¢ao de numeros cardinais). Sejam k e A nimeros cardinais,

tal que o maior € transfinito e o menor diferente de zero. Entao, temos que
KB AN=KOX= mdrimo(k,\).

Demonstracao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que A\ < k. Assim, k é um
numero cardinal transfinito. Como A < k e 2 < Kk temos, pelo Teorema 4.15, que
KEAN< kKkdre2Okr < K®k. Pela Proposicao 4.8, temos que K &k = 2 ® K e,
pelo Teorema 5.7, Kk ® k = k. Dessa forma, Kk < KOA< KPLK =20k < KO K=K, 0
que implica, pelo Teorema 4.14, que k & A = kK = maximo(k, \).

Para demonstrarmos a segunda igualdade, note que 1 < X e A < &, 0 que implica,
pelo Teorema 4.15, temos que Kk = kO 1 < KO A e kO X < KO K. Assim, temos que
k< kO®A<KOK =Ko que, pelo Teorema 4.14, implica k © A = kK = méaximo(k, \),
como queriamos demonstrar.

O

Corolario 5.8. Sejam K, L conjuntos infinitos, tal que |K| = k e |L| = X. Sejam

também { K }ier, e {Li}rer colegoes de conjuntos tais que
(i) KN Ky =0 para todos | # U';
(ii) Ly, N Ly = 0 para todos k # k';

(iii) | K| = k para todo | € L;

(iv) |Lx| = X para todo k € K.

Uri|=1U L

leL keK

Entao,

= mazimo(k, \).
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Demonstragao. De fato, como |K| = |K;| = k para todo [ € L, temos que K =~ K, para
g1

todo [ € L. Consideremos o conjunto H(l) = {g; : K — K, | g, ¢ uma bijegao}. Temos
que H(l) # 0, por construgao, pois, para cada [ € L, existe g; : K — K;, bijetiva. Note

que H(l) C (U K;))®. Afirmamos que H ()N H(I') = () para todos [, € L tais que [ # [,
leL
De fato, suponhamos, por absurdo, que H(I) N H(I') # 0 e seja g € H(l) N H(I'). Dessa

forma, temos que g : K — K; e g : K — K sao funcgoes bijetivas, de modo que, para
ke K, glk) € K, e g(k) € Ky, isto é, g(k) € K, N Ky, absurdo, pois K; N K, = 0.
Assim, temos que H(I) N H(I') = (). Pelo Axioma 5.1, existe uma fungao de escolha, F,

para o conjunto (U K)* e, como H(l) C (U K, implica que F(H(l)) € H(1), isto é,
leL IeL
F(H(l)) = g; € H(l). Definamos a func¢ao h como segue abaixo.

h:KxL—|]JK
leL
h(k, 1) = F(H(I'))(k) = gv(k)

Afirmamos que a funcdo h é uma bijecdo. De fato, a funcdo é injetiva, pois,
sejam (k;, l;), (kj,l;) € K x L tais que (k;,l;) # (kj,l;). Se ki # kj e l; = [;, entdo
temos que h(k;,l;) = g;,(ki) € K;, e h(k;,l;) = h(k;,l;) = q,(kj) € K;;. Dessa forma,
como a funcdo g, é uma bijecdo, temos que g, (k;) # ¢;,(k;) para todos k; # k;, e isso
implica que a funcao h ¢ injetiva. Se l; # [;, entdo temos que h(k;, ;) = g, (ki) € K,
e h(k;,l;) = g, (k;) € K;;. Dessa forma, como K; N K;, = () para todo [; # [;, temos
que g, (ki) # gi;(k;), isto &, h(k;, 1) # h(k;,1;) e, dessa forma, temos que a fungao h ¢é

injetiva. A fungao h também é sobrejetiva. De fato, dado k; € (U K;), entao temos
leL
que existe I' € L, tal que k; € Kp. Dessa forma, como a fungao gy : K — Ky é uma

bijecao, temos que existe k' € K, tal que gy(k') = kj, e isso implica que h(K',l") =
=F(H(")(K) = gr(k') = k; e, assim, temos que a fun¢ao h é sobrejetiva. Dessa forma,

concluimos que a funcao h é uma bijecao, e isso implica que K x L = U K, isto é,

leL
U U#

leL leL

|K x L| = =k ® A = méaximo(k, \). Note que, de forma

U] = U

leL keK

, de modo que

analoga, temos que K X L ~ U Ly, e isso implica que =
keK

= méximo(k, \), como queriamos demonstrar.
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6 HISTORIAS PARA CONTAR

Tendo trabalhado formalmente nos capitulos anteriores os conceitos de finitude e
infinitude de conjuntos, assim como muitas propriedades acerca desses conceitos, apre-
sentaremos neste capitulo histérias que podem ser trabalhadas no ensino basico, algumas
delas de autoria ja conhecida, e outras de autoria propria, como veremos abaixo.

Elas tém como objetivo apresentar, de maneira informal e agradavel, os resultados
obtidos neste trabalho e, como isso, facilitar a compreensao desses conhecimentos por

alunos do ensino basico.

1. Primeira historia: a histéria a seguir consiste em uma reproducao fiel da encontrada
no texto de (CHALON; WEISS, 2017, p. 76). O pré-requisito para entender os
conceitos matematicos que esta historia pretende trabalhar é o dominio da contagem
e, por isso, ela pode ser apresentada para alunos a partir do 6° ano do ensino

fundamental.

Ezistia na Hungria uma vial [sic.] onde, incrivelmente, os seus habitantes nao
sabiam contar. Isso foi hda muito tempo, muito tempo, muito tempo atrds. Ora,
o chefe da vila era escolhido, por uma ano, como a pessoa que tinha mais ovelhas

na cidade. Como esse chefe era escolhido, se as pessoas nao sabiam contar?

Para resolver a questao apresentada, o aluno devera, de maneira informal, construir
uma fungdo entre dois conjuntos (das ovelhas de dois pretendentes ao cargo de
chefe da vila). Se a fungao criada pelo aluno for injetiva, o conjunto dominio tera
quantidade de elementos menor ou igual que o contradominio. Se a fungao desejada
for sobrejetiva, o conjunto dominio tera quantidade de eclementos maior ou igual
que o contradominio. E, se a funcao for bijetiva, os dois conjuntos terao a mesma
quantidade de elementos. A partir dai, o mesmo raciocinio devera ser feito com os

outros pretendentes ao cargo de chefe, um a um, até o ultimo pretendente.

Um professor do ensino bésico (6° ano do ensino fundamental a 3* série do ensino
médio), ao trabalhar essa histéria com seus alunos em sala de aula, estard, de ma-
neira informal, construindo conhecimentos sobre os seguintes temas ja desenvolvidos

formalmente neste trabalho:

e Teorema 5.6: Dois nimeros cardinais sao sempre comparaveis;

e Proposicao 5.6 : Dados dois conjuntos X e Y temos que |Y| < | X]| se, e somente

se, existe uma funcao sobrejetiva de X em Y

e Teorema 3.2: Nenhum conjunto finito é equinumeravel a um subconjunto

proprio de si mesmo;
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e Proposicao 4.25: Para quaisquer niimeros cardinais K, A e u. Se k < Ae X < p,

entao kK < p.

2. Segunda historia: a historia a seguir consiste em uma reprodugao fiel da encontrada
no texto de (CHALON; WEISS, 2017, p. 77). Esta histéria pode ser aplicada
para alunos a partir do 6° ano do ensino fundamental, pois exige como pré-requisito

entendimento sobre sequéncias numéricas e operagoes basicas.

Num hotel no reino de Vallala, todos seus quarto [sic.] estavam ocupados com
Vikings muito bonzinhos, Viking 1 no quarto 1, Viking 2 no quarto 2, Viking
3 no quarto 3, e, enfim um nimero de Vikings N ocupava cada quarto do hotel
infinito. Ora, chegam o [sic.] hotel um nimero N de Hunos muito bonzinhos,

cada um querendo um quarto. O gerente do hotel mais do que depressa solicita

Viking 1, mude-se para o quarto 2, viking [sic.] 2, mude-se para o quarto
4, Viking 3, ocupoe [sic.] o quato 6 e, enfim, cada Viking n deverd ocupar

0 quarto 2n.
Feito esse realocamento, o gerente do hotel solicita

Huno 1, ocupe o quarto 1, Huno dois, ocupe o quarto 3, Huno 3, ocupe

o quarto 5 e, sucesstvamente, Huno n ocupe o quarto de nimero 2n — 1.

Sua tarefa agora € a de hospedar infinitos Otomanos sem incomodar os demais

héspedes, que solicitam quartos individuais!

Nesta historia, o aluno devera compreender que infinitos e enumeraveis Vikings ocu-
pam todos os quartos em um hotel com infinitos e enumeraveis quartos numerados
sequencialmente com os nimeros naturais 1, 2, 3, etc. O aluno devera compreender
também que o mesmo acontece com dois grupos infinitos e enumeraveis de pessoas,
Vikings e Hunos. Eles ocupam os mesmos infinitos e enumeraveis quartos do hotel,
tendo, dessa forma, a mesma cardinalidade. A partir dai, o aluno devera construir,
de maneira informal, uma funcao bijetiva entre os trés grupos de pessoas que preten-
dem se hospedar no hotel (Vikings, Hunos e Otomanos) e o conjunto dos nimeros
naturais que organiza os quartos do hotel, e perceber, ao conseguir construir tal
funcao, que os trés grupos juntos possuem a mesma cardinalidade que somente um

dos grupos ou dois dos grupos juntos.

Um professor do ensino bdsico (6° ano do ensino fundamental a 3* série do ensino
médio), ao trabalhar essa histéria com seus alunos em sala de aula, estard, de ma-
neira informal, construindo conhecimentos sobre os seguintes temas ja desenvolvidos

formalmente neste trabalho:

e Definicao 3.3: Um conjunto A sera dito enumeravel quando for finito ou quando

for equinumerével ao conjunto dos nimeros naturais, N.
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e Lema 4.1: Sejam X e Y conjuntos infinitos enumeraveis. Entao, | X UY| = Ny;
n
e Teorema 4.3: Sejam X, X1,...,X, conjuntos infinitos enumeraveis e U Xk,
k=0

n
a uniao finita de conjuntos infinitos enumeraveis. Entao, U X € infinito
k=0

enumeravel, isto é, U X.~Ne U X = No.
k=0 k=0
3. Terceira histéria: Esta histéria foi eleborada pelo autor deste trabalho. Ela pode
ser aplicada para alunos do ensino basico a partir do 6° ano do ensino fundamental,

pois exige dominio das operagoes matematicas bésicas.

A bela e doce pricesa Vikn e o corajoso e astuto cavaleiro Oton, ambos do reino de
Vallala, por estarem apaixonados, foram ao encontro do grande chefe do reino,
Otao, pedir autorizacao para que se casassem e que pudessem viver juntos e
felizes para sempre. Como Oton era o melhor cavaleiro do reino e uma peca
fundamental, Otao permitiu o casamento do casal apaixonado, mas impos um
desafio. Vikn e Oton deveriam colocar-se um de frente para o outro na sala do
trono do reino a distancia de dez metros e, a cada badalada do relégio ancestral,
deveriam se aproximar um do outro, andando metade da distancia a que se
encontravam. Assim, apds a primeira badalada, o jovem casal se aproximou;
apos a segunda badalada, se aproximaram mais um pouco e, a cada badalada
do reldgio, mais perto ficavam um do outro. Apds o sol nascer por uma semana
e o beijo tao desejado nao ter sido dado, perceberam que era impossivel vencer
tal desafio, mas, permaceram ali, naquela sala magica e espléndida, um de frente

para o outro até o fim dos seus tempos.

Com a utilizacao desta historia em sala de aula, o professor poderd levar o aluno a
compreender, de maneira informal, o conceito formal ja apresentado neste trabalho,

de que conjunto infinitos sao equinumeraveis a subconjuntos préprios.

4. Quarta histéria: esta historia foi eclaborada pelo autor deste trabalho. Ela pode
ser trabalhada em todos os niveis do ensino basico, pois o objetivo é apresentar de

forma lidica propriedades de conjuntos infinitos.

A historia foi inspirada no paradoxo de Banach-Tarski, que consiste na possibilidade
de particionar uma esfera de raio r > 0 em finitos pedagos e rearranjar tais pedagos
de forma a construir duas novas esferas idéndicas a esfera inicial. Resultados como
esse sao consequéncias das propriedades de conjuntos infinitos nao-enumeraveis.
Assim, ao trabalhar esta histéria em sala de aula, o professor podera levar o aluno

a conhecer a existéncia desse mundo de paradoxos da matemaética.



120

Banach e Tarski eram os grandes magicos do reino de Vallala e possuiam habi-
lidades incriveis, que fascinavam a todos. Em uma bela tarde de outono, eles
arrumaram cuidadosamente todos os itens que seriam necessarios para a apre-
sentagao que aconteceria na noite que se aproximava. Separaram lencos, varinhas
magicas, cartolas, marretas magicas, esferas, baralhos, espelhos e tantos outros
itens necessarios para o espetaculo. Arrumaram dentro do bai que ganharam
do rei, como presente em uma das apresentagoes que impressionaram Vossa Ma-
jestade, adentraram na carruagem movida a infinitos cavalos reais e foram em
direcao ao palacio. Ao chegarem, foram recebidos pela rainha Vikntéria, acompa-
nhada de toda a familia real, pois era uma noite especial, aniversario do principe
cacula do reino. Assim que os convidados chegaram e o salao de apresentacoes
estava cheio, Banach e Tarski iniciaram sua apresentagao. Fizeram truques com
lengos, pombas, cartolas e espelhos, até que chegou o grande momento do show
de mégicas: a marreta magica! Nesse momento, a dupla de mégicos solicita a
participacao de um voluntario da plateia para ajudar na realizacao da magica e
também para conferir que nao ha truques ou trapacas e Hunim foi o escolhido.
Banach entrega a marreta mégica nas maos Hunim, poe uma esfera sélida sobre
a mesa e o orienta: “Vamos contar até trés e dizer as palavras para que a magica
aconteca e, assim que terminarmos de declarar as palavras magicas, vocé deve
quebrar a esfera com exatamente trés marretadas”. E assim aconteceu. Banach,
Tarski, Hunim e toda a platéia contaram até trés e Hunim deu as trés marr-
retadas na esfera sélida enquanto Banach e Tarski falavam as palavras magicas
a cada golpe dado. Um siléncio tomou conta do salao. Sob os olhares atentos
de Hunim, os magicos recolheram todos os cacos que estavam sobre a mesa e
comecaram a rearruma-los, como se fosse um enorme quebra-cabeca. Pedacos
para la, pedacos para ca, gira isso, gira aquilo, encaixa esse, desencaixa e reen-
caixa aquele, troca essa e aquela peca de lugar. Entao, de repente a dupla parou
e Hunim nao acreditava no que acontecera diante de seus olhos sem que tivesse
havido qualquer tipo de trapacga. Duas esferas idénticas a primeira estavam so-
bre a mesa, o que deixou a plateia perplexa. Hunim pegou as esferas sobre a
mesa, meio incrédulo ainda, mas constatando que realmente estavam ali, diante
de seus olhos, e as entregou, uma para cada magico, que levantaram as maos que
seguravam as esferas para que todos da plateia constatassem que agora sao duas
e realmente sao duas. Hunim se dirigiu ao seu assento sob aplausos e feliz por

ter participado daquele inesquecivel show protagonizado pela dupla de magicos

Banach e Tarski.
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CONCLUSAO

Este trabalho investigou de maneira formal algumas defini¢oes e propriedades im-
portantes acerca de conjuntos finitos e infinitos e suas cardinalidades. Os resultados
obtidos com a pesquisa realizada foram fundamentais para a elaboracao de histérias, que
tém como objetivo explicar tais resultados de forma lidica e prazerosa para estudantes
do ensino basico.

Sao muitas as possibilidades para o ensino deste tema e seus paradoxos, e é certo
que a abordagem por meio de histérias tem grande potencial para atingir esse objetivo.
Assim, este trabalho, por nao ser um fim em si mesmo, pretende contribuir como fonte
bibliogréfica e inspiracao para outras pessoas, professores ou nao, na elaboracao de mais

histdrias.
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