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RESUMO

Muitas sdo as dificuldades relatadas por professores e alunos durante o processo de Ensino-
Aprendizagem de Matematica, particularmente do conteido de Probabilidade. Esta dissertacédo
tem como objetivo analisar como uma sequéncia didatica, desenvolvida por meio da Estratégia
de Ensino-Aprendizagem TBL (Aprendizagem em Equipes) pode contribuir para melhorar o
Ensino e consequentemente a Aprendizagem dos alunos. Inicialmente, a sequéncia foi
planejada para ser desenvolvida de forma remota (on-line), devido a pandemia imposta pelo
Coronavirus. Entretanto, em agosto de 2021, os alunos retornaram parcialmente para a escola,
em grupos menores. Cada grupo de alunos ia a escola semana sim, semana nao, e o0 retorno
quase total dos alunos, aconteceu em setembro de 2021. Dessa forma, mudamos todo nosso
planejamento e aplicamos 0s questionarios e a sequéncia didatica na forma presencial. Para o
desenvolvimento do trabalho e da sequéncia didatica, aplicamos um questionario de sondagem
inicial, construimos e desenvolvemos dois percursos metodoldgicos e aplicamos um
questionario final. O percurso metodoldgico 1, envolvia os conceitos de Espaco Amostral,
Evento e Experimento Aleatdrio, a definicdo classica de Probabilidade e a Probabilidade da
unido de dois ou mais eventos. O percurso metodolégico 2, era referente a Probabilidade de
Eventos Independentes e Probabilidade Condicional. Esses percursos metodolégicos foram
desenvolvidos pautados na Estratégia de Ensino-Aprendizagem TBL, em uma turma de 43
alunos da 22 série do Ensino Médio de uma escola da rede particular de Belo Horizonte. Os
dados coletados durante as aplicagdes foram registrados e analisados por meio de uma
abordagem qualitativa, de cunho interpretativo, sendo analisadas as respostas discursivas dos
alunos, de forma que essas pudessem nos trazer informagOes importantes acerca dos seus
aprendizados em relacdo ao conteudo de Probabilidade. Essas respostas mostraram, por
exemplo, que eles compreenderam a definicdo classica de Probabilidade, mas também
evidenciaram que apresentam lacunas relacionadas a contetidos do ensino fundamental e da 12
série do ensino médio. Cabe aqui ressaltar que estdvamos voltando de um periodo de pandemia,
0 que pode ter agravado essa percepcao de possiveis lacunas e nos conhecimentos relacionados
a conteudos de anos anteriores. Com o desenvolvimento da sequéncia, participacdo e respostas
dos alunos, percebemos que o professor, como mediador/tutor, tem um papel importante na
construcdo do conhecimento matematico do aluno, e deve sempre acompanhar o sinal dos
tempos, propondo estratégias de ensino-aprendizagem de forma a promover a construcdo do
conhecimento matematico dos alunos, colocando-0s como protagonistas desse processo,
tornando a Matematica interessante e significativa para eles.

Palavras-chave: Ensino-Aprendizagem. Ensino Médio. Metodologia Ativa. Probabilidade.
TBL.



ABSTRACT

Several are the difficulties reported by teachers and students throughout the teaching-and-
learning process in mathematics, particularly in what regards the content of Probability. The
present dissertation has as its objective to analyze how a didactic sequence, developed through
the use of Team-based learning (TBL) strategy may contribute to enhance not only teaching,
but also student learning outcomes. The sequence in question, had initially been planned to be
developed in remote (online) environment due to the COVID-19 pandemic. Nevertheless, in
August 2021, students were allowed to partially return to school in smaller groups. Each of
these groups would attend school, in person, every two weeks. After that, the nearly total return
of students finally took place in September 2021. Hence, it was decided to adapt and change
our initial planning and apply both the guestionnaires and the didactic sequence in presential
manner. In order to develop the project and the didactic sequence, an initial diagnostic
questionnaire was applied, two different methodological paths were built and developed and
students were subjected to a final questionnaire. The methodological path 1, involved the
concepts of Sample Space, Event and Randomized Experimentation, the classic definition of
Probability and the Probability of the union of two or more events. The methodological path 2,
referred to the Probability of Independent Events and Conditional Probability. Both
methodological paths were developed, based on TBL Teaching-and-Learning Strategy, in a
class of 43 students of the 11" grade of high school, from a private school in Belo Horizonte.
The data collected along the applications was registered and analyzed through a qualitative
approach of interpretative base, being open-ended answers of students analyzed in a way that
these would reveal relevant information regarding the students’ learning in what regards the
content of Probability. These answers showed, for instance, that students apprehended the
classic definition of Probability, but they also highlighted that the same students presented gaps
related to contents from junior high school and from the 10" grade. It is important to emphasize
that we were returning from an extended period of pandemic, what might have worsened this
perception of possible learning gaps and in knowledge regarding the content of previous years.
With the development of the didactic sequence, the participation and the answers from students,
it was possible to notice that the teacher, as a mediator/tutor, has an important role in the
construction of the students’ mathematical knowledge and that the teacher should always follow
the signs of time, proposing different teaching-learning strategies in order foster the
construction of learners’ mathematical knowledge, placing them as protagonists in the process,
making mathematics interesting and meaningful for them.

Keywords: Learning and teaching. High School. Active-learning methodologies. Probability.
TBL.
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1 INTRODUCAO

Comecei minha carreira profissional como professor, em abril de 1999, em uma escola
estadual no municipio de Contagem, regido metropolitana de Belo Horizonte. Nessa época,
trabalhava em uma inddstria como técnico em eletrotécnica durante o dia e lecionava
matematica a noite para alunos do Ensino Médio.

Em setembro de 2002, ap6s minha aprovacdo em um concurso publico para professor,
em escolas estaduais de Minas Gerais, decidi desligar-me completamente da indudstria e passei
a dedicar-me exclusivamente a Educacéo. Em fevereiro de 2003, fui contratado por uma escola
particular em Belo Horizonte para o turno vespertino e assumi meu cargo no estado como
professor efetivo para lecionar no turno matutino. Também em 2003, iniciei e conclui um Curso
de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica, no Centro Universitario de Belo Horizonte —
UNIBH, com o intuito de me atualizar e contribuir para uma melhor formacéo dos alunos.

Trabalhei até o ano de 2007 como professor na rede estadual de educacdo. Nesses oito
anos como professor, conversando com professores da area de Matematica, tanto nas escolas
em que trabalhei, quanto em outras escolas estaduais, pude perceber que o contetudo de
Probabilidade, desenvolvido na 22 série do Ensino Médio, geralmente é trabalhado na Gltima
etapa do ano letivo e normalmente é a Gltima matéria a ser ensinada no ano letivo considerado.
Atualmente, percebo uma mudanca de paradigma nesse sentido, ou seja, 0s professores tém
dado uma importancia maior a Probabilidade.

Em fevereiro de 2011, fui admitido em uma outra escola particular de Belo Horizonte,
a qual também deixava a Probabilidade para a ultima etapa do ano letivo. Apos 06 (seis) anos
nessa escola, sugeri, em 2016, uma mudanca no planejamento da 22 série do Ensino Médio,
série na qual trabalhava. Dessa forma, em 2017, o contetdo de Probabilidade foi desenvolvido
na primeira etapa do ano letivo. Com essa proposta, foi possivel trabalhar e explorar muito mais
sobre Probabilidade, discutir situagdes-problemas interessantes, bem como discutir sobre a
aplicacdo da Probabilidade em diversos tipos de jogos. Foi uma experiéncia muito rica e tem
sido até hoje.

Percebendo as grandes transformacdes que a educagdo vem passando nos Ultimos anos,
e sempre incomodado com as dificuldades dos professores durante o processo de ensino e dos

alunos durante o decorrer do processo de aprendizagem, em 2019 iniciei 0 curso de Pos-
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Graduagdo no Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT), na instituicdo associada Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de Minas
Gerais (CEFET-MG), em busca de um aprimoramento pessoal, mas também com intuito de
favorecer o processo de ensino-aprendizagem e minimizar tais dificuldades.

O curso de mestrado iniciou com uma turma de 20 alunos e apds o 1° ano de curso, ao
iniciar mais duas disciplinas, em fevereiro de 2020, fomos surpreendidos por um virus, vindo
da China, e que afetou todo o Mundo, virus esse, denominado SARS-CoV-2, causador da
doenca Covid-19 ou Coronavirus. Essa grave doenca, que se transformou em uma pandemia,
se espalhou rapidamente pelo Brasil causando, em marco de 2020, o fechamento de vérios
seguimentos, como: comércio, industrias, escolas, shows, teatros, igrejas, entre outros..

Assim, as aulas do mestrado e as das demais instituicGes, em todos os niveis de ensino,
foram suspensas em meados de marco de 2020 e tivemos que ficar aguardando decisdes
politicas sanitarias regionais e nacionais para o retorno.

Em agosto de 2020, retomamos nosso curso de mestrado com apenas uma disciplina,
ofertada no formato remoto (on-line), a qual finalizamos em dezembro desse mesmo ano. Em
2021, seguimos no formato remoto e fizemos mais 04 (quatro) disciplinas. Foi uma mudanca
muito significativa tanto para nos discentes, quanto para o corpo docente do CEFET-MG.
Momentos de muitas mudancas, aprendizados e crescimento tanto profissional quanto pessoal.

Como mencionado, todas as escolas fecharam suas portas em margo de 2020, por tempo
indeterminado, e professores de diversos segmentos de ensino (desde o ensino infantil até o
ensino superior) tiveram que se adaptar a uma forma diferente de ensinar, aprender e avaliar.
Por meio de plataformas virtuais, lecionaram, tiraram duvidas dos alunos, postaram tarefas e
desenvolveram diversas outras atividades, se reinventando a cada dia, “trocando o pneu do carro
andando”.

A educacdo mundial e, consequentemente, a brasileira, vem passando por grandes
transformacdes nesses 10 anos mais recentes, em relacao a presenca e implementacgéo de novas
tecnologias nas escolas, assim como novas metodologias e estratégias de ensino. Percebemos,
entdo, que essa pandemia apenas acelerou um processo que ja vinha sendo construido pelas
diversas institui¢cbes educacionais (educacgdo infantil, fundamental, médio, técnico e superior).
Dessa forma, percebe-se que as tecnologias séo, e continuardo sendo, ferramentas de suma
importancia para a educacdo e para 0 mundo do trabalho. Com isso, como professores,
precisamos estar preparados, bem como precisamos preparar nosso aluno para o atual cenario,

uma vez que a tecnologia veio para ficar.
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Juntamente com as novas tecnologias, diversas metodologias e estratégias de ensino-
aprendizagem vém ganhando mais envolvimento por parte de educadores, de forma a
possibilitar uma aprendizagem com mais significado para os educandos, sendo algumas delas
denominadas Metodologias Ativas.

Trabalhar com Metodologias Ativas requer uma formacdo continua por parte dos
profissionais da educacgdo, e e possivel notar um crescente envolvimento desses para se
adequarem a nova realidade e demandas da educacdo escolar. E preciso também, que o
professor escolha algumas metodologias e se aprofunde nelas, optando por aquela que julgar
mais adequado no contexto considerado. Atualmente, muitas s&o as oportunidades e
ferramentas ofertadas; entretanto utilizar varias ferramentas de forma superficial, talvez ndo
seja um bom caminho. Nesse momento de pandemia, varios cursos on-line tém surgido, dando
ao professor a oportunidade de aperfeicoamento, e é necessario que o professor fique
“antenado” a esse novo Cenario.

O principal objetivo das Metodologias Ativas é incentivar os alunos a aprender de forma
autbnoma e participativa, por meio de situacdes-problemas ficticias ou reais. A proposta é que
o aluno esteja no centro do processo de aprendizagem, participando ativamente e sendo
responsavel pela construcdo de seu proprio conhecimento.

Conforme relato anterior, nossas experiéncias, enquanto professores de Matematica na
Educacdo Basica, nos mostram varias dificuldades que muitos professores e alunos tém ao lidar
com o objeto do conhecimento “Probabilidade” em situagdes de ensino e aprendizagem. A
Probabilidade desempenha um importante papel na area de Matematica, bem como em diversas
areas do conhecimento, como na Ciéncia, na Tecnologia, na Medicina, dentre outras. Sua
importancia é ressaltada nos documentos oficiais como PCN (Pardmetros Curriculares
Nacionais) e BNCC (Base Nacional Comum Curricular), nos quais é tratada como um dos
temas estruturantes. No caso da Probabilidade, ela estd associada a Estatistica, devido as suas
afinidades, conforme podera ser visto mais adiante.

Sendo um assunto interessante e importante para a formacéo de um cidad&o critico e
ativo no mundo cotidiano, e diante das dificuldades encontradas por professores para
promoverem o ensino, e pelos alunos, para desenvolverem a aprendizagem da Probabilidade,
ficamos instigados a buscar por mais informac6es a respeito do ensino de Probabilidade na
Educacdo Baésica e por estratégias que contribuissem para o processo de ensino-aprendizagem
deste contetdo. Assim, realizamos um mapeamento de dissertacdes produzidas no Profmat

sobre o tema Probabilidade e que tinham alguma relagéo direta ou indireta com Metodologias
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Ativas na Educacédo. Esse mapeamento nos apontou caminhos e mostrou que alguns professores
tém buscado formas de diversificar o ensino, a fim de promover a aprendizagem dos alunos de
uma forma mais ativa. Esse mapeamento foi consolidado em forma de artigo e apresentado no
IX Encontro Mineiro de Educacdo Matematica, com o titulo: Um mapeamento de dissertacdes
do Profmat sobre o ensino de Probabilidade. (PALMEIRA JR, PAGANI, FERREIRA, 2021)

Diante disso, nosso objetivo geral pode ser expresso na seguinte pergunta: “De que
forma uma sequéncia didatica, desenvolvida por meio da Estratégia de Aprendizagem TBL?,
pode contribuir para melhorar o ensino e consequentemente promover a aprendizagem dos
alunos?”

Esta dissertacdo se desenvolve em seis capitulos. Neste presente capitulo,
apresentamos a introducdo, que retrata nossas experiéncias e inquietaces em relacéo ao ensino
e aprendizagem dos conteudos relacionados ao tema Probabilidade, os problemas pandémicos
enfrentados durante nosso curso de metrado e 0s objetivos da nossa pesquisa.

No capitulo 2, descrevemos o referencial tedrico relacionado a Educacéo. Fizemos um
breve historico sobre a educacao brasileira, relatando desde seu desenvolvimento no Brasil em
1549, quais eram seus objetivos iniciais, a sancao da primeira lei em 1827, a implementacao da
Escola Nova em 1920 até o desenvolvimento dos atuais documentos oficiais. Buscamos
também explorar, de uma forma geral, as Metodologias Ativas na educacdo e, de forma
especifica, como a Estratégia de Aprendizagem TBL (Aprendizagem em Equipes?) deve ser
desenvolvida de forma a possibilitar um melhor aprendizado do contetdo de Probabilidade com
foco no aluno, rompendo, dessa forma, com o ensino tradicional.

No capitulo 3, abordamos o conteudo de Probabilidade, com seus conceitos,
defini¢des, proposicdes e demonstracdes, explorando diversos exemplos que podem contribuir
para a sala de aula do professor, bem como variadas estratégias de resolucao desses exemplos,
gue julgamos interessantes para serem trabalhados e discutidos com os alunos em sala de aula.
Nesse capitulo, também consta o link de um programa que possibilita o célculo rapido da
probabilidade do problema dos aniversarios, que sera apresentado no proprio capitulo.

No capitulo 4, apresentamos a metodologia de pesquisa desenvolvida e sua abordagem

e 0s métodos de coleta de dados utilizados na construcdo desta dissertacao.

1 TBL-em inglés, Team Based Learning.

2 A traducdo de TBL (Team Based Learning) para o portugués é ABE (Aprendizagem Baseada em Equipes), porém
utilizamos em toda a dissertagdo a tradugdo “Aprendizagem em Equipes” por entender que a aprendizagem se
desenvolve em equipes e ndo baseada nas equipes.
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Ap0s 0 embasamento tedrico dos temas relatados nos capitulos 2, 3 e 4, construimos
nossa sequéncia didatica para o desenvolvimento do trabalho. Assim, no capitulo 5
apresentamos nossa sequéncia didatica, juntamente com o levantamento e a analise dos
resultados, com o intuito de responder a nossa pergunta e promover e favorecer o ensino-
aprendizagem desses contetdos para alunos da 22 série do Ensino Médio de uma escola
particular de Belo Horizonte. Utilizamos Metodologias Ativas, por meio da Estratégia de
Aprendizagem TBL, também conhecida como Aprendizagem em Equipes.

Para finalizar, no capitulo 6, apresentamos nossas consideracoes finais sobre o trabalho
desenvolvido, o que poderia ser modificado na Estratégia de Aprendizagem TBL de forma a
contribuir ainda mais para o aprendizado de nossos alunos e quais sd0 nossas expectativas

futuras em relacéo ao ensino e a aprendizagem da Probabilidade.
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2 EDUCACAO, METODOLOGIAS ATIVAS E ESTRATEGIAS DE
ENSINO-APRENDIZAGEM

2.1 Um Breve Histdrico sobre a Educacdo Brasileira

A educacdo brasileira, segundo Azevedo (2018), Souza (2019) e Santos (2019), inicia-
se em 1549, com a chegada dos portugueses ao Brasil, cuja missao era a catequizacao indigena.
Eles tinham como objetivos a conversdao dos indios a fé cristd, especificamente a religido
catdlica. Portugal percebe a necessidade de comunicacdo com os indios e entdo comega um
processo de transformacdo da cultura local: varios habitos vao se modificando, assim como a
crenca, 0s costumes e vestimentas. Também seria necessaria uma forma de comunicagdo mais
eficaz, que se deu por meio da educacdo jesuitica aos indios.

Naquela época, foi necessaria a construcdo de pequenas escolas, improvisadas,
chamadas missdes, que tinham um minimo de infraestrutura para tornar o processo de
alfabetizacdo possivel. Essa construcdo se deu por meio da prdépria comunidade indigena, ja as
escolas para os filhos dos colonos eram mais estruturadas, pois recebiam mais investimentos da
coroa portuguesa. O proprio curriculo escolar era diferenciado, pois os objetivos de formacéo
para os indios eram mais voltados para a religiosidade e o aprendizado da lingua portuguesa,
enquanto para os filhos dos colonos era uma formacdo mais diversificada, tendo em seu
curriculo: Matematica, Gramatica, Artes, Humanidades, Filosofia, entre outros. A educacéo dos
indios era uma tarefa encampada pelo padre José de Anchieta, considerado um dos pedagogos
mais influentes da educacdo jesuitica denominada Companhia de Jesus.

Segundo Azevedo (2018), em 1759, a Companhia de Jesus foi expulsa do Brasil devido
ao tratado de Madrid, assinado por Portugal e Espanha, em 1750. Com isso, surge um modelo
de educacdo voltado para o trabalho, que somente em 1772 ocorre de maneira formal, apds uma
reforma denominada pombalina. Tal reforma coloca o professor como um personagem central
no processo de ensino, fazendo com que as escolas busquem por professores mais
especializados e ndo mais 0s jesuitas.

Como reforca Azevedo (2018), ainda ha muito o que se pesquisar, mas, pelos estudos
feitos até entdo, essa reforma diminuiu a quantidade de pessoas que teriam acesso a formacéo,

devido a escassez de professores qualificados naquela época.
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Em 1808, a coroa portuguesa é expulsa de Portugal, o que faz com que ela injete grandes
investimentos na educacdo brasileira, de maneira que surgem as primeiras escolas de cursos
superiores. Logicamente, tais escolas eram voltadas exclusivamente para filhos dos portugueses
e a aristocracia brasileira.

Ainda conforme relata Azevedo (2018), em 1827 foi sancionada a primeira lei
educacional brasileira, que trazia em seu artigo 1° que “Em todas as cidades, vilas e lugares
mais populosos, haverad as escolas de primeiras letras que forem necessarias”. Escolas de
primeiras letras eram as escolas primarias. Mesmo com algumas reformas, e, apds a
Proclamacgdo da Republica, em 1889, as escolas continuaram melhores para as elites e
esquecidas para a classe mais baixa.

Com a implementacdo da Escola Nova, em 1920, sob influéncia do educador Anisio
Teixeira®, tendo como base as propostas educativas do fildsofo americano John Dewey*, houve
uma tentativa de tornar a educacdo mais inclusiva. Apdés a criacdo do Ministério da Educacéo,
na década de 1930, surgem as escolas técnicas agricolas, comercial e industrial, para atender a
classe mais pobre e principalmente as demandas daquela época. Nesse periodo surgem o SENAI
(Servico Nacional de Aprendizagem Industrial), em 1942, e 0 SENAC (Servico Nacional de
Aprendizagem Comercial), em 1946.

John Dewey, acreditava que o conhecimento é adquirido por meio de consensos,
resultantes de discussdes baseadas em situagOes-problemas que fagam o aluno construir seu
préprio aprendizado, baseado em reflexdes individuais e coletivas. O gque torna a escola, para
esse autor, um local propicio para préaticas conjuntas e de promocéo de situacdes de cooperacéo,

ao invés de lidar com as criangas de forma isolada.

O professor deve apresentar os contetidos escolares na forma de questdes ou
problemas e jamais dar de antemao respostas ou solugdes prontas. Em lugar
de comecar com definicbes ou conceitos ja elaborados, deve usar
procedimentos que fagam o aluno raciocinar e elaborar os proprios conceitos
para depois confrontar com o conhecimento sistematizado. Pode-se afirmar
que as teorias mais modernas da didatica, como o construtivismo e as bases
tedricas dos Parametros Curriculares Nacionais, tém inspiracdo nas ideias do
educador. (RAMALHO apud BRANDAO, 2015, p. 30).

3 Anisio Teixeira, nasceu em 1900, no Rio de Janeiro. Jurista, educador e escritor, foi um dos personagens
principais para a implantacdo da Escola Nova no Brasil nas décadas de 1920 e 1930.

4 John Dewey, nasceu em 1859, em Burlington-USA. Estudou artes e filosofia e é reconhecido como um dos
fundadores da escola filosofica de Pragmatismo. Seus trabalhos estavam alinhados ao movimento da Escola Nova
no Brasil.
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Na década de 1960, em Pernambuco, ja existiam relatos dos ensinamentos de Paulo
Freire®> em comunidades pobres, visando a alfabetizacdo de adultos, utilizando de métodos
préprios, em que a memorizacao seria deixada de lado e atividades voltadas ao pensamento e
construcéo das ideias seriam preponderantes (BRANDAO, 2015).

Em 1961, é promulgada a primeira LDB (Lei de Diretrizes e Bases) da educacao,
seguida por uma nova versao em 1971, que vigorou até a promulgacdo da mais recente, em
1996. A atual LDB (9394/96) foi sancionada em 1996 e explicita que, no Ensino Médio, o aluno
seja capaz de pesquisar, buscar informac6es, analisa-las e seleciona-las, criar, formular, ao
invés da simples memorizag&o.

A partir dos principios definidos na nova LDB, em um trabalho conjunto entre o
Ministério da Educacdo e os professores de todo Pais, foram elaborados os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN), para o Ensino Fundamental, em 1997, e, para o Ensino Médio,
em 1999, definindo assim, referéncias curriculares comuns a todas as regides brasileiras,
apoiados em competéncias bésicas para a formacao de nossos jovens, que buscam orientar 0s
professores e apontam caminhos que abordam novas metodologias. Os PCN (BRASIL,
1997,1999) sdo documentos oficiais que visam orientar o ensino, a fim de garantir a todas as
criancas e adolescentes o direito de usufruir do conjunto de conhecimentos reconhecidos como
necessarios para o exercicio da cidadania.

A ideia de uma organizacdo curricular, com uma base nacional comum, j& estava
inserida nos PCN do Ensino Fundamental e Médio, sendo que, no Ensino Médio, essa
organizacdo divide os conhecimentos em 3 grandes areas, a saber:

e Linguagens, Cddigos e suas Tecnologias;
e Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias;
e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

E importante notar que, nos PCN do Ensino Médio, a Matematica esta junto com a
Ciéncias da Natureza como uma Unica grande area. Porém, com a criacdo da Base Nacional
Curricular Comum (BNCC), na etapa do Ensino Fundamental, essas areas aparecem divididas
em 5 grandes areas, a saber: Linguagens, Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas
e Ensino Religioso, “separando”, assim, a Ciéncias da Natureza da Matematica. J& na parte que
se refere ao Ensino Médio tem-se a seguinte divisdo: Linguagens, Matematica, Ciéncias da

Natureza, Ciéncias Humanas e os Itinerarios Formativos. Percebe-se que a separacdo da

S Paulo Freire, nasceu em 1921, em Recife. Fildsofo, escritor e educador, é considerado um dos pensadores mais
notaveis na histdria da pedagogia mundial.
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Matemaética da area de Ciéncias da Natureza foi necessaria, visto que a Matemética é uma
ferramenta que possibilita ao educando ler, interpretar e transformar a realidade, de modo que
ela possui relacdo direta com a linguagem, as ciéncias humanas e as ciéncias da natureza. Além
disso, ela possui caracteristicas proprias, como uma proposta de trabalho que inclui a educacéo
financeira e o raciocinio logico, podendo também ser trabalhada com a programacdo e a
robdtica. (BRASIL, 2018)

Ao ser oficialmente lancada para o Ensino Fundamental, em dezembro de 2017, e para
0 Ensino Médio, em dezembro de 2018, a BNCC visa definir uma forma progressiva de
aprendizagens essenciais, que os alunos devem desenvolver ao longo da educagdo bésica
(Ensino Fundamental e Ensino Médio), de maneira a assegurar os direitos de aprendizagem e o
desenvolvimento dos alunos.

Buscando um alinhamento comum curricular nacional, a BNCC especifica um minimo
que se espera que as escolas desenvolvam com os alunos em todo o Brasil, em todas as areas
do conhecimento. Dessa forma, ela apresenta dez competéncias gerais, no &mbito pedagdgico,
que dao sustentacdo para assegurar os direitos de aprendizagens e o desenvolvimento dos
alunos, das quais aqui destacamos a 9 e a 10, pois procuram desenvolver habilidades
socioemocionais, habilidades essas que fazem parte do nosso trabalho de pesquisa, uma vez
que nosso trabalho é baseado na Estratégia de Aprendizagem TBL.

Quadro 1 — Um Recorte das Competéncias Gerais da Educacdo Basica

Competéncia Descricao

Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacéo,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos,
9 com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos
sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos

de qualquer natureza.

Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade,
10 resiliéncia e determinagdo, tomando decisdes com base em principios éticos,

democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Fonte: Brasil (2018)

Na BNCC, competéncia é definida como “a mobilizagdo de conhecimentos (conceitos
e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para
resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho”. (BRASIL, 2018, p. 8).
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Ao manifestar preferéncia em trabalhar por competéncias, a BNCC deixa claro o que 0s
alunos devem “saber” (desenvolvendo conhecimentos, habilidades, atitudes ¢ valores) e
também o que devem “saber fazer”, ou seja, utilizar de seus conhecimentos, habilidades,
atitudes e valores, para o pleno exercicio da cidadania, a resolucdo de problemas e a participacédo
no mundo do trabalho.

Ao se comprometer com uma educacéo integral, a BNCC espera que os alunos sejam
capazes de resolver problemas de forma proativa, colaborativa, sabendo lidar com o excesso de
informacdes de forma que as analisem, critiguem e decidam o que é realmente relevante e
importante para sua formagdo enquanto sujeito da aprendizagem. Pode-se observar um pacto
federal para sua implementagéo, que, por meio de sua base curricular, busca minimizar as
diferencas socioecondmicas, por meio de uma educacdo igualitaria, pautada na equidade, no
reconhecimento de que as necessidades dos alunos sao diferentes, na diversidade cultural e
igualdade, dando oportunidade de ingresso e permanéncia na educacao basica (BRASIL, 2018).

Como forma de substituir um curriculo Unico, engessado e muito amplo, por um modelo
diversificado e flexivel, conforme explicitado na BNCC, a Lei n® 13.415/201754 alterou a LDB,
estabelecendo que o curriculo do Ensino Médio sera orientado pela Base Nacional Comum
Curricular, que inclui itinerarios formativos, organizados por meio da oferta de diferentes
arranjos curriculares, conforme a relevancia para o contexto local e a possibilidade dos sistemas
de ensino (BRASIL, 2018).

Dessa forma, é preciso, além de uma base comum curricular, que os professores
busquem por Metodologias de Ensino-Aprendizagem que favorecam esse desenvolvimento.
Pensando nisso, nosso trabalho busca a utilizagdo de uma estratégia de ensino-aprendizagem
que possa, em consonancia com as orientagdes da BNCC, contribuir para o desenvolvimento
do Ensino e promover a Aprendizagem dos alunos, contribuindo assim, para seu

desenvolvimento pessoal e interpessoal, a qual sera explicitada no préximo capitulo.

2.2 Metodologias Ativas na Educacéao

Quando ouvimos a palavra Educacdo, naturalmente, vem a nossa cabeca a ideia de
escola e, consequentemente, muitos pensam em uma sala de aula, com alunos enfileirados, em
que o professor explica sobre um determinado assunto, eles anotam e no final desse processo
ocorre a temerosa avaliagdo. Os conteudos séo transmitidos de maneira Unica, na esperanca de
que todos os alunos absorvam o que esta sendo transmitido, sem levar em consideracao que as

pessoas sao diferentes e que tendem a aprender de maneiras diferentes.
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Esse tipo de escola, que foi fundamental no século XVI1I1 e X1X, na época industrial, se
tornou obsoleta; porém, atualmente, ainda permanece “viva”. Em contraposi¢do a esse tipo de
escola, surgem escolas que sugerem a participacdo efetiva do aluno, valendo-se de estratégias
de ensino-aprendizagem mais atuais.

A Escola Nova, proposta por John Dewey, em 1920, pautada pelo aprender fazendo,
converge com os pensamentos de Paulo Freire, sobre uma educagdo dialdgica e participativa,
que se desenvolve por meio da problematizacdo da realidade. Ambas propostas, estdo
diretamente relacionadas as metodologias ativas, uma vez que nessas metodologias o aluno
passa a ser o sujeito ativo de sua prépria aprendizagem, seja na forma presencial, em casa ou
de maneira hibrida, sempre mediada pelo professor, e orientada pela iniciativa, cooperagdo e de
forma autdbnoma, por meio da experiéncia e do autoconhecimento (BACICH, MORAN, 2018).

Cabe aqui salientar também que os PCN ja faziam alusdo as Metodologias Ativas,
quando cita que

A “pedagogia renovada” ¢ uma concepgao que inclui varias correntes que, de
uma forma ou de outra, estdo ligadas ao movimento da Escola Nova ou Escola
Ativa. Tais correntes, embora admitam divergéncias, assumem um mesmo
principio norteador de valorizagdo do individuo como ser livre, ativo e social.
O centro da atividade escolar ndo é o professor nem os conteddos
disciplinares, mas sim o aluno, como ser ativo e curioso. O mais importante
ndo € o ensino, mas 0 processo de aprendizagem. Em oposi¢do a Escola
Tradicional, a Escola Nova destaca o principio da aprendizagem por
descoberta e estabelece que a atitude de aprendizagem parte do interesse dos
alunos, que, por sua vez, aprendem fundamentalmente pela experiéncia, pelo
gue descobrem por si mesmos. (BRASIL, 1997, p. 28, grifos nossos)
Segundo Wadsworth (1995), para Piaget, “todo conhecimento ¢ uma construgdo
resultante das acdes da crianga” e que essa constru¢do do conhecimento “ocorre quando
acontecem ac0es fisicas ou mentais sobre objetos que, provocando o desequilibrio, resultam em
assimilacdo e acomodacdo dessas acOes e, dessa forma, em construcdo de esquemas ou
conhecimento” (WADSWORTH, 1995, p. 13). Dessa forma, percebemos cada vez mais a
importancia das Metodologias Ativas como um meio de tornar o aluno um sujeito ativo no
processo do ensino-aprendizagem, a fim de potencializar o desenvolvimento do seu
conhecimento.
Bacich e Moran consideram que, atualmente, dois conceitos sdo extremamente
importantes para a aprendizagem: Aprendizagem Ativa e Aprendizagem Hibrida. Conforme
descrevem,

[...] As metodologias ativas ddo énfase ao papel protagonista do aluno, ao seu
envolvimento direto, participativo e reflexivo em todas as etapas do processo,
experimentando, desenhando, criando, com orientacdo do professor; a
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aprendizagem hibrida destaca a flexibilidade, a mistura e compartilhamento
de espacos, tempos, atividades, materiais, técnicas e tecnologias que
compdem esse processo ativo. Hibrido, hoje, tem uma mediacédo tecnoldgica
forte: fisico-digital, movel, ubiquo, realidade fisica e aumentada, que trazem
inimeras possibilidades de combinacdes, arranjos, itinerarios, atividades.
(BACICH & MORAN, 2018, p. 4).

Para Filatro e Cavalcanti, as Metodologias Ativas

sdo estratégias, técnicas, abordagens e perspectivas de aprendizagem
individual e colaborativa que envolvem e engajam 0s estudantes no
desenvolvimento de projetos e/ou atividades praticas. Nos contextos em que
sdo adotadas, 0 aprendiz é visto como um sujeito ativo, que deve participar de
forma intensa de seu processo de aprendizagem (mediado ou ndo por
tecnologias), enquanto reflete sobre aquilo que estd fazendo. (FILATRO &
CAVALCANTI, 2018, p. 29)

Nesse sentido, o professor tem um papel fundamental, pois ele é o autor ou designer de
roteiros de aprendizagens, que contribuem para as diversas possibilidades de implantacdo
dessas metodologias, que podem ser realizadas por projetos, resolucdo de problemas,
investigacdo, sala de aula invertida, gamificagdo, STEAMS®, entre outros (BACICH, MORAN,
2018). Entretanto, o aluno deve ser sempre o protagonista do processo de ensino-aprendizagem.

Uma das formas de se desenvolver as aprendizagens ativas e/ou hibridas é utilizar a
“Sala de Aula Invertida”, do inglés Flipped Classroom, em que o professor sai do papel central
do processo de ensino-aprendizagem e coloca o aluno como protagonista de sua propria
aprendizagem. Nesse sentido, ele deixa de ser um sujeito passivo para dar lugar a um agente
ativo em busca de seu proprio conhecimento, a fim de aumentar sua participacdo e engajamento.
A proposta dessa metodologia é fazer em casa 0 que se fazia na aula e fazer na aula o que se
fazia em casa. Ou seja, em casa 0 aluno busca/pesquisa pelos conhecimentos propostos pelo
professor, que ird propor caminhos, por exemplo, livros, artigos, pesquisas na internet,
videoaulas, entre outros e na aula ele realizara atividades avaliativas ou ndo, podendo ser
individual ou em grupo, experimentacdes, resolucdo de problemas complexos, baseado em tudo
que foi pesquisado/assistido.

Assim, quanto mais o aluno se informar, maior sera a chance de sucesso nas atividades
propostas a posteriori, e, nesse sentido, ele vai ganhando autonomia em seu processo educativo.
Observem a importancia que tem o professor nesse processo, pois ele devera criar caminhos

diversos para contribuir com a aprendizagem dos alunos. Além disso, o professor como

6 STEAM (Science, Technology, Engineering, Arts and Design and Mathematics) refere-se ao desenvolvimento
do curriculo das areas de ciéncias, tecnologia, engenharia, artes, design e matematica por meio de projetos e
praticas interdisciplinares de maneira que o aluno coloque a mao na massa.
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mediador também é o responsével pela formalizacdo dos conteddos ao final do processo,
evitando, assim, compreensdes que possivelmente possam estar equivocadas e introduzindo
simbolos inerentes a escrita propria do objeto de conhecimento estudado. Nesse sentido, o
planejamento se torna fundamental para alinhar todo o trabalho a ser desenvolvido, ndo se
esquecendo sempre do processo avaliativo processual, dando feedbacks constantes aos alunos
e retomando o que perceber que ainda ndo foi consolidado. Na figura a seguir, tem-se a

ilustracéo do processo de aplicacdo da sala de aula invertida.

Figura 1: Sala de aula invertida

SALA DE AULA INVERTIDA

Antes daaula | Durante aaula | Depois da aula

Prepara Compartilha | Esclarece | Awvalia e decide
contetdo com os alunos - duvidas . por nove tapica
—_— — I N —_—
8 ,}; < ! * . L il
S
I | / 48 Realizam |
Professor " atividades *

8 8 2 praticas |
Todos |
"B88 L
|
Alunos I I
Acessam Revisam
conteado contelido

Recordar = Compreender = Aplicar
I Recordar — Compreender Aplicar — Analisar — Avaliar — Criar Analisar = Avaliar = Criar

Habilidades Cognitivas
| Motivagio — Autonomia — Perseveranca — Autocontrole — Resiliéncia — Colaboragio — Comunicagdio — Criatividade (...} §
Habilidades Socicemocionais

Fonte: https://nte.ufsm.br/images/PDF_Capacitacao/2016/RECURSO_EDUCACIONAL/Ebook FC.pdf Acesso
em: 18 nov. 2021.

]

Dessa forma, é fundamental que as escolas possibilitem formas de aperfeicoamento dos
professores, oferecam recursos tecnolégicos para sua formagdo, bem como para o
desenvolvimento das atividades, lembrando que ha possibilidades de trabalhos sem a
tecnologia. Porém, como os alunos atuais estdo inseridos em um mundo tecnoldgico e dindmico,
envolvé-los nesse mundo pode contribuir bastante para o desenvolvimento de suas
aprendizagens e de novos conhecimentos no mundo digital.

Uma forma de aplicar as Metodologias Ativas em nosso trabalho foi utilizar a Estratégia
de Aprendizagem TBL, para promover o Ensino-Aprendizagem de Probabilidade. A seguir

explicaremos com mais detalhes sobre essa estratégia.
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2.2.1 A Estratégia Metodologica TBL (Aprendizagem em Equipes)

A TBL (Aprendizagem em Equipes) € uma estratégia metodologica de ensino-
aprendizagem que procura promover a aprendizagem dos alunos por meio da colaboragéo,
participacdo efetiva, comunicagéo, autoaprendizagem e resolugéo de problemas complexos do
assunto a ser estudado.

Essa estratégia foi desenvolvida nos anos de 1970 para cursos de Administracdo, por
Larry Michaelsen’, para se trabalhar com turmas com muitos alunos, em torno de cem, mas que
também pode ser aplicada em turmas menores.

A TBL passou a ser mundialmente difundida nos anos 2000, quando o governo norte-
americano passou a financiar professores da area da saude e os incentivavam na busca de novas
Metodologias de Ensino-Aprendizagem, fazendo com que a TBL se tornasse uma das principais
estratégias. (KRUG et al., 2016)

A busca por essas novas estratégias de ensino-aprendizagem se da quando
pesquisadores/professores percebem que a sociedade passou a ter facil acesso a informacao.
Antigamente, como ndo havia muitas formas de informacdo, os professores levavam essas
informagdes para as salas de aula, transmitiam-nas aos alunos, e esses tinham que compreender
0 que era ensinado.

Atualmente, se desejamos adquirir conhecimentos sobre um determinado assunto é
muito facil o acesso a pesquisa sobre qualquer tema, tanto em nossa lingua materna quanto em
outras. Dessa forma, tendo interesse sobre um certo assunto, podemos acessar informagdes de
varias partes do mundo. Conforme Bacich e Moran, estudos mostram que quando o professor
fala menos, orienta mais, e o aluno participa de forma ativa, a aprendizagem € mais
significativa. (BACICH, MORAN, 2018)

A TBL pode ser trabalhada em conjunto com outras estratégias metodoldgicas, como a
Aprendizagem Baseada em Problemas, Aprendizagem Baseada em Projetos, Estudo de Casos,
entre outras, potencializando ainda mais sua capacidade de desenvolver a aprendizagem dos
alunos. A TBL incentiva a aprendizagem por estudos autbnomos, em grupos, gerando
discuss@es sobre problemas complexos. Trabalhar com resolugédo de problemas faz com que os

alunos descubram, reflitam, experimentem, discutam e dessa forma construam seu aprendizado

" Larry Michaelsen é professor emérito de administragdo da Universidade de Oklahoma. Ele também é professor
emérito da University of Central Missouri, estudioso da Carnegie, estudioso sénior da Fulbright e ex-editor do
Journal of Management Education.
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com significado, de forma autbnoma e ao mesmo tempo colaborativa. O processo de resolugéo
de problemas é

[..] uma parte integrante do processo da aprendizagem Matematica; isso
significa que os alunos aprendem Matematica enquanto estdo resolvendo
problemas e adquirem maior confianga para usar a Matematica de forma
condizente com sua realidade (COSTA, MARTINS & PAGANI, 2021, p.51)

Uma sessdo de TBL inicia-se com a divisdo da turma em grupos de 5 a 7 alunos. Tal
divisdo deve ser feita pelo professor a fim de diversificar a formacao do grupo, evitando grupos
que possuam alunos somente com facilidade ou dificuldade em relagdo a uma determinada
matéria e que possuam lagos de amizades muito intensos, o que ndo seria benéfico para o grupo.
Dessa forma, o professor deve mesclar os participantes do grupo de forma diversificada.

Apds a divisdo dos grupos, o professor deve disponibilizar com antecedéncia, o(s)
material(is) que sera(ao) utilizado(s) na sessdo da TBL, como por exemplo, livros, artigos,
dissertacOes, videoaulas, sites, entre outros, a fim de que os alunos, em seu tempo, fagam
leituras, assistam a videos, facam resumos e anotacfes sobre o tema em questdo, a fim de se
preparem para os testes, denominados testes de garantia de preparo. Essa preparacao desenvolve
no aluno habilidades como responsabilidade e autoaprendizagem, uma vez que ele precisa se
preparar individualmente para as avaliac@es, individual e em equipes, que serdo aplicadas ap6s
seu estudo.

A realizacdo de uma sessao de TBL pode ser sintetizada na imagem a seguir.

Figura 2: Fases da TBL

Fase 1 Fase 2 Fase 3
Preparacao Avaliacdo da compreensdo Aplicacéo dos
(antes da aula) da leitura prévia conceitos do curso
Apelacéo
Estudo individual formulada em Solugéo dos
equipe e por problemas
escrito complexos em
Feedback do equipes
facilitador
Teste em equipes
Teste individual

Fonte: Oliveira (2015, p. 12)

A primeira avaliacdo ¢ denominada Teste de Garantia de Preparo Individual (TGPi),

que serd realizada em sala, individualmente, por todos os alunos, e que nos fornecera dados
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importantes sobre o que cada um deles conseguiu absorver sobre o tema em questdo. Nesse
momento os alunos recebem um gabarito, conforme apresentado a seguir, e devem preenché-lo
conforme as instrucdes nele contidas. A seguir, apresentamos o gabarito de aprendizagem
individual em branco e preenchido e a pontuacgéo obtida por um determinado aluno.

Figura 3: Gabarito de Aprendizagem Individual em branco

Gabarito de Aprendizagem — Avaliacio do preparo prévio individual.

Nome:

Instrugdes: Cada questdo vale cinco pontos e vocé deve assinalar um total de cinco
pontos em cada linha. Se estiver totalmente seguro da resposta, marque 5 pontos
na alternativa escolhida. Se estiver com divida entre duas, trés ou quatro distribua
o0s cinco pontos entre elas. Se vocé estiver totalmente mseguro sobre a resposta
correta, vocé pode assinalar 1 ponto em cada célula.

val — Jo
Altemat}\;a.- A B C D E Alternativa | N°de
Questio correta pontos

1

o8 [~ | Oy |n [ 4= | ko

9

10
Como cada questdo vale 3 pontos e sfo dez questSes, a pontuacio maxima & de
50 pontos. Vocé se classifica em S (suficiente) se tiver 35 pontos ou mais ou em
I (insuficiente) se fizer menos de 35 pontos.

Fonte: Adaptado de Oliveira (2015, p. 13)
Figura 4: Gabarito de Aprendizagem Individual preenchido

Gabarito de Aprendizagem — Avaliagio do preparo prévio individual.
Nome: A X XX x x X 36 Pon'}OS

Instrugdes: Cada questiio vale cinco pontos e vocé deve assinalar um total de cinco
pontos em cada linha. Se estiver totalmente seguro da resposta, marque 5 pontos
na alternativa escolhida. Se estiver com duvida entre duas. trés ou quatro distribua
0s cinco pontos entre elas. Se vocé estiver totalmente inseguro sobre a resposta
correta, vocé pode assinalar 1 ponto em cada célula.

Alternathivaf A B c D E Alternativa | N°de
Questio correta pontos
1 S [ —| =1 =-1T=-=1A S
2 - 1l a & = C el
3 - | -] =14 [ D 4
4 EY o — - = ) =L
5 - |3 |& | — | = D o
s & [ —[ -] -—T=1 A &
7 - | = S | = - c 8
g - [ s [—[—=T1T= B 5
] — | -1 =-1T57= ) S |
10 3 [ -Tal~ B 3

Como cada questio vale 5 pontos e sdo dez questSes, a pontuacio maxima & de
30 pontos. Vocé se classifica em S (suficiente) se tiver 35 pontos ou mais ou em
I (insuficiente) se fizer menos de 35 pontos.

Fonte: Adaptado de Oliveira (2015, p. 14)
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A segunda avaliacdo é denominada Teste de Garantia de Preparo em Equipes (TGPe),
que sera realizada em sala e em equipes, no mesmo dia do TGPi, e que proporcionara uma rica
discussao sobre o gque foi assinalado no TGPi por cada aluno. Essa parte do desenvolvimento
da estratégia € bem mais dindmica, uma vez que cada aluno pode expressar e defender suas
ideias, utilizando seus recursos de comunicagdo e argumentacdo com o0 objetivo de convencer
0 grupo do que o levou a marcar uma determinada opcao de resposta; assim, a maioria decidirg,
de forma democratica, qual sera a resposta final do grupo. Percebe-se que a estratégia dialoga
diretamente com a competéncia geral da educacao basica 9, proposta pela BNCC, que diz que,
os alunos devem “exercitar a empatia, o dialogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacéo,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com acolhimento
e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades,
culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza” (BRASIL, 2018, p. 10).

Para registrar as respostas da avaliagdo em equipes, os alunos recebem um gabarito
especial do tipo raspadinha, em que devem raspar a resposta que eles consideram correta. Esse
gabarito ja sinaliza para o aluno se sua resposta esta correta; caso ndo, ele pode raspar outra
resposta. A seguir apresentamos 0 modelo do gabarito.

Figura 5: Gabarito de Retroalimentagdo Imediata - GRI
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Fonte: Oliveira (2015, p. 15)

No gabarito anterior, é possivel ver quais seriam as respostas corretas. Supondo que
apos as discussdes os alunos raspem uma opgao incorreta, eles podem raspar uma outra resposta
novamente, apds nova discussdo, e caso ainda esteja incorreta, apos nova discussao podem
raspar outra alternativa e assim, sucessivamente. Se na primeira tentativa eles marcarem a opcao

correta, eles conseguem 5 pontos, caso precisem de duas tentativas, marcam 3 pontos, se
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precisarem de trés tentativas, marcam apenas 1 ponto, necessitando de mais de trés tentativas,

ndo marcam ponto. A seguir apresentamos um gabarito de retroalimentacdo raspado.

Figura 6: Gabarito de Retroalimentacdo Imediata raspado - GRIr
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Fonte: Oliveira (2015, p. 18)

Se, durante a avaliacdo individual ou nas discussdes em equipes, 0s alunos perceberem
algum erro de gabarito ou algum problema de dupla interpretacdo na prépria questdo, apés o
TPGe eles podem registrar esse problema em um documento disponibilizado pelo professor. O
pedido dos alunos devera ser analisado pelo professor e ele dara seu feedback para os alunos no
mesmo dia. Caso os alunos, ainda assim, ndo concordem com a explicacdo do professor, eles
podem fazer uma apelagdo, por escrito, citando referéncias de leitura ou videoaulas,
argumentando por que a questdo teria algum erro, e encaminhar para o professor por e-mail.
Ele analisara a questdo dando o retorno para os alunos, e, em caso necessario, pode anular a
questdo. Essa analise ndo precisa ser feita no mesmo dia da avaliagdo. E de extrema importancia
o feedback do teste, e, sendo assim, o professor deve oportunizar um momento para discussao
das questdes, bem como uma retomada de conceitos e detalhamento do contetido com os alunos.

A sessdo finaliza com uma avaliagdo em equipes, com a resolugéo de problemas mais
complexos, a fim de perceber se os alunos sdo capazes de resolver tais problemas de forma
cooperativa nas equipes.

Inimeras sdo as vantagens de se trabalhar com a TBL, pois quando ela propde fazer
com que os alunos fagam leituras prévias, pode-se acabar despertando o interesse deles sobre
um determinado assunto, e isso pode fazer com que os alunos busquem por novos

conhecimentos, 0 que pode enriquecer ainda mais as discussdes nos testes em equipes. Ela
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também € capaz de desenvolver habilidades interpessoais e em equipes, como a comunicagao,
cooperacao, 0 respeito a opinido do outro, entre outras. A seguir apresentamos um quadro

comparativo da TBL com as aulas tradicionais.

Quadro 2 — Métodos Tradicionais x TBL

Parametro Métodos Tradicionais TBL
Aluno Sujeito receptor e passivo Sujeito ativo
Professor Transmissor do conhecimento Mediador do conhecimento
Ambiente Competitivo e excludente Cooperativo e includente
) . ] o Alunos organizados em fileiras e
Disposicdo fisica | Alunos organizados em fileiras. _
em equipes.
o 5 Por descobertas individuais e em
_ Pela memorizacéo e reproducéo de ) 5
Aprendizagem | 5 equipes, por construcdo do
informagdes. o
raciocinio.
Al Expositivas, centradas no | Expositivas, dialogadas, centradas
ulas
professor. no aluno.
Metodologia Transmissiva Ativa
Somativa, uniforme, privilegia o | Formativa, processual, privilegia a
Avaliacao produto e a devolugédo do contetido | conscientizacdo do aluno durante o
transmitido pelo professor. processo.
Formacdo de aluno reprodutor de | Formacdo de um aluno criativo,
informacao, néo criativo, | autbnomo, argumentativo, que
Resultado o .
individual, com dificuldade de | sabe trabalhar em grupo e capaz de
trabalhar em grupos. resolver problemas.
Fonte: Elaborado pelo AUTOR (2021)
E possivel perceber a importdncia das Metodologias Ativas na Educacéo,

principalmente na educacgdo do século XXI, em que os alunos estdo super conectados, vivendo
em um mundo dindmico e em constante transformacdo. As Metodologias Ativas vao ao
encontro das propostas pedagdgicas sugeridas nos PCN e na BNCC, quando essas propdem
eixos estruturantes que buscam uma aprendizagem criativa, critica, personalizada,
empreendedora e compartilhada. Na proxima secdo, apresentaremos conceitos e definicGes
acerca do tema Probabilidade, contetdo que é o objeto central de nossa pesquisa e sobre o qual

percebemos certa dificuldade por parte dos alunos, principalmente no Ensino Médio.
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3 PROBABILIDADE

3.1 Um Breve Historico

O inicio do pensamento probabilistico esta associado ndo apenas a diversas formas de
jogos de azar que existiam a cerca de 3000 anos a.c., mas, também ao processamento de dados
estatisticos, que j& eram realizados nos censos na Babildnia, China e Egito, naquela época.

Em Roma, os dados demograficos eram registrados com o objetivo de cobranca de
impostos. Na China, os dados estatisticos vinham da agricultura, para fins comerciais.

Existem provas arqueoldgicas de jogos de azar em varias partes do mundo, utilizando o
astragalo® como pratica de um jogo, denominado jogo do 0sso, registradas a mais de 40000
anos. Com a evolucao desse jogo, surge o jogo de dados, ha cerca de 3000 anos a.c., na india e
Mesopotamia, e depois se difundiu para 0 mundo Grego e Romano.

Com o propésito de tentar quantificar a chance de ganhar ou perder, em jogos de azar,
surge a primeira obra de estudo da teoria da Probabilidade, denominada Liber De Ludo Aleag®
(Sobre os Jogos de Azar), proposta pelo italiano, Girolamo Cardano (1501 — 1576), que em sua
época ndo teve grandes repercussdes, mesmo porque, pensar que as coisas aconteciam por obra
dos deuses era bem mais relevante do que pela matematica. Com isso, sua obra foi publicada
somente em 1663, apds sua morte. Essa obra representa um marco inicial da Teoria das
Probabilidades.

Cardano, era um jogador compulsivo, jogava diariamente, tendo jogado xadrez por mais
de 40 anos, e dados, por mais de 25 anos. Lembrando que, naquela época, esses jogos eram um
meio de diversdo e ao mesmo tempo uma forma de ganhar dinheiro por meio de apostas.
(HAZZAN, 2006)

Galileu Galilei (1564 — 1642) também teve uma contribuicdo importante para o
desenvolvimento da Teoria das Probabilidades. Certa vez, um amigo lhe propds a responder a
seguinte pergunta: ao jogar trés dados cubicos, numerados de 1 a 6, 0 nimero 9 e o0 nimero 10
podem ser obtidos de seis maneiras diferentes. Porém, a experiéncia me mostra que o 10 é

obtido com uma frequéncia maior que 0 9. Por qué? Apos muitos e minuciosos estudos, Galileu

8 O astragalo é um osso do calcanhar de um animal especifico que possui o formato de um tetraedro irregular.
9 “A palavra aleae refere-se a jogos de dados e tem a mesma raiz de aleatorius que significa eventos sujeitos ao
acaso, dependentes de fatores incertos.” (GADELHA, 2004, p. 2)
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mostrou que de 216 casos possiveis, ha 27 possibilidades de a soma ser 10 e 25 possibilidades
de a soma ser 9. Ou seja, 0 que seu amigo descobriu com a pratica, e que deve ter jogado muitas
vezes para percebé-la, ele The mostrou com estudos tedricos. (MORGADO, 2016)

Em 1654, na Franca, um nobre francés, chamado Antoine Gambaud (1610 — 1685),
pergunta a Blaise Pascal (1623 — 1662) como resolver o problema, denominado Problema da
divisdo de apostas. O problema € o seguinte: “Dois jogadores que possuem a mesma experiéncia
em jogos tiveram que interromper um jogo, antes do término, de maneira que cada um ja possuia
uma quantidade de pontos em um certo momento. Sendo assim, como deveriam dividir a
aposta?”

Esse problema sera apresentado no subitem 3.8, com duas possiveis solu¢Bes. A partir
desse problema, Pascal envia sua primeira carta (das sete cartas trocadas por eles, sobre esse e
outros problemas) a Pierre de Fermat (1601 — 1665), dando inicio a base da Moderna Teoria
das Probabilidades. (CALABRIA & CAVALARI, 2013; HAZZAN, 2006).

No século XVII e XVIII, a Moderna Teoria das Probabilidades tomaria uma proporcao
maior, envolvendo a matematica, economia e politica, quando, em 1662, John Graunt (1620 —
1674), Edmund Halley (1656 — 1742), Euler (1710 — 1761), Simpson (1687 — 1768) e Richard
Price (1723 — 1791) utilizam os registros de falecimentos para determinar a taxa de mortalidade
em Londres, as quais seriam utilizadas para o calculo de seguros de vida. (MORGADO, 2016)

Em 1713, foi publicada uma das mais importantes obras sobre a Teoria das
Probabilidades, denominada Ars Conjectandi, de autoria de Jacques Bernoulli (1654 — 1705),
com contribui¢6es muito importantes de Moivre (1667-1759) e Thomas Bayes (1702-1761), na
qual se encontra a Lei dos Grandes Numeros (LGN), hoje chamado Teorema de Bernoulli, que
se enuncia, conforme Junqueira (2014, p. 58), da seguinte maneira: “A frequéncia relativa de
um acontecimento tende a estabilizar-se nas vizinhancas de um valor quando o namero de
experimentos cresce indefinidamente.”

Como aponta Jungueira (2014, p. 58), nos séculos XVIIl e X1X, a célebre escola de San
Petersburgo, com grandes nomes como Markov (1856 — 1922) e Liapounav (1857 — 1918),
sucedeu a escola soviética, cujo grande destaque foi Kolmogorov (1903-1987), que
axiomatizou corretamente a Teoria das Probabilidades, e um dos sucessos da sua abordagem
foi dar uma definicdo rigorosa da expectancia condicional. A seguir, apresentamos como 0s

documentos oficiais sugerem o trabalho com a Probabilidade.
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3.2 Nos documentos Oficiais: PCN e BNCC.

Nos PCN, o objeto matematico Probabilidade, associa-se a Estatistica, formando um
bloco de contetidos denominado Tratamento da Informagéo.

Segundo os PCN, esse bloco de conteudos tem relevancia impar, devido a sua demanda
atual no campo social e a possibilidade de um trabalho interdisciplinar, para além dos muros da
escola, com outras areas do conhecimento, uma vez que a estatistica, pode e deve ser trabalhada
com as ciéncias, a geografia, a historia, entre outras, levando o aluno a observar que muitos
acontecimentos do cotidiano s&o de natureza aleatoria.

Assim, espera-se que as escolas e, consequentemente, seu corpo docente, utilizem o
bloco de conteludos Estatistica e Probabilidade como ferramenta de desenvolvimento de
pesquisas, analise, selecdo e construgdes gréficas, tabelas, discussGes acerca de temas de
interesse dos alunos, conforme demandas de cada regido, a fim de despertar no educando o
interesse por pesquisar e manter-se sempre informado sobre temas relevantes para sua
comunidade.

Dessa maneira, o desafio é fazer com que a Probabilidade contribua de forma
significativa para o desenvolvimento intelectual do aluno, levando-o a pensar de forma légico-
matematica, a desenvolver a capacidade de anélise critica, a fazer inferéncias e a criatividade,
agucando assim, sua intuicao.

Em relacdo a Probabilidade, os PCN, tem como principal finalidade que:

[...] o aluno compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano séo de
natureza aleatdria e que se podem identificar possiveis resultados desses
acontecimentos e até estimar o grau da possibilidade acerca do resultado de
um deles. As nogOes de acaso e incerteza, que se manifestam intuitivamente,
podem ser exploradas na escola, em situacfes em que o aluno realiza
experimentos e observa eventos (em espacos equiprovaveis). (BRASIL, 1997,
p. 52)

E de extrema importancia perceber que esse bloco perpassa todas as séries do Ensino
Fundamental e que as escolas devem ir aprofundando os conceitos e definicbes de seus
contetdos a medida que se avancga nos ciclos dos anos iniciais, em forma de espiral, tentando
sempre relaciona-los de forma interdisciplinar ou transdisciplinar, dando mais sentido aos
conteddos e fazendo com que os alunos percebam-nos como instrumento para o
desenvolvimento de atitudes criticas diante de questdes sociais, politicas, culturais e cientificas
da atualidade.

Fazer com que o aluno pesquise, faca levantamento de dados, selecione-os e, a partir

dai, elabore argumentos plausiveis para comprovar e justificar suas ideias € a esséncia do bloco
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Tratamento da Informacgdo. Perceba que argumentar é diferente de demonstrar, ou seja, a
argumentacdo sugere praticas discursivas logicamente embasadas por meio de pesquisa; ja a
demonstracdo, sugere uma légica formal baseada em definicGes.

Nesse sentido, é de extrema importancia o papel do professor para fazer com que, tanto
0s subtdpicos de Estatisticas quanto os de Probabilidade, sejam trabalhados de forma
interdisciplinar, dando mais sentido aos contetidos para os alunos. Tambem, faz-se necessario
que o professor elabore atividades que proporcionem aos alunos um aprofundamento nos
experimentos e simulagdes, estimando e/ou comprovando as probabilidades desenvolvidas.

Com relagdo a BNCC, ela sozinha ndo conseguird mudar a desigualdade educacional
em nosso pais, até mesmo pelo seu tamanho e sua diversidade cultural. Mas, ela norteara néo
somente o trabalho das escolas, como influenciard na formacéao profissional e continuada dos
professores, bem como direcionara a producdo de materiais didatico-pedagdgicos Brasil afora.
Dai sua grande importancia.

A BNCC propde cinco unidades tematicas para serem trabalhadas no Ensino
Fundamental, sdo elas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade e
Estatistica. Com relacdo a Probabilidade, ela propde um trabalho de maneira a desenvolver
habilidades para coletar, organizar, interpretar e analisar dados que possibilitem a tomada mais
assertiva de decisoes.

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental, a BNCC sugere o desenvolvimento de
habilidades relacionadas a compreensdo de conceitos fundantes no estudo de Probabilidades,
tais como, aleatoriedade, capacidade de identificar eventos certos, impossiveis e possiveis de
acontecer, experimentos aleatorios e espaco amostral. Também, espera-se que, a medida que 0s
anos avancem e o aluno passe pelos niveis educacionais escolares, a diversidade de problemas
crescam, de forma que os alunos vivenciem novas e desafiadoras situacdes-problemas.

Ja nos anos finais do Ensino Fundamental, é necessario ampliar os estudos, conceitos e
definicBes, de maneira que os alunos coloquem a mao na massa e fagam experimentos aleatorios
e simulagdes para interpretar os resultados obtidos, de forma a quebrar alguns paradigmas ou
senso comum. Ha também a possibilidade de se trabalhar a Probabilidade envolvendo a anélise
combinatéria, cujos problemas necessitem apenas da arvore de possibilidades ou do Principio
Fundamental de Contagem (PFC).

A BNCC, estd completamente alinhada com os PCN, de forma que também sugere um
trabalho em que os objetos de conhecimentos e as habilidades sejam retomadas, ampliadas e
aprofundadas. A BNCC do ensino fundamental, sugere, dentro das unidades tematicas para

cada ano, o desenvolvimento de objetos de conhecimento e habilidades, as quais se espera que
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o0 aluno desenvolva, ao longo de seus nove anos de estudo no ensino fundamental. No rodapé
abaixo, segue o link!® que leva aos objetos de conhecimento e habilidades referentes a
Matematica, com o qual é possivel acessar a unidade tematica Probabilidade e Estatistica, ano
a ano.

A unidade temética Probabilidade e Estatistica, permite ao professor o uso de
ferramentas tecnoldgicas como calculadora, planilhas eletronicas, softwares, entre outros, tanto
no Ensino Fundamental quanto no Ensino Medio, possibilitando desenvolver nos alunos um
pensamento computacional, além de prepara-lo para o mercado de trabalho. Algumas dessas
ferramentas possibilitam, além do raciocinio l6gico-matematico e agilidade, uma riqueza
incomensuravel na visualizacdo dos dados coletados.

No Ensino Médio, a BNCC adota um par de medidas para cada unidade tematica, sendo
que para a Probabilidade e Estatistica, tem-se o par denominado certeza e incerteza, que esta
diretamente associado ao estudo de fendmenos aleatérios, de estimativas, de andlises e de
inferéncias estatisticas.

Propor alguns problemas de incerteza e fazer com que os alunos busquem formas de
resolvé-los, expressando e compartilhando ideias e estratégias matematicas € uma forma muito
pertinente para o desenvolvimento estatistico e probabilistico no Ensino Médio.

Conforme explicitado na prépria BNCC, o maior desafio para o professor é proporcionar
aos alunos a visdo de que a Matematica faz parte de nossa cultura e histéria e que ndo é um
conjunto de regras e técnicas a serem memorizadas. Assim, a BNCC estabelece as cinco
competéncias especificas de Matematical! que devem ser desenvolvidas ao longo de todo o
Ensino Médio.

Definidas as competéncias, a BNCC define as habilidades a serem desenvolvidas por

competéncias. Destacaremos aqui as habilidades relacionadas a Probabilidade. Sdo elas:

10 Link: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/#fundamental/matematica-no-ensino-fundamental-anos-
iniciais-unidades-tematicas-objetos-de-conhecimento-e-habilidades. Acesso em: 15 set. 2021.

T As cinco competéncias especificas da Matematica para 0 ensino médio:
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/#medio/a-area-de-matematica-e-suas-tecnologias#competencias-
especificas-de-matematica-e-suas-tecnologias-para-o-ensino-medio. Acesso em: 21 out. 2021.
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Tabela 1 — Habilidades de Probabilidade da BNCC do Ensino Médio.

Resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo da probabilidade de
Competéncia 3 — Habilidade (EM13MAT311) | eventos  aleatdrios, identificando e
descrevendo o espaco amostral e realizando
contagem das possibilidades.

Resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo de probabilidade de
eventos em  experimentos aleatdrios
SUCESSIVOs.

Reconhecer a existéncia de diferentes tipos
de espagos amostrais, discretos ou néo, de
Competéncia 5 — Habilidade (EM13MAT511) | eventos equiprovaveis ou ndo, e investigar
as  implicagbes no  célculo de
probabilidades.

Fonte: Brasil (2018)

Competéncia 3 — Habilidade (EM13MAT312)

Podemos pensar a Probabilidade de forma isolada em muitas situacfes, até porque,
vimos que ela surgiu ha muitos anos, com o intuito de analisar situa¢fes de jogos. Porém, a
relacdo muito préxima da Probabilidade com a Estatistica, com o objetivo de coletar, analisar
e organizar dados para se calcular as chances de acontecimentos de determinados fenbmenos,
faz com que, ndo s antigamente, mas também na atualidade, trabalhe-se a Estatistica com a
Probabilidade. Exatamente por isso, 0s documentos oficiais como os PCN e a BNCC trazem
unidades tematicas com os dois contetdos juntos. Ao longo da histéria, embora com origens
distintas, os conceitos desses dois conteldos acabam se relacionando, dando origem a palavra
Estocastico'?.

A Estatistica juntamente com a Probabilidade, aliadas aos poderosos recursos
computacionais da atualidade, tém extrema importancia mundial, uma vez que elas podem ser
utilizadas como ferramentas nas mais diversas areas, como medicina, economia, psicologia,
geografia, marketing, engenharia, entre outras.

E importante ressaltar também que muitos livros didaticos vinculam a Probabilidade a
Analise Combinatdria, dando mais énfase a problemas que envolvem métodos de contagem e,
as vezes, esquecem da aplicacdo da Probabilidade em situagdes reais, cujos problemas séo
resolvidos por métodos que ndo necessitam da Analise Combinatdria. Em alguns problemas,
nem se calcula a Probabilidade, ou seja, o resultado é deixado em forma de fracdo com as
formulas de combinatdria (arranjo, permutacdo, combinacao, entre outras). N&o que a Analise

Combinatdria ndo seja importante, mas é preciso ficar claro para o aluno que a Probabilidade e

12 Estocastico: processos que dependem da lei do acaso, imprevisivel.



43

a Analise Combinatoria sao independentes, e que devem ser relacionadas, quando adequado, e
distinguidas, quando necessario.

Quando a BNCC determina uma unidade tematica, denominada Probabilidade e
Estatistica, espera-se que esses conteudos sejam trabalhados com aplicacdes em situacoes-
problemas reais, de forma interdisciplinar e transdisciplinar. Aprofundar demais em problemas
de Probabilidade com Anélise Combinatoria pode desmotivar os alunos, devido a complexidade
da Analise Combinatoria. Ou seja, € importantissimo o papel do professor em mostrar para o
aluno que a Probabilidade tem vérias aplicacfes para além da Analise Combinatdria. Sendo
assim, o professor pode trabalhar a Probabilidade com uma compreenséo significativa de seus
conceitos elementares, como uma abordagem frequentista, condicional, de eventos
independentes, geométrica, sobre o teorema de Bayes, de distribuicdo binomial, entre outras.

AMORIM e MOZER (2020), explicitam quatro consequéncias ndo desejadas ao se
priorizar o trabalho da Probabilidade com a analise combinatéria, sdo elas:

1) Desenvolve-se nos alunos (e em parte dos professores) a falsa ideia de
dependéncia e até mesmo de indissociabilidade das areas de Probabilidade e
Analise Combinatéria;

2) Deixa-se de desenvolver nos alunos boa parte do raciocinio probabilistico
elementar que, como veremos a frente, é fundamental ndo s6 para as
aplicagbes modernas da Teoria das Probabilidades em diversas areas do
conhecimento, como para lidar com problemas e informagGes cotidianas
relacionadas a érea;

3) Muitos problemas da area tém solucgdes tanto pelo caminho combinatorio
quanto pelo caminho probabilistico. Solucbes de problemas com uso dos
raciocinios implicitos nas propriedades da probabilidade, nos importantes
teoremas de Bayes e da probabilidade total, no raciocinio condicional, entre
outros, podem ser uma oportunidade para o professor desenvolver esses
topicos de forma simultdnea com a abordagem combinatéria, comparar as
soluc@es e permitir que o aluno possa escolher a estratégia que Ihe parece mais
eficiente. Focar apenas em solugdes combinatérias elimina as oportunidades
didaticas que a abordagem por dois olhares distintos pode trazer.

4) Dadas as dificuldades intrinsecas aos problemas combinat6rios, que tém
elevado grau de variagdo de niveis de dificuldades, o foco do ensino de
Probabilidade em problemas combinatérios pode trazer uma desnecessaria
aversdo ou medo dos alunos as areas de Probabilidade e Estatistica. No caso
dessa Ultima, que guarda ainda menos dependéncia do raciocinio
combinatério, o problema da aversdo ja foi constatado por diversos
educadores estatisticos e relatados em documentos da area. (AMORIM, V.
& MOZER, G., 2020, p. 2)

Entendemos que, a partir do momento que as escolas, juntamente com Sseu corpo
docente, alinhem seus projetos politicos pedagdgicos pautados nos PCN e na BNCC,
poderemos sim, fazer com que os alunos tenham uma educacao voltada para um modelo mais
inovador e que desperte o interesse de seus educandos. A seguir apresentamos 0s conceitos de

determinados termos e a definicao cléassica de Probabilidade.
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3.3 Conceitos e a Definicéo Classica

Primeiramente conceituaremos alguns termos matematicos para, entdo, construirmos a

definicdo Classica da Probabilidade. A Probabilidade surgiu com o intuito de tentar medir a

chance de acontecimentos de um determinado experimento. Um experimento pode ser do tipo:

deterministico: quando realizado diversas vezes, sob mesmas condicdes, produz resultados
previsiveis.

Exemplo: Soltar uma bola de uma altura de 10 metros e marcar o tempo em que ela se
chocard com o chdo. Se repetirmos esse experimento varias vezes, sob as mesmas
condicGes, o tempo de queda serd sempre 0 mesmo.

aleatério: quando realizado diversas vezes, sob mesmas condi¢Ges, produz resultados
imprevisiveis.

Exemplo: Ao se lancar um dado cubico numerado de 1 a 6, sabe-se que saira um nimero de
1 a6, porém, ndo é possivel prever qual o nimero que ficara voltado para cima.

Para o célculo da Probabilidade, o mais interessante é trabalhar com experimentos do

tipo aleatdrio e, para isso, faz-se necessario saber o significado de Espaco Amostral e Evento.

Espaco Amostral: é o conjunto de todos os resultados possiveis em um experimento
aleatorio. E preciso tomar um certo cuidado, pois a realidade pode ser diferente da nossa
intuicdo.

Exemplo: Ao se langar um dado cubico numerado de 1 a 6, o Espaco Amostral sera {1, 2,
3,4,5, 6}. Esse espaco amostral € chamado de equiprovéavel.

Exemplo: Ao se langar dois dados cubicos numerados de 1 a 6, 0 Espaco Amostral sera
{(1,1); (1.2); (1,3); (1,4); (1.5); (1,6); (2,1); (2,2); (2,3); ... (4,6); (5.6); (6,6)}. E importante
observar que sdo 36 possibilidades e que se considerarmos apenas a soma, por exemplo,
soma 2 ou soma 7, é possivel perceber que a soma 7 é mais provavel de sair que a soma 2.
Ou seja, 0 espaco amostral para a soma ndo é equiprovavel.

Espaco Amostral Equiprovavel: Um espago amostral equiprovavel, € um espaco amostral
em que a chance de ocorrer cada evento é igualmente provavel para todos o0s eventos em
questao.

Evento: é um subconjunto do espago amostral, ou seja, € um conjunto formado pelos
possiveis resultados de um experimento aleatério.

Exemplo: Ao se langar um dado cubico numerado de 1 a 6, quais séo as possibilidades de

sair um namero par? Esse evento ¢ igual a {2, 4, 6}.
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Um evento é dito certo, se a chance de ele ocorrer € igual a 100%. Por exemplo, se um
dado cubico tiver todas suas faces numeradas com o algarismo 1, ao lancar esse dado, com
certeza saira o algarismo 1.

Um evento é dito impossivel se a chance de ele ocorrer é igual a 0%. Por exemplo, se
um dado cubico numerado de 1 a 6 for langado e o evento for a chance de sair 0 numero 7, esse
evento € impossivel.

A Probabilidade tem como objetivo principal trabalhar com experimentos aleatorios,
pois é utilizada para medir a chance de ocorrer um evento imprevisivel. Conforme cita
Junqueira (2014), no livro de Kasner e Newman (1976), é necessario também tomar certo
cuidado, pois calcular uma probabilidade é determinar a chance de ela ocorrer e ndo a certeza
de ocorré-la.

[...] E, portanto, uma relacdo de probabilidade, ndo de certeza, que obtemos
da maioria de nossas premissas e conclusdes. Temos certeza de que uma
moeda caird apo6s ser jogada para o ar. [..] Mas a maior parte do que
acreditamos ndo chega a atingir a certeza, embora variem de intensidade de
crenga. Assim, podemos estar quase certos de que uma moeda comum nao
dard “cara” 100 vezes seguidas. [...] Talvez seja possivel explicar esta atitude.
Algumas coisas acontecem no mundo de acordo com as leis naturais, que (a
ndo ser que acreditemos em milagres) operam inexoravelmente. Assim, por
causa da gravitacdo, as moedas caem. [...] Mas sabemos muito pouco a
respeito dos fendmenos que nos cercam. N&o conhecemos as leis que
obedecem, nem, na verdade, se obedecem a alguma lei. Podemos predizer os
movimentos dos planetas a milhdes de milhas no espaco, mas ninguém pode
predizer se caird “cara ou coroa” numa moeda ou a combina¢do de um par de
dados. Acontecimentos desta espécie, e outros sem conta, atribuimos ao acaso.
(KASNER; NEWMAN, 1976, p. 217 apud JUNQUEIRA, 2014, p. 60).

Além dos conceitos de experimento aleatorio, espaco amostral e evento, é bastante
comum trabalhar com as operacfes de eventos, utilizando as ideias de complementar, uni&o,
intersecdo e diferenca, que, provavelmente, ja foram vistas em séries anteriores, quando se
trabalha com a Teoria de Conjuntos. A seguir, definir-se-a Probabilidade classica, frequentista,
condicional, eventos independentes, bem como algumas aplicagdes em situaces-problemas e
as operacdes de eventos, utilizando as ideias da Teoria de Conjuntos.

A primeira defini¢do formal sobre Probabilidade em um espagco amostral equiprovavel,
aparece na obra Liber de Ludo Aleae de Jer6bnimo Cardano (1501-1576), que define
Probabilidade como sendo a razdo entre o nimero de “casos favoraveis” sobre o nimero de
“casos possiveis”. O numero de “casos possiveis”, que é o tamanho do conjunto espaco
amostral, serd sempre representado pela letra S e o numero de “casos favoraveis”, que é o
tamanho do conjunto evento, serd representado por uma letra maiuscula do nosso alfabeto.

Sendo assim, a Probabilidade de ocorréncia de um determinado evento A, sera dada por
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n(4A) numero de casos favoraveis

P(A) = =
(4) n(S) namero de casos possiveis

em que, n(A) é o numero de elementos do evento A e n(S) € o numero de elementos do espaco
amostral.

Seja a razdo entre o nimero de “casos favoraveis” e o nimero de “casos possiveis”, de
maneira que o conjunto seja finito e ndo-vazio, e supondo que 0s eventos sdo igualmente
provaveis, temos como consequéncias imediatas da definigdo, a seguintes propriedades:

i) 0 < P(A) <1, paratodoevento A C S;

i) P(S) =1,

i)  P(@) =0;

iv) SeANnB =0,entdo P(AUB) = P(A) + P(B).

Observagédo: Se A N B = @, dizemos que 0s eventos A e B sdo mutuamente exclusivos.

Demonstracéo:

i) Como n(S) > 0en(A) > 0,comn(S) =n(A),temosque 0 < P(A) = % <1.
i) O nimero de eventos de S é igual a n(S), entdo P(S) = % =

. . _ 5 _n®_ 0 _

iii) O numero de eventos de @ é igual a n(@) = 0, entdo P(@) = il

iv) Se A tem n(A) eventos e B tem n(B) eventos, e como A e B sdo eventos mutuamente

exclusivos, ou seja, ndo possuem eventos em comum, logo, o nimero de eventos de

A UB, dado por n(A U B) sera igual a n(A) + n(B), entdo P(AUB) = ”Efl(zf) =
n(A)+n(B) _ n(4) , n(B) _
5 n® + ") P(A) + P(B).

Proposicdes, como consequéncias da definicdo de Probabilidade:
Proposicio 1: P(A9) =1 — P(4).

Demonstragao:
Sabemos que 1 = P(S) = P(A U A%) = P(A) + P(4°).
Portanto, P(A%) = 1 — P(4).

Proposicao 2: Se A c B, entdo P(A) = P(B) — P(B — A).

Demonstracao:

Como B = AU (B — A) temos P(B) = P(AU (B — A)) = P(A) + P(B — A), e portanto
P(4) = P(B) — P(B — A).
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Coroléario: Se A c B, entdo P(A) < P(B).
Demonstracao:
Como P(A) = P(B) —P(B—A)eP(B—A) = 0resultaque P(A) < P(B).

Proposicéo 3: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Demonstracao:
Temos que P(A) =P(A—B)+P(AnB)(I)eP(B) =P(B—A)+ P(AnB)(l).
Somando (1) e (11), temos
P(A)+P(B)=P(A—B)+P(ANB)+P(B—A)+P(ANB) -
P(A)+P(B)=P(A)+P(B—-—A)+P(ANB) -
P(A)+P(B)=P(AUB)+P(ANB) —
P(AUB) =P(A)+P(B)— P(ANB).
A seguir apresentamos a definicdo frequentista de Probabilidade, bem como alguns

exemplos.

3.4 Definicédo Frequentista

A ideia de se utilizar a frequéncia relativa, que é um objeto de estudo da Estatistica na
Probabilidade, surge, segundo REZENDE (2020), na segunda metade do século XVII, ndo
como definicdo, mas, como um critério empirico para avaliar calculos associados a
Probabilidades relativas a jogos.

Assim, uma forma de calcular a Probabilidade de um evento A cujo espaco amostral €
S, é analisando a frequéncia relativa desse evento em relacdo a n repeticdes do experimento
associado a S.

Dessa maneira, se 0 evento A ocorre n(A) vezes em n repeticbes independentes,
podemos trabalhar com a aproximacéo da razdo n(A) sobre n, para o calculo da probabilidade
de ocorréncia do evento A, que sera a frequéncia relativa de A, ou seja:

n(A)

fa(4) = = P(A).

Suponha um experimento aleatério de espaco amostral S e um evento A c S. Tambeém
suponha que o experimento seja repetido n vezes, sendo n(A) o nimero de vezes em que 0

evento A ocorra. Entdo, a probabilidade do evento A ocorrer sera dada por

),comOSP(A) <1

n(A
P(A) = lim
n—>0oo
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Para compreendermos melhor a aplicacdo da definicdo frequentista, usaremos o

exemplo de Rezende (2020, p. 30), em que uma moeda € lancada diversas vezes e o0s resultados

obtidos nos langamentos, sé@o registrados conforme a seguinte tabela.

Tabela 2 — Resultados obtidos nos lancamentos de uma moeda.

Primeiros n lancamentos 10 100 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000
NUmero de caras 7 54 518 5.063 | 50.215 | 500.602
Numero de coroas 3 46 482 4,937 | 49.785 | 499.398
Proporgéo de caras 0,7 0,54 0,518 | 0,5063 | 0,50215 | 0,500602
Proporc¢éo de coroas 0,3 0,46 0,482 | 0,4937 | 0,49785 | 0,499398

Fonte: Rezende (2020)

Seja A o evento sair cara no lancamento de uma moeda ndo viciada, entdo, P(A4) = >

Considerando os resultados obtidos, temos:

Tabela 3 — Proporcao de caras obtidas em n lancamentos.

n 10 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000
nA) 07 054 | 0518 | 05063 |0,50215 | 0,500602
n
Fonte: Rezende (2020)
Assim, P(4) ~ —“_ ~ 0,500602. No limite, lim % = 05.
. . n—oo

Em resumo, a Probabilidade sob o ponto de vista da definicdo frequentista, é o limite de
uma frequéncia relativa, ou seja, a Probabilidade de ocorréncia de um evento A é o valor para
o qual a frequéncia relativa de A converge. E importante que fique claro para o aluno que,
segundo a LGN (Lei dos Grandes Numeros), no lancamento de uma moeda uma grande
quantidade de vezes, o valor da Probabilidade tende a 0,5, mas ndo significa dizer que sera
exatamente 0,5, como pode ser visto na tabela 2. Porém, quanto maior o valor de n mais esse
valor tende a se estabilizar préximo de 0,5, ou seja, sua Probabilidade aproxima-se de 0,5.

E importante que se perceba em que momento a Probabilidade Classica deve dar lugar
a Probabilidade Frequentista. E que ndo sdo todos os momentos que se deve aplicar a
Probabilidade Frequentista. Dessa forma, é fundamental que o professor saiba claramente as
defini¢Oes dos diversos tipos de Probabilidades.

Apresentaremos agora dois exemplos que ilustram situa¢des nas quais a Probabilidade

Frequentista é mais adequada que a Probabilidade Classica.
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Exemplo 1: Uma loja que vende chocolates depende de, entre outros fatores, saber se uma

pessoa gosta ou ndo de chocolates. Ao analisar o gosto de um cliente, como estimar a

probabilidade de que ele goste de chocolate?

Se analisarmos a situacao sob o ponto de vista da Probabilidade Classica, temos 50% de chance,

Ou seja, pensando nos eventos como equiprovaveis, uma pessoa gosta ou ndo gosta de

chocolates. Sera que isso faz sentido?

O mais sensato a se fazer nesse caso é analisar o perfil das pessoas que passam proximas a loja

e verificar, ndo apenas se a pessoa gosta de chocolate, como também com que frequéncia

costuma comer chocolates e por qual tipo de chocolate ela tem preferéncia, ou seja, uma série

de andlises deve ser feita. Desse modo, a Probabilidade Frequentista é a melhor escolha nessa

situacao.

Exemplo 2: Uma rede de locadora de veiculos possui 200 lojas na grande Sao Paulo, sendo 150

delas na capital. Imagine que um cliente retire um carro em uma dessas 200 lojas e pode

devolvé-lo em qualquer outra loja dessa regido.

a) Qual é a probabilidade de que um carro alugado em uma dessas lojas seja devolvido numa
loja da capital?

Se todas as lojas tiverem probabilidades equiprovaveis de receber o carro, teremos um problema

modelado pela Probabilidade Cléssica, dessa forma, a probabilidade ser& dada por:

P() — n(4) 150 3 .
“n() 200 & O

b) Ha mais de uma abordagem possivel para esse problema?

E muito dificil, em uma situacdo como essa, termos uma probabilidade equiprovavel, ou seja,
é muito mais real que pessoas que alugam carros, entregue-os com mais frequéncia em uma
determinada loja do que outra, o que fara com que algumas lojas necessitem de mais espaco e
um maior nimero de funcionarios para dar conta da demanda de devolugdes da frota. Dessa
forma, a Probabilidade Frequentista se torna o modelo ideal para se medir essa probabilidade
de forma mais real.

E importante ressaltar que, apesar da grande importancia da Probabilidade Classica, sua
utilizacdo requer certos cuidados, pois tem suas limitacbes, bem como a Probabilidade
Frequentista. Vejamos alguns exemplos praticos. Considere as seguintes situacdes-problemas,
nas quais desejamos obter a probabilidade:

1) O langcamento de um dado resultar em um numero par.

2) Um medicamento em testes fazer efeito em um paciente.
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3) O melhor batedor de pénaltis de sua equipe fazer um gol de pénalti em uma partida de
futebol, considerando que naquela partida houve um pénalti para sua equipe.
4) Chover em Belo Horizonte durante a noite do dia 25 de dezembro de 2025.

E comum que nosso aluno pense que, para todas as situagdes acima, existem apenas
duas possibilidades: par ou impar, faz efeito ou ndo faz efeito, faz o gol ou néo faz, chovera ou
ndo chovera, porém, com exce¢do do problema 1, os eventos ndo sdo equiprovaveis.

No caso do problema 1, a Probabilidade Classica ¢ a melhor forma de se obter o
resultado da probabilidade, embora esse resultado possa também ser obtido com a
Probabilidade Frequentista. O problema 2 ja requer uma série de testes com o medicamento nos
pacientes, bem como a observacdo de sua eficécia, fazendo com que sua probabilidade seja
obtida por meio de um n = numero de pessoas, suficientemente grande, utilizando a
Probabilidade Frequentista. Ja no problema 3, apesar de a imprensa esportiva utilizar de dados
anteriores para calcular as chances de acerto, esses dados podem néo ser tdo precisos, pois, ao
longo de uma temporada, o atleta passa por vérias situacdes que podem mudar tais dados, como
por exemplo, problemas fisicos, psicoldgicos, idade, entre outros. Porém, se os fatores citados
forem proximos dos anos anteriores, a Probabilidade Frequentista sera um 6timo caminho para
0 célculo da Probabilidade. Por fim, no problema 4, temos a situagdo mais intuitiva que nos
problemas anteriores, pois as chances de chuva, em um dia qualquer, ndo sdo constantes e
devem ser observados varios fatores climaticos como estacdo do ano, temperatura e vento, para
se determinar tal Probabilidade. Sendo assim, esse tipo de Probabilidade, necessita de modelos
mais sofisticados do que uma simples Probabilidade Frequentista.

E fundamental que busquemos por modelos mais adequados para cada situacao-
problema e, também, por maneiras diversificadas de resolugdo de um mesmo problema, quando
possivel, para que nosso aluno perceba que ndo existe uma unica forma de resolver certos
problemas.

Dessa forma, apresentaremos a seguir a definicdo axiomatica de Probabilidade, que
estrutura toda a Teoria das Probabilidades, introduzida na primeira metade do século XX, por
A. N. Kolmogorov*?, em que se encaixam os casos particulares das Probabilidades apresentadas
anteriormente e também englobam as Probabilidades geométricas, de espagos amostrais ndo

equiprovaveis e espagos amostrais infinitos.

13 Kolmogorov, nasceu em Moscou, em 1903, foi um mateméatico importantissimo para o desenvolvimento da
teoria das Probabilidades.
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3.5 Definicdo Axiomatica

No estudo da Teoria de Conjuntos, temos que um conjunto infinito A é dito enumeravel,
se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivuca dele com o conjunto dos nimeros
naturais, o que significa dizer que existe uma bijecdo F : N — A. A definicdo que
apresentaremos a seguir, se restringe a espagcos amostrais infinitos, porém, enumeraveis, devido
a complexidade e a ndo utilizacdo dos ndo enumeraveis no Ensino Médio.

Definicdo: Seja S um espaco amostral enumeravel. Considere uma funcdo F : P(S) —
R definida no conjunto S. Ou seja, F associa a cada evento A < S um namero real P(A). Essa
funcdo sera uma Probabilidade se:

i) 0<P(A) <1, VACS;
i) P(S) =1,
ii)  Se{dy, Ay A;, ...} = {Ap}n=1 © P(S),emque A;NA; = @,Vi,j = 1;i # j, entdo:

P (CJ Ai> = i P(4).
1 i=1

i=

Vejamos um exemplo de Probabilidade infinita cujo espago amostral € enumeravel e
que se pode trabalhar no Ensino Médio.
Exemplo: Ao lancar uma moeda sucessivamente até se obter cara, qual a Probabilidade que
isso ocorra apds quarto langcamento?
Consideremos i 0 numero de lancamentos e A; 0 instante em que saira cara que representaremos

aqui por K e coroa por C. Sendo assim, temos:
Parai =1, P(4;) = P(K) =+,
Parai=2, P(4,) = P(CK) = i;

Parai = 3, P(4;) = P(CCK) = =;

Parai =4, P(4,) = P(CCCK) = 1—16;

Parai = 5, P(As) = P(CCCCK) = —;

Parai =6, P(4s) = P(CCCCCK) = —;

64’
Parai=7, P(A;) = P(CCCCCCK) = 518; e assim, sucessivamente.
Observe que o problema satisfaz os axiomas i) e ii) da defini¢cdo acima, pois, 0 axioma i) é

trivial e utilizando a formula da soma de PG infinita, provamos o axioma ii):
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1
2

1 1 1
P(S) = P(A)) + P(Ay) + P(43) + - = Stztgt = = 1.

1-1
2
Por fim, utilizando novamente a formula de PG infinita é possivel calcular o que se pede,
utilizando o axioma iii):
1
1 1 1 - 1
P(B) =P(As) + P(Ag) + PAN+ ==+ —+—=+ = T =

~ 32 64 128 1-1"16
2

Como consequéncias da Definicdo axiomatica de Probabilidade, tanto para espagos

amostrais finitos quanto infinitos, incluindo aqui os infinitos ndo enumeraveis, temos algumas
propriedades importantes a considerar e que serdo provadas a seguir, conforme AMORIM &
MOZER (2020, p. 42).
Se F : P(S) — [0,1] é uma Probabilidade conforme a defini¢do anterior, entdo:
i) P(D) = 0;
i) Se A, A, A5 -+, A, sd eventos mutuamente excludentes, ou seja,

A;NAj =0Q,Vi,j tais que, 1<i<j<n, entdo

P(Ot‘h) = zn:P(Ai):
1 i1

iz
iii) Para quaisquer A,B c S tem-se P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANn B);
iv) P(A) =1—-P(A°), VACS;
V) AcBcS= P(A) <P(B).
Demonstragdes:
i) Dado um evento A c S qualquer, temos AN@® =0 e AU @ = A. Assim, pelo
axioma da unido, temos que: P(A) = P(AU @) = P(A) + P(®) = P(®) = 0.
i) Os eventos A; e B = A, U A3 U ---U A,, sdo mutuamente excludentes. Entdo, pelo

axioma da unido, temos que:

p (U Al-) — P(A, UB) = P(A,) + P(B) = P(A;) + P (U Al-)

Utilizando 0 mesmo argumento acima, obtemos de forma recursiva

P (O Al-) = P(4) +P (O/h) =P(A) +P(4;) +P (OAl) = .

i=1 i=2 i=3

= P(4) + P(A;) + P(A5) + -+ P(An) = ) P(AD.

i=1

i) O evento A U B pode ser reescrito como (A — B) U B. Por outro lado, temos que:
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A= (AnB) U (A - B), como pode ser visto na imagem abaixo.

Figura 7: Propriedade da uni&o de eventos

AUB=(A—-B)UB A=(AnB)U(A-B)
Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Dessa forma, aplicando novamente o axioma da unido, temos:
{P(A UB)=P((A-B)UB)=P(A—B)+P(B)= P(A—B) =P(AUB) — P(B)
P(A)=P(A—-B)UP(AnB) = P(A)=P(A—B)+P(ANB)
Logo, P(A) =P(A—B)+P(ANB) = P(A) =P(AUB)—P(B)+P(ANB) =
P(AUB) =P(A) +P(B)— P(ANB).
iv) Paratodo A c S, A e A sdo mutuamente excludentes. Logo,
AUA =S = P(A)+P(A°) =P(AUAY) =P(S) =1= P(4) =1 — P(A°).
V) AcB=B=AU(B-4)=P[B)=P(AUu(B—-4))= P(B) =P(A) +
P(B —A) = P(A).
Essas propriedades também sdo validas para a Probabilidade Condicional, que veremos
a sequir.
Com intuito de incentivar atividades interessantes em sala de aula e, consequentemente,
a aplicacdo da definicdo de Probabilidade e suas propriedades, nesse caso a propriedade iv,
apresentamos a seguir, o problema dos aniversarios. Esse problema pode ser trabalhado e muito
bem explorado com os alunos da 22 série do ensino médio, inclusive tabulando os dados com
uso de planilhas eletrdnicas e em seguida calculando suas Probabilidades. Pode-se também,
antes de colher os dados, pedir para que os alunos facam uma estimativa do que eles imaginam
ser a resposta.
Exemplo:
Consideremos um ano de 365 dias e suponhamos que 0 aniversario de uma pessoa possa cair
com igual probabilidade em qualquer um dos dias do ano. Consideremos um grupo de n
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pessoas, sendo 2 < n < 365. Se essas n pessoas sao escolhidas ao acaso, qual a probabilidade
de que pelo menos duas dessas pessoas fagcam aniversario em um mesmo dia? A partir de
quantas pessoas no grupo essa probabilidade é superior a 50%? E a partir de quantas pessoas
essa probabilidade € superior a 99%?

Consideremos o evento A: “pelo menos duas pessoas fazem aniversario na mesma data”.
Dessa forma, o evento A¢ sera: “ndo ha duas pessoas no grupo que fagam aniversario na mesma
data”.

Considerando que as datas de nascimento como equiprovaveis, a melhor maneira de resolver
este problemas € calcular a probabilidade do evento A ndo ocorrer e, a seguir, usamos a
propriedade iv) para calcular P(A), ou seja:

365-364----(365—n+1)
365™ '
Atribuindo valores a n, verificamos que paran > 22, a probabilidade passa de 50%, ou

P(A) +P(A°) =1 = P(4) =1 - P(A°) = P(4) = 1 —

seja, serdo necessarias, no minimo, 23 pessoas para que a probabilidade seja maior que 50%.
Da mesma forma, temos que para n > 56 a probabilidade passa de 99%, sendo assim, seréo
necessarias, no minimo, 57 pessoas para que a probabilidade seja maior que 99%. Na tabela 4,
temos os calculos das probabilidades de que pelo menos duas pessoas facam aniversario no

mesmo dia, em um grupo de n pessoas, para alguns valores de n.

Tabela 4 — Problema dos aniversarios.

n Probabilidade =
10 11,7%
20 41,1%
22 47,6%
23 50,7%
30 70,6%
40 89,1%
50 97,0%
56 98,8%
57 99,01%
60 99,4%

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Caso algum professor deseje trabalhar com esse problema em sala de aula,
desenvolvemos um programa a fim de facilitar o calculo de sua probabilidade para um nimero
n de pessoas. Para isso, basta digitar um valor para n, em que n é a quantidade de pessoas

reunidas e na ultima linha teremos essa probabilidade. A seguir apresentamos o script do
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programa do Problema dos Aniversarios, que foi desenvolvido utilizando o programa Visual
Studio.

{class Program
{static void Main(string[ ] args)
{Console.WriteLine(" PROBLEMA DOS ANIVESARIOS ");
Console.WriteLine(");
Console.Write("Considere uma sala com n pessoas. Qual € a probablidade de que pelo
menos duas dessas pessoas facam aniversario no mesmo dia?");
Console.WriteLine(");
Console.Write("Digite o nimero de pessoas reunidas: ");
double n = double.Parse(Console.ReadLine());
double tempo = 365;

if(n 1=365) {
Console.WriteLine("™);
double valorl = potenciacao(n, tempo);
Console.WriteLine(");
double valor2 = fatoracao(n, tempo);
Console.WriteLine(");
double respostaFinal = 1 - (valor2 / valorl);
double porcentagem = respostaFinal * 100;
Console.WriteLine("Probabilidade de que pelo menos duas pessoas facam

aniversario no mesmo dia: " + porcentagem + "%");
}else
{Console.WriteLine("A porcentagem final é: 100%");

}
Console.ReadKey():}

static double potenciacao(double y, double x)
{double a=1;

for (double i =1;i<=vy;i++)

{a*=x}

Console.Write("Espago amostral: ");

Console.Write(a);

return a;

Console.ReadKey();}

static double fatoracao(double y, double x)

{double a = x;
for (inti=1;i<y;i++)
{a=a*(x-i);}

double respostaFinal = a;
Console.Write("Evento: " + respostaFinal);
return respostaFinal;} } }

Compartilhamos, a seguir, o link com o programa executavel, em que vocé tera acesso

ao problema dos aniversarios.
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https://drive.google.com/file/d/1w9GfQ HMOt5DIMVXwQ vGAycyw5fAZNC/view?usp=s

haring
Quando vocé abrir o hiperlink e baixar o programa, vocé tera a tela inicial a seguir.

Figura 8 — Tela inicial do programa do problema dos aniversarios.
PROBLEMA DOS ANIVESARIOS

Considere uma sala com n pessoas. Qual é a probablidade de que

pelo menos duas dessas pessoas fa¢am aniversario no mesmo dia?

Digite o numero de pessoas reunidas: _
Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Digitando, o numero de pessoas reunidas no campo identificado acima e clicando em
enter, aparecera o calculo da Probabilidade na ultima linha, conforme pode ser visto na figura
a seguir. O valor que aparece na antepenultima linha é o espaco amostral e 0 que aparece na
pendltima linha é o evento. Utilizando a Probabilidade Classica, isto &, o quociente entre o
evento e o espaco amostral multiplicado por 100, tem-se a Probabilidade em porcentagem, ou

seja, o valor da ultima linha.

Figura 9 — Tela inicial do programa do problema dos aniversarios.
PROBLEMA DOS ANIVESARIOS

Considere uma sala com n pessoas. Qual é a probablidade de que
pelo menos duas dessas pessoas facam aniversario no mesmo dia?

Digite o numero de pessoas reunidas: 23

Espaco amostral: 8,56516793531503E+58
Evento: 4,22008193020924E+58
Probabilidade de que pelo menos duas pessoas facam aniversario
no mesmo dia: 50,7297234323985%
Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Com este programa, vocé pode calcular as Probabilidades de forma réapida. A seguir,
apresentamos algumas estratégias interessantes e que podem ser discutidas em sala de aula com

o0s alunos envolvendo o jogo da Mega-Sena.
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3.6 Estratégias para Mega-Sena

Outras situacdes interessantes de se explorar com os alunos da 22 série do Ensino Médio
s8o as estratégias a se tracar ao jogar na Mega-Sena. No jogo pode-se marcar 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14 ou 15 numeros, sendo necessario acertar 6 para ganhar o prémio da Mega-Sena. Na
tabela a seguir, apresentamos o total de combinagdes possiveis ao se jogar uma certa quantidade
de numeros em uma determinada aposta, o valor da aposta, bem como a probabilidade de ganhar
na Mega-Sena com cada aposta. Quando se fala que a chance de ganhar na Mega-Sena nao é
zero, mas € quase, ndo estamos exagerando, basta observar na tabela a seguir. Se vocé jogar 15
nameros, precisara desembolsar R$ 22.522,50 e suas chances de ganhar aumentardo 5.005

vezes, mas, ainda assim serao pequenas.

Tabela 5 — Probabilidade de acertar os 6 nimeros na Mega-Sena.

Quar,]tldade Possibilidades | Valor da Probabilidade de ganhar na Mega-
de nUmeros | de acertar na aposta Sena
jogados Mega-Sena (R$)
6 Cos =1 4,50 Cos Csao _ = 0,00000002
: ’ Coon 50.063.860
7 Cro =7 31,50 C7’Z6§§3'° = 50.067&860 = 0,00000014
8 Coe = 28 12600 | eifszo_ 2 _ 00000056
: ’ Coon 50.063.860
9 Cog = 84 37800 | festfswo_ 8% 50000168
: ’ Coon 50.063.860
10 Cioe = 210 45,00 | reetCseo 0 50000419
: ’ Coon 50.063.860
11 Ciie =462 | 2.079,00 Cuelaso %62 _ 10000923
: ’ Co0o 50.063.860
12 Cipe =924 | 415800 | 226" Caso__ 92% 0001846
: ! Co0o 50.063.860
Crss Caro 1716
13 Cizg = 1.716 | 7.722,00 o = 50063860 0,00003428
Cras " Caso 3.003
14 Ciag = 3.003 | 13.513,50 = S063.560 0,00005998
Ciss " Caso 5.005
15 Ci56 = 5.005 | 22.522,50 Coon =%0063860 0,00009997

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

A priori, ao jogar 1 cartdo com 7 nameros ou 7 cartbes com 6 nimeros, tem-se as
mesmas chances e paga-se 0 mesmo valor, ou seja, é proporcional. Jogar 1 cartdo com 8
numeros ou 28 cartdes com 6 nameros, também. Jogar 1 cartdo com 9 numeros ou 84 cartdes

com 6 nameros, idem. E, assim, sucessivamente, até jogar 1 cartdo com 15 nameros ou 5.005
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cartbes com 6 numeros as possibilidades sdo iguais e o valor a ser pago aumenta
proporcionalmente.

Porém, a Mega-Sena nos da a possibilidade de ganhar acertando 5 ou 4 nimeros e é ai
que entra a estratégia do jogo. Quando se joga mais cartdes com 6 numeros, a Probabilidade de
acertar 5 ou 4 numeros é maior do que quando se joga menos cartdes com mais numeros,
pagando o mesmo valor. Vejamos a seguir a tabela com a Probabilidade de acertar a quina no
jogo da Mega-Sena.

Tabela 6 — Probabilidade de acertar 5 nimeros na Mega-Sena.

Quantidade | Possibilidades | Valor da
de nUmeros | de acertar a aposta Probabilidade de acertar 5 nimeros
jogados guina no jogo (R$) na Mega-Sena
da Mega-Sena

6 Cos = 6 450 | CestCsaa__ 65 00000647
65— ’ Ceoo  50.063.860

7 Crs =21 3150 | zsiGsaa_ 2153 0002223
75 ’ Ceoo  50.063.860

8 Ces = 56 12600 | fesils2a_ 652 40006817
85— ’ Ceoo  50.063.860

9 Cos = 126 37800 | CosiCs_ 12651 00010836
95~ ’ Ceoo  50.063.860

10 Cioc=252 | oas00 | Cos Csox_ 252:50 00 ci68
10,5 ’ Ceoo  50.063.860

11 Ciis =462 | 2.079,00 | Sts Caoa 20249 004018
5= R Ceoo  50.063.860

12 Coos =792 | 415800 | 225 Casa_ 79248 0075035
12,5 = B Ceoo  50.063.860

13 Cros=1287 | 772200 | Qs Cama_ 128747 _ 00100824
135 = & e Ceoo _ 50.063.860

14 Cius = 2.002 | 1351350 | s Caen 200286 _ 000204
145 = & e Cooo  50.063.860

15 Cios =3.003 | 2250250 | s Casa 300345 09025
15,5 = = e Cooo  50.063.860

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Perceba que jogar 1 cartdo com 7 nameros, gastando R$ 31,50, tem-se 0,00002223
chances de acertar a quina. Porém, fazendo 7 cartdes com 6 nimeros, pagando o mesmo valor
de R$ 31,50, de maneira que ndo tenham 5 numeros repetidos em cartbes distintos, tem-se 7
vezes 0,00000647 chances de acertar a quina, ou melhor, 0,00004529 chances, o0 que representa
mais que o dobro de chances de acertar a quina. Jogando 1 cartdo com 8 nimeros, gastando
R$ 126,00, tem-se 0,00005817 chances de acertar a quina. Porém, fazendo 28 cartGes com 6
nameros, pelos quais se paga 0 mesmo valor, de maneira que ndo tenham 5 nameros repetidos

em cartdes distintos, tem-se 28 vezes 0,00000647 chances de acertar a quina, isto é, 0,00018116
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chances, o que representa mais que o triplo de chances de acertar a quina. Jogando 1 cartdo com
9 nimeros, gastando R$ 378,00, tem-se 0,00012836 chances de acertar a quina. Porém, fazendo
84 cartbes com 6 numeros, pelos quais se paga 0 mesmo valor, de maneira que ndo tenham 5
numeros repetidos em cartdes distintos, tem-se 84 vezes 0,00000647 chances de acertar a quina,
ou seja, 0,00054348 chances, 0 que representa mais que o quadruplo de chances de acertar a
quina. O ENEM ja prop6s uma questdo que envolvia esse raciocinio. Observe a seguir a
questao.
Figura 10: Questao 171 do ENEM 2009 prova amarela

171 I

A populacdo Dbrasileira sabe, pelo menos
intuitivamente, que a probabilidade de acertar as
seis dezenas da mega sena ndo & zero, mas & guase.
Mesmo assim, milhdes de pessoas sdo atraidas por essa
loterna, especialmente quando o prémio se acumula em
valores altos. Ate junho de 2009, cada aposta de
seis dezenas, pertencentes ao conjunto {01, 02, 03, ., 59,
60}, custava R$ 1,50.

Disponivel em: www.caixa.gov.br. Acesso em: 7 jul. 2000

Considere que uma pessoa decida apostar exatamente
R$ 126,00 e que esteja mais interessada em acertar
apenas cinco das seis dezenas da mega sena, justamente
pela dificuldade desta dltima. Nesse caso, & melhor que
essa pessoa faca 84 apostas de seis dezenas diferentes,
gue nao tenham cinco nimeros em comum, do que uma
(nica aposta com nove dezenas, porgue a probabilidade
de aceriar a quina no segundo caso em relacdo ao
primeiro &, aproximadamente,

0 1% VEZ MEenor.

1
25 VeZes menor.

4 vezes menor.
8 vezes menor.
14 vezes menor.

Ve @

Fonte: http://educacao.globo.com/provas/enem-2009/questoes/171.html. Acesso em: 19 dez. 2021.

Vejamos agora, 0 comparativo de se acertar a quadra, jogando mais nimeros em um

mesmo cartdo, com mais cartdes com menos nimeros.
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Tabela 7 — Probabilidade de acertar 4 nimeros na Mega-Sena.

Quantidade | Possibilidades | Valor da
de nUmeros | de acertar a aposta Probabilidade de acertar 4 nimeros
jogados guina no jogo (R$) na Mega-Sena
da Mega-Sena
6 Cos = 15 4,50 Coa'Coan _ 151431 0040875
64— ’ Ceoo  50.063.860
_ C7,4_ * C53,2 _ 35 " 1.378 _
7 C74 =35 31,50 Coon  ~ 50.063.860 0,00096337
_ C8,4- * C52,2 _ 70 " 1.326 _
8 C8'4 =70 126,00 Cono = 50063860 0,00185403
694'6512 126' 1275
= d == = 2
9 Cos =126 378,00 Cons 0063860 ~ 20032089
C104'C502 210 1225
= d == = 471897
10 Cio04 = 210 945,00 Coos 20.063.860 0,0047189
C114, * C4,92 330 " 1176
= - == = 77517
11 Ci14 =330 2.079,00 Ceos £0.063.860 0,00775
C124_ * C482 4‘95 " 1128
= ' = = =0,011152
12 Cipa =495 | 4.158,00 Cors =0.063860 = 001115296
C134_ * C4,72 715 " 1081
= . = = 154
13 Ci34 =715 7.722,00 Coos £0.063.860 0,01543858
14 Ciaa=1.001 | 1351350 | 04 Caoz 1001035 0050457
144 — & S Ceoo  50.063.860
Cisa Cas, 1.365:-990
= 1. . - — = = 0,0269992
15 Cis54 = 1.365 | 22.522,50 Coos 20063860 0,026999253

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Perceba que jogar 1 cartdo com 7 nimeros, gastando R$ 31,50, tem-se 0,00096337
chances de acertar a quadra. Porém, fazendo 7 cartdes com 6 nameros, pelos quais se paga o
mesmo valor de R$ 31,50, de maneira que ndo tenham 4 nameros repetidos em cartdes distintos,
tem-se 7 vezes 0,00042875 chances de acertar a quadra, ou seja, 0,00300125 chances, o que
representa mais que o triplo de chances de acertar a quadra. Jogando 1 cartdo com 8 nimeros,
gastando R$ 126,00, tem-se 0,00185403 chances de acertar a quadra. Porém, fazendo 28 cartdes
com 6 nameros, pelos quais se paga 0 mesmo valor, de maneira que ndo tenham 4 nimeros
repetidos em cartfes distintos, tem-se 28 vezes 0,00042875 chances de acertar a quadra, ou
seja, 0,012005 chances, o0 que representa mais que o séxtuplo de chances de acertar a quadra.
Jogando 1 cartdo com 9 nimeros, gastando R$ 378,00, tem-se 0,0032089 chances de acertar a
guadra. Porém, fazendo 84 cartbes com 6 numeros, pelos quais se paga o mesmo valor, de
maneira que nao tenham 4 nimeros repetidos em cartdes distintos, tem-se 84 vezes 0,00042875
chances de acertar a quadra, ou seja, 0,036015 chances, 0 que representa mais que 11 vezes as

chances de acertar a quadra. A medida que se aumenta a quantidade de cartdes, maiores sio as
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chances de fazer quinas e quadras, jogando-se mais cartdes com 6 nimeros do que menos
cartdes com mais numeros, pagando-se 0 mesmo valor.

Em uma aula com os alunos da 22 série do ensino médio, colocamos essa questdo do
ENEM 2009 para discussao, explorando a possibilidade de se ganhar na Mega-Sena e também
discutindo essas estratégias de jogos. Foi um momento de muitas reflexdes e aprendizado, o
que nos deixou impressionados como os alunos despertam interesse nesse tipo de situacéo-

problema.

3.7 Probabilidade Condicional

A Probabilidade Condicional é de extrema importancia para se trabalhar com
Probabilidades aplicadas nas Ciéncias, bem como em diversas areas e situacdes cotidianas. A
seguir, apresentamos sua definicdo e um exemplo de aplicacdo da Probabilidade Condicional.
Definicéo:

Dados dois eventos A e B de um espaco amostral S e uma Probabilidade P, em que, a
Probabilidade do evento A ocorrer sabendo que o evento B ocorreu, é representada por P(A/B),

definida por:
P(A/B) = P(A N B)
P(B)
Utilizando a definicdo axiomatica da Probabilidade, temos que:
pea/m) = 80D
n(B)
uma vez que:
P(ANB) man® (AnB)
n
P(A/B) =5y = ﬁ) ~ " n(B)
n(s)

E importante observar também, de acordo com a definic&o, temos que:

P(ANB)
Analogamente,
P(ANB)
P(B/A) = P = P(ANB) = P(B/A) - P(A).

O que resulta em:
P(A/B) - P(B) = P(B/A) - P(A).
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Apresentamos, a seguir, mais um exemplo interessante e que é muito trabalhado com a
22 série do Ensino Medio.
Exemplo:
Uma moeda é langada trés vezes seguidas. Considere 0s eventos a seguir e determine a
Probabilidade Condicional P(B/A).
A) Sair cara (K) no 2° lancamento.
B) Sair coroa (C) em algum langcamento.
Resolucéo:
No lancamento de uma moeda trés vezes seguidas, temos como espaco amostral
S = {(KKK), (KKC),(KCK),(KCC),(CKK),(CKC),(CCK),(ccc)}. A  Probabilidade
Condicional P(B/A), significa a Probabilidade de sair coroa, sabendo que no 2° langcamento

saiu cara. Pelo espaco amostral S, temos 4 possibilidades de sair cara no 2° langcamento e que

dentre essas 3 sdo as possibilidades de sair coroa, ou seja, P(B/A) = Z.

Utilizando a definicdo, temos que:

P(AnB)_ 3
CP(A) rT 4

P(B/A) =

o || lw

3.8 Probabilidade de Eventos Independentes

Definicéo:

Dados dois eventos A e B de um espago amostral S, com P(B) # 0, dizemos que A é
independente de B quando P(A/B) = P(A).

Dizemos que dois ou mais eventos sdo independentes quando a Probabilidade de um
certo evento ndo depende, ou nado interfere, na Probabilidade do outro.
Proposicéo:
Dados o0s eventos A, B c S tais que P(A), P(B) # 0, temos:
A é independente de B < B é independente de A < P(AN B) = P(A) - P(B).

Demonstragao:

Primeiramente temos que: A é independente de B < Pf:zgf) =P(A/B) =P(A) < P(B) =
ngf) = P(B/A) & B é independente de A. Por outro lado, B €é independente de
424 _ pg/a) = P(B) = P(AN B) = P(4) - P(B).

P(A4)
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Os livros, em sua maioria, trazem, como definicdo, a Probabilidade de Eventos
Independentes, como P(A N B) = P(A) - P(B). Essa definicdo tem certa vantagem, pois inclui
0s casos em que P(A) =0 e P(B) = 0. Porém, para o ensino médio, acreditamos que a
definicdo anterior seja mais compreensivel por parte do aluno, por ser mais intuitiva. A seguir,
veremos uma aplicacdo desse tipo de Probabilidade.

Exemplo:

Um casal pretende ter 4 filhos. Calcule a probabilidade de o casal ter mais de um filho do sexo
masculino.

Resolucéo:

Como a probabilidade de o segundo filho ser do sexo masculino, ndo depende do sexo do
primeiro, a probabilidade do terceiro ndo depende do primeiro e segundo e a probabilidade do
quarto filho ndo depende dos trés anteriores. Dizemos que, a probabilidade procurada é uma
probabilidade de eventos independentes. Sendo assim, P(ANBNCnND)=P(A)-P(B)-
P(C) - P(D).

Como a probabilidade procurada € a de que o casal tenha mais de um filho do sexo
masculino (M), podemos calcular a probabilidade de que todos sejam do sexo feminino (F), ou

que apenas um seja do sexo masculino e retirar de 1, ou seja:

a) todos do sexo feminino (FFFF): P(X) = P(4, N B, N C; N D;) = %%%% - %
1 1 1

Entdo, temos: P(ANB N CND) = P(X) +P(Y) =—+= %

Apresentamos a seguir, um problema interessante e de grande repercussao historica, que

pode ser discutido com os alunos e que envolve probabilidade de eventos independentes, que é
o0 problema dos pontos, identificado em uma das 7 cartas trocadas por Fermat e Pascal, e citado
no subitem 3.1.
“Dois jogadores, possuem a mesma habilidade, para um determinado jogo de dados. O primeiro
jogador que conseguir 8 vitorias sera o vencedor. O jogo é interrompido quando o jogador A
possui 7 vitorias e o jogador B, 5 vitorias. Como deve ser dividido o valor da aposta que é de
600 moedas de ouro?”

E importante, que se perceba, que podemos considerar duas solugbes para esse
problema, uma com a visao de passado e outra com a visdo de futuro; na segunda, pensamos na
probabilidade classica.

1?2 resolucdo: (visdo de passado) — analisando o que j& ocorreu na partida, o valor deveria ser

dividido proporcionalmente a 7 e 5, uma vez que o jogador A venceu 7 vezes e 0 jogador B
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venceu 5. Sendo assim, O jogador A deveria ficar com % do valor da aposta e o jogador B com
15—2. Ou seja, 0 jogador A deveria receber: % 600 = 350 moedas de ouro. Enquanto, o jogador

B deveria receber: 15—2 600 = 250 moedas de ouro.

22 resolucdo: (visdo de futuro) — analisando o que poderia acontecer na partida, caso ela nao
tivesse sido interrompida, teriamos as seguintes possibilidades de terminar o jogo. Vamos fazer

uma arvore com as possibilidades, para ficar mais facil a visualizagéo.

Figura 11: Problema dos dados

8X5

?KS A 8K6
B™J7x6

A 8xX 7T

BN]7x7

B 7x8

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Perceba que, para o jogador B ganhar, ele teria que vencer trés partidas seguidas. Usando

a probabilidade, ele teria: P(B) ==-=-= = % de chances de ganhar o jogo, ou seja, ele deveria
receber % 600 = 75 moedas de ouro. Enquanto que o jogador A teria % de chances; sendo

assim, deveria receber g - 600 = 525 moedas de ouro.

A seguir apresentamos outro problema que muitas vezes, n0sso senso comum, pode
estar incorreto na tomada de decisdo feitas por deducfes provaveis:
“Para incentivar a carreira promissora de Jodo no ténis, seu pai ofereceu a ele um prémio se ele
ganhar (pelo menos) dois sets sequidos em uma série de trés sets, que serd jogada com seu pai
e 0 campedo do clube que frequentam, alternando entre pai-campedo-pai ou campedo-pai-
campedo, de acordo com a escolha de Jodo. O campedo ¢ melhor jogador que o pai de Jodo.
Qual sequéncia Jodo deve escolher?”
Se vocé pensou em responder pai-campedo-pai, pois jogar duas vezes com o pai seria mais facil

que jogar duas vezes com 0 campedo, sua resposta esta incorreta.
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Resolucéo:

A probabilidade de Jodo ganhar do pai é de 60% = 0,6 e de ganhar do campe&o é de
40% = 0,4, logo, ele possui mais chances de ganhar do pai. Para ambas as sequéncias, para Jodo
ganhar o prémio, ele precisa ganhar as duas primeiras, ou as duas ultimas, ou todas. Logo, na
sequéncia pai-campedo-pai, a probabilidade de Jodo ganhar o prémio ¢ 0,6-0,4-0,4+ 0,4 -
04-06+0,6-04-06=0,336, ou seja, ele possui 33,6% de chances. Na sequéncia,
campedo-pai-campedo, a probabilidade de Jodo ganhar o prémio é 0,4-0,6-0,6 + 0,6 - 0,6 -
0,4+ 0,4-0,6-0,4 = 0,384, ou seja, ele possui 38,4% de chances. Logo, Jodo tem maior
chance de ganhar na sequéncia campedo-pai-campedo.

Embora a definicdo cléassica resolva uma boa parte dos problemas de probabilidades, ela
possui certas limitacBGes, pois ndo pode ser aplicada em problemas cujo espaco amostral é
infinito e/ou equiprovaveis, sendo assim, € necessaria uma visao mais ampla da Probabilidade,

gue veremos nos proximos subitens.

3.9 Teorema da Probabilidade Total

Para melhor entender o teorema, observe a ilustragao a seguir.

Figura 12: Teorema da Probabilidade Total
Ay A Az Ap

/—7

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

Definicéo:

Seja B um evento contido em uma unido de eventos disjuntos, ou seja, mutuamente exclusivos,
Ay, Ay As, -+ Ay, emque P(A;),P(A,),P(A3),+,P(A4,) > 0, entdo

P(B) = P(B/A1) - P(A1) + P(B/Az) " P(Az) + P(B/A3) - P(A3) + -+ P(B/Ay) - P(4y).
Demonstracéo:

Temosque B= (4, NnB)U (4, NnB)U (A3 NnB) U --U (4, N B). Entéo,
P(B)=P(BNA))+P(BNnA,)+P(BNA;)+-+P(BNnA,) =
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P(B) = P(B/Ay) - P(A;) + P(B/Az) - P(Ay) + P(B/A3) - P(A3) + -+ P(B/Ay) - P(4y).
Exemplo:
Um problema interessante, em que podemos aplicar o Teorema da Probabilidade Total, € o
famoso problema de Monty Hall. Esse problema surgiu em uma TV Americana, e consistia em
apresentar aos telespectadores 3 portas, sendo que uma delas continha um prémio relevante e
as outras duas, continham dois bodes, ou seja, prémios irrelevantes. Apds o telespectador
escolher uma porta, o apresentador abria uma das portas (que ndo continha o prémio relevante)
que ele ndo tinha escolhido, e perguntava-lhe se gostaria de mudar de porta ou manter a porta
escolhida. O que vocé faria?

Esse problema é muito interessante e a principio provoca uma discussao riquissima em
sala de aula. Em outra oportunidade, ja tive a possibilidade de aplicar essa situagdo em sala e a
participacdo dos alunos foi algo formidavel. A seguir, apresentamos sua resolucao utilizando a

definicdo do teorema da Probabilidade Total.

Figura 13: Problema de Monty Hall

Fonte: https://scontent.fplu4-1.fna.fbcdn.net/v/t1.6435-
9/32116518 805919756275298 6279324697368723456 n.jpg?_nc_cat=107&cch=1-
5& nc_sid=730e14& nc_ohc=QRBmMHR7gHR4AX9Arazv& nc_ht=scontent.fplu4-
1.fna&oh=00_ AT8xkx1QFWp8ZKk leiE8bSHbZGg71tDv54NoUd2 khw--A&0e=61F61F61. Acesso em: 19 dez
2021.

Para utilizarmos o Teorema da Probabilidade Total, vamos particionar o espacgo
amostral (S) em dois eventos:
A;: “o telespectador escolheu a porta com o prémio relevante” e

A,: “o telespectador escolheu a porta com o bode”.
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Assim, temos P(4,) = ge P(A,) = g e temos também as probabilidades dos eventos:

B: ganhar o prémio relevante trocando de porta e

C: ganhar o prémio relevante sem trocar de porta.

Entéo, temos:

P(B) = P(BNA,) +P(BNA,) =P(B/A;)-P(4;,) + P(B/A,) - P(A,) =

12 2
P(B)=0-3+1-3=3
P(C) = P(C N A;)) + P(CNA,) = P(C/A,) - P(A)) + P(C/A,) - P(Ay) =
12 1
P(C)=1-3+0-3=x

Portanto, a probabilidade do telespectador ganhar o prémio trocando de porta
P(B) = 2 € maior do que a probabilidade ndo trocando de porta P(B) = § Sendo mais preciso,
a probabilidade de ele ganhar o prémio trocando de porta é o dobro de quando ele néo troca.
Apresentamos agora, uma resolucdo de maneira ilustrativa.

Consideremos as trés possibilidades de escolha da porta e a estratégia de trocar de porta,

apos a pergunta do apresentador. Dessa forma teremos:
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Figura 14: llustracédo do desenvolvimento do Problema de Monty Hall

il

q
Apresentador revela . \/

um dos bodes

-
Jogador escolhe carro Trocar perde
(probabiidade 1/3)

Apresentador tem que
revelar Bode B

—

£,

ot

Jogador escolhe Bode A Trocar ganha

(probabiidade 1/3)
Apresentador tem que F
3 = reveiar Bode A *rey a
0 » a : L

Jogador escolhe Bode B Trocar ganha

(probabiidade 1/3)

Fonte: https://www.researchgate.net/figure/Problema-de-Monty-Hall-para-100-portas-Um-estudo-recente-5-

submeteu-humanos-e-pombos_fig8 314656345. Acesso em: 21 dez 2021.

Situacéo 1: O telespectador escolhe a porta que tem o prémio.
Como o telespectador ira trocar de porta, se o apresentador abrir a porta 2 ou 3 tanto faz,
certamente ele perdera o prémio, pois, ao trocar de porta, mudara para uma gque tem um bode.
Situacgdo 2: O telespectador escolhe a segunda porta, na qual esta o bode.
Nessa situacdo, o apresentador s6 podera abrir a terceira porta, na qual estd o bode, como o
telespectador ird trocar de porta, entdo, certamente ele ganhara o prémio.
Situacdo 3: O telespectador escolhe a terceira porta, na qual estd o bode.
Nessa situacdo, o apresentador s6 podera abrir a segunda porta, na qual esta o bode, como o
telespectador ira trocar de porta, entdo, certamente ele ganhara o prémio.

Ou seja, nas trés situacdes possiveis, se o telespectador trocar de porta, em duas delas
ele ganharé o prémio. Logo, concluimos que trocar de porta € a melhor opgé&o.
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3.10 Teorema de Bayes

A seguir apresentamos a equagdo do Teorema de Bayes, note que essa equacdo é um
pouco complexa de ser trabalhada a nivel de ensino médio, porém, com as defini¢bes de
Probabilidade Condicional, Probabilidade de eventos independentes e Teorema da
Probabilidade Total é possivel resolver os problemas que envolvem o Teorema de Bayes, pois
a memorizacgdo da equacao torna-se desnecessaria.

Teorema:
SejaS =A, UA, UA; U---UA,, sendo que os eventos Ay, 4,, Az, -, A, sdo disjuntos dois a
dois, tais que P(4;) # 0 paratodo i = 1,2,3,:-,n e P(B) # 0, entdo
P(A;) - P(B/A)
P(A;)-P(B/Ay) + P(Ay) - P(B/Ay) + -+ P(A,) - P(B/An)

Demonstracao:

P(4;/B) =

A prova desse teorema deriva diretamente da definicdo da Probabilidade Condicional, da
Probabilidade dos eventos independentes e do Teorema da Probabilidade Total. Ou seja,
P(4; N B)
P(B)
P(A;) - P(B/A)
P(A;)-P(B/A1) + P(Ay) - P(B/Az) + -+ P(A,) - P(B/An)

P(A;/B) =

P(4;/B) =

A seguir apresentamos um exemplo que pode ser trabalhado na 22 série do ensino médio
utilizando o teorema de Bayes.
Exemplo 1:
Existem apenas dois modos, mutuamente excludentes, de Bianca ir para Barcelona participar
de um congresso: ou de navio ou de avido. A probabilidade de Bianca ir de navio é de 40% e
de ir de avido é de 60%. Se ela for de navio, a probabilidade de chegar ao congresso com dois
dias de atraso é de 8,5%. Se ela for de avido, a probabilidade de chegar ao congresso com dois
dias de atraso é de 1%. Sabe-se que Bianca chegou com dois dias de atraso ao congresso em
Barcelona. Qual a probabilidade de ela ter ido de avido?
Resolucéo:
E uma probabilidade condicional, pois, temos a informac&o que ela atrasou. Consideremos:
A;: a probabilidade que ela va de avido; entdo P(4,) = 60%.
A,: a probabilidade que ela va de avido; entdo P(4,) = 40%.
B/A;: aprobabilidade que ela ird atrasar, tendo ido de avido; entdo P(B/A;) = 1%.

B/A,: a probabilidade que ela ira atrasar, tendo ido de navio; entdo P(B/A,) = 8,5%.



70

B: a probabilidade que ela venha a se atrasar.
Utilizando o Teorema de Bayes, temos:

P(4) - P(B/A;) B 0,6 -0,01 0,006
P(A)-P(B/A;) + P(4,) P(B/A,) 0,6-0,01+0,4-0,085 0,04

0,15, ou seja, a probabilidade de Bianca ter ido de avido é de 15%.

P(A1/B) =

Outro exemplo bem interessante para se trabalhar na 22 série do ensino médio e que 0s
préprios especialistas (médicos) costumam se assustar por motivo erréneo, devido a calculos
incorretos, é a estimativa de uma certa doenca para um determinado paciente. Vejamos a seguir.
Exemplo 2:

ApOs vérios pacientes serem submetidos a testes para detectar o Coronavirus, também
conhecido por Covid-19, foi comprovado que tais testes possuem uma acuracia de 90%. Ou
seja, em 90% dos casos o0 teste acerta. Sendo assim, se uma pessoa estd com Covid-19, se o
teste der positivo, significa que 90% dos pacientes tém a doenca e desses, 10% néo tém. Dos
10% que ndo tém a doenca, o teste também acerta, ou seja, em 90% destes, 0 exame dara
negativo e os 10% dos pacientes restantes tem a doencga. Suponha que uma pessoa fez o teste e
que o resultado foi positivo. Sabendo que, em um determinado momento, 1% da populagédo
nacional estd com a doenca, qual a probabilidade dessa pessoa ter realmente a doenca?
Resolucéo:

D : as pessoas que apresentam a doenga; P(D) = 1%.

nD : as pessoas que ndo apresentam a doengas; P(nD) = 99%.

+/D : as pessoas cujo teste deu positivo e realmente tém a doenca; P(D/+) = 90%.

+/nD : as pessoas cujo teste deu positivo, mas nao tém a doenca. P(D/—) = 10%.

A probabilidade de que a pessoa realmente tenha a doenca, sabendo que o resultado do teste foi

positivo, é dada por:

P(+/D) - P(D) B 0,9-0,01 0,009
P(+/D)-P(D) 4+ P(+/nD)-P(nD) 0,9-0,01+0,1-0,99 0,108

P(D/+) = = 8,3%.

Conforme relatado por AMORIM e MOZER, 2020, p. 60, “em uma pesquisa similar,
um terco dos médicos alemades estimaram que a probabilidade pedida estava em torno de 90%
e 95% dos médicos americanos concluiram que a probabilidade seria préxima de 75%. Porém,

o valor correto é de 8,3%.”



71

Outra forma de se calcular essa probabilidade é fazendo o diagrama de arvores. Para
facilitar os calculos vamos considerar uma populagdo com 1000 pessoas, em que todas fizeram

o teste. Das 1000 pessoas, como 1% da populacdo tem covid-19, entdo:

Figura 15: Diagrama de arvores

990 pessoas ndo tem covid-19.
1000 pessoas

10 pessoas tem covid-19.
Como o teste tem uma acuracia de 90%, entdo:

891 pessoas, o teste den negativo e
realmente essas pessoas ndo tem a
doenca.

Das 990 pessoas que ndo tem covid-19,

090 pessoas, o teste deu positivo,
porem, essas pessoas ndo tem a
doenca.

O pessoas, o teste deu positivo e
realmente essas pessoas tem a
doenca.

Das 10 pessoas que tem a covid-19,

1 pessoa, o teste deu negativo,
porém,_ essa pessoa tem a doenca.

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)

n(4)

Dessa forma, fica facil usar a Probabilidade Classica, ou seja, P(A) = sy €M que,

n(S) =99+ 9 =108 e n(4) =9, sendo assim, temos que:

P(A4) = n(A) _ 9 _ 08333 = 8,3%
=7 " 108" .. = 8,3%.

Consideramos fundamental apresentar esse tipo de situacdo-problema aos alunos, pois
sdo situacOes aplicaveis a vida real. Também devemos buscar maneiras diferentes de resolucéo,
evitando sempre que possivel decorar férmulas complexas, ampliando as possibilidades de

resolucéo desses problemas.
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4 METODOLOGIA DE PESQUISA

Uma pesquisa surge da necessidade ou inquietacdo de determinadas pessoas, acerca de
um determinado problema ou da constatacdo de um certo fendbmeno.

Pesquisar, de uma forma mais geral, € procurar uma informac&o que ndo sabemos e que
nos interessa. Consultar livro, revistas, documentos, conversar com pessoas mais experientes,
sdo formas de pesquisa, considerada como sindnimo de busca, de investigacdo e indagacéo.
(PRODANOQV & FREITAS, 2013)

Para Prodanov e Freitas, pesquisar cientificamente, significa

[...] realizarmos essa busca de conhecimentos, apoiando-nos em
procedimentos capazes de dar confiabilidade aos resultados. A natureza da
questdo que da origem ao processo de pesquisa varia. O processo pode ser
desencadeado por uma dificuldade, sentida na préatica profissional, por um fato
para o qual ndo conseguimos explicacdes, pela consciéncia de que
conhecemos mal alguma situacdo ou, ainda, pelo interesse em criarmos
condicdes de prever a ocorréncia de determinados fendmenos. (PRODANOV
& FREITAS, 2013, p. 44)

Sendo assim, esta pesquisa se deu por causa da nossa inquietacdo acerca da dificuldade
encontrada por professores e alunos em relacdo ao ensino e a aprendizagem da Probabilidade,
em turmas da 22 série do Ensino Médio, ao longo de varios anos de experiéncia como
professores de Matematica.

Dessa forma, buscamos na Estratégia de Aprendizagem TBL, formular hipoteses na
tentativa de buscar caminhos que minimizassem nossas inquietacGes, a fim de responder ao
nosso questionamento que era “De que forma uma sequéncia diddtica, desenvolvida por meio
da Estratégia de Aprendizagem TBL, pode contribuir para melhorar o ensino e
consequentemente promover a aprendizagem dos alunos?”.

No intuito de responder a essa pergunta, elaboramos e buscamos respostas para 0s
seguintes objetivos especificos:

e Elaborar uma sequéncia didatica com intuito de promover o ensino e a aprendizagem de
Probabilidade por meio da Estratégia de Aprendizagem TBL;
e Elaborar e aplicar um questionario de sondagem inicial;

e Elaborar e aplicar um questionario final de feedback;
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e Aplicar uma sequéncia didatica a fim de promover o ensino e a aprendizagem de
Probabilidade por meio da Estratégia de Aprendizagem TBL;

e Apresentar novas situagGes-problemas relacionadas aos varios tipos de Probabilidade,
assim como a resolucdo desses.

Concordamos que “nenhuma pesquisa é totalmente controlavel, com inicio, meio e fim
previsiveis. A pesquisa € um processo em que é impossivel prever todas as etapas. O
pesquisador esta sempre em estado de tensdo porque sabe que seu conhecimento é parcial e
limitado.” (GOLDENBERG, 2004)

A palavra Metodologia que vem do grego, deriva dos termos ‘meta” = ao largo; “odos”
= caminho e “logos” = discurso, estudo.

Segundo Prodanov e Freitas, metodologia é

[...] compreendida como uma disciplina que consiste em estudar, compreender
e avaliar os varios métodos disponiveis para a realizagcdo de uma pesquisa
académica. A Metodologia, em um nivel aplicado, examina, descreve e avalia
métodos e técnicas de pesquisa que possibilitam a coleta e o processamento
de informacGes, visando ao encaminhamento e a resolucdo de problemas e/ou
questdes de investigacdo. (PRODANOV & FREITAS, 2013, p. 14)

A metodologia define métodos cientificos diferentes para a realizacdo de uma pesquisa.
O método cientifico € um conjunto de afazeres que se deve empregar para realizar uma
investigacdo, ou seja, é a linha condutora utilizada no processo da pesquisa. (PRODANOV &
FREITAS, 2013, p. 24)

O método utilizado em nossa pesquisa foi 0 Hipotético-Dedutivo, uma vez que, a partir
do problema: “dificuldade de ensinar e aprender probabilidade na 2° série do ensino
médio”, nossa pesquisa buscou formular hip6teses por meio da Estratégia de Aprendizagem
TBL, na tentativa de propor solugdes relacionadas ao problema.

Conforme Pradanov & Freitas (2013),

A pesquisa cientifica, com abordagem hipotético-dedutiva, inicia-se com a
formulacdo de um problema e com sua descri¢do clara e precisa, a fim de
facilitar a obtencdo de um modelo simplificado e a identificacdo de outros
conhecimentos e instrumentos, relevantes ao problema, que auxiliardo o
pesquisador em seu trabalho. ” (PRODANOV & FREITAS, 2013, p. 32)

Este capitulo trata da metodologia e do contexto da pesquisa, sendo dividido em trés
secOes. Na primeira se¢do, descrevemos nosso entendimento sobre pesquisa qualitativa. Na
segunda secdo, discorremos sobre sequéncia didatica, que foi o fio condutor para o
desenvolvimento do nosso trabalho. E, finalmente, na terceira e Gltima se¢do, apresentamos

como foi desenvolvida a nossa sequéncia didatica.
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4.1 Pesquisa Qualitativa

Sob o ponto de vista da abordagem do problema, a pesquisa descrita nesta dissertagao
apresenta uma abordagem qualitativa, pois mantivemos um contato direto com o ambiente e 0
objeto de estudo em questdo, necessitando de um trabalho mais intensivo de campo. Mas,
também, entendemos que nessa abordagem, alem de considerar as respostas descritivas dos
alunos, poderiamos fazer um levantamento quantitativo dos acertos e erros em relacéo a cada
questdo abordada. Nesse sentido, Goldenberg (2004) aponta que

A maior parte dos pesquisadores em ciéncias sociais admite, atualmente, que
ndo ha uma Unica técnica, um nico meio valido de coletar os dados em todas
as pesquisas. Acreditam que ha uma interdependéncia entre os aspectos
guantificaveis e a vivéncia da realidade objetiva no cotidiano. A escolha de
trabalhar com dados estatisticos ou com um Gnico grupo ou individuo, ou com
ambos, depende das questbes levantadas e dos problemas que se quer
responder. E o processo da pesquisa que qualifica as técnicas e 0s
procedimentos necessarios para as respostas que se quer alcancar. Cada
pesquisador deve estabelecer os procedimentos de coleta de dados que sejam
mais adequados para 0 seu objeto particular. O importante é ser criativo e
flexivel para explorar todos os possiveis caminhos e ndo reificar a ideia
positivista de que os dados qualitativos comprometem a objetividade, a
neutralidade e o rigor cientifico. (GOLDENBERG, 2004, p. 62)

No entanto, sob a 6tica da pesquisa qualitativa, € fundamental que o pesquisador tenha
flexibilidade e criatividade na coleta e analise dos dados. N&o existem regras precisas, 0 bom
resultado da pesquisa depende da sensibilidade do pesquisador. (GOLDENBERG, 2004)

Em nossa pesquisa, destacamos técnicas de pesquisa como: questionarios, gravacdo de
audio, observacao participante e analise documental.

Assim, aplicamos um questionério inicial, cuja finalidade era identificar o que os alunos
lembravam sobre conceitos e aplicacdo de Probabilidade e em quais séries eles ja tinham
estudado o tema. Esse questionario funcionou como uma espécie de diagndstico sobre o tema
proposto e ajudou a nortear as questdes das avalicdes.

Apos o estudo do tema, utilizando a Sala de Aula Invertida, e em seguida, a Estratégia
de Aprendizagem TBL, os alunos deveriam resolver as questdes propostas, individualmente e
em grupos, e durante a resolucéo deveriam gravar os audios de suas respectivas discussdes nos
grupos. Nesse momento, o pesquisador assumiu o papel de observador participante e pode
perceber todo o dinamismo que a Estratégia de Aprendizagem propunha.

E, por fim, foi aplicado um questionario final, para avaliar o que os alunos acharam da

Estratégia de Aprendizagem TBL aplicada no desenvolvimento da pesquisa.
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4.2 Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica € uma maneira de configurar de forma ordenada, como e quais
atividades seréo desenvolvidas com os alunos. E uma forma de personalizacio e de organizagéo
de todas as atividades que serdo desenvolvidas para alcancar o objetivo maior, que é a
aprendizagem do estudante.

A aprendizagem é uma construcao individual (particular) que cada pessoa realiza gragas
a ajuda que recebe de outras pessoas. Essa construcdo, que sera realizada por parte do educando,
esta diretamente relacionada ao seu interesse e disponibilidade, de seus conhecimentos prévios
e de sua experiéncia. (ZABALA, 1998)

Assim, aplicamos nosso questionario inicial, como forma de levantar os conhecimentos
prévios dos alunos. Para o desenvolvimento de nossa sequéncia didatica, enumeramos 8 (0ito)
itens importantes a considerar. Sdo eles:

1) Conteldos a serem trabalhados;

2) Objetivos;

3) Habilidades da BNCC a serem desenvolvidas;

4) Tempo para estudo (leituras, videoaulas e registro delas);

5) Tempo para a realizacdo das atividades avaliativas;

6) Disponibilizacdo do material necessario para a execuc¢do do trabalho;
7) Detalhamento de cada aula da sequéncia didatica;

8) Finalizacdo da sequéncia didatica.

Como forma de validacdo, mas sobretudo de possibilitar pistas para elucidar algumas
atividades ou acrescentar novas, Zabala (1998, p. 63) sugere algumas perguntas a se fazer no
desenvolvimento de uma sequéncia didatica. Na sequéncia didatica existem atividades:

a) que nos permitem determinar os conhecimentos prévios dos alunos?

b) em que os conteudos sdo propostos, de forma que sejam significativos para os alunos?

c) que podemos inferir que sdo adequadas ao nivel de desenvolvimento dos alunos?

d) que representam um desafio alcancavel pelos alunos e fazem avancar com a ajuda
necessaria?

e) que provocam um conflito cognitivo e promovem a atividade mental dos alunos, de
forma que estabeleca relagdes entre 0s novos conteldos e 0s conhecimentos prévios?

f) que estimulem a autoestima e 0 autoconhecimento em relagéo as aprendizagens, ou seja,

que os alunos sentem que aprenderam?
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g) que ajudem os alunos a adquirirem habilidades relacionadas com o aprender a aprender,
que Ihes permita serem cada vez mais autbnomos em suas aprendizagens?

As perguntas sugeridas por Zabala no desenvolvimento de uma sequéncia didatica, nos
ajudam também a perceber e a (re)avaliar o processo de desenvolvimento da Estratégia de
Aprendizagem TBL, de forma que elas se complementam.

A seguir, apresentamos 0 contexto de nossa pesquisa, considerando as condi¢des em

que nossa sequéncia didatica foi desenvolvida.

4.3 Contexto de pesquisa

Nossa sequéncia didatica foi desenvolvida no periodo de 22/10/2021 a 24/11/2021, de
forma presencial para todos os alunos da 22 série do Ensino Médio de uma escola da rede
privada de Belo Horizonte - Minas Gerais, apds a aprovacdo da direcdo e da coordenacao da
escola.

O trabalho foi desenvolvido nas duas turmas da 22 série, porém, os dados coletados e
analisados referem-se a turma A. Essa turma tinha 43 alunos, porém, com o remanejamento de
alunos da turma A para a turma B, no inicio do ano, a numeragdo da chamada ia até o nUmero
47. Por isso, na proxima secdo, sera possivel notar que nos referimos a um aluno cujo nimero
é 47.

Como os alunos, em sua maioria, estudaram nessa escola desde o0s anos iniciais, entéo,
podemos afirmar que a maioria deles ja havia tido contato com algum raciocinio probabilistico
e estudado alguns conceitos relacionados a Probabilidade em vérias séries anteriores; porém
eles lembravam muito pouco do assunto.

Como forma de comprovar e analisar o que os alunos ainda lembravam de
Probabilidade, aplicamos um questionario de sondagem inicial no dia 22/10/2021, cujo
resultado sera apresentado na proxima secao.

Os alunos que participaram da nossa pesquisa, eram menores de 18 anos, exceto uma
aluna. Dessa forma, solicitamos aos participantes e aos seus respectivos responsaveis, que
preenchessem e assinassem os termos de Consentimento e Assentimento exigidos legalmente.
Assim, os alunos e seus responsaveis ficaram cientes de que todas as informagGes seriam
utilizadas de forma an6nima, cuja Unica finalidade é a de pesquisa.

Os alunos se prepararam previamente, utilizando os materiais disponibilizados pelo
pesquisador, e nas datas marcadas fizeram as avalia¢fes individuais e em grupos, conforme

proposto pela Estratégia de Aprendizagem TBL.
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Por fim, os alunos preencheram no dia 24/11/2021 um questionario final, em que
puderam avaliar a estratégia metodoldgica utilizada e se, 0 quanto e de que forma essa
metodologia contribuiu para o desenvolvimento de sua aprendizagem acerca do tema estudado.
Os resultados da pesquisa, bem como o questionario final, serdo apresentados no préximo

capitulo desta dissertacéo.
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5 APRESENTACAO E ANALISE DE DADOS

Conforme abordado anteriormente, 0 pensamento Probabilistico ja era utilizado a mais
de 3000 anos a.C.. Com o passar do tempo, a necessidade de se comprovar por meio de regras
matematicas a resolucdo de determinados problemas, fez com que matematicos do século XVI1II
e XIX, por meio de axiomas, desenvolvessem a Teoria das Probabilidades, o que deu um caréater
extremamente formal a esse contetdo. Com o surgimento dos documentos oficiais PCN e
BNCC, no seculo XX, que propde curriculos basicos comuns, a Probabilidade ganha um lugar
de destaque.

No Ensino Basico, sua importancia pode ser medida por meio dos documentos oficiais,
gue sugerem que a Probabilidade seja trabalhada em todas as séries do Ensino Fundamental e
do Ensino Médio. No Ensino Médio, a Probabilidade possui novas formas de desenvolvimento,
para conseguir resolver problemas que, até entdo, ndo devem ter sido abordados no Ensino
Fundamental.

Dessa maneira, novos conceitos e propriedades surgem, além da ampliacdo e
consolidacdo dos conceitos e propriedades ja desenvolvidos no Ensino Fundamental.

Para se trabalhar a Probabilidade de maneira significativa, ¢ fundamental um
planejamento de tempo e propostas metodoldgicas que facilitem o aprendizado dos alunos, visto
que, por experiéncias anteriores, sabemos da dificuldade deles com esse tema.

Sendo assim, nossa sequéncia didatica, foi desenvolvida com base na Estratégia de
Aprendizagem TBL, que vai ao encontro das novas propostas metodoldgicas da Educacéo,
conforme proposto por BACICH & MORAM (2018) e OLIVEIRA (2015), entre outros. Ela
foi dividida em trés partes, que nomeamos: Percurso Metodoldgico 1 (Atividades 1 e 2),
Percurso Metodologico 2 (Atividades 3 e 4) e Resolucdo de Problemas Complexos (Atividade
5), 0s quais serdo apresentados e analisados separadamente mais adiante.

Como ja mencionado anteriormente, nossa pesquisa foi realizada em uma escola
particular de Belo Horizonte, com uma turma de 22 serie do Ensino Médio, com 43 alunos.
Iniciamos o trabalho com um questionario de sondagem inicial, a seguir aplicamos uma
sequéncia didatica composta de 3 fases (que sdo os percursos metodolédgicos 1 e 2 e a resolucdo
de problemas complexos) e finalizamos com outro questionario, denominado questionario de

sondagem final. Inicialmente esse trabalho foi elaborado para ser desenvolvido de forma remota



80

(on-line) devido a pandemia. Porém, com o retorno das aulas, ele foi reformulado e
desenvolvido presencialmente.

Devido ao tipo de abordagem da nossa pesquisa, optamos por nao aplicar uma avaliacéo
de multipla escolha, com gabarito, conforme especifica a Estratégia de Aprendizagem TBL,
uma vez que entendemos que para termos uma analise qualitativa e podermos interpretar de
forma mais detalhada os dados, era necessaria uma avaliacao discursiva. Dessa forma, todas as
avaliacdes aplicadas foram discursivas, tanto individualmente quanto em equipes.

O planejamento da nossa sequéncia didatica foi apresentado a Direcao e a Coordenacao
da escola e, ap6s aprovado, foi posto em execucdo. Esse planejamento encontra-se detalhado
no Anexo A.

Apresentamos, a seguir, as respostas do questionario de sondagem inicial, que se
encontra no Anexo B. No dia da aplicacdo do questionario, 7 alunos haviam faltado a aula e,
com isso, o0 resultado apresentado baseia-se no preenchimento dos questionarios dos 36 alunos
presentes. Os alunos foram identificados de acordo com o nimero de chamada. O objetivo desse
questionario era saber se os alunos se lembravam de alguns conceitos relacionados a
Probabilidade e seus significados, situacdes em que ela pode ser utilizada, séries anteriores nas
quais ela foi estudada e em qual o grau de dificuldade os alunos a classificam. A seguir,
apresentamos as perguntas, juntamente com as respostas dos alunos, e uma breve anélise dos
dados coletados.

5.1 Questionario de Sondagem Inicial

1) Idade dos alunos que participaram da pesquisa:

Figura 16 — Idade dos alunos que participaram da pesquisa

Idade dos alunos que participaram
da pesquisa

18

QUANTIDADE DE ALUNOS

16
IDADE DOS ALUNOS

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)



2) Paravocé, o que significa Probabilidade?
Respostas de trés estudantes:

Figura 17 — Resposta do Estudante 28

- Fonte: Dados do Pesqui‘sador

Figura 18 — Resposta do Estudante 8
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Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 19 — Resposta do Estudante 26

Fonte: Dados do Pesquisador

E possivel perceber que os estudantes possuem a ideia do conceito de Probabilidade,

pois a maioria das respostas foram muito semelhantes a dos trés estudantes apresentadas acima,

e estas estdo bem proximas das ideias em torno do conceito de Probabilidade. Alguns estudantes

além de responder a pergunta trouxeram exemplos para o0 conceito, como podemos notar na

resposta do Estudante 26.
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3) Para vocé a Probabilidade é usada ...

Figura 20 — Para que a Probabilidade é usada, segundo os alunos.

Para que a Probablidade é usada?
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jogos previsao do tempo. e previsdo do circunstancias
tempo.

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

Conforme o grafico apresentado anteriormente € unanime para os estudantes que a
Probabilidade pode ser usada em diversas circunstancias.
4) Caso vocé tenha marcado a opcao (d) para a resposta anterior, descreva brevemente uma
outra situacdo em que se pode usar a Probabilidade.
Respostas de trés estudantes:

Figura 21 — Resposta do Estudante 36

Figura 22 — Resposta do Estudante 7
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Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 23 — Resposta do Estudante 34

Fonte: Dados do Pesquisador
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Todos o0s estudantes conseguiram apresentar outras circunstancias, além das
apresentadas acima, em que a Probabilidade pode ser aplicada e muitos reafirmaram isso ao
escrever que em Biologia estdo usando a Probabilidade para o estudo de genética.

5) Em qual(is) série(s), vocé ja estudou Probabilidade? (Essa pergunta pode ter mais de uma
resposta.)
Figura 24 — Série em que os alunos estudaram Probabilidade

Em qual(is) série(s), vocé ja estudou
Probabilidade?
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)
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6) Em relagdo ao que vocé ja estudou sobre Probabilidade, vocé classifica esse conteido
como?

Figura 25 — Grau de dificuldade quanto a Probabilidade

Como voceée classifica Probabilidade?

QUANTIDADE DE ALUNOS

dificil

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

7) Vocé vé alguma relacdo entre os conteudos de Probabilidade e Analise Combinatéria?

Figura 26 — Relacdo entre Probabilidade e Anélise Combinatoéria

Existe relacao entre Probabilidade e
Analise Combintoria?

36

QUANTIDADE DE ALUNOS

0

N&o sei reponder

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

8) Vocé ja usou o conceito de Probabilidade em algum momento da vida? Se sim, relate como
foi sua experiéncia.

Respostas de trés estudantes:
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Figura 27 — Resposta do Estudante 17

Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 28 — Resposta do Estudante 35

Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 29 — Resposta do Estudante 9

o,

Fonte: Dados do Pesquisador

Os Estudantes 17 e 9 apresentam situacfes de Probabilidade Classica e de simples
entendimento. O Estudante 35 demonstra que h& Probabilidade envolvida no jogo, porém
percebemos pela sua resposta que ele determina essa probabilidade pela sua experiéncia. Sendo
assim, percebemos que a ideia de Probabilidade apresentada por esses Estudantes, e os demais,
sdo situacOes relacionadas & problemas de simples resolugdo. Isso nos leva a introduzir
situagdes-problemas em que outros tipos de Probabilidades sejam desenvolvidos.

9) Registre, abaixo, outros aspectos que julgar relevantes sobre este assunto e/ou suas
expectativas sobre os estudos que desenvolveremos sobre Probabilidade.
Respostas de trés estudantes:

Figura 30 — Resposta do Estudante 23

Fonte: Dados do Pesquisador
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Figura 31 — Resposta do Estudante 35
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Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 32 — Resposta do Estudante 9

Fonte: Dados do Pesquisador

Analisando os graficos e as respostas discursivas dos Estudantes, foi possivel notar que
eles possuem uma ideia clara do conceito de Probabilidade, bem como que eles percebem que
ela pode ser aplicada em varias circunstancias e que ja foi estudada em varias séries anteriores.
Classificaram-na, em sua maioria, como um grau médio de dificuldade, entendem que ela pode
ser trabalhada juntamente com a analise combinatéria e que ja a utilizaram, provavelmente, de
forma intuitiva, em alguns momentos de suas vidas. Possuem (igual aos demais) uma boa
expectativa com relacdo ao estudo que iriamos desenvolver.

A seguir, apresentaremos o desenvolvimento dos percursos metodoldgicos 1 e 2,
utilizando a Estratégia de Aprendizagem TBL por meio de Metodologias Ativas, que visam

melhorar o desenvolvimento da aprendizagem dos alunos.

5.2 Percurso Metodoldgico |

O Percurso Metodoldgico | é composto pelas Atividades 1 e 2, conforme o cronograma
apresentado no Anexo A. A Atividade 1, que se encontra no Anexo C, foi encaminhada aos
alunos no dia 25/10/2021.

A Atividade 1 era composta pelas aulas 1, 2, 3 e 4 e deveria ser realizada no periodo de
25/10/2021 a 02/11/2021. Nesse periodo, os alunos deveriam assistir aos 4 videos propostos
pelo professor, fazer uma leitura do contetido no livro didatico adotado pela escola, conforme
orientado na atividade, e fazer uma pesquisa complementar, caso julgassem necessario. Essa
atividade estava relacionada aos conceitos, a definicdo classica de Probabilidade e a

Probabilidade envolvendo a unido de dois ou mais eventos. A aula 4 consistia no registro do
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entendimento do aluno relacionado aos videos, a leitura do livro didatico, a pesquisa
complementar e deveria ser postada na aba tarefas, na plataforma Teams, para que o professor
fizesse a avaliacdo de toda a atividade.

Conforme explicitado por Bacich (2018), os estudantes aprendem de forma diferente e
em tempos diferentes e com mais significado, quando esse aprendizado se da de forma
autdbnoma. Dessa forma, nossa pesquisa utilizando a Estratégia de Aprendizagem TBL,
ofereceu aos estudantes atividades em que cada um pode construir sua aprendizagem em seu
tempo e da forma que julgava mais significativa, uma vez que eles realizaram e registraram
suas proprias pesquisas de maneira autdbnoma e dando significado para o conteldo,
personalizando-o e discutindo em grupos todos os conceitos durante as avaliacbes em equipes
e posteriormente com o professor. A seguir, apresentamos os links que ddo acesso aos registros
feitos por trés estudantes.

Atividade 1 do Estudante 1:

https://drive.google.com/file/d/14fCJpi2Y OeY{fvI9CGmktdcjAt2Q023D1/view?usp=sharing
Atividade 1 do Estudante 9:
https://drive.google.com/file/d/IR7gmMLkpMebozTGcfiR95HgM1AgjTe9G/view?usp=shari
ng

Atividade 1 do Estudante 47:

https://drive.google.com/file/d/1_a02em50amBHFU0MWOOY 32rr6015aGGD/view?usp=sha

rin

Apbs a execucdo da Atividade 1, que foi concluida pelos estudantes até o dia
02/11/2021, eles realizaram a Atividade 2, no dia 03/11/2021, que consistia no desenvolvimento
das aulas 5 e 6, ou seja, as avalia¢Ges individuais (TGPi) e em equipes (TGPe). Como sugere a
TBL, a avaliacdo individual é a mesma avaliacdo em equipes. Essa avaliagdo, com sua
respectiva resolucdo, encontra-se no Anexo D. A seguir apresentamos a analise do

desenvolvimento dessa primeira parte do trabalho.

5.3 Analise do desenvolvimento e dos resultados do Percurso Metodologico |

O trabalho com Metodologias Ativas fez com que os estudantes saissem de sua zona de
conforto, como receptores do conhecimento, e o trabalho os colocou como protagonistas de
suas proprias aprendizagens. Foi interessante perceber, ao longo da semana que antecedeu a
avaliacdo, o desejo de varios deles em tirar davidas sobre os assuntos abordados nos videos e
no livro didatico, bem como nas pesquisas realizadas por alguns estudantes, que extrapolaram

0 material enviado na atividade 1. Conforme explicita Bacich e Moran,
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As metodologias ativas constituem alternativas pedagdgicas que colocam o
foco do processo de ensino e de aprendizagem no aprendiz, envolvendo-o na
aprendizagem por descoberta, investigacao ou resolugdo de problemas. Essas
metodologias contrastam com a abordagem pedagdgica do ensino tradicional
centrado no professor, que é quem transmite a informacdo aos alunos. No
entanto, a proposta de um ensino menos centrado no professor ndo é nova. No
inicio do século passado, John Dewey concebeu e colocou em pratica a
educacdo baseada no processo ativo de busca do conhecimento pelo estudante,
que deveria exercer sua liberdade. Para Dewey, a educacdo deveria formar
cidaddos competentes e criativos, capazes de gerenciar sua propria liberdade.
Sua proposta era a de que a aprendizagem ocorresse pela acdo, o learning by
doing, ou aprender fazendo, hands-on. (BACICH & MORAN, 2018, p. 27
e 28).

Corroborando com as ideias de Bacich e Moran (2018), percebemos que os estudantes
tiveram liberdade para construir o préprio conhecimento de forma auténoma e significativa,

pois estudaram sobre o assunto e produziram seus registros individualmente. Também

compartilharam esses conhecimentos com os colegas de sala, uma vez que trocaram ideias entre

0s pares antes das avaliagOes. A imagem a seguir mostra 0 momento da realizacao da avaliagéo
individual (TPGi).

Figura 33 — Momento da realizacédo da avaliacdo individual

Fonte: Dados do Pesquisador

No dia da realizacdo das avaliagdes individual e em equipes, 40 estudantes estavam
presentes. Dessa forma, apresentamos a seguir o resultado da avaliagdo individual (TGPi) e

algumas repostas deles e nossas consideracdes acerca desses resultados.
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Figura 34 — Resultados da 1?2 avaliacéo individual (TGPI)

Resultados do TPGi da Avaliagcao 1

30

S
=)
=
2
i
=}
=
g
=]
=
=
=
=)

MUMERO DA QUESTAD

W Acertos parciais Erros

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

Questdo 1: Como pode ser visto nas figuras 35, 36 e 37, a seguir, 0s estudantes compreendem
bem o que é espaco amostral e evento e sabem representé-los usando a notacdo de conjuntos,
bem como o ndmero de elementos de um conjunto. Porém, apenas 7,5% dos estudantes
interpretaram a questdo corretamente, e 25% interpretaram de forma parcialmente correta, pois
ndo consideraram que deveriam tirar duas bolas da caixa, consideraram como se fosse apenas
uma bola. Com isso, 0 espaco amostral e o evento ficaram incorretos. Consideramos incorretas
as respostas, porém, se 0s estudantes usassem esses valores para calcular a probabilidade, esse
calculo ficaria correto.

Estudante 3: Na figura 35 a seguir, é possivel observar que a estudante considerou que a ordem
era importante, ou seja, desconsiderou a palavra “simultaneamente”, de modo que ela errou a
questdo. Mas, é possivel notar que com os estudos feitos utilizando a TBL, antes da avaliac&o,
a estudante compreendeu de forma clara o que significa espaco amostral e evento, bem como

soube escrever suas representaces por meio da notagéo de conjuntos.
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Figura 35 — Resposta da Estudante 3 para a questéo 1
Questdo 1 (Valor: 0,5 pontos) LG =7 R e

Dreyiy ?
Uma uma contém cinco bolas, sendo trés numeradas de 1 a 3 e duas sem niimeros, sendo ur'rla na cor
azul e a outra na cor branca. Retirando-se, simultaneamente, duas bolas da caixa:

é il | ) 7ri
a) escreva o espago amostral e dé o seu niimero de elementos.

O=fC1a), (1.3, (AR (8, (2,0, L’z 3),(2.A),(3B) , (3:4), (2:3),(341(3,0), (A3, (4.2, (4.9
(A&, (B0, (., (83 (B A . A8 |
h('\)};/ak@ [/

b) escreva o evento A: as duas bolas que sairam possuem nimeros e dé o seu nime

ro de elementos.
Eazf(L2),(5.3),(2,8),(2:3),E), (3.0} " 2

N (Eer= G/,

Fonte: Dados do Pesquisador

Estudante 34: E possivel perceber que, apos os estudos utilizando a TBL, esse estudante
compreendeu o significado de espaco amostral e evento e soube escrevé-los utilizando a
notacdo de conjunto, embora tenha considerado na letra (a) a retirada de apenas uma bola.
Porém, na letra (b), o estudante interpretou corretamente a questao.

Figura 36 — Resposta do Estudante 34 para a questao 1

Questio 1 (Valor: 0,5 pontos)

Uma urna contém cinco bolas, sendo‘trés numeradas de 1 a 3 e duas sem numeros, sendo uma na cor
azul e a outra na cor branca. Retirando-se, simultaneamente, duas bolas da caixa: |

a) escreva o espago amostral e dé o seu nimero de elementos.
fsPago Avnosw (UJ > fm )AZM//BMW;
hiv): £5¢

b) escreva o evento A: as duas bolas que sairam possuem niimeros e dé o seu nimero de elementos.

Ewmib A: 11,213(1,35; 12,31
w[l/) ; f3f

Lp

Fonte: Dados do Pesquisador
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Estudante 13: Essa estudante interpretou corretamente a questao e é possivel observar que ela
escreveu corretamente a linguagem de conjuntos, assim como os estudantes anteriores.

Figura 37 — Resposta do Estudante 13 para a questéao 1

Questdo 1 (Valor: 0,5 pontos)

Uma urna contém cinco bolas, sendo trés numeradas de 1 a 3 e duas sem nimeros, sendo uma na cor
azul e a outra na cor branca. Retirando-se, simultaneamente, duas bolas da caixa:

a) escreva o espago amostral e dé o seu numero de elementos. Az 4y / E“

E&\ .B 2 Bn»nn

0) escreva o evento A: as duas bolas que sairam possuem nimeros e dé o seu nimero de elementos.

Af11,2),01.3) (2,3)F n(A):3

Fonte: Dados do Pesquisador

Questdo 2: As respostas dos alunos e nossas observacdes em sala de aula, ap6s os estudos
realizados por meio da TBL, nos sugerem que os alunos ampliaram suas compreensdes sobre o
conceito de espaco amostral e evento, pois a maioria deles o descreveram corretamente em sua
resolucdo. A dificuldade encontrada pelos estudantes nessa questdo ndo foi o contetdo de
Probabilidade, mas o conceito de nimero primo. Todos os estudantes utilizaram a definicdo de
Probabilidade classica corretamente, porém dos 28 estudantes que erraram a questao, cerca de
90%, consideraram 1 como numero primo. Se ndo fosse isso, teriamos uma gquantidade
significativa de acerto. Mas, essa questdo nos possibilitou resgatar esse conceito durante a
correcdo feita com os estudantes apds a avaliacao.

Questédo 3: A TBL possibilitou a identificacdo de lacunas em conhecimentos prévios de alguns
estudantes, uma vez que apenas 15% deles acertaram a questdo. Essa questdo envolvia além
dos conhecimentos de Probabilidade, a Analise Combinatoria, contetdo ja trabalhado com eles
anteriormente.

Estudante 26: A estudante interpretou corretamente a questdo e calculou corretamente a

probabilidade.



Figura 38 — Resposta da Estudante 26 para a questao 3

Questio 3 (Valor: 0,5 pontos)

e a Ultima letras serem consoantes?

Escolhendo aleatoriamente um dos anagramas da palav

ra CEFET, qual é a probabilidade de a primeira

Fonte: https://ig1.globo ol g ial20; moans. fet mg-e-mais-uma-instituicao-a-suspender-atividades-

5! . 5.4.,3 presenciais-no-estado ghtmi .

—7-543 4‘0¢oia£o(10\ma Gvrad Pt

A oy : ' cr

FC

“ - —_ =L = 5, 3 . o

F £ 18 amagponral dm a cenotia®d TF
my—pﬂfﬁwé’o . s
¥ =18 U ¥-30, s 09 W0

Fonte: Dados do Pesquisador
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Estudante 9: Apesar da resposta final estar correta, a estudante calculou de forma incorreta o

espaco amostral e 0 evento, pois desconsiderou a repeticdo de elementos na permutacdo das

letras. Porém, é possivel perceber mais uma vez que a definicao de Probabilidade Classica esta

bem clara para ela, assim como para a maioria dos estudantes.

Figura 39 — Resposta da Estudante 9 para a questao 3

Questio 3 (Valor: 0,5 pontos)

Fonte: https://g1.globo.

Escolhendo aleatoriamente um dos anagramas da palavr%@qual & a probabilidade de a primeira
e a Ultima letras serem consoantes?

)20/03/ i fot.

S

= 5! F\2Q ® Sz 3¢9

9
presenciais-no-estado.ghtm|

Fonte: Dados do Pesquisador
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Questdo 4: Nessa questdo, que envolvia o langamento de dois dados, 42,5% dos estudantes
acertaram totalmente e 40% deles acertaram parcialmente. Alguns ndo acertaram, pois
calcularam incorretamente o evento, acertando apenas o espaco amostral.

Estudante 26: A estudante escreveu corretamente o0 evento, porém errou 0 espago amostral.
Nessa questdo, alguns estudantes erraram o célculo do espaco amostral e outros acertaram;
porém, no evento, consideraram o (4,4) duas vezes, o que fez com que a probabilidade ficasse
incorreta.

Figura 40 — Resposta da Estudante 26 para a questdo 4

Questio 4 (Valor: 0,5 pontos)

Considere o langamento de

dois dados com
as
Se obter a soma dos resulta nces iy

Nadbal meradas de 1 a 6. Determine a probabilidade de

- ' .::.
) ? ": \‘. o*
? ) N P &

FOI te: http://www. webquestfacil.com br/\:vebquest hi >pg=tarefa&w =14991
al q
. Php?
n {\5 } <1 2 :

nN(€) ez 6), (5.3),(3,8) (4,4) f =>nie) <
V(ie): s .

72

Fonte: Dados do Pesquisador
Estudante 31: A estudante interpretou corretamente a questdo e calculou corretamente a

probabilidade.
Figura 41 — Resposta da Estudante 31 para a questédo 4

Questao 4 (Valor: 0,5 pontos)

Considere o langamento de dois dados com as faces numeradas de 1 a 6. Determine a probabilidade de
se obter a soma dos resultados igual a 8.

\.0" \“'
‘.‘

Fonte: http://www.webquestfacil.com.briwebquest.php?pg=tarefa&wq=14991

GI¢ = 30= n(H= J6

ffﬁf\fw; 3: 6
bt4 f 5 564
hie)=4

Fonte: Dados do Pesquisador
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Questdo 5: Podemos dizer que essa foi a questdo mais dificil da avaliagdo, tendo apenas 5% de
acerto total e 20% de acerto parcial, sendo que também era uma questao que envolvia a analise
combinatdria e conceito de divisibilidade por 4, ou seja, quando se reunem dois ou trés
conteddos numa mesma questdo, os estudantes costumam ter mais dificuldade. Os que
acertaram parcialmente a questéo, erraram o célculo do evento e acertaram o calculo do espaco
amostral.

Estudante 9: A estudante calculou corretamente o espaco amostral, utilizando a analise
combinatdria, porém néo se lembrava do critério de divisibilidade do 4, o que fez com que o
evento ficasse incorreto.

Figura 42 — Resposta da Estudante 9 para a questao 5

Questao 5 (Valor: 0,5 pontos)

Escolhe-se aleatoriamente um nimero formado somente por\al arismos pares distintoﬂendo ele maior

do que 100 e menor do que 600. Calcule a probabilidade de que esse nimero seja divisivel po

s

0.2.4.6 8 100 - 5QQ
o AL TR O Z
2% G 4R = 5% 1,8
2 —
Pt_.,,\z = 0.»599/"/,
B A =
L—bE:\?_

Fonte: Dados do Pesquisador
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Estudante 39: A estudante calculou corretamente o espaco amostral utilizando a analise
combinatéria. Como ndo se lembrava do critério de divisibilidade do 4, escreveu cada nimero,
porém esqueceu de um numero, dessa forma o calculo da probabilidade ficou incorreto.

Figura 43 — Resposta da Estudante 39 para a questao 5

Questao 5 (Valor: Q,B pontos) 4
Eé?:aﬁe'-‘séﬁa-l;art'oriamente um numero formado somente por a!gaﬁs@; digtintfo(s\_sendp ele maior
do que 100 e menor do que 600. Calcule a probabilidade de que esse-numefo se;@
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"\ ' \\ :
5 $94’ ¢ = LB .23.36, 4o, 414, 1 8,
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\8 8 g %36, 60,64,
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Fonte: Dados do Pesquisador

Questdo 6: Essa questdo envolvia a teoria de conjuntos, que foi estudada na 12 série do ensino
médio. Apenas15% dos estudantes acertaram totalmente a questdo e outros 15% parcialmente,
pois ndo conseguiram montar o diagrama de Venn corretamente. Ou seja, essa questdo teve
muito erro ndo por causa da Probabilidade em si, mas devido a montagem incorreta do diagrama
de Venn, sendo que alguns estudantes ndo montaram o diagrama.

O resultado da avaliacdo individual (TGPi) ficou muito aquém do que esperdvamos,
uma vez que os estudantes tiveram uma média de 0,9 ponto, em um total de 3,0 pontos
distribuidos, isto &, um rendimento de apenas 30%. Um ponto importante a considerar é que
esse resultado foi “puxado” para baixo, ndo devido a Probabilidade, mas devido a contetdos de
séries anteriores, que muitos estudantes ndo lembravam, como por exemplo: nimeros primos,
critério de divisibilidade por 4 e construcéo do diagrama de Venn envolvendo conjuntos. Assim,
o resultado foi importante, ja que nos possibilitou trabalhar nas lacunas encontradas no periodo

po6s-pandemia.
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Ap0s a realizacdo da avaliacdo individual (TGPI), os estudantes se reuniram nos grupos
previamente determinados pelo professor e iniciaram a realizacdo da avaliagcdo em equipes
(TGPe) conforme previsto pela TBL. Esse momento foi de uma riqueza imensuravel, pois o0s
estudantes trabalharam de forma cooperativa, discutindo as questdes que haviam feito momento
antes. As imagens a seguir, mostram o momento da realiza¢do dessa avaliacao.

Figura 44 — Momento da realiza¢éo da 12 avaliacdo em equipes (TGPe)

- J )
Fonte: '.Ddos do Psquisador
Vérias davidas surgiram durante a avaliacdo em equipes (TGPe) e, com certeza, também
durante a avaliacdo individual (TGPi), porque foram momentos de muitas discussdes até
chegarem a um consenso para a resposta final que o grupo iria entregar. Esse momento foi
muito importante, uma vez que os estudantes puderam apresentar aos colegas do grupo o
raciocinio utilizado para resolver uma determinada questdo e também a interpretacdo que eles
tiveram para ela.
A seguir, apresentamos os resultados da avaliagdo em equipes (TGPe). E possivel notar
uma melhora significativa nos resultados, se comparado com o grafico anterior. Observamos
que a media dobrou, passando de 0,9 ponto para 1,8 pontos, ou seja, a média passou de 30%

para 60%. No grafico a seguir, é possivel ver o resultado por questao.
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Figura 45 — Resultados da 12 avalia¢éo em equipes (TGPe)

Resultados do TGPe da Avaliacdao 1
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MUMERO DA QUESTAO

m Acertos parciais Erros

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

Questédo 1: Corroborando com a Estratégia de Aprendizagem da TBL, ap6s muita discussao
nos grupos acerca da interpretacdo que cada estudante teve, apenas um grupo conseguiu acertar
a questdo. Como muitos haviam interpretado a questdo de forma errada, o indice de erro
permaneceu alto para essa questdo. Porém, quando os estudantes que interpretaram de forma
correta a questao apresentaram suas respostas, era nitido o semblante de decepc¢éo daqueles que
haviam interpretado de forma incorreta. Percebemos que é fundamental trabalhar com
situacOes-problemas que envolvem esse tipo de interpretacéo.

Questao 2: Quando os estudantes discutiram a questao e se posicionaram em relacdo ao numero
1 ser ou ndo primo, foi possivel identificar o erro na avaliacdo individual, o que fez com que a
questdo tivesse um aumento consideravel no percentual de acertos, passando de 30% no
momento individual para 71,4% no momento em equipes. A TBL favoreceu significativamente
a aprendizagem dos alunos no trabalho em equipes, conforme pode ser observado na discussdo
de um grupo, descrito abaixo:

Estudante 9: “Eu coloquei 1 como primo”.

Estudante 4: “Mas, 1 ndo é primo ndo”.

Estudante 9: “1 é primo gente, os primos sdo 1, 2, 3,5, ...”

Estudante 22: ““1 € primo”.

Estudante 4: “1 ndo é primo néo, os primos precisam ter 2 divisores e 0 1 é divisivel apenas por
ele mesmo”.

Estudante 9: “Ah entendi, entdo, eu errei essa questdo. Beleza entdo, agora ja entendi. Vamos

para a proxima”.
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Questédo 3: Ao interpretarem, em grupos, a questdo que envolvia anélise combinatoria, varios
estudantes puderam explicar aos colegas sobre o raciocinio combinatério, 0 que aumentou
significativamente o percentual de acertos, passando de 20% para 50%. A proposta da TBL
com o trabalho em grupos possibilita discussdes importantes e que favorecem o
desenvolvimento da aprendizagem dos alunos, conforme pode ser visto a seguir:

Estudante 9: “Eu fiz analise combinatoria, aquela permutacdo com repeticao.”

Estudante 4: “Eu também fiz com permutacdo, 0 meu espago amostral deu 60”.

Estudante 22: “Qué? Eu néo fiz permutacao ndo.”

Estudante 9: “Tem que fazer a permutacdo. Tem que fazer a permutacdo, que é 5 fatorial sobre
2 fatorial, que é 5 vezes 4 vezes 3 vezes 2 fatorial sobre 2 fatorial, ai vocé corta o 2 fatorial com
0 2 fatorial e ai da 60.”

Estudante 4: “Ai vocé faz a permutacdo de 3, porque sdo 3 posi¢cdes com repeticdo dos 2 E e
multiplica por 6 e ai d& 18. Ai fica 18 sobre 60, ai so simplificar.”

Estudante 22: “Qué? Pera ai? Explica de novo. Ah ta entendi, agora eu entendi. Nossa eu ndo
tinha pensado nisso ndo, entdo eu errei essa também, mas agora eu entendi.”

Questdo 4: Como essa questdo foi a mais facil na avaliacdo individual, apos as discussdes em
grupos, o resultado foi excelente, passando de 62,5% para 92,9%. Ou seja, a questdo do calculo
da probabilidade no lancamento de dois dados, ficou muito clara para os estudantes,
principalmente apds a discussdo nos grupos.

Questao 5: Apesar de ter sido a questdo mais dificil da avaliacdo, apds discutirem e perceberem
o critério de divisibilidade por 4, alguns grupos conseguiram desenvolver corretamente a
questdo, aumentando o indice de acerto de 15% para 57,1%.

Questdo 6: Apesar de individualmente o resultado ter sido muito baixo 22,5%, ap6s as
discussGes em grupos, os estudantes conseguiram relembrar como se resolve problemas
envolvendo unido de conjuntos e, assim, o resultado foi excepcional, passando para 85,7%.

Dessa forma, percebemos que a aprendizagem por meio da TBL contribuiu de forma
significativa para o aprendizado dos estudantes, além de desenvolver a cooperacéo e o trabalho
em equipe.

No momento da avaliacdo em equipes (TGPe), pudemos perceber que estudantes que
ndo conversam muito em sala se posicionaram sobre uma determinada questéo e, até mesmo
estudantes que dizem que ndo sabem matematica discutiram questdes com estudantes que tém
mais facilidade na matéria. Foi possivel perceber, durante essa avalia¢éo, que sim, a Matemaética

é para todos. Basta propormos formas de construcdo de conhecimentos que melhor se adequem
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aos estudantes, para que eles construam sua aprendizagem de forma significativa e possam
discutir com seus pares de forma consistente.

Dessa forma, € possivel notar que as avaliacbes em grupo, além de tornar o processo
mais dindmico, contribui com o desenvolvimento de um senso critico no estudante, que
aprendera a compartilhar saberes, ouvindo, julgando, comparando e defendendo suas ideias de
solugéo perante as dos seus colegas.

E possivel notar, pelos graficos anteriores e conforme descrevemos, uma melhora
consideravel nos resultados quando comparamos as avalia¢fes individuais com as avaliacdes
em equipes. Dessa forma, entendemos que os momentos em equipes sdo imprescindiveis para
a construcdo do conhecimento dos estudantes.

A seguir, apresentaremos o0 Percurso Metodoldgico 11 e a analise de seus resultados.

5.4 Percurso Metodoldgico Il

O Percurso Metodolégico 1l é composto pelas Atividades 3 e 4, conforme o
planejamento apresentado no Anexo A. No Anexo E, apresentamos a Atividade 3 encaminhada
aos estudantes no dia 08/11/2021.

Na Atividade 3, os estudantes realizaram as aulas 7, 8, 9 e 10, no periodo de 08/11/2021

a 16/11/2021. Nesse periodo, eles deveriam assistir aos 4 videos propostos pelo professor, fazer
uma leitura do contetido no livro didatico adotado pela escola, conforme orientado na atividade,
e fazer uma pesquisa complementar, caso julgassem necessario. Essa atividade estava
relacionada a Probabilidade Condicional, Probabilidade de eventos independentes e
Probabilidade binomial. A aula 10 consistia no registro do entendimento do estudante,
relacionado aos videos, leitura do livro didatico e da pesquisa complementar e deveria ser
postada na aba tarefas, na plataforma Teams, para que o professor fizesse a avaliacdo de toda a
atividade.

A seguir apresentamos os links dos registros feitos por trés estudantes.

Atividade 3 do Estudante 13:

https://drive.google.com/file/d/1kS777 Ax53N-ItODFkI7gnxNIoE9a8RvW/view?usp=sharing
Atividade 3 do Estudante 5:
https://drive.google.com/file/d/IAAKFOTadDhBY cfPM393hp1JwUY JNcoap/view?usp=shari

ng
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Atividade 3 do Estudante 47:

https://drive.google.com/file/d/IWOV7LsHiXbEg-95DIuaDbdIU5Quul415/view?usp=sharing
Apols a execucdo da Atividade 3, que foi concluida pelos estudantes até o dia

16/11/2021, eles realizaram a Atividade 4 no dia 17/11/2021, e que consistia no

desenvolvimento das aulas 11 e 12, ou seja, as avaliacdes individuais (TGPi) e em equipes
(TGPe). Conforme ja relatado anteriormente, a avaliacdo individual é a mesma avaliagdo em
equipes, conforme sugerido pela TBL. Dessa forma, foi possivel perceber os avancos nas
aprendizagens dos estudantes ao comparar os resultados das avalia¢6es individuais (TGPi) com
os resultados das avaliagdes em equipes (TGPe). Essa avaliagdo, com sua respectiva resolugéo,
encontra-se no Anexo F. A seguir apresentamos a andalise do desenvolvimento dessa segunda

parte do trabalho.

5.5 Analise do desenvolvimento e dos resultados do Percurso Metodologico 11

Ap0s vivenciarem a primeira parte do trabalho, os estudantes ja possuiam uma certa
“experiéncia” no desenvolvimento da Aprendizagem TBL. Dessa forma, acreditamos que 0s
estudantes se prepararam para a segunda etapa do trabalho com uma outra perspectiva. Alguns
estudantes, que por algum motivo ndo haviam se preparado muito bem para a primeira etapa,
puderam se preparar melhor para a segunda parte e contribuiram/participaram mais do que na
primeira parte. O trabalho envolvendo novas metodologias requer, tanto por parte dos
estudantes quanto por parte dos professores, paciéncia e persisténcia, até que todos entendam
de forma significativa a mudanca de paradigma.

No dia da realizacdo das avaliacdes, 41 estudantes estavam presentes. A seguir
apresentamos o resultado do TGPi, as respostas de alguns estudantes, que representam as
respostas da maioria, e nossas consideracoes.
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Figura 46 — Resultados da 22 avaliacéo individual (TGPi)
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

Questao 1: Apenas 7,3% dos estudantes interpretaram a questdo corretamente e a maioria deles
ndo soube interpretar a questdo, que envolvia Probabilidade de eventos independentes. Varios
estudantes ndo compreenderam a ideia de que, se passa uma rosa de um vaso para 0 outro, esse
outro vaso que representa um novo experimento, terd um novo espago amostral com tamanho

igual a 12, conforme € possivel observar na avaliagdo a seguir.



102

Estudante 1: A estudante considerou que o tamanho do conjunto espaco amostral no
experimento relacionado ao segundo vaso tinha tamanho 11 e ndo 12. Ela também ndo
compreendeu que era necessario somar as probabilidades; dessa forma é possivel notar que a
aluna ndo compreendeu como resolver esse tipo de questdo, o que nos possibilitou fazer uma
intervengdo com a turma, corrigindo a questdo e apresentando esse erro, que é algo comum de
acontecer nesse tipo de situacdo-problema.

Figura 47 — Resposta da Estudante 1 para a questao 1

Questio 1 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma mesa, ha dois vasos com rosas. O vaso A contém 12 rosas das quais 7 tém espinhos, e o vaso
B contém 11 rosas sendo que exatamente 5 nao tém espinhos. Retira-se, aleatoriamente, uma rosa do
vaso A e coloca-se em B. Em seguida, retira-se uma rosa de B. Calcule a probabilidade de essa rosa
retirada de B ter espinhos.
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Estudante 31: A TBL contribuiu para a aprendizagem da estudante, uma vez que em seus
materiais de estudo tinham questdes semelhantes, e é possivel notar, na figura 48, que ela
aplicou corretamente os conceitos de Probabilidade, bem como a definicdo de eventos
independentes e interpretou corretamente a questao.

Figura 48 — Resposta da Estudante 31 para a questao 1

Questio 1 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma mesa, ha dois vasos com rosas. O vaso A contém 12 rosas das quals 7.tém espinhos, e o vasc
B contém 11 rosas sendo que exatamente 5 ndo tém espinhos. Retira-se, aleatoriamente, uma rosa do
vaso A e coloca- se_em B. Em seguida, retira-se uma rosa de B. Calcule a probabilidade de essa rosa
retirada de B ter esplnho
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Fonte: Dados do Pesquisador

Questdo 2: Essa questdo teve um indice de 39% de acerto e também era uma questdo de
Probabilidade de eventos independentes. Porém menos complicada de interpretar e de se
calcular a Probabilidade, pois o resultado era direto e ndo precisava somar as Probabilidades

como na questéo 1.
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Estudante 13: A resolucdo do estudante nos leva a crer que ele entendeu a definicdo de eventos
independentes, pois ele efetuou o produto das probabilidades, porém, ndo leu com atencdo a
questdo, que era para retirar as bolinhas, sem a reposicao delas.

Figura 49 — Resposta do Estudante 13 para a questao 2

Questao 2 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma urna, existem 12 bolinhas de cores diferentes, das quais sete tém massa de 300 gramas cada e
as outras cinco tém massa de 200 gramas cada. Sero retiradas 3 bolinhas, sem reposi¢éo. Calcule a
probabilidade de que a massa total das 3 bolinhas retiradas seja de 600 gramas.

Fonte: Dados do Pesquisador

Estudante 2: A estudante determinou corretamente o nimero de elementos do conjunto espago
amostral e do evento, porém ndo entendeu a ideia de eventos independentes, ou seja, que era
necessario multiplicar as probabilidades encontradas. Outros alunos fizeram da mesma forma.
Assim, retomamos essa questdo, corrigindo-a e apontando os erros cometidos pelos estudantes.

Figura 50 — Resposta da Estudante 2 para a questao 2

Questo 2 (Valor: 0,5 pontos) o )
i i iferentes, das quais sete tem massa de gramas cada e
E? oTi]:su;r:?:é: f'asfﬁgfsz(’gghza:od;:ﬁf:: 2;3?. Serdo retiradas 36%%hnhar:assem reposigéo. Calcule a
i i j ramas.
probabilidade de que a massa total das 3 bolinhas retiradas seja de 600 g 295_
. - 5
/
235
2.2
:% Qa2 M 10\ 1 >
N
e 2,1,10 | 2TR
600 S’ a ? :_ .
21 2 o)
a’ﬂ;*s A, A, 5 5/
-ra,qog Ay 1
e
E
66GL |12
> de 200 g 8¢ 12
60
-eo
5 4 3 - 2w5+2401198 =313 —=
49,*'&{*75 ) . ©60 T
66 €0
o

Fonte: Dados do Pesquisador



105

Estudante 14: A TBL favoreceu a aprendizagem dessa estudante, uma vez que ela resolveu a
questdo corretamente, utilizando os conceitos e definicdes de Probabilidade de Eventos
Independentes baseados no material de estudo proposto na atividade desenvolvida.

Figura 51 — Resposta da Estudante 14 para a questao 2

Questdo 2 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma urna, existem 12 bolinhas de cores diferentes, das quais sete tém massa de 300 gramas cada e
as outras cinco tém massa de 200 gramas cada. Serao retiradas 3 bolinhas, sem reposigéo. Calcule a
probabilidade de que a massa total das 3 bolinhas retiradas seja de 600 gramas.
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Fonte: Dados do Pesquisador

Questdo 3: Por envolver Anélise Combinatdria juntamente com Probabilidade, os estudantes
apresentaram bastante dificuldade na questdo. Apenas 12,2% deles conseguiram interpreta-la
de forma parcialmente correta, pois calcularam uma parte da Probabilidade e ndo calcularam a
outra. Nas questdes que envolvem andlise combinatoria e que pedem para calcular “pelo
menos”, os estudantes tém muita dificuldade devido ao alto grau de interpretacdo exigido nesse
tipo de questéo.

Questado 4: Varios estudantes ndo conseguiram interpretar corretamente a questdo, pois ndo
conseguiram determinar o espaco amostral e/ou 0 evento corretamente. Nao consideraram o
fato dos filhos (menino e menina) poderem trocar de lugar no problema; dessa forma, apenas
21,9% deles conseguiram desenvolver a questdo, e apenas 9,8% deles conseguiram acertar
totalmente a questdo. Essa questdo envolvia Probabilidade de eventos independentes e
Probabilidade Condicional e foi retomada em forma de corregéo, pontuando para os alunos qual

a interpretacdo correta para esse tipo de questéo.
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Estudante 45: A Estudante entendeu perfeitamente a ideia de Eventos Independentes e
Probabilidade Condicional, pois resolveu a questdo corretamente, utilizando os conceitos e
defini¢bes necessarias para o desenvolvimento da questéo.

Figura 52 — Resposta da Estudante 45 para a questédo 4

Questz’;&l (Valor: 0,5 pontos)

Umy/ i i i
d”} casal Plar?eja. ter 5 criangas. Calcule a probabilidade de que o casal tenha exatamente 3 meninos,
. ado que a primeira crianga que nasceu & menino.

Fonte: h
5 oruengoe
A
q.p.k A =l X6 =3
2 X a1 A G §/

mennG VNG

L
HAMn | . g1 43R0 26
Munn /8 gval Te el

Fonte: Dados do Pesquisador

Estudante 1: A Estudante entendeu a ideia de Probabilidade Condicional, pois desconsiderou
o primeiro filho; compreendeu a ideia de Eventos Independentes, pois efetuou o produto das
Probabilidades necessarias, porém ndo considerou a possibilidade de mudanca de posicéao entre
meninos e meninas e, dessa forma, a questao ficou com resultado final incorreto.

Figura 53 — Resposta da Estudante 1 para a questao 4

Questéo 4 (valor: 0,5 pontos)

Um casal planeja ter 5 criangas. Calcule a probabilidade de que o casal tenha exatamente 3 meninos,
dado que a primeira crianga que nasceu & menino.
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Questdo 5: Apenas 12,2% dos estudantes resolveram a questdo. A maioria deles ndo conseguiu
perceber que a questdo envolvia Probabilidade Condicional.

Estudante 34: O Estudante ndo interpretou corretamente a questao, uma vez que desconsiderou
a possibilidade de ter homens entre os fumantes; dessa forma a questéo ficou incorreta.

Figura 54 — Resposta do Estudante 34 para a questao 5

Questio 5 (Valor: 0,5 pontos)

O gerente de uma empresa sabe que 70% de seus funcionarios sao do sexo masculino e foi informado
de que a porcentagem de empregados fumantes nessa empresa é de 5% dos homens e de 5% das
mulheres. Selecionando, ao acaso, a ficha de cadastro de um dos funciondrios, verificou tratar-se de um
fumante.

Qual a probabilidade de esse funcionario ser do sexo feminino?
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Fonte: Dados do Pesquisador

Estudante 45: A Estudante entendeu perfeitamente a ideia de Probabilidade Condicional, pois
aplicou corretamente o conceito e a definicdo de Probabilidade Condicional na questéo.

Figura 55 — Resposta da Estudante 45 para a questao 5
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Questao 6: Essa foi a questdo na qual os alunos tiveram o melhor desempenho, conforme pode
ser visto no gréfico da Figura 46, uma vez que 58,5% dos estudantes conseguiram resolvé-la.
Essa questdo também envolvia Probabilidade Condicional, porém a interpretacdo requerida
para a sua resolucdo era mais simples que da questao anterior.

Nessa segunda parte da pesquisa, 0 resultado da avaliagdo individual (TGPi) também
ficou muito aquém dos que esperdvamos, uma vez que os estudantes tiveram uma média de 1,0
ponto, em um total de 3,0 pontos distribuidos, ou seja, um rendimento de apenas 33,3%. Apesar
de baixo, esse resultado foi melhor que o resultado da primeira parte da pesquisa. Cabe aqui
ressaltar que essa parte da matéria de Probabilidade é mais complexa do que a primeira. Nao
fizemos a imagem fotogréfica da realizacdo da avaliacdo individual, pois julgamos que néo era
necessaria.

Apbs a realizacdo da avaliacdo individual (TGPi), os estudantes se reuniram nos
mesmos grupos em que realizaram o Percurso Metodoldgico 1 e iniciaram a realizacdo da
avaliagdo em equipes (TGPe). As imagens a seguir, mostram o momento da realizagdo dessa
avaliacdo.

Figura 56 — Momento da realizacdo da 22 avaliacdo em equipes (TGPe)
| i

gt |

5 y :: /
Fonte: Dados do eéquisador

A seguir, apresentamos os resultados da avaliagdo em equipes (TGPe) e € possivel notar
uma melhora consideravel na média dos estudantes, uma vez que a média das notas individuais
foi 1,0 ponto e a média das notas em equipe foi de 1,6 pontos, ou melhor, a média percentual
passou de 33,3% para 53,3%. No grafico a seguir, é possivel ver o resultado de acertos por

questdo das equipes.
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Figura 57 — Resultados da 22 avalia¢éo em equipes (TGPe)
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)
Questdo 1: Essa foi a questdo em que os estudantes tiveram mais dificuldades e, mesmo apo6s
as discussdes em grupos, eles ndo conseguiram interpretéd-la de forma correta. O resultado
passou de 4,9% de acerto para 14,3%, uma porcentagem muito baixa, de forma que fizemos
uma correcao detalhada sobre a questdo apos a avaliagdo em equipes.
Questdo 2: Apos as discussdes dos estudantes acerca dessa questdo, o resultado ndo poderia
ser melhor, pois todos os grupos conseguiram resolvé-la de forma correta. O resultado passou
de 39% de acerto para 100%. Segue o relato da discussdo de um grupo sobre essa questdo:
Estudante 16: “S¢ da para fazer com o 200 gramas né?”
Estudante 2: “Isso! ”
Estudante 23: “Eu fiz assim, coloquei 3 tracinhos, ai coloquei primeiro 5 em 12. Como sdo sem
reposicdo, entdo cada vez que tirar uma bolinha da caixa vai diminuindo. Entdo, fica 5 em 12,
depois 4 em 11, porque tem que diminuir uma bolinha e depois 3 em 10. Depois multiplica tudo
e ai simplifica e da 1 sobre 22.”
Estudante 34: “Eu fiz assim também, meu resultado deu isso.”
Estudante 16: “Eu também concordo. Todas concordam?”
Estudante 2: “Entdo acertamos. Arrasamos.”
Questdo 3: Como essa questdo envolvia analise combinatoria, os estudantes, tanto
individualmente como em equipes, tiveram muita dificuldade em interpreta-la e em resolvé-la.
Dessa forma, o resultado ficou abaixo do esperado e fizemos uma corre¢do detalhada apds a
avaliacdo. O percentual, que era de 6,1% de acerto individualmente, passou para 21,4%, quando

realizada em equipes.
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Questao 4: O percentual de acerto dessa questdo passou de 15,9% para 35,7%. Apesar de ter
sido um aumento consideravel, esperava-se um percentual de acerto maior para este tipo de
questao.

Questdo 5: Para essa questdo, o percentual de acerto foi excelente, pois aumentou de 12,2%
para 64,3%. Ou seja, em grupos, apos as discussdes, a maioria dos estudantes conseguiu
resolver a questéo.

Questdo 6: Os estudantes que ndo tinham entendido essa questdo, puderam entendé-la
perfeitamente apds as discussdes em equipes. O resultado foi excepcional, passando de 58,5%
de acerto para 100%.

Percebemos uma contribuigéo significativa no aprendizado dos estudantes utilizando a
Estratégia de Ensino-Aprendizagem TBL, pois no momento da avaliacdo em equipes (TGPe)
pudemos perceber uma participacdo muito intensa deles na tentativa de lembrarem o que
haviam feito nas avalia¢Oes individuais e trocaram muitas informacgdes sobre essas questdes.
Cada hora um estudante expunha seu raciocinio, na tentativa de explicar e convencer o outro
de que sua resposta estava correta, até chegarem a um consenso de forma democrética e
participativa com todos os alunos do grupo, por meio de um dialogo embasado nos estudos
anteriores propostos pela TBL.

Foram discussdes muito ricas e varios estudantes puderam compreender a resolucao de
varias questdes por meio desses debates.

A seguir apresentaremos a resolucdo de problemas complexos e a analise de seus

resultados.

5.6 Resolucdo de problemas complexos

O que a TBL traz como problemas complexos € o que comumente entendemos como
problemas que possuem uma aplicacédo real na vida do estudante, de forma que eles tém uma
importancia significativa no processo de ensino-aprendizagem. A proposta de resolver
problemas complexos € a terceira e Ultima fase da Estratégia de Aprendizagem TBL. Conforme
apresentado no planejamento que se encontra no Anexo A, essa fase refere-se a Atividade 5 e
ela se encontra no Anexo G, com sua devida resolucéo.

A Atividade 5, referente a resolucdo de problemas complexos, corresponde a aula 13 e
foi realizada no dia 24/11/2021. Como a proposta para essa aula era a resolucéo de problemas
em equipes, 0s estudantes se reuniram nos mesmos grupos em que realizaram as atividades
anteriormente para a execucdo dessa tarefa. Ndao houve o momento individual conforme

previsto na Estratégia TBL.
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A proposta para essa atividade era resolver trés problemas mais elaborados, que
tivessem relacdo com os contetdos estudados nos percursos metodoldgicos 1 e 2, e que também
se aproximassem do raciocinio desenvolvido nas questbes desses percursos. A seguir

apresentamos a analise desses resultados.

5.7 Andlise dos resultados da Avaliacdo sobre resolucéo de problemas complexos

No grafico, a seguir, é possivel observar uma analise quantitativa do resultado e, apds o
gréfico, faremos nossa analise qualitativa.

Figura 58 — Resultados da 3? avaliagdo em equipes (TGPe)

TGPe (Resolucdo de Problemas
Complexos)

=

.

)
ri
D
[t
=
=4
i
[=]
[
3
=]
|_—-
=
=
=
=}

NOIMERO DA QUESTAO

Arertos m Acertos parciais Erros

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)
Percebemos que os estudantes tiveram mais dificuldades na questdo 1, que envolvia

ideias do raciocinio combinatério ou que poderia ser resolvida por Eventos Independentes.
Apenas 28,6% dos grupos conseguiram resolver de forma correta a letra (a) dessa questdo e
nenhum grupo conseguiu resolver a letra (b). Ou seja, confirmando o que ja haviamos percebido
anteriormente, quando propusemos problemas em que a probabilidade esta associada a analise
combinatdria, foi possivel notar uma certa dificuldade dos estudantes em resolvé-los.

A questdo 2 apresentou um indice de acerto de 71,4%, o que nos surpreendeu, ja que
essa questdo possui um raciocinio similar a questdo 1 da 2% avaliacdo, com um grau de
dificuldade muito parecido e, naquele momento, o percentual de estudantes que conseguiram
interpreta-la de forma correta foi de apenas 7,3%. Cabe aqui salientar que, ap6s a 1% e a 28
avaliacdo em equipes, as questdes foram corrigidas com os estudantes, conforme a proposta da
TBL, 0 que contribuiu para a aprendizagem. Sendo assim, é possivel notar um avanco

consideravel nos resultados apds a correcdo e o entendimento por parte deles.
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A questdo 3, que envolvia a Probabilidade Condicional, teve um indice de acerto de
50%. E possivel notar uma certa dificuldade em problemas que envolvam o teorema de Bayes.
Esse tipo de questdo requer por parte dos estudantes uma certa maturidade e como esse assunto
€ novo para eles, € necessario trabalhar mais problemas desse tipo para podermos desenvolver
de forma significativa a aprendizagem dos estudantes.

Por fim, apresentamos os dados coletados no questionario de sondagem final, que se
encontra no Anexo H. No dia da aplicacao do questionario, 16 estudantes haviam faltado a aula;
com isso, 0 resultado apresentado baseia-se no preenchimento dos questionarios dos 27
estudantes presentes. O objetivo desse questionario era entender qual a percepcdo deles em
relagdo a Estratégia de Aprendizagem TBL aplicada para o desenvolvimento do contetido de
Probabilidade.

5.8 Questionario de Sondagem Final

1) Vocé gostou das aulas de Probabilidade? As aulas atenderam as suas expectativas?
Justifique suas respostas.
Respostas de quatro Estudantes:
Figura 59 — Resposta da Estudante 9
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Figura 60 — Resposta da Estudante 31
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Figura 61 — Resposta da Estudante 1
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Fonte: Dados do Pesquisador

Figura 62 — Resposta da Estudante 38
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Fonte: Dados do Pesquisador

De uma maneira geral os estudantes gostaram muito da forma como a TBL propde o
ensino-aprendizagem para eles, conforme pode ser observado nas respostas dos estudantes.

A seqguir, apresentamos graficamente o grau de satisfacdo dos estudantes em relagéo aos
Percursos Metodoldgicos trabalhados, bem como a preferéncia deles quanto ao método de

aprendizagem e ao tipo de Probabilidade que preferem.

2) As aulas foram divididas em duas partes.
Sobre a primeira parte: “Espago amostral e evento, Probabilidade e Probabilidade da unido de
dois eventos”, classifique seu nivel de satisfagcdo e aprendizado.

Figura 63 — Grau de satisfagdo dos alunos em relacdo ao Percurso Metodoldgico 1
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)
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3) Sobre a segunda parte: “Probabilidade de eventos independentes e Probabilidade
Condicional”, classifique seu nivel de satisfacdo e aprendizado.

Figura 64 — Grau de satisfacao dos alunos em relagdo ao Percurso Metodoldgico 2

Grau de satisfacdao dos alunos em
relacao ao Percurso Metodoldgico 2
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

4) Em relacdo a Estratégia de Aprendizagem TBL, utilizada para desenvolver sua
Aprendizagem, classifique seu nivel de satisfacdo e aprendizado.

Figura 65 — Grau de satisfacdo dos alunos em relacdo a Estratégia de Aprendizagem
TBL

Grau de satisfacdao dos alunos em
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)




5) Para a aprendizagem de contetidos matematicos, vocé prefere

Figura 66 — Preferéncia dos alunos quanto ao método de aprendizagem
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Preferéncia dos alunos quanto ao
método de aprendizagem.
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)
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Embora os estudantes tenham gostado da proposta de ensino-aprendizagem da TBL,

eles ainda preferem o método tradicional.

6) Se vocé marcou a letra (d) na pergunta anterior, descreva o método que julga melhor e cite

por que vocé o acha melhor.

Nenhum Estudante marcou a letra (d).

7) Sobre os varios tipos de Probabilidade, qual vocé achou mais interessante?

Figura 67 — Preferéncia dos alunos quanto ao tipo de Probabilidade aprendida
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8) Em relacdo ao que vocé sabia sobre Probabilidade antes dessas aulas e sabe agora, seu
conhecimento

Figura 68 — Aumento de conhecimento do contetdo de Probabilidade apoés as aulas
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Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2022)

Analisando os graficos e as respostas discursivas dos estudantes, foi possivel notar que
eles se sentiram bastante satisfeitos com a proposta dos percursos metodoldgicos utilizando a
Estratégia de Aprendizagem TBL. Mas, ainda assim, preferem o método tradicional de ensino,
0 que é possivel compreender, pois o0 uso de Metodologias Ativas tira o estudante de sua zona
de conforto e o0 obriga a buscar seu préprio conhecimento. A Probabilidade Condicional foi a
preferida dos estudantes, sendo a escolha de 40,7% deles. E 85,1% dos estudantes sinalizaram
que seus conhecimentos aumentaram significativamente ap6s as aulas em que utilizaram a
Estratégia TBL.

A seguir apresentamos nossas consideracdes finais acerca de nossa pesquisa.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A busca por respostas que apontem caminhos sobre nosso questionamento inicial: “De
que forma uma sequéncia didatica, desenvolvida por meio da Estratégia de Aprendizagem
TBL, pode contribuir para melhorar o ensino e consequentemente promover a aprendizagem
dos alunos?” foi 0 que motivou todo o desenvolvimento desta dissertagdo. Com este trabalho
buscamos uma estratégia que pudesse favorecer o ensino-aprendizagem da Probabilidade em
turmas da 22 série do Ensino Meédio, utilizando a Estratégia de Aprendizagem TBL como forma
de Metodologia Ativa, segundo Oliveira (2015), na possibilidade de colocar os estudantes no
centro do processo de suas proprias aprendizagens, dando a eles mais autonomia, protagonismo,
autoaprendizagem e espirito de colaboracéo.

A Estratégia de Aprendizagem TBL é muito utilizada em cursos superiores,
principalmente na area da salde, mas € importante aqui destacar que ela pode ser desenvolvida
no processo de ensino-aprendizagem de conteldos da Matemética e de outras areas do
conhecimento, bem como em outras séries do Ensino Médio ou do Ensino Fundamental, assim
como fizemos com a Probabilidade na 22 série do Ensino Médio.

Como forma diferenciada de trabalho, buscamos desenvolver dois percursos
metodoldgicos, utilizando a Estratégia de Aprendizagem TBL. Esses percursos metodoldgicos
foram aplicados em 02 (duas) turmas da 22 série do Ensino Médio, em uma escola da rede
particular de Belo Horizonte, porém os dados analisados sdo de apenas uma das turmas, a qual
tinha 43 alunos. A TBL possibilitou uma forma autbnoma de estudo aos estudantes, pois eles
tinham que pesquisar sobre o tema Probabilidade, registrar os conceitos, defini¢cdes e equagdes
referentes ao tema, postar os registros no Microsoft Teams, de modo que esse processo era a
preparacdo pessoal para a avaliacdo individual e em equipes, que seriam realizadas
posteriormente. Assim, o registro do estudante e os materiais disponibilizados pelo professor,
eram inicialmente suas fontes de estudo, uma vez que ele poderia buscar por outras fontes de
pesquisa. Dessa maneira, o estudante foi um sujeito ativo de sua prépria aprendizagem, pois ele
deveria selecionar e registrar 0s assuntos mais importantes para a construgcdo dessa
aprendizagem.

A divisdo em dois percursos metodologicos foi necessaria devido a grande quantidade
de contetidos de Probabilidade existentes na 22 serie do Ensino Médio. No primeiro percurso,

0s estudantes concentraram suas aprendizagens nos conceitos de espagco amostral, evento,
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experimento aleatorio, definicdo cléassica de Probabilidade e Probabilidade da unido de dois ou
mais eventos. Dessa forma, eles se apropriaram da Estratégia de Aprendizagem TBL e
construiram toda base conceitual, definicbes e equacBGes sobre esses assuntos de forma
autbnoma.

Em um segundo momento, eles desenvolveram suas aprendizagens sobre Probabilidade
de Eventos Independentes e Probabilidade Condicional. Agora, j& tendo vivenciado a Estratégia
TBL no momento anterior, os estudantes puderam tracar novas formas de estudo que pudessem
contribuir ainda mais para o seu aprendizado, revendo o que ndo funcionou muito bem no
primeiro momento e tragcando novos caminhos, uma vez que a Estratégia TBL da ao estudante
essa autonomia.

Como forma de fechamento da Estratégia de Aprendizagem TBL, os estudantes
resolveram trés problemas envolvendo os assuntos estudados nos dois percursos metodoldgicos
e puderam aplicar todo o conhecimento adquirido na resolugéo deles. Percebemos que algumas
questBes que os alunos ndo conseguiram resolver nos dois percursos metodoldgicos, foram
resolvidas na resolucdo de problemas, apos varias reflexdes/discussdes nas equipes. Assim,
percebemos que a Estratégia de Aprendizagem TBL favoreceu a aprendizagem desses
estudantes, ap0s Vvérias discussGes nos percursos metodoldgicos anteriores, inclusive na
resolucdo de problemas.

Cabe ressaltar que, para o desenvolvimento dos percursos metodoldgicos, sdo
necessarias dedicacdo e organizacdo muito intensas por parte dos estudantes; entretanto, a
dedicacdo e a organizacao do professor também nédo sd@o menores, pois ele como mediador de
toda a aprendizagem necessita selecionar antecipadamente todo o material que sera utilizado.
Assim, é fundamental uma pesquisa de materiais de qualidade, sejam eles impressos ou néo,
em livros didaticos ou ndo, videoaulas gravadas por ele mesmo ou por outros professores e a
indicacdo de sites de referéncia para os estudantes, caso eles queiram se aprofundar um pouco
mais nos assuntos abordados.

Com o intuito de respondermos a nossa questdo de pesquisa: “De que forma uma
sequéncia didatica, desenvolvida por meio da Estratégia de Aprendizagem TBL, desenvolvida
pode contribuir para melhorar o ensino e consequentemente promover a aprendizagem dos
alunos?”, optamos pela metodologia de pesquisa qualitativa, utilizando de questionarios,
observacao participante e analise documental. Os dados foram gravados por meio de audios e
também registrados nas avaliacbes desenvolvidas pelos alunos, individualmente e em equipes.
A pesquisa qualitativa nos forneceu flexibilidade na coleta e analise dos dados, uma vez que o

pesquisador interagiu com 0s sujeitos de pesquisa e, em alguns momentos, julgamos necessario
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representar graficamente alguns dos dados analisados. Dessa forma, construimos alguns
gréaficos que nos permitiram uma analise mais rapida dos resultados encontrados.

Nosso referencial tedrico esta sustentado por dois eixos tematicos: um eixo que se refere
ao ensino e a aprendizagem da Probabilidade, e outro que se refere ao ensino e a aprendizagem
por meio da Estratégia de Aprendizagem TBL, utilizando as Metodologias Ativas na Educacao.

Inicialmente, os estudantes ficaram um pouco assustados em saber que eles deveriam
ler, assistir videos, fazer seus registros e ampliar sua pesquisa, caso achassem necessario, para
depois fazerem uma prova individual e posteriormente em equipes, sem que o professor
explicasse nada sobre o assunto. A fonte de leitura foi o proprio livro didatico dos estudantes e
as videoaulas foram selecionadas de forma que a explicacdo do professor foi bem préxima do
que seria explicado pelo professor regente. Depois que realizaram o Percurso Metodoldgico I,
fizeram as avaliacOes e entenderam a proposta, a realizacdo do Percurso Metodoldgico 1l foi
mais tranquila para os estudantes.

Apesar da desconfianca inicial dos estudantes e das dificuldades apresentadas nos
resultados, vivenciamos uma experiéncia que contribuiu de forma significativa para a
aprendizagem deles. Foi possivel perceber pelas analises qualitativas e pelas gravacbes dos
audios, uma evolucdo substancial no aprendizado dos estudantes ao se comparar as avaliacbes
individuais (12 avaliacdo) com as avaliacbes em equipes (22 avaliagdo) nos dois percursos
metodolégicos desenvolvidos, uma vez que o indice de acertos das questdes aumentou
significativamente. Dessa forma, entendemos que a TBL favoreceu a aprendizagem dos
estudantes quanto ao conceito, as defini¢bes e as equacdes de Probabilidade. Que varios deles
entenderam o que sdo, e como se aplicam as equacgdes de Probabilidade da unido de dois ou
mais eventos, Probabilidade de Eventos Independentes e Probabilidade Condicional, embora
alguns estudantes ainda apresentem dificuldades. Essas dificuldades puderam ser sanadas na 32
série do Ensino Médio, em 2022, uma vez que retomamos esse assunto de forma revisional para
esses alunos.

E possivel compreender a desconfianga inicial dos estudantes com relacéo a Estratégia
de Aprendizagem TBL, uma vez que ha uma grande mudanca de paradigma em relacdo a
construcdo de seus aprendizados, uma vez que 0s estudantes passam a ser 0s agentes de sua
propria aprendizagem, além de tira-los de sua zona de conforto, o que ainda transfere o
“sucesso” ou “fracasso” da aprendizagem para o proprio estudante. Entretanto, vale ressaltar
que foi muito prazeroso vé-los fazendo esse movimento de busca pelo conhecimento antes das

avaliagbes e o quanto as avaliacbes em equipes foram produtivas e contribuiram para o
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aperfeicoamento dessa aprendizagem, pois eles trabalharam de forma colaborativa e proativa
na construcao desses conhecimentos.

Nesse ano de 2022, estamos novamente juntos com esses estudantes na 32 série do
ensino medio e optamos por comecar a etapa de forma revisional com os conteddos de Analise
Combinatdria e Probabilidade. E possivel notar nos questionamentos e nas resolucdes de
problemas sobre Probabilidade uma evolugdo/maturidade muito significativa desses estudantes
acerca do tema.

Conforme relatamos no capitulo 4, “nenhuma pesquisa é totalmente controlavel, com
inicio, meio e fim previsiveis. A pesquisa € um processo em que é impossivel prever todas as
etapas. O pesquisador esta sempre em estado de tensdo porque sabe que seu conhecimento é
parcial e limitado.” (GOLDENBERG, 2004)

Dessa forma, pensamos que se houvesse uma discussdo das videoaulas e da leitura
realizada pelos estudantes e entre eles e o professor antes da realizacdo das avaliagOes, 0s
resultados poderiam ser mais expressivos positivamente. Assim, numa préxima oportunidade,
acreditamos que em outubro de 2022, faremos um ajuste na estratégia e aplicaremos novamente
na nova turma da 22 série, para compararmos os resultados da turma de 2021 com a turma de
2022 e, dessa forma, nos mantermos num movimento de constante busca pelo aperfeicoamento
das estratégias dentro do contexto das escolas e etapas de ensino.

Sendo assim, esperamos que esse trabalho venha contribuir para que outros professores
possam utilizar a Estratégia de Aprendizagem TBL, bem como possam ser encorajados a buscar
novas formas de ensino, de maneira que colabore de forma significativa para o aprendizado de

seus estudantes.
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ANEXO A - Planejamento da Sequéncia Didatica sobre Probabilidade
desenvolvida segundo as etapas da TBL

A Estratégia de Aprendizagem TBL, sera aplicada duas vezes em nosso trabalho. Em
um primeiro momento (de 25/10/2021 a 05/11/2021), para desenvolver os contetdos sobre
espaco amostral, evento, probabilidade e probabilidade da unido de dois eventos, e em um
segundo momento (de 08/11/2021 a 19/11/2021) para desenvolver os conteldos sobre
probabilidade condicional e probabilidade de eventos independentes. Para cada um dos dois
momentos, desenvolveremos as fases | e |1 da estratégia, € num terceiro momento (24/11/2021),
desenvolveremos a fase 111, abordando todos os contetdos desenvolvidos no primeiro e segundo

momento, conforme ilustrado a seguir.

Figura 69: Fases da TBL para o desenvolvimento da sequéncia didatica

Fonte: Elaborado pelo AUTOR (2021)

1) Conteldos a serem trabalhados:
e Espaco amostral e evento;
e Probabilidade;
e Probabilidade da unido de dois eventos;
e Probabilidade condicional;
e Probabilidade de eventos independentes.
2) Obijetivos:

e Conceituar probabilidade, experimento aleatorio, espaco amostral e evento;



3)

4)

5)

6)
7)
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e Reconhecer que uma das caracteristicas da probabilidade € a previsao de resultados;

e Determinar a probabilidade de um evento em um espago amostral finito,
independentemente da experimentacao;

e Utilizar técnicas de contagem como auxilio nos calculos de probabilidade;

o Desenvolver e aplicar o conceito de probabilidade condicional.

Habilidades da BNCC a serem desenvolvidas:

e (EM13MAT311) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo da
probabilidade de eventos aleatdrios, identificando e descrevendo o espaco amostral e
realizando contagem das possibilidades.

e (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

e (EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais,
discretos ou ndo, de eventos equiprovaveis ou ndo, e investigar as implicagdes no
calculo de probabilidades.

Tempo para a execuc¢do da sequéncia didatica: 08 horas-aula (50 minutos cada), divididas

em 2 partes (Atividade | e Atividade I11) de 04 horas-aula cada. (Aulas assincronas)

Tempo para realizagdo das atividades avaliativas: 05 horas-aula (50 minutos cada),

divididas em 3 partes (Atividade Il, Atividade IV e Atividade V), sendo 02 horas-aula para

as atividades Il e IV e 01 hora-aula para a atividade V. (Aulas presenciais)

Material necessario para a execucao: sera enviado para o aluno em outro documento.

Detalhamento de cada aula da sequéncia didatica (tempo para cada aula: 50 minutos):



Tabela 8 — Cronograma das Atividades

Aula 1: Assistir aos 4 videos da atividade 1.

Aula 2: Leitura do livro didatico, conforme
descrito na atividade 1.

Atividade 1

Aula 3: Pesquisa e leitura de material

complementar, conforme descrito na atividade 1.

Aula 4: Registro no caderno sobre os assuntos
estudados na atividade 1.

(25/10/2021
a
02/11/2021)

Aula 5: Teste de garantia de preparo individual

(TGPi) sobre os assuntos das aulas anteriores.

Atividade 2

Aula 6: Teste de garantia de preparo em equipes

(TGPe) sobre os assuntos das aulas anteriores.

(03/11/2021)

Aula 7: Assistir aos 4 videos da atividade 2.

Aula 8: Leitura do livro didatico, conforme
descrito na atividade 2.

Atividade 3

Aula 9: Pesquisa e leitura de material

complementar, conforme descrito na atividade 2.

Aula 10: Registro no caderno sobre os assuntos

estudados na atividade 2.

(08/10/2021
a
16/11/2021)

Aula 11: Teste de garantia de preparo individual

(TGPi) sobre os assuntos das aulas anteriores.

Atividade 4

Aula 12: Teste de garantia de preparo em
equipes (TGPe) sobre os assuntos das aulas

anteriores.

(17/11/2021)

Atividade 5

Aula 13: Resolucéo de problemas complexos em
equipes.

(24/11/2021)

Fonte: Elaborada pelo AUTOR (2021)
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8) Finalizacdo da sequéncia didatica: A sequéncia didatica sera finalizada com a aplicacdo de
uma avaliacdo de resolucdo de problemas complexos, sendo que essa avaliacdo sera
resolvida em equipes (aula 13).
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ANEXO B — Questionario de sondagem inicial

Questionario de sondagem inicial

Nome: N°
22 serie / Ensino Médio Turmas: A B Disciplina: MATEMATICA
Data: 22/10/2021 | Professor(a): Edemilson Lemos Palmeira Junior

Caro(a) aluno(a),

Sua participacdo serd muito importante para o desenvolvimento de minha pesquisa de
mestrado junto ao Mestrado Profissional de Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) do
CEFET-MG.

Sendo assim, peco que respondam a esse questionario inicial para, em seguida, darmos
inicio as nossas atividades sobre Probabilidades.

Como informado anteriormente, essas informacdes serdo analisadas em minha pesquisa
de mestrado e vocés ndo serdo identificados em nenhum momento.

Muito obrigado pela contribuicéo, participagéo e interesse!
Professor Edemilson Lemos Palmeira Junior (Pesquisador)
Professora Dra. Erica Marltcia Leite Pagani (Orientadora)
1. Qual a sua idade?
a) 15 anos
b) 16 anos
c) 17 anos
d) Outra
2. Paravocé, o que significa Probabilidade?
3. Paravocé a Probabilidade é usada
a) somente em jogos.
b) somente em previsdo do tempo.
C) somente em jogos e previsao do tempo.
d) em varias circunstancias.
4. Caso vocé tenha marcado a opc¢éo (d) para a resposta anterior, descreva brevemente uma
outra situacdo em que se pode usar a Probabilidade.
5. Em qual(is) série(s), vocé ja estudou Probabilidade?
a) 3°ano do ensino fundamental I.

b) 4°ano do ensino fundamental I.
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¢) 5°ano do ensino fundamental 1.

d) 6°ano do ensino fundamental II.

e) 7°ano do ensino fundamental I1.

f) 8°ano do ensino fundamental I1.

g) 9°ano do ensino fundamental I1.

h) 12 série do ensino médio.

i) Nunca estudei probabilidade.

Em relacdo ao que vocé ja estudou sobre Probabilidade, vocé classifica esse conteddo como
a) fécil.

b) medio.

c) dificil.

Vocé vé alguma relacdo entre os contetudos de Probabilidade e Analise Combinatéria?

a) Sim

b) Néao

c¢) N&o sei responder

Vocé ja usou o conceito de Probabilidade em algum momento da vida? Se sim, relate como
foi sua experiéncia.

Registre, abaixo, outros aspectos que julgar relevantes sobre este assunto e/ou suas
expectativas sobre os estudos que desenvolveremos sobre Probabilidade.

Obrigado por sua participacéo!
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ANEXO C - Atividade 1

Caro(a) aluno(a), para promovermos a aprendizagem de probabilidade, vamos utilizar
uma Estratégia de Aprendizagem denominada TBL (Team Based Learning), traduzindo para o
portugués ABE (Aprendizagem em Equipes). Como se pode observar, o proprio nome ja deixa
claro que vamos trabalhar em equipes. Sendo assim, é de extrema importancia a participacao
de todos.

Serdo desenvolvidas 5 atividades. Com o desenvolvimento dessas atividades,
objetivamos que vocés construam conhecimentos relativos a probabilidade, para em seguida,
serem capazes de aplicar os contetdos na resolucéo de problemas, conforme sugere a unidade
tematica Probabilidade e Estatistica segundo a BNCC.

Aividade 1 — (Valor: 2 pontos)

Nessa primeira atividade, vocé ira se preparar individualmente, de maneira assincrona,

para 0 proximo encontro que sera na forma presencial. E fundamental seu envolvimento nessa
tarefa, uma vez que, na préxima atividade, vocé realizard um teste de garantia de preparo
individual (TGPi) e depois um teste de garantia de preparo em equipes (TGPe). O objetivo
nessa atividade é que vocé entenda o conceito de probabilidade, espaco amostral, evento,
experimento aleatorio, calculo de probabilidade e probabilidade da unido de dois eventos. Para
IS0, sugiro que se prepare de trés formas:

12 forma: Leia e faca todos os registros que julgar necessario, em seu caderno, das paginas 290
a 301 do livro parte Il. Faga os exercicios e poste em tarefas no teams, conforme data e horério
agendado pelo professor.

2% forma: Entre nos links abaixo, assista aos videos sobre probabilidade e faca todos os
registros complementares, vistos na 12 forma, que julgar necessario, em seu caderno.

Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=8g571hUvgeo (tempo: 13 minutos)

Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=_AaYS_kTvps (tempo: 9 minutos)

Video 3: https://www.youtube.com/watch?v=U99RensiOas (tempo: 10 minutos)
Video 4: https://www.youtube.com/watch?v=QkO3HJgzTrA&t=45s (tempo: 13 minutos)

32 forma: Busque outras fontes na internet ou em livros, para se embasar melhor sobre o tema
e cite tais fontes na entrega de seu trabalho.
Depois de ler sobre a matéria, assistir aos videos e fazer seus registros, poste no Teams
0 resumo de seus registros, conforme data e rubrica anexa. Essa parte da tarefa valera 2 pontos.
Na entrega do trabalho vocé pode mostrar exemplos para a consolidacéo do conteudo.
BOM TRABALHO!
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ANEXO D - Atividade 2: 12 Avaliacdo

Nome: N©
22 serie / Ensino Médio Turma: A Disciplina: MATEMATICA
Data: 03/11/2021 Professor: Edemilson Lemos Palmeira Junior Nota:

Nessa atividade, vocé realizard o teste de garantia de preparo individual (TGPi) e terd 50
minutos para realiza-lo.

Sequem as guestdes — (Valor: 3 pontos)

Questdo 1 (Valor: 0,5 pontos)

Uma urna contém cinco bolas, sendo trés numeradas de 1 a 3 e duas sem nimeros, sendo uma
na cor azul e a outra na cor branca. Retirando-se, simultaneamente, duas bolas da caixa:

a) escreva o0 espaco amostral e dé o seu nimero de seus elementos.

Resolucéo:

U={(12), (1.3),(2,3), (1a), (2.a), (3,8), (1,v), (2,v), B.V), (&)}

n(U) =10

b) escreva o evento A: as duas bolas que sairam possuem numeros e dé o seu nimero de
elementos.

Resolucéo:

A={(12),(13),(23)}

n(A)=3

Questao 2 (Valor: 0,5 pontos)

No lancamento de um dado que possui o formato de octaedro regular, numerado de 1 a 8, qual

é a probabilidade de sair um ndmero primo?

Fonte: https://midiasstoragesec.blob.core.windows.net/001/2019/06/aap-recomendaes-de-matemtica-2-srie-do-
em_2017_3b.pdf

Resolucéo:
U={1,2,3,4,56,7,88 — nU)=8 e A={2,357 — nA)=4
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A 4 1
P(A)=%U; - P(A)=§ - P(A):E

1
Portanto, a probabilidade é >

Questao 3 (Valor: 0,5 pontos)
Escolhendo aleatoriamente um dos anagramas da palavra CEFET, qual a probabilidade de suas

primeira e Ultima letras serem consoantes?

Fonte: https://gl.gIobo.com/mg/minaS—gerais/noticia/2020/03/15/coronavirus—cefet—mg—e-mais-uma—instituicao-
a-suspender-atividades-presenciais-no-estado.ghtmi

Resolucéo:

n(U)=P2=2=60 e n(A)=3x>x2=3x3x2=18

n(A) 18 3
P(A)zm - P(A):@ - P(A):E

3
Portanto, a probabilidade é 1o

Questao 4 (Valor: 0,5 pontos)
Considere o lancamento de dois dados com as faces numeradas de 1 a 6. Determine a

probabilidade de se obter a soma dos resultados igual a 8.

-
-4 =
’ %
L Y V0
S %, (Y )
e o ! o

Fonte: http://www.webquestfacil.com.br/webquest.php?pg=tarefa&wq=14991
Resolucéo:

n(U) =6x6 =36
A =1{(26),(62),(35),(53),44)} - nA)=5
_nw :

P(A) = —

PA =TTy ~ 36
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5
Portanto, a probabilidade é 36

Questéo 5 (Valor: 0,5 pontos)

Escolhe-se aleatoriamente um nimero formado somente por algarismos pares distintos, maior
do que 100 e menor do que 600. Calcule a probabilidade de que esse numero seja divisivel por
4,

Resolucéo:

n(U)=2x4x3=24

A = {204,208, 240, 248, 260, 264, 268, 280, 284,408, 420,428,460,468,480} —

n(A) =15
n(A) 15 5
P(A) = m - P(A) = 2 P(A) = 3

5
Portanto, a probabilidade é Py

Questao 6 (Valor: 0,5 pontos)
Dentre os jornais mais assistidos por telespectadores de uma determinada regido do pais, estdo
os jornais A, B e C. Numa pesquisa feita com 2 000 pessoas, para saber a preferéncia delas em

relacdo a algum dos jornais assistidos, obteve-se 0 seguinte resultado:

Preferéncias Quantidade de pessoas

Assistem o jornal A 841
Assistem o jornal B 674
Assistem o jornal C 596
Assistem os jornais A e B 223
Assistem os jornais A e C 211
Assistem os jornais B e C 252
Assistem o0s jornais A, Be C 175

Com base nos dados da tabela acima, qual a probabilidade de se escolher uma pessoa pesquisada
e essa ndo assistir a nenhum dos jornais?
Resolucéo:

Construindo o diagrama de Venn, temos:
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A B
Nenhum
C
n(A) 1

1
Portanto, a probabilidade é =

Critério de avaliacéo:
Assertividade das questdes acima.
A nota final de cada aluno, seré obtida por meio da média aritmética da avaliagdo individual

com a avaliacdo em grupo.
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ANEXO E - Atividade 3

Nas atividades I e 11, vocés ja puderam entender a proposta de trabalho da Estratégia
de Aprendizagem TBL (Aprendizagem em Equipes). Seguindo essa mesma estratégia,

vamos concluir nosso estudo com as atividades 11, IV e V. Segue a atividade I11.

Aividade 3 — (Valor: 2 pontos)

Nessa segunda atividade, vocé iré se preparar individualmente, de maneira assincrona,
para o proximo encontro que sera de forma presencial. E fundamental seu envolvimento nessa
tarefa, uma vez que, na préxima atividade, vocé realizard um teste de garantia de preparo
individual (TGPi) e depois um teste de garantia de preparo em equipes (TGPe). O objetivo
nessa atividade € que vocé entenda o que é probabilidade condicional, probabilidade de eventos
independentes e probabilidade binomial. Para isso, sugiro que se prepare de trés formas:

12 forma: Leia e faca todos os registros que julgar necessario, em seu caderno, as paginas 304
a 311 do livro parte 11. Faga os exercicios e poste em tarefas no teams, conforme data e horério
agendado pelo professor.

2% forma: Entre nos links abaixo, assista aos videos sobre probabilidade e faca todos os
registros complementares, vistos na 12 forma, que julgar necessario, em seu caderno.

Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=u016XTg2CIQ (tempo: 9 minutos)

Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=VifuLscFmV0 (tempo: 13 minutos)

Video 3: https://www.youtube.com/watch?v=gIEV5DG1AXw (tempo: 10 minutos)

32 forma: Busque outras fontes na internet ou em livros, para se embasar melhor sobre o tema
e cite tais fontes na entrega de seu trabalho.

Depois de ler sobre a matéria, assistir aos videos e fazer seus registros, poste no Teams
0 registro de tudo que vocé julgar importante sobre a matéria, conforme data e rubrica anexa.
Essa atividade valera 2 pontos.
Na entrega do trabalho vocé pode mostrar exemplos para a consolidagdo do conteudo.
BOM TRABALHO!
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ANEXO F - Atividade 4: 22 Avaliacao

Nome: N©
22 serie / Ensino Médio Turma: AB Disciplina: MATEMATICA
Data: 17/11/2021 Professor: Edemilson Lemos Palmeira JUnior Nota:

Nessa atividade, vocé realizard o teste de garantia de preparo individual (TGPi) e terd 50
minutos para realiza-lo.

Sequem as questdes — (Valor: 3 pontos)

Questéo 1 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma mesa ha dois vasos com rosas. O vaso A contém 12 rosas das quais 7 tem espinhos e
0 vaso B contém 11 rosas sendo que exatamente 5 ndo tem espinhos. Retira-se, aleatoriamente,
uma rosa do vaso A e coloca-se em B. Em seguida, retira-se uma rosa de B. Calcule a

probabilidade de essa rosa retirada de B ter espinhos.

e

Fonte: https://www.floresonline.com.br/vaso-30—rosas—coIombiahas—importadas—vermelhas
Resolucao:
Podemos tirar uma rosa do vaso B contendo espinhos, tendo tirado a primeira rosa do vaso A,
contendo ou ndo espinhos, sendo assim, temos:
Tirando uma rosa de A que contém espinhos e depois uma de B que contém espinhos, a
probabilidade é igual a
7 7 49
12 12 144
Tirando uma rosa de A que ndo contém espinhos e depois uma de B que contém espinhos, a
probabilidade é igual a
5 6 30
12 12 144
Portanto, a probabilidade de se retirar uma rosa do vaso B e ela ter espinhos é de
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49 30 79

144 144 144
Questao 2 (Valor: 0,5 pontos)

Em uma urna existem 12 bolinhas de cores diferentes, das quais sete ttm massa de 300 gramas

cada e as outras cinco tém massa de 200 gramas cada. Serdo retiradas 3 bolinhas, sem reposi¢&o.
Calcule a probabilidade de que a massa total das 3 bolinhas retiradas seja de 600 gramas.

Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/12995060 '
Resolucao:

Devemos considerar a retirada de 3 bolinhas de 200 g para que a massa total seja 600g. Portanto,
a probabilidade P(A) pedida €

Questao 3 (Valor: 0,5 pontos)

Uma prova de Matematica contém seis questdes. Sabe-se que o0 aluno ndo se preparou para essa
prova, de maneira que ele marcaré aleatoriamente uma opgdo em cada uma das seis questoes.
Cada questdo tem cinco opgdes de resposta, das quais somente uma é correta. Para ser aprovado
ele precisa acertar pelo menos duas das seis questfes, sendo assim, calcule a probabilidade
desse aluno ser reprovado.

Resolucéo:

Para o aluno ser reprovado ele precisa errar todas ou errar 5 e acertar apenas 1. Entdo, a

probabilidade é dada por
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P(A):(i>6+(f>5'<l>l'6 - P(A)=:—:+ﬁ N AL

5 5/ 5 56 56
210. 10
- P(A) = =6 -
P(A) 22 P(A) 2" p(a) = 2048 P(4) = 65,5%
= - = — = -
55 55 O 3125 ¢ 270

Questao 4 (Valor: 0,5 pontos)
Um casal planeja ter 5 criancas. Calcule a probabilidade de que o casal tenha exatamente 3

meninos, dado que a primeira crianga que nasceu € menino.

A7 A,

Fonte: https://www.viiaVeIha.es.qov.br/noticias/2019/10/festa-de-qraca-para—as—criancas-em-cobiIandia—27208
Resolucéo:

Se a primeira crianga ja € um menino, entdo, as outras 4, devem ser 2 meninos e 2 meninas.

Sendo assim, temos que

1 1 3
P(A) =555 Ciz = PA)=7-6 > PA)=¢

Logo, a probabilidade pedida é igual a Z

Questdo 5 (Valor: 0,5 pontos)

O gerente de uma empresa sabe que 70% de seus funcionéarios sdo do sexo masculino e foi
informado de que a porcentagem de empregados fumantes nessa empresa é de 5% dos homens
e de 5% das mulheres. Selecionando, ao acaso, a ficha de cadastro de um dos funcionarios,
verificou tratar-se de um fumante.

Qual a probabilidade de esse funcionario ser do sexo feminino?

Resolucéo:

Se 70% dos funcionérios sdo do sexo masculino, entdo 100% — 70% = 30% sdo do sexo

feminino. Portanto, a probabilidade condicional pedida é igual a
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0,3 0,05 0,015 0,015
PA) =53005707005 = "W =5015+0035 PA) =305 — PW
3
~10

Questao 6 (Valor: 0,5 pontos)

Uma escola de Ensino Médio fez uma pesquisa para conhecer as carreiras que os alunos
escolheram para prestar o vestibular. A tabela a seguir apresenta as carreiras escolhidas pelos
160 estudantes entrevistados.

Carreira | Masculino | Feminino
Medicina 12 20
Direito 10 16
Publicidade 12 24
Letras 6 16
Outras 20 24

Um desses estudantes € escolhido ao acaso e sabe-se que ele € do sexo masculino. Calcule a
probabilidade de este estudante ter escolhido Medicina.

Resolucéo:

Numero de alunos do sexo masculino: 12 + 10 + 12 + 6 + 20 = 60.

Numero de alunos do sexo masculino que escolheram medicina: 12.

A probabilidade de um aluno do sexo masculino ter escolhido medicina é igual a

12 1

Critério de avaliacéo:
Assertividade das questdes acima.

A nota final de cada aluno, sera obtida por meio da média aritmética da avaliacdo individual
com a avaliagdo em grupo.
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ANEXO G - Atividade 5: Resolucéo de Problemas Complexos

Nome: Ne°
22 serie / Ensino Médio Turma: AB Disciplina: MATEMATICA
Data: 26/11/2021 Professor: Edemilson Lemos Palmeira JUnior Nota:

Nessa atividade, vocé realizara o teste de garantia de preparo em equipes (TGPe) e tera 50
minutos para realiza-lo.
Questdo 1

Uma urna tem 9 bolas, cada uma marcada com uma das letras de A a I:

ONONONONONGEONONO,

Esmeralda sorteia duas bolas para entrarem na caixa I, trés bolas para entrarem na caixa Il, e as

Interbits®

quatro bolas restantes sdo colocadas na caixa Ill.

\ v v ! \ /
! ;! ] ! ;! ;! ] 1
\ s \ 7z N N 7z \ . \ s \ s N , \ .

Interbits®

Caixa | Caixa ll Caixa lll

a) Qual é a probabilidade de que a bola A esteja na caixa 1?
RESOLUCAO:

O espaco amostral sera igual a 9!

O evento serdigual a2 x 8 x 7!

2:8-7! 28! 2
9 9.8 9

A probabilidade é dada por: P(A) =
b) Qual é a probabilidade de que haja uma bola com vogal em cada caixa?
RESOLUCAO:

O espaco amostral sera igual a 9!

O evento serdigual a3! x 6! x2x3x 4

w

A probabilidade é dada por: P(A) = 22234 _ o624 6024 :2:%

9! " 9-8-7-6! 9-8-7 9-7
Questao 2
Em um escritorio, ha dois porta-lapis: o porta-lapis A, com 10 lapis, dentre os quais 3 estdo

apontados, e o porta-lapis B, com 9 lapis, dentre os quais 4 estdo apontados.
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\ | |

W wu

Um funcionério retira um lapis qualquer ao acaso do porta-lapis A e o coloca no porta-lapis B.

Novamente ao acaso, ele retira um lapis qualquer do porta-lapis B.

Calcule a probabilidade de que este ultimo lapis retirado nédo tenha ponta.

RESOLUCAO:

Probabilidade do lapis retirado de A ser apontado e o lapis retirado de B ndo ter ponta:
3 5 15

10 10 100
Probabilidade do lapis retirado de A ndo ter ponta e o lapis retirado de B ndo ter ponta:

7.6 _42
10 10 100

Portanto, a probabilidade do ultimo lapis retirado ndo ter ponta serd dada por:

15 4257 oo
100 100 100

Questado 3

Um piloto de formula 1 tem 50% de chance de vencer uma corrida sob chuva, mas se nao
chover, suas chances caem para 25%. Os servicos de meteorologia estimam em 30% a
probabilidade de que chova durante a corrida. Sabendo que o piloto venceu, qual a
probabilidade de ter chovido durante a competicao?

RESOLUCAO:

Evento A: o piloto venceu a corrida

Evento B: choveu no dia da corrida

Temos que calcular P(B/A).
P(ANB)

P(4)
O piloto tem 50% de chances de vencer a corrida se chover e a probabilidade de chover é 30%.

P(B/A) =

O piloto tem 25% de chances de vencer a corrida se ndo chover e a probabilidade de ndo chover
é 70%.
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_P(ANB) 0,5-0,3
P(B/A)_W PGB/ =55 037025 07 P(B/A)
015 B
"~ 0,154+0,175 0,46

Logo, a probabilidade de ter chovido durante a corrida é de 46%.
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ANEXO H - Questionario de sondagem final

Questionéario de sondagem final sobre probabilidade

Nome: No

22 série / Ensino Médio Turmas: AB Disciplina: MATEMATICA

Data: 22/11/2021 |Professor(a): Edemilson Lemos Palmeira Junior

Caro aluno,
Este é o questionario final das nossas aulas sobre Probabilidades.

Como informado anteriormente, estas informacdes irdo ser analisadas em minha pesquisa de
mestrado e vocés ndo serdo identificados em nenhum momento.

Muito obrigado pela contribuicéo, participacdo e interesse!
Professor Edemilson Lemos Palmeira Junior (Pesquisador)
Professora Dra. Erica Marl(cia Leite Pagani (Orientadora)

1. Vocé gostou das aulas de probabilidade? As aulas atenderam as suas expectativas?
Justifique suas respostas.

2. As aulas foram divididas em duas partes.
Sobre a primeira parte: "Espaco amostral e evento, Probabilidade e Probabilidade da
unido de dois eventos", classifique seu nivel de satisfacdo e aprendizado.

a) Muito satisfeito(a).
b) Satisfeito(a).
c) Pouco satisfeito(a).

3. Sobre a segunda parte: "Probabilidade de eventos independentes e Probabilidade
Condicional”, classifique seu nivel de satisfacdo e aprendizado.

a) Muito satisfeito(a).
b) Satisfeito(a).
c) Pouco satisfeito(a).

4. Em relacdo a metodologia ativa (TBL) utilizada para desenvolver sua aprendizagem,
classifique seu nivel de satisfacéo e aprendizado.

a) Muito satisfeito(a).
b) Satisfeito(a).
¢) Pouco satisfeito(a).
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Para a aprendizagem de contetdos matematicos, vocé prefere

a) 0 método tradicional.
b) o meétodo TBL.

c) tanto faz.

d) outro(s).

Se vocé marcou a letra (d) na pergunta anterior, descreva o0 método que julga melhor e
cite porque vocé o acha melhor.

Sobre os vérios tipos de Probabilidade, qual vocé achou mais interessante?

a) Probabilidade simples

b) Probabilidade da unido de dois eventos
c) Probabilidade condicional

d) Probabilidade de eventos independentes

Em relagdo ao que vocé sabia sobre Probabilidade antes dessas aulas e agora, seu
conhecimento

a) continua 0 mesmo.
b) aumentou significativamente.



