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RESUMO

Este trabalho tem seus estudos baseados nas Cadeias de Markov e EquacGes de Chapman-
Kolmogorov. Para a compreensdo do texto temos uma importante revisdo de Matriz e
Probabilidade nos Apéndices A e B. Estes temas costumam ser abordados na educacéo basica,
normalmente, normalmente no segundo ano do Ensino Médio. Com esses temas revisados,
temos o0 passaporte para entrar nos conceitos basicos de Cadeias de Markov e suas diferentes
aplicacbes. As Cadeias de Markov possuem inumeras aplicacbes em economia, genética,
matematica e a principal caracteristica delas é que a determinacdo da probabilidade futura ndo
depende dos eventos passados, apenas do evento presente. O objetivo desse trabalho é trazer
para os alunos do segundo ano do Ensino Médio os conceitos basicos de Cadeias de Markov
utilizando uma abordagem de Matrizes e Probabilidade ja estudada por eles, apresentando aos
alunos exemplos interessantes, instigando sua curiosidade, buscando motiva-los durante a
aprendizagem e demonstrando como a matematica é Util, necesséria e possui uma imensidao
de aplicabilidades no mundo a nossa volta. Por fim, com a sugestdo de sequéncia didatica,
queremos que professores e alunos tenham uma experiéncia rica e um aprendizado
significativo dos conceitos basicos de Cadeias de Markov e Equacdes de Chapman-
Kolmogorov a partir de Matrizes e Probabilidade. A sequéncia didatica possui cinco etapas
consecutivas com grau de complexidade crescente, buscando proporcionar aos alunos um
aprendizado especifico e que eles, por meio de suas habilidades, atinjam novos niveis de
aprendizagem.

Palavras-chave: Produto de Matrizes. Probabilidade Condicional. Cadeias de Markov.
Equacdo de Chapman-Kolmogorov. Sequéncia didética.



ABSTRACT

This work is based on the studies of Markov Chains and Chapman-Kolmogorov Equations.
To understand the text in Annexes A and B, there is a relevant review about Matrix and
Probability, topics covered in the basic education level, usually in the second year of high
school. After the review of those topics, it is possible to approach basic concepts of Markov
Chains and their different applications. Markov Chains have numerous applications in
economics, genetics, mathematical problems, and their main characteristic is that the
determination of future probability does not depend on past probabilities, but it only depends
on present probability. The objective of this work is to introduce the basic concepts of
Markov Chains to second year high school students using an approach of Matrices and
Probability that they are already familiar with, presenting them with interesting examples,
instigating their curiosity, seeking to motivate them during the learning process and
demonstrating how mathematics is useful, necessary and can be applied in several ways in the
world around us. Finally, with the suggestion of a didactic sequence, we want teachers and
students to have a rich experience and a significant learning of the basic concepts of Markov
Chains and Chapman-Kolmogorov Equations after Matrices and Probability. The didactic
sequence has five consecutive stages with an increasing degree of complexity, seeking to
provide students with a specific, defined learning process and that they, through their abilities,
reach new levels of learning.

Keywords: Product of Matrices. Conditional Probability. Markov Chains. Chapman-
Kolmogorov Equation. Didactic Sequence.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho se dedica a introduzir as Cadeias de Markov, que sdo uma classe de
processos estocasticos ou aleatorios que possuem uma caracteristica peculiar, sdo processos
que “ndo possuem memoria”. Existem varias situagdes que podem ser modeladas como
Cadeias de Markov. Por exemplo controle bioldgico de plantas, previsdes em genética,
precipitacdes pluviométricas, migracdo populacional, entre varios outros. Devido a sua
frequente ocorréncia, esses processos tém sido alvo de muitos estudos, obtendo-se assim uma
teoria rica que nos permite resolver muitos problemas relacionados.

Sobre as aplicacdes das Cadeias de Markov NORRIS, (1997, p. xiv) diz:

“O que as torna importantes € que cadeias de Markov ndo sé modelam muitos
fendmenos interessantes, mas também a falta de propriedade de memaria possibilita
prever como uma cadeia de Markov pode se comportar e calcular probabilidades e
valores esperados que quantifiguem esse comportamento.”

O primeiro matematico a estudar Cadeias de Markov foi 0 matematico russo Andrei A.
Markov. Os estudos iniciais envolvendo essas cadeias surgiram em seu trabalho quando ele
estudava a probabilidade de ocorrer uma consoante em uma determinada posi¢cdo de uma
palavra qualquer. Para 0 matematico russo essa probabilidade dependeria apenas da letra
anterior ser uma vogal ou consoante. Os primeiros resultados sobre o tema foram publicados
em 1906 e atualmente sdo amplamente utilizados em diversas areas do conhecimento.

Apesar de Cadeias de Markov ser um tema normalmente apresentado apenas aos
alunos do ensino superior, ndo existem impedimentos 16gicos para que seus conceitos basicos
ndo sejam também ensinados no ensino médio. Isso porque, para 0 entendimento de seus
calculos, o estudante precisa ter um conhecimento em Matrizes e em Probabilidade, assuntos
esses que sao amplamente abordados a partir do segundo ano do ensino médio. O estudo de
Cadeias de Markov fortalece 0 pensamento matricial e probabilistico nos alunos. Segundo a

BNCC, (p. 533 e 546), os alunos do ensino médio devem desenvolver e serem capazes de:

- (EM13MAT106) Identificar situacBes da vida cotidiana nas quais seja necessario
fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar esse ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).
- (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de
arvore.

- (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.
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Ao estudarem as Cadeias de Markov, além dos alunos terem a oportunidade de um
novo aprendizado, eles podem enxergar a conexao, muita das vezes inesperada, entre matrizes
e probabilidade. A aplicacdo de matrizes e suas operagdes em outras areas do conhecimento
reforca nos alunos que a matematica esta presente em muitas situaces da vida, aumentando
assim em cada um deles o interesse por esta disciplina. Acreditamos que esses alunos ao
perceberem as matrizes e as probabilidades como ferramentas na previsdo de situagoes
futuras, influenciando assim na tomada de decisdes de varios profissionais, entendem que
esses e outros conhecimentos matematicos sdo aplicaveis, eficientes e extremamente

interessantes. O PCN, (1999, p. 41), enfatiza que os alunos devem aprender a:

“[...] analisar e valorizar informacgdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do
conhecimento e da atualidade; [...].”

Esta dissertagdo tem o objetivo de utilizar da rica teoria de Cadeias de Markov para
criar uma sequéncia didatica na qual professores do ensino basico possam ensinar alunos do
segundo ano do ensino medio esse processo estocastico utilizando seus conhecimentos
prévios em Matrizes e Probabilidade. Utilizamos situagcdes-problema que promovem uma
contextualizacdo de forma eficaz nos quais nosso leitor tem uma familiaridade, buscando
trazer facilidade na leitura, aproximacdo entre o conteudo e a pratica e um interesse em

resolver situacdes cotidianas. Acreditamos, assim como cita o PCN, (1997, p. 19), que:

“[...] O significado da matematica para o aluno resulta das conexdes que ele
estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano e das conexfes
que ele estabelece entre os diferentes temas matematicos.”

Esta dissertacdo esta estruturada da seguinte maneira:

Revisamos Matrizes no Apéndice A e Probabilidade no Apéndice B para que o
estudante tenha uma visao geral dos pré requisitos que utilizaremos. Além disso eles contém
referéncias para materiais mais aprofundados sobre esses temas.

No segundo capitulo iniciamos pelo estudo de processos estocasticos e suas
classificagcbes. ApoOs esse inicio avancamos com o0s estudos sobre Cadeias de Markov
apresentando a sua definicdo e as suas caracteristicas: Probabilidade de transicdo, Matriz de
transi¢do, distribui¢do inicial e vetor estado. Terminamos o capitulo com o estudo das
equacOes de Chapman-Kolmogorov e suas aplicacbes nos exemplos que permeiam esta
dissertacdo.

Por fim, no terceiro e Gltimo capitulo trazemos uma proposta de sequéncia didatica
para o aprendizado do conceito de Cadeias de Markov e Equacdo de Chapman-Kolmogorov

utilizando como base contetidos estudados no segundo ano do ensino médio como Matriz e
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Probabilidade. Nessa sequéncia didatica sugerida temos cinco etapas consecutivas, com a
proposta de proporcionar aos alunos um aprendizado especifico e definido. A partir de
situacOes-problema o objetivo, além de despertar a atencdo e a curiosidade dos alunos, é
calcular probabilidades futuras utilizando como apoio para tal o site Matrix Calculator,

(http://matrixcalc.org/pt/).



14

2 CADEIAS DE MARKOV

Como citado na introdugdo as Cadeias de Markov s@o uma classe de processos
estocasticos e um processo estocéstico é uma familia de variaveis aleatérias que evoluem ao
longo do tempo. O nosso intuito é estudar Cadeias de Markov, que é um processo estocastico
caracterizado pela perda de memoria, ou seja, no qual seu estado futuro depende apenas do
seu estado presente, ndo importando seu estado passado.

Iniciaremos esse capitulo pelo estudo de processos estocasticos e suas classificagdes.
Apos esse inicio avangaremos com os estudos sobre Cadeias de Markov apresentando a sua
definicdo e as suas caracteristicas. Terminaremos o capitulo com o estudo das equacGes de

Chapman-Kolmogorov.

2.1. Processos Estocasticos

Iniciamos com a definicdo de processos estocasticos.

Definigdo 2.1:
Processo estocastico ¢ uma familia {X,},cr de varidveis aleatorias, definidas no

mesmo espaco de probabilidade, indexadas pelo conjunto T.

Uma analogia bem interessante que podemos fazer é com o caso de uma func¢éo, f(t),
que assume um valor bem definido em t. No caso do processo estocastico, o valor, X;,
assumido em t, € aleatério. Chamamos de estado cada valor possivel de ser assumido pela
variavel aleatdria X; e o conjunto de todos os estados possiveis, denotado por E. chamamos
de espaco de estados.

Os processos estocasticos podem ser classificados como discretos ou continuos,
dependendo das variaveis aleatdrias que 0 compdem serem discretas ou continuas. Também
podemos classifica-los como processo a tempo discreto ou continuo, dependendo do conjunto
T ser discreto ou continuo. Focaremos nos processos estocasticos discretos a tempo discreto.

No Apéndice B encontra-se uma pequena revisao de conceitos probabilisticos basicos,

em particular, os conceitos de variaveis aleatorias discretas e continuas.
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Podemos citar como exemplos de Processo estocastico, o langamento de um dado,
atendimento de clientes em um supermercado, evolucdo do indice Ibovespa, nivel de
importacdo e exportacdo da economia brasileira, nUmero de ligacdes que ocorrem em uma
determinada central telefénica, nimero de ataques de tubardo no verdo em determinado local,
propagacdo de epidemias, entre outros. Abaixo, trazemos dois exemplos mais concretos de

processos estocasticos.

Exemplo 2.1:

Considere o langamento de um dado honesto que contenha seis faces numeradas de 1 a
6. Lanca-se o dado diversas vezes e observa-se em cada langamento o nimero que foi obtido
na face superior. Nesse caso podemos definir o processo estocastico discreto a tempo discreto,

{X,.}nen, €M que X,, associa o resultado do langamento do dado no n-ésimo langamento.

Exemplo 2.2:
Considere o langcamento de um dado honesto que contenha seis faces numeradas de 1 a
6. Lanca-se o dado diversas vezes e observa-se em cada langamento o nimero que foi obtido

na face superior. Para determinarmos a quantidade de vezes que a face f foi observada até o

lancamento n, denotada por Y,{ , precisamos de um processo acessorio que retorna qual face
foi sorteada no n-ésimo langcamento, que denotaremos por X,,, conforme exemplo anterior.
Para a contagem das observacdes da face f que foram sorteadas até o langcamento n,
precisamos contar todos os indices1 < i < n tais que o resultado de X; foi f. Para isso
definimos a indicadora desse evento: a fungdo 1(x,_s retorna 1 caso o evento {X; = f}

aconteca e retorna 0 caso 0 evento {X; = f} ndo aconteca, ou seja,

1 _{1,seXl-=f
Xi=f} 7 10,se X; # f.

n
v = Z Lxi=ry
i=1

determina a quantidade de vezes que a face f foi sorteada até o n-ésimo langcamento.

Assim,

2.2. Cadeias de Markov

Dado um processo estocastico a tempo discreto {X,},ey com espaco de estados E
discreto, finito ou infinito enumerével, consideremos X,, Xy, --:, X,,_; como “o passado”, X,

0 presente e X1, Xn4+2, -+ como “o futuro” do processo em relagdo ao tempo n. Nosso
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objetivo é estudar um tipo especifico desse processo estocastico discreto a tempo discreto,
denominado Cadeias de Markov, que possui a propriedade, denominada propriedade de
Markov, de que seus valores futuros condicionados ao valor do processo no instante n ndo

dependem de seus valores passados, ou seja, € um processo sem memoria.

Definicédo 2.2 (Cadeia de Markov):
Um processo estocastico {X,,} discreto a tempo discreto com espago de estados E €
denominado Cadeia de Markov se:
P(Xps1 = Xps1lXn = xp, -, Xo = X0) = P(Xn41 = Xns1|Xn = %) (1.1)

para quaisquer xg, X1, ..., Xn4+1 € E.

A propriedade (1.1) é denominada propriedade de Markov. Ela nos diz basicamente

que dado o estado atual, os estados passados nao tem influéncia sobre o estado futuro.

2.2.1 Caracteristicas das Cadeias de Markov

Em situagbes que podem ser modeladas por Cadeias de Markov iremos buscar trés
caracteristicas que sdo importantes: probabilidade de transicdo, distribuicdo inicial e matriz de
transicdo. Essas caracteristicas sdo fundamentais para encontrarmos as propriedades das

Cadeias de Markov.
Probabilidade de transicao:

A probabilidade P(X,+1 = x;|X, = x;) representa a probabilidade de transigdo de um
estado x; no tempo n para um estado x; no tempo n + 1. Existem processos nos quais as

probabilidades de transi¢do variam com o tempo e, portanto, necessitam ser escritas como
funcdo do tempo t, mas nessa dissertacdo nao iremos abordar tais processos e
consequentemente nossas probabilidades de transicdo sdo independentes do tempo. Se a
probabilidade de transicéo de um estado x; para um estado x; é independente do tempo, temos

uma Cadeia de Markov homogénea ou estacionaria.
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Definicdo 2.3:
Seja {X,} uma Cadeia de Markov estacionaria com espaco de estados E e sejam
x;,x; € E. A probabilidade
pxi,xj = P(Xl = x]|XO = xi)y (12)

e conhecida como a probabilidade de transi¢éo do estado x; para o estado x;.

Observamos que em uma Cadeia de Markov estacionaria temos

Pxyxe; = P(Xns1 = x;|X, = x;) paratodon > 0.
Matriz de transicao:

Em uma Cadeia de Markov a matriz de transicdo € a matriz quadrada de ordem m,
P= (pi,j)mxm, na qual seus elementos, p; ;, sao as probabilidades de transi¢do do estado x;
para o estado x;. A matriz de transicdo é fundamental, pois atua como uma facilitadora no

processo de determinacgédo das probabilidades futuras a partir das probabilidades atuais.

Definicéo 2.4:
Seja {X,} uma Cadeia de Markov estacionaria com espago de estados

E = {x1, %3, X} finito. A matriz quadrada P = (p; ;) __, dada por

P11 " Pim
p =< SO )
Pm1i °° Pmm

em que p; j = Dxyx; € a probabilidade de transicdo de x; para x; definida em (1.2) é conhecida

como matriz de probabilidade de transicéo.

Na matriz de probabilidades de transicdo P = (pij) todos os seus elementos sdo

positivos e a soma dos elementos de cada linha é igual a 1 para todas as suas linhas, ou seja,

Di,j >0e

m
Z pij = 1, para todoi € {1,2,...,m}.
j=1
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Distribuicéo inicial:

Definigéo 2.5:
Seja {X,,} uma Cadeia de Markov estacionaria com espaco de estados E. A funcao
my(x), comx € E, definida por
mo(x) = P(X, = x), Vx €E
é denominada probabilidade inicial da cadeia.

A distribuicdo de X, € denominada distribuigdo inicial da cadeia e serd denotada por
um vetor linha de dimensdo m:
v® =[P(Xy=2x;) .. P(Xy=2xm)]
Indicaremos por v™ o vetor estado na n-ésima observacdo, ou seja, se
E = {x1,x5,+, %y}, €ntd0

v = [P(X, =x1) .. PX,=x,)]

No préximo exemplo, veremos que, para encontrar uma configuracdo da Cadeia de
Markov basta conhecermos a distribuicdo inicial e as probabilidades de transicdo. Logo apés

0 exemplo demonstraremos que esse resultado vale sempre.

Exemplo 2.3:

Uma pesquisa foi feita em um pais para relacionar como o nivel de estudo da préxima
geracdo de uma familia — nivel fundamental, nivel médio e nivel superior — é influenciada
pelo nivel de estudo da geragdo anterior — nivel fundamental, médio e superior — e constatou-
se que:

- Se os pais possuem nivel fundamental, entdo a probabilidade dos filhos
possuirem nivel de escolaridade fundamental é de 50%, médio 30% e superior 20%.

- Se os pais possuem nivel médio, entdo a probabilidade dos filhos possuirem
nivel de escolaridade fundamental é de 30%, médio 30% e superior 40%.

- Se 0s pais possuem nivel superior, entdo a probabilidade dos filhos possuirem
nivel de escolaridade fundamental é de 10%, médio 20% e superior 70%.

Sabendo que a geracdo atual tem ensino superior determine a probabilidade de ocorrer
a seguinte sequéncia: primeira geracao ter ensino médio, a segunda geracao ter ensino

superior e a terceira geracao ter ensino fundamental.
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Resolucgéo:
Determinando como Estado x; possuir ensino fundamental, Estado x, possuir
ensino médio e Estado x3 possuir ensino superior podemos escrever nossa matriz de

probabilidades de transi¢do

P11 Pz Pi3 05 0,3 0,2
P = [p2,1 P, Py3l->P=103 0,3 0,4‘.
P31 P3; P33 01 02 0,7

Pelo enunciado temos que nessa geracdo os familiares possuem ensino superior, ou
seja, nossa probabilidade inicial, P (X, = x3) = m(x3) = 1.
Se P(X, = x3,X; = x5, X, = x3,X5 = x;) denota a probabilidade da geracdo atual,
(n = 0), ter ensino superior, a primeira geracdo ter ensino médio, a segunda geracao ter
ensino superior e a terceira geragéo ter ensino fundamental, temos que
P(Xo = x3,X1 = %3, X = x3, X5 = x1)
= P(Xo = x3) - P(X1 = x3|Xo = x3) - P(X3 = x3|Xp = x3, X1 = x3)
P (X3 = x1|Xo = x3, X1 = X3, X5 = x3).
Pela propriedade Markoviana temos:
P(Xo = x3, X1 = X3, X3 = x3,X3 = x1)
= P(Xo = x3) - P(X1 = x2|Xo = x3) - P(Xz = x31X1 = x3) - P(X5 = x1|X5 = x3).
que pode ser reescrita como
To(x3) "Dy, Pys  Pay-
Pela matriz transicdo sabemos que ps, =02, p,, =04 e p,, =01, portanto a
probabilidade procurada é
o(X3) " Py, *PysPyy = 1°0,2-0,4-0,1 =0,008 = 0,8%.
Logo, P(Xy = x3, X1 = x5, X, = x3,X3 = x1) = 0,8%.

Um processo Markoviano é totalmente definido pelas suas probabilidades de transicéo

e a distribuicéo inicial de probabilidades, como mostraremos na proposicao a seguir.

Proposicado 2.1:

Seja {X,,} uma Cadeia de Markov estacionaria com espacos de estado E finito.
Sabendo a distribuicdo inicial, my(x), e as probabilidades de transi¢éo, Py conseguimos
definir completamente o processo Markoviano, ou seja,

P(Xo = %0, X1 = X1, ", X = X)) = mo(X0) "Pxoxq " Pxixy  Pxyxg " Pagy_1,xm2

emquexi,xj eEen€eN.
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Demonstracéao:
Aplicando o Teorema do Produto, encontrado no apéndice B temos que
P(Xg = %0, X1 = x1,°, Xp = xp)
= P(Xp = xp|Xo = X0, ", Xn1 = Xp_1) * P(Xpq1 = x4 |Xo = X0, , Xn—z = Xn—2)
P X2 = xn—2lXo = X0,+, Xn-3 = Xp3) - == * P(X1 = %11 X = x0). P(Xo = Xo).
Como estamos em um processo Markoviano e observando que my(xy) = P(Xy = x¢)
temos que
P(Xo = x0, X1 = X1,°, Xn = xp)
=p P P(Xo = xo).

Xn—1%Xn Xn—2Xn—1 pxn—3vxn—2 pxo,x1

=10 (X0) " Py r, " Priny Prges """ P

Xn—1Xn"

No préximo exemplo trazemos o vetor estado na n-ésima observacdo, v, obtido
pelo produto matricial, v™ = v®™~1D . p_ Logo ap6s o exemplo demonstraremos o resultado.

Exemplo 2.4:

Assuma que, apds uma consulta aos brasileiros feita pelo IBGE em relagéo a intengédo
de votos aos candidatos A e B, as Estatisticas mostraram que, atualmente:

- 35% preferem o candidato A,

- 65% preferem o candidato B,

- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor
mudar do candidato A para o B é de 40% e

- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor
mudar do candidato B para o A é de 30%.

Quais sdo as probabilidades de preferéncia em cada candidato daqui a dois meses?

Resolucgéo:

Determinaremos como Estado x; a preferéncia pelo candidato A e Estado x; a

preferéncia pelo candidato B, portanto nossa matriz de probabilidades de transicéo é

P=(03 o7)

Pelo enunciado temos que o vetor estado inicial é v® =[0,35 0,65].
Para determinarmos as probabilidades de preferéncia no primeiro més podemos
utilizar a propriedade Markoviana.
Candidato A:
P(X1=x1) = P(Xo =x1) "p;; + P(Xo =x2) " p,,
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=0,35-0,65+0,65-0,3 = 0,405.
Candidato B:
P(X; =x2) = P(Xo = x1) " py, + P(Xo = x3) " p,,
=0,35-0,4+4+0,65-0,7 = 0,595.
Portanto temos o vetor estado do primeiro més, vV = [0,405 0,595].
Se utilizarmos o produto entre o vetor estado inicial, v(%), e a matriz de probabilidades

de transicgéo, P, teremos 0 mesmo resultado:

»® = y© . p
[0,35 0,65]-[8’2 8"; — v® =[0,405 0,595].

Para determinarmos as probabilidades de preferéncia no segundo més iremos repetir
os célculos anteriores observando a equivaléncia entre eles.
Candidato A:
P(X; =x1) = P(X; =x1) - Piq + P(X; = x3) "Dy1
= 0,405-0,65+0,595-0,3 = 0,42.
Candidato B:
P(X; =x3) = P(Xy =x1) "p,, + P(X1 =x2) " p,,
= 0,405-0,4 + 0,595-0,7 = 0,58.
Resultando no vetor estado do segundo més, v® = [0,42 0,58].
Ao utilizarmos o produto entre o vetor estado, v(1, e a matriz de probabilidades de
transicdo, P, tivemos 0 mesmo resultado
v@ =p@®.p

06 04]_ @
03 07

Portanto a probabilidade de preferéncia, no segundo més, no candidato A é de

[0,405 0,595] - [ ~[042 0,58].

aproximadamente 42% e no candidato B é de aproximadamente 58%.

Observamos que para determinarmos v foi necessario sabermos somente a Matriz
de Transicdo, P = (pi].), e 0 vetor estado presente no estado anterior, v™, pois como

sabemos da propriedade Markoviana o estado futuro depende somente do estado atual,

independendo do estado passado.
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Proposicao 2.2:

Seja a Matriz de Transicdo, P = (pij), e 0 vetor estado na n-ésima observacéo, v(™,
entéo

v(n) = v(n_l) 2

Demonstracéao:

A demonstracgdo seré feita usando indugédo sobre n.

Mostraremos que paran = 1 a proposi¢édo é verdadeira.

Para n=1 temos vV = [P(X; =x;) .. P(X;=x,)]. Sendo o vetor estado
inicial, v = [P(Xo = x;) .. P(X, = x,)], e levando em consideracio as probabilidades
condicionais, temos:

PX;1=x1)=PX; =x11Xg =x1) " P(Xog =x1) + P(X; = x1|Xy = x3) - P(Xp = x3)

+ o+ P(X; = x11Xy = xp) - P(Xy = ).

P(X1 = %) = P(Xy = x| Xo = x1) " P(Xo = x1) + P(Xy = xm|Xo = x2) - P(X = x3)
+ 4+ P(X1 = xplXo = %) - P(Xo = x).
Em outros termos,
P(X; =2x1) =p11" P(Xo =x1) + D21 " P(Xo = x2) + -+ D1 - P(Xg = X))

P(Xy = X)) = Prm - P(Xo = x1) + Pam " P(Xo = x2) + 4 D - P(Xo = X)-
Observamos que cada elemento P(X; = x;) é obtido do produto do vetor v(® pela j-

ésima coluna de P, ou seja, vV é igual ao produto de v(®. P.

Pii " Pim

(PXo=x1) ... PXg=12xy))-
pm,l pm,m

= v =pO.p
Supondo que a igualdade seja valida para n = [, para [ > 0, mostraremos que a
igualdade continua valendo paran = [ + 1.
Sendo o vetor estado vV = [P(Xq41y) =%1) . P(Xgs1) = xm)] € levando em
consideracao as probabilidades condicionais, temos:
P(X(l+1) = x1) = P(X(l+1) =x1X = x1) "P(X; =x1) + P(X(l+1) =x1X = xz) "P(X; = x3)
+ -+ P(X(Hl) = x,1X; = xp) - P(X; = xpn).




23

P(X(l+1) = xm) = P(X(l+1) =X |X; = x1) "P(X; =x1) + P(X(l+1) = xm|X; = xz) "P(X; = x3)
+ -+ P(X(l+1) = xlel = Xm) - P(X; = xp).
Em outros termos,

P(X(l+1) = x1) =p11 PX; =x1) + P21 P(X; = x2) + -+ D1 - P(X] = Xpp).

P(X(l+1) = xm) =Pim’ P(Xl = xl) +D2m P(Xl = xz) +otPmm P(Xl = xm)-
Observamos que cada elemento P(X 41y = ;) é obtido do produto do vetor v pela

j-ésima coluna de P, ou seja, v*1 é igual ao produto de v® - P.
Pii 7 Pim

(P(X;=x1) .. PX;=2xp)).
pm,l pm,m

=pW+D) — ,O . p.
Portanto, pelo principio da inducéo finita

v = pM-D.p yneN. m

2.2.2 Equacgéo de Chapman-Kolmogorov

Enquanto a matriz de transicdo, P = (pi'j), nos fornece as probabilidades de transicédo
em um unico passo, de X,, para X, ., as equacbes de Chapman-Kolmogorov nos fornecem
um método para computar a matriz de transi¢cdo em m passos, de X,, para X, ;m-

Sendo p;, j(”) a probabilidade de transi¢do do estado x; para o estado x; em n passos,
pi,k(r) a probabilidade de transicdo do estado x; para o estado x; em r passos, com r < n, e
pk’j(”‘r) a probabilidade de transi¢éo do estado x, para o estado x; em (n —r) passos. O
teorema abaixo, mostra como calcular a probabilidade p; ;™ a partir das probabilidades p, "

e pk,j (n-1)
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Teorema 2.1 (Equacdo de Chapman-Kolmogorov):

Seja {X,,} uma cadeia de Markov, com probabilidades de transi¢éo dadas por p; ;. Para

qualquer par de termos r e n, tais que 0 < r < n e para todo x;, € E, temos

m

p, ™ = z Py, A
k=1

em que E= {xlr Xy ;xm}-

Demonstracéao:
Por definicdo temos que a probabilidade de transi¢ao do estado x; para o estado x; em
n passos é dada por:
pi’j(n) = P(Xn = x;|Xo = xl-).
Da definicdo de probabilidade condicional segue que:
P(X, =xNXy =x)
P(Xo = x;)

P(Xp =x1Xo =x;) =

Como {Xn =x;NXy = xi} estd contido na unido de eventos disjuntos, a unido dos

eventos X, = x; para k = 1,---,m e P(x;) = 0 entdo, pelo teorema da probabilidade total,

encontrado no apéndice B, podemos afirmar que:

m
P(X, =xNnX, =x) ZP(Xn=xanr=xan0=xi)
P(Xo = x;) - o= P(Xo = x;) .

Aplicando o teorema do produto, encontrado no apéndice B, temos:

ip(xn =x,N X, =X, N Xy =x;)

e P(Xo = x;)
i P(X, = 51X, = x, N Xo = x,)  P(X, = x; N X = x,)
=1 P(Xo = x;)

Podemos aplicar a propriedade Markoviana, visto que r > 0,

logo:
P(Xy = x;1X, = x, N Xo = x;) = P(Xn, = xj1X, = x),

e como

P(Xr = Xk nX()le')
P(Xo = x;)

= P(X, = x¢|Xo = x;)

temos entéo que

m

2 P(Xn = x;1X, = x; N Xo = x;) - P(X, = x| X0 = %))
k=1
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m
= z P(Xn = x|X, = xk) P(Xy = x| Xo = xy).
k=1
Portanto, concluimos que:

m
p, ™ = Z Py, O, =

A partir da equacao de Chapman-Kolmogorov temos uma importante consequéncia.
Seja P a matriz formada pelas probabilidades de transicdo do estado x; para o estado

x; m n passos, ou seja, [P™V], p{". Considere ainda a matriz P". O préximo coroldrio

nos mostra que essas matrizes sdo iguais.

Corolério 2.1:

Seja P = (p. ) a matriz de transicdo e P("™ a matriz de transi¢do em n passos, entdo
L

pm = pn,

Prova:

A demonstracgdo sera feita usando inducdo sobre n.

Paran = 1 temos P(Y) = P, por definicéo.

Supondo que a igualdade seja valida para n = [, para [ > 1, mostraremos que a
igualdade continua valendo paran = [ + 1.

Fazendo r = 1 na equacdo de Chapman-Kolmogorov temos que cada elemento da

matriz PU*D se escreve como
+1) . l
pi,j( ) - z pi,k pk,j( ) (1)
XLEE

Calculando o produto de matrizes P. P' = P!*! e usando a hipotese de inducgdo, ou
seja, que [P(”)]l. = pf]l), temos que o elemento i, j da matriz P'** é dado por

Pl+1 i Z D, " pk](l) (2)

XKEE
Logo, de (1) e (2) segue que
[P*];; = =p, D paral <i,j <n,

e portanto P!*1 = pU+D),
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Portanto, pelo principio da inducéo finita
P+l = p(ntl) yp e N. n

Teorema 2.2:
Seja v(® a distribuicdo inicial e, P, a matriz de transicdo de uma Cadeia de Markov,
entdo o vetor estado na n-ésima observacdo, v™, pode ser determinado através do produto

matricial

v =@ pn,

Demonstracéao:
Segue da Proposicéo 2.2 que:

v@ = (-1 . p.
Aplicando o produto matricial de forma recursiva temos:

v(n) — v(n_z) . P . P — v(n_z) . PZI

pM = p@m-3).p.p.p = ®n-3). P3,

v(n)=U(O).P.P-...-P=v(0)-Pn_
—_—

n fatores

Portanto:

™ = . pn ]

Exemplo 2.5 (Continuacéo do exemplo 2.4)
Iremos utilizar o vetor estado e o produto matricial para determinar no exemplo 2.4 as
probabilidades depois de dois meses.

No exemplo 2.4 temos a seguinte Matriz de Transicao, P:

Pi1 Py 0,6 04
b= [p21 pzz] (0,3 0,7)'

Sendo o vetor estado inicial, v(®:
v©® =1[0,35 0,65].
Aplicando o produto matricial, v@® = v(©® . p2 temos:

0,6 0,4]2
03 0,7

v@® =[0,42 0,58].

v@ =035 0,65]- [
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Desta forma determinamos, pelo produto matricial, exatamente 0 mesmo vetor estado,

v @), do exemplo 2.4, que tinhamos determinado pela aplicacdo em cada etapa da Cadeia de
Markov.

Exemplo 2.6 (Continuacéo do exemplo 2.3)
Iremos utilizar o vetor estado e o produto matricial para determinar no exemplo 2.3 a

probabilidade da quarta geracdo ter ensino superior sabendo que a geracdo atual também

possui ensino superior.
No exemplo 2.3 temos a seguinte Matriz de Transicéo, P:

Poo Po1 Pop 05 03 0,2
P=[p1,o P17 P2l ->P=103 0,3 0,4‘.
Pyo DPz1 Py 0,1 0,2 0,7
Sendo o vetor estado inicial, v(:
v@ =10 0 1].
Aplicando o produto matricial, v® = v© - P4, temos:
05 03 021
v® =00 0 1]-[0,3 0,3 0,4],
01 02 0,7

v® =[0,24 025 0,51].
Desta forma determinamos, pelo produto matricial, a probabilidade da quarta geracéo

ter ensino superior sabendo que a geragdo atual também possui ensino superior.

Observacdo: Para realizarmos as operagdes de produto entre Matrizes nos exemplos

utilizamos o software gratuito disponivel na internet, Matrix Calculator, localizado na pagina

https://matrixcalc.org/pt/ (acessado 18/05/2021).



https://matrixcalc.org/pt/
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3 SUGESTAO DE SEQUENCIA DIDATICA

Nesta sequéncia didatica sugerida temos cinco etapas consecutivas, sendo a duracdo de
cada etapa a cargo do um, com a proposta de proporcionar aos alunos um aprendizado
especifico e definido. As etapas possuem grau de complexidade crescente, para que os alunos
consigam, através de suas habilidades, atingir novos niveis de aprendizagem.

Em todas as etapas apresentaremos inicialmente os conceitos, explicacdes e um
exemplo resolvido do assunto proposto para que o aluno tenha uma base para compreender 0s
novos conceitos apresentados. Apds esse primeiro contato utilizaremos situacGes-problema
para que os alunos, através da anélise do problema e da verificagdo das condi¢des necessarias
sejam capazes de entender e aprender 0s novos conceitos apresentados a ele. A presenca do
professor em sala de aula como um transmissor de conhecimento, “um explicador”, € como
um orientador, “um guia”, é fundamental em todo o processo.

Na primeira etapa, temos o objetivo de apresentar Cadeias de Markov (de forma
simplificada), explicitar quem foi Andrei A. Markov, qual o seu pensamento inicial, citar a
relacdo entre Cadeias de Markov, Probabilidade e Matrizes, e desenvolver o conceito de
espaco de estados e probabilidades de transicdo. Na segunda etapa, iremos abordar as
caracteristicas das Cadeias de Markov e quais sdo as condi¢des para a aplicacdo das Cadeias
de Markov. A partir dos estados e probabilidades de transi¢cdo (desenvolvidos na etapa
anterior) queremos criar as matrizes de transicdo. Na terceira etapa, com as matrizes de
transicdo criadas o foco é determinar o vetor estado e a distribuicdo inicial. Na quarta etapa, o
objetivo é atraves dos produtos de matrizes e probabilidades condicionais, calcular
probabilidades futuras, para t = 1 e t = 2. Na quinta e Gltima etapa o objetivo é introduzir a
Equacdo de Chapman-Kolmogorov e com o wuso do site Matrix Calculator,
(http://matrixcalc.org/pt/), calcular probabilidades futuras, parat = 10 e t = 30.

Em relacdo a utilizacdo do site Matrix Calculator, a BNCC, (2018, p. 536), incentiva a

utilizacdo de recursos tecnoldgicos como um facilitador na aprendizagem do estudante:
”[...] o uso de tecnologias possibilita aos estudantes alternativas de experiéncias
variadas e facilitadoras de aprendizagens que reforcam a capacidade de raciocinar
logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e

construir argumentagdes.”
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Cada etapa foi dividida em quatro momentos. No primeiro momento os alunos
formar&o grupos e receberdo as instrucdes do professor. O professor ira entregar a cada grupo
uma folha que contém os problemas geradores e os questionamentos da etapa vigente. Com
auxilio da folha recebida o professor ira explicar o(s) contetdo(s) da teoria presente e resolver
um exercicio, PROBLEMA 1. Desta forma os alunos terdo um primeiro contato com 0 novo
conhecimento e um exemplo de resolugéo aplicada nesse tipo de problema. No segundo
momento O professor deve solicitar aos grupos de alunos que, através de sua explicitacdo do
conceito e resolucdo do exemplo utilize desse conhecimento para resolver o PROBLEMA 2.
O professor estara atento as resolu¢es do problema de cada grupo, sem interferir em sua
realizacdo. Em um terceiro momento, apds cada grupo resolver e explicitar a resolucdo do
PROBLEMA 2 O professor ira discutir as resolucdes explicitadas pelos grupos e ird explicitar
sua propria resolucdo, discutir com os alunos os pontos comuns e as diferencas e através da
discussdo proposta obter junto com os alunos um conceito Unico e formas de resolucdes
eficientes para o problema apresentado. No quarto momento, O professor deve solicitar aos
grupos de alunos que, ap6s a resolucdo e discussdo do PROBLEMA 2 resolvam o
PROBLEMA 3 e, novamente, abrir para discussao das resoluc@es, apresentar a sua resolucao
e apods a discussdo, entre os grupos, das resolucdes explicitadas e a explicacdo dos conceitos
pelO professor, esclarecer as dividas que ainda restam e avancar para a proxima etapa.
Acreditamos, assim como a BNCC, (2018, p. 529), que:

“[...] os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de
investigacdo, de construcdo de modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto,
eles devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussdes e validagdes conjuntas, aprender conceitos e
desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados.”

Utilizaremos de trés problemas geradores: PROBLEMA 1, PROBLEMA 2 e
PROBLEMA 3. Nesses problemas iremos trabalhar os conceitos, de forma simplificada, para
que o aluno entenda e se sinta confortavel para explora-los. Trabalharemos a pratica através
da resolugdo em grupo, do debate entre alunos, entre alunos e professor e de exemplos
resolvidos.

Acreditamos que os debates ajudam ndo somente no aprendizado de um novo
conceito, mas também no desenvolvimento da habilidade da comunicacdo matematica, assim

como a BNCC, (2018, p. 529 e p. 530):

“Apbs resolverem os problemas matematicos, os estudantes precisam apresentar e
justificar seus resultados, interpretar os resultados dos colegas e interagir com eles.
E nesse contexto que a competéncia de comunicar ganha importancia. Nas
comunicagdes, 0s estudantes devem ser capazes de justificar suas conclusdes ndo
apenas com simbolos matematicos e conectivos légicos, mas também por meio da
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lingua materna, realizando apresentacbes orais dos resultados e elaborando
relatorios, entre outros registros.”

Em cada etapa o aluno receberd uma folha contendo os problemas geradores
juntamente com o questionamento a ser trabalhado. O PROBLEMA 1 sera usado como
exemplo resolvido e os problemas, PROBLEMA 2 e PROBLEMA 3, para a resolucdo em
grupo, o debate e o entendimento/refor¢o do entendimento do conceito estudado. A cada etapa
0s questionamentos tendem a ficarem mais complexos, para que esses atinjam novos niveis de

aprendizado, exigindo um papel ativo do aluno e do professor em cada etapa.

Os problemas geradores séo:

PROBLEMA 1:

Suponha que, em relacdo ao consumo de dois refrigerantes, A e B, as Estatisticas nos
mostram que, atualmente:

- 40% consomem o refrigerante A,

- 60% consomem o refrigerante B,

- a probabilidade de mudar da opcdo A para B é de 48% e

- a probabilidade de mudar da opcdo B para A é de 57%.

PROBLEMA 2:

Vamos avaliar o clima em uma regido de acordo com trés possibilidades (dia quente,
dia fresco e dia frio).

Sabendo que ontem foi um dia quente e suponhamos que temos as seguintes
probabilidades:

- Se ontem o dia foi quente, hoje a probabilidade de ser novamente um dia
quente é de 50%, de ser um dia fresco é de 40% e de ser um dia frio é de 10%,

- Se ontem o dia foi fresco, hoje a probabilidade de ser um dia quente é de 30%,
de ser novamente um dia fresco € de 40% e de ser um dia frio é de 30%,

- Se ontem o dia foi frio, hoje a probabilidade de ser um dia quente é de 20%, de

ser um dia fresco é de 20% e de ser novamente um dia frio € de 60%,

PROBLEMA 3:

Exemplo 2.4 presente neste trabalho na pagina 22.

Assuma que, apos uma consulta aos brasileiros feita pelo IBGE em relagdo a intencéo
de votos aos candidatos A e B, as Estatisticas mostraram que, atualmente:

- 35% preferem o candidato A,

- 65% preferem o candidato B,
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- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor
mudar do candidato A para o B € de 40% e
- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor

mudar do candidato B para o A é de 30%.

Os questionamentos abordados nos problemas em cada etapa juntamente com o plano
de aula séo:

a) Determine os estados de probabilidades existentes e as probabilidades de
transicdo (sera resolvido na primeira etapa - Plano de aula 1).

b) Determine a Matriz de transicdo (sera resolvido na segunda etapa - Plano de
aula 2)

C) Determine as probabilidades iniciais e a distribuigdo inicial de probabilidades
(seré resolvido na terceira etapa - Plano de aula 3).

d) Calcule as probabilidades parat = 1 e t = 2 (sera resolvido na quarta etapa -
Plano de aula 4).

e) Calcule as probabilidades parat = 10 e t = 30 (sera resolvido na quinta etapa

- Plano de aula 5).

Os recursos necessarios sao quadro branco, pincel e a folha de papel com as atividades
propostas. No Plano de aula 5 utilizaremos o site Matrix Calculator,

(http://matrixcalc.org/pt/), para calcular probabilidades futuras parat = 10 e t = 30.
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3.1. Etapas

Como citamos anteriormente, cada etapa foi dividida em quatro momentos. De forma
detalhada esses quatro momentos ocorrerdo da seguinte forma:

1° Momento:

1. Solicitar aos alunos que formem grupos de dois a quatro alunos e entregar a

folha com as atividades propostas.

2. Desenvolver os conceitos (simplificados) relacionados a essa etapa.
2° Momento:
1. Solicitar aos grupos de alunos que, utilizando do conhecimento aprendido,

respondam o questionamento, relacionado a essa etapa, do PROBLEMA 2.

2. Sugerimos que o professor fique atento as resolugdes que surgirem de cada
grupo, sem interferir em sua realizagdo. Caso seja solicitado para esclarecer alguma davida
avise-0s que ap0Os todos 0s grupos pensarem em uma resolucdo ocorrerd um debate para a

discusséo das ideias que surgiram.

3° Momento:

1. Solicitar a um representante de cada grupo de alunos que explicite a resolucdo
do questionamento, relacionado a essa etapa, do PROBLEMA 2.

2. Anote as principais ideias que surgirem e fique atento as diferencas entre as
resolucdes que surgirem de cada grupo.

3. Explicite sua propria resolucéo, discuta com os alunos os pontos comuns e as
diferencas e através da discussao proposta obtenha junto com os alunos formas de resolucGes
eficientes para o problema apresentado.

4° Momento:

1. Solicitar aos grupos de alunos que, utilizando do conhecimento aprendido e da
discussdo ocorrida, respondam o questionamento, relacionado a essa etapa, do PROBLEMA
3.

2. Apos as resolucdes de cada grupo solicitar a um representante de cada grupo de
alunos que explicite a resolucdo do questionamento, relacionado a essa etapa, do
PROBLEMA 3.

3. Anote as principais ideias que surgirem e fique atento as diferencas entre as

resolucgdes que surgirem de cada grupo.
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4. Apresentar a sua resolucdo e, apds a discussao entre 0s grupos das resolucGes

explicitadas, esclarecer as duvidas que ainda restam e avancar para a proxima etapa.

Nos planos de aula abaixo sugerimos uma forma do professor trabalhar os quatro

momentos em cada etapa.

3.1.1 Primeira etapa

PLANO DE AULA 1

PRE-REQUISITO:

Compreender os conceitos de Matriz e Probabilidade desenvolvidos no Ensino Médio.
Sugerimos uma revisdo desse conceito caso O professor julgue necessario.

PUBLICO ALVO:

22 série do Ensino Médio.

RECURSOS:

Quadro branco, pincel e a folha de papel com as atividades propostas.

CONTEUDO PROPOSTO:

Cadeias de Markov, estados de probabilidade e probabilidade de transicéo.

OBJETIVO:

Apresentar Cadeias de Markov e um pouco da sua historia, citar a relagdo entre
Cadeias de Markov, Probabilidade e Matrizes, e desenvolver o conceito de espago de estados
e probabilidades de transicao.

OBJETIVO ESPECIFICO:

Apresentar e definir o conceito de espaco de estados e probabilidades de transicao.

HABILIDADES:

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o

calculo da probabilidade.
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ROTEIRO:

Sugestdo de abordagem do conteudo:

2.1  Desenvolver o conceito (simplificado) de Cadeias de Markov.

Comecaremos trabalhando o conceito de Cadeia de Markov e para isso precisamos
entender o que é um experimento aleatorio. Veremos que a Cadeia de Markov ¢ uma
sequéncia de realizacdes de experimentos aleatdrios, que possui uma propriedade peculiar: a
probabilidade de um evento futuro ocorrer, depende apenas do que ocorreu no presente, nao
dependendo do que aconteceu no passado. Muitas vezes dizemos que as Cadeias de Markov
sdo sequéncias sem memorias. Sugerimos que o professor trabalhe um exemplo relembrando
aos alunos o que é um experimento aleatdrio e os motivando a pensar em como o problema de
saber a evolucdo de um experimento € interessante.

Utilizaremos como exemplo o langamento de um dado honesto que contém seis faces
numeradas de 1 a 6:

Considere o experimento de lancar o dado e observar o nimero que foi obtido na face
superior. A pergunta a ser feita é: Sabendo qual nimero foi obtido no n-ésimo langamento
conseguimos determinar qual sera o nimero obtido no proximo langamento? E a resposta é
ndo. Sabemos que este nimero esta compreendido no conjunto {1,2,3,4,5,6}, mas nao
podemos determinar qual é este nimero. Logo, o langamento de dados é um experimento
aleatorio pois mesmo que haja um grande nimero de langamentos ndo conseguimos prever 0s
resultados futuros.

O nosso interesse € saber como uma sequéncia de experimentos aleatdrios evoluem de
acordo com o tempo. Considere que repetimos esse experimento repetidas vezes. Nesse caso,
obteremos uma sequéncia de experimentos aleatérios e podemos, por exemplo, nos perguntar
qual a probabilidade do resultado do trigésimo langamento ser o numero seis. Essa pergunta
pode ser respondida em um processo estocastico. Denominamos processo estocastico uma
sequéncia de experimentos aleatdrios que evoluem de acordo com o tempo. Logo, quando
lancamos o dado repetidas vezes e observamos 0 numero obtido na face superior desses
lancamentos temos um processo estocastico. Estudaremos um tipo especifico de processo
estocastico denominado Cadeias de Markov. De uma maneira bem simplificada, podemos
dizer que uma Cadeia de Markov é um processo estocastico que possui uma caracteristica de
“perda de memoria”, pois seu estado futuro depende apenas do seu estado presente, ndo
importando seu estado passado.
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2.2 Contar uma breve historia de Andrei A. Markov e do surgimento de Cadeias de
Markov.

Sugestao:

Andrei Andreyevich Markov era russo e nasceu no dia 14 de junho de 1856. Viveu
durante 66 anos e morreu dia 20 de julho de 1922. Se em 1878 em St Petersburg e se tornou
professor da mesma universidade em 1886. Ele foi o primeiro matematico a estudar Cadeias
de Markov. Os estudos iniciais envolvendo essas cadeias surgiram em seu trabalho quando ele
estudava a probabilidade de ocorrer uma consoante em uma determinada posicdo de uma
palavra qualquer. Para o matematico russo essa probabilidade dependeria apenas da letra
anterior ser uma vogal ou consoante. Os primeiros resultados sobre o tema foram publicados
em 1906 e atualmente sdo amplamente utilizados em diversas areas do conhecimento.

2.3  Desenvolver o conceito (simplificado) de espaco de estados.

Sugestéo:

Estados sdo 0s possiveis valores que as variaveis do processo irdo assumir e 0
conjunto desses estados, denotado pela letra E, denominamos de espaco de estados.

Por exemplo: Em um langamento de um dado honesto que contenha de seis faces
numeradas de 1 a 6, os estados possiveis sdo 0s nimeros observados na face superior desse
dado. Portanto os estados sdo as faces de numeracgéo 1,2, 3,4,5, 6 € 0 espaco de estados, E, é
o0 conjunto desses estados, E = {1, 2,3,4,5, 6}.

No PROBLEMA 1:

Nesse problema quais séo os estados existentes?

Os estados existente sdo: Refrigerante A e Refrigerante B. Como em um problema
podemos ter muitos estados, 0s homearemos por x;, X, ... . No PROBLEMA 1 temos dois
estados, vamos entdo nomear o estado Refrigerante A como estado x; e Refrigerante B como
estado x,.

2.4  Desenvolver o conceito (simplificado) de probabilidades de transicéo.

Partindo do conhecimento prévio dos alunos sobre probabilidade condicional e
diagrama de arvore utilizar o PROBLEMA 1 para construir um diagrama de arvore e mostrar
a eles uma primeira nocao de probabilidades de transicdo, que é justamente as probabilidades

existentes, a cada “galho”, entre um estado e outro.
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Figura 3.1 — Diagrama de arvore do PROBLEMA 1
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Fonte: Elaborado pelos autores (2021)

A probabilidade de transicdo, como 0 nome sugere, é a probabilidade condicional de
ir, em um passo, do estado x; para o estado x;, com1 < i,j <n,n € N.

No PROBLEMA 1:

O enunciado nos informou que a probabilidade de mudar da opgdo A, estado x;, para a
opcao B, estado x,, € de 48% e a probabilidade de mudar da opcéao B, estado x,, para a op¢ao
A, estado x4, é de 57%, portanto:

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; € 52%;

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x, é 48%);

a probabilidade de ir do estado x, para o estado x; é 57%);

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x., é 43%.
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Sugestao de solugdo do PROBLEMA 2:

Nesse problema quais sdo o0s estados existentes?

Os estados existente sdo: dia quente, dia fresco e dia frio. Temos trés estados, entdo
vamos nomea-los como sendo dia quente como estado x,, dia fresco como estado x, e dia frio
como estado x5.

A probabilidade de transi¢cdo, como o nome sugere, é a probabilidade condicional de
ir, em um passo, do estado x; para o estado x;, com1 < i,j <n,n € N.

O enunciado nos informou que:

- Se ontem o dia foi quente, hoje a probabilidade de ser novamente um dia
quente é de 50%, de ser um dia fresco é de 40% e de ser um dia frio é de 10%,

- Se ontem o dia foi fresco, hoje a probabilidade de ser um dia quente é de 30%,
de ser novamente um dia fresco é de 40% e de ser um dia frio é de 30%,

- Se ontem o dia foi frio, hoje a probabilidade de ser um dia quente é de 20%, de
ser um dia fresco é de 20% e de ser novamente um dia frio é de 60%,

Portanto as probabilidades de transicdo sao:

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; é 50%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, é 40%;

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x5 € 10%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x; é 30%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, é 40%);

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x5 é 30%);

- a probabilidade de ir do estado x5 para o estado x; é 20%;

- a probabilidade de ir do estado x5 para o estado x, é 20%;

- a probabilidade de ir do estado x5 para o estado x5 é 60%;

Sugestao de solugdo do PROBLEMA 3:

Nesse problema quais séo os estados existentes?

Os estados existente sdo: candidato A e candidato B. Temos dois estados, entdo vamos
nomea-los como sendo candidato A como estado x; e candidato B como estado x,.

A probabilidade de transi¢cdo, como 0 nome sugere, € a probabilidade condicional de

ir, em um passo, do estado x; para o estado x;, com1 < i,j <n,n € N.

O enunciado nos informou que:
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- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor
mudar do candidato A para o B € de 40% e

- a probabilidade de, no més seguinte, independente de qual ele seja, o eleitor
mudar do candidato B para o A é de 30%.

Portanto as probabilidades de transigéo séo:

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; € 60%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, € 40%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x; é 30%;

- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, é 70%.

3.1.2 Segunda etapa

PLANO DE AULA?2

PRE-REQUISITO:

Compreender os conceitos de estados, espaco de estados e probabilidades de transicao.
Sugerimos uma revisdo desse conceito caso O professor julgue necessario.

PUBLICO ALVO:

22 série do Ensino Médio.

RECURSOS:

Quadro branco, pincel e a folha de papel com as atividades propostas.

CONTEUDO PROPOSTO:

Caracteristicas das Cadeias de Markov, condi¢Ges para a aplicacdo das Cadeias de
Markov e Matriz de transicéo.

OBJETIVO:

Apresentar as caracteristicas das Cadeias de Markov, suas condic¢Ges para aplicacdo e,
a partir dos conceitos de estados, espaco de estados e probabilidades de transi¢cdo definir o
conceito de Matriz de transicao.

OBJETIVO ESPECIFICO:

Apresentar e definir o conceito de Matriz de transig&o.

HABILIDADES:

(EM13MATA406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em
dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso de softwares que

inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.
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(EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,
discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes no calculo de

probabilidades.

ROTEIRO:

Sugestdo de abordagem do conteudo:

2.5  Determinar (de forma simplificada) as condi¢Ges e as caracteristicas de uma
Cadeia de Markov.

As condicdes para um processo aleatorio ser modelado por Cadeias de Markov é que
esse deve possuir perda de memoria, ou seja, a probabilidade de um evento ocorrer no futuro,
ndo depende do que aconteceu no passado, depende apenas do que ocorre no presente.

Na 12 etapa entendemos os conceitos de estados, espaco de estados e probabilidades de
transicdo, nessa 22 etapa entenderemos sobre matriz de transicdo e iremos aprender na 32 etapa
sobre o vetor estado e a distribuicdo inicial, que sdo caracteristicas essenciais para
encontrarmos as propriedades markovianas.

2.6 Desenvolver o conceito (simplificado) de matriz de transigao.

Sugestao:

A matriz de transicdo é a matriz quadrada de ordem m, P = (pi_j)mxm, na qual seus
elementos, p; ;, sdo as probabilidades de transi¢do do estado x; para o estado x;. A matriz de

transicdo é fundamental, pois atua como uma facilitadora no processo de determinacdo das
probabilidades futuras a partir das probabilidades atuais.

Matriz de transicéo, P = (p; ;) _, é dada por

P11 " Pim
P = ( E . 5 >’
Pm1i " Pmm

em que p;,j = Dxyx; € a probabilidade de transicdo de x; para x;.

No PROBLEMA 1:

Qual sera a matriz de transi¢do nesse problema?

Definimos na primeira etapa as probabilidades de transigéo. Escrevendo-as no formato
p;,; temos:

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; € 52%, p; ; = 0,52;

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x, € 48%, p; , = 0,48;

a probabilidade de ir do estado x, para o estado x; € 57%, p,; = 0,57;
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- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, € 43%. p, , = 0,43;
Portanto, nossa matriz de transicdo, P = (pl-' J')sz’ sera dada por:

(3 )

Sugestao de solugdo do PROBLEMA 2:
Qual sera a matriz de transi¢do nesse problema?
Definimos na primeira etapa as probabilidades de transigdo. Escrevendo-as no formato
p; ; temos:
- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; € 50%, p; ; = 0,5;
- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; é 40%, p, , = 0,4;
- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x3 € 10%, p; 3 = 0,1,
- a probabilidade de ir do estado x, para o estado € x; 30%, p,, = 0,3;
- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x, € 40%, p, , = 0,4;
- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x3 € 30%, p, 3 = 0,3;
- a probabilidade de ir do estado x3 para o estado x; € 20%, p3; = 0,2;
- a probabilidade de ir do estado x5 para o estado x;, € 20%, p;, = 0,2;
- a probabilidade de ir do estado x5 para o estado x3 € 60%, p; 3 = 0,6;
Portanto, nossa matriz de transicéo, P = (p; ;), ., seré dada por:
05 04 01
P = (0,3 0,4 0,3).

02 02 06

Sugestao de solugdo do PROBLEMA 3:

Qual sera a matriz de transicdo nesse problema?

Definimos na primeira etapa as probabilidades de transi¢do. Escrevendo-as no formato
p;,; temos:

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x; € 60%, p; ; = 0,6;

- a probabilidade de ir do estado x; para o estado x, € 40%, p; , = 0,4;

a probabilidade de ir do estado x, para o estado x; € 30%, p; , = 0,3;
- a probabilidade de ir do estado x, para o estado x;, & 70%, p; , = 0,7.

Portanto, nossa matriz de transicéo, P = (p; ;), ,, seré dada por:
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(o5 07)

3.1.3 Terceira etapa

PLANO DE AULA 3

PRE-REQUISITO:

Compreender os conceitos de estados, espaco de estados, probabilidades de transigéo e
matriz de transi¢cdo. Sugerimos uma revisdo desse conceito caso O professor julgue
necessario.

PUBLICO ALVO:

22 série do Ensino Medio.

RECURSOS:

Quadro branco, pincel e a folha de papel com as atividades propostas.

CONTEUDO PROPOSTO:

Determinar vetor estado e a distribuigdo inicial.

OBJETIVO:

A partir dos conceitos aprendidos nas etapas anteriores determinar vetor estado e
distribuicéo inicial.

OBJETIVO ESPECIFICO:

Apresentar e definir o conceito de vetor estado e distribuicdo inicial.

HABILIDADES:

(EM13MAT106) Identificar situacGes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta 0s riscos probabilisticos (usar esse ou aquele método

contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

ROTEIRO:

Sugestao de abordagem do contetdo:

A distribuicdo inicial, ou probabilidade inicial da cadeia, € definida como as
probabilidades iniciais dadas no problema. S&o as probabilidades definidas no tempo zero, X,
e as denotaremos por my(x) = P(Xy, = x).

No PROBLEMA 1:

Quiais sdo as probabilidades iniciais nesse problema?
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O enunciado nos informou que atualmente (estamos considerando como inicio do
processo, ou seja, X,) em relacdo ao consumo de dois refrigerantes, A e B, as estatisticas nos
mostram que 40% consomem o refrigerante A, estado x; e 60% consomem o refrigerante B,
estado x,.

Podemos definir entdo as probabilidades iniciais como:

P(Xo = x1) =mo(x1) = 0,4 P(Xo = x2) = mp(x3) = 0,6.

A distribuicdo de X, € o vetor estado inicial e serd denotada por um vetor linha de
dimensdo m:
vO® = [P(Xy=x1) .. PXy=x,)]
Indicaremos por v™ o vetor estado na n-ésima observaco, ou seja, se
E = {xq,x5,+, Xy}, entdo
v = [P(X, =x1) .. PX,=x,)]
Observacao: Iremos determinar os valores das probabilidades do vetor estado na n-
ésima observacdo na quarta etapa.
No PROBLEMA 1:
Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xo = x1) =mo(x1) = 0,4 P(Xo = x2) = mp(x) = 0,6.
Portanto o vetor estado inicial seré:
v(©® = [P(Xo =x1) P(Xo = x3)],
v©® =104 0,6].

Sugestao de solugdo do PROBLEMA 2:

Quais sdo as probabilidades iniciais e o vetor estado inicial nesse problema?

O enunciado nos informou que ontem (estamos considerando como inicio do processo,
ou seja, X,) foi um dia quente.

Podemos definir entdo as probabilidades iniciais como:

P(Xo = x1) =mo(x1) =1, P(Xo = x3) = mp(xz) = 0 € P(Xp = x3) = mo(x3) = 0.

A distribuicdo de X, é o vetor estado inicial e serd denotada por um vetor linha de

dimensdo m:
vO® =[P(Xy=x) .. PXp=xp)]

Temos entdo que o vetor estado inicial sera:
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v©® = [P(X,=x) P(Xo=1x;) PX=x3)],
v@=[1 0 o]

Sugestdo de solucdo do PROBLEMA 3:

Quais sdo as probabilidades iniciais e o vetor estado inicial nesse problema?

O enunciado nos informou que atualmente, (estamos considerando como inicio do
processo, ou seja, X,), em relacdo a intencdo de votos aos candidatos A e B, as estatisticas

mostraram que 35% preferem o candidato A, estado x;, e 65% preferem o candidato B, estado

X5.
Podemos definir entdo as probabilidades iniciais como:
P(Xy =x1) =my(x1) =0,35e P(Xy = x3) = my(x,) = 0,65.
A distribuicdo de X, € o vetor estado inicial e serd denotada por um vetor linha de
dimensdo m:

v@® = [P(Xg=2x1) .. P(Xy=xn)]
Temos entdo que o vetor estado inicial sera:
v @ =[P, =2x1) PXo = x1)],
v©® =10,35 0,65].

3.1.4 Quarta etapa

PLANO DE AULA 4

PRE-REQUISITO:

Compreender os conceitos de estados, espaco de estados, probabilidades de transicéo e
matriz de transicdo, distribuicdo inicial e vetor estado. Sugerimos uma revisao desse conceito
caso O professor julgue necessario.

PUBLICO ALVO:

22 série do Ensino Medio.

RECURSOS:

Quadro branco, pincel e a folha de papel com as atividades propostas.

CONTEUDO PROPOSTO:

Utilizando Cadeias de Markov calcular as probabilidades futuras.

OBJETIVO:
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A partir dos conceitos aprendidos nas etapas anteriores e através dos produtos de
matrizes e probabilidades condicionais calcular probabilidades futuras.

OBJETIVO ESPECIFICO:

Através da distribuicdo inicial e matriz de transicdo calcular probabilidades futuras,
parat = 1 et = 2, atraveés do produto do vetor estado inicial pela matriz de transi¢&o.

HABILIDADES:

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de

probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

ROTEIRO:

Sugestao de abordagem do contetdo:

Determinaremos, de forma empirica, a Proposicao 2.2 que diz:

Seja a Matriz de Transigéo, P = (pi,j), e 0 vetor estado na n-ésima observacéo, v™),
entdo v = (-1 p,
No PROBLEMA 1:

Sabemos que a matriz de transicdo, P = (pi’j)sz, é dada por:

-3 1)

Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xy = x1) = mo(x1) = 0,4 P(Xo = x2) = mp(x;) = 0,6.
E o vetor estado inicial sendo:
v©® =1[04 06].
Para determinarmos as probabilidades de consumo, para t = 1, podemos utilizar a
probabilidade condicional.
Refrigerante A, estado x;:
P(X; =x1) = P(Xo = x1) Pyt P(Xo = x;) "Dy
=04-052+06-057 =0,55.
Refrigerante B, estado x,:
P(Xy =x3) = P(Xg = xq) Py, t P(Xo = x3) "Dy2
=04-048+0,6-0,43 = 0,45.

Portanto temos o vetor estado parat = 1, v» = [0,55 0,45].
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Se utilizarmos o produto entre o vetor estado inicial, v(®), e a matriz de probabilidades

de transicdo, P, teremos 0 mesmo resultado:

v(l) — U(O) . P,
[0,4 0,6]- [823 8’12 =v® =055 0,45].

Portanto a probabilidade de consumo, para t = 1, do Refrigerante A é de 55% e do
Refrigerante B é de 45%.
Para determinarmos as probabilidades de consumo para t = 2 iremos repetir 0s
calculos anteriores observando a equivaléncia entre eles.
Refrigerante A, estado x;:
P(X; =x1) = P(Xy = x1) "p,; + P(X1 = x2) " p,,
=0,55-0,52+0,45-0,57 = 0,54.
Refrigerante B, estado x,:
P(X; =x3) = P(X; = xq) - Py, + P(X1 = x3) "Dyo
=0,55-0,48+0,45-0,43 = 0,46.
Resultando no vetor estado do segundo més, v® = [0,54 0,46].
Ao utilizarmos o produto entre o vetor estado, v(Y), e a matriz de probabilidades de

transicdo, P, tivemos o mesmo resultado

@ = @ . P,
[0,55 0,45]- [gg 8‘;] —v®@ =[054 0,46].

Portanto a probabilidade de consumo, para t =2, do Refrigerante A é de

aproximadamente 54% e do Refrigerante B é de aproximadamente 46%.

Observamos que para determinarmos v foi necessario sabermos somente a Matriz
de Transigéo, P = (pij), e o vetor estado presente no estado anterior, v, pois como

sabemos da propriedade Markoviana o estado futuro depende somente do estado atual,
independendo do estado passado.
De acordo com as nossas observacoes temos, de forma empirica, que v™ = y™-1 . p,
Para provar de fato esta proposi¢do devemos utilizar do Principio da inducao finita.
Observagdo: N&o iremos provar utilizando Principio da indugdo finita, pois ndo faz
parte do nosso objetivo, mas sugerimos aO professor que demonstre, utilizando esse

principio, para os alunos mais interessados.
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Sugestao de solugdo do PROBLEMA 2:
Sabemos que a matriz de transicdo, P = (pl-,j)3x3, é dada por:

05 04 01

P = (0,3 0,4 0,3).

02 02 06
Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xo =x1) =mo(x1) =1, P(Xp = x3) = mp(x2) = 0 P(Xy = x3) = mp(x3) = 0.
E o vetor estado inicial sendo:

v®@=1[1 0 o]
Para determinarmos as probabilidades do clima, no dia 1, podemos utilizar a
probabilidade condicional.

Dia quente, estado x;:
P(Xl = xl) = P(XO = xl) ’ pl,l + P(XO = xZ) ) pZ,l + P(XO = x3) ’ p3,1

=1-054+0-03+0-0,2=0,5.
Dia fresco, estado x,:

P(Xy =x3) = P(Xo = x1) " py, + P(Xo = x2) " p,, + P(Xo = x3) " P,

=1-04+0-04+0-02=04.
Dia frio, estado x5:

P(X; =x;) =P(Xp = x1) - Pzt P(Xo = x3) - Py3t P(Xo = x3) * P33
=1-0014+0-034+0-0,6=0,1.
Portanto temos o vetor estado no dia 1, v =[0,5 0,4 0,1].

Se utilizarmos o produto entre o vetor estado inicial, v(%), e a matriz de probabilidades
de transicgéo, P, teremos 0 mesmo resultado:

v(1)=v(0)-P’
05 04 01
[1 0 0]-[0,3 0,4 O,3‘=v(1)=[0,5 04 0,1].
02 02 06

Portanto a probabilidade do clima, no dia 1, de dia quente é de 50%, de dia fresco é de
40% e de dia frio é de 10%.

Para determinarmos as probabilidades do clima no dia 2 iremos repetir os calculos
anteriores observando a equivaléncia entre eles.

Dia quente, estado x:
P(XZ = xl) = P(Xl = xl) ’ le + P(Xl = x2) ’ p2’1 + P(Xl = .X'3) ’ p3,1
=05-05+04-03+0,1-0,2=0,39.
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Dia fresco, estado x,:
P(X; = x3) = P(X; = x4) "Dy, t P(X1=x3)" Py, t P(Xy = x3) "P32
=05-04+04-04+0,1-0,2=0,38.
Dia frio, estado x5:
P(X; = x3) = P(X; = x1) Pzt P(X; =x3)- Pzt P(X; = x3) P33
=05-0,1+04-03+0,1-0,6 =0,23.
Resultando no vetor estado no dia 2, v® = [0,39 0,38 0,23].

Ao utilizarmos o produto entre o vetor estado, v(1, e a matriz de probabilidades de

transicédo, P, tivemos 0 mesmo resultado

U(Z) — v(l) . P’
05 04 01
[0,5 04 0,1]: [0,3 0,4 0,3] =@ = [0,39 0,38 0,23].
02 02 0,6

Portanto a probabilidade do clima, no dia 2, de dia quente é de 39%, de dia fresco é de
38% e de dia frio é de 23%.

Sugestéao de solugdo do PROBLEMA 3:

Sabemos que a matriz de transicao, P = (pl-‘j)sz, é dada por:

P=(03 o7

Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xy, =x,) =my(x,) =0,35e P(Xy, = x,) = my(x,) = 0,65.
E o vetor estado inicial sendo:
v©® =1[0,35 0,65].

Utilizando da Proposicdo 2.2, v™ = p™=1 . p temos:

v(l) — U(O) . P,
[0,35 0,65] - [8'3 8‘; — v® =[0,405 0,595].

Portanto a probabilidade de preferéncia, no primeiro més, no candidato A é de 40,5%
e no candidato B é de 59,5%.

U(Z) — v(l) . P’
[0,405 0,595] - [82 8‘7L —v® =[042 0,58].

Portanto a probabilidade de preferéncia, no segundo més, no candidato A é de
aproximadamente 42% e no candidato B é de aproximadamente 58%.
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3.1.5 Quinta etapa

PLANO DE AULA5

PRE-REQUISITO:

Compreender os conceitos de estados, espaco de estados, probabilidades de transicdo e
matriz de transicdo, distribuicdo inicial, vetor estado e calculo de probabilidades futuras.
Sugerimos uma revisao desse conceito caso O professor julgue necessario.

PUBLICO ALVO:

22 série do Ensino Medio.

RECURSOS:

Quadro branco, pincel, software gratuito disponivel na internet, Matrix Calculator,
localizado na pagina https://matrixcalc.org/pt/, e a folha de papel com as atividades propostas.

CONTEUDO PROPOSTO:

Utilizando da poténcia da matriz de transicdo calcular as probabilidades futuras.

OBJETIVO:

A partir dos conceitos aprendidos nas etapas anteriores e através dos produtos de
matrizes e probabilidades condicionais calcular probabilidades futuras.

OBJETIVO ESPECIFICO:

Através da distribuicdo inicial e a poténcia da matriz de transicdo calcular
probabilidades futuras para t = 10 e t = 30 atraves do produto do vetor estado inicial pela
poténcia da matriz de transigao.

HABILIDADES:

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de

probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

ROTEIRO:

Sugestdo de abordagem do conteudo:

A partir da equacédo de Chapman-Kolmogorov, que determina as probabilidades de
transicdo em n passos, pi(;l), temos uma importante consequéncia.
Seja P a matriz formada pelas probabilidades de transic&o do estado x; para o estado

Xj €M N passos, ou seja, [P(”)]L_j = pf}“). Considere ainda a matriz P™, temos que P = p™,
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ou seja, a matriz de transicdo em n passos, P, é dada pela poténcia n da matriz de transicao,
P™,
A partir desta consequéncia, ao fazermos o produto do vetor estado inicial pela

poténcia da matriz de transicdo temos o teorema 2.2 que diz:

Teorema 2.2:
Seja v(® a distribuicdo inicial e, P, a matriz de transicdo de uma Cadeia de Markov,

entdo o vetor estado na n-ésima observacdo, v™, pode ser determinado através do produto
matricial

v(n) = v(O) . Pn_

Portanto para calcularmos as probabilidades futuras para t = 10 e t = 30, como
gostariamos, basta calcularmos:
(10 = (0. p10 pargt =10 e
39 = (0. p30 para t = 30.
No PROBLEMA 1:

Sabemos que a matriz de transicdo, P = (p; ;), . é dada por:

P=(os7 013)

Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xo = x1) = mo(x1) = 0,4 e P(Xy = x3) = my(xz) = 0,6.
E o vetor estado inicial sendo:
v©® =104 0,6].
Para determinarmos as probabilidades de consumo, para t = 10, utilizaremos do
teorema 2.2, logo temos:

v(lo) = U(O) . Plo’

0,52 0,48]"°
(10) — N g ’
v 0.4 0,6] [0,57 0,43
Para calcular [0'52 0,48 10iremos utilizar Matrix Calculator,
0,57 0,43 !

(http://matrixcalc.org/pt/), da seguinte forma:

1°. Iremos determinar quantas linhas e colunas possui nossa matriz quadrada, B,
clicando no botdo de + (para aumentar a quantidade de linhas e colunas) ou — (para diminuir a

quantidade de linhas e colunas).



http://matrixcalc.org/pt/
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Figura 3.2 — Alterando quantidade de linhas e colunas no Matrix Calculator

Matrix calculator
OperagGes envolvendo
matrizes v

Solugdes de Sistemas de
Equacdes Lineares
Calculadora de
determinantes

Célculo dos autovalores
proprios e vectores
proprios

Teoria necessaria®

2°. Iremos preencher nas células os valores da matriz de transicdo P = [

Matriz A-

|

|

DetermmanL -'4 atriz Inversa

Matriz Transposta
Multiplicar por 2

Matriz Diagonal

Pasto
Matriz Triangular

Elevado a 2

Decomposicdo LU Fatoragdo de Cholesky

n
Matriz B
Células | T || + || -

Determinante Matriz Inversa

Matriz Transposta Posto

Multiplicar por 2 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 2

Decomposicdo LU Fatoragdo de Cholesky

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 10/2021)

0,52 0,48
0,57 0,43

determinar a multiplicacdo e a poténcia que queremos. No nosso problema queremos

multiplicacdo por 1 e elevado a 10.

Figura 3.3 — Preenchendo as células da Matriz no Matrix Calculator

Matrix calculator
Operagdes envolvendo
matrizes v

Solugdes de Sistemas de
Equacdes Lineares
Calculadora de
determinantes

Célculo dos autovalores
préprios e vectores
préprios

Teoria necessaria®

Células | =
Determinante
Matriz Transposta
Multiplicar por 1
Matriz Diagonal

Decomposicéo LU

O Mostrar nimeros decimais

Matriz A:

0,52 8,48
0,57 8,43

e
Matriz Inversa
Posto
Matriz Triangular
Elevado a 10

Fatoragdo de Cholesky

g
Matriz B:
Células | = | + | -
Determinante Matriz Inversa
Matriz Transposta Posto

Multiplicar por 2 Matriz Triangular

Matriz Diagonal Elevado a 2
Decomposicdo LU Fatoragéo de Cholesky

| Limpar | +

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 10/2021)

3°. Vamos primeiro selecionar mMostrar niimeros decimais, escolher 4 casas decimais

e clicar no botdo Elevado a 10 para determinarmos P1°.
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Figura 3.4 — Determinando os elementos da matriz P1° no Matrix Calculator

Matrix calculator 0
Operagdes envolvendo Matriz A: Matriz B:
matrizes v [ 0,52 0,48
Solugdes de Sistemas de ( 8,57 9,43 )
Equagdes Lineares Cé;u\as = :
Calculadora de Determinante Matriz Inversa AxB Células | C || + || -
jiclenmianies Matriz Transposta Posto A+B Determinante Matriz Inversa
Calculo dos autovalores Muttiplicar por 1 Matriz Triangular A-B Matriz Transposta Posto
prc:)prios e veclores Matriz Diagonal 10 ‘ Multiplicar por 2 Matriz Triangular
proprios Decomposicdo LU Fatoracdo de Cholesky Matriz Diagonal Elevado a 2
Tearia necessériad Decomposi¢do LU Fatoracdo de Cholesky
v
.I\«Iostrar numeros decimais, number of fraction digits: v 4 : @ | Limpar | +
(052 048\ (05420 04571 ) Inserir na A
(0.57 043 ) :(\05429 04571 ) Inserir na B
Limpar

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 10/2021)

0,52 0,48]*°

: . : - 10 _ -
Determinada nossa poténcia da matriz de transicdo P _[0'57 043] =

0,5429 0,4571

05429 04571 podemos calcular nosso vetor estado parat = 10, v*%:

0,5429 10,4571
0,5429 0,4571)

Para fazer esse produto usaremos novamente o site Matrix Calculator, com o0s

v =104 0,6]-

seguintes passos:

1°. Preencher nas células os valores das matrizes, deixando vazia as células do vetor
estado inicial que ndo possuem os respectivos valores e respeitando a ordem no produto
destas matrizes.

Deixamos selecionado mMostrar niimeros decimais com 4 casas decimais e

determinar a multiplicacéo e a poténcia que queremos.

Figura 3.5 — Condic¢es para o produto das matrizes no Matrix Calculator

Matrix calculator B
Operagdes envolvendo Matriz B:
matrizes v 9,5429  0,4571
Solugdes de Sistemas de - 8,5429 90,4571
Equacdes Lineares o= < — can =T
Calculadora de Determinante Matriz Inversa AxB Delerminante Matriz Inversa
+
determinantes Matriz Transposta Posto AiE Matriz Transposta Posto
Calculo dos autovalores =1 Multiplicar por 1 Matriz Triangular Sl ¥ Multiplicar por 1 Matriz Triangular
DW"P”DS e veclores Matriz Diagonal Elevado a 1 <2 Matriz Diagonal Elevado a 1|<3a
roprios

prop Decomposicéo LU Fatoracéo de Cholesky Decomposicéo LU FatoracZo de Cholesky
Teoria necessaria® v|=

’ B Mostrar nimeros decimais, number of fraction digits: v 4 = @ || Limpar | +

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 11/2021)
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2°. Clicando em AxB calculamos o produto da matriz A pela matriz B, determinando

assim nosso vetor estado parat = 10, v(10),

Figura 3.6 — Determinando v(1® do PROBLEMA 1 no Matrix Calculator

Matrix calculator b

Operagdes envolvendo Matriz A: Matriz B
matrizes v ( 0,4 0,6 )

Solugbes de Sistemas de

Equacgdes Lineares —
¢ Células | = | + | - Células | = || +

0,5429  0,4571
0,5129 10,4571

Calculadora de Determinante Matriz Inversa ‘ Determinante Malriz Inversa
determinantes Matriz Transposta Posto b Matriz Transposta Posto
Calculo dos autovalores Multiplicar por 1 Matriz Triangular R Muttiplicar por 1 Matriz Triangular
prc?prfos @ vectores Matriz Diagonal Elevadoa 1 Matriz Diagonal Elevadoa 1
roprios
prop Decomposicdo LU Fatoracdo de Cholesky Decomposiggo LU Fatoragdo de Cholesky
Teoria necessaria® v
E Mostrar nimeros decimais, number of fraction digits v 4 - o | Limpar | +
[0,5429 0.4571) | A
|(04 0:6)-( NI ):(054:9 0:45?1)| Lk
05420 04571 Inserir na B
Limpar

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 11/2021)

Portanto nosso vetor estado para t = 10, v(19 ¢:

0,5429 0,4571
: = (10)
0,5429 0,4571

Portanto a probabilidade de consumo, para t= 10, do Refrigerante A &

[0,4 0,6] = [0,5429 0,4571].

aproximadamente de 54,29% e do Refrigerante B é aproximadamente de 45,71%.

Agora que criamos certa intimidade com o Matrix Calculator vamos calcular as
probabilidades de consumo dos refrigerantes A e B para t = 30 preenchendo todos os dados
de uma s vez com 0s seguintes passos:

1°. Iremos determinar quantas linhas e colunas possui nossa matriz quadrada, Py,

2°. Iremos preencher nas células os valores do vetor estado inicial, v(®, deixando

vazia as celulas que ndo possuem o0s respectivos valores, e da matriz de transicdo

P_[o,sz 0,48
~ o057 043

3°. Vamos primeiro selecionar mMostrar niumeros decimais, escolher 4 casas decimais

e determinar a multiplicagéo e a poténcia que queremos.

4°. Iremos preencher o campo para operaces com a operacdo que queremos realizar

AxB3°, que é escritacomo A * B~30, e apertar o enter,
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Figura 3.7 — Determinando v3% do PROBLEMA 1 no Matrix Calculator

Matrix calculator n

Matriz A:

( 9,4 a,e')

Operagdes envolvendo Matriz B:

matrizes v

8,52 0,48
0,57 8,43

Solugdes de Sistemas de
Equacgdes Lineares

Célula: - Célutag,
Calculadora de Determinante Matriz Inversa aat Determinante Matriz Inversa
determinantes Matriz Transposta Posto it Matriz Transposta Posto
Galculo dos autovalores  =5»|  wultiplicar por 1 Matriz Triangular AB > Mutiplicar por 1 Matriz Triangular
prn‘i)pﬂos & vectores Matriz Diagonal Elevado a 1«3 Matriz Diagonal Elevado a 1 <3
proprios Decomposigéo LU Fatorac&o de Cholesky Decomposicéo LU Fatoragéo de Cholesky
Teoria necessaria® "A'B“BU v| =
. Mostrar nimeros decimais, number of fraction digits v 4 S < | Limpar | +
(0,52 0,48\ Inserir na A
(0406) (057 a3 ) =(0,5429 04571 ) e
Limpar

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 11/2021)

Portanto nosso vetor estado para t = 30, v39 ¢:
v39 = 10,5429 0,4571].
Portanto a probabilidade de consumo, para t =30, do Refrigerante A €

aproximadamente de 54,29% e do Refrigerante B é aproximadamente de 45,71%.

Sugestdo de solucdo do PROBLEMA 2:

Sabemos que a matriz de transicdo, P = (p; ;), ., é dada por:

05 04 01
p=103 04 03
02 02 06

Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xo = x1) =mo(x1) = 1, P(Xo = x3) = mo(x2) = 0e P(Xy = x3) = mp(x3) = 0.
E o vetor estado inicial sendo:
v®@ =1 0 0]
Para determinarmos as probabilidades do clima, no dia a 10, utilizaremos do teorema
2.2, logo temos:
p(0) = 1,(0) . p10.
Vamos calcular as probabilidades do dia estar quente, fresco e frio no dia 10
preenchendo todos os dados de uma s6 vez com 0s seguintes passos:

1°. Iremos determinar quantas linhas e colunas possui nossa matriz quadrada, B,
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20, Iremos preencher nas células os valores do vetor estado inicial, v® =[1 0 0],

deixando vazia as células que ndo possuem o0s respectivos valores, e da matriz de transicdo

05 04 01
P =103 0,4 0,3|edeterminara multiplicacdo e a poténcia que queremos.
02 02 06

3°. Vamos primeiro selecionar mMostrar niumeros decimais, escolher 4 casas decimais
4°, Iremos preencher o campo para operagfes com a operacdo que queremos realizar

AxB° que é escritacomo A * B~10, e apertar o enter,

Figura 3.8 — Determinando v(1® do PROBLEMA 2 no Matrix Calculator

Matrix calculator g

Operagdes envolvendo Matriz A:
matrizes v

Solugdes de Sistemas de

Equacdes Lineares

Calculadora de
determinantes

Calculo dos autovalores
proprios e vectores
proprios

Teoria necessaria®

)

Clwias | O et

Determinante Matriz Inversa

Matriz Transposta Pasto
|:> Multiplicar por 1 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 1

Decomposigdo LU Fatorag&o de Cholesky

AxB
A+B Determinante Matriz Inversa
A-B Iatriz Transposta Posto
(= Multiplicar por 1 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 1 <:|

Decomposigao LU Fatoracdo de Cholesky

-

w8 Mostrar nimeros decimais, number of fraction digits

0504 01"°
(1o0)|o304 05) =(0.3334 03334 0.3333)
102 0.2 06

> < || Limpar | +
Inserirna A
Inserir na B

Limpar

Fonte: Site Matrix Calculator (Acessado 11/2021)

Portanto nosso vetor estado no dia 10, v é:
v(10) = [0,3334 0,3334 0,3333].
Portanto a probabilidade do clima, no dia 10, de dia quente é de 33,34%, de dia fresco
é de 33,34% e de dia frio é de 33,33%.
Para o calculo das probabilidades do dia estar quente, fresco e frio no dia 30
seguiremos 0s mesmos passos utilizados anteriormente e encontraremos como resultado:
Vetor estado no dia 30, v% é:
v(3% =10,3333 10,3333 0,3333].
Portanto a probabilidade do clima, no dia 2, de dia quente é de 33,33%, de dia fresco é
de 33,33% e de dia frio € de 33,33%.

Sugestao de solugdo do PROBLEMA 3:

Sabemos que a matriz de transicdo, P = (pl-’j)zﬂ, é dada por:
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=53 07)

Definimos as probabilidades iniciais como:
P(Xy =x,) =my(x1) =0,35e P(Xy = x5) = my(x,) = 0,65.
E o vetor estado inicial sendo:
v® =10,35 0,65].
Para determinarmos as probabilidades de preferéncia, no décimo més, utilizaremos do
teorema 2.2, logo temos:
p10) = 4,(0) . p1o,
Vamos calcular essas probabilidades de preferéncia no candidato A e no candidato B

através do Matrix Calculator.

0,6 0,4]10
0,3 0,7

v(10) =10,4286 0,5714].
Portanto a probabilidade de preferéncia, no décimo més, no candidato A é de 42,86%
e no candidato B é de 57,14%.

»0 =035 0,65] - [

Para calcular as probabilidades de preferéncia, no trigésimo més, repetiremos o
processo anterior:
17(30) — U(O) . PBO.
Atraveés do uso do Matrix Calculator temos:

0,6 0,4]30
03 0,7

v39 =[0,4286 0,5714].
Portanto a probabilidade de preferéncia, no trigésimo més, no candidato A é de
42,86% e no candidato B é de 57,14%.

»30 =035 0,65] - [

Nesta ultima aula, um fato que chama atencdo é que as probabilidades para t = 10 e
t = 30 possuem praticamente o mesmo valor. Isso ocorre porque as Cadeias de Markov estédo
convergindo para o que chamamos de medida estacionaria. Essa ocorréncia ndo é uma
coincidéncia, dependendo da distribuigdo inicial e da matriz de transicdo, por causa da perda
de memodria, depois de um longo tempo de evolucdo do processo ela acaba esquecendo as

condigdes iniciais convergindo entdo para 0 mesmo resultado.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho caminhamos sobre um pequeno trecho desta imensa estrada dos Processos
Estocésticos, em especial nas Cadeias de Markov. Sabemos que ainda ha muito a aprender
sobre 0 tema, mas 0 pouco que experimentamos desse sabor nos da vontade de procurar mais
sobre esse assunto tao rico, interdisciplinar, aplicavel e maravilhoso.

Agradecemos imensamente a Andrei A. Markov por, em seu trabalho, buscar a probabilidade
de ocorrer uma consoante em uma determinada posicao de uma palavra qualquer e a partir dai
criar essa teoria que tem como caracteristica principal a “falta de memoria” e que possui
inimeras aplicagBes em diversas areas do conhecimento.

Aprender, mesmo que pouco, sobre processos estocasticos e suas classificacdes, sobre
Cadeias de Markov e suas Caracteristicas, sobre a Equacdo de Chapman-Kolmogorov e sua
importante consequéncia nos tornaram, além de mais felizes, melhores matematicos e
professores e devido a esses motivos recomendamos a todos os colegas professores de
matematica que aprendam, mesmo que superficialmente, sobre esses temas tdo interessantes.
Nosso intuito foi apresentar aos professores o contetdo para criarem uma boa base conceitual
e uma sequéncia didatica na qual esperamos que os alunos do segundo ano do ensino médio
possam aprender, a partir de uma linguagem simples, mas reveladora, sobre os principais
elementos da Cadeia de Markov, entender e perceber a beleza da interdisciplinaridade entre
Matriz e Probabilidade e Cadeia de Markov e utilizar da tecnologia e do conhecimento
aprendido para calcular probabilidades futuras.

Esperamos ter contribuido, mesmo que de forma pontual, para o ensino de matematica no
ensino médio ao trazer esse tema complexo, Cadeias de Markov, ensinado de uma forma
simples e interdisciplinar com os conhecimentos prévios dos alunos sobre Matriz e
Probabilidade.
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APENDICE A - MATRIZ

Para o entendimento e calculos em Cadeias de Markov é imprescindivel que o
estudante tenha uma base solida no que se referem as Matrizes e suas operacOes,
principalmente na operagdo de multiplicagdo de matrizes. Em Cadeias de Markov
trabalhamos com a Matriz de transi¢do, matriz esta que possui as probabilidades de transigdo
de um estado para o outro, na equacdo de Chapman-Kolmogorov utilizamos a operacéo de
multiplicacdo entre matrizes para definirmos matrizes de transicdo em n passos determinando
assim a transicdo de um estado x; para um estado x;.

As Matrizes possuem muitas aplicac@es, assim como cita BRITTO (2014, p. 7):

“[...] o tema é muito abrangente e rico, podendo ser relacionado a inimeras areas do
conhecimento humano, como administracdo, economia, biologia, computacdo e
fisica, podendo ser uma ferramenta 0til para as atividades interdisciplinares.
Notamos ser possivel explorar o conceito de matriz, sua representacdo, suas
operagdes, propriedades e defini¢des através de problemas contextualizados.”

A matriz ¢ muito utilizada, a fim de facilitar a resolucdo de problemas, para a
organizacdo de dados tabulares. As informacg6es das matrizes sdo dispostas organizadamente
em linhas e colunas. O conjunto das matrizes € munido das operacGes de adicdo, subtracdo e
produto, além de elemento neutro e inverso, formando assim uma estrutura matematica que
possibilita sua aplicacdo em campos diversos dessa area de conhecimento.

As matrizes sd0 muito Uteis para representar transformacdes lineares. Essencialmente,
se trabalhamos com funcdes de R™ em R™ entdo uma classe de fungbes bastante simples e
muito Util é a das transformacBes lineares. Assim como no calculo de uma variavel
aprendemos como usar a derivada para aproximar uma funcao na vizinhanca de um ponto, no
calculo de varias variaveis temos que se uma funcéo é diferenciavel entdo seu comportamento
perto de um ponto é bem aproximado por uma transformacé&o linear.

As aplicacdes das matrizes sdo encontradas em muitos campos cientificos. Citando
algumas delas. Em Fisica sdo usadas em ramos como mecanica classica, eletromagnetismo,
Otica, descricdo do movimento de corpos rigidos. Em probabilidade e estatistica temos as
matrizes estocasticas que sdo usadas para descrever conjuntos de probabilidades. Em
computacdo as matrizes sdo usadas em algoritmos de rankeamento de péginas, resolucdo de
imagens, computacdo grafica, entre outros. E como citado no inicio do capitulo as matrizes

sdo bastante utilizadas no uso e entendimento de Cadeias de Markov.
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Esse capitulo foi baseado na referéncia [OLIVEIRA, José C. F, p.15 a p.23]. O leitor
interessado em mais detalhes pode consultar esta referéncia citada. Iremos nos ater ao

aprendizado de Matriz necessario e suficiente para esta dissertacéo.

5.1.1 Definicéo de Matriz

Definicédo 5.1: Dados m e n dois nUmeros naturais e ndo nulos denominamos Matriz
de tamanho mxn a tabela M formada por m linhas e n colunas cujos elementos sdo nimeros

reais a;;,

M =

a;, - aln]

Am1  ° Amn

Dizemos que a;; ou [A];; € o elemento ou a entrada na posicdo i, j da matriz. A matriz

M pode ser representada por M = [a;;] ouM = (a;;) .

Exemplo 5.1:
A Matriz M, de tamanho 2x3 abaixo é formada por 2 linhas e 3 colunas, que possui 0s
6|ementOS a11 = 6, alz = 1, a13 == 9, a21 = 0, a22 = 12 e a23 = 4'

619]_

M:[o 12 4

5.1.2 Matrizes Especiais

Ha matrizes que por serem mais utilizadas nessa teoria recebem um nome especial.
Matriz Linha
Sao as matrizes de tamanho 1xn, ou seja, matrizes que possuem uma unica linha,
L=1[A11 - an].
Exemplo 5.2:
L=[5 8 —41 15 7.
Matriz Coluna
Sdo as matrizes de tamanho mx1, ou seja, matrizes que possuem uma Unica coluna,

aiq
c=| i |

am1
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Exemplo 5.3:
5
C =112].
8
Sao as matrizes de tamanho nxn, ou seja, matrizes que possuem iguais as quantidades

[011 aln]
An1 ° Qnn

Chama-se de diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

Matriz Quadrada de ordem n

de linhas e colunas,

elementos que tém os dois indices iguais, ou seja, {aijli =j} ={a11, az2, -, Ann}-

Chama-se de diagonal secundaria de uma matriz quadrada de ordem n 0 conjunto
dos elementos que tém a soma dos indices iguais a n + 1, ou seja, {aijli +tj=n+1}=
{aln' Ao2n—1,"""" anl}-

Exemplo 5.4:

05 03 0.2
Q.= [0,3 0,3 0,4]
0,1 02 07

A matriz de ordem n, I,,, tal que todos os elementos da diagonal principal iguaisa 1 e

0s todos os outros elementos séo nulos é chamada de matriz identidade.

Exemplo 5.5:

5.1.3 Operacgdes com Matrizes

Igualdade

Definigo 5.2: Duas matrizes A = (a;;) e B=(b;)  sdo iguais quando
a;j = b;jparai =1,2,3,---,mej=1.23,,n, ou seja, duas matrizes sdo iguais se possuem
mesmo tamanho e apresentam todos os elementos correspondentes iguais.

Exemplo 5.6:

: : _[x* 6 8] _[9 6 8 .
Considere as matrizes A = [10 5 y e B= [10 5 12] Determine todos 0s

valores de x e y paraque A = B.
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Resolugéo:
De acordo com a nossa definicdo para as matrizes A e B serem iguais todos 0s
elementos correspondentes devem ser iguais, portanto:
a1 =by1 2 x2=9->x=43;

a2 = bi; = 6;

a3 = b3 =8;

dzy = by = 10;

az2 = by =5;

Ay3 = by3 >y =12.

Portantose x =3 oux = —3ey = 12,temos que A = B.
Adicao
Definicéo 5.3: Dadas duas matrizes A = (a;;) eB = (b;) asomaA+Béa

matriz C = (Cif)mxn tal que ¢;; = a;; + b;j, para todo i e todo j, ou seja, a soma de duas

matrizes A e B, de mesmo tamanho, é uma matriz C, de mesmo tamanho, em que cada
elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.

Exemplo 5.7:

1 2 3

4 5 6]e3:[4 1 1],encontreAJrB_

Considere as matrizes A = [ 3 0 6

Resolucéo:

Considere C = A + B, da definicdo dada acima temos que:
ci1=a11+bj1=—cy1=1+4->c1=5;
C12=Q12+ b1y 2 ¢ =2+1->0¢15=3;
Ci3=a13+biz 2 ci3=3+1-c13=4
C21=0ap1+ by 2 C=4+3>c=7;
C22 =02+ by 2 C22=5+0-> ¢ =5;
€23 =0Qy3 +byz3 9 Co3=6+6 > cy3 =12.

De forma praética:

1 2 3 411
6[456 0 6F

€= [ 5 12
Oposta

Definicéo 5.4: Dada a matriz A = (aij)mxn chama-se oposta de A a matriz A’ tal que

A+ A =0.
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Exemplo 5.8:

1 2 3

Determine a oposta da matriz A = [4 c ol

Resolugéo:

A matriz oposta, 4°, da matriz A é tal que A + A’ =0, ou seja, A’ = —A. Portanto
para determinarmos a matriz oposta da matriz A basta determinarmos a matriz —A, invertendo
os sinais de todos os elementos a;; da matriz A.

r_ _ _1 _2 _3

e I

Diferenca

Definido 5.5: Dadas duas matrizes A=(a;) e B=(b;)  chama-se

diferenca A — B a matriz soma de A com a oposta de B.
Exemplo 5.9:

4 1 1

. _[10 2 3 _
DadasasmatrlzesA—[4 5 6]eB— 30 6

], encontre A — B.

Resolucéo:

Para determinarmos a diferenca entre as matrizes A e B devemos somar a matriz A
com a oposta da matriz B. Portanto inicialmente iremos determinar a oposta da matriz B,
B’ = —B, e faremos a soma das matrizes A e oposta de B determinando assim a matriz C de
mesmo tamanho das matrizes operadas.

A matriz oposta de B é:

b o [-4 -1 -1
B = B_[_3 Ik _6].
A soma das matrizes A e oposta de B resultara na matriz C:
10 2 3 -4 -1 -1
c=[y 5 ¢+ Do Dl
6 1 2
C=11 s 0]'

De forma pratica fazemos diretamente a diferenca entre os elementos correspondentes:
10 2 3 4 1 1
c=ly 5 &l

6l 13 0 6
C=[? s of

Produto de um escalar por matriz

Definicdo 5.6: Dado um numero real k e uma matriz A = (aif)mxn chama-se

produto k- A a matriz B = (b;;)  tal que b;; = k- a;; para todo i e todo j, ou seja,
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multiplicar uma matriz A por um numero k é construir uma matriz B formada pelas
multiplicagdes entre os elementos de A por k.

Exemplo 5.10:

10 2 3

4 5 6]’ enconte a matriz 3A4.

Sejaamatriz A =

Resolugéo:

A matriz resultante C serd uma matriz de mesmo tamanho da matriz A na qual cada
elemento de sua matriz, c;;, sera formado pelo produto entre a constante k = 3 e 0 elemento
correspondente a;;. Portanto:

ci11=3"a41 > ¢11 =310 - ¢41 = 30;
€12 =3"A12 > C12=3"22C1,=6;
€13 =313 >C3=3"32>C3=9;
C;1=3"0y1 2 Cy1 =34y =12;
C22 =30y, 2 € =35 ¢y =155
Cy3 =3"0y3 > Cy3 =36 > (3 =18.
Logo,

30 6 9

¢= [12 15 18/
Produto de matrizes

Defini¢do 5.7: O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira

matriz é igual ao ndmero de linhas da sequnda matriz, A = (ail')mxp e B= (bjk)pxn é

definido pela matriz A.B = € = (c;;)

mxn’

p

Cij = a1 'blj +ai2 ' sz + -+ al-p 'bpj = Z A 'bkj
k=1

paratodoi =1,2,3,---,mej =123, ,n.

De forma simplificada podemos afirmar que cada elemento, c;;, da matriz resultante C
é formado pela soma dos produtos dos elementos da linha da matriz A pelos elementos da
coluna da matriz B.

Exemplo 5.11:
1 2 . .
SeA=[5 7]eB= [3 4], determine a matriz A - B.

Resolucgéo:
Iremos determinar cada elemento da matriz C:

611=a11'b11+a12'b21—)C11=5'1+7'3—>611=26;
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Clz=a11'b12+a12'b22—>C12=5'2+7'4—>012=38.

Portanto a matriz C resultante sera:

C =[26 38].
Utilizando nossa forma simplificada da determinacédo do produto de matrizes temos:
C=A"'B,
_ o2
sendoA=1[5 7]eB= [3 4].

O elemento c;, sera formado pela soma ordenada dos produtos do primeiro elemento
da primeira linha de A, a;4, com o primeiro elemento da primeira coluna de B, b,,, € do
segundo elemento da primeira linha de A, a,,, com o segundo elemento da primeira coluna
de B, b,;.

O elemento c;, sera formado pela soma ordenada dos produtos do primeiro elemento
da primeira linha de A, a;1, com o primeiro elemento da segunda coluna de B, b,,, e do
segundo elemento da primeira linha de A, a,,, com o segundo elemento da segunda coluna de
B, b,,, logo:

C=[5-1+7-3 5:2+7-4],
C=1[26 38].

Poténcias de uma matriz

Defini¢do 5.8: Sendo A uma matriz quadrada de ordem n e um numero inteiro ndo
negativo k definimos as poténcias inteiras ndo-negativas de A por:

A =1,eA*=A-A-A----A parak > 0.

k vezes

Exemplo 5.12:
. 2 . . 3
Sendo a matriz B = [3 4], determine a matriz B*.

Resolucgéo:

Inicialmente iremos determinar a matriz B? através do produto entre as matrizes B e

wpn-f) 22

gz [11+2-3 1-2+2-4]
3:1+4-3 3:2+4-4r

, [7 10

B _[15 22]'

Tendo em maos a matriz B? iremos determinar a matriz B3 através do produto entre as

matrizes B e B, portanto:



7
3_p2.p_
B3=B2-B [15

332[7-1+10-3

15-1+22-3

g3 = [37

YR
7-2+10-4
15-2422-4
54]_

181 118

|

68
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APENDICE B - PROBABILIDADE

Assim como Matrizes, a Probabilidade e suas operag@es, principalmente Probabilidade
Condicional, Teorema do Produto, Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes, sdo
fundamentais para o entendimento e os calculos em Cadeias de Markov pois séo a base desse
conhecimento. De acordo com a BNCC, (2020, p. 276):

A incerteza e o tratamento de dados sdo estudados na unidade temética
Probabilidade e estatistica. Ela propde a abordagem de conceitos, fatos e
procedimentos presentes em muitas situacGes-problema da vida cotidiana, das
ciéncias e da tecnologia. Assim, todos os cidaddos precisam desenvolver habilidades
para coletar, organizar, representar, interpretar e analisar dados em uma variedade de
contextos, de maneira a fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisdes
adequadas. Isso inclui raciocinar e utilizar conceitos, representacdes e indices
estatisticos para descrever, explicar e predizer fenémenos.

Consideramos que o ensino de Probabilidade é um ensino extremamente importante
para a formacdo critica dos nossos alunos do ensino médio que, conscientes ou ndo,
precisardo tomar decisdes probabilisticas ao longo de suas vidas. Para sermos capazes de
utilizarmos de suas ferramentas, precisamos aprendé-lo e a escola pode e deve trazer esse
conhecimento aos estudantes que por ela passam.

Esse capitulo foi baseado na referéncia [MORGADO, A. C. O (...), p.118 a p.151]. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar esta referéncia.

5.2.1 Definic¢ao de Probabilidade

Um experimento é deterministico quando repetido varias vezes sob as mesmas
condicBes conduzem ao mesmo resultado. Nos experimentos aleatérios, os resultados ndo
podem ser previsto com certeza, mesmo que haja um grande numero de repeticGes do mesmo.
A Probabilidade é o ramo da matematica que desenvolve toda a teoria para 0s estudos dos
experimentos aleatorios.

Apresentaremos alguns conceitos que serdo Uteis para desenvolvermos a teoria.
Chamamos de espaco amostral o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio. Ele serd representado pela letra grega Q. Os subconjuntos de Q sdo
denominados eventos e representados por letras maiusculas 4, B, ... . O conjunto vazio, que
representa um resultado impossivel de ocorrer sera representado por @.

Definiremos a funcédo probabilidade P, que atribui aos eventos do espago amostral um

valor numeérico e satisfaz as condi¢des abaixo.
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Definicédo 5.9:

Uma funcéo P definida para todos os eventos de Q é denominada uma probabilidade
se:

o 0 < P(A) <1, paratodo evento A C Q;

o P(Q) =1;

o Se A e B sdo eventos disjuntos entdo P(A U B) = P(A) + P(B).

E facil verificar que, se um experimento aleatdrio possui as caracteristicas:

o A unido de todos os n possiveis resultados desse experimento (eventos
elementares), sendo n finito, € o espaco amostral .

o Os eventos elementares sao igualmente provaveis.

o Todo evento A é uma unido de m eventos elementares em que m < n,

entdo a probabilidade de um evento A ocorrer, dada por P(4), é

P(A) = numero de casos farovaveis #(A) m
~ ntmero de casos possiveis ~ #(Q) n’

Entdo a funcdo acima satisfaz as condig¢des da Defini¢éo 5.9 e, portanto, representa

uma probabilidade.

Exemplo 5.13:

Joga-se um dado de seis faces e é observado o numero mostrado em sua face de cima.
O Espaco Amostral, Q, € o conjunto dos resultados possiveis do experimento, Q =
{1,2,3,4,5,6}, #Q = 6.

O evento A = {0 resultado do experimento é um nimero impar} € dado por

A =1{1,3,5}, #A = 3 e a probabilidade de ocorrer o evento A é dada por
puy=FA_3_1
#O) 6 2
Proposicdo 5.1: Sejam A,B eventos de um experimento aleatério e P uma funcéo
probabilidade. Entdo
. P(A%) =1 - P(A).
o Se ACBentdo P(A) = P(B) — P(B — A).
o Se ACBentdo P(A) < P(B).
o P(AUuB) =P(A)+ P(B) —P(ANB).
o Se A4, A,, -+, A, sdo eventos, entdo
P(A;UA,U---UA,) =P(A)+P(A,)+ +P(A4,)—PA NAy) —
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_P(An—l N An) + P(Al N Az N A3) + e + (_1)n_1P(A1 N Az n--- ﬂAn)

A demonstragédo da proposicao acima segue direto da definicdo de Probabilidade.

5.2.2 Espacos de Probabilidade

Sobre 0 mesmo espa¢o amostral é possivel definir diversas probabilidades. O Espaco
de Probabilidades é definido pelo par (£, P), sendo £ o espago amostral (conjunto de eventos
elementares) e P uma probabilidade definida sobre os subconjuntos (eventos) de Q, de um

experimento aleatorio.

Exemplo 5.14:

Uma moeda € lancada duas vezes e observamos o numero de caras obtidas.
Representando cara e coroa com as letras K e C. Podemos tomar o seguinte espaco amostral:
Q, ={(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)} e como P, a probabilidade que determina todos o0s
eventos elementares de €, igualmente provaveis. Como estamos observando no experimento
0 numero de caras, poderiamos formar como espaco amostral o conjunto Q, = {0,1,2}
correspondente a observar 0 caras, 1 cara ou 2 caras. Como definimos P,?

Resolucgéo:

Deveriamos definir P, da seguinte forma: P,(0) = i, P,(1) = %e P,(2) = i.

5.2.3 Probabilidades condicionais

Definigdo 5.10:
Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado que B ocorreu é
representada por P (A|B) e dada por

P(ANB)

P(A|B) = P@B)

P(B) > 0.

A equacdo pode ser reescrita como:

P(ANnB) = P(B) - P(A|B).
Propriedades basicas da nocdo de probabilidade condicional:
Proposicdo 5.2: Seja B um evento tal que P(B) > 0, entdo
. P(®|B) =0,P(Q|B)=1e0 < P(4|B) < 1.



o Se A e D sdo eventos tais que A N D = @, entéo

P((AuD)|B) = P(A|B) + P(D|B).

Proposicédo 5.3 (Teorema do Produto): Sejam A4, 4,, -+-, A,, eventos tais que
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P(A;NnA,Nn--NA,) #0, entdo a probabilidade da intersecdo desses eventos,

P(A; N4, Nn--NA,), ¢ dada por:

P(A;) - P(Az]Ay) 'P(A3|(A1 N Az)) neeer P(An|(A1 NA; NN An—1))-

Exemplo 5.15:

Em uma sala de aula ha 50 alunos, sendo 30 mulheres e 20 homens. Das mulheres, 22

falam espanhol e dos homens, 12 falam espanhol. Escolhendo-se um aluno ao acaso dessa

sala e sabendo que esse aluno fala espanhol, qual é a probabilidade de que seja mulher?

Resolucgao:
Considere 0S eventos:

M = {o aluno escolhido é uma mulher}.

Temos entdo:

22+12 34

P(E) = 50 =%,
22
P(EnM)=%.

Portanto

2
P(MNE) 5, 22

P(M|E) =W_§:2_ﬁ'

Observamos que:

22 #MNE
P(M|E)=3—4= y

Proposicdo 5.4 (Teorema da Probabilidade total):

Se B é um evento contido numa unido de eventos disjuntos A, 4,, -+, A4, e P(A;) >

0,P(A4,)>0,---e P(4,) > 0entdo

P(B) = P(A1) " P(B|A1) + P(4;) - P(B|Ay) + -+ + P(Ay) - P(B|Ay).

A figura a seguir ilustra a situagdo do problema:

E = {o aluno escolhido fala espanhol}

e
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Figura 5.1 — Situacao-problema

Fonte: Elaborada pelos autores (2021)
o Proposicédo 5.5 (Teorema de Bayes):
Nas condicBes das Proposicbes 5.2, 5.3 e 5.4, se P(B) >0, entdo, para i =
1,2,3,:,n, temos:

P(4,).P(B|4;)

PAdB) = 5 - P(BIAD + P(Ay) - P(BIA,) + — + P(A,) - P(BIA,)

Exemplo 5.16:

No més de Margo a probabilidade de chover em um determinado dia é de 0,4. O
Cruzeiro ganha um jogo em dia de chuva com probabilidade de 0,7 e em um dia sem chuva
com probabilidade de 0,5. Sabendo-se que o Cruzeiro ganhou o jogo naquele dia de Marco,
qual a probabilidade de ter chovido naquele dia?

Resolugéo:

Utilizando o Teorema de Bayes temos:

P(choveu|ganhou)

B P(choveu) - P(ganhou|choveu)
P(choveu) - P(ganhou|choveu) + P(ndo choveu) - P(ganhou|nido choveu)’
0,4-0,7 0,28 14
04-0,7+06-05 058 29
P(choveu|ganhou)~48%.

P(choveu|ganhou) =

5.2.4 Variavel aleatoria

De uma forma simples, podemos dizer que uma variavel aleat6ria é um caracteristico
numérico de um experimento aleatério. Por exemplo, ao lancarmos sucessivamente duas
moedas, 0 espaco amostral pode ser descrito como Q = {(K,K), (K, (C),(C,K),(C,C)},em

que K e C representam respectivamente os resultados cara e coroa. O nimero de coroas
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observadas nos dois langamentos é um caracteristico numérico do experimento. Se definirmos
X como o numero de coroas observadas, vemos que X pode assumir os valores 0, 1, 2 de

acordo com o resultado do experimento. Veremos que X representa uma variavel aleatoria.

5.3.1 Definicéo de Variavel Aleatoria

Considere uma funcdo que associa a cada resultado w do espago amostral Q um

namero real, ou seja, uma fungdo
X:Q >R,
X:w = Xy

Funcdes desse tipo sdo essenciais dentro da teoria de probabilidade. Dentre essas
funcdes, destacaremos aquelas para os quais 0s conjuntos do tipo {w € Q: X(y) < x} para todo
X € R, sd0 eventos aleatdrios, ou seja, sdo eventos para 0s quais € possivel associar uma
probabilidade. Essas funcdes sdo conhecidas como varidveis aleatérias como mostra a
definicdo a seguir.

Definicdo 5.11:

Uma variavel aleatoria X em um Espago de Probabilidade (Q, P) é uma funcéo real
definida no espago Q tal que o conjunto {w € Q: Xy < x} é um evento aleatorio para todo
X €R.

Por exemplo, lancando um dado e observando a face superior temos Q =

{1,2,3,4,5, 6} e podemos definir nesse caso, X(,) = w.

5.3.2 Variaveis Aleatorias Discretas e Continuas

Se uma varidvel aleatéria X, assume valores num conjunto enumeravel, ela é
denominada de variavel aleatoria discreta. Por outro lado, ela sera denominada de variavel
aleatoria continua, se seu conjunto de valores é qualquer intervalo dos nimeros reais, ou seja,
se ela pode assumir valores em um conjunto nao enumeravel.

Como exemplos de variaveis aleatdrias discretas, podemos citar o lancamento de um
dado de seis faces, 0 nimero de carros que passam por um pedagio, o numero de nascimentos
em um dia. Como exemplos de variaveis aleatdrias continuas temos o resultado do
lancamento de martelo nas Olimpiadas, valores da corrente elétrica em um cabo de energia,

flutuacOes da temperatura.





