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Resumo

CASTRO, Romulo Lucio de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro de
2021. Problemas de otimizagao e aplicagoes ao estudo de fungoes no ensino médio -
Florestal - Minas Gerais - Brasil Margo/2020 1. Orientador: Justino Muniz Jinior.

Em Matematica, o termo otimizacao refere-se ao estudo de problemas em que se
busca minimizar ou maximizar uma fungao através da escolha sistematica de valores
em um dado intervalo. Problemas de otimizacao sao comuns em nossa vida diaria e
aparecem quando queremos por exemplo minimizar os custos e maximizar os lucros
de um negdcio, minimizar o tempo de uma viagem, determinar a velocidade minima
necessaria para que um foguete escape da atracao gravitacional da Terra, minimizar o
numero de azulejos que devem ser usados para cobrir uma parede e etc. O foco deste
trabalho serd estudar alguns métodos para modelar e resolver alguns problemas de
otimizacao, mais especificamente, estudar problemas envolvendo maximos e minimos
de funcoes e explorar alguns exemplos motivadores do cotidiano que possam ser

levados para a sala de aula e aplicar aos alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Ensino Médio. Modelagem. Otimizacao.



Abstract

CASTRO, Romulo Lucio de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, December, 2021.
Optimization problems and applications to the study of functions in high school -
Florestal - Minas Gerais - Brasil Margo/2020 1. Adviser: Justino Muniz Jdnior.

In Mathematics, the term optimization refers to the study of problems that seek
to minimize or maximize a function through the systematic choice of values in an
interval. Optimization problems are common in our daily lives and arise when we
want to for example minimize costs and maximize profits for a business, minimize
travel time, determine the minimum speed needed for a rocket to escape the Earth’s
gravitationaltt]l, minimize the number of tiles that should be used to cover a wall and
so on. The focus of this work will be to study some methods for modeling and some
optimization problems, more specifically to study problems involving maxima and
minima application of functions and to explore some motivating everyday examples

that can be taken to the classroom and applied to high school students.

Keywords: High School. Modeling. Optimization.
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12

Introducao

A Matematica é uma ciéncia benéfica e necessaria para a sociedade, ela nos ajuda
a compreender e resolver situacoes do dia a dia. Ela também nos auxilia a encontrar
respostas e solugoes precisas sobre ela. O conhecimento matematico facilita-nos a
aplicar métodos para encontrar solugoes para varios problemas da vida cotidiana, o
progresso e o desenvolvimento da humanidade.

Partindo desta premissa, em muitas situagoes do nosso cotidiano, deparamos com
as seguintes questoes: Qual o custo minimo para produzir uma lata cilindrica? Ou
entao, qual é a maior area que se consegue cercar com uma quantidade conhecida de
tela? Cabe a Matematica dedicar-se a responder essas questoes que se relacionam
com o mundo da Otimizagao.

Sendo assim, o termo otimizacao refere-se ao estudo de problemas em que se
busca minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha sistematica de valores
em um dado intervalo. Problemas de otimizacao sao comuns em nossa vida diaria e
aparecem quando procuramos determinar o nivel de producao mais economico de
uma fabrica, determinar a velocidade minima necesséaria para que um foguete escape
da atragao gravitacional da Terra, o consumo de despesas do dia a dia, dentre outros
exemplos.

Em virtude desta realidade, o presente trabalho abordara alguns problemas
de otimizacao, suas aplicagoes e as contribui¢coes da metodologia de resolucgoes de
problemas nas suas resolugoes. Para Stewart [19], na solucao destes problemas
praticos, o maior desafio estd frequentemente em converter o problema em um
problema de otimizacao matematica, determinando a fungao que deve ser maximizada
ou minimizada.

Desde a Grécia Antiga, no século III a.C., os estudiosos gregos tém se interessado
em compreender o “6timo” de um determinado fenomeno, como por exemplo, intuiti-
vamente sabiam que de todas as curvas com igual perimetro, as que envolviam maior
area era o circulo. Assim como este, inimeros problemas eram resolvidos utilizando
processos inteligentes, mas nao ha uma maneira sistematica de resolveé-los.

Antigamente, a resolugao dos problemas de otimizacao estava relacionada a
estudos geométricos. Como aponta Santiago [17], a primeira obra histérica onde se
identifica os problemas de otimizagao foi bem anterior ao desenvolvimento do Calculo
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Diferencial. Esses registros podem ser encontrados nas obras Flementos, de Euclides,
datada do século V a.C.. Podemos observar esse fato nos livros de Geometria no
Plano, livro III, dos Elementos, na proposicao 7, proposicao 8, proposicao 15 e
proposicao 16 que estao relacionadas com o circulo. A quinta proposicao, no livro
IV, a proposicao 27, comenta sobre um problema que consiste em procurar o maior
produto possivel entre dois niimeros cuja soma era dada.

O problema de méximo e minimo tido como o mais antigo na histéria da Mate-
matica, é essencialmente geométrico, o chamado problema isoperimétrico classico,
que pode ser descrito da seguinte maneira: achar, dentre as curvas planas fechadas
de um dado comprimento, aquela que abarca a maior superficie. Na literatura sobre
problemas de maximos e minimos, o problema mais antigo ¢ encontrado no épico
Eneida, do poeta romano Virgilio, chamado “A Lenda de Dido”. Dido era uma
princesa fenicia da cidade de Tiro, que fugiu de navio no século IX a.C para o norte
da Africa, apos o assassinato do seu marido. Dido fundou a cidade de Cartago.
Segundo a lenda, o rei local lhe disse que podia tomar toda a terra que couber numa
bolsa feita com a pele de um tnico animal. Dido entao decidiu cortar a pele em
tiras muito finas, que foram emendadas formando uma longa corda. Ela escolheu
um lugar a beira mar na qual decidiu por fazer um semicirculo com essa longa corda
feita com a pele do animal.

Segundo Eves [0], as primeiras manifestagoes claras do método diferencial se
encontra em algumas ideias de Pierre de Fermat® (1607 - 1665). Ele desenvolveu o
primeiro método geral para a determinacao de maximos e minimos. No entanto, este
método era um procedimento algoritmico desprovido de qualquer fundamentacao
demonstrativa. A generalizacao da resolugao deste tipo de problema aparece com
os trabalhos de Isaac Newton (1643 - 1727)% e Gottfried Leibniz (1646 - 1716) no
desenvolvimento do Calculo Diferencial Integral.

No documento da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), propoe-se que
no Ensino Médio o foco seja a construgao de uma visao integrada da Matematica
aplicada a realidade em diferentes contextos. Nesse sentido, é importante o recurso
das tecnologias digitais e aplicativos para a investigacao matematica. Assim, o uso
do GeoGebra [7], um software de matematica dinamico gratuito para todos os niveis
de ensino, pode ser usado para a construcao de modelos e das resolucao de problemas
matemadticos. O presente trabalho nao teve o foco na abordagem de resolugoes de
situacoes problemas com o uso do GeoGebra, mas o professor podera usar o software

!Pierre Fermat (1601-1665) nasceu em Beaumont de Lomagne, perto de Toulouse, no dia 17
de agosto de 1601. Advogado francés teve a mais importante contribuicdo para a matematica, a
fundacao da moderna Teoria dos Numeros. Descartes e Fermat estdo no centro das mudangas que
culminaram com a invencao da geometria analitica.

?Isaac Newton nasceu na aldeia de Woolsthorpe no dia do Natal em 1642, ano da morte de
Galileu. Quando entrou na Universidade de Cambridge em 1661, Newton nao sabia muito de
matematica, mas aprendeu rapidamente lendo Euclides e Descartes e frequentando as aulas de Isaac
Barrow.

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig em 1646 e estudou direito, teologia,
filosofia e matematica na universidade local, graduando-se com 17 anos. Apds obter seu doutorado
em direito aos 20 anos, Leibniz entrou para o servigo diplomaético. Considerado o grande génio
universal do século XVII e rival e Newton na invenc¢ao do célculo.
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em suas aulas para verificar (refletir sobre) a solu¢ao de problema aqui abordado. O
trabalho possui um total de vinte e cinco figuras, excluindo as figuras da atividade
de nivelamento, sendo que dezesseis delas foram construidas com o uso do GeoGebra
e as outras foram retiradas das referéncias bibliograficas mencionadas no texto.

A organizagao deste trabalho segue a ordem: O capitulo 1, a introdugao enfoca
os objetivos e a justificativa para a escolha do assunto, apresenta um breve contexto
historico do surgimento do Calculo Diferencial.

O capitulo 2 se dividem em trés secoes, sendo que na primeira se¢ao abordar-se-a
de forma breve a histéria do conceito de funcao. Nas duas segoes seguintes serao
abordadas conceitos basicos e propriedades relacionados as fungoes em geral e as
fungoes quadraticas. Neste 1ltimo caso, destinam-se ao estudo dos conceitos de
maximos e minimos, imprescindiveis no desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 3 serao abordados defini¢oes e conceitos preliminares do calculo como
sequéncias de numeros reais, limites de uma sequéncia, operacoes com limites e
algumas nocoes de topologia. Esse capitulo ird abordar resultados que irao subsidiar
os resultados do capitulo seguinte.

No capitulo 4, conceitos fundamenteis do cédlculo, serao estudados teoremas e
defini¢oes de limites de funcoes, continuidade e de derivadas que fundamentam este
trabalho.

O capitulo 5 divide-se em quatro se¢oes, sendo que na primeira secao é apresentado
dois métodos para a resolucao de problemas de otimizagao. A segunda secao abordard
como esbocar o grafico da fungao quadratica usando as ferramentas do Calculo
Diferencial. A terceira secao serd apresentado dois problemas de otimizacao, retirados
de dois livros didaticos do Programa Nacional do Livro Didatico e do Material Didético
(PNLD) de 2021. Essa segao trabalhard com a resolugao de problemas sem o uso do
Calculo Diferencial. Na ultima segao, sera apresentado a resolucao de outros trés
problemas de otimizagao com o uso do Célculo.

O capitulo 6 se organiza em duas se¢oes. Aponta-se o documento normativo da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), as competéncias especificas do Ensino
Médio que devem ser garantidas aos estudantes e as habilidades relacionadas a elas.
O capitulo abordara a tematica da resolucao de problema, vista pelo autor George
Polya*, no seu livro A arte de resolver problemas. Na primeira secao desse capitulo,
sera observado o conceito de sequéncia didatica e a apresentacao da proposta da
sequéncia didatica a ser ministrada aos alunos do terceiro ano do Ensino Médio. Na
secao seguinte sera apresentada a descricao da sequéncia didatica.

Por fim, sao expostas as consideracoes finais, referéncias bibliograficas e apéndices
com a proposta da atividade para verificacao de conhecimento dos alunos, intitulada
atividade de nivelamento.

4George Polya (1887-1985) mateméatico htingaro, nasceu Budapeste (Hungria), tornou referéncia
no ensino da Matematica e dedicou-se a arte de resolugao de problemas de matematica.
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Funcao com olhar para problemas de
otimizacao

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos e nogoes de fungoes de uma variavel
real e funcao quadratica que irao subsidiar os pré-requisitos para o entendimento na
resolucao dos problemas de otimizacao. Na secao que trata da funcao quadratica, sera
abordado os conceitos e defini¢oes da funcao e a construcao do seu grafico para que
possa ser feito o estudo dos extremos, ponto de maximo ou minimo, que neste caso é
o vértice da parabola. Inicia-se o capitulo discorrendo sobre a histéria do conceito
de func¢ao, no qual a ideia teve uma evolucao turbulenta na historia da Matematica.
As definigdes e os resultados dados podem ser encontrados nas referéncias lezzi [8],
Lima [10] e Stewart [19].

2.1 Um pouco de historia do conceito de funcao

A presente secao inicia-se com um paragrafo retirado do livro Tépicos de Histéria
da Matematica [15], no qual temos a ideia do conceito de funcdo, que por sinal, teve
uma evolucao turbulenta para a definicao que temos hoje. O paragrafo diz:

Hoje, quando pensamos em uma funcao, duas coisas vém a mente:
a curva que a representa graficamente e sua expressao analitica. Em
seguida, se fizermos um exercicio mais formal, também lembramos
da ideia de correspondéncia, expressa pela definicao em termos de
conjuntos. (Pitombeira e Roque, 2019, p.296)

O conceito de fun¢ao ao longo da histéria da Matematica apresenta um longo
e turbulento processo de formacao de pensamentos, ideias e generalizagoes. O que
pode ser constatado em estudos bibliograficos é que o conceito de funcao levou
muito tempo para formulacao no modo que encontramos nos livros didaticos. Como
diz Eves [0], a histéria do termo fun¢ao proporciona um exemplo interessante da
tendéncia dos matematicos de generalizar e ampliar conceitos.

Segundo o autor Eves, o conceito de fungao, como as nogoes de espago e geometria,
passou por uma evolugao acentuada e ainda ele enfatiza que:

15
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O conceito de fungdo permeia grande parte da Matematica e,
desde as primeiras décadas do século presente, século XX, muitos
matematicos vém advogando seu uso como principio central e
unificador na organizacao dos cursos elementares de matematica.
[...]. Enfim, é inquestiondvel que quanto antes se familiarize um
estudante com o conceito de fungao, tanto melhor para sua formacao
matematica. (EVES, 2004, p. 661).

Atualmente, quando pensamos no conceito de funcao, a ideia principal que vem a
nossa mente é a ideia de uma correspondéncia. Observa-se na histéria, nas tabelas
babilonicas e egipcias, a ideia de funcao era relatada implicitamente. Deste ponto
de vista, pode-se dizer que essas tabelas presumiam a ideia de funcao, uma vez
que tratavam de registros de correspondéncias, por exemplo, entre um nimero e o
resultado das operacgoes que envolvem este ntimero.

O matematico Leibniz em 1694, parece ter introduzido a palavra funcao, segundo
o autor Eves, inicialmente para expressar qualquer quantidade associada a uma curva,
como por exemplo, as coordenadas de um ponto da curva, a inclinacao de uma curva
e o raio da curvatura de um curva. E foi no século XVIII, quando séries infinitas
foram usadas para expandir o universo das curvas, até entao as curvas que podiam
ser expressas analiticamente eram de natureza algébrica. Essa foi a base para a
defini¢ao do conceito de funcao.

Foi no século XVIII que o conceito de fungao foi definido como uma expressao
analitica composta de um modo qualquer de quantidades constantes e variaveis.
Mas essa definicao, como expressao analitica, comecou a mudar com os trabalhos
de Joseph Fourier (1768-1830). No ano de 1718, o matemético Johann Bernoulli
(1667-1748) havia considerado fun¢ao como uma expressao qualquer formada de uma
variavel e algumas constantes. Essa nova nocao de fungao dada por Bernoulli foi
publicada em artigo apresentado a Academia de Ciéncias de Paris. Contudo, pouco
tempo depois, Euler considerou uma funcao como uma equacao ou féormula qualquer
envolvendo varidveis e constantes.

A definicao dada por Euler foi alterada quando Fourier teve que considerar nas
suas pesquisas sobre a propagacao do calor, séries trigonométricas. Essas séries
envolvem uma forma de relagao mais geral entre as variaveis que as que ja haviam
estudadas anteriormente. O matematico Lejeune Dirichlet (1805-1859), numa forma
de dar uma énfase na definicao de funcao para englobar essa forma de relacao fez a
seguinte formulagao: “Uma varidvel ¢ um simbolo que representa um qualquer dos
elementos de um conjunto de ntimeros, se duas variaveis x e y estao relacionadas
de maneira que, sempre se atribui um valor a x, corresponde automaticamente,
por alguma lei ou regra, um valor a y, entdo se diz que y é uma funcdo (univoca)
de x.”A variavel x, é chamada wvaridvel independente, variavel essa que pode ser
atribuida qualquer valor e a variavel y que é chamada wvaridvel dependente, cujos
valores dependem dos valores de x. Os valores possiveis que z pode assumir sao o
campo da definicao da funcao e os valores assumidos por y sao o campo de valores
da funcao.

Segundo Eves, no século XX, o conceito de fungao, ao ser reelaborado, considerou
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a Teoria dos Conjuntos. Esse conceito de fungao, a partir da Teoria dos Conjuntos, é
encontrado na maioria dos livros didaticos de matematica utilizados pelos alunos
do Ensino Médio. Esta ampliacao do conceito de funcao a partir desta teoria,
proporcionou abranger relacoes entre dois conjuntos de elementos quaisquer, sejam
esses elementos nimeros ou qualquer outra coisa. Assim, como define o autor, o
conceito de funcao a partir da Teoria do Conjuntos:

Uma funcao f é, por definicdo, um conjunto qualquer de pares
ordenados de elementos, pares esses sujeitos a condicao seguinte:
se (a1,b1) € f, (a2,b2) € f e a1 = ag, entdo by = by. O conjunto
A dos primeiros elementos dos pares ordenados chama-se dominio
da funcao e o conjunto B de todos os segundos elementos dos
pares ordenados se diz imagem da funcdo. Assim, uma fungao
é simplesmente um tipo particular de subconjunto do produto
cartesiano A x B. Uma funcao f se diz injetora se, de (a1,b1) € f,
(ag,b2) € f e by = bg, decorre a; = az. Se f é uma funcao e
(a,b) € f, escreve-se b = f(a). (EVES, 2004, p. 661).

Portanto, ao longo da histéria o que podemos observar é que o conceito de funcao
teve um caminho longo de defini¢oes e que ele evoluiu a partir de fatos que se
relacionam com as nogoes de espago e geometria, segundo o autor Eves [0].

2.2 Funcoes

Definigao 2.1: Dados dois conjuntos X e Y, uma funcao f: X — Y é uma regra
(ou um conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada elemento z € X um
elemento y = f(z) € Y.

O conjunto X chama-se dominio e Y é o contradominio da funcao f. Para cada
r € X, o elemento f(z) € Y chama-se imagem de z pela fungao f, ou o valor
assumido pela funcao f no ponto x € X. Iremos trabalhar com fungoes reais de uma
variavel real que sao quando os conjuntos X,Y C R.

Exemplo 2.2.1: A funcdo identidade f : X — X, definida por f(z) = z para todo
x pertencente a R e as funcoes constantes f : X — Y, onde se toma um elemento
c € Y tal que f(x) = ¢ para todo z € X, sdo exemplos particulares simples de
funcoes.

Exemplo 2.2.2: A fungao f : R — R definida por f(z) = ax + b, é chamada fungao
afim quando existem constantes a,b € R para todo x € R. Casos particulares de
fungoes afins sdo as fungoes lineares f(z) = ax, as fungdes constantes f(z) =be a
funcao identidade f(z) = x.

Definigao 2.2: Seja f uma fungdo com dominio D, entao o grafico de f, G(f), grdfico
serd o conjunto de pares ordenados

G(f) = {(z.f(z))|x € D}.
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Notemos que o grafico de f consiste de todos os pontos (z, y) no sistema cartesiano
ortogonal XY tais que y = f(x) e = estd no dominio de f.

O grafico de uma funcao f nos fornece uma ilustracao do comportamento da
funcdo, uma vez que a coordenada y de qualquer ponto (x,y) sobre o grafico é
y = f(x). Portanto, podemos fazer a leitura: o valor f(x) sendo a altura do ponto no
grafico acima de do eixo x, veja a Figura (2.1). Uma leitura importante sobre grafico
de f ¢é que ele nos permite visualizar o dominio de f sobre o eixo x e a imagem sobre
0 eixo y, como mostra na Figura (2.2).

Figura 2.1: O valor f(x) como a altura do ponto acima do eixo .

1 @ fx)

Fonte: STEWART, 2013, p. 11.

Figura 2.2: Grafico de f com destaque do dominio e imagem.

imagem

dominio

Fonte: STEWART, 2013, p. 11.

Defini¢ao 2.3: Uma fungao f : X — Y chama-se injetiva quando elementos diferentes
em X sao transformados por f em elementos diferentes em Y. Ou seja, f é injetiva
quando

r#£2 em X = f(x) # f(a').

A condicao acima pode também ser expressa em sua forma contrapositiva:
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Definicao 2.4: Uma funcao f : X — Y ¢é sobrejetiva quando, para qualquer elemento
y € Y, pode-se encontrar(pelo menos) um elemento x € X tal que f(z) =v.

Uma observagao importante a ser feita é que para mostrar que uma funcao f ¢é
sobrejetiva deve-se provar que a “equagao” f(x) = y possui solugdo x € X, seja qual
for o y € Y dado.

Defini¢ao 2.5: Uma funcao f : X — Y chama-se uma bijecao, ou uma correspon-
déncia biunivoca entre X e Y quando é a ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 2.2.3: Considere a fun¢ao f : R — R definida por f(z) = 5z +4. A fungdo
é injetiva, pois para quaisquer x1,xy € R, com x; # x5 entao 5xq + 4 # bxy + 4, logo
f(z1) # f(xg). A fungao f é sobrejetiva, pois para qualquer elemento y € R tem-se

que T = y—, satisfaz f(z) = y. Logo, a fungado f(x) = bz + 4 é bijetiva, veja o

grafico na Figura (2.3).

Figura 2.3: Gréfico da fungao f(x) = bz + 4.

Eixo Y

6

1f(x) =5z +4

Fonte: Elaborada pelo autor.

A construgao do grafico da fungao f(x) = 5z + 4 foi feita pelo software Geogebra.
Mas o grafico pode ser construido por uma tabela no qual se atribui valores aleatérios
para a variavel x. Esses valores serao substituidos na lei de formacao da funcao
f(x) = bx + 4 para que o valor correspondente de y seja determinado, bem como
o par ordenado (z,y). A Figura (2.3) representa a parte que mostra as intersegoes
do gréfico com os eixos coordenados (Eixo X e Eixo Y'). Essas intersegoes sao
importantes, pois a intersecao do gréfico com o Eixo X representa a raiz ou zero da
fungao, ou seja, quando f(x) = 0. A intersecao do gréfico com o Eixo Y representa
o ponto de coordenada (f(0),4). Esse recorte sinaliza informagoes importantes a
respeito da funcao estudada.
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Duas funcgoes f e g podem ser combinadas para formar novas funcoes f+g¢, f — g,

fg e =. As funcoes soma e diferenca sao assim definidas
g

(f +9)(x) = f(z) +g(z), (f—=9)(x)=[f(z)-9g(x)

Se o dominio de f é A e o dominio de g é B, entao o dominio de f+g¢ ¢é a interseccao
AN B, porque tanto f(x) quanto g(z) devem estar definidos. Analogamente, as
fungoes produtos e quociente sao definidas por

(o)) = F(x) - gla), (g) () = ﬁ

O dominio de fg ¢ AN B e o dominio de f/g é {x € AN B|g(x) # 0}.

Exemplo 2.2.4: Sejam as fungoes f(z) = /z e g(x) = /2 — 2. O dominio da fungao
féA=][0,400) e o dominio da fungao g é B = (—o0,2|. Portanto, o dominio da

fungao (f +g)(x) =z +vV2—2é ANB=10,2].

Exemplo 2.2.5: Sejam as fungoes f(z) = z% e g(x) = x — 1, entdao o dominio da

2
funcao racional (£> () = r
g T —

1 é {x|x # 1}, ou entdo, (—oo, 1) U (1, +00).

Existe outra maneira de combinar duas funcoes para obter uma nova funcao.
Vejamos a definicao abaixo.

Definigao 2.6: Dadas duas fungdes f e g, a fung¢do composta (também chamada de
composi¢ao de f e g) é definida por

(fog)(z) = f(g(x))

O dominio da funcao composta f o g é o conjunto de todos os x no dominio de
g tais que g(z) estd no dominio de f. Logo, f o g estd definida sempre que tanto
g(z) quanto f(g(x)) estiverem definidas. A Figura 2.4 mostra como ter uma visao
da composicao de fungoes.

Podemos associar uma funcao real a uma espécie de méquina, ver Figura 2.4, que
transforma os valores de entrada, segundo uma regra determinada (lei de formagao),
obtendo um novo valor no final do processo, chamado imagem do primeiro.

Em muitos casos, sobre um niimero x atua primeiro uma funcgao g e, depois, sobre
a imagem assim obtida, torna a atuar uma outra funcao f. Dessa maneira, aplicando
primeiro a funcao g a um determinado valor de seu dominio e depois outra fungao
f, a imagem assim obtida, definimos uma nova funcao f o g , chamada composicao
de f e g. A fog maquina é composta pela maquina ¢ (primeiro) e a seguir pela
maquina f.

Exemplo 2.2.6: Sejam as funcoes f(x) = 2% e g(x) = z — 3. As fungoes compostas
fogego fsao:
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(fog)(x)= flg(x)) = f(z —3) = (z —3)°
(go N)x) =g(f(z) = g(z®) =2* =3

Figura 2.4: Composicao das funcoes f e g.
x (entrada)
g

e
.
=
R
=,
[=]
2

f

l

flg(x)) (saida)
Fonte: STEWART, 2013, p. 38.

Definigao 2.7: Diz-se que a funcao g : Y — X é a inversa da funcao definida por

f:X — Y quando se tem g(f(z)) =x e f(g9(y)) = y para quaisquer x € X ey € Y.
Evidentemente, g é a inversa de f se, e somente se, f é a inversa de g. Notagao: ¢ ¢

a funcao inversa de f e é denotada por g = f~1.

Quando g é a inversa de f, tem-se que g(y) = x se, e somente se, f(x) =y. Isto
é, se f transforma x em y, entao f~! transforma y de volta para x. O diagrama de

setas na Figura 2.5 indica que f~! reverte o efeito de f.

Figura 2.5: Diagrama de setas: funcao inversa f~! reverte a funcao f.

X

X

Y

f fF-1

B
Fonte: STEWART, 2013, p. 56.
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Exemplo 2.2.7: Seja f(x) = x®. Sua fungao inversa é f~!(x) = ¥z, porque se
y = 22, entdo

i) = @) = (@) =

Resultados que sao consequéncia da defini¢ao: se g(f(z)) = = para todo x € X
entao a funcao f é injetiva, pois

f(x1) = f(22) = g(f(21)) = 9(f(22)) = 71 = 79

Por sua vez, a igualdade f(g(y)) =y, valendo para todo y € Y, implica que f é
sobrejetiva pois, dado y € Y arbitrario, tomamos = = g(y) € X e temos f(x) = y.

Portanto, se a funcao f : X — Y possui inversa entao f é injetiva e sobrejetiva, ou
seja, é uma correspondéncia biunivoca entre X e Y. Reciprocamente, se f : X — Y é
uma correspondéncia biunivoca entre X e Y entao f possui uma inversa g : Y — X.
Para definir g, notamos que, sendo f sobrejetiva, para todo y € Y existe algum
r € X tal que f(x) =y. Além disso, como f é injetiva, este = é iinico. Pomos entao
g(y) =z. Assim, g : Y — X é a funcdo que associa a cada y € Y o tnico x € X tal
que f(z) =y. De fato, temos que

g(f(x))=ze f(g(y)) =y paraz € X e y € Y quaisquer.

2.3 Funcgao quadratica

Defini¢ao 2.8: Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando existem ntimeros
reais a, b, ¢, com a # 0, tais que f(z) = ax® + bx + ¢ para todo = € R.

O grafico da fungao quadratica é chamado de pardbola. A defini¢ao e a construgao
dela pode ser vista no livro do Lima [10], pdgina 125.

Exemplo 2.3.1: A funcdo f : R — R definida por f(z) = 2? — 5z + 6 é quadratica
com os coeficientes a =1, b= —5e ¢ = 6.

Definigao 2.9: Os zeros ou raizes da fungao quadratica f(z) = ax® + bx + ¢ sao os
valores de x tais que f(x) = 0 e, portanto, as solugoes da equagao do segundo grau
az® +br +c=0.

Segundo Lima [10], pagina 120, achar as raizes da equacao azx?® + bx + ¢ = 0
¢ um conhecimento milenar. O método de completar quadrados serd usado para
determinar as raizes da equagdo. Seja az? + bz + ¢ o trindomio do segundo grau.
Podemos determinar sua forma canonica fazendo:

b
ax’ +brxr+c=a {x2+—x+g} :
a a
Completando o quadrado da expressao dentro do colchetes, temos:

Ji—l—i 2+4ac—b2
2a 4a? )

* bz + LA Y + 2
ax r+c=alx — T+ ———4+ | =a
2a 4a?2 4a?  «a
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A expressao na ultima parte da igualdade acima, maneira na qual escrevemos
o trinomio do segundo grau, é chamada a forma canonica e tem alguns resultados
importantes. Vejamos.

Em primeiro lugar, ela permite determinar a formula que da as raizes da equagao
ax?® 4+ bx + ¢ = 0. Portanto, para determinar os zeros ou raizes da funcao quadrética,
fagamos f(x) = 0 e sendo a # 0. Temos as seguintes equivaléncias:

2
4 _ 12
ax2+bm+c:O<:)(x+%> +angbz() (2.1)
b\? b — 4ac
S 2.2
<:>(3U+2a> 4a? (2:2)
Vb?2 —4
opql o g Y dac (2.3)
2a 2a
_ 2 _
. b+ b 4ac' (2.4)

2a

Logo, temos a férmula de Bhdskara

b VA
- 22
onde A = b? — 4ac é o discriminante e a passagem da linha (2.2) para a linha (2.3)

T

s6 ¢é vélida para A > 0. Agora se A < 0, a equivaléncia entre as linhas (2.1) e (2.2)
significa que a equacao dada nao possui solucao real, pois o quadrado do termo

r + % nao pode ser negativo. Logo, podemos fazer uma andlise do discriminante
a

em relacao as raizes da funcao quadratica. Segue-se:

i. Se A > 0 a funcao quadratica terd duas raizes reais e distintas;
ii. Se A =0 a funcao quadratica terd duas raizes reais e iguais;

iii. Se A < 0 a fungao quadratica nao tera raizes reais.

Pelas analises feitas do discriminante, observemos o grafico da funcao quadrética
para cada situacao listada. Vamos considerar uma fungao f(z) = az* + bz + ¢, com
a,b,c € Rea>0. O caso para a < 0 é analogo.

Figura 2.6: Funcao quadratica: A > 0. Figura 2.7: Funcao quadratica: A = 0.

Tixo Y |Eixo Y

Eixo X 4
X *1 Eixo X
)(1 =)(2

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 2.8: Funcao quadratica: A < 0.

\EixoY

Eixo X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da férmula de Bhdskara da linha (2.4), temos o resultado que a soma das raizes

— c
da equacao do segundo grau é s = — e o produto é p = —. De fato,
a a

o b+ VA —b— VA , i
Demonstracdo. Sejam 11 = ———— € Ty = 25 as raizes da equacao do

a a
segundo grau az? + bz +c =0, com a,b,c € Re a # 0. Assim:

—b+\/Z+—b—\/Z (=b+ VA + (=b—VA)  —2b b

§ =Tt = 2a 2a - 2a 2 a
B (b VA) (=b=VA) P —-A VP — (0P —dac) dac ¢
p=dita = 2a 2a  4a? 4a?  4a2 a
O]

—-b

Um resultado importante é que a média aritmética das raizes x; e x5 € 20 ou
a

seja, as raizes xr, e ro sao equidistantes do ponto v
a
Vejamos agora a seguinte analise, suponhamos a > 0, temos que a forma canonica

+£ 2_1_4ac—b2
o 2a 4a? '

A anélise que fazemos, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas. A
primeira parcela, que depende de x, é sempre maior ou igual a zero. A segunda
parcela é constante. Portanto, o menor valor dessa soma é atingindo quando

do trinémio do segundo grau é dada por

f(x)=ar* +bx+c=a

x—l—i 2—0:>:c——i
2a) 24’

Neste ponto, f(x) também atinge seu valor minimo o qual é:

f _i — _£+£ 2_|_4ac—_b2 — i —_é
2a — 2a  2a 4a? - 4a2 ) 4a’
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b
Se a < 0, o valor f (—2—) é o maior dos nimeros f(x), para qualquer = € R.
a

Dessa forma, quando a > 0, a fungao quadratica f(x) = azx? + bz + ¢ nao assume
valor maximo. Ela é uma funcao ilimitada superiormente. De forma analoga, quando
a < 0, a funcao f nao assume valor minimo, ou seja, ela é ilimitada inferiormente.
Desses dois casos que acabamos de ver, o ponto

b A
v=(-z&),

representa as coordenadas do extremo da parabola, ou seja, as coordenadas do vértice
da parabola. F se a > 0, a funcao possui ponto de minimo, Figura 2.9, agora se a < 0,
Figura 2.10, a funcao possui ponto de mdzimo.

Figura 2.9: Ponto de minimo de f. Figura 2.10: Ponto de maximo de f.
Eixo Y Eixo Y
_._ A V = (xv, yv)
yV = = ——— @esssessssuns :
4a :
__b :
e . 2a Eixo X - Eixo X
Ty = — %
A !
Yyy = — E ............ C
V = (xv, yv)
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, podemos tirar as seguintes conclusoes do grafico de uma funcgao qua-
drédtica f(x) = ax® + bz + ¢ a partir do seu vértice:

Lema 2.10:

1. Seja f(x) = az* + bx + ¢ com a > 0: a funcao tem concavidade voltada para
cima e nesse caso terda um ponto de minimo, sendo limitada inferiormente.
Logo, o conjunto imagem da fungao f, denotado por Im(f), é

A

hﬂﬂZ{yGKy>—£}-

2. Seja f(z) = ax? 4+ bx + ¢ com a < 0: a fungao tem concavidade voltada para
baixo e nesse caso terda um ponto de maximo, sendo limitada superiormente.
Logo, o conjunto imagem da funcao f é

hﬂﬂZ{yGKyé—%}-
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Demonstracao.

1. Seja a forma canodnica da funcao f(z) = ax? + bx + ¢, com a > 0:

- b 2+4ac—b2
2a 4a? '

b\ 2
Por defini¢ao, a # 0 e (:c + 2—) ¢ uma quantidade maior ou igual a zero,
a

b 2
a(w+2a> >0

flz)=ar* +bz+c=a

temos para a > 0:

4ac — b?
Somando a ambos os membros o termo YRR temos:
a
N b 2_1_4ac—b2 - dac — b?
alxr+ — .
2a 40?2 T 4a?
b\°  dac— b
Mas, f(z) =a (x + %) + GZT . Temos entao que
dac — b?
>
fla) = =
Ja que o discriminante
A = b* — dac
Logo,
A
> ——.
fo) 2 -
. R e A
Isso quer dizer que a funcao é limitada inferiormente por yy = s Ou
a

seja, o valor minimo da funcgao yy é atingindo quando a > 0.

Portanto:

A
y=f(x)> 12 para todo x € R.

Logo, o conjunto imagem da fungao f(z) = ax? + bx + ¢ é

A
]m(f):{yeR;y>—E}-

2. A demonstracao do item 2 com a < 0 é analoga a do item 1.
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Exemplo 2.3.2: A funcao f : R — R definida por f(z) = 2?2 —4x —5, com a = 1 > 0,
com raizes r1 = —1 e x9 = 5, possui concavidade voltada para cima e possui ponto
de minimo de coordenadas V = (2, — 9).

Figura 2.11: Grafico da fungao f(x) = z* — 4x — 5.

Eixo Y

231:—1

Yyv

\:/ =(2,-9)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A construgio do grafico da fungio f(x) = 2% — 4z — 5 foi feita pelo software
Geogebra, mas o grafico pode ser construido por uma tabela no qual se atribui valores
aleatorios para a variavel x. Esses valores serao substituidos na lei de formacao da
funcao f(x) = x? — 4z — 5 para que o valor correspondente de y seja determinado,
bem como o par ordenado (x,y). A Figura 2.11 representa a parte que mostra as
intersegoes do grafico com os eixos coordenados (Eixo X e Eixo Y) e o vértice da
parabola. Este recorte do grafico com esses pontos sao importantes para o estudo do
sinal da funcao quadratica.
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Conceitos preliminares do Calculo

Neste capitulo apresentaremos conceitos preliminares importantes como: sequén-
cia de ntimeros reais, limites de sequéncias, operacoes com limites, limites infinitos e
algumas nocoes de topologia. Esses conceitos serao importantes para o estudo de
problemas de otimizacao e aplicacoes ao estudo de fungoes. As defini¢oes e resultados
tratados neste capitulo sdo baseados na referéncia de Lima [9].

3.1 Sequeéncias de niimeros reais

Nesta secao sera abordado: limites de sequéncias dos nimeros reais. Esses
conceitos e resultados importantes da Analise Matematica referem-se a limites. Os
resultados apresentados nesta secao sera o alicerce para o entendimento dos demais
conceitos desse trabalho.

3.1.1 Limite de uma sequéncia

Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao x : N — R, que associa a
cada nimero natural n um nimero real z,,, chamado o n-ésimo termo da sequén-
cia. Escreve-se (x1,Z2,...,%p,...) ou (Z,)nen, Ou simplesmente z,, para indicar a
sequéncia cujo n-ésimo termo ¢ x,,.

Uma sequéncia (z,,) diz-se limitada superiormente (respectivamente inferiormente)
quando existe ¢ € R tal que x,, < ¢ (respectivamente x,, > ¢) para todo n € N. Diz-se
que a sequéncia (z,) ¢ limitada quando ela é limitada superior e inferiormente. Isto
equivale a dizer que existe k > 0 tal que |z,| < k para todo n € N.

Dada uma sequéncia x = (x,,)nen, uma subsequéncia de x é a restri¢ao da funcao
x a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < --- < mny < ---} de N. Escreve-se
¥ = (Tp)nenw OU (Tpyy Ty, -- s Ty, .. ) OU (Zp, Jneny para indicar a subsequéncia
2’ = z|N'. A notacdo (x,, )neny mostra como uma subsequéncia pode ser considerada
como uma sequéncia, isto é, uma funcao cujo dominio é N'. Lembremos que N’ C N
¢ infinito se, e somente se, ¢ ilimitado, isto é, para todo ng € N existe n, € N’ com
ng > Ny.

Diz-se que o numero real a é limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero
real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os termos x,
com indice n > ny cumprem a condigao |z, — a| < . Escreve-se entao a = lim x,,.

28
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Simbolicamente, escreve-se:

a=limz, .=. Ve>03dngs eN;n>ng= |z, —al<e

Acima, o simbolo . = . significa que vem depois é a definicao do que vem antes.
O simbolo V significa “para todo” e o simbolo 3 significa “existe”. O ponto e virgula
quer dizer “tal que” e a seta = significa “implica”.

Convém lembrar que |z, —a] < £ é 0 mesmo que a — e < x, < a + €, isto §é,
T, € (a —e,a + ). Assim, dizer que limx, = a, significa afirmar que qualquer
intervalo aberto de centro a contém todos os termos x,, da sequéncia, salvo para um
nimero finito de indices n (a saber, os indices n < ng onde ng é escolhido em fungao
do raio € do intervalo dado).

Escreve-se a = limx,, ou ¢ = limz,, ou a = lim z, ou £ — a. Esta ultima
neN n—00

expressao le-se “z, tende para a” ou “converge para a”. Uma sequéncia que possui
limite diz-se convergente, caso contrario, ela chama divergente.

Teorema 3.1 (Unicidade do Limite): Uma sequéncia ndao pode convergir para dois
limites distintos.

Demonstragao. Seja limx,, = a e limz, = b, entdao a = b. Se a # b, |b — a| > 0.

h—
Seja & = | 5 il > 0. Existe ng € N tal que n > ng implica |z, — a|] < ¢ e existe
também my tal que n > mg implica que |z,, — b| < . Entao n > max{ng,mo}
implica:
b—a|l=|b—x,+x, —a| <|b— x| + |2, — a
< |xn — 0] + |zn — a
<e+e=2=|b—d
o que é um absurdo. Logo, limzx,, = a e limz,, = b, entao a = b. ]

Teorema 3.2: Se lim x,, = a entdo toda subsequéncia de (x,,) converge para o limite
a.

Demonstracao. Seja (ZTp,,Tny, ... Tny,--.) & subsequéncia. Dado qualquer in-
tervalo aberto I de centro a, existe ny € N tal que todos os termos x,,, com
n > ng, pertencem a /. Em particular, todos os termos z,,, , com ny > ny também
pertencem a /. Logo, limz,, = a. O

Teorema 3.3: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja limx, = a. Tomando € = 1, vemos que existe ng € N tal
que n > ng implica que z, € (a —1,a+1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento
do conjunto finito {z1,z,...,29,a — 1,a + 1}. Todos os termos da sequéncia z,
estao contido no intervalo [b, ¢]. Logo, ela é limitada. O
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Uma sequéncia x,, chama-se mondtona quando se tem z, < x,,,1 paratodon € N
ou entdo x,1 < x, para todo n. No primeiro caso, diz-se que (x,) é mondtona
nao-decrescente (x1 < xo < --- <z, < ...) e, no segundo, que (z,) é mondtona
nao-crescente (1 > xg > +-+ > x, > ...). Se, mais precisamente, tivermos x, < 1
(respectivamente z,, > x,.1) para todo n € N, diremos que a sequéncia é crescente
(respectivamente, decrescente).

Toda sequéncia mondtona nao-decrescente (respectivamente nao-crescente) é
limitada inferiormente (respectivamente superiormente) pelo seu primeiro termo. A
fim de que ela seja limitada é suficiente que possua uma subsequéncia limitada. Com
efeito, seja (x,)nen uma subsequéncia limitada da sequéncia monétona (digamos,
nao-decrescente) (x,). Temos z,, < ¢ para todo n’ € N'. Dado qualquer n € N,
existe n’ € N’ tal que n < n/. Entao z,, <z, < c.

Para a demonstracao do proximo teorema e outros que serao visto no decorrer
do trabalho, vamos definir o conceito de infimo e supremo. Mas antes, temos os
seguintes conceitos: um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe
algum b € R tal que = < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota
superior de X. Analogamente, diz-se que o conjunto X C R ¢é limitado inferiormente
quando existe a € R tal que a < z para todo x € R. O nimero a chama-se entao de
cota inferior de X.

Definicao 3.4: Seja X C R nao vazio e limitado superiormente. Dizemos que b € R
¢ o supremo de X quando é a menor das cotas superiores, ou seja,

e (S1) Para todo = € X tem-se z < b;

e (S2) Se ¢ € R é tal que z < ¢ para todo = € X entao b < c.
Podemos trocar (S2) por:

e (S2’) Se ¢ < b entdo existe x € X tal que ¢ < x.
Notacao: b = sup X

Definicao 3.5: Seja X C R nao vazio e limitado inferiormente. Dizemos que a € R
é o infimo de X quando é a maior das cotas inferiores, ou seja,

e (I1) Para todo z € X tem-se a < x;

e (I2) Se ¢ € R é tal que ¢ < = para todo x € X entao ¢ < a.
Podemos trocar (12) por:

e (I2’) Se a < c entdo existe z € X tal que = < c.
Notagao: a = inf X

Teorema 3.6: Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracao. Seja (z,,) monétona, digamos nao-decrescente limitada. Escreve-
mos X = {x1,x9,...,Z,,...}, conjunto dos elementos da sequéncia, e a = sup X.
Afirmamos que lim x,, = a.
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Com efeito, dado € > 0, o nimero a — € nao é cota superior de X. Logo, existe
nog € Ntal que a—e < x,, < a. Assim, n > ng implica que a—¢ < z,,, < x,, < a+¢
e dai limz,, = a. 0

Corolério 3.7 (Teorema de Bolzano-Weierstrass): Toda sequéncia limitada de nu-
meros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Basta mostrar que toda sequéncia (x,) limitada possui uma
subsequéncia mondétona.

Para demonstrar o colorario, definimos que um termo z,, da sequéncia é destacado
quando z,, > x, para todo p > n.

Seja D C N o conjunto dos indices n tais que z, é um termo destacado.
Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < -+ < ngp < ...}, entao a
subsequéncia (z,)n,ep serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito
D = {ny,ng,...,n}, seja ny € N for maior do que todos os n € D. Entao, z,,
nao ¢ destacado, logo existe ny > n; com z,, < x,,. Por sua vez, z,, nao é
destacado. Logo, existe ng > ny com z,, < T,, < T,,. Prosseguindo, obtemos
uma subsequéncia estritamente crescente x,, < Tp, < Tpy, < -+ <Ny, < .... O

3.1.2 Limites e desigualdades

Seja P uma propriedade referente aos termos de uma sequéncia (x,,). Diremos
que “para todo n suficientemente grande x,, goza da propriedade P” para significar
que “que existe ng € N tal que n > ngy implica que x,, goza da propriedade P”.

Teorema 3.8: Seja a = limx,. Se b < a entao, para todo n suficientemente grande,
tem-se b < x,,. Analogamente, se a < b entao x, < b para todo n suficientemente
grande.

Demonstragao. Seja limx, = a. Se b < a, tomamos € =a — b > 0, temos € > 0
e b= a — ¢. Pela defini¢ao de limite, existe ny € N tal que n > ng implica que
a—e¢ <z, <a+e. Portanto, b < z,,. Analogamente, tomamos € = b — a, temos
€ >0eb=a+e. Pela definicao de limite, existe ng € N tal que n > ngy implica
que a — e < x, < a+ ¢. Portanto, x,, <. O

Corolario 3.9: Seja a = limz,. Se a > 0 entao, para todo n suficientemente grande,
tem-se x,, > 0. Analogamente, se a < 0 entao z,, < 0 para todo n suficientemente
grande.

Demonstracao. Basta considerar b = 0 no Teorema 3.8. O]

Corolario 3.10: Sejam a = limx, e b =limy,. Se x,, < y, para todo n suficiente-
mente grande, entao a < b. Em particular se x,, < b para todo n suficientemente
grande entao limx,, < b.
a+b

5
temos b < ¢ < a. Temos que existe n; € N tal que n > ny implica x,, > c. Existe

Demonstracao. Vamos demonstrar por contradicao. Se a > b, seja ¢ =

também ny € N tal que n > ny implica ¥y, < c.
Logo, para n = max{ng,ni, ns} implica que y, < ¢ < x,, contradi¢ao por
hipotese. ]
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Uma observagao a respeito do colorario 3.10 é que se fosse z,, < y,, (estrito) nao

poderia concluir que a < b. Basta tomar x, =0 e y, = —

3.1.3 Operacoes com limites

Teorema 3.11: Se limz,, = 0 e (y,) é uma sequéncia limitada (convergente ou nao)
entao lim(z, - y,) =0

Demonstracao. Seja (y,) uma sequéncia limitada, entdo existe ¢ > 0 tal que
lyn| < ¢ para todo n € N. Por definigdo de limite, dado & > 0, existe ng € N tal

€
que n > ng = |x,| < -

Entao n > ng = [Ty - yn| = |20 - lyn] < (E) -¢=c¢. Logo lim(z,, -y,) =0. O
c

Um resultado importante da defini¢ao de limite é que:

limz, =a < lim(z, —a) =0 < lim |z, —a| =0

Teorema 3.12: Se limx,, = a e limy, = b, entao:
L. lim(x, £y,) =a=+b.

2. lim(xy, - yn) = a-b.

3. lim (x—") — 2 seb£0.
Yn b

Demonstracao. Vamos demonstrar o teorema.

1. Dado arbitrariamente € > 0, existem nqy,ny € N tais que n > n; =
3 3 . ~
|z, —al < g en>n = lyn, — b] < Y Seja ng = max{ni,ny}. Entao,
n>nyg=mn>ny en > ny. Logo:
€

5~ °

9
[(@n+yn) = (@ +0)| = |(zn—a) + (Yo =b)| < |zn—al+]yn =0l < 5+

Portanto, lim(z, + y,) = a + b. Mesmo argumento para x, — Y.

2. Para demonstrar o item 2, basta provar que lim(z,y, — ab) = 0.
Temos z,y, — ab = Yy, — x,b + x,b — ab = x,(y, — b) + b(z, — a). Pelo
Teorema 3.3, (z,,) é limitada pois é convergente. Além disso, lim(y, — b) =
lim(z,, — a) = 0. Segue do Teorema 3.11 e do item (1) que:

lim(z,y, —ab) = lim[z, (y, —b)]+lim[(x, —a)b] = 0, donde lim(z,y,) = ab

n nb n .
3. Vale 22 -2 =00 oo lim(x,b —y,a) = ab— ba = 0, basta provar
Yo O ynb  ynb

I T ) ) Tn @

que s é uma sequencia limitada para concluir que lim | — — 7= 0e,
Yn Yn

Tn G

portanto, lim — = —.
Yn b
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2
Ora, tomando o valor de ¢ = o> temos 0 < ¢ < b?. Como lim y,,b = b?, segue

do Teorema 3.8 que para todo n suficientemente grande, tem-se ¢ < y,b

e, portanto, — > _b donde — ¢ limitado. Pelo Teorema 3.11, temos
c Yn
1
li n — =0.
im(x,b — ypa) - b
Logo, lim (ﬁ) = E.
Yn b
]

3.2 Algumas nocoes topologicas

Esta secao ird abordar alguns conceitos de Topologia. Estes conceitos referem-se
a subconjuntos de R e serao a base para o desenvolvimento das segoes seguintes.
Vale destacar que no texto sera usada uma linguagem geométrica, dizendo ponto em
vez de “nimero real”e reta em vez de “o conjunto R”.

3.2.1 Conjuntos abertos

Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um nimero
e > 0 tal que o intervalo aberto (a — ¢,a + ¢) estd contido em X. O conjunto dos
pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X e representa-se pela notacao
int X. Quando a € int X diz-se que o conjunto X é uma wvizinhan¢a do ponto a. Um
conjunto A C R chama-se aberto quando A = int A, isto é, quando todos os pontos
de A sao interiores a A .

Exemplo 3.2.1: Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a,b) é um ponto interior a (a,b).
Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a, b] ndo sao interiores a [a,b]. O
interior do conjunto @ dos niimeros racionais é vazio. Por outro lado, int[a,b] =
(a,b).

Uma observacao importante que podemos fazer, em termos de conjuntos abertos,
é a reformulacao da definicao de limite de uma sequéncia: tem-se a = limz,, se, e
somente se, para todo aberto A contendo a existe ng € N tal que n > ng = x,, € A.

Teorema 3.13: a) Se A; e Ay sdo conjuntos abertos entao a interse¢ao de A; N Ay é
um conjunto aberto.

b) Se (Ax)aer ¢ uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunidao A = ., Ax
é um conjunto aberto.

Demonstracao. a) Se x € Ay N Ay entdao x € Ay e z € Ay. Como A; e A
sao conjuntos abertos, existem €; > 0 e g9 > 0 tais que (z — 1,2 + 1) C A4
e (r — ey, + g9) C Ay. Seja € o menor dos dois nimeros €; e €9. Entao
(x—e,x+e)CAre(x—e,x+e) C Ay Logo, (x —e,x+e) C Ay N Ay, Assim,
todo ponto x € A; N Ay é um ponto interior, ou seja, o conjunto A; N Ay é aberto.

b) Se x € A entao existe A € L tal que x € A,. Como A, é aberto, existe
e>0tal que (r —e,x+¢) C Ay C A, logo todo ponto x € A ¢ interior, isto é, A
é aberto. ]
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3.2.2 Conjuntos fechados

Dizemos que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite de
alguma sequéncia de pontos x,, € X. Evidentemente , todo a € X é aderente a X:
basta tomar x, = a para todo n € N.

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos
aderentes a X. Tem-se que X C X. Se X C Y entdo X C Y. Um conjunto X diz-se
fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X. Seja
X C Y. Dizse que X é denso em Y quando Y C X, isto é, quando todo b € Y é
aderente a X. Por exemplo, Q é denso em R.

Teorema 3.14: Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizi-
nhanca de a contém algum ponto de X.

Demonstracao. (=) Seja a aderente a X, isto é, a é limite de uma sequéncia de
pontos x,, € X para todo n € N. Dada uma vizinhanca qualquer V' > a temos
x, € V para todo n suficientemente grande (pela defini¢cao de limite). Isto é,
dado € > 0, temos x,, € (a — ¢,a + ¢) para todo n suficientemente grande. Logo
(a—e,a+e)NX # @.

(<) Se toda vizinhanga de a contém pontos de X podemos escolher, em cada

1 1 1
intervalo <a ——,a+ —) ,n € N, um ponto x, € X. Entao |z, —a|] < —. Logo
n n n

limz, = a e a é aderente a X. O

Pelo teorema acima, afim de que um ponto a nao pertenca a X é necessario e
suficiente que exista uma vizinhanca V' 3 a tal que VN X = @.

Exemplo 3.2.2: Seja X C R limitado, nao vazio. Entao a = inf X e b = sup X
sao aderentes a X. Com efeito, para todo n € N, podemos escolher x,, € X com
a<z,<a+ %, logo a = lim z,,. Analogamente, vé-se que b = limy,, v, € X. Em
particular, a e b sao aderentes a (a,b).

Exemplo 3.2.3: O fecho dos intervalos (a,b), [a,b) e (a,b] é o intervalo [a,b]. Q é
denso em R e, para todo intervalo I, QNI é denso em .

Definimos uma cisao de um conjunto X C R como uma decomposigao X = AU B,
tal que ANB = @ e ANB = @, isto é, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum
ponto B é aderente a A. Em particular, A e B sao disjuntos. A decomposicao
X = X U chama-se a cisao trivial.

Exemplo 3.2.4: Se X = R—{0}, entdo X = R; UR_ é uma cisdo. Dado um nimero
irracional o, sejam A = {zr € Q;x < a} e B={zx € Q;z > a}. A decomposic¢ao
Q@ = AU B é uma cisao do conjunto Q dos racionais. Por outro lado, se a < ¢ < b,
entdo [a, b] = [a, ] U (¢, b] ndo é uma cisao.
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3.2.3 Pontos de acumulacao

Diz-se que a € R é ponto de acumulagao do conjunto X C R quando toda
vizinhanga V' de a contém algum ponto de X diferente do préprio a, isto é, VN (X —
{a}) # @. Equivalentemente: para todo ¢ > 0 tem-se (a —¢,a+¢) N (X — {a}) # @.

Indica-se com X’ o conjunto dos pontos de acumulacao do conjunto X. Portanto,
a€ X' < ae X —{a}. Acondi¢do a € X' exprime-se simbolicamente: para todo
e>0existe x € X tal que 0 < |z —a] < e.

Se a € X nao é ponto de acumulacao de X, diz-se que a é um ponto isolado
de X. Isto significa que existe ¢ > 0 tal que a é o tnico ponto de X no intervalo
(a —e,a+¢). Quando todos os pontos do conjunto X sao isolados, X chama-se um

conjunto discreto.

Teorema 3.15: Dados X C R e a € R, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. a é um ponto de acumulacao de X;
2. a é limite de uma sequéncia de pontos =, € X — {a};

3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstracao. Para provar as equivaléncias do teorema iremos provar as seguin-
tes implicagoes: (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

L (1)=(2)
Supondo (1), para todo n € N podemos achar um ponto z,, € X, =, # a ,

1 1
na vizinhanca de (a ——,a+ —). Logo lim x,, = a, o que prova (2).
n n

2. (2)=(3)
Supondo (2), entao para qualquer ng € N, o conjunto {x,,n > ng} é infinito,
porque do contrario existiria um termo x,, que se repetiria infinita vezes e
isto forneceria uma sequéncia constante com lim z,,, # a. Pela definicao de
limite, vé-se portanto que (2) = (3).

3. (3) = (1). Sejam a € X e (a —¢,a + €) o intervalo aberto de centro a e
raio €. Temos que (a —e,a+¢) N (X — {a}) # @. Logo, pela defini¢ao
de ponto de acumulagdo, concluimos que a € X', ou seja, a é um ponto de

acumulacao.
O

Exemplo 3.2.5: Se X ¢ finito entdo X' = & (conjunto finito ndo tem ponto de
acumulagao). O conjunto Z dos nuimeros inteiros ¢ infinito, mas todos os pontos de
Z sao isolados. Q' = R. Se X = (a,b) entdao X' = [a, b].
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3.2.4 Conjuntos compactos

Um conjunto X C R chama-se compacto quando ¢é limitado e fechado.

Exemplo 3.2.6: Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um

conjunto compacto.

Teorema 3.16: Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de
pontos em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracao. (=) Se X C R é compacto (limitado e fechado), toda sequéncia
de pontos de X ¢ limitada, logo pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass possui uma
subsequéncia convergente, cujo limite é um ponto de X (pois X é fechado).
(<) Seja X C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos x, € X possui
uma subsequéncia que converge para um ponto de X. Entao, X é limitado porque,
do contrério, para cada n € N poderfamos encontrar x,, € X com |z,| > n. A
sequéncia (x,,), assim obtida, ndo possuiria subsequéncia limitada, logo nao teria
subsequéncia convergente. Além disso, X é fechado pois do contrario existiria
um ponto a ¢ X com a = limz,, onde cada x,, € X. A sequéncia (x,) nao
possuiria entao subsequéncia alguma convergindo para um ponto de X pois toda
suas subsequeéncias teriam limite a. Logo X é compacto. [

Uma observacao importante: se X C R é compacto entao, pelo Exemplo 3.2.2,
a = inf X e b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto compacto contém
um elemento minimo e um elemento maximo, ou seja, X compacto implica que
existemzg, r1 € X tais que zg < x < x; para todo x € X.
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Conceitos fundamentais do Calculo

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados fundamentais do Calculo
Diferencial, pecas fundamentais para o estudo de problemas de otimizacao e a busca
por maximizar ou minimizar uma fungao. Estes conceitos e resultados sao sobre
limites de funcgoes, fungoes continuas, continuidade uniforme, derivadas, derivadas e
crescimento local, fungoes derivaveis num intervalo, férmula de Taylor e aplicagoes
de derivadas.

4.1 Limites de funcoes

Visto no Capitulo 3 , o estudo de limites para sequéncias. O estudo de limites
sera agora explorado a situacao onde se tem uma funcao f : X — R, definida num
subconjunto qualquer X C R.

4.1.1 Definicao e propriedades

Sejam X C R um conjunto de nimeros reais, f : X — R uma funcao real cujo
dominio é X e a € X’ um ponto de acumulacao do conjunto X. Diz-se que o nimero
real L € limite de f(z) quando x tende para a e escreve-se hm f(z) = L, quando, para

todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que se tem |f(z) — L| <e
sempre que z € X e 0 < |xr — a| < 4. Simbolicamente:

limf(z)=L.=.Ve>03>02eX,0< |z —a|<d=|f(x)—L|<e

T—a

Informalmente: lim f(z) = L quer dizer que se pode tornar f(x) tao préximo
de L quanto se queiggrgadesde que se tome x € X suficientemente préximo, porém
diferente de, a.

A restricdo 0 < |r — al significa  # a. Assim, no limite L = glclgcll f(z) nao é
permitido & varidvel z assumir o valor de a. Portanto, o valor de f(a) nao tem
importancia alguma quando se quer determinar L: o que conta é o comportamento
de f(z) quando x se aproxima de a, sempre com x # a.

Na definicao de limite é essencial que a seja ponto de acumulacao do conjunto X,
mas € irrelevante que a pertenga ou nao a X, isto é, que f, esteja ou nao definida
no ponto a. Como veremos a seguir, uns dos exemplos mais importantes de limite,

37



Capitulo 4. Conceitos fundamentais do Cdlculo 38

a saber, a derivada, estuda-se lim ¢(z), onde a funcao ¢(z) = @) = Jta) nao esta
r—a r—a

definida para x = a.
Nas condigbes f : X — R, a € X', negar que se tem lim f(zx) = L equivale a
Tr—a
dizer que existe um niumero € > 0 com a seguinte propriedade: seja qual for o > 0,
pode-se sempre se achar x5 € X tal que 0 < |x5 —a| <d e |f(xs) — L] > €.
Teorema 4.1: Sejam f,g: X - R, a € X' lim f(z) = Lelimg(z) =M. Se L < M
r—ra

T—ra

entao existe § > 0 tal que f(z) < g(x) para todo z € X com 0 < |x — a| < 0.
—L

Demonstracao. Seja & = > (. Pela definicao de limite, existem 6; > 0 e

09 > 0 tais que:
O<|zr—a|<d,zeX=|fr)-L<e= f(z) <L+e

O0<|z—a|l<dyzxeX=|g(r)—Ml<e=glx)>M-—c¢

Se 0 = min{d, 0l re X, 0<|z—a|<d= f(r)<L+e=M-—¢e<g(x),
0 que prova o teorema.

]

Observacgoes: Sobre a hipotese L < M, nao pode ser substituida por L < M no
Teorema 4.1. Para o Teorema 4.1 e seus corolarios, bem como para o Teorema 4.4
abaixo, valem as versoes analogas com > em lugar de < e vice-versa. Tais versoes
serao usadas sem maiores comentarios.

Corolario 4.2: Se lim f(x) = L < M, entao existe § tal que f(x) < M para todo
T—ra
re X com0< |z —al <é.

Coroldrio 4.3: Sejam limf(z) = L e limg(x) = M. Se f(z) < g(z) para todo

T—ra T—a
r € X —{a} entdo L < M.
Demonstracao. Se fosse M < L existiria d > 0 tal que x € X, 0 < |z —a| <6 =
g(x) < f(x), uma contradigao.
O]

Teorema 4.4 (Teorema do Sanduiche): Sejam f,g,h: X - R, ae€ X'e

lim f(z) = limg(z) = L. Se f(z) < h(z) < g(z) para todo x € X — {a} entao
r—a r—a

lim h(z) = L.

r—a
Demonstracao. Dado arbitrariamente £ > 0, existem 6; > 0 e 9, > 0 tais que
reX,0<|z—al<hh=L—-ec<flx)<L+ecexeX,0<|z—al<dh=
L—-—e<g(z)<L+e.
Seja § = min{dy,d>}. Entao:

reX,0<|z—al| <d=L—e< f(z) <h(zx) <g(zr) < L+e = L—e < h(z) < L+e.

Logo lim h(z) = L

Tr—a
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A nocao de limite é local, isto é, dadas as funcoes f,g: X — R e dado a € X, se
existir uma vizinhanga V' do ponto a tal que f(x) = g(x) para todo x # a em VNX
entdo existe hm f(z) se, e somente se, existe lim g(x). Além disso, se existirem, esses
limites serdo 1guals Assim, por exemplo no Teorema 4.4 nfio & necessrio supor que
vale f(z) < h(z) < g(z) par todo z € X — {a}. Basta que exista uma vizinhanga V'
do ponto a tal que estas desigualdades valham para todo = # a pertencente a V N X.
Observacao analoga para o Teorema 4.1 e o seu Corolario 4.3.

Teorema 4.5: Sejam f: X — R, a € X’. A fim de que seja lim f(z) = L é necessario
T—a

e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x,, € X —{a} com lim x,, = a, tenha-se
lim f(x,) = L.

Demonstragao. (=) Suponhamos primeiro que lim f(x) = L e que se tem uma
r—a

sequéncia de pontos z, € X — {a} com limz, = a.

Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que x € X, 0 < |[x —a| < ¢
implica que |f(x) — L| < e. Existem também ny € N tal que n > ng implica que
0 < |z, —a| <§ (pois x, # a para todo n). Por conseguinte, n > ng implica que
|f(z,) — L| < ¢, logo lim f(x,) = L.

(<) Suponhamos z,, € X — {a} e limz, = a impliquem lim f(z,) = L e
provemos que se tem lim f(x) = L.

Com efeito, negarxgs%a igualdade implicaria em afirmar a existéncia de um
nimero £ > 0 com a seguinte propriedade: qualquer que seja n € N podemos

achar z,, € X tal que 0 < |z, — a| < — mas |f(z,) — L| > . Entao teriamos
n

x, € X —{a}, limz,, = a sem que fosse lim f(x,) = L. Esta contradigdo completa
a demonstracao. ]

Corolario 4.6 (Unicidade do Limite): Sejam f: X — Rea € X'. Se lim f(x) =
Tr—a
e lim f(z) = M entao L = M.
r—a

Demonstragao. Tomamos uma sequéncia de pontos z,, € X — {a} com limz,, = a
o que é assegurado pelo Teorema 3.15 do Capitulo 3. Entao teremos L = lim f(x,,)
e M = lim f(x,). Pela unicidade do limite de sequéncia (f(x,)), vem L = M. O

Corolario 4.7 (Operagoes com limites): Sejam fig : X — R, a € X', com
lim f(x) = L e lim g(z) = M. Entao:
r—a T—ra

L. lim[f(z) £ g(x)] =L £ M.

r—a

2. lim[f(z)-g(x)]=L- M.

r—a

. fl@) L
3. iﬂm—M,SGM#O.

Além disso, se lim f(x) = 0 e a funcdo g é limitada numa vizinhanga de a, tem-se
r—a

limf(2) - g(x)] = 0.
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Demonstrag¢ao. Dada qualquer sequéncia de pontos x, € X —{a} com limz,, = a,
pelo Teorema 3.12 do Capitulo 3 valem:

1. lim[f(z,) £ g(z,)] = lim f(z,) £ limg(x,) = L + M.

2. lim[f(z,) - g(z,)] = lim f(x,) - limg(x,) = L-M

3. lim f(@n) _ lim f(zn) = £

g(x,) limg(z,) M
Finalmente, se existem uma vizinhanca V' de a e uma constante c tal que

lg(x)| < ¢ para todo x € V entdo, como z, € V para todo n suficientemente
grande, a sequéncia g(x,) é limitada, logo pelo Teorema 3.11, tem-se lim f(z,,) -
g(x,) =0, pois lim f(z,) = 0. O Corolario 4.7 segue-se portanto do teorema.

O

Teorema 4.8: Sejam f : X — R, a € X'. Se existe lim f(x) entdo a funcao f
r—a
é limitada numa vizinhanca de a, isto é, existem 6 > 0 e ¢ > 0 tais que =z € X,

O<|z—a|<d=|f(x)] <ec

Demonstragao. Seja L = lim f(x). Tomando € = 1 na definigao de limite, resulta
Tr—a

que existe § > 0 tal que z € X, 0 < |z — a| < § implica que
[f(z) = Ll <1=[f(z)| = [f(z) = L+ L| < |f(x) = LI + |L| < |L] + 1.
Basta entao tomar ¢ = |L| + 1. O

O Teorema 4.8 generaliza o fato de toda sequéncia convergente ¢é limitada.

4.1.2 Limites laterais

Seja X C R. Diz-se que o numero real a é um ponto de acumulacdo a direita
para X, e escreve-se a € X', quando toda vizinhanga de a contém algum ponto
r € X com z > a. Equivalentemente: para todo € > 0 tem-se X N (a,a +¢) # 2.
Afim de que a € X! é necessario e suficiente que a seja limite de uma sequéncia
de pontos x,, > a, pertencentes a X. Finalmente, a € um ponto de acumulacao a
direita para o conjunto X se, e somente se, ¢ um ponto de acumulagao ordinario do
conjunto Y = X N (a, +00).

Define-se ponto de acumulacdo a esquerda: a € X' significa que, para todo € > 0,
tem-se X N (a —e,a) # &, ou seja, a € Z' onde Z = (—o0,a) N X. Para que isso
aconteca é necessario e suficiente que a = limx,,, onde (x,) é uma sequéncia cujo
termos x,, < a pertencem a X. Quando a € X! N X" diz-se que a é um ponto de
acumulacao bilateral de X.

Sejam f : X — R, a € X/. Diz-se que o nimero real L é limite a direita de
f(z) quando z tende para a, e escreve hm f(z) = L quando, para todo € > 0 dado

T—ra

arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que z € X e
0 < x—a <. Simbolicamente:

lim f(x)=L.=.Ve>036>0,z€ XN(a,a+¢e)=|f(x)—L|<e¢

r—at
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Analogamente se define o limite a esquerda L = lim f(z), nocasode f: X — R
Tr—a—

com a € X': isto significa que, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode se
escolher 6 > 0 tal que x € X N(a —d,a) = |f(z) — L| <e.
As propriedades gerais dos limites, demostradas na segao 4.1.1, se adaptam

facilmente para os limites laterais. Basta observar que o limite a direita lim+ f(x)
Tr—a

se reduz ao limite lim g(z), onde g é a restri¢ao da funcao f : X — R ao conjunto
T—a

X N (a,+00). E analogamente para o limite & esquerda.
Uma observacao importante a ser feita é que dado a € X!\ N X', existe

lim f(x) = L se, e somente se, existem e sao iguais os limites laterais.
Tr—a

lim f(z)= lim f(z)

r—a™t T—a~

Uma funcao f : X — R chama-se mondtona nao-decrescente quando para
z,y € X, z <y implica que f(x) < f(y). Se x < y implica que f(x) > f(y), f diz-se
mondtona nao-crescente. Se vale a implica¢do mais estrita * < y = f(z) < f(y)
dizemos que f é crescente. Finalmente, se v < y = f(z) > f(y), dizemos que f é
uma fungao decrescente.

Teorema 4.9: Seja f: X — R uma funcao monétona limitada. Para todo a € X', e

todo b € X! existem L = lim, () e M = lim f(x). Ou seja, existem sempre 0s
T—a b~

limites laterais de uma funcao mondtona limitada.

Demonstragao. Para fixar as ideias, suponhamos f nao-decrescente, ou seja,
z,y € X,z <y= f(r) < f(y)

Seja L = inf{f(x);x € X,z > a}. Afirmamos que xhrgr f(z) = L.

Com efeito, dado arbitrariamente £ > 0, temos quei + £ nao é cota inferior
do conjunto limitado {f(z);z € X,z > a}. Logo existe § > 0 tal que a+ 9 € X ¢
L < f(a+6) < L+e. Como f énao-decrescente, z € X N (a,a+ ¢) implica que
L < f(x) < L+ ¢, o que prova a afirmacao feita. De modo anélogo, vé-se que
M =sup{f(z);z € X,z < b} é o limite & esquerda M = lim f(x).

r—b~

]

Observagao: Se a € X, nao é necessario supor que f seja limitada no Teorema 4.9.
Com efeito, suponhamos, para fixar as ideias, que f seja mondtona nao-decrescente e
a € X! . Entdo f(a) é uma cota inferior do conjunto {f(z);z € X,z > a} e o infimo
deste conjunto é lim+ f(z). Analogamente, se a € X’ entao f(a) é uma cota superior

T—a

do conjunto {f(z),z € X,z < a}, cujo supremo é o limite a esquerda lim f(z).

Tr—a—

4.2 Funcoes continuas

Entender as nocoes de limite apresentadas na secao anterior, e continuidade sao
fundamentais para a compreensao dos conceitos de derivada que é um conteido
importante na resolucao de problemas de otimizagao.

Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto
a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que
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r € X e|r—al < impliquem |f(z) — f(a)| < e. Em simbolos, f continua no ponto
a significa:

Ve>03d>0ze X, |z —a|l<d=|f(zx)— fla) <e

Chama-se descontinua no ponto a € X uma funcao f : X — R que nao é continua
nesse ponto. Isto quer dizer que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo

d > 0 pode se achar x5 € X tal que |zs —a| < d e |f(zs) — f(a)| > e.
11

) 9339

vez de x1/,, vemos que f : X — R é descontinua no ponto a € X se, e somente se,

Em particular, tomando ¢ sucessivamente igual a 1 - e escrevendo x,, em
existe € > 0 com a seguinte propriedade: para cada n € N pode-se obter z,, € X com
|z —a| < 2 e|f(x,) — f(a)| > e. Evidentemente, |z, — a| < < para todon € N
implica lim z,, = a.

Diz-se que f : X — R é uma funcao continua quando f é continua em todos os
pontos a € X.

A continuidade é um fenomeno local, isto é, a funcao f: X — R é continua no
ponto a € X se, e somente se, existe uma vizinhanca V' de a tal que a restricao de f
a V' N X é continua no ponto a.

Sea € XNX', isto é, se a € X é um ponto de acumulacao de X, entao f: X — R
¢ continua no ponto a se, e somente se, lim f(z) = f(a).

Ao contrario do caso de um limite, Jﬁgadeﬁnigéo de func¢ao continua o ponto a
deve pertencer ao conjunto X e pode-se tomar x = a pois, quando isto se da, a
condigao |f(x) — f(a)| < € torna-se 0 < ¢, o que é 6bvio.

Teorema 4.10: Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a).
Existe § > 0 tal que f(z) < g(z) para todo z € X N (a — §,a + 9).

Megzg(a)—czc_f(a)'

Temos que € > 0 ¢ f(a) + € = g(a) — € = c. Pela defini¢do de continuidade,

Demonstracao. Tomemos ¢ =

existem d; > 0 e d, > 0 tais que:

re X, |lz—al<d=|f(xr)—fla)|<e= fla)—e< f(z) < fla)+e=c
reX,|lx—al <d=|g(x)—gla) <e=>c=gla) —e < g(x) < gla) +¢

Seja § o menor dos nimeros 0, e dy. Entdo x € X, [z —a| < = f(z) < c < g(x),
0 que prova o teorema. ]

Corolario 4.11: Seja f : X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe 6 > 0
tal que, para todo x € X N (a —d,a +6), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

Demonstracao. De fato, para fixar as ideias, suponhamos f(a) < 0. Entao basta
tomar a funcao g identicamente nula no Teorema 4.10. O]

Teorema 4.12: A fim de que a funcao f : X — R seja continua no ponto a é
necessario e suficiente que, para toda sequéncia de pontos z, € X com limz,, = a, se

tenha lim f(z,) = f(a).
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Demonstragao. (=) Suponha que f : X — R continua no ponto a € X. Seja
xn, € X com limx, = a. Pela definicao de continuidade de fungao temos que
dado £ > 0, existe > 0 tal que Vx € Xcom|z —a|l <d = |f(z) — fla)] <e.

Como limz, = a, entao existe ng € N tal que para todo n > ngy tem-se
|z, —al <.

Dai para todo n > ng, concluimos que |f(x,) — f(a)| < €.

Logo, lim f(x,) = f(a).

(<) Suponha que f seja descontinua no ponto a € X. Assim existe € > 0, tal
que para todo d > 0, encontra-se x5 € X com |zs —a| < de |f(zs) — f(a)| > e.

Faca 6 = 1,%, %, e ,%, --- com n € N. Portanto, existe x,, € X tal que

0<l|zy—al <ie|f(xy)—fla)]>e
Entao terfamos z,, € X, limz, =a e |f(z,) — f(a)] > €. Se lim f(z,) = f(a)
terfamos entao 0 = lim | f(z,) — f(a)| > €, ou seja, € < 0, o que é um absurdo.

Portanto, f ¢ continua no ponto a.
O

Corolario 4.13: Se f,g: X — R sao continuas no ponto a € X entao sao continuas
nesse ponto as fungoes f +g¢g,f - g : X — R, bem como a fungao 5, caso g(a) # 0.

Demonstracdao. Sejam as funcoes f e g sao continuas no ponto a € X, entao pela
defini¢ao de continuidade tem-se que lim f(z) = f(a) e lim g(x) = g(a).
Tr—a Tr—a
1. Deseja-se mostrar que lim[f(z) £ g(x)] = f(a) £ g(a).
Tr—a
Utilizando as operagoes com limites vista no Coroldrio 4.7, item (a), temos:

lim[f(z) £ g(2)] = lim f(z) £ lim g(z) = f(a) £ g(a).

Tr—a r—a r—a
Assim, lim[f(z) £ g(x)] = f(a) £ g(a) , por isso pode-se afirmar que f £ ¢
r—a
é continua no ponto a € X.
2. Queremos mostrar que lim|[f(x) - g(z)] = f(a) - g(a).
r—a

Utilizando as operagoes com limites vista no Coroldrio 4.7, item (b), temos:

lim(f(x) - g(x)] = lim £(z) - lim g(2) = (@) - g(a).
Assim, lim[f(x) - g(x)] = f(a) - g(a) , por isso pode-se afirmar que f - g é
continua no ponto a € X.

f(x) _ fla)

3. Deseja-se mostrar que lim —— = ——=, com g¢(a) # 0.
w=a g(z)  g(a)

Seja a € X tal que g(a) # 0, assim pelo Corolario 4.7, item (c), temos:

T—a

flo) I J@) )

alzl—r>r¢lz g(z) limg(z)  g(a)

T—a
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f(x) _ Ja)

Logo, lim ——=
va g(z)  gla)
com g(a) # 0 é continua no ponto a € X.

, com g(a) # 0, por isso pode-se afirmar que f/g

O

O dominio da fungao f/g, bem entendido, é o subconjunto de X formado pelos
pontos x tais que g(x) # 0. Existe § > 0 tal que X N (a —d,a + J) estd contido nesse
dominio.

Teorema 4.14: Sejam f : X — R continua no ponto a € X, g : Y — R continua no
ponto b = f(a) € Y e f(X) CY, de modo que a composta go f: X — R estd bem
definida. Entao g o f é continua no ponto a. (A composta de duas fungdes continuas
¢ continua).

Demonstracao. Dado € > 0 existe, pela continuidade de g no ponto b, um niimero
n>0tal que y €Y, |y — b| < n implicam |g(y) — g(b)| < e.

Por sua vez, a continuidade de f no ponto a assegura que existe 6 > 0
tal que z € X, |z — a] < ¢ implicam |f(x) — b] < n. Consequentemente,
z€XN(a—da+6)=[9(f(x))—g(b)] = [(gof)(x) — (gof)(a)] <&, o que prova
o teorema. O

4.2.1 Funcoes continuas num intervalo

Teorema 4.15 (Teorema do Valor Intermediario): Seja f : [a,b] — R continua. Se
fla) < d < f(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragao. Seja o conjunto A = {x € [a,b]; f(x) < d}. O conjunto A nao é
vazio, pois f(a) < d. Afirmamos que nenhum elemento do conjunto A é maior
do que todos os outros. Com efeito, seja a« € A. Como f(«) < d, vemos que
a # b e, portanto, o < b. Tomando € = d — f(«), a continuidade de f no ponto
a nos dd um 0 > 0 (que tomaremos pequeno, de modo a ter [, + ] C [a, ] tal
que, para todo = € [o, a + 9) tem-se f(x) < f(a) + €, ou seja, f(x) < d. Assim,
todos os pontos do intervalo [o, @+ §) pertencem A. Agora, ponhamos ¢ = sup A.
Como c¢ ¢ limite de uma sequéncia de pontos z,, € A, temos f(c) = lim f(xz,) < d.
Como o conjunto A nao possui maior elemento, nao se tem ¢ € A. Logo nao vale
f(c) < d, o que nos obriga a concluir que f(c) = d.

]

Corolario 4.16: Se I C R é um intervalo e f : I — R é continua entao f(/) é um
intervalo.

Demonstracao. Se f é constante é 6bvio a validade do colorario. Caso contrario,
sejam o = inff(I) = inf{ f(z);x € I} e B =supf(I) = sup{f(x);x € I}. Se f(I)
for ilimitado, tomaremos o = —o0 e/ou ff = 0.

Para provar que f(I) é um intervalo (aberto, fechado ou semiaberto) cujos
extremos sao « e (3, tomemos d tal que a < d < . Pelas defini¢oes de infimo 3.5
e supremo 3.4, existem a,b € I tais que a < f(a) < d < f(b) < S.
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Pelo Teorema 4.15 existe ¢ € [a,b], logo ¢ € I, tal que f(c) = d. Assim,
d € f(I). Isto prova que (o, 8) C f(I). Como « é o infimo e 5 é o supremo de
f(I), nenhum nimero real menor do que « e maior do  pode estar em f([I).
Portanto f(I) é um intervalo cujos extremos sdo a e 5. b ]

Mostraremos que se uma bijecao f : I — J, entre intervalos, é continua, entao
sua inversa f~!:.J — I também ¢ continua. Na secao posterior, veremos que a
inversa de uma bijecao continua também é continua, se o dominio é compacto.

Teorema 4.17: Seja [ C R um intervalo. Toda funcao continua injetiva f: I — R é
mondtona e sua inversa g : J — I definida no intervalo J = f(I) é continua.

Demonstracao. Para concluimos que f é monotona, basta verificar sua monotoni-
cidade em cada subintervalo limitado e fechado [a, b] C I. Assim podemos admitir
que I = [a,b]. Sabemos que f(a) # f(b), pois f é injetiva. Para fixar as ideias,
vamos supor que f(a) < f(b). Mostraremos entao que f é crescente. Do contrario,
existiriam pontos = < y em [a, b] tais que f(z) > f(y). Ha duas possibilidades:
f(a) < f(y) ou f(a) > f(y). No primeiro caso, temos f(a) < f(y) < f(x), logo,
pelo Teorema 4.15, existe ¢ € (a,z) com f(c) = f(y), assim contradizendo a
injetividade de f. No segundo caso, vem f(y) < f(a) < f(b), portanto existird
¢ € (y,b) com f(c) = f(a), contradizendo a injetividade de f. Logo f é mesmo
crescente (isto prova que toda fungao real continua e injetiva, definida num
intervalo, é monétona).

Agora seja f: I — R continua e injetiva no intervalo arbitrario /. Se f nao
fosse mondtona, existiriam pontos u < v e x < y em I tais que f(u) < f(v) e
f(z) > f(y). Sejam a o menor e b o maior dos nimeros u, v, z e y. Entao, f restrita
ao intervalo |a, b], seria continua, injetiva porém nao monétona, contradizendo o
que acabamos de provar.

Finalmente, consideremos a inversa g : J — [ da bijecao continua crescente
f I — J. Evidentemente, g é crescente. Sejam a € I um ponto arbitrario e
b = f(a). Para provar que g é continua no ponto b, comegaremos supondo a
interior a I. Entao, dado € > 0, podemos admitir que (a —e,a +¢) C I. Assim,
fla—e)=b—ae fla+e)=0b+p,onde o >0e [ > 0. Seja 6 = min{c, 5}.
Como g é crescente, y € I, temos:

b—d<y<b+di=b—a<y<b+p=g9b-—a) <gly <gb+p
=a—ec<gly)<a+e

Logo g ¢ continua no ponto b. Se, entretanto, a é uma extremidade de
I, digamos a inferior, entdao b = f(a) é a extremidade inferior de J. Dado
arbitrariamente ¢ > 0, podemos supor a+¢ € [ e teremos f(a+¢) =b+4, 0 > 0.
Entao y € J, temos:

b—d<y<b+di=b<y<b+d=a<g(y)<glb+d)=a<gly) <a+e
=a—c<gly) <a+e

Logo ¢ é, ainda neste caso, continua no ponto b. O
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4.2.2 Funcgoes continuas em conjuntos compactos

Varios problemas da Matemaética como também do nosso cotidiano consistem
encontrar a solucao “6tima’” para ele. Na Matematica, isso representa a procura de
pontos de um conjunto X nos quais uma certa fungao real f : I — R assume seu
valor maximo ou seu valor minimo. O que devemos observar antes de resolver esses
problemas, ¢é a verificacao se realmente tais pontos existem. Nesta se¢ao, estudaremos
resultados que sao importantes para essa verificacao de problemas de otimizacao que
iremos estudar neste trabalho.

Uma fungao f pode ser ilimitada superiormente (e entao nao possui valor méximo)
ou inferiormente (e ndo possuiu valor minimo). Entretanto mesmo limitada, f pode
nao assumir valor maximo em X, ou minimo, ou nenhum dos dois.

Exemplo 4.2.1: Sejam X = (0,1) e f : X — R dada por f(z) = x. Entdo
f(X) =(0,1) logo, para todo x € X existem 2/, " € X com f(a') < f(x) < f(z").
Isto significa que, para nenhum x € X = (0, 1), tem-se que o valor f(x) é o maior

elemento ou o menor elemento que f assume em X.

1

Exemplo 4.2.2: Outro exemplo, podemos tomar g : R — R, g(z) = e
x

1

Figura 4.1: Gréfico da fungao g(z) = =
x

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos que 0 < g(z) < 1 para todo z € R. Como ¢(0) = 1, vemos que g(0) é o
valor méximo de g(z) para todo x € R. Mas nao existe z € R tal que g(x) seja o
menor valor de g. Com efeito, se x > 0, basta tomar 2’ > « para ter que g(z’) < g(x).
E se z < 0, toma-se 2’ < z e se tem novamente g(z’') < g(z). Ver o gréfico da fungao
g na Figura 4.1.

Teorema 4.18 (Weierstrass): Seja f : X — R continua no conjunto compacto
X C R. Existem z, 1 € X tais que f(zo) < f(z) < f(x1) para todo z € X.

Estabeleceremos o Teorema de Weierstrass como consequéncia do
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Teorema 4.19: A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma fungao
continua f : X — R é um conjunto compacto.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 3.16, devemos provar que toda sequén-
cia de pontos y,, € f(X) possui uma subsequéncia que converge para algum ponto
em f(X).

Ora, para cada n € N temos y,, = f(z,), com z,, € X. Como X é compacto, a
sequéncia (x,) possui uma subsequéncia (z,),en que converge para algum ponto

a € X. Sendo f continua no ponto a, de lim z,, = a concluimos que, pondo
neN/

b = f(a), temos que b € f(X) e, além disso, lirl\n] Yn = hrll\r% f(z,) = fla) = b,
yeN’ neN’

como queriamos demonstrar. [
Vamos demonstrar agora o Teorema Weierstrass enunciado acima.

Demonstragao. Como foi visto na subsecao 3.2.4, o conjunto compacto f(X)
possui um menor elemento f(zy) e um maior elemento f(x1). Isto quer dizer que
existem zg, r1 € X tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para todo z € X. O

Corolario 4.20: Se X C R é compacto entao toda funcao continua f: X — R é
limitada, isto é, existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ para todo = € X.

Teorema 4.21: Se X C R é compacto entao toda bijecao continua f: X - Y CR
tem inversa continua g : Y — X.

Demonstra¢ao. Tomemos um ponto arbitrario b = f(a) em Y e mostremos que a
funcao g é continua no ponto b.
Se nao fosse assim, existiriam um nimero € > 0 e uma sequéncia de pontos
Yn = f(x,) € Y com limy, = b e |g(y,) — g(b)| > ¢, isto é, |z, — a|] > € para
todo n € N. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
limz, =d € X, pois X é compacto. Tem-se |a' — a| > . Em particular, a’ # a.
Mas, pela continuidade de f, limy, = lim f(x,) = f(a’). Como ja temos que
limy, = b= f(a), dai resultaria f(a) = f(a’), contradizendo a injetividade de f.
]

4.3 Derivadas

Esta secao dedica-se ao estudo das derivadas de funcoes reais de uma varidvel. O
conceito de derivada, que é um limite, é uma das nogoes mais importantes na area
da Matematica. Serao abordados os resultados de sua aplicacao para descobrir os
valores de maximo e minimo de uma func¢ao, pois esses conceitos serao essenciais
na resolugao dos problemas de otimizagao. Na secao 4.4.2 sera apresentada uma
aplicagao de derivada, que ¢é o estudo das fungoes convexas.

f(x) — f(a)
r—a
valores de x # a, logo define uma funcao ¢ : X — {a} — R, cujo valor ¢(x) é a
inclinag¢ao da secante (reta que liga os pontos (a, f(a)) e (z, f(x)) no gréifico f) em

Sejam f: X - Reae€ X. O quociente g(z) = tem sentido para

relacao ao eixo x.
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Se imaginarmos x como o tempo e f(z) como a abcissa, no instante z, de um
ponto mével que se desloca sobre o eixo x, entao ¢(x) é a velocidade média desse
ponto no intervalo de tempo decorrido entre os instantes a e x.

De um modo geral, o quociente g(x) é a relagdo entre a variacao de f(z) e a
variacao de x a partir do ponto x = a.

No caso em que a € X'N X entao é natural considerar 1i_r>n q(z). As interpretagoes
deste limite, nos contextos acima, sao respectivamente axincélina(;éo da tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)), a velocidade instantanea do mével no instante x = a
ou, em geral, a "taxa de variagao” da funcao f no ponto a.

4.3.1 A nocao de derivada
Sejam f: X - Reaec XNX'. A deriwada da funcao f no ponto a é o limite

f'(a) :limM:hm f(a—l-h)—f(a).

r—a Tr—a h—0 h

Bem entendido, o limite acima pode existir ou nao. Se existir, dizemos que f é
derivdvel no ponto a. Quando existe a derivada f’(z) em todos os pontos z € X N X’
diz-se que a funcao f : X — R é derivdvel no conjunto X e obtém-se uma nova
funcao f' : X N X' — R, z — f'(x), chamada a fun¢do derivada de f. Se ' é
continua, diz-se que f’ é de classe C1.

Como foi dito anteriormente, a derivada ¢é a inclinagao da reta tangente no ponto
(a, f(a)). O grafico abaixo ilustra a inclinacdo da reta tangente, considerando o
segundo limite f’(a) acima. Se h = x — a, entdo © = a + h e, observemos que
quando x tende a a, h tende a 0, assim, inclinacao da reta tangente é o limite

) — tim 100 = Sla)

h—0 h

Figura 4.2: Inclinagao da reta tangente no ponto P = (a, f(a)).

Q(a+th, flath))

P(a, f(a))
fla+h)—f(a)

=Y

of /[ a ath

Fonte: STEWART, 2013, p. 132.

Vejamos abaixo, outras notagoes para a derivada de f no ponto a sao

d d
i@, Ty e L
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Teorema 4.22: A fim de que f : X — R seja derivavel no ponto a € X N X' é
necessario e suficiente que exista ¢ € R tal que a+h € X = f(a+h) = f(a)+c-h+r(h),

h
onde lim rih) = 0. No caso afirmativo, tem-se ¢ = f'(a).
h—0 h

Demonstracao. SejaY = {h € R;a+h € X}. Entdo 0 € Y NY’. Supondo que
f'(a) exista, definimos r : Y — R pondo r(h) = f(a+h)— f(a) — f'(a) - h. Entao

r(h) _ fla+h)—fla)

o o
. r(h) L L
logo ’llllr(l) e 0. A condigao é, portanto, necessaria.
_)
h h) —
Reciprocamente, se vale a condicao, entao r(h) = flat })L f(a) — ¢, logo
h) — h
lim flath) = Jla) c=lim r(h) = 0, portanto f'(a) existe e é igual a c.
h—0 h h—0 h

]
Corolario 4.23: Uma funcao é continua nos pontos em que é derivavel.

Demonstracao. Com efeito, se f é derivavel no ponto a entao

T(h)]

flath) = @)+ )b+ | a

- h com lim —= = 0.
h—0

Logo ]lliné fla+h) = f(a), ou seja, f é continua no ponto a. De fato, escreve-
N

mos h = x — a, temos:
lim f(2) = lim[f(a) + c(x — a) + r(x)] = f(a) + lim(z — a) (c+ M) _
fla)4+0-c= f(a).

Portanto, f é continua no ponto a.

Observagao: Para toda funcao f, definida nos pontos a e a+ h, e todo niimero real
¢, pode-se sempre escrever a igualdade f(a+h) = f(a)+c-h+r(h), a qual meramente
define o nimero r(h). O que o Teorema 4.22 afirma é que existe no maximo um ¢ € R

r(h)

tal que }LILI(I) = 0. Este nimero ¢, quando existe, é igual a f'(a). O Teorema

4.22 diz também que, quando f’(a) existe, o acréscimo f(a + h) — f(a) é a soma de

uma “parte linear” ¢ - h, proporcional ao acréscimo h da variavel independente, mas

um “resto” r(h), o qual é infinitamente pequeno em relagdo a h, no sentido que o
) r(h

quociente —= tende a zero com h.

Quando @ € X é um ponto de acumulacao a direita, isto ¢, a € X N X', pode-se
tomar o limite f (a) = :]clircrler q(z). Quando existe, este limite chama-se a derivada a
direita de f no ponto a. Analogamente, se a € X N X’ , tem sentido considerar o
limite & esquerda f’ (a) = lim q(z). Se existe, ele se chama a derivada a esquerda

xX a—

de f no ponto a.
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Caso a € X N X\ NX', isto é, caso a € X seja ponto de acumulagao bilate-
ral, a funcao f é derivavel no ponto a se, e somente se, existem e sao iguais as

derivadas a direita e a esquerda, com f(a) = fi(a) = f_(a). O Teorema 4.22
h h

com lim M e lim M vale para derivadas laterais. E seu colorario também.
h—0+ h h—0- h

Por exemplo, se existe a derivada a direita f’ (a) entdo f é continua a direita no
ponto a, isto é, f(a) = lim f(a + h).
h—0+

4.3.2 Regras operacionais

Teorema 4.24: Sejam f,g : X — R derivaveis no ponto a € X N X’'. As fungdes
fxg, f-ge f/g (caso g(a) # 0) s@o também derivaveis no ponto a, com

L (f+9)(a) = f'(a) £ g'(a),
2. (- 9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)
5. (L) (o) - Hekete) = Jle) o),

g g(a)?
Demonstragao. (1) Fagamos a demonstracao para (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a). A
demonstracao (f — g)'(a) = f'(a) — ¢'(a) é andloga. Aplicando a definigao de
derivada, temos:

(f +9)(@) = lim f(z) +9(ﬂf)x—_[c]:(a) +tg(a)] _ lim <f(92 - Z(@) N g(ﬂfa)j - Z(a)
= tan LI | SO 29 40
(2) Aplicando a defini¢ao de derivada, temos:
(f-9)(@ = lim f(x)g(fﬁi:g(a)g(a) _
i F@0(0) — f@)gla) + f@)gla) — fla)gla)
~lim {f(fl?)(géx_) - 9(@) . g(a)(fiwz; f(a))] _
= f(a) - g'(a) + g(a) - f'(a).
Y (o) = _9 onde
(3) Vamos provar que (5) (a) = e dond

g g

):

()@= (s @=rw s (L) @=L S)
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Temos entao:

11 g(a)—g(x)
9@ 3@ o@g@ _ . (_ 1 ‘g(x)—g(a)>:

Y = lim L28Y — lim
T—a r—a r—a T — Q T—a

:_ﬁ,g,( ):_g(a .

]

Teorema 4.25 (Regra da Cadeia): Sejam f: X - Reg:Y - R a€e XNX/,
beYNY’ f(X)CVYef(a)=> Seféderiviavel no ponto a e g é derivavel no ponto
b entdo go f : X — R é derivavel no ponto a, com (go f)(a) = ¢'(f(a)) - f'(a) =
g'(b) - f'(a).

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia de pontos z, € X — {a} com
lim z,, = a e ponhamos y,, = f(z,), logo limy, = b.

Sejam Ny ={n e N; f(z,) # f(a)} e Ng ={n € N; f(z,) = f(a)}. Sen € N;
entdo y, € Y — {b} e

9(f(zn) —g(f(a)) _ 9(yn) —g(b) f(azn) — fla) _
Tn — @ f(xn) — f(a) Tp — @
_ g(yn) B g<b> . f(xn> B f(a)
Yn — b Ty — Q
]
Portanto, se N; ¢ infinito, tem-se 7}16%11 g(f(xnx)) :z(f(a)) =4 (f(a))- f'(a).
f(@n) — f(a)

Se Ny ¢é infinito tem-se lim =0, logo f’(a) = 0. Ainda neste caso,

n€Ng Ty —Q

tem-se lim 94/ (xn)) = 9(f(a)) =0=¢'(f(a)) - f'(a). Como N = N; UNy, resulta

neNy Tn —Qa
dai que, em qualquer hipotese, vale lirrR1I l9(f(n)) — 9(f(0))]
ne Ipn —a

=4 (f(a))- f'(a), 0 que

prova o teorema.

4.3.3 Derivada e crescimento local

Os resultados dessa secao serao enunciados para derivada a direita mas anédlogos
valem para derivada a esquerda.

Teorema 4.26: Se f : X — R é derivavel a direita no ponto a € X N X', com
fi(a) >0, entdo existe § > 0 tal que v € X, a < x < a+ 9§ implica f(a) < f(z).

fz) = f(a)

Demonstragdo. Temos lim = fi(a) > 0.
z—a™t Tr—a
Pelo Coroléario 4.2, existe 6 >0 talquer € X, a<zr <a+4d = M > 0,
x—a

e portanto, f(x) — f(a) > 0.
]
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Corolério 4.27: Se f : X — R é monotona nao-decrescente entao suas derivadas
laterais, onde existem, sao > 0.

Demonstragdao. Com efeito, se alguma derivada lateral, digamos f!, fosse negativa
entdo o (anédlogo do) Teorema 4.26 nos daria x € X com a < z e f(x) < f(a),
uma contradicao O

Definicao 4.28: Diz-se que a funcao f : X — R tem um maximo local no ponto
a € X quando existe § > 0 tal que z € X, |z —a| < ¢ implicam f(z) < f(a). Quando
r € X,0<|r—al <d§implicam f(x) < f(a), diz-se que f tem um maximo local
estrito no ponto a. Defini¢coes andlogas para minimo local e minimo local estrito.

Definigao 4.29: Quando a € X é tal que f(a) < f(x) para todo x € X, diz-se que a
é um ponto de minimo absoluto para a fun¢ao f : X — R. Se vale f(a) > f(z) para
todo x € X, diz-se que a é um ponto de maximo absoluto.

Corolario 4.30: Se f: X — R ¢é derivavel a direita no ponto a € X N X', e tem af
um méximo local entao f} (a) < 0.

Demonstragao. Com efeito, se fosse f’ (a) > 0, pelo Teorema 4.26, teriamos
f(a) < f(z) para todo x € X a direita e suficientemente préximo de a, logo f
nao teria maximo local no ponto a. O

Corolario 4.31: Seja a € X um ponto de acumulacao bilateral. Se f: X — R é
derivavel no ponto a e possui ai um méximo local ou minimo local entao f’(a) = 0.

Demonstragao. Com efeito, pelo Corolario 4.30 temos f’ (a) < 0 e f’(a) > 0.
Como f'(a) = fi(a) = [’ (a), segue-se que f'(a) = 0. O

Definicao 4.32: Um ponto ¢ € X chama-se ponto critico da funcao derivavel
f: X — R quando f'(c¢) = 0 ou nao existir f'(c) .

Sece XNX/| NX’, isto ¢ ponto de acumulagao bilateral, ¢ um ponto de minimo
ou de maximo local entao c¢ é critico, mas a reciproca é falsa: a bijecao crescente
f:R — R, dada por f(z) = 23, ndo pode ter maximo nem minimo local mas admite
o ponto critico z = 0. (Observagao: método para achar maximo e minimo local,
qualquer candidato a méximo ou minimo local tem que ser ponto critico).

4.3.4 Funcoes derivaveis num intervalo

Teorema 4.33 (Darboux): Seja f : [a,b] — R derivavel. Se f'(a) < d < f'(b) entao
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = d.

Demonstragao. Consideremos a fungao auxiliar g : [a,b] — R, definida por
g(x) = f(zr) —dzx. Temos que ¢'(z) = f'(zv) —d, ¢'(a) = f'(a) —d < 0 e
g'(b) = f'(b) —d > 0. Dai temos que ¢'(a) < 0 < ¢'(b).

Queremos provar que existe ¢ € (a, b) tal que ¢'(c) = 0.
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Como ¢'(a) < 0 entao existe d; tal que a < x < a+ § = g(z) < g(a). E
g'(b) > 0 entdo existe 09 tal que b —dy <z < b= g(z) < g(b).

Como g é derivavel entdo g é continua e o intervalo [a, b] compacto implicam
que existe ¢ € [a,b] tal que g(c) < g(x) para todo x € [a,b], necessariamente

¢ # {a,b}.
Logo ¢ € (a,b) é interior e ¢'(c) = 0.
Portanto, f'(¢) —d = ¢'(¢) = 0 implica que f'(c) = d. O

Teorema 4.34 (Rolle): Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é
derivavel em (a, b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo m e seu
valor médximo M em pontos de [a, b]. Se esses pontos forem a e b entdao m = M e
f sera constante, dai f'(x) = 0 qualquer que seja x € (a,b). Se um desses pontos,
digamos ¢, estiver em (a,b) entdao f’'(c) = 0. O

Teorema 4.35 (Teorema do Valor Médio de Lagrange): Seja f : [a,b] — R continua.

10) ~ fa)

Se f é derivavel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = -
a

Demonstrag¢ao. Consideremos a fungao auxiliar g : [a,b] — R, representada pela

funcao g(z) = f(x) — dzx, onde d é escolhido de modo que g(a) = g(b), ou seja,
f(b) — f(a)

d=
b—a
Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0, isto é,
b) —
9O =0=f(0) —d= (o) = 1O

]

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio de Lagrange significa que a reta
tangente ao gréafico de f no ponto de abscissa ¢, isto é, P = (¢, f(c)), é paralela a
reta secante que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)), isto é a inclinagao
da reta tangente ao grafico de f é a mesma inclinacao da reta secante. Vejamos o
grafico na Figura 4.3 que ilustra o teorema.

Um enunciado equivalente: Seja f : [a,a+h] — R continua, derivavel em (a, a+h).
Existe um nimero 0, 0 < 6 < 1 tal que f(a+h) = f(a) + f'(a+6h) - h.

Corolario 4.36: Uma funcao f : I — R, continua no intervalo I, com derivada
f'(x) = 0 para todo = € int I, é constante.

Demonstracao. Dados x,y € I quaisquer, existe ¢ entre x e y tal que

fy) — f(z)
y—x

Logo f(x) = f(y). -

=f)=0=fly) = f2) =0-(y —2) = fly) - f(z) = 0.
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Figura 4.3: Ilustracao do Teorema do Valor Médio de Lagrange.

f(e)

[

Fonte: Elaborada pelo autor.

Corolario 4.37: Se f,g : I — R sao fungoes continuas, derivaveis em int I, com
f'(x) = ¢'(x) para todo = € int I entao existe ¢ € R tal que g(z) = f(z) + ¢ para
todo x € I.
Demonstragao. Seja a funcao h : I — R definida por h(x) = g(z) — f(x) que
satisfaz h'(z) = ¢'(z) — f'(x) = 0 para todo x € int I e h(x) continua em 1.
Logo pelo Corolario 4.36, a fungao h(x) é constante. Portanto, h(z) = c e
g(x) = f(z) +c. O

Corolario 4.38: Seja f : I — R derivavel no intervalo /. Se existe k € R tal que
|f'(z)| < k para todo x € I entdo z,y € I = |f(y) — f(z)| < kly — z|.

Demonstracao. Dados x,y € I, f é continua no intervalo fechado cujo extremos
sao x,y e derivavel no seu interior. Logo, existe z entre x,y tal que

W =f'(2) = f(y) = @) = '(2)(y — @),

donde [f(y) — f(x)| = /' ()l |y — x| < kly — =,
O

Corolario 4.39: A fim de que a fungao derivavel f : I — R seja mondétona nao-
decrescente no intervalo I é necessério e suficiente que f’(z) > 0 para todo x € I. Se
f'(xz) > 0 para todo x € I entdao f é uma bijegao crescente de I sobre um intervalo J

1
e sua inversa g = f~!: J — I é derivdvel, com ¢'(y) = 7l para todo y = f(z) € J.
x

Demonstracao. Com efeito, ja sabemos que, pelo Corolério 4.27 referente ao
Teorema 4.26, que se f é mondtona nao-decrescente entao f’(x) > 0 para todo

zel.
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Reciprocamente, se vale esta condicao conforme o enunciado, entao para
quaisquer x,y em I, temos f(y) — f(z) = f'(2)(y — ), onde z € I entre z,y.

Como f'(z) > 0, vemos que f(y)— f(x) > 0,isto é, x <yem I = f(x) < f(y).
Do mesmo modo que se vé que, supondo f'(x) > 0 para todo z,y € I tem-se f
crescente. As demais afirmacoes seguem-se do Teorema 4.17 do Capitulo 4 e do
Coroldrio da Regra da Cadeia (Teorema 4.25). O

O colorario 4.39 é valido para uma funcao monétona nao-crescente que é necessario
é suficiente que f’(x) < 0 para todo = € I. Como resultado temos que se f'(x) < 0
para todo x € I entao f é um bijecao decrescente de I sobre um intervalo J.

4.4 Formula de Taylor e aplicacoes da derivada

4.4.1 Formula de Taylor

A n-ésima derivada (ou derivada de ordem n) de uma fungao no ponto a seré
indicada com a notacdo f(™(a). Para n = 1,2 e 3 escreve-se f'(a), f"(a) e f"(a)
respectivamente. Por definigao, f”(a) = (f')'(a) e assim sucessivamente temos que,
f™@(a) = [f" V] (a). Para que f™(a) tenha sentido, é necessirio que f™(x)
esteja definida num conjunto do qual a seja ponto de acumulacao e seja derivavel no
ponto x = a. Em todos os casos que consideraremos, tal conjunto sera um intervalo.
Quando existe f™(z) para todo = € I, diz-se que a funcdo f : I — R é n vezes
derivdvel no intervalo I. Quando f é n — 1 vezes derivavel numa vizinhanca de a e
existe f(a), dizemos que f : I — R é n vezes derivdvel no ponto a € I.

Dizemos que f : I — R ¢ uma funcao de classe C™, e escrevemos f € C™, quando
f é n vezes derivavel e, além disso, a funcdo f™ : I — R é continua. Quando f € C™
para todo n € N, dizemos que f é de classe C* e escrevemos f € C*. E conveniente
considerar f como sua prépria “derivada de ordem zero” e escrever f(© = f. Assim,
f € C° significa que f é uma funcao continua.

Seja a funcao f : I — R definida no intervalo I e n vezes derivavel no ponto
a € I. O polinomio de Taylor de ordem n da funcao f no ponto a é o polindomio
p(h) = ap+ arh+ -+ + a,h™ (de grau < n) cujas derivadas de ordem menor ou igual
n no ponto h = 0 coincidem com as derivadas de mesma ordem de f no ponto a,
isto é, p(0) = fW(a), i =0,1,...,n. Ora, as derivadas p®, p’(0),p"(0),..., p™(0)
determinam de modo tinico o polinémio p(k) pois p'(0) = ila;. Portanto, o polindmio
de Taylor de ordem n da funcao f no ponto a é

f™(a)

n!

"
p(h):f(a)+f’(a)-h+f2—@h2+---+ h™.
Se p(h) é o polinomio de Taylor de ordem n da fungao f : I — R no ponto a € [
entdo a funcao r(h) = f(a+ h) — p(h), definida no intervalo J = {h € R;a+ h € I},
é n vezes derivavel no ponto 0 € .J, com r(0) = r'(0) = --- = r™(0) = 0.

Lema 4.40: Seja r : J — R n vezes derivavel no ponto 0 € J. A fim de que seja

: h
r@(0) = 0 para i = 0,1,...,n, é necessdrio e suficiente que fllin% # =0.
— n
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Demonstragao. (=) Mostraremos inicialmente a condigao é necessaria.
Suponhamos inicialmente que as derivadas de r no ponto 0 sejam nulas até a
ordem n. Para n = 1, isto significa que r(0) = r/(0) = 0. Entao
r(h r(h) —r(0
lim —( ) = lim—( ) —r(0)
h—=0 h h—0 h

=7'(0)=0

Para n = 2, temos r(0) = r/(0) = 7”(0) = 0. Pelo o que acabamos de ver, isto

implica que lim ——= = 0. O Teorema do Valor Médio assegura que para todo
x—0

x
h # 0, existe x no intervalo de extremos 0 e h tal que

r(h)  r(h)—r(0) h  r'(x)
e e @ s
, or(h)y () () raN] ,
Por conseguinte, }lg%? = }lgr(l)T = }IZILI(I) . <E> =0, pois h — 0

implica que x — 0 e, além disso, ’%‘ <1 (Jz] < |h| e esta entre 0 e 1). O mesmo

argumento permite passar de n = 2 para n = 3 e assim por diante.

h
(<) Suponhamos que lllin(l) % = 0. Dai resulta, para:=0,1,2,...,n que
H
cor(h) o (r(h) ) _ 1 _ i T _
llgr(l)? = ]lgr(l) (W -h = (0. Portanto, r(0) = }lllg(l)r(h) = }lll_I}(l)W = 0.
h
Além disso, 7'(0) = }Lirré% = 0. Quanto a r”(0), consideremos a fungao
%

0 . r"(0)h? ,
auxiliar ¢ : J — R, definida por ¢ = r(h) — ———. Evidentemente, vale

»(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 0. Pela parte do lema j& demonstrada segue-se que

_ p(h) _ r(h) r"(0) _r(h) _
m = 2= = 0. Como 1 = e 5 e sabemos que }lg% *h 0, resulta
que r”(0) = 0. O mesmo argumento permite passar de n = 2 para n = 3 e assim

por diante.
O

Teorema 4.41 (Férmula de Taylor infinitesimal): Seja f : I — R n vezes derivavel
no ponto a € I. A funcdo r : J — R, definida no intervalo J ={h € R,a+ h € I}
pela igualdade

" (n)
flat )= fla)+ o) b T pe g T
. r(h) . , o
cumpre llln% e 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinémio de grau menor ou
*>

h
igual a n tal que r(h) = f(a+h)—p(h) cumpre lllir% % = 0 entao p(h) é o polinomio
—>

de Taylor de ordem n de f no ponto a, isto é,

"))
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Demonstragao. (=) A funcao r, definida pela férmula de Taylor, é n vezes
derivavel no ponto 0 e tem derivadas nulas nesse ponto, até a ordem n. Logo,
r(h)

pelo Lema anterior, vale lim ——= = 0.
h—0 h7"

h
(<) Se r(h) = f(a+ h) —p(h) é tal que }llirr(l) % = 0 entdo, novamente pelo
_>
Lema, as derivadas de 7 no ponto 0 sdo nulas até a ordem n, logo p®(0) = £ (a)
parai=0,1,2,...,n, ou seja, p(h) é o polinémio de Taylor de ordem n da fungao
f no ponto a.
[

4.4.2 Funcoes convexas e concavas
Se a # b, a reta que liga os pontos (a, A) e (b, B) no plano R? é conjunto dos
pontos (x,y) € R? tais que

B—A
y=A+-——(z—a)

ou, equivalentemente,

y:B+b (x — D).

—a

Quando se tem uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, e sao dados
a,b € X, o segmento de reta que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), pertencentes ao
grafico de f, serd chamado a secante ab.

Seja I C R um intervalo. Uma funcao f : I — R chama-se convezra quando
seu grafico se situa abaixo de qualquer de suas secantes. Em termos precisos, a
convexidade de f se exprime assim:

a<zr<b em [:>f(x)gf(a)+f(bl)):£(a>(a:—a),
ou seja,
a<zr<b em I:>f(:c)§f(b)+f(bl)):£(a)(x—b)

Portanto, f : I — R é convexa no intervalo I se, e somente se, valem as
desigualdades fundamentais:

PN (LY (O (UL (CPYORS (C]
Essas desigualdades decorre direto do fato de:
o) < g0y + LSO IO Ha) IO Sw),
PR LT (O PRPIUES (. I (UL (0
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Figura 4.4: Gréfico de uma funcao convexa f.

f(b)

f(=)
f(a)

é. x b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Qualquer umas das desigualdades acima implica a outra. Elas significam que,
a < x <b, a secante ax tem inclinacao que menor que a secante ab e esta, por sua
vez, tem inclinagao menor do que a secante xb.

Teorema 4.42: Se f : [ — R é convexa no intervalo I entao existem as derivadas
laterais f’ (c) e f'(c) em todo o ponto ¢ € int /.

Demonstracao. Em virtude das observacoes feitas acima, a funcao definida como

flz) = f(o)

Ye(x) = ——————= é mondtona nao-decrescente no intervalo J = I N (¢, +00).

Além disso, como ¢ € intl, existe a € I, com a < c¢. Portanto para a < ¢ < z,

temos que:
1016 _ {010 fl0 =10 [0Sl St 5
a c—x r—c
Logo, p.(z) > w, para todo x € J. Assim, a funcao ¢.: J — R

é limitada inferiormente. Sendo assim, existe o limite & direita lim ¢, = f} (¢).
x—ct

Raciocinio andlogo para a derivada a esquerda. O

Corolario 4.43: Uma funcao convexa f : I — R é continua em todo ponto interior
ao intervalo I.

Demonstragao. Se f: I — R é convexa, entao pelo teorema anterior as derivadas
laterais f! (c) e f_(c) existem em todo ponto ¢ € int I. Note que:

0<|f(c+h)— fe) = f(c+h})L—f(c>

Rl < M- ).

Fazendo h — 0% e h — 07, temos que }llin%) fle+h)= f(c) O
—
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Teorema 4.44: As seguintes afirmacoes sobre a funcao f : I — R, derivavel no
intervalo I, sao equivalentes:

1. f é convexa.
2. A derivada f’: I — R é mondtona nao-decrescente.

3. Para quaisquer a,z € I tem-se f(z) > f(a)+ f'(a)(x — a), ou seja, o grafico de
f esta situado acima de qualquer de suas tangentes.

Demonstragao. Provaremos as implicagoes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

(1) = (2) Sejam a < x < bem [. Como f é convexa, temos que:

[@) = 1) _ J0) = fla) _ fx) = [O)

T —a - b—a - x—b

Aplicando o limite x — a™ na primeira desigualdade e analogamente com
x — b~ na segunda desigualdade, temos que:

pia) = fia) < TO =D < iy = g,

Logo, a < b= f'(a) < f'(D).

(2) = (3) Suponhamos a < z em I. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
z € (a,x) tal que

f(@) — fla)

r—a

f'(z) = = f(z) = fla) + ['(2)(z — a).

Como f’ é mondtona nao-decrescente e a < z < x, temos que f'(z) > f'(a).

Logo, f(z) = f(a) + f'(a)(x — a)

Se x < a, pelo Teorema do Valor Médio, existe w € (x,a) tal que,

fla) = f(z)

a—x

f'(w) = = f(z) = f(a) + ['(w)(z — a).

Como f’ é monétona nao-decrescente, temos f'(w) < f'(a). Como (z —a) <0,
temos que f'(w)(z —a) > f'(a)(z — a). Portanto, f(z) > f(a) + f'(a)(x — a).

(3) = (1) Suponhamos que vale a condi¢ao (3) e sejam a < ¢ < b em I.

_'_f(bz_f(a)(c_a)'

Escrevemos a fungao a(x) = f(c) + f'(¢)(x — ¢) e chamemos o conjunto
H = {(z,y) € R%y > a(z)} o semiplano superior determinado pela reta
y = a(x), tangente ao grafico de f no ponto (c, f(c)).

Evidentemente H ¢é um subconjunto convexo do plano, isto é, o segmento que
liga quaisquer dois pontos de H estd contido em H. Da hipétese (3), temos que
os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencem a H, logo o segmento de reta que une
estes dois pontos estao contidos em H. Em particular, o ponto desse segmento

b) —
que tem abscissa ¢, ou seja, (c, fla)+ M(c — a)) , pertence a H, isto é,
a

Queremos mostrar que f(c) < f(a)

b —
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f(0) — f(a)

fla)+ HE

(c—a) > alc) = f(c)

Como a < ¢ < b sao quaisquer em I, a funcao f é convexa.
]

Corolario 4.45: Todo ponto critico de uma funcao convexa é um ponto de minimo
absoluto.

Demonstracdao. Seja a € I um ponto critico de uma funcao convexa f : I — R,
isto é, f'(a) = 0. Pela condicao (3) do Teorema 4.9, temos que:

f(x) > f(a) + f'(a)(z — a), para todo z € I.

Como f'(a) = 0 segue que f(z) > f(a) para todo = € I. Logo a é ponto de
minimo absoluto.

]

Corolario 4.46: Uma funcao f : I — R, duas vezes derivavel no intervalo I, é
convexa se, e somente se, f”(x) > 0 para todo = € I.

Demonstragao. Com efeito, f”(z) > 0 para todo x € I equivale afirmar que
f': I — R é monétona nao-decrescente (Corolario 4.39) e o que equivale afirmar
que f é convexa. ]

Uma funcao f : I — R diz-se concava quando —f é convexa, isto é, quando
o grafico de f estd acima de qualquer de suas secantes. Em termos precisos, a
convexidade de f se exprime assim:

a<zr<b em I:f(x)Zf(a)—i—f(bl)):C]:(a)(x—a),
ou seja,
a<z<b em I:>f(x)2f(b)+ww—b).

Portanto, f : I — R é concava no intervalo I se, e somente se

f@) = fla)  fO) = fla) _ fG) = )

T —a - b—a - x—>b

a<zr<b em I=

Existem as derivadas laterais de uma funcao concava em cada ponto interior ao seu
dominio, logo a funcao é continua nesse ponto. Uma funcao derivavel é concava se, e
somente se, sua derivada é mondétona nao-crescente. Uma fungao duas vezes derivavel
é concava se, e somente se, sua derivada segunda é < 0. Uma funcao derivavel é
concava se, e somente se, seu grafico esta abaixo de qualquer de suas tangentes. Todo
ponto critico de uma funcao concava é um ponto de maximo absoluto.

Existem ainda as nogoes de funcao estritamente convexa e estritamente concava,
onde se exige que
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a<z<b em [= f(z)<f(a)+

no caso convexo, com > em vez de < no caso concavo. Isto evita que o grafico de f
possua trechos retilineos.

Convexidade estrita implica que f’ seja crescente mas nao implica f”(x) > 0 para
todo x € I. Entretanto, f”(x) > 0 para todo = € I implica que f’ crescente implica
que f estritamente convexa.



Problemas de Otimizacao

A caracteristica do problema de otimizagao é que a funcao a ser otimizada (encon-
trar o maximo ou minimo) nao aparece, muitas das vezes, no seu enunciado. Sendo
assim, o aluno devera usar o seu conhecimento prévio, habilidade de investigacao, de
construcao de modelos e de resolucao de problemas, para determinar a funcao.

Em cursos de Matematica avancados, os problemas de otimizagao geralmente sao
resolvidos por Calculo Diferencial. Em um ambiente de Ensino Médio, a maioria
dos problemas de otimizacao levara a funcgoes polinomiais, como por exemplo, a
funcao quadratica. Mas o aluno nao deve pensar que esse universo de problemas
de otimizacao é limitado, pois ha muitos problemas basicos que nao se enquadram
nessa simplificacao. Porém, mesmo no Ensino Médio, é possivel lidar com problemas
de otimizacao que normalmente sé podem ser resolvidos no Ensino Superior. Esses
problemas podem ser trabalhados como situacoes problemas de investigacao, ou
seja, o aluno devera procurar a “melhor” solucao que atenda o problema. A procura
da solucao através da pesquisa empirica pode ser feita usando algum programa
matematico, como por exemplo o Geogebra.

O capitulo foi dividido em quatro segoes, sendo a primeira secao destinada
a mostrar dois resultados para determinar o ponto de maximo e/ou minimo de
uma funcao derivavel. A segunda secao aborda a construcao do grafico da funcao
quadratica usando as ferramentas do Calculo Diferencial. As duas tltimas segoes
sao destinadas a apresentacao da resolucao de problemas de otimizacao, com e
sem o auxilio das ferramentas do Calculo Diferencial. Sendo que na terceira secao
sera apresentado a resolucao de dois problemas de otimizacao sem a utilizacao
das ferramentas do calculo. Na ultima secao serao apresentados solucgoes de trés
problemas de otimizacao usando os resultados abordados na primeira se¢ao deste
capitulo. Os problemas apresentados sao encontrados nas referéncias Stewart [19],
Dante [1], Souza [18].

62
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5.1 Meétodos para resolucao de problemas de
otimizacao

No decorrer do Ensino Médio, sao abordados problemas de otimizagao na qual
deve determinar a fungao a ser otimizada (encontrar maximo ou minimo). A maior
parte deles estao associados a funcoes polinomiais e podemos nos depararmos com
exercicios dessa natureza na area da geometria, fisica, quimica, biologia, dentre outras
areas. Além dos problemas trabalhados no Ensino Médio, existem outros tipos de
questoes envolvendo maximos e minimos de fungoes que o universo da educacao
basica nao abrange.

As ferramentas vistas no Ensino Médio nao sao suficientes para resolver problemas
de otimizacao para fungoes polinomiais diferentes da funcao quadratica. Sendo assim,
sera apresentado resultados envolvendo derivada para a obtencao dos pontos de
maximos ou minimos de uma funcao real. Esses resultados seguem da teoria vista no
Capitulos 4 desse trabalho.

O resultado a seguir é conhecido como Teste da Segunda Derivada, visto nos
curso de Célculo no ensino superior. Esse teste busca a classificacao de extremos de
uma funcdo. Ele foi retirado da referéncia Neto [11], pdgina 173.

Teorema 5.1 (Teste da Segunda Derivada): Sejam [ um intervalo aberto, f : [ — R
uma fun¢do duas vezes derivavel e zp um ponto critico de f. Se f” > 0 (respectiva-
mente f” < 0) em I, entdo z( é o tnico ponto de minimo (respectivamente maximo)
global de f. Em particular, xy é o inico ponto critico de f.

Demonstragao. Suponha f” > 0 em [ (o caso f” < 0 em I é andlogo). Como
f" = (f"), o Colorario 4.39 (aplicado a f’, no lugar de f) garante que f’ é
crescente em I. Mas, como f'(xy) = 0, segue que f'(z) < 0 para z < zg e
f'(x) > 0 para = > xy. Entao, novamente pelo Corolario 4.39 garante que f é
decrescente em I N (—o0, xg] e crescente em I N [xg, +00). Logo, xg é o inico
ponto de minimo global para f e, como tal, seu inico ponto critico.

[

Antes de resolver alguns exercicios propostos no trabalho, vamos trazer outra
demonstracao das coordenadas de xy e yy da fungao quadratica.

No final se¢ao 2.3, foi demonstrado como obter o ponto de maximo ou de minimo
da fungao quadratica f(z) = ax?® + bx + ¢, a partir da forma canonica do trinomio
do segundo grau az? + bz + c¢. A demonstracao foi feita sem a utilizacao do conceito
de derivada. Vamos trazer outra demonstracao utilizando o Teorema 5.1.

Consideremos a fungio quadrética f(z) = az® + bz + ¢. Calculando a derivada
primeira, temos que f’'(z) = 2ax + b. Pela definigdo de ponto critico 4.32, temos que

Ty = ;— ¢é ponto critico da funcao f.
a
A derivada segunda da fungao f é f”(x) = 2a. Pelo Teorema 5.1, sendo o valor
de a positivo, temos um minimo global. Analogamente, sendo o valor de a negativo,

temos um maximo global no vértice xy .
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Vejamos agora um resultado da teoria vista na sec¢ao 4.4, aplicagoes da férmula
de Taylor. Esse resultado é usado para determinar maximos e minimos locais para
uma funcao f que é n vezes derivavel num ponto a. Desta forma, apenas sabendo o
valor de a, pode-se dizer qual a concavidade da parabola.

Teorema 5.2: Seja f : [ — R n vezes derivével no ponto a € int I, com f®(a) =0
para 1 <i<ne f™(a) # 0. Afirmamos que:

1. Se n for par, entdo a serd um ponto de méximo local estrito se f™(a) < 0, ou
um ponto de minimo local estrito se f™ (a) > 0.

2. Se n for impar, o ponto a nao sera de maximo nem de minimo local.

Demonstrag¢ao. Podemos escrever a férmula de Taylor como

1) , r]

n! hn

fw+h%aﬂ®—h”{

Pela defini¢ao de limite, existe § > 0 tal que paraa+h € [ e 0 < |h| < ¢
a soma dentro dos colchetes tem o mesmo sinal de f™(a). Como a € int I,
podemos tomar esse § de modo que |h| < d=a+h € I.

Entdo, quando n é par e f(a) > 0, a diferenca f(a + h) — f(a) > 0 sempre
que 0 < |h| < 4§, logo f possui um minimo local estrito no ponto a. Analogamente,
se n é par e f™(a) < 0, a diferenca f(a + h) — f(a) < 0 quando 0 < |h| < 6,
logo f tem um mdzimo local estrito no ponto a. Finalmente, se n é impar, o
fator h™ tem o mesmo sinal de h, logo a diferenga f(a + h) — f(a) muda de sinal
juntamente com h, portanto f nao tem maximo nem minimo local no ponto a.

]

5.2 Esboco do grafico da funcao quadratica

No Capitulo 4 e na se¢ao 5.1 estudamos vérias ferramentas (estudo da primeira
variagao de um funcao derivavel, teste da derivada segunda, ponto critico) do Célculo
Diferencial. Essas ferramentas permitirao esbogar com seguranca, o grafico da funcao
quadratica f(x) = ax® + bz + ¢. Um roteiro para o esboco do grafico de uma fungao
real pode ser encontrado no livro Stewart [19], no Capitulo 4, segao 4.5.

Consideremos a funcao quadratica f(z) = az? + bx + ¢ com a # 0. A demons-
tracao serd feita para a funcao f com a > 0 e o discriminante A = b* — 4ac > 0.
Analogamente, a demonstracao pode ser feita para a < 0 e para os discriminante (A)
negativo ou igual a zero.

Construgao do grafico da fungao quadratica: Seja f(z) = ax? + bx + ¢, com
0 < a # 0 e o discriminante A > 0.

Notamos que o dominio da fungao f é o conjuntos dos niimeros Reais, ou seja,
Dom(f) =R. O ponto de intersecgao com o Eixo- Y é (f(0),¢) e com o Eixo-X sao
as raizes da equacao az? + bx + ¢ = 0. Chamemos as rafzes de x; e x5 com z; < 5.
Assim, os pontos de intersec¢ao do gréfico de f com o Eixo- X s@o (z1,0) e (x9,0).
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Calculando a derivada primeira de f, temos que f'(x) = 2ax+b. Pela definigao de

ponto critico 4.32, temos que zy = ;— é o ponto critico, pois f'(zy) = 0. Notemos
a
que

—b
2
—b
2

Pelo Corolario 4.39, estudo da primeira variacao de uma funcao derivavel, temos

f(z) >0 para zy >

f(z) <0 para zy <

que a fungao f é crescente no intervalo [—b/2a, +00), a cor verde no grafico 5.1, e
decrescente no intervalo (—oo, —b/2a], a cor vermelha no grafico 5.1.
Calculando a derivada segunda da fungao f, temos que f”(z) = 2a e f” > 0 para

todo z € R. Pelo Teorema 5.1, teste da segunda derivada, concluimos que xy, = 2
a

é o tnico ponto de minimo da funcao f. Pelo Corolario 4.46, a funcao f é convexa,
ou seja, o grafico da funcao é concavo para cima.

Finalmente, observamos que nao existe assintotas ! verticais e nem assintotas
horizontais. De fato, como f é continua em R, nao hé assintotas verticais. Por outro
lado, uma vez que

Jim_f(a) = +o0 e lim_f(z) = —oc,

concluimos que nao ha assintotas horizontais.
Reunindo todas as informagoes acima e usando o software do Geogebra, tragamos
o grafico da fungao f(z) = ax? + bx + ¢, com a > 0 e A > 0, conforme a Figura 5.1.

Figura 5.1: Esboco do grafico f(z) = ax? + bx + c.

Y

f(z) =ax*+bx+c

T )

\-4/

(£(0), ¢

V= (va yV)

Fonte: Elaborada pelo autor.

IDefinicao de Assintotas: sio retas imaginarias, no sentido horizontal ou vertical, que delimitam
a aproximagao dos graficos das fungoes das mesmas, a medida que x cresce ou decresce. Ver mais
sobre assunto na referéncia Stewart [19], pagina 87 (assintota vertical) e péagina 121 (assintota
horizontal).
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5.3 Resolucao de problemas de otimizacao sem o uso
do Calculo

Como é normatizado na Base Comum Curricular (BNCC) [3] do Ensino Médio,

o foco é a construcao de uma visao da matemadtica voltada a realidade do aluno.

Portanto, a presente se¢ao apresentara duas situagoes problemas que o aluno podera
deparar no seu dia a dia.

Para resolver os problemas propostos, utilizaremos as ideias e férmulas desenvol-

vidas no final do Capitulo 2, aquelas associadas ao vértice da fungao quadratica, ou

. b A

seja, V = | ——, ——

2a°  4da

minimo que a funcao pode assumir, dependendo da concavidade de sua parabola.

). Lembrando que este ponto representa o valor maximo ou

No Capitulo 6 sera apresentado quatro etapas, sugeridas pelo autor George
Polya, para a resolucao de problemas matematicos que podem ser tuteis para os
alunos. Apresentacao das etapas no capitulo posterior é para mostrar a construcao
da sequéncia didatica proposta, visto que a resolucao dos problemas apresentada
nele nao difere da sequéncia légica da resolucao dos exercicios deste capitulo. Os
problemas apresentados foram retirados de dois livros didaticos enviados as escolas
pelo Programa Nacional do Livro Didatico e do Material Didatico (PNLD) de 2021.

Problema 1: (Livro [1], pdgina 119) Os diretores de um centro esportivo desejam
cercar com tela de alambrado o entorno de uma quadra de basquete. Foi disponibili-
zada uma tela de 200 metros de medida de comprimento. Os diretores desejam saber
quais devem ser as medidas de comprimento da largura e da profundidade da quadra
a ser cercada para que a area seja a maior possivel?

Solugao: Desejamos encontrar as medidas do comprimento e da largura da quadra de
basquete, para que ela possua uma maior area. Iremos fazer um diagrama, conforme
a Figura 5.2. Sejam A a area que queremos maximizar da quadra e z um dos lados
da quadra e o outro lado deve medir 100 — .

Figura 5.2: Quadra de basquete com comprimentos 100 — z e x.

Quadra de Basquete

I |
100 — '

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, podemos expressar a area A(x) em termos das medidas 100 — z e x

A(r) = (100 — 7) - = —2* + 100x.
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Observemos que a funcao A é uma funcao quadratica. Assim, para encontrar o
maximo de A, devemos determinar o vértice (extremo) da parabola. Sabemos que o

-b —A
V= (%7@)

_=b =100
2 2-(-1)

vértice da pardbola é

Entao, temos que

Ty =50

~A  —(100*2—4-(-1)-0)
da 4-(-1)

Portanto, as coordenadas do vértice da fungao quadratica A sao V' = (50, 25000).

= 2.500

Yy =

Concluimos entao que as medidas de comprimento da largura e da profundidade
da quadra devem ser 50 metros cada uma. Ou seja, a area maxima deve ser de
um quadrado de lado 50 metros. A area maxima é a area desse quadrado, isto é,
A =yy = 2.500 m?.

Figura 5.3: Grafico da fungao A(z) = —? + 100z.

3000 Y
V = (50, 2500
YV 2500 mcmmmmm e ( 4 )
]
2000 -
1
1500 -
i
i
1000 I
]
i
500 i
i x
a0 20 o 20 0 Ly g0 1& 120 140

Fonte: Elaborada pelo autor.

A leitura do grafico da Figura 5.3 nos diz que o Eixo-Y representa a area da
regiao da quadra e o Eixo-X representa a dimensao de um dos lados da quadra. O
que observamos é que para valores de x < 0 ou z > 100 nao ¢é possivel a construcao
da quadra, devido a condi¢ao proposta no enunciado. Portanto, o dominio da funcao
A(z) = —2* + 100z para o problema ¢ dominio Dom(A) = {z € R;0 < x < 100}.

A partir desse exercicio, um exemplo importante do problema de otimizacao de
areas diz respeito a figuras isoperimétricas: dado um perimetro fixo, que formatos ou
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proporgoes de contorno otimizam (maximizam) a drea contida nesse contorno. Nao
é objetivo do trabalho a pesquisa sobre problemas isoperimétricos, mas na mesma
Otica do problema 1, com perimetro fixo, qual o triangulo tem area maxima? A
resposta para essa pergunta é o triangulo equilatero, conforme resultado apresentado
por Lomas [11], pagina 32. Podemos encontrar outros resultados e a conjectura para
um poligono de n lados na mesma referéncia.

Problema 2: (Livro [18], pagina 38) Certa transportadora, para determinar o prego
do frete de uma caminhao com 30 toneladas de capacidade, na realizacao do trajeto
entre um posto de abastecimento e um porto, calcula para cada tonelada de carga
transportada R$ 120,00 mais R$ 8,00 por tonelada ociosa da capacidade do caminhao.
Por exemplo, para transportar uma carga de 25 t, realiza-se o seguinte calculo:

Quantia cobrada por tonelada ociosa da capacidade do

Massa da carga caminho, para cada tonelada de carga transportada (R$/t).
transportada (t).
A4
25-(120 + 8- 5) = 3000 + 1000 = 4000
A A
Quantia cobrada por tonelada ' Massa ociosa da capacidade do caminh&o (t).

de carga transportada (R$/t).

Portanto, a transportadora ird receber o valor de R$4.000,00 para transportar 25
toneladas.

Qual o maior valor que a transportadora pode receber por um frete seguindo
esses critérios?

Solucao: O que deseja-se obter é o maior valor que a transportadora pode receber
por um frete. De acordo com o exemplo dado, sejam x a massa ociosa da capacidade
desse caminhao, em toneladas e p o valor do frete, em reais. Partindo do exemplo,
podemos escrever a seguinte funcao quadratica em funcao de p e z. Assim:

p(x) = (30 — 2)(120 + 8 - ) = p(z) = —8z* 4 1202 + 3600

Dado que a funcao p é uma funcao quadratica, para achar o maior valor que a
transportadora pode receber de frete, deve-se determinar o valor extremo (yy do
vértice) da pardbola. Assim, temos

—A  —(120* —4-(—8)-3600) 14400 + 115200
4a 4. (-8) B —32

Portanto, o maior valor que a transportadora pode receber é R$4.050,00 reais.

= 4050

Yy =

Observemos esse valor no grafico da funcao p na Figura 5.4, representado no vértice
da parabola.

O grafico na Figura 5.4 é o esbogo da fungao p(x) = —a? + 120z + 3600. A
leitura do grafico representado para a situagao problema 2 corresponde que o Eixo-Y
representa o valor do frete a ser recebido pela transportadora e o Eixo-X representa
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a massa ociosa da capacidade do caminhao, em toneladas. Faz sentindo considerar
valores para x entre o intervalo 0 < x < 30, pois o caminhao possui capacidade para
30 toneladas.

Figura 5.4: Grafico da fungao p(r) = —z% + 120x + 3600.

5000 Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4 Resolugao de problemas de otimizacao com o uso
do Calculo

Para a solucao dos problemas de otimizacao que serao apresentados, iremos usar
o Teorema 5.1, Teste da Segunda Derivada. No livro do autor Stewart [19], os
resultados para a solucao dos problemas podem ser encontrados na secao 4.5 da
pagina 262.

Problema 1: (Livro [19], pdgina 294) Um fazendeiro tem 1.200 m de cerca e quer
cercar um campo retangular que esta na margem de um rio reto. Ele nao precisa de
cerca ao longo do rio. Quais sao as dimensoes do campo que tem maior area?

Solugao: Desejamos encontrar as dimensoes do campo, que tem a forma de um
retangulo. Para que ele possua uma area maior, faremos um diagrama conforme
a Figura 5.5 . Sejam A a drea que queremos maximizar do retangulo, z e y a
profundidade e a largura do retangulo (em metros). Entao, expressamos A em termos
de z e y:
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Figura 5.5: Campo retangular a margem de um rio reto.

A=y

Fonte: STEWART, 2013, p. 295.

Vamos expressar a area A em funcao de apenas uma variavel. Para isso, conside-
remos a informacao dada que o comprimento total da cerca é de 1.200 m. Logo,

22 +y = 1200 = y = 1200 — 2z

Substituindo o valor de y encontrado na expressao A = xy, temos

A(x) = 2(1200 — 27) = 1200z — 22°

Observemos que z > 0 e x < 600 (de outra forma resultaria A < 0). Logo, a
fungao que desejamos maximizar é A(x) = 12002 — 222, cujo dominio é 0 < z < 600.

Vamos encontrar o ponto critico da funcao, calculando a derivada da funcao A e
fazendo A’ = 0. Temos

A'(xz) = 1200 — 4x

e fazendo A'(x) = 0, temos que

1200 — 4z = 0 = z = 300.

Para determinarmos que este valor, x = 300, seja maximo, usaremos o critério do
Teorema 5.1, Teste da Segunda Derivada. Note que

A"(x) = -4 < 0, para todo .

Portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, concluimos que x = 300 é o tnico
mdximo global da fungao A(z) = 1200z — 222

Logo, o campo retangular dever ter 300 m de profundidade e 600 m de extensao
para ter uma maior area.

Uma observagao a ser feita em relagao a esse problema e o problema 1 da segao 5.3,
que aborda determinar as dimensoes da quadra, é que ambos pedem para determinar
a area maxima da regiao retangular. A diferenca que o problema da quadra considera
os quatro lados do retangulo, diferente do problema do fazendeiro que nao considera o
lado do retangulo ao longo da margem do rio. Essa restrigao influencia no perimetro
do poligono, pois no problema da quadra, a maior area é determinada quando se
tem um quadrado de lado 50 m, visto que no problema do fazendeiro, o poligono que
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possui maior area ¢ o retangulo de dimensoes 300 m de profundidade e 600 m de
extensao. Ambos os exercicios podem ser resolvidos usando ou nao as ferramentas
do Calculo Diferencial.

Problema 2: (Livro [19], pagina 295) Uma lata cilindrica é feita para receber um 1
litro de 6leo. Encontre as dimensoes que minimizarao o custo do metal para produzir
a lata.

Solugao: Desejamos encontrar as dimensoes da lata cilindrica para minimizar o custo
do metal para a producao dela. Observemos na Figura 5.6, um cilindro reto de raio
r e altura h, ambos em centimetros.

Figura 5.6: Cilindro reto de raio r e altura h.

h

— — i
r

Fonte: STEWART, 2013, p. 295.

Como queremos minimizar o custo do metal, devemos minimizar a area da
superficie total do cilindro, isto é, a base, a tampa e a superficie lateral. Observemos
da Figura 5.7, que a superficie lateral do cilindro é uma folha retangular com
dimensoes: base da folha 27r e altura h.

Figura 5.7: Cilindro reto: base, tampa e superficie lateral.

CZTN —
-

h

Area 2(mr?) Area (27rr)h

Fonte: STEWART, 2013, p. 295.

Portanto, a area da superficie total do cilindro é

A = 27r? 4+ 27rh.
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Dado que o volume da lata cilindrica é 1 litro, usaremos esse fato para eliminarmos
a varidvel h da expressao de A acima. Sabendo que 1 litro é igual a 1.000 cm?® e que
o volume do cilindro é calculado pela expressao V = 7r2h, temos entao que

1
7r’h = 1000 = h = 000

2
Substituindo-o na expressao para A, temos

1 2
A(r) = 2mr? + 27r <£;O> = 27r? + g

r

Portanto, a expressao que queremos minimizar é A(r) = 27wr? + , 7> 0, cujo

-
o dominio da funcéo é o intervalo (0, 4+00).

Vamos encontrar o ponto critico da funcao A, pois ele é o candidato candidato
a ser ponto de minimo e/ou maximo. Calculando a derivada da funcao e fazendo
A’ = 0. Temos entao

2000 4(mr® — 500)

A(r) = 4mr — > >

500
Entao A'(r) = 0 quando 7r® = 500; logo, o ntimero critico é r = {/ —. Uma vez
T

que o dominio da fun¢ao A é (0,+00), o ponto critico da fun¢ao nao serd uma das
extremidades do intervalo.
Usaremos o Teste da Segunda Derivada visto no Teorema 5.1 para comprovarmos

/500
que r = {/ — & ponto de minimo. De fato
T

4
Ay — a2 200 <3 @) 4000

/500
Portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, concluimos que r = {/ — é o tinico
7

ponto de minimo global.

O valor da altura h correspondente a r = { @ é
s
1000 1000 5/500
h = = = — =2r
mr?2  w(500/m)%/3 T

o : /500
Logo, para minimizar o custo da lata, o raio da base deve ser r = {/ — cm e a
T

altura, igual ao dobro do raio, ou seja, h = 2r, que é igual ao diametro.

Problema 3: (Livro [19], pdgina 299) Uma loja tem vendido 200 aparelhos repro-
dutores de Blu-ray por semana a $ 350 cada. Uma pesquisa de mercado indicou
que para cada $ 10 de desconto oferecido aos compradores, o nimero de unidades
vendidas aumenta 20 por semana. Encontre a funcao demanda e a funcao receita.
Qual o desconto que a loja deveria oferecer para maximizar sua receita?
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Solugao: Vamos dividir a solu¢ao do problema em duas partes, sendo que elas estarao
interligadas para determinar o valor do desconto para maximizar a receita.

1* Parte: Desejamos encontrar a fungao demanda (ou fungao prego) e a fungao
receita. As fungoes descritas abaixo sao de importancia para um economista ou um
industrial. Elas sao:

e C(z) = custo total da producao de x unidades de um produto, durante um
certo periodo de tempo (chamada fungao custo).

e p(z) = prego por unidade que a companhia pode cobrar se ela vender x unidades
(chamada fungao demanda ou fungao prego).

e R(z) = rendimento total da venda de x unidades de um produto durante o
periodo de tempo (chamada fungao receita).

e L(x) = lucro total obtido na venda de = unidades de um produto durante o
periodo de tempo (chamada fungao lucro).

Se x unidades forem vendidas, entao o lucro total sera

L(z) = R(z) — C(x)

Seja x o numero de reprodutores de Blu-ray vendidos por semana. Entao, o
aumento semanal nas vendas serd de x — 200. Para cada $ 10 de desconto hd um
aumento de 20 unidades vendidas, ou seja, o preco cai em $ 10 para cada aumento
de 20 unidades. Portanto, para cada unidade adicional vendida, o valor do preco

1
(decréscimo) serd de 20 x 10 e a fungao demanda ou funcao prego sera

10 1
— — (r—200) = 450 — =
p(z) = 350 50 (x —200) = 450 5%

A fungao receita é
L,
R(x) =z - p(x) = 450z — 5%

22 Parte: A fungao que devemos maximizar é a fun¢ao quadrética R(z) = 450z — %xQ
cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais R. Portanto, para determinar o desconto
para se obter uma maior receita, vamos encontrar o ponto critico da funcao, calculando
a derivada da funcao R. Temos

R'(z) =450 — x

Como R'(z) = 450—x, vemos que R'(x) = 0 quando x = 450. Para determinarmos
o valor do desconto que a loja devera oferecer para maximizar sua receita, usaremos
o Teorema 5.1, Teste da Segunda Derivada. Note que

R"(z) = 450 > 0, para todo =.



Capitulo 5. Problemas de Otimizacao 74

Portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, concluimos que z = 450 é o tnico
méximo global da fun¢ao R(z) = 450z — 51’2. Esse valor de = ¢ o valor extremo da

fungao quadrética (vértice da pardbola), conforme pode ver verificado pelo grafico
da funcao R na Figura 5.8.
Portanto, o prego correspondente a x = 450 é

1
p(450) = 450 — (450) = 225

e o desconto é 350 — 225 = 125. Logo, para maximizar a receita, a loja deveria
oferecer um desconto de $125.

1
Figura 5.8: Gréfico da fungao R(z) = 450x — 51:2.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Curriculo no Ensino Médio e a resolu-
cao de problemas

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [3], homologada pelo ministro da
Educagao em 14 de dezembro de 2018, ¢ um documento de carater normativo que
define os processos de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver
ao longo das etapas da Educagao Basica. E portanto, a BNCC deve assegurar os
direitos de aprendizagem e desenvolvimento conforme prescreve o Plano Nacional de
Educagao (PNE).

O mais recente documento de orientacao do sistema educacional brasileiro, a
BNCC [3], retém esse cerne da importancia da contextualizacdo elencado pelos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), defendendo:

. no Ensino Médio o foco é a construcao de uma visdo integrada
da Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contextos. Con-
sequentemente, quando a realidade ¢é a referéncia, é preciso levar
em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio
— impactados de diferentes maneiras pelos avangos tecnolégicos,
pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos de bem
viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. (BRASIL, 2018, p.528)

De acordo com BNCC [3], a formulagao dos curriculos e as propostas pedagégicas
dos sistemas das redes escolares dos Estados, Distrito Federal e dos Municipios
devem-se nortear pelo documento. Atendendo a Base Nacional Comum Curricular,
foi homologado no dia 07 de abril de 2021 o Curriculo Referéncia do Ensino Médio
de Minas Gerais.

O Curriculo Referéncia do Ensino Médio de Minas Gerais é composto pela forma-
¢ao geral basica que compreende as quatro areas do conhecimento e seus componentes
curriculares: Linguagens e suas tecnologias; Matematica e suas tecnologias; Ciéncias
da Natureza e suas tecnologias; Ciéncias Humanas e Sociais aplicadas. O documento
considera as aprendizagens comuns e obrigatérias definidas na BNCC e buscam tornar
essa etapa de ensino mais atraente para os estudantes. Sendo assim, a homologacao
do curriculo é um dos passos para o Novo Ensino Médio, que tem data de previsao

75
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de implantacao para 2022. Como ressalta a diretora do Ensino Médio da Secretaria
de Estado de Educacao de Minas Gerais, Leticia Palma:

O novo ensino médio tem o objetivo de tornar a etapa mais atraente
e conectada com os anseios das juventudes, prevendo a implemen-
tagdo gradativa e de maneira possivel para as escolas. A tarefa é
construir um desenho que implemente o curriculo referéncia para
o Ensino Médio, em conjunto com a organizacao curricular mais
flexivel, que propoe novas perspectivas aos estudantes, ampliando
a carga horaria, de acordo com as normas. Os primeiros anos de
implementagao serao de muito aprendizado e trabalho comparti-
lhado.

Considerando os pressupostos descritos na BNCC, no que tange a articulagao
das competéncias e das habilidades especificas de cada uma das etapas constantes
da Educagao Baésica, a area da Matematica e suas Tecnologias deve garantir aos
estudantes o desenvolvimento de cinco competéncias especificas (ver documento
BNCC [3], pagina 531). E relacionadas a cada uma delas, sdo descritas as habilidades
a serem alcancadas pelos estudantes no decorrer dessa etapa.

As competéncias especificas propostas na BNCC, de cada area do conhecimento,
nao tém uma ordem preestabelecida. Elas se interligam de modo que o desenvol-
vimento de uma requer, em determinadas situacgoes, a mobilizacao de outras. A
cada competéncia sao associadas varias habilidades que irao tracar os parametros a
serem adotados e a sequéncia didatica sugerida neste trabalho, para o contetdo de
otimizacao no Ensino Médio, elas estao tracadas nas tabelas abaixo. E importante
ressaltar que as habilidades estao associadas a determinada competéncia, nao significa
que ela nao contribua para o desenvolvimento de outras.

Fazendo o estudo detalhado das competéncias especificas e das habilidades re-
lacionadas a cada uma competéncia, é possivel perceber particularidades do tema
do trabalho em cada uma delas. Na competéncia especifica 3, sao relacionadas as
habilidades presentes para a resolucao e elaboracao de problemas. Na competéncia
especifica 5, nota-se a habilidade de investigar pontos de maximos e minimos de
funcoes quadraticas. As tabelas 6.1, 6.2 mostram uma leitura do retrato das habili-
dades mais interligadas ao projeto de pesquisa pautado na BNCC, conforme cada
competéncia especifica da area de Matematica.

No Ensino Médio, o foco é a construcao de uma visao integrada da Matematica,
aplicada a realidade, em diferentes contextos. Para que os propésitos de formular e
resolver problemas em diversos contextos com maior autonomia e usando os recursos
matematicos necessarios, os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos
processos de investigagao, de construcao de modelos e de resolucao de problemas. Para
tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base na discussao e verificacao conjunta, devem aprender conceitos
e desenvolver representacoes e procedimentos cada vez mais elaborados.

E tratando da temdtica resolucao de problemas, o autor Geoge Polya ! elucida

1George Polya foi um matemdtico hingaro que viveu de 1887 a 1985. Professor na Universidade
de Stanford, fez contribui¢oes fundamentais em Anélise Combinatéria, Teoria dos Numeros, Andlise
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no seu livro How to Solve It, traduzido para o portugués com o titulo A Arte de
Resolver Problemas [10], algumas ideias heuristicas, que na opinido do autor, essas

ideias podem ajudar alunos e professores interessados na resolucao de problemas

matematicos.

Unidades Tematicas

Competéncia Especifica

Habilidades

Ntmero e Algebra

Utilizar estratégias, conceitos
e procedimentos matematicos
para interpretar situacoes em di-
versos contextos, sejam ativida-
des cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Huma-
nas, das questoes socioeconomi-
cas ou tecnoldgicas, divulgados
por diferentes meios, de modo
a contribuir para uma formacao
geral.

(EM13MAT101) Interpre-
tar criticamente situacoes
econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Na-
tureza que envolvam a va-
riagao de grandezas, pela
analise dos graficos das fun-
¢oes representadas e das ta-
xas de variagdo, com ou sem
apoio de tecnologias digi-
tais.

Geometria e Medidas

Propor ou participar de acoes
para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar
decisoOes éticas e socialmente res-
ponséaveis, com base na andlise
de problemas sociais, como os
voltados a situacoes de satude,
sustentabilidade, das implica-
¢oes da tecnologia no mundo do
trabalho, entre outros, mobili-
zando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens pro-
prios da Matematica.

(EM13MAT201) Propor ou
participar de acoes ade-
quadas as demandas da
regiao, preferencialmente
para sua comunidade, en-
volvendo medigoes e calcu-
los de perimetro, de area,
de volume, de capacidade
ou de massa.

Geometria e Medidas

Utilizar estratégias, conceitos,
defini¢oes e procedimentos ma-
tematicos para interpretar, cons-
truir modelos e resolver proble-
mas em diversos contextos, anali-
sando a plausibilidade dos resul-
tados e a adequagao das solugoes
propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(EM13MAT309) Resolver e
elaborar problemas que en-
volvem o célculo de 4reas
totais e de volumes de pris-
mas, pirdmides e corpos re-
dondos em situacoes reais
(como o célculo do gasto de
material para revestimento
ou pinturas de objetos cu-
jos formatos sejam composi-
¢oes dos solidos estudados),
com ou sem apoio de tecno-
logias digitais.

Tabela 6.1: Competéncias e habilidades para abordagem do tema Otimi-
zacao para o 12 ao 32 ano do Ensino Médio.

Numérica e Teoria da Probabilidade.
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Unidades Tematicas

Competéncia Especifica

Habilidades

Ntimero e Algebra

Utilizar estratégias, conceitos,
defini¢oes e procedimentos ma-
tematicos para interpretar, cons-
truir modelos e resolver proble-
mas em diversos contextos, anali-
sando a plausibilidade dos resul-
tados e a adequacao das solucoes
propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(EM13MAT302) Construir
modelos empregando as
funcoes polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver
problemas em contextos di-
Versos, com ou sem apoio
de tecnologias digitais.

Ntmeros e Algebra

Compreender e utilizar, com fle-
xibilidade e precisao, diferentes
registros de representacao mate-
maticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.),
na busca de solugao e comunica-
¢ao de resultados de problemas.

(EM13MAT402) Converter
representagoes algébricas
de funcoes polinomiais de
29 grau em representacoes
geométricas no plano car-
tesiano, distinguindo os ca-
S0S nos quais uma variavel
for diretamente proporcio-
nal ao quadrado da outra,
recorrendo ou nao a softwa-
res ou aplicativos de alge-
bra e geometria dinamica,
entre outros materiais.

Ntimeros e Algebra

Investigar e estabelecer conjectu-
ras a respeito de diferentes con-
ceitos e propriedades matemé-
ticas, empregando estratégias e
recursos, como observacgao de pa-
droes, experimentacoes e diferen-
tes tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de uma de-
monstracao cada vez mais for-
mal na validagao das referidas
conjecturas.

(EM13MAT503) Investigar
pontos de méximo ou de
minimo de fungoes quadra-
ticas em contextos envol-
vendo superficies, Matemé-
tica Financeira ou Cine-
matica, entre outros, com
apoio de tecnologias digi-
tais.

Tabela 6.2: Competéncias e habilidades para abordagem do tema Otimi-
zacao para o 12 ao 3° ano do Ensino Médio.

Procurando organizar um pouco o processo de resolucao de problemas, George
Polya o dividiu em quatro etapas. As etapas desse processo citado em seu livro [10]
sao: Compreender o problema; Estabelecimento de um plano; Execucao do plano;
Reflexao da solugao. Para o autor, a metodologia de ensino apresentada no seu livro
contribui para que os alunos possam desenvolver estruturas cognitivas de qualidade.
O autor sugere que se faca uma reflexao e adote principios sobre a arte de resolver
problemas para melhorar a qualidade das aulas de Matemaética.

No livro de calculo diferencial do autor James Stewart [19], pagina 294, o autor
fala dos métodos abordados no capitulo para encontrar os valores extremos em
situacoes problemas do dia a dia. O autor cita ainda que na solucao destes problemas,

o maior desafio é converter o problema em um problema de otimizag¢ao matematica,
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determinando a funcao que deve ser maximizada ou minimizada.

O autor Stewart menciona os principios da resolucao de problemas que foram
discutidos no livro e faz adaptacoes para as situagoes problemas que envolvem o tema
de Otimizacao. Fazendo uma ponte com as etapas citadas por Polya em seu livro
para a resolucao de problemas matematicos, é possivel ver semelhanca com que o
autor escreveu no livro em 1978 com as etapas apresentadas por Stewart. O marcante
nessas etapas é que o aluno possa compreender o problema, elaborar um diagrama
(podemos dizer planejar a solugdo) e introduzir uma notagao para as grandezas a
serem determinadas.

Problemas de Otimizacao sao presentes no dia a dia de qualquer ser humano e,
encontrar uma maneira de achar a melhor solugao para eles, faz com que a justificativa
de resolver problemas matematicos seja foco no Ensino Médio dos discentes. Conforme
a BNCC, que reitera que resolver e elaborar problemas é essencial para a formacao
humana integral dos estudantes, as etapas sugeridas por Pélya em seu livro podem
ser usadas no cotidiano dos alunos para que eles possam resolver varias situagoes.
Sendo assim, os verbos compreender, planejar, resolver e refletir sao essenciais para
que os alunos desenvolvam um raciocinio légico-dedutivo dentro dessa area aplicada
da Matematica: Otimizagao.

6.1 Sequeéncia didatica: resolucao de problemas de
otimizacao

O conceito de sequéncia didatica, nada mais é que uma forma de organizar
de forma sequencial a execucao das atividades e a definicao clara de um objetivo
de ensino-aprendizagem. Partindo desse principio, a elaboragao de uma sequéncia
didatica, e estruturado na BNCC, foram retirados de alguns livros didéticos enviados
para as escolas estaduais do Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) do ano de 2021, problemas de otimizagao e aplicagdes ao estudo de fungoes
quadraticas. As escolhas desses problemas foram a base para a elaboracao do roteiro
da sequéncia didatica deste trabalho. Esses problemas podem ser encontrados nos
livros do Dante et. al [1], Logen et. al [12], Souza [18], Bonjorno et. al [1].

Dentro da area do conhecimento de Matematica e suas Tecnologias, a habilidade
de investigar pontos de méximo ou de minimo de fungoes quadraticas, expressa na
competéncia numero 5 da BNCC, foi elaborada uma sequéncia didatica composta
por 4 (quatro) atividades. Essas atividades poderao ser aplicadas aos alunos do
terceiro ano do ensino médio. A sequéncia didatica que é composta por quatro
atividades, inicia com a aplicacao de uma atividade de nivelamento para identificar
os conhecimentos dos alunos. Essa atividade sera a motivadora para o trabalho das
outras trés atividades da sequéncia didatica. O planejamento para essa sequéncia
didatica é para um total de seis aulas de 50 minutos, podendo variar de acordo com
a realidade da turma.

A pandemia de COVID-19 mudou a vida social por meio de medidas de quarentena,
impactando diretamente na Educacao. Essa nova realidade no ao longo de 2020 e
2021 impactou na interrupc¢ao das aulas presenciais. Com essa nova realidade, a
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sequéncia didatica proposta no projeto tinha como cronograma a execuc¢ao no ano
de 2021. Devido a pandemia de COVID-19, a aplicacao nao foi possivel devido
a varios fatores para execucao das aulas sincronas como: falta de equipamentos
como computadores, tablets, smartphones modernos que possuem memoria para
o armazenamento de aplicativos, acesso a internet banda larga, acesso a internet
somente por banco de dados dentre outros.

6.2 Descricao da sequéncia didatica

Contetidos abordados: Equacoes do 2° grau. Funcao quadratica.
Tema: Problemas de méximo ou minimo de funcao quadratica.

Justificativa: A resolucao de problemas que abordam o estudo de maximo ou minimo
de fungao, neste caso, determinar os extremos de uma func¢ao, podera ajudar os
discentes a compreensao de fenomenos do seu contexto social e permitird que eles
criem relagoes interculturais. Portanto, abordar problemas de otimizacao e suas
aplicacoes ao estudo de fungoes pode despertar o interesse dos alunos do Ensino
Médio para a Matematica. O tema é proposto na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) do Ensino Médio em que “Resolver e Elaborar Problemas” devem estar
presentes na formacao dos alunos.

Competéncias da BNCC:

Competéncia especifica 3: Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes
propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

Competéncia especifica 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
como observagao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das
referidas conjecturas.

Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemadtica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simultaneas, usando
técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung¢oes polinomiais de 1° ou
29 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT503) Investigar pontos de méximo ou de minimo de fungoes quadraticas
em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica, entre
outros, com apoio de tecnologias digitais.
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Objetivos:

e Consolidagao, ampliacao e aprofundamento das aprendizagens essenciais do
Ensino Fundamental.

e Construcao de uma visao integrada da Matemadtica aplicada a realidade, em
diferentes contextos.

e Desenvolver o raciocinio hipotético-dedutivo.
e Retomar a resolucao de equacoes do 2° grau vista no Ensino Fundamental.
e Compreender o conceito de funcao quadratica.

e Utilizar funcoes quadraticas para modelar e resolver problemas em contextos
diversos.

e Construir graficos de fungoes quadraticas com e sem recursos digitais.

e Compreender o que é vértice da parabola e investigar ponto de maximo ou de
minimo de fungoes quadraticas.

Piblico-alvo: Alunos do 32 ano do Ensino Médio.

Recursos: Serao usados como recursos os instrumentos como o quadro branco, folhas
de papel, livro didatico, computador, Datashow, celular.

Avaliagao: Ao final de cada aula das atividades propostas ou quando do término
do processo de ensino-aprendizagem a avaliacao ocorrera de forma processual ou de
forma participativa para a verificagao da consolidacao dos conhecimentos dos alunos.

Cronograma:

12 ATIVIDADE: Na primeira aula serd aplicada a atividade de nivelamento para
identificar os conhecimentos prévios que servirao como pré-requisitos para o estudo
do tema da dissertacao. Essa atividade abordara os conteidos: nimeros racionais,
potenciacao, nimeros irracionais, expressao algébrica, cdlculo do valor numérico de
expressoes algébricas, equacao do 2° grau, sistema de equacao do 2° grau, drea de
figura plana, plano cartesiano, fungao afim, funcao quadratica.

22 ATIVIDADE: Na segunda atividade da sequéncia didatica, a proposta é fazer
a correcao da atividade de nivelamento aplicada a turma na primeira aula, bem
como um momento para esclarecimento de duvidas dos alunos. Sera também uma
oportunidade para trabalhar conteidos que os alunos nao estudaram no Ensino
Médio, ou entao, que nao consolidaram no Ensino Fundamental. O planejamento
dessa atividade ira requerer duas aulas de 50 minutos.
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32 ATIVIDADE: A quarta aula, que corresponde a terceira atividade, tem por
objetivo, por meio de uma aula expositiva, apresentar um exemplo de problema de
otimizacao, no qual o modelo matematico para a situacao é a obtencao do ponto de
maximo de uma funcao quadratica. A situagao problema que serd a motivadora para
o discurso foi abordada na atividade de nivelamento, questao de nimero 5 (cinco).
O planejamento para essa aula abordara a metodologia empregada no livro de Pdélya
para a resolucao de problemas. A aula tera dois momentos. O primeiro serd com a
resolucao de dois problemas com o emprego dos passos apresentados no livro de Pélya
e o segundo momento serd pedido aos alunos que resolvam a atividade de nivelamento
nimero onze usando os passos apresentados nos dois exemplos. Apds aplicacao
da metodologia do autor Podlya, espera-se que o aluno encontre como resposta a
alternativa D (dimensoes 15 metros e 30 metros). A duragdo dessa terceira atividade
serd de duas aulas de 50 minutos.

Problema 1: (Livro [19], pdgina 294) Um fazendeiro tem 1.200 m de cerca e quer
cercar um campo retangular que estd na margem de um rio reto. Ele nao precisa de
cerca ao longo do rio. Quais sao as dimensoes do campo que tem maior area?

Seguindo as quatro etapas de George Polya para a resolucao de problemas,
elucidada no seu livro “A arte de resolver problemas” [16], vamos organizar o processo
da resolucao da situagao problema. As etapas serao apresentadas aos alunos para
que eles possam no subconsciente mentalizar o processo para resolver problemas de
otimizagao.

1. Compreender o problema: o aluno, apds ler cuidadosamente até que seja
entendido claramente o problema, deve fazer as seguintes inferéncias: O que é
desconhecido? Quais sao as quantidades dadas? Quais sao as condicoes dadas?

(a) O que é dado no problema? E dado no problema a metragem de 1.200
metros para cercar o campo retangular, sem a necessidade de cercar ao
longo do rio.

(b) O que é desconhecido? As dimensoes do campo retangular.

(c) O que se pede? As dimensoes do campo para que ele tenha a maior drea.

2. Estabelecer um plano: O aluno devera fazer um desenho e marcar as quanti-
dades dadas e pedidas no diagrama, sendo x e y a profundidade e a largura do
retangulo (em metros), respectivamente, confomre a Figura 6.1.

Observando o desenho com as quantidades desconhecidas, deseja se maximizar
a area A do retangulo. Entao, devera expressar a area A em termos de x e y:
A = xy (I). O outro passo agora é usar informagao de que o comprimento total
da cerca é de 1.200 m. Essa informacao representa o perimetro do retangulo,
desconsiderando o lado do campo em torno do rio. Logo, 2x + y = 1200 (II)
é perimetro do campo.

3. Executar o plano: Queremos expressar a area A como uma funcao de apenas
uma variavel, assim, eliminamos y expressando-o em termos de x. Munidos
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Figura 6.1: Caso geral do problema 1.

Fonte: STEWART, 2013, p. 295.

da equacao (I) e (II) da etapa anterior, o aluno deverd montar o sistema de
equacoes abaixo:

20 +y = 1200 = y = 1200 — 2z
A = xy = 2(1200 — 22) = 1200z — 222 (III)

Sobre a equacao (III), A(x) = 1200z — 2z?%, que representa uma fungao
quadratica, o aluno devera determinar o ponto extremo, isto é, determinar o
-b —A
vértice da parabola, dado por V = | —, —— |. Assim:
2a " 4a
—b  —1200 —1200
L= - — 300
T 9y T2 (—2) T -4
A (b —dac)  —[1200% —4-(=2)-0]
T 4a 1-(-2)

Assim, o campo retangular deve ter 300 m de profundidade e 600 m de extensao
para ter a area maxima de 180.000 m?.

4. Verificar (refletir) a solugao:

A partir da lei de formacdo da funcio quadratica, A(x) = 1200z — 222, o grafico
da funcao podera ser construido, para a constatacao do vértice da parabola,
que é V = (300, 180.000). O aluno podera usar a software GeoGebra ou fazer
um esboco com os conhecimentos ja adquiridos. Ver o grafico na figura 6.2.

Problema 2: (Livro [!], pdgina 116) A trajetdria da bola, em um chute a gol, descreve
uma parabola. Supondo que a medida do comprimento de altura h, em metros, e t
segundos ap6s o chute, seja dada por h = —t? + 6t, responda aos itens.

a) Em que instante a bola atinge a medida de comprimento de altura méaxima?

b) Qual é a medida de comprimento de altura méxima atingida pela bola?

Para a solucao desse problema, iremos adotar as etapas mencionadas no livro de
Polya, conforme exemplo seguido no problema 1. Assim:
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Figura 6.2: Grafico da fungao A(z) = 1200z — 222

YV 1e0000 {==cecccacnaaa

150000 4

140000

120000 4
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100000 -
80000 4
G0000
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20000 4
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Fonte: Elaborada pelo autor.

1. Compreender o problema: o aluno, apds ler cuidadosamente até que seja
entendido claramente o problema, deve fazer as seguintes inferéncias: O que ¢é
desconhecido? Quais sao as quantidades dadas? Quais sao as condi¢oes dadas?

(a) O que é dado no problema? E dado no problema a funcao quadrética
h = —t* + 6t.
(b) O que é desconhecido? A altura h que a bola atinge em metros e o tempo

(instante) t em segundos apés o chute.

(c) O que se pede? No item (a), pede o instante que a bola atinge a altura
maxima e no item (b), pede a altura maxima atingida pela bola.

2. Estabelecer um plano: O aluno deverd fazer o esboco do grafico da funcao
quadrdtica h(t) = —t? + 6t e observar que os dados que sao desconhecidos é o
vértice, V = (ty, hy), da fungao h.

3. Executar o plano:

3.1. Item a: conforme a leitura do gréafico no passo anterior, o dado solicitado,
o instante que a bola atinge a altura maxima, é a coordenada xy = ty.
Assim temos:

-b -6 —6

ty= —=—"=— =3
V724 2(-1) =2

Logo, a bola atinge a altura maxima no instante ¢ = 3 segundos.
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Figura 6.3: Grafico da fungao h(t) = —t* + 6t.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2. Item b: conforme a leitura do grafico, o dado solicitado, o comprimento
que a bola atinge a altura maxima, é a coordenada 3y = hy. Assim temos:

-A  —(b*—4ac)  —[6*—4-(-1)-0] —36
da 4a B 4-(-1) 4

ty = =9.
Portanto, a medida do comprimento da altura méxima atingida pela bola
¢ h = 9 metros.

4. Verificar (refletir) a solugao: A partir do esbogo do gréfico da fun¢ao quadra-
tica construida no passo 2, utilizando o software Geogebra, conclui-se que o
ponto maximo atingido pela bola é o vértice da funcao e as coordenadas do
vértice determina as medidas pedidas nos itens do problema. Pode verificar
que quando o ty = 3 segundos, o valor de hy(3) = —3% + 6 -3 = 9 metros é
altura maxima.

2° momento da 32 Atividade:

Atividade do teste nivelamento, questao 11: Murilo comprou 60 metros de cerca
para fazer um cercado em formato de retangulo para seu cachorro no quintal de sua
moradia. Ele vai aproveitar uma parede como um lado do cercado de acordo com
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a figura a seguir. Sabendo que ele vai utilizar toda a cerca comprada, quais sao as
medidas do retangulo de forma que a area cercada seja a maior possivel?

A) dimensoes de 12,5 m e 15 m. parede

B) dimensoes de 12,5 m e 35 m. P BT S BLHE 4

C) dimensodes de 15 m e 22,5 m.

D) dimensodes de 15 m e 30 m. cerca cerca
cerca

Fonte: Bonjorno et. al, 2020, p. 135.

42 ATIVIDADE: A execucao da quarta atividade que corresponde & quinta e a sexta
aulas ministradas aos alunos, seguira o seguinte planejamento: os alunos irao receber
uma lista contendo 3 problemas por aula. Eles terao uma média de 20 minutos para
resolverem os exercicios. Apds esgotado o tempo, sera feito um levantamento de
quais problemas os alunos conseguiram resolver, quais as duvidas encontradas. Apos
a coleta das informacoes, serao resolvidos no quadro branco os problemas da lista.
Esta atividade sera dividida em duas aulas de 50 minutos, sendo que cada aula ira
seguir o planejamento descrito para a quarta atividade.

Tais exercicios, para os alunos resolverem sao questoes retiradas de alguns vesti-
bulares, como o IFMG, UEMG e do Enem e eles estao nos livros do Ensino Médio.

1# Questao: (Livro [10], pdgina 156) Com 80 metros um fazendeiro deseja circundar
uma area retangular junto a um rio para confinar alguns animais.

rio

area
cercada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quais devem ser as medidas do retangulo para que a area cercada seja a maior
possivel?

Comentario: O primeiro exercicio da quarta atividade é para que os alunos possam
aplicar os passos seguidos para a resolu¢ao de um problema, visto na 3 Atividade
da sequéncia didatica. O grau de dificuldade da questao é de nivel baixo, devido o
modelo da solucao ja ter sido apresentada aos alunos. A resolucao da atividade é a
mesma do problema 1 da sequéncia didatica. Tem-se por objetivo que os alunos sigam
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os passos demonstrados nela. A resposta da atividade é: dimensoes do retangulo 20
metros e 40 metros.

22 Questao: (IFMG 2013) O gerente de um estabelecimento comercial observou que
o lucro (L) de sua loja dependia da quantidade de clientes (c) que frequentavam o
mesmo diariamente. Um matematico analisando a situacao estabeleceu a seguinte
funcao:

L(c) = —c* + 60c — 500

Qual seria o nimero de clientes necessario para que o gerente obtivesse o lucro
maximo em seu estabelecimento?

32.
34.

H o Qwm =

) 28.
) 29.
) 30
)

) 34

Comentario: O objetivo do exercicio é que os alunos reconhecam que a funcao dada
¢ uma funcao quadratica e que eles determinem o vértice da parabola. O grau
de dificuldade do exercicio é nivel baixo. O vértice da pardabola da fungao dada é
V' = (30,400). A resposta do problema ¢é a alternativa C.

3% Questao: (Livro [12], pagina 95) (ENEM PPL 2009) Uma empresa vendia, por
més, 200 unidades de certo produto ao preco de R$ 40,00 a unidade. A empresa
passou a conceder desconto na venda desse produto e verificou—se que a cada real de
desconto concedido por unidade do produto implicava na venda de 10 unidades a
mais por més. Para obter o faturamento maximo em um meés, o valor do desconto,
por unidade do produto, deve ser igual a

A) R$ 5,00.

B) R$ 10,00.
C) R$ 12,00.
D) R$ 15,00.
E) R$ 20,00.

Comentario: O objetivo do exercicio é trazer uma situagao problema que pode ser
vivenciada no dia a dia do aluno. O grau de dificuldade do exercicio é nivel alto.
O aluno devera perceber que se trata de um problema de otimizacao e, neste caso,
determinar o xy da parabola. A estratégia para a resolucao é a informagao que o
faturamento da empresa é o preco unitario vezes a quantidade vendida, podendo
escrever a fungao f(x) que fornece o faturamento em fungao do desconto. Espera-se
que o aluno possa chegar na funcdo f(z) = (40 — ) - (200 + 10z), sendo a varidvel =
o valor do desconto em reais. A funcao obtida é uma funcao quadratica e o valor do
desconto para o faturamento maximo corresponde a coordenada do xy. Portanto, a
resposta do exercicio é a alternativa B (R$10,00).
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4% Questao: (Livro [1], pdgina 135) (UEMG) Suponha que numa fébrica de barras
de chocolate o custo total da produgao, em reais, é dado por C(z) = 2% — 20z + 600,
em que X é a quantidade de barras produzidas. Nesse caso, ¢ CORRETO afirmar
que:

A) a produgao de 10 barras é a que proporciona o custo minimo da produgao.
B) quando sao produzidas 20 barras, o custo total da producao é de R$ 400,00.
C) o custo méximo da produgao é de R$ 600,00.

D) o custo minimo da produgao é de R$ 650,00.

Comentario: O objetivo do exercicio é fazer assertivas sobre uma situacao problema e
os alunos julgarem se elas sao verdadeiras ou falsas. As inferéncias sobre as assertivas
estao relacionadas a valores de maximo, ou minimo, da abscissa ou da ordenada da
funcao quadratica dada. O grau de dificuldade é nivel médio. A resposta do exercicio
é alternativa A.

52 Questao: (ENEM [5], 2017) Viveiros de lagostas sao construidos por cooperativas
locais de pescadores em formato de prismas reto-retangulares, fixados ao solo e com
telas flexiveis de mesma altura, capazes de suportar a corrosao maritima. Para cada
viveiro a ser construido, a cooperativa utiliza integralmente 100 metros lineares dessa
tela, que é usada apenas na laterais.

Nivel do mar

X

Quais devem ser os valores de X e Y, em metros para que a area da base do
viveiro seja maxima?

Comentario: O exercicio, como os demais dos cincos exercicios propostos, tem o
objetivo de usar a metodologia de Pdlya para resolvé-los. O exercicio trabalha com a
geometria espacial e a geometria plana, no qual deseja obter as dimensoes da base do
viveiro para tornar a area maxima. O grau de dificuldade é nivel médio. Espera-se
que o aluno use as mesmas estratégias usadas no primeiro exercicio desta lista para
resolver. A resposta do exercicio é a alternativa D.
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6% Questao: (ENEM [5], 2020 Digital) Uma empresa de chocolates consultou o
gerente de producao e verificou que existem cinco tipos diferentes de barras de
chocolate que podem ser produzidas, com os seguintes precos no mercado:

e Barra I: R$ 2,00;

Barra II: R$ 3,50;

Barra III: RS 4,00;

Barra IV: R$ 7,00;

Barra V: R$ 8,00.

Analisando as tendéncias do mercado, que incluem a quantidade vendida e a
procura pelos consumidores, o gerente de vendas da empresa verificou que o lucro L
com a venda de barras de chocolate é expresso pela fungao L(z) = —2? + 14x — 45,
em que x representa o preco da barra de chocolate. A empresa decide investir na
fabricacao da barra de chocolate cujo preco praticado no mercado renderd o maior
lucro.

Nessas condigoes, a empresa deverd investir na producao da barra

L.
IT.

Boaozgz

I
II1
V.
v

Comentdrio: Questao interessante do ENEM 2020 (aplicacao digital) que trata sobre
ponto extremo da funcao quadratica. O objetivo é que os alunos possam reconhecer
que a funcao dada é uma fungao quadratica e que eles calculem o vértice da parabola.
O grau de dificuldade do exercicio é nivel baixo. O vértice da pardbola é V = (7,4)
e com isso espera que o aluno julgue a alternativa D com o preco no mercado que ira
gerar o maior lucro.



Consideracoes Finais

Por meio da pesquisa deste trabalho, pode-se perceber que o ensino da Matematica
tem evidenciado grandes desafios, entres eles o despertar da consciéncia dos alunos
para a disciplina. Levando em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino
Médio, destaca-se a importancia da referéncia ser a realidade dos alunos. Buscando
situacoes problemas da vivéncia dos estudantes, deparamos com os problemas de
otimizagao, comuns em nossa vida diaria. Em Matemadtica, o termo otimizacgao
refere-se ao estudo de problemas em que se busca maximizar ou minimizar uma
funcao através da escolha sistematica de valores de um conjunto. Portanto, esses
problemas sao aqueles para os quais envolvem o processo de encontrar a melhor
solucao para uma situacao problema. Podemos verificar que existem diversas areas
de aplicagao desses problemas, como a engenharia, biologia, economia e outras.

A pesquisa revelou que os problemas de otimizagao surgiram ha muito tempo,
como podemos ver na Grécia Antiga, no século III a.C. e, os gregos tinham interesse
em compreender o “6timo” de um determinado fenémeno. Com surgimento do Calculo
Diferencial, os problemas de otimizacao passaram a ser resolvidos de uma forma
mais simples. Usando a derivada, as principais aplicagoes como a otimizacao, é uma
excelente ferramenta para a resolugao desses tipos de problemas. A trajetéria do
trabalho é o estudo formal do Calculo Diferencial por meio da analise real de uma
variavel, como a ferramenta de sustentacao para o professor. Mostramos que existe
outra técnica para a resolucao desses modelos de problemas, como o estudo de valores
de maximos e minimos de fungoes quadraticas. Essa técnica é empregada na escola
publica para os alunos do Ensino Médio e teve o foco para a elaboracao da sequéncia
didética do trabalho.

A anélise realizada dos problemas que envolvem as fungoes quadraticas, ao
construir o grafico da fungao, permite ao professor verificar que o vértice da parabola
pode ser denominado o ponto de otimizacao, sendo ele ponto de maximo ou de
minimo. Neste contexto, o professor pode explorar o recurso da tecnologia em sala
de aula, com o uso do software Geogebra [7] para a investigacdo dos contetdos
ministrados, pelo professor, sendo muito 1util nas aulas de Matematica. O estudo
de diversos problemas de otimizagao, sendo eles resolvidos com o uso do Caélculo
Diferencial ou nao ¢ viavel inseri-los em sala de aula no Ensino Médio, com a selecao

90
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do professor e que eles trabalhem com a realidade dos alunos. Esses problemas
permitem ao professor o trabalho de conceitos relacionados ao estudo de fungoes
quadraticas, nocoes geométricas, nogoes de limites e derivadas, apesar desses dois
ultimos nao serem parte da proposta do curriculo do Ensino Médio, poderiam ser
apresentados de forma simples e modesta no contexto do estudo das fungoes.

Acreditamos que a abordagem desenvolvida no corpo do trabalho das estratégias
para a resolucao de problemas, técnicas usadas por Polya, sao essenciais e devem
ser ministradas aos alunos do Ensino Médio para que eles possam consolidar as
habilidades especificas do ensino, conforme é mencionada na BNCC [3]. Além disso,
este documento reconhece que a educacao deve afirmar valores e estimular agoes que
contribuam para a transformacao da sociedade. Assim, acreditamos que formular,
resolver problemas e criar solugoes com base nos conhecimentos das diferentes areas é
uma competéncia geral do documento, essencial para a formagao humana dos alunos
para despertar nos estudantes o interesse pela area da Matematica.

O projeto teve como foco a elaboragao e aplicagao de uma sequéncia didatica
para os alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola publica onde leciono.
Devido a pandemia de COVID-19 que iniciou no ano de 2020 e delongou no ano
de 2021, ano desenvolvimento da pesquisa, as aulas presenciais foram suspensas e o
projeto nao pode ser ministrado aos estudantes da escola. Os alunos sao do turno
noturno e a grande maioria nao possue acesso a internet banda larga em casa. Fato
constado durante as tentativas de aulas sincronas pelo Google Meet ministradas aos
alunos.

O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT visa ao
aprimoramento de professores da Educacao Bésica com énfase no dominio aprofun-
dado de conteiiddo matematico relevante para a docéncia. Sendo assim, o trabalho de
conclusao final deve versar sobre temas pertinentes ao curriculo de Matematica da
Educacao Basica com impacto na sala de aula. A apresentacao desenvolvida neste
trabalho, consideramos o tema de extrema relevancia para a formacao dos estudantes
e porque nao para a Educagao?

Como a pesquisa nao pode ser aplicada aos estudantes, a mesma ficara como
um trabalho futuro a ser aplicado nos alunos e coletar dados para o aprimoramento
da minha formacao docente. Este trabalho fica como sugestao para os professores
de Matematica aplicarem para seus alunos, contribuindo nao s6 para o ensino e
aprendizagem dos estudantes como também para os docentes seja da escola onde
leciono ou de outras escolas.

O projeto de pesquisa foi desenvolvido com o objetivo de estabelecer perspectivas
de conexao entre a realidade dos alunos as situagoes cotidianas vivenciadas por eles.
Espera-se que o contetido deste estudo motive e desperte o interesse pela Matematica
ministrada na Educacao Bésica.

Por fim, destaco que o presente estudo contribuiu significativamente e acrescentou
muito em minha formagao de professor e educador, espero que ele possa contribuir e
acrescentar conhecimentos para a formacao de professores de Matematica que tenham
interesse e, apds a leitura, estudo e apreciagao deste trabalho, sintam-se motivados e
motivadas a se interessarem pelo tema e a proposta desta pesquisa.



Atividade de Nivelamento

ATIVIDADE N° 01 - ATIVIDADE DE NIVELAMENTO
Professor: Rémulo Licio de Castro Disciplina: Matematica
Area do Conhecimento: Matematica e suas Tecnologias Ensino Médio Turma: 3% ano
Nome: Data:___ [/ | AULAA1

INSTRUCOES PARA ATIVIDADE:

e Faca sua atividade lendo atentamente cada questao antes de dar as respostas.
e Os calculos deverao constar na atividade para correcao do professor.

e Faca a revisao da sua atividade antes de entrega-la.

QUESTAO 1: Marque a alternativa CORRETA que representa o resultado da
expressao abaixo:

(—2)3 + 32

Sazz
= =2

Comentario: O objetivo desse exercicio é verificar se os alunos consolidaram as
habilidades referentes aos contetidos envolvendo niimeros racionais e potenciagao.
Esses conteudos irao subsidiar as operagoes envolvendo calculo com valor numérico de
expressoes algébricas. O aluno podera apresentar dificuldade na execucao do exercicio
ao desenvolver a potenciacao, devido a nao compreensao da definicao de potenciacao
de nuimeros racionais. O exercicio serd novamente abordado nas questoes 3, 4, 11.
A inclusao do exercicio como sendo a primeira questao do teste de nivelamento é
para nao desestimular os alunos para as demais questoes e verificar as habilidades
necessarias nos outros conteidos do teste.
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QUESTAO 2: (PROEB) Mauro efetuou a operagao indicada com os niimeros irraci-
onais abaixo.

3-v2-3

Mauro usou o valor aproximado de v2 ~ 1,41 e v/3 ~ 1,73 . Qual resultado que
Mauro encontrou?

Comentario: A questao 2 do teste de nivelamento, os alunos deverao reconhecer os
nimeros irracionais, entender a diferenca entre um numero irracional e um nimero
racional e realizar operacoes bdsica entre nimeros racionais. A dificuldade que o
aluno podera encontrar nesse exercicio ¢é a realizacao das operacoes basicas envolvendo
numeros racionais.

QUESTAO 3: (PROEB) Dada a expresséo:
bt vb—-4-a-c

2-a
Sendoa=1,b=—7ec= 10, um valor numérico de x é

Xz

Sazex
SN

Comentario: A questao 3 do teste de nivelamento, os alunos deverao reconhecer a
formula de Bhaskara e resolver as operacoes envolvendo calculo com valor numérico
de expressoes algébricas. Eles poderao encontrar dificuldade nas operagoes envol-
vendo célculo com valor numérico, porque poderao ter duvidas na substituicao dos
valores dados a, b e ¢ na expressao. Outro ponto importante que o aluno podera ter
dificuldade é a obtencao dos valores de x da expressao. Esse exercicio vincula-se ao
exercicio posterior, no qual o aluno devera resolver a equacao do 2° grau, podendo
usar a férmula de Bhaskara.

QUESTAO 4: Quais sao as raizes da equacgao do 2° grau abaixo:

2 —3r—4=0
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Comentario: Na questao 4 do teste de nivelamento, os alunos deverao reconhecer
a equacao dada como sendo uma equacao do 2° grau e determinar as raizes dela.
O aluno que identificar que a expressao dada na questao 3 do teste é a formula de
Bhaskara, podera usa-la para determinar as raizes da equacao. Este exercicio esta
linkado ao conteudo de fungao quadratica, no qual os alunos irao deparar com estas
operacoes.

QUESTAO 5: Um fazendeiro tem 1.200 m de cerca e quer cercar um campo retangular
que esta na margem de um rio reto. Ele nao precisa de cerca ao longo do rio. Ele quer
descobrir quais sao as dimensoes do campo que tem maior area. Veja a ilustracao
abaixo. O sistema de equagoes do 2° grau que melhor representa a situacao é:

A) 2 + 1 = 1200
A = 2(1200 — 2x) = 1200z — 22?
B) 2z + 2y = 1200
A = z(600 — 2x) = 600z — x?
4y = 1200
Iz

A =x(1200 — z) = 1200z — 2?

D) z+y = 600
A = z(600 — z) = 600z — x*

Comentario: A questao 5 do teste de nivelamento possibilita ao professor verificar
se os alunos consolidaram as habilidades envolvendo os conteidos de areas de figuras
planas, no caso, area de um retangulo, e a construcao de sistema de equagao do
29 grau dado por uma situacao problema. O exercicio nao requer a resolucao do
sistema. A dificuldade que o aluno podera encontrar nesta atividade é converter o
problema na linguagem matematica, no caso, a construcao do sistema de equagao
do 29 grau. A construcao do modelo para a resolucao do exercicio é encontrada em
varios exercicios envolvendo problemas de méximo ou minimo de funcao quadratica.
O exercicio foi colocado no teste, porque sera abordado na 3% atividade da sequéncia
didatica. Ele é usado como motivador para a trabalhar as etapas dadas por Pdlya
para a resolucao de problemas.
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QUESTAO 6: Para construir uma caixa aberta com a forma de um bloco retangular,
Douglas recortou uma regiao poligonal como esta indicado na figura, dobrou e colocou
fita-crepe. Quantos centimetros quadrados de papelao ele usou?

{- 10 cm

A) 1600 cm?.
B) 1550 cm?.
C) 1500 cm?.
D) 1350 cm?.

Comentario: A questao 6 do teste de nivelamento nos permite verificar se os alunos
consolidaram as habilidades envolvendo os contetidos de areas de figuras planas. O
aluno podera ter dificuldade para determinar a drea da figura poligonal, caso nao
decida em dividir a regiao em varias figuras planas conhecidas, como o retangulo.
Este exercicio pode ser explorado pelo professor como um problema de otimizacao,
no qual deseja determinar o custo minimo de material para producao da caixa.

QUESTAO 7: (SIMAVE) No Sistema de Coordenadas Cartesianas, cada ponto é
representado por um par ordenado, onde o primeiro niimero é chamado de abscissa
(na horizontal), e o segundo é chamado de ordenada (na vertical), e estes estao
localizados no plano em ordem crescente de valores, tanto na horizontal quanto na
vertical. No plano abaixo, cada quadradinho representa uma unidade e nele esta a
marcacao do ponto que representa a casa de Carla. Ela possui quatro amigas que
moram em chacaras: Adriana, Marcia, Paula e Rita. Se vocé marcar os pontos que
representam a localizagao dessas chéacaras, observando a distancia dessas a casa de
Carla, podera responder a seguinte pergunta: sabendo-se que Carla recebeu a visita
da amiga que mora mais préximo dela, quem a visitou?

4

A)

B) Adriana.

C) Rita. > Localizagdo das chacaras:
)

D

Marcia.

Ponto (5,0) Adriana
Ponto (-2,4) Marcia
Ponto (5,4) Paula
Ponto (-1,-4) Rita
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Comentario: O objetivo do exercicio 7 é que os alunos possam localizar pontos em
um plano cartesiano com o apoio de malha quadriculada, a partir de suas coordenadas
ou vice-versa. E também que o aluno possa reconhecer as coordenadas de um ponto
dado em um plano cartesiano com o apoio de malha quadriculada. O aluno podera
ter dificuldade ao interpretar as coordenadas do ponto, ou seja, P = (z,y), no qual a
primeira coordenada refere-se ao eixo da abscissa e a segunda coordenada refere-se ao
eixo da ordenada. O exercicio tem a finalidade de preparar o aluno para construgao
dos graficos das funcgoes, sendo importante a representacao dos pontos no sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais.

QUESTAO 8: Dada a funcio f : R — R definida por f(x) = 2x — 6. Marque a
alternativa que corresponde o valor da fungao f(—3).

A) —15.
B) —12.
Q) 0.
D) 12.

Comentario: O objetivo do exercicio 8 é que os alunos possam determinar o valor de
uma funcao afim, dada sua lei de formacao. O exercicio também alcanca o mesmo
objetivo do exercicio 3, proposto no teste de nivelamento. O aluno podera usar a
habilidade desse exercicio para determinar o valor extremo da funcao quadratica
conhecendo o valor do ponto extremo.

QUESTAO 9: Uma funcio Afim e uma funciao Quadrética tem como grafico, respec-
tivamente:

A) Uma reta e uma elipse.
B) Uma curva e uma reta.

C) Uma reta e uma parabola.
D) Uma reta e uma hipérbole.

Comentario: O objetivo do exercicio 9 é que os alunos possam reconhecer que o
grafico da fungao afim é uma reta e o grafico da funcao quadrética é uma parabola.
A elaboracao desse exercicio possibilita aos alunos, construir o gréafico da funcao afim
ou quadratica, reconhega a sua curva e possa localizar corretamente os pontos.

QUESTAO 10: O célculo da tarifa de téxi em Belo Horizonte, da bandeira 1, é
calculada aproximadamente obedecendo a uma funcao afim com lei de formagao
P(x)= 4,70 + 2,90x, em que P(x) é o preco pago, em reais, e x representa o valor
da quantidade de quilémetros rodados. Se um passageiro pagou R$ 36,60, o téxi
percorreu
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Comentario: O objetivo do exercicio 10 é resolver e elaborar problemas utilizando
o conceito de funcao afim e algumas propriedades. A abordagem do exercicio no
teste é para a construcao das solucgoes dos exercicios abordados na 4 atividade da
sequéncia didatica. A dificuldade que podera ser encontrada na execugao do exercicio

pelo aluno é na resolucao da equacao do 1° grau encontrada e a operacao da divisao
36,60 — 4,70

2,90

de numeros racionais, no caso, a divisao r =

QUESTAO 11: Murilo comprou 60 metros de cerca para fazer um cercado em formato
de retangulo para seu cachorro no quintal de sua moradia. Ele vai aproveitar uma
parede como um lado do cercado de acordo com a figura a seguir. Sabendo que ele
vai utilizar toda a cerca comprada, quais sao as medidas do retangulo de forma que
a area cercada seja a maior possivel?

parede
LLLALLLLL S

cerca cerca

cerca

A) dimensoes de 12,5 m e 15 m.

B) dimensoes de 12,5 m e 35 m.

C) dimensoes de 15 m e 22,5 m.

D) dimensdes de 15 m e 30 m.

Comentario: A questao 11 do teste de nivelamento tem como objetivo compreender
o que é o vértice da parabola e investigar ponto de méximo ou de minimo de fungoes
quadraticas. A construgao de um plano para a resolu¢ao do problema podera ser
uma das dificuldades encontradas pelos alunos. Outra dificuldade que o aluno podera
encontrar é a compreensao do que o problema pede para determinar. Uma das
grandezas desconhecidas, que é a medida do retangulo para obter a drea maxima,
representa uma coordenada do vértice da fungao quadratica, sendo a outra coordenada
do vértice o valor da area maxima da cerca. A construcao dos exercicios do teste de
nivelamento seguiu a ordem para a construgao de ferramentas e conhecimentos, por
parte dos alunos, para a obtencao da solucao do exercicio. O exercicio serd retomado
no 2° momento da 3% atividade da sequéncia didatica.
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QUESTAO 12: Um chute em uma bola foi dado da linha de fundo do campo. O
lancamento alcangou a altura maxima de 4 m e uma distancia com essa mesma
medida. O grafico que representa essa situagao é

A) Ty
B) |

S = N w - (4]
-
\
/

\u
Z

-

Comentario: A ultima questao do teste de nivelamento tem como conteudo a ser
destacado: reconhecer o valor maximo de uma fungao quadratica representada
graficamente e o eixo de simetria da parabola. O aluno, na resolucao deste exercicio,
pode encontrar dificuldade na compreensao do enunciado e transferir os dados do
problema para a montagem do grafico da funcao quadratica.
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