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RESUMO

A presente dissertagao tem como objetivo central o estudo de métodos para a resolugao
de equagdes polinomiais do terceiro grau (ou simplesmente, equagoes do terceiro grau),
e com tal intuito, sao apresentados conceitos relativos a ntimeros complexos e alguns de
seus resultados iniciais necessarios para a deducao posterior dos métodos, juntamente
com exposicao da teoria basica de polinomios para o mesmo fim. Dessa maneira, torna-se
possivel demonstrar a férmula de Cardano-Tartaglia a fim de descobrir raizes de po-
linomios e equagoes do terceiro grau para, logo apds, apontarmos a férmula obtida por
Pereira e Silva Filho (2019), o qual auxilia bastante na simplificagdo do encontro das
outras raizes a partir de uma terceira raiz conhecida. Por fim, baseado em alguns dos
resultados obtidos por Silva Filho, Pereira e Castro (2022), serd deduzida uma férmula fe-
chada que nos permite propor um método alternativo para encontrar raizes de polinomios
e equacoes do terceiro grau, podendo ser utilizado em equacgoes e polinomios do terceiro
grau que possuem no maximo duas raizes reais distintas, de forma menos trabalhosa,

quando comparado com a aplicacao da férmula de Cardano-Tartaglia.

Palavras-chave: Equagoes do terceiro grau. Polindmios do terceiro grau. Raizes.



ABSTRACT

The present dissertation has as its central objective the study of methods for the resolu-
tion of polynomial equations of the third degree (or simply, equations of the third degree),
and to this end, concepts related to complex numbers and some of their initial results
necessary for the subsequent deduction of the methods are presented, together with ex-
posure of the basic theory of polynomials for the same purpose. Thus, it is possible to
demonstrate the Cardano-Tartaglia formula in order to discover roots of polynomial and
equations of the third degree to then point out the formula obtained by Pereira and Silva
Filho (2019), which greatly assists in simplifying the encounter of the other roots from a
known third root. Finally, due to some results obtaneid by Silva Filho, Pereira and Castro
(2022), a closed formula will be deduced that allows us to propose an alternative method
to find polynomial roots and equations of the third degree, and can be used in equations
and polynomials of the third degree that have a maximum of two distinct real roots, in a

less laborious way, when compared with the application of the Cardano-Tartaglia formula.

Keywords: Third degree equations. Third degree polynomials. Roots.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é propor um método alternativo para a
resolucao de equagoes do terceiro grau, baseado em uma féormula fechada que simplifica,
nao apenas a solucao desse tipo de equagao, mas também a caracterizacao das suas raizes.
Para isso, apresentaremos uma abordagem relativa a nimeros complexos e polinomios, de-
pois faremos uma breve revisao sobre equacoes do terceiro grau, posteriormente chegando

aos resultados principais.

Com isto em mente, e baseado em Avila (2013), Lima et al (2012), Soares
(2009), Gongalves (2013) e Domingues e lezzi (2003), no segundo capitulo iremos apre-
sentar os nimeros complexos e polinomios sobre um corpo em uma incognita, incluindo
defini¢oes preliminares e alguns resultados elementares, bem como resultados cléssicos,
tais como: a férmula de De Moivre e o algoritmo da divisao de polinomios. Esses resulta-
dos serao extremamente necessarios para o desenvolvimento dos capitulos seguintes, pois

constituem importantes pré-requisitos na demonstracao dos resultados principais.

No terceiro capitulo, baseado em Gongalves (2013) e Lima (1987), apresenta-
remos a formula de Cardano-Tartaglia e sua demonstragao, bem como um resultado mais
recente, constante na literatura e obtido por Pereira e Silva Filho (2019), ambos utilizados
para encontrar as raizes de polinomios e de equagoes do terceiro grau. No final desse

capitulo, apresentaremos ainda alguns exemplos sobre os referidos resultados.

No quarto capitulo, baseado em Silva Filho, Pereira e Castro (2022), serao
exibidos os resultados principais obtidos no trabalho, relacionados a uma férmula fechada
para calcular as raizes de polinomios e equacoes do terceiro grau, que nos permite propor
um método alternativo para determinar raizes de polinémios e equagoes do terceiro grau.
Desse modo, buscamos uma maior simplicidade de se obter as raizes de polinomios e
equacoes do terceiro grau que possuem no maximo duas raizes reais distintas, tornando-

se menos trabalhoso do que usar a féormula de Cardano-Tartaglia.

No quinto e ultimo capitulo, fazemos a conclusao da dissertacao, onde fechamos
o raciocinio quanto a resolucao de equagoes do terceiro grau a luz dos resultados obtidos,
possivelmente criando expectativas para novos trabalhos que possam usar este como base

para a geracao de novos conhecimentos académicos.
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2 POLINOMIOS

Nesse capitulo, falaremos um pouco sobre algumas defini¢coes, propriedades
e alguns resultados importantes relacionados a nimeros complexos, corpo e polinomios
sobre um corpo em uma variavel, que compreendem informagoes importantes para os
capitulos seguintes. Para maiores detalhes, recomendamos a leitura de Avila (2013),

Soares (2009), Gongalves (2013) e Domingues e Iezzi (2003).

2.1 NUMEROS COMPLEXOS

Designamos por niimeros complexos, um conjunto numérico denotado por C,
que corresponde a uma interessante extensao do conjunto dos nimeros reais, conforme
descrevemos nessa se¢ao. Um elemento z € C é escrito na forma

z =z 4y,
onde “” é chamado de unidade imaginéria, tal que i = v/—1 e x, y representam as partes
real e imaginaria de z, respectivamente. Mais precisamente, escrevemos
C={z+yi;z,y € R}.
A parte real de z pode ser denotada por Rez e a parte imaginaria por Im z,
ou seja,
Rez=x e Imz=uy,
com isso, podemos escrever
z=(Rez)+ (Imz)i.
Na Figura 1, a seguir, tem-se uma representacao do Plano Complexo, onde o

eixo x corresponde ao eixo real e o eixo y corresponde ao eixo imaginario.

Figura 1 — O Plano Complexo.
Imz &

=T 4y

Rez

Fonte: Autor (2021).
Observacao 2.1 Observe que todo nimero real é, também, um numero complexo que
possui a parte imaginaria nula.
Veremos agora duas defini¢coes bésicas, porém importantes, sobre os nimeros

complexos.
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Definicao 2.1 Dados niimeros complexos z; = x1 + Y11 € 2o = T9 + Y1, eles serao iguais
se Ty = Ty e Y1 = Ys.
Definicao 2.2 Denotamos por Z o conjugado do nimero complexo z = x + yi, isto é,
zZ=x— Yyl
Exemplo 2.1 O conjugado do ntimero complexo z =2 — 3t é 2 = 2 + 3.

Analogamente aos niimeros reais, temos as operacoes de soma e produto nos
nimeros complexos, que estendem as operacoes de soma e produto definidas nos reais.
Definigao 2.3 A soma e o produto de nimeros complexos z; = 1 + Y17 € 29 = To + Yol
sao definidas por:

(a) 21 + 20 = (x1 + m2) + (11 + y2)i;

(b) 21+ 220 = (v122 — Y1y2) + (T1Y2 + T2y1 )i
Exemplo 2.2 Dados os niimeros complexos z =2+ i e w = —1 + 2i, temos que

z4+w = 2+9)+(-14+20)=1+3i e
zow = (241)(=142i) = —4 + 3i.
Adiante, veremos algumas propriedades importantes relacionadas a conjugado

de niimeros complexos.

Proposigao 2.1 Dados z; e 25 € C quaisquer, valem as seguintes propriedades:
(a) z1 + 22 = 71 + Z2; (b)zZrzm=71-%

Demonstragao:

(a) Sendo z; = w1 + Y17 € 23 = Ty + Yoi, por definicao, temos

21+ 29 = (1'1 + $2) + (y1 + yg)l = (.’L’l + .%'2) — (y1 + yg)i,
mas por outro lado, veja que
Z1+ 7z = (01 — yid) + (w2 — i),
dai, basta comparar as igualdades obtidas para concluir o primeiro item.

(b) Por definigao, temos que

71 2z = (112 — Y1y2) + (T1Y2 + 22y1)i = (2172 — Y1y2) — (2192 + 22411,

no entanto,

Z1 % = (1 — i) - (T2 — Yat) = (2122 — Y1ye) — (21y2 + T2v1 )1,
entao comparamos as igualdades obtidas para concluir o segundo item. 0

Quando trabalhamos com nimeros reais, definimos o valor absoluto (ou médulo)
de um nuimero real x, como sendo a distancia de x até a origem do plano cartesiano,
denotando-o por |z|. Na definicdo a seguir, dada por Soares (2009, p. 7), temos uma
extensao de modulo dos niimeros reais aplicado aos nimeros complexos.
Definicao 2.4 Dado um ntmero complexo z = x + yi , definiremos seu mddulo pela

expressao

2] = Va2 +y2 = /(Re 2)2 + (Im 2)

Exemplo 2.3 O moédulo do ntimero complexo z = 3 + 41, obtido a partir da expressao
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acima, sera dado por
|z| = V32 + 42 =25 =5.
A Figura 2 nos tras a representacao geométrica da definicao de médulo que
introduzimos anteriormente:

Figura 2 — Mdédulo de um ntimero complexo.

Iz j.

o

=x+

He z

Fonte: Autor (2021).

Observagao 2.2 A partir das defini¢oes anteriores, podemos concluir que, para z = x+yi
e Z =x — yi, temos:

(a) 2+ 2= (z+yi) + (v — yi) = 2x;

(b) 2.z = (z + yi).(x — yi) = ||~
Proposicao 2.2 Para quaisquer z, w pertencentes ao conjunto dos nimeros complexos
sao validas as seguintes propriedades:

(a) |z +w| < 2] + wl; (b) |z - w] = [2]|w].
Demonstragao:
(a) Pela Observacao 2.2, temos que

24w = (z+w) - (z+w) = (z+w) - (Z+T) = 2Z + 2T + wZ + W,
mas como wz = wz, logo
lz+wl* = |2)* +2Re (2w) + |w]|?
< 2 + 2120 4wl = |2]* + 20z ]Jw| + [w]* = (2] + [w])?,

onde usamos o fato de |w| = |w|.

Da tultima desigualdade, temos que

|2+ wl* < (J2] + |w])?,
ou ainda,
|2+ w| < |z[ 4 [w].

(b) Como |zw|? = zw - Zw, temos que

- - 2

wfP=z-w-Z-W=2-Z-w-w = |z|*|w]?



15
implicando que
|zw| = |z[|w]. O

Prosseguiremos definindo, sobre o conjunto dos niimeros complexos, o simétrico

e inverso multiplicativo.

Definicao 2.5 Seja z = x + yi um nimero complexo, definimos:

(a) =2 = (=) + (~y)i; (b) 2t = W para z # 0.

Exemplo 2.4 Dado z = 2 + 3i, temos que seus simétrico e inverso multiplicativo sao
dados por
. 2=3 2 3 ;

22432 13 137

Observacao 2.3 Um numero complexo que possui a parte real nula é chamado de ima-

—z=—(2+3i))=—-2-3i e z

ginario puro. Em contrapartida, um nimero complexo serd real se, e somente se, for igual
ao seu conjugado.

Uma outra maneira de representacao de um ntimero complexo é através da sua
forma polar, na qual relacionamos as coordenadas cartesianas e polares. Primeiramente,
associamos cada par ordenado a um nidmero complexo, de modo que z = x + yi = (z,y),
conforme ilustra a Figura 3, de modo que obtemos as relagoes

r=rcosf e y=rsenb,
logo

z=x+yi=r(cosf +isenb),
mas como r = /z2 4+ y? = |z|, temos ainda que z = |z|(cosf + isen®).
Figura 3 — Forma polar de um par ordenado.

L

Fonte: Autor (2021).
Defini¢ao 2.6 Dado um valor de 6 € [0, 27) para o qual
z = |z|(cos @ +isend),
dizemos que 6 é o argumento de z e denotamos por 6 = arg(z).

1 3
Exemplo 2.5 Escreva o numero complexo z = —— + 7@ na forma polar.

Solugao: Inicialmente, devemos observar que |z| = 1 e, além disso, precisamos encontrar

0 € [0,27) satisfazendo as condigoes
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&

1
9 = —— 9 =
COS 9 e sen 5 s

2
donde temos que 0 = il

3
Nessas condigoes, concluimos que

2 w 27
z=-cos | — isen | —
3 3

corresponde a forma polar de z.
Proposigao 2.3 Dados z; = |z|(cosa + isena) e 2o = |23](cos B + isen ) nao-nulos,

temos que
21 - 29 = |z1||22][cos(a + B) + i sen (a + B)].

Demonstracao: Por um calculo direto, veja que
2120 = |z1]|22| [cosacos B — senarsen B + i(cos asen 3 + cos 3 sen «)]
— |1l [cos(a + B) + isen (a + B)]
onde usamos as férmulas do seno da soma e do cosseno da soma, conforme Paiva (2009,
p. 53-54). O

Definicao 2.7 Sejam z um numero complexo arbitrario e n € Z, definimos

1,sez2#0en=0,
z,sen =1,

22"t sen > 1,
(z7H ™, sez#0en <0.

Defini¢ao 2.8 Se z; é um nimero complexo arbitrério, definimos uma raiz n-ésima (ou
raiz de ordem n) de zg pelo nimero complexo z, tal que z" = 2.
Observagao 2.4 A simbologia {/z representa uma raiz qualquer da equacao anterior.
Antes de vermos exemplos sobre essa tultima definicdo, passamos ao seguinte
resultado.
Proposicao 2.4 (Férmula de De Moivre) Dados n € Z e 6 € R, temos que
(cos@ +isen @)™ = cos(nd) + isen (nd).
Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre n, dividindo-a em dois casos:
1° Caso: n > 0.
Para n = 0 e n = 1, verifica-se o resultado diretamente pela Definigao 2.7,
entao suponha que a igualdade é verdadeira para n — 1 > 0, ou seja,
(cosf +isen )" ! = cos|[(n — 1)6] +isen[(n — 1)d],
dai multiplicando membro a membro por cos + isen #, obtemos
(cos@ +isend)” = (cosB +isen @) {cos[(n — 1)0] + isen [(n — 1)0]},
ou seja,
(cos@ +isend)" = cosfcos|[(n — 1)0] — senfsen[(n — 1)0] +
i{senfcos[(n — 1)f] + cosfsen[(n —1)0]}.
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Usando as férmulas do seno e do cosseno da soma, obtemos
(cos@ +isen @)™ = cos(nd) + isen (nd),
logo, pelo principio de inducdo finita (cf. GONCALVES, 2013, p. 16), a igualdade é
verdadeira para todo n € N.
2° Caso: n < 0.

Neste caso, temos que n = —m, com m € N e assim

(cos® +isenf)" = !
cosf +isenf)" = =
(cosf +isen@)™  cos(mb) + isen (mf)’

onde usamos o primeiro caso. Dessa forma, observe que

1 cos(md) — isen (mb)

(cos +isen 6) cos(mf) + isen (mf) cos(mb) — isen (md)’

implicando
cos(mf) — isen (m0)
cos?(m#) + sen?(m#)

(cosf +isenf)" = = cos(m#) — isen (md),

onde usamos a identidade fundamental da trigonometria encontrada em Lima et al (2012,
p. 224).

Usando o fato do cosseno ser uma funcao par e do seno ser uma fungao impar
(cf. LIMA et al, 2012, p. 225), concluimos da ultima igualdade que

(cosf +isenf)" = cos(—mb) + i sen (—mb) = cos(nd) + i sen (nf),
que encerra a demonstragao. O

Corolario 2.1 Dado z € C nao-nulo arbitrario, entao este admite n raizes n-ésimas,

{ (9+2]€7T> , (0—1—21@7?)}
2z = /2| |cos +isen ,
n n

onde k=0,1,...,n— 1 e # denota o argumento de z.

dadas por

Demonstragao: Decorre diretamente da Férmula de De Moivre (cf. Proposigao 2.4).

Exemplo 2.6 As raizes ciibicas da unidade sao os niimeros complexos, dados por

20 = ]_,
2 2 1 3
Z1 = Cosg—l—isen%——g—i-\/?_i
47T+, 47 1 V3.
29 = COS— +isen— = —— — —1.
? 3 3 2 2

2.2 POLINOMIOS SOBRE UM CORPO

Nesta secao, baseado em Gongalves (2013) e Domingues e lezzi (2003), aborda-
remos um pouco sobre polinomios e a defini¢ao de corpo, além disso, veremos as operagoes
e outros elementos relacionados a estas estruturas algébricas tao importantes em Ma-

tematica.
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Definicao 2.9 Um corpo é um conjunto K nao-vazio munido de duas operagoes, chama-
das de adi¢ao e multiplicacao
+:KxK—K (soma) e -:KxK— K (multiplicagao)

satisfazendo, para quaisquer a, b, c € K, as seguintes as propriedades:

1. (a+0b)+c=a+ (b+ c) (associatividade da soma);
Existe 0 € K, tal que a + 0 = 0 + a (existéncia do elemento neutro da soma);
Existe —a € K, tal que a 4+ (—a) = (—a) + a = 0 (existéncia do simétrico);
a+b=0b+ a (comutatividade da soma);
(a-b)-c=a-(b-c) (associatividade da multiplicagao);
a-(b+c)=a-b+a-c (distributividade a esquerda) e
(a+0b)-c=a-c+b-c (distributividade a direita);
Existe 1 € K— {0}, talque a-1=1-a = a;

8. a-b="0-a (comutatividade do produto);

> ol E W

~

9. Sea-b=0,entao a =0 oub=0;

=g l.a=1.

10. Se a # 0, entao existe a~* € K satisfazendo a - a~

Segundo Domingues e lezzi (2003), os numeros reais R, por exemplo, cons-
tituem um corpo, assim como o conjunto dos nimeros complexos C, e trabalharemos
exclusivamente com estes.
Definicao 2.10 Sejam K um corpo e ag,ay, ..., a, elementos em K, entao dizemos que
um polinémio P(x) sobre K na varidvel x, é uma expressao dada por

P(x) = apa" + - + a17 + ao.
Observagao 2.5 Chamaremos de K[z] o conjunto de todos os polindémios sobre o corpo
K em uma variavel x.
Definicao 2.11 Considerando K um corpo e dois polinomios sobre K, tais que
Px)=ap+ax+---+anz™ e Qx)=0by+bx+---+byz™,

dizemos que P(z) = Q(x) quando a; = b; para todo ¢ =0, 1,2, ...,m.
Observagao 2.6 Dizemos que P(x) € K]z| é identicamente nulo, quando a; = 0 para
todo k£ € N.
Observagao 2.7 Dizemos que P(z) € K]z] é constante quando a; = 0 para todo indice
k> 0.

A definicao a seguir nos traz um importante conceito relacionada a polinémios.
Definigao 2.12 Dado P(x) um polinémio sobre um corpo K, tal que

P(z) =ao+ a1z + -+ a,a”,

onde n € N, de modo que tenhamos a,, # 0, dessa forma dizemos que P(z) é um polin6mio
de grau n.
Observacao 2.8 O grau de um polinémio P(z) € K[z] serda denotado por 0P (x).

A seguir, definiremos as operagoes de soma e produto de polinémios sobre um

corpo K em uma variavel z.
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Defini¢ao 2.13 Seja K um corpo. Para quaisquer dois polinomios P(z) e Q(x) sobre K,
tais que
P(z)=as+ a1z + -+ ayz™ e Q(x)=0by+bx+---+bua™,

a soma e o produto serao definidos, respectivamente, por

(a) (P+Q)(x) = co+cz+---+cpax™ e

(b) (P-Q)(z) = do+diz+ -+ dpa™,
sendo ¢ = a + by e dj = apbj + a1bj_y + - -- + a;by para todo k,j € N,
Observacao 2.9 Quando os polinémios P(z) e Q(x) possuem graus diferentes, os coefi-
cientes correspondentes no polinomio de menor grau sao considerados iguais a zero.
Observagio 2.10 E possivel verificar que para quaisquer polinémios P(z) e Q(x) sobre
um corpo K, obtemos:

(a) O(P + Q)(x) < OP(z) + 0Q(x) com P(z) + Q(z) # 0.

(b) O(P - Q)(x) = 0P(x) + 0Q(x) com P(x) - Q(x) # 0.
Definicao 2.14 Dado um corpo K, temos que o € K serd denominada uma raiz de um
polinémio P(z) nao nulo sobre K, quando P(«) = 0.
Exemplo 2.7 Dado o polinomio P(r) = 223 — 422 + 2, uma de suas rafzes é r = 1, pois

Pl)=2-1"-4-1*+2=2-4+2=0.

Observagao 2.11 O conjunto de todas as raizes de um polinémio P(x) sobre um corpo
K sera denotado por Z(P).

Uma outra operacao muito importante é a divisibilidade entre polinémios, que
definiremos agora.
Defini¢ao 2.15 Sejam K um corpo e P(z) e S(x) polinémios sobre K, entdo dizemos
que S(z) divide P(x), quando existe um polinomio @(x), tal que

P(z) = S(2)Q(x).
Exemplo 2.8 O polindémio P(x) = (x — 1) divide o polinomio Pi(z) = 2? + z — 2, pois
Pi(z) = Py(x)(x + 2).

A seguir, apresentamos um importante resultado sobre polinomios conhecido
como algoritmo da divisao de polinomios.
Proposicao 2.5 (Algoritmo da Divisao) Sejam K um corpo e P(x) e S(z) polinémios
em K[z] com S(z) # 0, entdo existem tnicos polindmios Q(x) e R(z) em K[z], tais que

P(r) = Q(x)S(x) + R(x),

onde R(x) é nulo ou OR(z) < 0S(z).
Demonstracao: Faremos a demonstracao em duas partes, contemplando existéncia e
unicidade:
12 Parte (Existéncia)

Para mostrar a existéncia de tais polinomios, vamos primeiro observar os se-

guintes casos:
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e Para P(z) = 0 (polinomio nulo), tem-se que S(z) = R(z) = 0 cumprem as condi¢oes
enunciadas.
e Para P(z) # 0 ¢ 0P(x) < 0S(x), basta tomar Q(x) =0 e R(z) = P(x).

Nessas condigoes, vamos considerar P(x) # 0 com 9P (z) > S(z) e provar o
resultado por indugao sobre o grau de P(z), conforme os passos descritos a seguir;
1° Passo: Para 0P(z) = 0, devemos ter dS(x) = 0 devido a hipétese, portanto P(z) e
S(z) serao polinomios constantes, ou seja,

P(x)=ay e S(z)=0by#0,
entdo basta tomar R(z) = 0 e Q(x) = by "ag para atender as condigoes enunciadas.
2° Passo: Suponha que OP(x) = n > 0 e que a proposicao seja verdadeira para todo
polinémio de grau m com 0 < m < n. Consideremos o polinomio P;(z), definido por
Pi(z) = P(z) — apb,ta" ™S (),
que satisfaz 0P (z) < OP(z) e usando a hipétese de inducdo, temos que
Py(z) = S(x)Qu(x) + Ri(),

onde Ri(xz) =0 ou ORy(x) < 0S(x).

Dessa forma, temos que

P(x) = S(2)Q1(x) + Ri(x) + anby, '™ "S(x),
ou ainda,
( ) [Ql( )+an b ™™ m} S(x)—i—Rl(x),

na qual Ri(z) =0 ou OR;(z) < 0S(x). Finalmente, basta tomar R(z) = Ri(x) e
Q(x) = Q1(x) + apbypa™ ™ para concluir a existéncia.
22 Parte (Unicidade)

Suponhamos que existam Q;(x) e Ry(z), tais que

Q(x)S(x) + R(x) = Qu(x)S(x) + Ru(x),
onde OR(z) < 0S(x) quando R(x) # 0. Neste caso, temos que
[Q(x) = Qu(2)]S(x) = [Ri(z) — R(x)],

dai, como S(z) # 0, ocorre Q(z) — Q1(z) = 0, se e somente se, Ry(x) — R(x) = 0.

Suponhamos por absurdo que R;(x) # R(z), entdo Q(z) # Q1(z) e com isso,
observe que

HQ(x) = Qu(2)]S(x)} = 0{[Ru(x) = R(x)]},
mas como H{[Q(x) — Q1(x)]S(z)} = I[Q(x) — Q1(x)] + S(x), ou seja,
O{[Ry(x) — R(x)]} = 95(x),

que é um absurdo, donde concluimos que R;(z) = R(z) e Q(z) = Q1(x). O
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3 EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

Neste capitulo, vamos relatar um pouco sobre as equacoes de terceiro grau,
apresentando a férmula de Cardano-Tartaglia e uma féormula mais recente, bem como
suas respectivas demonstracoes e exemplos resolvidos sobre equagoes do terceiro grau.
Recomendamos a leitura de Lima (1987), Gongalves (2013) e Pereira e Silva Filho (2019)

para mais detalhes.

3.1 RAIZES DE EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

Nesta se¢ao, vamos enunciar e demonstrar a férmula de Cardano-Tartaglia,
que permite obter as raizes de uma equagao do terceiro grau. Na sequéncia, apresentamos
uma férmula mais recente, obtida por Pereira e Silva Filho (2019), que permite expressar
duas raizes de uma equacao do terceiro grau em termos de uma terceira. Recomendamos
também a leitura do artigo de Pereira e Silva Filho (2017).

A primeira proposigdo nos traz a conhecida formula de Cardano-Tartaglia,
conforme enunciado a seguir:
Proposicao 3.1 (Cardano-Tartaglia) Considere uma equacdo polinomial do terceiro
grau com coeficentes reais, dada por
az® +br* +cx+d =0,

entao as suas raizes podem ser obtidas pela férmula

b sl g ¢ P8l q ¢ 7
v 3a+\/ 2T VT T T\ eV o

d b? — 3ac 20% + 27a%d — 9abe
ondep=————F—eq=
b 32 1 2743
Demonstracao: Se dividirmos a equacao por a, obtemos
b d
x3+—x2—|—ga7+—20,
a a a
ou ainda,
x3+5x2+6x+cf:(), _
~ b c ~ d
onde b= —, ¢ = — e d = —. Substituindo nessa equacao r =y — 3 vamos obter
a a a

~\ 3 ~\ 2 ~
b\ - b AN
) v y=2) e ly—-2)+d=0

desenvolvendo os produtos, chegaremos em

b2 208 be -~
P02+ - = — - —+d=0
Y+ Yy + | C 3 y+27 3+ ,

entao reescrevemos a ultima equagao na forma

Y +py+q=0,



22

b? 20 b
onde estamos adotando as notagcbes p=¢— — e q= — — x +d.
3 27 3
Observacgao 3.1 Deve-se ainda notar que valem as relagoes
b? — 3ac 20% — 9abc + 27a%d
b 3a? 1 27a3

Na equacao y> + py + ¢ = 0, vamos substituir y = u + v para obter, apds
simplificacoes,
u® + v + 3uv + 3uv? + p(u+v) +q=0,
que equivale a
u® +v° + (B3uv +p)(u+v) +q=0,
portanto, precisamos encontrar u e v, tais que

u3—|—v3:—q e uv:—g
3
Agora que conhecemos a soma e o produto de u® e v3, entao estes sao as raizes
da equacao do segundo grau
s* — (u* +v*)s + (uv*) = 0,

que equivale a

3

p
tgs—-=0
s +gs 27

daf usamos a férmula de Bhéskara, encontrada em Lima et al (2012, p. 122), para obter

4 1/q_ P 1/q_ b
2 4 7 4 7
2 3 2 3
S B ST TR ST B Y i S
y—\/2+ 4+27+\/2 TS
Da ultima igualdade, obtemos

b sl g [ 1 s« ¢ 1’

! _BJF\/_2jL 4+27+ 2 4+27’
a. /1 ¢ ¢
Jr\/ * 4+27+\/ 4

concluindo a demonstracao. [l

consequentemente,

ou ainda,

Nas mesmas condi¢oes da Proposicao 3.1, podemos verificar que o discrimi-

nante da equagao polinomial do terceiro grau também pode ser usado para caracterizar

as raizes.
Corolério 3.1 Dada a equacao do terceiro grau az® + bz? + cx + d = 0 com coeficientes
) .. p\3 q\2 b? — 3ac 2b% — 9abe + 27a%d
reais e discriminante D = <—> (—) ,ondep=———eq= )
3) T3 P 32 1 2703

temos que:
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(a) Se D = 0, a equagao possui trés raizes reais, sendo duas delas iguais.
(b) Se D > 0, a equag@o possui uma raiz real e duas complexas conjugadas.

(c) Se D < 0, a equagao possui trés raizes reais distintas.

Demonstracao: Faremos a demonstracao em trés partes, conforme veremos a seguir:
1° Caso: D = 0.
Usando a formula de Cardano-Tartaglia, conforme a Proposi¢ao 3.1, expressa-

mos as raizes da equagao por

b, qa, . q
S PR S

ou ainda,

b
at——@—I—u—i—v,

onde temos que as raizes ciibicas nao sao necessariamente iguais, visto que todo niimero
real nao-nulo possui trés raizes cibicas complexas.

Como u? + v = —g e uwv = —g, temos que u = 0 equivale a termos v = 0,
b

" 3a

entao existem trés possibilidades para o valor de u, que sao elas

ulzfl—%, u2:w~3/—g e us wﬁ/—%,
1

assim, considerando u = wk?/—% com k € {0,1,2} e lembrando que — = @ (pois w é um
w

logo as trés raizes sao reais e dadas por x1 = x9 = x3 = . Agora suponha que u # 0,

ntimero complexo unitario), vamos ter

:_i ]_9.3_22—k a_g:ﬂ

wk 3 q 2 ’

onde w = —% + ‘/752 e as raizes cubicas acima denotam numeros reais.
Sendo assim, as raizes serao da forma x = —3% +u+wecomou+u € R,

teremos que as trés raizes serao reais. Mais especificamente, de acordo com as raizes

cibicas da unidade 1,w e w? = w, obtemos

b q
— 493 -1
= 3ajL 2’
bem como,
b s q
132—1’3——3_a+(w+u}) —5

onde as raizes cubicas acima denotam numeros reais.

Daf obtemos

que equivale a
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N Y
To =3 = —— — —_— =

3a 2’

portanto se D = 0, entao a equagao possui trés raizes reais, sendo duas delas iguais.
2° Caso: D > 0.

De modo andlogo, temos pela férmula de Cardano-Tartaglia que

b sl g ¢ P sl q ¢
x__3a+\/_2+v4+27+ 3 VT T

ou equivalentemente,

b
x——£+u+v,

expressam as raizes da equacao.
Sejam a, 3 € R tais que o = u? e 82 = v3, entao temos que u; = «a, uy = wa
e uz = wa sao os possiveis valores de u e v1 = [, v = wfP e v3 = WP sao 0s possiveis
valores de v.
Nessas condigoes, observe que se u = 0, tem-se que da expressao das raizes
acima citada, a equacao possui uma raiz real e duas complexas nao reais, dadas por
b b b
Ti= o 4B, m= - twh e my=—o + TP,
3a 3a 3a
enquanto isso para u # 0, podemos escrever u = 1y, = aw® ! com k € {1,2,3} e assim
—k—1
P __-p __TPPO
3u  3awk 1l 3awk-1BwF !

= BT = fuwkl =y

Diante dos céalculos acima, podemos concluir que

b
Ty = __+Oé+ﬂa
3a
b _
Ty = —— twat+wfe
3a
b _
r3 = —— +wa+wp,
3a

por fim, escrevemos ainda

= —3%+a+5 e way = —%—%(am)i?(aw)z,
portanto z; é real e x5 e 3 sao nimeros complexos conjugados.
3° Caso: D < 0.
Tomando u e v como no caso anterior, temos que u® e v* sdo ntimeros complexos

conjugados, isso significa que ambos estao no mesmo circulo trigonométrico em sua forma

polar, donde temos

u3:—%+z’\/—D e v = —g—i\/—D7

entao escrevendo-os na forma trigonométrica, obtemos

u® = |[u®|(cos® +isenf) e v° = |v*|(cos® —isenb),



onde |ul® = v = ,/—g—i ef =cos™! (—2‘330.

Pelo Corolario 2.1, temos que as raizes ctbicas de u e v

[ 0 0

= /|u?| |cos (5) + isen (g)] :
s | 0+

us = +/|ud| |cos

U
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sao dadas por

(
Us \‘"’/W _cos (9 —;47T> + isen (9 —;47r)]
bem como, ]
v = m :cos (g) —isen (g)] ,
vy = \S/W coS (0 —EZW) —isen (9 —;2ﬂ>]
vy = W _cos (Q—EZM) —isen (924%)} .
Sabendo que uv = —%’- e p ¢ um numero real, temos

ULV, UgVo, Uu3v3 € R e U1V2, U V3, UV, UgV3, UgVy, UsV2 € C — R,

logo as raizes da equacao sao dadas por

b b 0
T, = ——+u1—|—v1:—3—+2\3/\u3 cos<§),
a

3a

b b 0+2

T2 o= gy Tt = g4 2V ( ZW) )
b b 0-+4

r3 = _3—a+U3+U3:_3—a+2\3/|U3 COS( +37T)’

com isso, vemos que, neste caso, obtemos trés raizes reais.

N

Mais recentemente, Pereira e Silva Filho (2019) obtiveram uma férmula que

nos permite relacionar diretamente as raizes de uma equacao do terceiro grau, de modo

que podemos escrever duas raizes em termos de uma terceira raiz.

Proposicao 3.2 (Pereira-Silva Filho, 2019) Considere um polinémio do terceiro grau

com coeficientes reais, dado por P(z) = ax® 4+ bz* + cx + d e que admite uma raiz r € R.

Nessas condigoes, as demais raizes desse polinomio sao dadas por

(ar +b) £/ — aP'(r)
2a ’

Wy = —

onde Q = b* — 3ac e P'(z) = 3az* + 2bx + c.
Demonstragao: Como P(r) = ar® + br*> + cr + d = 0, obtemos
Pla) = P(2) - P(r)

ou ainda,

P(ZL’) = (a1‘3+b$2+0$+d) — (ar3+br2+cr+d)‘
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Pondo em evidéncias os coeficientes, vamos ter
P(z) = a(z® — ) + b(2* —r?) +c(z — r),
entao usando as fatoragoes 22 — 1% = (zv —r)(2®> +rz +r*) e 2? —r? = (x —r)(z + 1),
obtemos
P(z) = (x —n)]a(z®* +rz +7r*) + bz +7) + .
Organizando os termos a partir dos expoentes da varidvel e agrupando os

termos independentes, vamos ter
P(z) = (z — r)ax® + (ar + b)x + (ar® + br + ¢)].
Denominando Q(z) = az? + (ar 4+ b)x + (ar? + br + ¢), temos que
P(z) = (= r)Q(x),
entdo usando a férmula de Bhaskara, observada em Lima et al (2012, p. 122) obtemos

que as raizes de Q(z) sao dadas por

Wi =

_(ar—l—l;)i\/A_Q‘ 0

a
Observando que

Ag = (ar+0b)*>—4a(ar® +br +c)
= —a(3ar® 4 2br + ¢) + b* — 3ac,
ou simplesmente,
Ao =Q—aP'(r), (2)
onde P'(z) = 3ax® + 2bx + ¢ é a derivada de P(z).
Finalmente, substituimos a igualdade (2) em (1) para concluirmos que
(ar +b) £ /2 — aP'(r)
2a ’
a qual determina as outras duas raizes do polinémio P(z). O

Wi = —

3.2 ALGUNS EXEMPLOS

Observe agora alguns exemplos resolvidos sobre equagoes do terceiro grau,
retirados do Livro de Algebra de Leonard Euler, escrito em 1770 e encontrados no artigo
de Lima (1987).

Exemplo 3.1 Encontre as raizes da equacao cibica 2% — 6z — 9 = 0.

Resolucao: Primeiramente, os valores de p e ¢ sao, respectivamente, —6 e —9, portanto

2 3 2

q P 49 7
D:— —_— = — = —

4+27 () > 0,

vamos obter

e além disso, como

<
I
ﬂ
|
[\l

2 3 2
e P __4_ e P
Tt e v—\/ T
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temos que

L9 T 16 s L9 7_\%_3_
_\/2+2_\/2_\/§_2 ¢ TV T T ;=Vi=1

Pela referida formula de Cardano Tartaglia, temos

— it = = Sl £ ()i
I = 3a U1 U1 € T2,3 = 30 5 U1 (%1 5 Ui V1)1,
logo
0 +24+1=3
X = _—— =
1 31 )
0 1 V3 3 V3
= —— ——(24+1 —2—-1)i=—=+ —1
T .1 2(+)+2( )i 2—1-21 e
0 1 V3 3 V3
= —— — —(24+1)—-—2-1)t = —= — —1.
v 3.1 gt -5 @G- hi=—g -5

3, ——+ —i,—= — —1

3 V3. 3 V3.
2" 2 '

Exemplo 3.2 Encontre as raizes da equacao ctibica 2® — 6z — 40 = 0.
Resolugao: Primeiramente, os valores de p e ¢ sao, respectivamente, —6 e —40, portanto

vamos obter
D=L 1L _ 399 (14v2)

e além disso, como

temos que

—+14\/§ V204+14vV2 = {2+ V23 =24+V2 e
——14\/5:\/20—14f V(2 —V2)3 =2 -2

Pela referida férmula de Cardano Tartaglia, temos

b
= —— = +
T 3a +up + v (& T23 30 2(U1 + Ul)

|5

(u1 —v1) 14,
logo
= O +(2+V2)+(2-V2) =4
31 %<2+\/§+2—\/5)+\/7§(2+f_2+¢§)¢
% V322, —24+6i

R

€
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:1:32—%—%(2+\/§+2—\/§)—§(2+\/§—2+\/§)i
——g—wi=—2—\/&'.

Dai, as raizes da equacdo 2% — 62 — 40 = 0 sdo
{4, -2 4+ V6i, -2 — V6i}.
Exemplo 3.3 Encontre as raizes da equacao cubica 2® + 3z + 2 = 0.
Resolucao: Primeiramente, os valores de p e ¢ sao, respectivamente, 3 e 2, portanto

vamos obter ) 5
q p

D="4+—=2>0

g Tgr Tl

logo, aplicando na Férmula de Cardano-Tartaglia, obtemos

no= eV Y va= (e Ve Yieve,
Ty = w\S/—1+\/§—w2\3/1+\/§ e
T3 = w2\3/—1—|—\/§—w31

Segue ainda que

Ty = (—1+i£>3—1+\/§—<—%+i\/§> V1+v2 e

+
&

22 2
2
1 3 1 3
o <—§+z§> 3—1+\/§—<—§+i\/7_>31+\/§,

de onde obtemos

Ty = %({’/Mrﬁ—{’/—1+\/§>+i\/7§({’/1+\/§+\3/—1+\/§> e
x5 = %({’/H\/ﬁ—{’/—1+\/§)—¢\/7§(§’/1+\/§+{’/—1+\/§>.

Vejamos agora alguns exemplos na forma completa az® + bx? + cx +d = 0 da

equacao do terceiro grau.
Exemplo 3.4 Encontre as raizes da equacao cibica x® 4 422 — 91z — 490 = 0.

Resolucao: Substituindo = por

temos

4\° 4\ 2 4
_ - 4-(y—=) —91-(y——=) —490 =0.
(v=3) #1-(o-5) o (v-3)

Desenvolvendo os produtos, obtemos



4 16 64 32y 64 364
3 3 2
-3y’ - +3y— — —+4y*"— —+ ——91 — —490 = 0
YTy TNy Ty T Ty g T
289y 9826
3
— — =0
R T T ’
implicando que
2 3 2 3
q P —4913 —289
D [ — _ = s = .
4 * 27 ( 27 * 9 0
289 _ 9826

onde p=—=* e qg=—"2.

Além disso, como

2 3 2 3
Y. SIS Y B S B
“_\/ 2TVt ¢ \/2 TS

,[4913 1T\ 17

= 0= 0= ) ==

Uy o7 —i—\/_ (3) 3

_,[4913 A AN Y

Vo2t Vo= (3) 3

Pela referida férmula de Cardano Tartaglia, temos

temos que

b b1 V3 ,
y1:—3—a+ul+?)1 e y273:—£—§(u1+v1)i7(u—v)z,
logo
B 0 17 17_ 4
N R N T
0 1 /717 17 3 /17 17
boo VLT Ty VBT,
3-1 2(3 3) 2 (3 3)
1 /34 3 17
= — | = +£(O)z:—— e
2\ 3 2 3
0 1 /17 17 V3 /17T 17\ .
Y3 = —s— =\ +=5)——=\|\5 75|
3-1 2\3 3 2 3 3
1 /34 3 17
2\ 3 2 3

Como x =y — 3’ temos que as raizes da equacao original sao dadas por

4 34 4 30

— o= 2 10
1 N=3=73 73773 ’
4_ 1T 42
€T fry _—_— = —— — - = —— = — e
2 = B3 3 3 3
4 17 4 21
z3 = -5 =-7

U R
entao as rafzes da equacao x2 + 422 — 91z — 490 = 0 sao

ou

29



r = -1,
9 = —7 e
3 = 10.
Exemplo 3.5 Encontre as raizes da equacao ctibica 2® — 322 + 62 — 8 = 0.

Resolucao: Substituindo = por

b
x:y——:y+§:y+L
3 3

temos
(y+1)° =3y +1)°+6(y+1)—8=0.
Desenvolvendo os produtos, obtemos
P +3+3y+1—-32—6y—3+6y+6—-8 = 0 ou
¥ +3y—4 = 0,
obtendo o discriminante
=42 3

2
_ T
TR

3

b
D = — =
o7

=95
4 )

onde p=3eq=—4.

Usando a férmula de Cardano Tartaglia, vamos ter

y1:§/__74+\/g+§/—_74—\/g:</2+\/g+\3/2—\/g,

mas como
3 3
1 5 1—+/5
2+ V5 = V5 e 2-V5= V5 ,
2 2
teremos
14++/5 1—4/5
Y1 = 2\/_+ 2\/_21.

Umavez que z1 =y +1 =1+ 1= 2, temos que

o <1+2\/3> L (1—\/5> _ (w + w?) —|—2\/5(w—wQ)7

2

mas como w +w? = —1 e w — w? = i1/3, logo

-1+ /152
=" =
2

Analogamente, temos que

o (14—\/5)_'_“)(1—\/3) _ (w +w?) + V5(w? — w)

14+ +v15¢

I2:1+y2: 5

Y2

2 2 2 ’
dai,
—1—-+15 1 —+/15i

Y3 5 T3 + U3 5

entao as rafzes da equacio x® — 32% + 62 — 8 = 0 sao



T = 2
1++/157
Ty = ———— e
2
1 —+1h
r3 = ————.

2
Exemplo 3.6 Encontre as raizes da equacao ctibica 2® — 62% + 11z — 6 = 0.

Resolucgao: Substituindo = por

b 6
r=y——-—=y+-=y+2,
3 3

temos
(y+2)° —6(z +2)*+ 11z — 6 = 0.
Desenvolvendo os produtos, obtemos

VA6 12y +8—6y> — 24y — 24+ 11y +22—-6 = 0  ou

v -y =0,
entao calculando o discriminante D, concluimos que
p_ T, P _0 (D1
4 27 4 27 27’

onde p=—1leq=0.

Usando a férmula de Cardano Tartaglia, temos

y1:3_9_|_ __1_|_3_9_ __1:3@_3@:07
2 V27 2 V21 9 9

mas como r; = ¥y; + 2, temos que r; = 2 e também

Simplificando, obtemos

)1 o1
y2:(w2—w)z\/;:—\/§z-Z\/;:1,

e com isso x9 = Yo + 2 = 1 4+ 2 = 3. Analogamente, temos que

logo

Simplificando a expressao, vamos ter

1 1
Y3 = (w—wQ)i\/g: \/321\/;: —1,

31
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com isso, T3 = y3 +2 = —1+2 = 1, logo as raizes da equacao x® — 622 + 11z — 6 = 0 sao
1,2e3.

Se uma das raizes de um polindomio do terceiro grau for conhecida antecipa-
damente, poderemos utilizar de forma direta a Proposicao 3.2 para determinar as demais
raizes. A seguir, faremos alguns exemplos que ilustram essa afirmacao.

Exemplo 3.7 Calcule as raizes do polinoémio de terceiro grau P(z) = 2° + 22 — 5z — 2.
Resolugao: Observe que P(2) =23 +22 —-5.2-2=8+4—-10—2=0,logor =2 ¢
raiz do polinomio P(x), entao segue pela Proposigao 3.2 que

(ar +b) £ /Q —aP'(1)

2a
determina as outras raizes de P(x). Observe ainda que a = b = 1,¢c = =5 e d = —2,

W12 = —

enquanto que
P'(2)=3a-2°4+2b-2+¢c¢=32°+22-5=12+4-5=11.
Substituindo todos esses valores, obtemos
Q=0v"—3ac=1>-31.(-5)=1+15= 16,
entao substituindo e P'(r) por seus valores correspondentes, vamos ter

(1-241)+/16—-1-11

2-1

Wi2 =

de onde obtemos que

_3_\/3

w = — e
2
—3++5
W2 — T

Exemplo 3.8 Calcule as raizes do polinoémio de terceiro grau P(z) = z° — 22?4 2x — 15.
Resolugao: Observe que P(3) =3%—2-3242.3-15=27—184+6—15=10, logo r = 3
é raiz do polinomio P(x), entao segue da Proposi¢ao 3.2 que
(ar +b) £ /Q —aP'(r)

2a

determina as outras raizes de P(z). Observe ainda que a = 1,b = —2,¢c =2 e d = —15,

Wi = —

enquanto que
P'(3)=3a-3°+2b-3+¢c=3-3>-4-3+2=27T—-124+2=17.
Substituindo todos esses valores, obtemos
Q=0 —-3ac=(-2>*-3-1-2=4—-6= -2,
entao substituindo e P’'(r) por seus valores correspondentes, vamos ter

(1-3-2)+y—2—-1-17

2-1

W12 = —

de onde obtemos que

—1—=v1% —1+v1%
= w2 = —

w 2 ¢ 2
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Exemplo 3.9 Calcule as raizes do polinomio de terceiro grau P(z) = 2% + 322 + 3z — 7.
Resolugao: Observe que P(1) =134+3-124+3-1-7=1+3+3-7=0,logor=1¢
raiz do polinomio P(x), entao segue pela Proposigao 3.2 que
(ar +b) £ /Q —aP'(r)

2a

determina as outras raizes de P(x). Observe ainda que a = 1,b = ¢ =3 e d = —7,

Wi = —

enquanto que
P(1)=3a-1>+2b-1+¢c=3-1+6-1+3=3+6+3 = 12.
Substituindo todos esses valores, obtemos
Q=0v"—-3ac=3"-3-1.3=9-9=0,
entao substituindo €2 e P'(r) por seus valores correspondentes, vamos ter

(1-143)+/0—1-12

2.1

Wi =
de onde obtemos que
w = —2-— V3i e
wy = —2+ V3i.
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4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Os resultados a serem apresentados tém como objetivo propor um método
alternativo para resolver equagoes do terceiro grau, partindo de uma férmula que simplifica
a resolucao desse tipo de equacao. Nesse momento, apresentamos a seguir o resultado
principal do nosso trabalho, que pode ser visto em Silva Filho, Pereira e Castro (2022)
num contexto mais geral.

Teorema 4.1 Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinomio do terceiro grau com coe-
ficientes reais, tais que ¢ = 3bd e com seu termo independente nao-nulo. Dessa forma,

temos que as raizes de P(z) sao obtidas pela férmula

B 3d
/3d(bc — 9ad) — ¢
Demonstragao: Considere o seguinte polinomio P(x) = az® + bx? + cx + d, entdo

queremos resolver a equagao
Plx)=0 <= ar®+bar’+cx+d=0,
ou ainda,
ba? +cx +d = —az’.
Como d # 0, entao podemos multiplicar e dividir por tal valor, o que nos da
uma equagao equivalente a equacao acima, ou seja,
3d(bx® + cx + d) = 3d(—az®) <=  3dba* + 3cdx + 3d* = —3adz’®,

mas ¢ = 3bd, temos que a equacao acima é equivalente a

% + 3cdx + 3d* = —3ada?®.
Sabendo que d # 0, podemos multiplicar a equagao anterior por 9d para ob-
termos
9d(c*x* + 3edx + 3d*) = 9d(—3adx?),
logo,
9c*da® + 27cd?x + 27d° = —27ad’z”
— A2 +9%da? + 2Tcd* s + 27d° = (¢ — 27ad?)2?
< (cx+3d)? = (c* — 27ad?) 2>
Sendo ¢? = 3bd, entdo, fazendo as manipulacoes algébricas adequadas na ex-
pressao ¢ — 27ad?, obtemos
¢® — 27ad* = 3bed — 27ad?* = 3d(bc — 9ad),
assim, temos que a equagao que envolve z é equivalente a
(cx + 3d)* = 3d(bc — 9ad)x>.
Uma vez que x # 0, pois d # 0, podemos dividir ambos os lados por z° e
reunir cx + 3d e x sob o mesmo expoente, obtendo

qy? d
@37 aithe—0ad) = I3 omime —0aa),

3 x
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ou equivalentemente,
d d
c+ g 3d(bc — 9ad) <= s v/ 3d(be — 9ad) — c.
T T

Observe que na expressao do lado direito da igualdade da tltima equacao,

como 3bd = c?, temos
3d(bc — 9ad) = 3bdc — 27ad® = ¢* — 27ad”.

Observe que d # 0 e a # 0, ja que o polinémio é de terceiro grau com termo
independente nao-nulo, logo ¢* —27ad? # ¢* e isso nos garante que /3d(bc — 9ad) —c # 0.
Concluimos entao que

3d

{/3d(bc — 9ad) — ¢

expressa as raizes de P(x). Além disso, a expressao acima encontrada para z engloba as

trés raizes do polindmio, pois a raiz ciibica de um niimero real nao nulo possui 3 solugoes,

uma real e duas complexas conjugadas. 0
Agora, considerando as raizes cibicas de 3d(bc — 9ad), podemos descrever as

raizes do polinomio a partir da raiz ctibica real dessa expressao.

Coroldrio 4.1 Seja P(z) = az® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com

coeficientes reais que satisfazem c¢? = 3bd e com termo independente nao-nulo, entao suas

raizes sao dadas por

3d 6d
__ 2% + 6) + /30
5—c o M2 (2¢+0)* + 362 (2 +8) & /344,

onde § é a raiz cibica real de 3d(bc — 9ad).

r =

Demonstragao: Inicialmente observe que —c # 0, uma vez que 6 = {/3d(bc — 9ad) # c.

Pela Formula de De Moivre e pelo Teorema 4.1, temos

N 3d - 6d
0—c b2 1 V3 (0 + 2¢) + /353

entdo multiplicando o numerador e o denominador de w; e wy por (6 + 2¢) — V3di e
(6 + 2¢) 4+ /304, respectivamente, obtemos ainda

3d 6d
€ Wi = —

§—c’ ’ (0 4 2¢)? + 362

o que conclui a demonstracgao. U

[(8 + 2¢) + v/351],

r =

A partir do exposto, podemos ver diretamente o seguinte corolario quanto a
quantidade de raizes reais do polinomio.
Coroldrio 4.2 Seja P(z) = az® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com
coeficientes reais que satisfazem ¢? = 3bd, entao este admite no méximo duas rafzes reais
distintas.
Demonstragao: Decorre diretamente do Corolario 4.1, pois caso d # 0, temos apenas

uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas ou trés raizes reais iguais. De fato, no
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caso em que 6 = 0 temos

Wy = —%(20) = —3% =T =W,
logo temos trés raizes reais iguais. No caso em que d # 0, temos que w; 2 € C —R e neste
caso, teremos apenas uma raiz real e o resultado esta provado, pois
6v/3d5
(2¢+ 6)% 4 362

Em resumo, no caso em que d # 0 as unicas possibilidades em relagao a quan-

wis €R & —0<6V3d6 =0< 6 =0.

tidade de raizes reais sdo: trés raizes reais iguais (uma tnica raiz real com multiplicidade
trés) ou uma unica raiz real (as demais sdo complexas e nao reais).

Se d = 0, como ¢® = 3bd, temos ¢ = 0, donde ¢ = 0. Assim, o polinomio se
torna apenas P(x) = ax® + bx?, o qual possui apenas 0 e —— como raizes. Neste caso,
se b = 0, as trés raizes serao nulas, e se b # 0, teremos 2 rgizes reais distintas para o
polinoémio.

Por fim, este ultimo corolario fala a respeito da possibilidade da mudanca de

2 = 3bd e possamos assim usar a

uma variavel para que possamos obter a condicao ¢
formula do Teorema 4.1.

Corolério 4.3 Um polindomio P(z) = ax® + bx? + cx + d do terceiro grau sobre os reais
possui no maximo duas raizes reais distintas, se e somente se, existe uma constante ¢t € R,
tal que o polinomio

Pi(z) = P(z +t) = au® + ba* + ez + d;

satisfaz a relagao ¢? = 3byd;.

Demonstragao: Dividimos a demonstracao em duas partes, as quais descrevemos a
seguir:

12 Parte: Admita que P(x) possui no maximo duas raizes reais distintas.

Como todo polinomio do terceiro grau com coeficientes reais possui pelo menos
uma raiz real, digamos r € R, podemos definir o polinomio P(y) := P(y + r). Para tal
polinomio temos:

Ply+r)=aly+7r)7°+bly+r)°+cly+r)+d
=a(y® +3y°r + 3yr* + )+ b(y  +2yr + 1) +c(y + 1) +d
= ay® + (3ar + b)y* + (3ar® + 2br + )y + (ar® + br® + er + d),
onde ar3 + br? + cr + d = 0, pois r é raiz do polindmio P(z). Daf
P(y+7r) = Ay® + By* + Oy,
onde A = a, B = 3ar+be C = 3ar*+2br+c e, portanto, lg(y) possui termo independente
nulo.

Por meio de um polinémio P(x), obtemos um outro polinémio com o termo

independente nulo, de maneira que podemos supor

P(x) = ax® + bx® + cx = x(az® + bz + ¢),
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com b? — 4ac < 0, pois ax?® + bz + ¢ = 0 possui no maximo uma raiz real. Vamos olhar
para a expressao de P;(z) para t arbitrario:
P(x)=Plx+t)=alz+t)> +blx+1)* +c(z+1)
= az® + (3at + b)x* + (3at® + 2bt + c)x + (at® + bt* + ct)
= a2 + bx? + e + d,.
Assim, vamos considerar dois casos:

1° Caso: b* = 3ac.

Fazendo t = —i, temos by =0 e
3a
b\’ b
¢ = 3a (—5) + 2b (—5) +c
b2  2b?
= ———+c¢
3a  3a
B 3ac — b?
N 3a
= 0,

portanto by = ¢; = 0 e assim P () satisfaz ¢? = 3b,d; para t = 34
2° Caso: b? # 3ac.
Como vimos acima na expressao de Py(z) para t arbitrdrio, vamos observar
qual condigao sobre t faz ¢? = 3b,d; seja satisfeita:
¢ = 3bdy
<= (3at® + 2bt + ¢)* = 3(3at + b)(at® + bt* + ct)
< 9a’t" + 4b*t* + ¢ + 12abt® + 6act”® + 4bct = 9a’t* + 12abt® + 9act® + 3bt* + 3bet
< (b* —3ac)t* + bet + c¢* = 0.
O valor de t que satisfaz a ultima igualdade obtida serda uma raiz da equacao
quadratica (b* — 3ac)t? + bet + ¢ = 0. Pela Férmula de Bhéskara, encontrada em Lima

et al (2012, p. 122), temos

—be £ /b2 — 4(b? — 3ac)c?

2(b% — 3ac)
_ —bet VB2 — 4D + 12ac3
2(b? — 3ac)
_ —beEt V=302 + 12ac?
2(b% — 3ac)
—be £ /3¢2(—b? + 4ac)
2(b? — 3ac)

—be + ¢/3(—b? + 4ac)
2(b? — 3ac)
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—b+ /—3(b* — dac)
c

2(b? — 3ac) ’

—b++/—3(b%2—4ac)
2(b%—3ac)
Observe ainda que temos b? — 4ac < 0, portanto t € R.

22 Parte: Sendo P(z) = az®+ bx? + cx + d, suponhamos que P;(x) = P(x +t) possui os

e assim para t = ¢, tem-se que P,() satisfaz ¢? = 3b;d;, como querfamos.

coeficientes que satisfazem ¢? = 3b;d;, entao pelo Coroldrio 4.2, conclui-se que o polinémio
P;(x) possui no méximo duas raizes reais distintas. Agora, sendo 71 e ry as raizes reais
distintas de P;(x) e definindo s; := 1 +t e sy := 1y + t, temos que s; e Sp SA0 reais
distintos e além disso,

P(s1) =P(ri+t)=PFi(r1) =0

P(Sg) == P(TQ +t) == Pt(TQ) = 0,
ou seja, s1 € Sy sao rafzes reais distintas de P(z).

Suponha por absurdo que exista s3 real tal que s3 # s; e s3 # s com P(s3) = 0,
isto é, s3 é uma terceira raiz real distinta das duas anteriores, de modo que P(x) possua
trés raizes reais distintas, entao para rs := s3 — t teriamos que

Rg(’/’g) = P(Tg +t) = P(Sg) = 0,
isto é, s3 seria uma terceira raiz real de P;(x) e, além disso r3 seria distinta das duas raizes
reais r; e 79, isto contradiz o fato de P;(x) possuir no maximo duas raizes reais distintas,
portanto, P(x) admite, também, no maximo duas raizes reais distintas. O

Na sequéncia, apresentamos alguns exemplos, onde aplicamos os resultados
obtidos, onde verificaremos as condi¢Oes necessarias para o uso da nova férmula e caso
necessario faremos a mudanga de varidvel.

Exemplo 4.1 Determine as raizes da equacao ° + 2% + 3z + 3 = 0.
Solucao: Observe que

?=32=9=3d=3-1-3 e bc—9%ad=1-3—-9-1-3=3-27=—-24,
logo

v/ 3d(bc — 9ad) = /—216 = —6, —6w e — 6w,
V3.

de w=—= 4+ —1.
onde w 5 + 5 1
Usando a féormula do Teorema 4.1, temos que
3-3
w, = ——0=-1,
6+ 3
3-3 9 3
Wy = —\/gl (§]

T6w+3  —343V3i+3 V3
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3.3 9 3
Wy = ———p = - =3
3 6w + 3 —3-3V3i+3 V3i

sao as raizes procuradas.

Exemplo 4.2 Calcule as raizes da equacao z° + 22 + 6x + 12 = 0.

Solugao: Percebemos que a relacao entre os coeficientes ¢? = 3bd é verdadeira, pois

P2=62=36=3bd=3-1-12

e
bc—9%d=1-6—9-1-12=6— 108 = —102,
logo
V/3d(be — 9ad) = /=3672 = —6, —6v/17w e — 6v/17@.
Usando a féormula do Teorema 4.1, temos que
B 3-12 6
YT e 6 VTt L
B 3-12 12
BT TV 16 (VIT—2) — VITV/3i
B 3-12 12
BT T eTTo 16 (VIT—2) + VI3
ou ainda,
B 3-12 6
YT TeUTTr6 VIl
wy = m_gﬁﬂ[(é/ﬁ—z)ﬁ’/ﬁﬁﬂ e

3 3 3 .
wy = m—ﬁ—l—l[(\/ﬁ_m_\/ﬁ\/ﬁz]

sao as raizes procuradas.

Exemplo 4.3 Obtenha as raizes do polinomio P(z) = 2® — 5% + 11z — 7.
Solucao: Percebemos que a relacao entre os coeficientes ¢? = 3bd nao ¢é verdadeira, pois

> =117 =121 # 105 = 3 - (=5) - (=7) = 3bd,
entretanto podemos efetuar manipulagdes em P(x) de forma a satisfazer o Teorema 4.1.
Assim, faz-se necessirio determinarmos o valor para t € R tal que P(z) = P(z +t) =
a;w3 + byr? + cyx + d; satisfaca a condigao ¢ = 3byd;.

Nesse sentido, temos que
Pla+t)=(x+t)’ =5 +t)° +11(z+t) -7

= 2% + (3t — 5)2® + (3t* — 10t + 1)z + (> — 5t + 11t — 7)

= aq,x® + b + o + dy,
logo

c? = 3byd; & (3t — 10t + 11)* = 3(3t — 5)(+* — 5t* + 11t — 7),
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expandindo as expressoes na igualdade do lado direito, temos
9t* +100t* + 121 — 60t® 4 66t> — 220t = 9t* — 45¢> + 99t* — 63t — 15¢> + 75t* — 165t + 105,
assim, simplificando a expressao anterior, temos
8t* —8t—16=0t"—t—2=0&t=2o0ut=—1
Considerando t = 2, temos
Py(z) = P(x +2) =2 + 2* + 32 + 3,
que é o polinomio do Exemplo 4.1.

Como Py(z) = P(x 4 2), entdo a é raiz de Py(x) se, e somente se, a + 2 é raiz
de P(z), logo as raizes de P(x) sao obtidas somando 2 nas raizes de P(z), desse modo,
obtemos

w =1, wy=2—V3 e w3=2+V3i,
que sdo as raizes de P(x).
Exemplo 4.4 Determine as raizes o polinomio P(z) = 2% — 22% + 3z — 6.
Solucao: Percebemos que a relacao entre os coeficientes ¢? = 3bd nao ¢ verdadeira, pois
?=3"=9+#36=3(-2) (—6) = 3bd,
entretanto podemos efetuar manipulagoes em P(zx) de forma a satisfazer o Teorema4.1.
Assim, faz-se necessirio determinarmos o valor para t € R tal que P(z) = P(z +t) =
a;x + byr? + cyr + d; satisfaga a condigao ¢ = 3byd;.
Nesse sentido, temos que
Plz+t) = (w+t)* =2 +t)*+3(x+1t)—6
= 2%+ (3t — 2)a® + (3t2 — 4t + ) + (£* — 26> + 3t — 6)
= a2° + br? + e + dy,

logo
¢ = 3byd; & (3t* — 4t + 3)% = 3(3t — 2)(¢* — 2t* + 3t — 6)
& Ot — 241% 4 34¢% — 24t + 9 = 9t* — 24t + 39t* — 72t + 36
©5t2—48t+27:0<:>t:§out:9.
Considerando t = 9, temos
Py(z) = P(z +9) = 2” + 252® 4 210z + 588.
Percebemos que a relagao entre os coeficientes (¢/)? = 30'd’ é verdadeira, pois
()? = 210* = 44100 = 3 - 25 - 588 = 3b'd
e
b'd —9d'd =25-210—9-1-588 = 5250 — 5292 = —42,
logo

/3d' (V! — 9a'd') = /—T4088 = —42, —42w e — 42,

Usando a féormula do Teorema 4.1, temos que
3-588 1764
—42 - 210  —252

-7,

wy, =
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3. 588 1764
wy = - = -94+3i e
2 —42w — 210 —189 — 21/3i

3. 588 1764
wy = = = —9—3i,
3 —420 — 210 —189 4 21+/3i

entdo as rafzes da equacio x® — 222 + 3z — 6 = 0 sdo

Try = —7—|—9:2,
Ty = —9—V3i+9=—-V3i e
3 = —94+v3i+9 =13

sao as raizes procuradas.
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5 CONCLUSAO

Diante dos estudos realizados, percebe-se a dificuldade de se resolver equacoes
do terceiro grau fazendo-se uso da férmula de Cardano-Tartaglia, por isso vimos a ne-
cessidade de uma abordagem mais simples para a resolucao de algumas equagoes. Foi
nesse ponto de vista que desenvolvemos, neste trabalho, uma férmula que simplifica de
forma habil o processo de encontrar as raizes de equacoes do terceiro grau, agilizando
a resolucao delas dado que as condigoes sejam atendidas. Para uma versao mais geral
desse resultado, recomendamos ao leitor o artigo de Silva Filho, Pereira e Castro (2022).
Dessa maneira, esperamos que este trabalho possa ser um ponto de partida para futuras
pesquisas académicas semelhantes que contribuam, assim como este projeto, para a ardua
e prazerosa missao de repassar o conhecimento matematico para os alunos, de maneira

que, em um futuro proximo, haja ampliacao dos estudos na area.
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