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RESUMO

O presente trabalho é o desenvolvimento de uma pesquisa de revisao bibliografica sobre
as equacoes diofantinas lineares e quadraticas, as quais possibilitam a resolucao de varias
situagoes-problema do cotidiano, além de proporcionar o desenvolvimento do raciocinio
logico e de revisar conceitos matematicos ja ensinados na escola. Este tema se estrutura
principalmente em contetidos pertencentes ao Ensino Fundamental e, portanto, de acesso
facil e completo aos educandos do Ensino Médio, o que justifica seu ensino e o transforma
em uma ferramenta contextualizadora e interdisciplinar. Também é mostrado, a aplica-
¢ao e a importancia destas equacoes nos conjuntos dos ntmeros racionais e irracionais,
o que possibilita uma melhor compreensao dos niimeros reais comensuraveis, € um novo
conceito de maximo divisor comum, denominado maximo divisor comum generalizado,
expandindo, com isto, o leque das resolucoes de problemas solucionados por estas equa-
¢oes, oferecendo um suporte maior para compreensao dos assuntos associados. A criagao,
a modelagem e a resolucao de diversas situagoes-problema com aplicacao da teoria pes-
quisada mostra a relevancia deste trabalho. Observa-se portanto que é possivel e bastante
razoavel o ensino das equagoes diofantinas no Ensino Médio, evitando logicamente o ri-
gor matematico e o excesso de formalismos desnecessarios neste nivel de Ensino, desde
que suas aplicacoes sejam adaptadas ao nivel dos educandos, pois elas estabelecem cone-
xoes com alguns contetidos do Ensino Bésico, tais como: divisibilidade, maximo divisor
comum, minimo multiplo comum, equagoes do primeiro e do segundo graus, fun¢ao po-

linomial do primeiro grau, progressao aritmética, geometria plana e analitica, entre outros.

Palavras-chave: Equagoes Diofantinas. Aplicagoes. Ensino.



ABSTRACT

The present work is the development of a literature review research on linear and qua-
dratic Diophantine equations, which enable the resolution of various everyday problem-
situations, in addition to providing development logical reasoning and reviewing mathe-
matical concepts already taught in school. This theme is structured mainly on contents
pertaining to Elementary School and, therefore, of easy and complete access to high school
students, which justifies its teaching and transforms it into a contextualizing and inter-
disciplinary tool. It is also shown, the application and importance of these equations in
the sets of rational and irrational numbers, which allows a better understanding of the
commensurable real numbers, and a new concept of maximum common divisor, called
generalized maximum common divisor, thus expanding the range of problem solving sol-
ved by these equations, offering greater support for understanding the associated issues.
The creation, modeling and solving of several problem-situations with the application
of the researched theory shows the relevance of this work. It is therefore observed that
it is possible and quite reasonable to teach Diophantine equations in high school, logi-
cally avoiding mathematical rigor and unnecessary formalism at this level of education,
provided that their applications are adapted to the level of students, as they establish
connections with some contents of Basic Education, such as: divisibility, maximum com-
mon divisor, minimum common multiple, first and second degree equations, first degree

polynomial function, arithmetic progression, plane and analytical geometry, among others.

Keywords: Diophantine Equations. Applications. Education.
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1 INTRODUCAO

Neste estudo retratamos alguns contetidos que nos remetem & Aritmética, como
o maximo divisor comum (mdc), destacando uma de suas aplicagoes, que é um de nossos
focos principais, as equagoes diofantinas lineares, nome este dado como homenagem a
Diofanto de Alexandria, mateméatico grego, considerado o pai da Algebra.

Apesar de existir varios tipos de equagoes diofantinas, nos restringimos as
equagoes diofantinas lineares com duas variaveis a X +bY =c¢, com X,Y € Z,a,bec € Z
e a dois tipos de equacoes diofantinas quadréticas, as equacoes pitagoricas a2 + y? = 22,
com 7,7,z € N e a equacao de Pell 22 —ny? =1, com z,y € Z e n € N e diferente de um
quadrado perfeito.

Realizamos também o estudo sobre equagoes diofantinas lineares, sendo que,
em um primeiro momento, definimos os valores dos coeficientes a e b como pertencentes ao
conjunto dos nimeros inteiros e depois ampliamos esses valores de a e b ao conjunto dos
ntmeros racionais e dos niimeros reais comensuraveis, onde destacamos pares de niimeros
irracionais sendo os valores de a e b.

Existem varios modelos e técnicas de resolucao para as equagoes diofantinas.
Neste estudo, abordaremos alguns destes. De antemao, algumas ideias que devemos sem-
pre levar em consideragao nas resolucoes de problemas que envolvem equagoes diofantinas
sao: observar as propriedades das constantes inteiras da equagao em questao; utilizar desi-
gualdades quando possivel, pois estas nos ajudam a reduzir o conjunto solu¢ao; pensar em
casos particulares, pois estes nos auxiliam na solugao geral; e utilizar o mdc e o algoritmo
de Euclides para facilitar a resolucao.

Sendo assim, formulamos e dividimos nosso trabalho em capitulos, relaciona-
dos a seguir com os respectivos contetidos de forma que se possa contextualizar, propor
modelos de resolucao e realizar as devidas resolugoes em cada situacao que vamos apre-
sentar.

No capitulo 2, tratamos de alguns topicos de Teoria dos Nimeros, como o prin-
cipio da indugao finita, o principio da boa ordenacao, divisibilidade em ntimeros inteiros,
méximo divisor comum, onde podemos destacar o algoritmo da divisao de Euclides, que
possui intmeras aplicagdes praticas e minimo multiplo comum (mmc), os quais possuem
conceitos preliminares essenciais e necessarios para o desenvolvimento das resolugoes das
equacgoes diofantinas lineares.

No capitulo 3, retratamos um pouco do que se conhece sobre a vida e a obra
de Diofanto de Alexandria, com um breve historico, destacando sua principal obra Arit-
mética, uma colecao composta de treze livros, seu uso sistematico de simbolos com abre-
viagoes para as poténcias de niimeros e suas relacoes e também para as operacoes.

No capitulo 4, abordamos as equacoes diofantinas propriamente ditas na se-

guinte sequéncia: equacoes diofantinas lineares com duas incognitas, coeficientes inteiros
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e solugoes no conjunto dos nimeros inteiros, equacoes diofantinas lineares com duas in-
cognitas, coeficientes racionais e solugoes no conjunto dos ntmeros inteiros, equacoes
diofantinas lineares com duas incognitas, coeficientes irracionais e solugdes no conjunto
dos numeros inteiros; e equagoes diofantinas quadraticas, com as equacoes pitagoricas
em um primeiro momento e a equacao de Pell em um segundo momento. Neste capi-
tulo, podemos observar as condigoes de solucao para cada uma das equagoes abordadas,
bem como os processos para construcao das solucoes em cada caso e suas aplicagoes em
respectivos exemplos.

Nosso interesse pela Algebra e Aritmética, foi um dos fatores primordiais para
estudarmos as equacoes diofantinas e suas aplicagoes. Este trabalho tem como objetivo
principal mostrar que as equagoes diofantinas lineares com duas incognitas e algumas
equacgoes diofantinas quadraticas sao contetdos que podemos abordar, trabalhar e de-
senvolver durante os trés anos do ensino médio, visto que as resolugoes de problemas
que envolvem estes tipos de equacoes podem utilizar como base diversos contetidos que
ja sao tratados durante os ensinos fundamental e médio, tais como, logica matemaética,
mdc, mme, equagoes e fungoes polinomiais do primeiro e do segundo graus, progressao
aritmética (PA), geometria plana, entre outros.

Para ratificar a motivagao do nosso objetivo, temos o fato de que no Exame
Nacional do Ensino Médio (Enem) deste corrente ano, uma das questoes elencadas no
caderno da area de matemaética e suas tecnologias foi sobre o assunto equagoes diofantinas
lineares.

Utilizamos a pesquisa bibliografica como metodologia de investigacao do nosso
trabalho, visto que a relevancia destes contetidos se apresenta principalmente na modela-
gem de problemas cotidianos concretos com variaveis discretas indispensavel & resolucao
de equagoes diofantinas lineares com duas incognitas e de equagoes diofantinas quadrati-
cas, 0 que, mais uma vez, nao caracteriza obstaculo aos educandos no ensino médio, pois
possibilita e oportuniza novos aprendizados, visto que se exige uma revisao de contetdos

abordados no ensino basico.
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2 TEORIA DOS NUMEROS

Neste capitulo, abordaremos alguns topicos da teoria dos nimeros, os quais
sao pré-requisitos a serem utilizados na resolugao das equagoes diofantinas e que servirao
como base tedrica para o desenvolvimento do estudo das equagoes diofantinas e para
compreensao dos métodos algébricos que fornecem todas as solugoes inteiras para estas
equagoes, tomando como norte principalmente as obras de Hefez (2013), (2009) e (2006),
Domingues (1991, Alencar Filho (1981]), Martinez e et al (2018]) e Santos (2007)).

2.1 PRINCIPIO DA INDUGAO FINITA

Os ntimeros inteiros possuem as operagoes de adigao e de multiplicagao bem
definidas, com a comutatividade, a associatividade, o elemento neutro, o elemento simé-
trico e a distributividade multiplicativa com relacao & adigao se fazendo presentes. Além
destas propriedades, o fechamento de Z e a tricotomia também sao observadas nos nimeros
inteiros. Mas isto ndo é suficiente para caracterizar este conjunto numérico. E necessério
adicionarmos o Principio da Boa Ordenacao para concluirmos sua caracterizagao, o qual
enuciaremos e demonstraremos no préximo toépico.

Tanto os niimeros racionais nao negativos quanto os nimeros reais nao ne-
gativos possuem quase todas as propriedades dos naturais e dos inteiros, exceto uma
propriedade: o Principio da Inducao Finita que vamos enuncia-lo e demonstra-lo a seguir,
pois é um instrumento matemético importantissimo, demonstrativo da veracidade de sen-
tengas/propriedades para uma sequéncia de objetos e que, segundo Santos (2007), é uma

ferramenta indispensavel na demonstragao de muitos teoremas.

Teorema 2.1. (Principio da Indugao Finita) Sejam A C Z e a € Z tais que
eacAe
e 0 conjunto A € fechado com respeito a operacao de somar 1 a seus elementos, ou seja,
Vbbe A=b+1€ A

Entao, {c € Z;c > a} C A.
Demonstragao: Consideremos A" = {¢ € Z;c > a}. Agora, suponhamos por absurdo
que A" ¢ A. Dai, temos que A’ \ A nao é vazio e todo elemento pertencente a A’ \ A deve
ser maior ou igual a a.

Sendo assim, temos que existe um elemento d € A"\ A, com d > a, ou seja,
de Aed¢ A oqueimplicaemd—1€ A ed—1¢€A.

Agora, temos que, pela hipotese do enunciado, d € A, poisd = (d—1)+1 € A,
j& que o conjunto A é fechado com respeito & operacao de somar 1 a seus elementos, onde
chegamos a uma contradicao.

Portanto, A’ ={c€Z;c>a} CA={ceN;c>a} CACZ. |

Como variacao do Principio da Inducao Finita temos a Segunda Forma do
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Principio da Inducao Finita, conhecido também por Principio da Indugao Completa ou
Principio da Indugao Forte, que também é muito tutil. Utilizamos o Principio da Indugao
Forte, quando, ao tentarmos demonstrar alguma sentenca ou proposicao por indugao, na
passagem de b para b + 1, h& necessidade de admitirmos que a sentenca ou proposicao
valha nao apenas para b, mas valha para todos os niimeros naturais menores do que ou
iguais a b.

Seja P(b) uma proposicao sobre A = {b € Z;b > a, a € Z}. Segue:
> se P(a) é verdadeira; e
> se para todo ¢ tal que a < ¢, com ¢ € Z vale P(c) = P(c+1);
> entao para todo b € A, P(b) é verdadeira.

Dai, para provarmos que todo nimero inteiro b, pertencente ao conjunto A,
possui determinada propriedade, podemos utilizar o Principio da Inducao Forte em b,
onde devemos:

1) Primeiramente, mostrar que para o valor a, P(a) é verdadeira, que ¢ chamado de base
de indugao;

2) No segundo momento, supor que para todo ¢ tal que a < ¢ vale P(c), que é chamado
de hipotese de indugao;

3) E, por fim, mostrar que para o valor c+ 1, P(c+ 1) é verdadeira, usando o fato de que
para todo ¢ tal que a < ¢ vale P(c), que é chamado de passo de indugao.

De acordo com Martinez e et al (2018| p. 4), ao se verificar a base de indugao e o
passo de indugao conseguimos uma “cadeia de implicagoes” de modo que P(b) é verdadeira
para todo numero inteiro b > a.

Do Principio da Inducao Finita, temos o seguinte instrumento utilizado para

demonstrar teoremas:

Corolario 2.1. Seja a € Z e P(b) uma sentenga/propriedade aberta sobre b. Suponhamos
que:
i) P(a) € verdadeira; e
it) Yb > a, com b € Z, sempre que P(b) for verdadeira, entao temos que P(b+1) também
€ verdadeira.
Entao, P(b) € verdadeira ¥Yb > a.
Demonstragao: Seja A um subconjunto de Z para os quais P(b) é verdadeira, ou seja,
A={beZ;P()}.
Como, pelo Principio da Indugao Finita, temos que por (i), a € A e, por (ii),
Vb,be A= (b+1) € A, entado {c € Z;c > a} C A.
Portanto, P(b) é verdadeira Vb > a. |
Sendo assim, devemos:

>> primeiramente, verificar que a sentenga/propriedade vale para o nimero a, escolhido

(geralmente a, = 0 ou a, = 1, mas hé propriedades que comec¢am por a, = 2, a, = 3
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ou outro qualquer);
>> depois, assumir a hipotese de indugao, ou seja, assumir que a sentenga,/propriedade
¢ verdadeira para algum a € N; e
>> por fim, demonstrar que a sentenga/propriedade também vale para a + 1, sucessor de
a.
Se as trés condigoes forem satisfeitas, entao a sentenga/propriedade vale para
qualquer a € N tal que a > a,.
O segredo para a utilizagao do Principio da Inducao Finita é, quando chegar no
terceiro passo, se utilizar de manipulagoes algébricas possiveis e cabiveis para encontrar

a expressao aceita como verdadeira no passo 2.

Exemplo 2.1. Demonstrar que, para todo inteiro positivo n, a soma dos n primeiros

niimeros fmpares resulta em n?, ou seja,

1+3+5+--+(2n—1)=n>

Solucao: Utilizando o Principio da Inducao Finita, podemos desenvolver os passos que se
seguem.

Primeiramente, verificando que o somatorio enunciado para o primeiro niimero
fmpar resulta em n?, isto é, que a propriedade é valida para n, = 1.

n=1=1=1%

Agora, supondo a veracidade da sentenga descrita no enunciado para algum n,

temos que:
14+3+5+--+(2n—1)=n’

Por fim, demonstrando que a sentenca também é verdadeira se somarmos o
proximo niimero impar e observando que, como o ultimo ntimero impar representado no
somatorio foi (2n — 1), entdo o proximo namero impar sera 2 unidades maior, ou seja,
(2n —1+42) = (2n + 1), obtemos a soma

1+34+5+---+2n—-1)+(2n+1).

Como 1 4+3+5+---+ (2n — 1) = n?, suposto acima, entdo

14345+ +02n—1)+2n+1)=n"+2n+1)=n*>+2n+1.

Esta expressao é um trinomio quadrado perfeito. Dai,

n*+2n+1=(n+1)>~

Logo, a soma dos (n+ 1) primeiros niimeros impares resulta em (n+ 1), como
queriamos demonstrar.

Portanto, para todo inteiro positivo n, a soma dos n primeiros ntmeros impares

resulta em n?. ]

Exemplo 2.2. Demonstrar que, para todo inteiro positivo n, a soma das n primeiras
poténcias de 2, comecando de 2°, resulta em 2" — 1, ou seja,
20420 422 4. 42" =2 — 1 Vn e Z.
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Solugao: Utilizando o Principio da Inducao Finita, podemos desenvolver os passos que se
seguem.

Primeiramente, verificando que o somatorio enunciado para o primeiro niimero
inteiro positivo resulta em 2™ — 1, isto é, que a propriedade é valida para n, = 1.

n=1=2"1=2'-1=2"=2-1=1=1.

Agora, supondo a veracidade da sentenca descrita no enunciado para algum n,
temos que:

2042t 422 4. 4 om =97 1 ¥neN.

Por fim, demonstrando que a sentenca também é verdadeira se somarmos a
proxima poténcia de 2 e observando que, como a tiltima poténcia de 2 representada
no somatorio foi 27!, entdao a proxima serd 2 unidades maior no expoente, ou seja,
2n—1+l — 97 obtemos a soma

20 42t 2% . g2t o

Como 20 42! +22 ... 4271 =927 _ 1 suposto acima, entdo

2042t 4222 gt =" 142" =22 — 1 =2"

Logo, a soma das primeiras (n + 1) poténcias de 2 resulta em 2" — 1, como
queriamos demonstrar.

Portanto, para todo inteiro positivo n, a soma das n primeiras poténcias de 2

resulta em 2™ — 1. O

2.2 PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO
De acordo com Hefez (2009), temos as definigbes a seguir.

Definigao 2.1. Um conjunto A, subconjunto de Z, é limitado inferiormente quando existe
a € 7Z tal que a < b, Vb € A.

Definicao 2.2. a € A é um menor elemento de A se a < b, Vb € A e, acontecendo isto,

o namero a serd chamado de cota inferior de A.

Convencionalmente, tomamos o conjunto vazio, que apesar de nao possuir
elemento algum, como um conjunto limitado inferiormente, possuindo qualquer nimero
como uma cota inferior.

Notemos aqui que se o conjunto A possui um menor elemento a, entao a é
Gnico, pois se a e a’ sdo menores elementos de A, temos que a < d' e @’ < a, que, pela

tricotomia, implica a = a'.

Exemplo 2.3. Os conjuntos Z e —N nao limitados inferiormente por nao possuirem

menor elemento.

Exemplo 2.4. O conjunto N limitado inferiormente por possuir o ntiimero 1 como menor

elemento, pois 1 € Ne 1 <n Vn € N.

O Principio da Boa Ordenacgao diz que se A é um subconjunto nao vazio de Z
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e limitado inferiormente, entao A possui um menor elemento.
Com isto, temos, particularmente, que, como todo e qualquer subconjunto de
N é limitado inferiormente por 1, entao todo subconjunto nao vazio de N possui um menor

elemento.

Teorema 2.2. (Principio da Boa Ordenagdo) Se A € um subconjunto nao vazio de N e
limitado inferiormente, entao A possui um menor elemento.
Demonstragao: Primeiramente seja A’ um subconjunto nao vazio de N e suponhamos,
por absurdo, que A’ nao seja um conjunto limitado inferiormente, ou seja, nao possua um
menor elemento.

Consideremos agora o conjunto B, complementar de A’ em relacdo a N. De-
sejamos aqui mostrar que

B =N.
Sendo assim, consideremos também o conjunto

I,={ceN;c<b; be N}

e a sentenca aberta
P®): I, C B.

Dai, temos que, pelo Principio da Inducao Finita, como 1 < b para todo b,
entao segue-se que 1 € B, pois, caso contrario, 1 seria um menor elemento de A’, sendo que
A’ nao possui menor elemento de acordo com a suposicao feita no inicio da demonstracgao.
Logo, P(1) é verdadeira.

Suponhamos agora que P(b) seja verdadeira. Se b+ 1 € A’, como nenhum
elemento de I, estd em A’; teriamos b+1 sendo um menor elemento de A’; o que, novamente
pela suposicao feita no inicio da demonstracao, nao pode ocorrer.

Com isto, b+ 1 € B, e, consequentemente,

Iy =LU(b+1)CB,
provando que Vb, I, C B. Logo, temos N C B e B C N, o que implica, novamente pela
tricotomia, B = N. Se B = N, entao A’ é vazio e isto ¢ uma contradicao.

Portanto, se A € um subconjunto nao vazio de N e limitado inferiormente,

entao A possui um menor elemento. [ |

A seguir o Principio da Boa Ordenagao em Z para um conjunto limitado infe-

riormente.

Proposicao 2.1. Se A ¢ um subconjunto nao vazio de 7 e limitado inferiormente, entao
A possui um menor elemento.
Demonstragao: Seja A’ um subconjunto nao vazio de Z e suponhamos que A’ nao seja
um conjunto limitado inferiormente, ou seja, nao possua um menor elemento.

Como A’ é ndo vazio, analisemos as seguintes possibilidades:

12) se A’ for um conjunto unitario, seu tnico elemento é seu menor elemento, onde che-
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gamos a uma contradicao;

22) se A’ possuir uma quantidade finita de elementos, um destes elementos serd menor
que todos os demais elementos de S, fazendo dele o menor elemento de S, onde
chegamos a uma contradigao;

32) se A’ possuir apenas infinitos elementos positivos, entdo A serd um subconjunto de N
e todo subconjunto de N possui um menor elemento, fazendo deste o menor elemento
de A’, onde chegamos a uma contradicao;

42) se A’ possuir apenas infinitos elementos nao negativos, entdo A’ tera o elemento 0
como menor de todos os demais elementos de A’, fazendo dele o menor elemento de
A’, onde chegamos a uma contradicao;

52) se A’ possuir infinitos elementos positivos, o zero e uma quantidade finita de elemen-
tos negativos, entao um destes elementos negativos serd menor de todos os demais
elementos de A’ fazendo dele o menor elemento de A’, onde chegamos a uma con-
tradigao; e

62) se A’ possuir infinitos elementos positivos, o zero e infinitos elementos negativos, entao
nao existird um elemento negativo menor que todos os demais elementos de A’, e,
somente neste caso, podemos perceber que A’ ndo possui um menor elemento.

Sendo assim, como, de acordo com a suposicao feita no inicio da demonstracao,

A’ nao possui menor elemento, chegamos a varias contradi¢oes, excetuando o tltimo item,

em todos os itens acima analisados. Podemos notar aqui que neste ultimo item A’ nao é

limitado inferiormente e nos demais itens A’ é limitado inferiormente.

Portanto, se A é um subconjunto nao vazio de Z e limitado inferiormente,

entao A possui um menor elemento. [ |
Agora, de acordo com Hefez (2009), temos as defini¢bes a seguir.

Definicao 2.3. Um conjunto A, subconjunto de Z, é limitado superiormente quando
existe a € Z tal que a > b, Vb € A.

Definicao 2.4. a € A é um maior elemento de A se a > b, Vb € A e, acontecendo isto, o

numero a serd chamado de cota superior de A.

Convencionalmente, tomamos o conjunto vazio, que apesar de nao possuir
elemento algum, como um conjunto limitado superiormente, possuindo qualquer ntimero
como cota superior.

Notemos aqui que se o conjunto S possui um maior elemento a, entao a é
tnico, pois se a e @’ sdo maiores elementos de S, temos que a > a’ e @’ > a, que, pela

tricotomia, implica a = a'.

Exemplo 2.5. Os conjuntos Z, e N nao limitados superiormente por nao possuirem

maior elemento.

Exemplo 2.6. O conjunto —N limitado superiormente por possuir o nimero —1 como
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maior elemento, pois —1 € =N e —1 >n Vn € —N.

A seguir o Principio da Boa Ordenacao em 7Z para um conjunto limitado su-

periormente.

Proposigao 2.2. Se S € um subconjunto nao vazio de Z e limitado superiormente, entao
S possui um maior elemento.

Demonstragao: Suponhamos que a seja uma cota superior de S. Logo a > b, Vb € S.
Consideremos aqui o conjunto S’ = {c € Z;c =a —b,b € S}.

Como S" énaovazioec=a—b>0,Vb e S, S’ élimitado inferiormente. Dal,
pelo Teorema[2.2] S” possui um menor elemento ¢ —d, com d € S. Sendo assim, se existir
e € S, entao vai existir c — e € 5’ e, logo, ¢ — e > ¢ — d implicando d > e. Logo, temos
que d = maxS, ou seja, d € um maior elemento de S.

Portanto, se S é um subconjunto nao vazio de Z e limitado superiormente,

entao S possui um maior elemento. [ |

2.3 DIVISIBILIDADE EM NUMEROS INTEIROS

A divisao de um nimero inteiro por outro nimero inteiro sempre é possivel
seja através da relacao de divisibilidade, seja através da divisao euclidiana, e este fato

mune os nimeros inteiros de intimeras propriedades.

Na Divisao de um inteiro qualquer a por b = 2, os possiveis restos sao
r=0er =1 Ser =0, entdo o inteiro a = 2¢q é denominado par; e
se r = 1, entao o inteiro a = 2q + 1 é denominado impar. Observe que
a? = (29)* = 4¢% ou a® = (2¢ +1)? = 4(¢*> + q) + 1, de modo que na
divisao do quadrado a? de um inteiro qualquer a por 4 o resto é 0 ou 1.
(ALENCAR FILHO, 1981, p. 78).

Como sabemos, o conjunto dos niimeros inteiros é denotado por Z e represen-
tado por Z = {...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.
Definicao 2.5. Dados dois ntimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, quando existir

c € Z tal que b=c-a.

Para tal, escrevemos a | b, nao representando operagao alguma em Z, nem
tampouco uma fragao, sendo apenas uma sentenca afirmando a veracidade da existéncia
de ctal que b=c- a.

A negagao desta sentenca deve ser representada por a [ b, ou seja, esta repre-

sentacao nega a existéncia de ¢ tal que b = ¢ - a.
Exemplo 2.7. Temos que 3 | 15, pois existe um numero inteiro a = 5 tal que 15 =5 3.
Exemplo 2.8. Temos que 3 [ 7, pois nao existe um ntmero inteiro a tal que 7= a - 3.

Definigao 2.6. Seja a € Z, com a # 0. Se a divide b, dizemos que a é um divisor de b,

ou b é divisivel por a, ou ainda b é um multiplo de a. Além disto, se a | b e a > 0, entdo
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a ¢ um divisor positivo de b; se a | b e a < 0, entdo a ¢ um divisor negativo de b; e todo

inteiro nao nulo é um divisor de si mesmo e de 0.

Proposicao 2.3. Seja a € Z. Temos que:

i) 1]a;

it) ala;e

iii) a| 0.

Demonstracao: Em (i), existe um nimero inteiro b =a tal quea =b-1=a =a- 1.
Em (ii), existe um namero inteiro b =1 tal que a = b-a = a =1-a. E, em (iii), existe
um namero inteiro b=0tal que 0 =b-a= 0=0"-a.

Portanto, sendo a € Z, temos que: 1| a;a|a;ea|0. [ |

Proposicao 2.4. Seja a € Z. Temos que 0 | a se, e somente se, a = 0.
Demonstragao: Primeiramente, se 0 | a, entao existe um nimero inteiro b tal que a = b-0,
e, pela proposicao anterior, podemos concluir que a = 0, pois 0 =b-0 = a = 0.

Por outro lado, se a = 0, temos que 0 | 0, pois existe infinitos ntimeros ¢ tais
que 0 =c¢-0.

Portanto, sendo a € Z, temos que 0 | a < a = 0. |

Observemos aqui que, por defini¢do e pelas proposi¢oes acima, 0 | 0 nao ¢

uma indefini¢ao e que todo ntimero inteiro divide 0, ou seja, o nimero 0 possui infinitos

divisores.

Proposicao 2.5. Sejam a,b € Z. Temos que a | b se, e somente se, | a | divide | b |.

Demonstracao: Como | a |= £a divide | b |= £b, entao

% quando | a |=ae|b|=b, existe um namero inteiro ¢ tal que b = c- a;

% quando | a |= —a e | b |= b, existe um ntmero inteiro ¢ tal que b = (—c) - (—a);

% quando | a |=a e | b |= —b, existe um namero inteiro ¢ tal que —b = (—c) - a; e

% quando | a |= —a e | b |= —b, existe um nimero inteiro ¢ tal que —b = (—c) - (—a).

Portanto, sendo a,b € Z, temos que a | b se, e somente se, | a | divide | b|. W

Observemos aqui que, por definicao e pelas proposi¢oes acima, fica definido

que todo e qualquer ntmero inteiro a é divisivel por +1 e por +a.

Proposicao 2.6. Sejam a,b € Z. Temos que se a |b eb|c entdo a | c.
Demonstragao: Se a | be b | ¢, entao existem d,e € Z taisque b=d-aec=e-b.
Agora, substituindo b da primeira na segunda equacao, temos que:
c=e-bsc=e-d-asc=(d-e)-asc=f-a,
ou seja, existe um numero inteiro f = d - e tal que ¢ = f - a. Logo, a | c.

Portanto, sendo a,b € Z, temos que se a | b e b | c entdo a | c. [ |
Exemplo 2.9. Como 3 |6 e 6| 12, entao 3 | 12.

Proposigao 2.7. Sejam a,b,c,d € Z. Temos que se a |b e c|d entao ac | bd.
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Demonstracao: Se a | b e c| d, entao existem e, f € Z taisqueb=e-a e d = f-c. Dali,
temos que

b-d=e-a- f-c=b-d=(e-f)a-c
Logoa-c|b-d.

Portanto, sendo a, b, ¢,d € Z, temos que se a | b e ¢ | d entdao ac | bd. [ |

Proposicao 2.8. Sejam a,b,c € Z tais que a | (b=£ ¢). Entao temos que a | b < a | c.
Demonstragao: Primeiramente, suponhamos que a | (b+ ¢), entdo existe d € Z tal que
b+c=d-a. Sealb, entdo temos que existe e € Z tal que b = e - a. Substituindo a
segunda equacao na primeira, obtemos
b+c=d-a=e-a+c=d-a=c=(d—e)-a.
Logo a | c.
Suponhamos agora que a | (b — c¢), entdo existe f € Z tal que b —c = f-a. Se
a | b, entdo temos que existe g € Z tal que b = ¢ - a. Substituindo a segunda equagao na
primeira, obtemos
b—c=f-a=qg-a—c=f-a=c=(g—f)a
Logo a | c.
Por outro lado, suponhamos novamente que a | (b + ¢), entdo existe h € Z tal
que b+c=h-a. Se a| ¢, entdo temos que existe i € Z tal que ¢ = i - a. Substituindo a
segunda equacao na primeira, obtemos
b+c=h-a=b+i-a=h-a=b=(h—1)-a.
Logo a | b.
Suponhamos agora que a | (b — ¢), entdo existe j € Z tal que b—c = j - a. Se
a | ¢, entdao temos que existe k € Z tal que ¢ = k - a. Substituindo a segunda equagao na
primeira, obtemos
b—c=j-a=b—k-a=j-a=b=(j+k) a
Logo a | b.

Portanto, sendo a,b, ¢ € Z tais que a | (b+c¢), entdo temos quea |b<a|c. B

Proposicao 2.9. Sejam a,b,c € Z tais que a | b e a | c¢. Entao temos que, para todo
diecZ,al|(d-b+e-c).
Demonstragao: Como a | b e a | ¢, entdo temos que existe f,g € Z tais que b= f-a e
c=g-a.
Dai, temos que
d-b+e-c=d-(f-a)+e-(g-a)=
d-bt+e-c=(d-f)-a+(e-g)-a=
d-b+e-c=(d-f+e-g)-a.
Logoa| (d-b+e-c).

Portanto, sendo a,b,c € Z tais que a | b e a | ¢, entao temos que, para todo
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die€Z,a|(d-b+e-c). |

Definicao 2.7. Combinagao linear € um somatorio de multiplos de um conjunto de obje-
tos, ou seja, € uma expressao algébrica formada a partir de um conjunto de objetos, onde

efetuamos a multiplicacao de cada objeto por uma respectiva constante.

Toda combinagao linear tem a seguinte forma:
aogTo + a121 + a9 + a3x3 + ...,

com a; sendo as constantes, x;, sendo os objetos e i € NU {0}.

Exemplo 2.10. Temos que 2a + 3b e —3a + 5b sao combinacoes lineares de a e b, pois

sao expressoes da forma c¢-a + d - b, onde ¢ e d sao constantes e a e b sao os objetos.

Observemos aqui que a Proposicao nos afirma que sendo a,b,c € 7Z tais
que a | b e a| ¢ entdo a divide qualquer combinagao linear de b e ¢, ou seja, a divide

qualquer adi¢ao de multiplos de b e de c.

Teorema 2.3. (Algoritmo da Divisdo Euclidiana) Dados a,b € Z, com b # 0, existem
dois niumeros inteiros unicos q e r que satisfazem a equacao

a=b-q+r, com0<r<|b|.
Demonstragao: Primeiramente, para provarmos a existéncia de ¢ e r, consideremos aqui
oconjunto A ={c€Z;c=a—->b-d;d e Z}Nn{NU{0}}.

Agora, pela construcao do conjunto A, existe e € Z tal que

e (=b)>—-a = a—b-e>0,
demonstrando, com isto, que A # ().

Como A é limitado inferiormente por 0 ou por algum ntmero natural, entao,
pelo Principio da Boa Ordenacao, temos que A possui um menor elemento 7, que iremos
supor 7 =a — b-q. Como r € A, entdao r > 0. Supondo agora, por absurdo, que r >| b |,
temos que existe f € NU {0} tal que

r=|bl+f = 0<f<r,
onde chegamos a uma contradi¢ao, pois r é o menor elemento de A e
r=a—b-gq=|b|+f=a-b-q=f=a—-b-q—|b|=f=a—-b-(¢£1) €A,
com f <.

Portanto, dados a,b € Z, com b # 0, existem dois nimeros inteiros q e r que
satisfazem a equagdo a =b-q+r,com 0 < r <| b .

Agora, para provarmos a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existam inteiros
(1, G2, T1,Te, coma=>b-q +r1 =b-qo+7r2, @1 #qo,r1 # 12, 0< 1 <|b|e0<ry<| b

Desta forma, temos que

—|b|l<—ro<ri—ro < <|b|.
Isto implica ry —ry <| b |.
Agora,dea=b-q +r1 =b- gy + 79, temos que
b —b-qgg=ro—ri=[b[-|q—q|=|rn—-r<|b].
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Notemos aqui que esta afirmac¢ao somente é possivel e verdadeira se tivermos
as igualdades ¢, = g9 € 11 = 19.
Portanto, dados a,b € Z, com b # 0, existem dois nimeros inteiros tnicos q e

r que satisfazem a equagdo a =b-q+r,com 0 < r <| b |. [ |

Na equacao a = q-b+r, com 0 < r < b, os inteiros, ¢ e r sao chamados
respectivamente de quociente e resto da divisao de a por b, valendo lembrar aqui que b

somente ¢é divisor de a se r = 0. Neste caso, temos que a = b- ¢ e o quociente ¢ na divisao

2 ou a/b.

b
Exemplo 2.11. Sabendo-se que na divisao de 322 por b > 0, o quociente é 12 e o resto

exata de a por b pode ser indicado também por

é r, como determinar os possiveis valores de b e r?

Solugao: Sabemos que a = bqg + ;0 < r < b. Assim, substituindo os valores dados no
enunciado, obtemos:
322=12b+r;0<r <b=1r =322 —12b.
Logo,
0<r<b=0<322-12b <.

Resolvendo esta desigualdade simultanea temos:
1°) 0<322—-12b= 12b < 322 = b < 26,8333... ; e
2°) 322 — 12b < b = 322 < 13b = b > 24, 76.

Logo, como b € N e r € NU {0}, entao os possiveis valores para b e r sao:
1) quandob=26=7r=322—-12-b=r=322—-12-26 = r =322—-312=1r=10; ou
2) quando b=25=r=322—-12-b=r =322 —-12-25 = r =322 — 300 = r = 22.

Portanto, quando b =26 = r =10e b =25 = r = 22. O]

A equacao 322 = 12b + r vista acima é um exemplo de equacao diofantina
linear com duas variaveis, do tipo ax + by = ¢ que serda abordada mais adiante neste

trabalho, onde serao tratrados também outros modelos de resolucao para tal.

Corolario 2.2. Dados a,b € Z, com b > 0, existe um niumero inteiro unico q tal que
gb<a<(¢+1)0b.
Demonstragao: Pela Divisao Euclidiana, temos que existem ¢,r € Z, com 0 < r < b,
univocamente determinados, tais que a =b-q+r = r =a —b-q. Dai, temos que
0<r<ber=a—-b-q=0<a—-b-q<b.
Somando-se b - ¢ aos trés membros da desigualdade, obtemos
04+b-g<a—-b-q+b-q<b+b-qg=b-gq<a<b-(1+q).

Portanto, dados a,b € Z, com b > 0, existe um namero inteiro tnico ¢ tal que

gp<a<(qg+1)0b. |

Exemplo 2.12. Dados a = 45 e b = 4. Verifique se a é um miiltiplo de b ou nao. Caso

nao seja, determine também os multiplos consecutivos de 4 entre os quais a se situa.
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Solu¢ao: Como nao existe algum inteiro ¢ da forma 45 = 4 - ¢, entao podemos concluir
que 45 nao é miltiplo de 4, ou seja, a nao é um miltiplo de b.

Assim, como sabemos que 44 =4 - (11), a =45=4-(11)+ 1 e 48 = 4 - (12),
entdo temos 4 - (11) <4-(11)+1=4b=a < 4-(12).

Portanto, a = 45 nao é multiplo de 4 e os miltiplos consecutivos de 4 entre os
quais a = 45 se situa sao 44 =4-11e 48 =4 - 12. O

2.4 MAXIMO DIVISOR COMUM

Falaremos agora sobre o maximo divisor comum (mdc) de dois nimeros intei-
ros. Na educagao, é impressionante como o assunto mdc, que apresenta varias aplicagoes
importantes no ambiente matematico da Teoria dos Numeros, é pouco visto, trabalhado
e desenvolvido no Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

De acordo com o Ministério da Educagao (BRASIL, 1998b)), os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental, mostram que, nos
ciclos finais do Ensino Fundamental, alguns aspectos relacionados ao estudo dos niimeros
naturais sao abordados e desenvolvidos de forma a comprometer a aprendizagem dos
educandos, tais como a auséncia de certas situagoes-problema e o excesso de célculos
para a obtencao do mdc sem que se perceba a compreensao de conceitos e relagoes que

possibilitem a ampliacao do entendimento sobre os ntimeros.

No Ensino Fundamental — Anos Finais, os estudos de Algebra retomam,
aprofundam e ampliam o que foi trabalhado no Ensino Fundamental
— Anos Iniciais. Nessa fase, os alunos devem compreender os diferen-
tes significados das varidveis numéricas em uma expressao, estabelecer
uma generalizagao de uma propriedade, investigar a regularidade de uma
sequéncia numeérica, indicar um valor desconhecido em uma sentenca al-
gébrica e estabelecer a variacdo entre duas grandezas. E necessério,
portanto, que os alunos estabelecam conexdes entre varidvel e fungao e
entre incognita e equagao. As técnicas de resolugao de equagdes e inequa-
¢oOes, inclusive no plano cartesiano, devem ser desenvolvidas como uma
maneira de representar e resolver determinados tipos de problema, e nao
como objetos de estudo em si mesmos. (BRASIL, 2018a, p. 270-271).

O MEC, através do PCN acima citado, conclui que para consolidar a apren-
dizagem é imprescindivel o desenvolvimento, ao longo dos ciclos finais do Ensino Fun-
damental, de um trabalho sistematico sobre os ntmeros naturais de forma que se possa
analisar as diferentes ordens de grandeza e posi¢ao e possa interpretar as variadas formas
de representacao.

De acordo com BNCC (BRASIL, 2018a, p. 527), “os estudantes tém também
a oportunidade de desenvolver o pensamento algébrico, tendo em vista as demandas para
identificar a relacao de dependéncia entre duas grandezas em contextos significativos e
comunica-la, utilizando diferentes escritas algébricas, além de resolver situagoes-problema

por meio de equacgoes e inequagoes.”
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Posto isto inicialmente, lembremos aqui que obtemos os numeros divisores
quando ao dividirmos um nimero por este divisor chegamos a um quociente igual a um
nimero inteiro e a um resto igual a zero, ou seja, um ntmero ¢ chamado de divisor
quando a divisao de um numero por ele tem como resultado um nimero inteiro e zero
como resto. Observemos também que quando obtemos como resto de uma divisao o valor

zero chamamos esta divisao de exata.
Definigao 2.8. Dados os nameros a,b € Z, dizemos que b é divisor de a, quando b | a.

Exemplo 2.13. O nimero 16 possui divisao exata por +1, +2, 4, £8 e +16. Com isto,
temos que +1, 2, +4, 48 e £16 sao divisores de 16.

Exemplo 2.14. O ntimero 36 possui divisao exata por £1, 2, +3, +4, +6, +9, £12,
+18 e £36. Com isto, temos que +1, +2, 43, £4, £6, +9, +12, £18 e +36 sao divisores
de 36.

Definicao 2.9. Dados os nimeros a, b, c € Z, dizemos que ¢ é divisor comum de a e b,

quando ¢ | a e ¢ | b simultaneamente.

Exemplo 2.15. Os divisores de 16 sao +1, £2, +4, 48 e £16 e os divisores de 36 sao
+1, £2, +£3, +4, 46, £9, +£12, £18 e +36. Temos que +1, +2 e £+4 sao divisores comuns
de 16 e 36.

De acordo com Milies e Coelho (2001)), temos a defini¢do a seguir.

Definigao 2.10. Dados os ntimeros a,b € Z nao nulos, chamamos de mdc(a,b) o maior
de seus divisores comuns, ou seja,
mdc(a,b) = max D(a,b),

com D(a,b) sendo o conjunto dos divisores comuns de a e de b.

O maximo divisor comum pode ser denotado por (a,b) = d ou mdec(a,b) = d
ou ainda M DC(a,b) = d. Utilizaremos como forma de representacao a sigla minuscula
seguida de dois nimeros entre parénteses mdc(a,b) = d, com a,b,d € Z e a # 0 ou
b # 0), significando que o valor depois da igualdade d é o maximo divisor comum dos dois
nimeros entre parénteses a e b.

O mdc é uma ferramenta matematica utilizada para facilitar a resolucao de
problemas e equacoes e esta associada aos divisores comuns de dois ou mais nimeros,
sendo o maior nimero que pode dividir varios niimeros ao mesmo tempo.

Com isto, o mdc(a,b) corresponde ao maior nimero que divide a e b, ou seja,

o maior divisor cuja divisao tanto por a quanto por b é exata.

Exemplo 2.16. Os divisores comuns de 16 e 36 sao +1, £2 e £4. Temos que
mdc(16,36) = 4.
O mdc(16,36) corresponde ao maior numero inteiro que divide 16 e 36 ao

mesmo tempo, ou seja, o maior divisor cuja divisao tanto de 16 e de 36 por ele é exata, ou
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ainda, o maior niimero que seja divisor de 16 e de 36 simultaneamente. Portanto, ao olhar-
mos para os divisores comuns de 16 e por 36 listados acima, temos que o mdc(16, 36) = 4.
Segundo Hefez (2013)), (2009) e (2006, p.86), podemos afirmar que um nimero
d >0 é mdc(a,b), com a,b,d € Z se d é um divisor comum de a e b e se d é divisivel por
todos os divisores comuns de a e b.
De acordo com Martinez e et al (2018] p.18), quando a = b = 0, entdo conven-
cionamos que mdc(a,b) = mde(0,0) = 0 e quando mdc(a,b) = 1, entdo chamamos a e b
de coprimos (primos entre si ou relativamente primos).
Para Domingues (1991, p.44), quando mdc(a,b) = mde(0,0) = 0, temos que
“o mdc nao é o maior dos divisores comuns, pois 10,2 |0, 3]0, -+, nao existindo um
maior divisor comum para 0 e 0.
Como propriedades do mdc(a,b), temos as seguintes afirmagoes (decorrentes
das definigoes e das proposi¢oes da se¢ao anterior e desta segao):
i) mdc(a,0) =|a |;
i1) mdc(a,1) =1,
i1i) mdc(a,b) = mdc(b, a);
iv) mdc(a,a) =| a |;
v) se a divide b, entdao mdc(a,b) =| a [;
vi) mdc(—a, —b) = mdc(—a, b) = mdc(a, —b) = mdc(a, b);
vii) mde(a,b) = mde(a — b, b);
viit) mdc(a,b) =1 = mdc(a,b?) = 1, mdc(a?,b) = 1 e mdc(a?,b?) = 1.

Exemplo 2.17. De acordo com a propriedade (v), o mde(—3,0) = | =3 | = 3 e o
mdec(—6,12) =| —6 |= 6.

A propriedade (vi) do maximo divisor comum desta lista acima nos permite
supor sem perda de generalidade que a > b > 0.

Na propriedade (vii), devemos ter o conjunto D(a,b) (divisores comuns de a
e b) igual ao conjunto D(a — b,b) (divisores comuns de a — b e b), para que a igualdade
mdc(a,b) = mde(a — b, b) seja verdadeira e, com isto, observamos que estando um destes
conjuntos bem definido, o outro também estara.

Sendo assim, para b = 0 ambos conjuntos estao bem definidos com a # 0,
fazendo os dois conjuntos iguais; e para b # 0 ambos conjuntos também estao bem
definidos. Pois vejamos que se d € D(a,b), entdao d | a e d | £b. Assim,

dla=a—-b+b=(a—b)+b=d| (a—D).

Por outro lado e reciprocamente, se d € D(a — b,b), entdo d | (a —b) e d | b.

Logo,
dl(a—b)+b=a—-b+b=4d]|a,
ou seja, d € D(a,b).

Na propriedade (viii), temos que como mdc(a,b) = 1, ou seja, a fbeb [ a,
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entao:
~ mdc(a, b*) = mdc(a,b - b) = mdc(a,b) = 1;
~ mdc(a?,b) = mdc(a - a,b) = mdc(a,b) = 1; e
~ mdc(a?,b*) = mdc(a - a,b - b) = mdc(a,b) = 1.

Para se determinar os divisores de um ntimero inteiro qualquer temos uma lista
de critérios de divisibilidade que nos auxiliam e que, de acordo com Santos (2007, p.20),
sao basicamente aplicagoes da Proposi¢ao [2.9]

Uma outra forma de se determinar o mdc é através da decomposicao dos nu-

meros em fatores primos.

Exemplo 2.18. O ntmero 16 pode ser escrito na forma por 16 =2-2-2 -2 e o nimero
36 pode ser escrito na forma 36 = 2 -2 -3 -3. Dai, observamos os fatores comuns nas
decomposicgoes realizadas e o mdc é o valor da multiplicacao destes niimeros comuns. E,
novamente, temos que, neste caso, existe um tnico fator comum nas duas decomposicoes
realizadas é o numero 2, porém este se repete simultaneamente duas vezes. Logo, o

mdc(16,36) = 2 - 2 = 4. Portanto, o mdc(16,36) = 4.

Podemos também verificar e utilizar o fator (divisor) comum com seu respec-
tivo menor expoente para determinar o mdc de dois ntmeros inteiros. Observemos, no
exemplo acima, que 16 = 2* e 36 = 2% - 32. Entao, o mdc(16,36) = 22 = 4.

Exemplo 2.19. O ntmero 20 pode ser escrito na forma por 20 = 2-2-5 = 22.5
e o nimero 50 pode ser escrito na forma 50 = 2-5-5 = 2. 52 Dai, observamos os
fatores comuns nas decomposigoes realizadas e temos que, neste caso, os fatores comuns
nas duas decomposicoes realizadas sao os nimeros 2 e 5. Portanto, como o mdc é o
valor da multiplicacao destes fatores comuns com seus respectivos menores expoentes, o
mdc(20,50) =2 -5 = 10.

Em seu livro Os Elementos, Livro VII, Proposicao 2, Euclides demonstra a
existéncia do mdc(a, b), com a,b € N, sendo que ele se utiliza do resultado do lema abaixo

enunciado e demonstrado.

Lema 2.1. Sejam a,b,c € Z. Se eziste mdc(a,b — ¢ - a), entdo também existe mdc(a,b),
com mdc(a,b) = mde(a,b—c-a).

Demonstragao: Seja d = mdc(a,b —c-a). Comod | aed | (b—c-a), entdo, pela
Proposi¢ao 2.8, temos que d | b, fazendo de d um divisor comum de a e b.

Supondo e também um divisor comum de a e b, logo e também é um divisor
comum de a e b — ¢ a e, ainda, e | d, demonstrando que d = mdc(a,b). Com isto, temos
que d = mdc(a,b—c-a) e d =mdc(a,b).

Portanto, sendo a,b,c € Z, se existe mdc(a,b — ¢ - a), entdo também existe
mdc(a,b), com mdec(a,b) = mde(a,b—c-a). |

Exemplo 2.20. Dados a € Z, com a # 1 e m € N, prove que
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m—1
mdc (a ,a—l) = mdc(a — 1,m).
a—1
Solugao: Primeiramente para m = 1, temos que
l1=1=
mde(1,a — 1) = mde(a — 1,1) =

-1
mdc (a ,a—l) =mdc(a —1,1) =
a—1

al —1
mde 1,a—l =mdc(a —1,1) =
a/_

a—1

Agora, suponhamos que m > 2. Deste modo, temos que

m_q
mdc(a ,a_l)_mdc(am_l+am_2+...+a+l,a—1):>

m—1
mdc (a—,a — 1) = mdc(a — 1,m).

a—1

m—1
mdc (a ,a—l) =mdc((@™ ' =1+ (@ ?=1)+..+(@a—1)+ma—1).

De acordo com Hefez (2013 p. 49), temos que
a—1][(@ " =)+ @ =1 +..+(a—1)].

Como (@™ ' —1)+ (@™ ?—-1)+ ...+ (a—1)=b-(a— 1) para algum b € N,
entdao, pelo Lema [2.1], temos que

m_q
mdc(a ,a—l):mdc(b-(a—1)+m,a—1)

a—1

m—1
mdc(a ,a—l):mdc(a—l,b-(a—1)+m)

a—1

m—1
mdc(a ,a—l):mdc(a—l,m).

a—1
Portanto, dados a € Z, com a # 1 e m € N, temos que
m_q
mdec (a N ,a—l) = mdc(a — 1,m). O
CI/_

Proposigao 2.10. (Algoritmo de Euclides) Dados a,b € N, entao o mdc(a,b) sempre

eziste.

Demonstracao: Dados a,b € N, suponhamos, sem perda de generalidade, que b < a.

Analisando quatro casos, temos que:

1°) Se b =1, entao mdc(a,b) = mde(a, 1) = 1, o que determina a existéncia do mde(a, b);

2°) Se b = a, entdo mdc(a,b) = mdc(a,a) =| a |, o que determina a existéncia do
mdc(a,b);

3°) Se b| a, entdo mdc(a,b) =| b |, o que determina a existéncia do mdc(a, b); e

4°) Se b fael<b<a,entao, pelo algoritmo da divisao euclidiana,
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a=b-q +ry, com0<ry <b.
Dai, temos duas possibilidades:
1) r1 | b, de onde, pelo Lema 2.1,
r1 = mdc(b,r1) = mde(b,a — q1 - b) = mdc(b,a) = mdc(a,b),
o que determina a existéncia do mdc(a,b); e
2) r1 [ b, de onde, novamente pelo algoritmo da divisao euclidiana, temos que
b=gqy-r1 4+ 19, com0 <ry <ry.
Outra vez, temos duas possibilidades:
2.1) ry | r1, de onde, pelo Lema 2.1,
ro = mdc(ry, ro) = mdce(ry, b — qa - 1) = mde(ry, b) = mdc(a, b),
o que também determina a existéncia do mdc(a,b); e
2.2) ro [ r1, de onde, novamente pelo algoritmo da divisdo euclidiana,
ri=gqs-r9+r3, com0<ry<rs.
Na continuacao sucessiva deste processo, como b > r; > ry > ..., chegaremos
em um momento no qual, pelo Principio da Boa Ordenagao, nao serda mais possivel a
continuagao, pois esta é uma sequéncia de nimeros naturais que sempre possui um menor
elemento.
Deste modo, em algum momento da sequéncia tratada no paragrafo anterior,
vai existir para algum ¢ € N um r. | r._1, implicando na existéncia de um mdc(a,b) = r..

Portanto, dados a,b € N, entao o mdc(a, b) sempre existe. [ |

Podemos sintetizar o Algoritmo de Euclides nos diagramas que se seguem:

«~ distribuicao dos valores a = ¢q; - b+ rq;

q1
a | b

1

«~s distribuicao dos valores b = go - 1 + 19;

q1 | 42
al| b |nr
1y | Te

«~ distribui¢ao dos valores até onde for possivel;

qi1 | 92 | --- | Gn—1 Gn Gn+1
a | b |ri|..|raa|ra1|r,=mdeca,b)
1 T2 T3 Tn

Exemplo 2.21. Calcular o mdc(350, 155).
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2 [ 31 7
350 | 155 | 40 | 35 | 5 = mdc(350, 155)
40 35|50

Podemos observar na resolugao acima que:
e 5=40—1"-35;
e 35=155—-3-40;¢
e 40 =350 — 2 - 155.
Isto nos fornece que

5=40—-1-35=
5=40—1-(155—-3-40) =
5=4-40—-1-155=
5=4-(350—2-155) —1-155 =
5=(4-350) 4 (=9 - 155),

ou seja, podemos escrever 5 = mdc(350,155) como multiplo de 350 mais um multiplo de
155, ou seja, como uma combinagao linear de 350 e de 155, o que sera de grande valia nas
resolucoes das equacgoes diofantinas, pois a generalizacao deste fato nos permite escrever
o mde(z,y), com x,y € Z, na forma ax + by, com a,b € Z, ou seja, na forma de uma
combinacao linear de a e de b.

Sendo assim, consideremos aqui a,b € Z e definamos o conjunto

I(a,b) ={e-a+ f-bye, f € Z}.
Com isto, se a e b nao forem nulos simultaneamente, entao temos que
I(a,b) "N #£ 0,

pois, por exemplo, a? + b* € I(a,b) NN, visto que a®> +b?> =a-a+b-b.

Consideremos também um outro conjunto

dZ ={g-d;g € Z}.

Teorema 2.4. Sejam a e b € Z nao ambos nulos. Se d = minl(a,b) NN, entao temos
que d é o mdc(a,b) e I(a,b) = dZ.
Demonstracao: Consideremos ¢ € Z e suponhamos que ¢ | a e ¢ | b. Com isto, pela
Proposicao , temos que ¢ divide qualquer combinagcao linear de a e b, ou seja, ¢ | e-a+f-b
com e, [ € 7 e, consequentemente, ¢ divide todo e qualquer elemento pertencente a I(a, b),
inclusive ¢ | d.

Consideremos também um certo h € I(a,b) e suponhamos, por absurdo, que
d ) h. Entao, pelo algoritmo da divisao euclidiana, temos que

h=dq+r, com0<r<d.

Como d,h € I(a,b), entdo d é da formai-a+j-behédaformak-a+1-b

para determinados 1, j, k,[ € Z. Entao, temos que

h=dq+r=r=h—dqg=
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r=k-a+l-b—(i-a+j-bqg=
r=k-a+l-b—1-a-q—7-b-q=
P=(k—i-q)-a+(—j-q)-b
com r € I(a,b) NN, onde chegamos em um absurdo, pois d = minl(a,b) "N e r < d.

Dai, como d = minl(a,b) "N, entdao d | a e d | b.

Logo, d = mdc(a,b).

Agora, novamente pela Proposicao , como todos os elementos de I(a,b) sao
divisiveis por d, entao temos que I(a,b) C dZ. E, por outro lado, temos que todo g-d € dZ
¢ da forma

gl=g-(i-a+j-b)=g-i-a+g-j-b=(g-i)-a+(g-j)0,
ou seja, gd € I(a,b).

Logo, dZ C I(a,b) e, como I(a,b) C dZ e dZ C I(a,b), entdo podemos concluir
que I(a,b) = dZ.

Portanto, sendo a e b € Z nao ambos nulos, se d = minl(a,b) NN, entao temos

que d é o mdc(a,b) e I(a,b) = dZ. |

Observemos aqui que o Teorema acima demonstrado nos fornece uma outra
prova, diferente da feita no Algoritmo de Euclides, das existéncias do mdc(a,b) e de
¢, d € 7 tais que mdc(a,b) = ¢-a+d-b e é conhecido por Teorema de Bachet-Bézout.
Portanto, se e € Z é tal que e | a e e | b, entdo e | mdc(a,b), que é uma condigdo de

existéncia de solucao das equagoes diofantinas lineares a ser vista e utilizada mais adiante.

Corolario 2.3. Sejam a e b € Z nao ambos nulos e c € N. Temos que
mdc(c - a,c-b) = c-mdc(a,b).

Demonstragao: Observemos que [(c-a,c-b) = c- I(a,b), pois
I(c-a,c-b)={c-e-a+c-f -be fel}=
I(c-a,c-b)={c-(e-a+f-b)} =
I(c-a,c-b)=c-{(e-a+f-b)}=
I(c-a,c-b)=c-I(a,b).

Entao, dai e do Teorema [2.4] podemos concluir que
mdc(c-a,c-b) =min(c-I(a,b) NN) = c-min(l(a,b) NN) = c-d = c-mdc(a,b).
Portanto, sendo a e b dois ntimeros inteiros nao ambos nulos e ¢ € N, temos

que mdc(c - a,c-b) = c-mde(a,b). |

Corolario 2.4. Sejam a e b € Z nao ambos nulos. Temos que

mdc - b =1
mdc(a,b)’ mde(a,b) )

Demonstragao: Pelo Corolario [2.3] temos que
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a b
mdc(a, b) - mde <de(6L7 b)’ mdc(a, b))

a b
=md dc(a,b) - —————,mdc(a,b) - ————— | = mdc(a,b).
m c(m c(a,b) mdc(a,b)’m c(a,b) mdc(a,b)> mdc(a, b)

a b
mdc(a,b)’ mdc(a, b)

Logo, temos mdc(a, b) - mdc ( ) = mdc(a, b) = mdc(a,b) -

a b
1=md b j d =1
mdc(a,b), ou seja, mdc mica, mdc(a b))
b

Portanto, sendo a e d01s nimeros inteiros nao ambos nulos, temos que
a b
mdc , 1. [ |
<mdc(a,b) mdc(a,b))
a b
Observemos aqui que o Corolério [2.4] afirma que e sao
rvem qui qu rolari rma qu mde(ad) ¢ mde(ab)

coprimos, pois, por ele, mdc a b =1
P PO, P ’ mdc(a,b)’ mde(a,b) )

2.5 MINIMO MULTIPLO COMUM

Falaremos um pouco agora sobre o minimo multiplo comum (mmc) de dois
ntmeros inteiros. Na educacgao, ja ¢ um assunto mais trabalhado e desenvolvido no Ensino
Fundamental e no Ensino Médio.

Como vamos necessitar quando tratarmos das equacoes diofantinas lineares

com coeficientes racionais e irracionais, facamos as seguintes definigoes:

Definicao 2.11. Dizemos que a € Z ¢é miltiplo de b € Z quando a = bc para algum
c € Z.

Definicao 2.12. Dizemos que a € Z é multiplo comum de b,c € Z quando a = bd para

algum d € Z e a = ce para algum e € Z, ou seja, se a ¢ multiplo de b e ¢ a0 mesmo tempo.

Definicao 2.13. Dizemos que ¢ € Z ¢ o minimo multiplo comum de a,b € Z e escrevere-
mos mmc(a,b) quando

e c>0;

e ¢ ¢ multiplo comum de a, b; e

e ¢ ¢ o menor miltiplo comum de a,b, tal que se ¢’ também é um multiplo comum de

a,b, entdo ¢ < .
Exemplo 2.22. O mme(3,5) = 15, pois 15 é o menor multiplo comum de 3 e 5.
Exemplo 2.23. O mmc(3,6) = 6, pois 6 ¢ o menor miltiplo comum de 3 e 6.
Exemplo 2.24. O mme(12,20) = 60, pois 60 é o menor miltiplo comum de 12 e 20.

Proposicao 2.11. Dados a,b € Z, temos que mmc(a,b) eziste e
|a-b]
mdc(a, b)

= mmec(a,b).
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Demonstracao: Podemos observar que quando temos a = 0 ou b = 0, a igualdade
|a-b]

mdc(a, b)
para a e b se, e somente se, esta for satisfeita para +a e +b. Dai, podemos supor, sem

= mmc(a, b) é satisfeita. Podemos observar ainda que a igualdade seré satisfeita

perda de generalidade, que a,b € N.

Fazendo ¢ = Wba,b)’ temos que
ab b a
‘= mdc(a, b) Tem @ mde(a,b) b mdc(a,b)’
. . b c b .
ou seja, temos que a | c, p01sc:a-mﬁa = W € Neb | ¢ pois
c=5b 4 = e 2 € N. Logo, ¢ é multiplo comum de a e b.

"mdc(a,b) b mdc(a,b)
Agora, consideremos d um multiplo comum de a e b. Dai, temos que d =a - e

ed=1"b-f, de onde obtemos
b

a
d=a-e=b-f=e- =f- .
/ mdc(a, b) / mdc(a, b)
a b
Como pelo Corolario [2.4] temos que e sao coprimos, entao
P E mdc(a,b)  mde(a,b) P
a a
———  divide f e —— divide e e, consequentemente, ¢ = b- ———— divide b-
mdc(a, b) vide f mdc(a, b) v q mdc(a, b) v /
e c=a-————— divide a - e. Logo c | d, ou seja, c = mmc(a,b).
mde(an) W go ¢ | d, ja, (a,b)
Portanto, dados a, b pertencentes ao conjuntos dos nimeros inteiros, temos que
(a,b) existe e 1 (a,b) n
mmc(a, b) existe e —————~ = mmc(a, b).
’ mdc(a, b)
Observemos aqui que se a e b sao coprimos, entao temos que mde(a,b) =1 e
|a-b]
—— = mmc(a,b) = mmc(a,b) =| a-b|.
mdeta ) = mmelab) = mmefa,b) =] a-b)

Exemplo 2.25. Sejam a,b € N. Mostrar que, na sequéncia numérica a, 2a, 3a, ..., a - b,

existem exatamente mdc(a, b) nimeros divisiveis por b.

Solu¢ao: Primeiramente, temos que observar o fato de que os niimeros da sequéncia divi-
siveis por b também sao divisiveis por a. Logo obtemos os niimeros:
mmc(a, b),2 - mmc(a,b),3 - mmc(a,b),...,a-b
Como, pela Proposicao [2.11] temos que
la-b)
mdc(a,b)

entao a sequéncia acima pode ser escrita na forma

= mmc(a,b) = a-b=mdc(a,b) - mmc(a,b),

mmc(a,b), 2 - mme(a, b), 3 - mme(a,b), ...,mde(a, b) - mme(a, b).
Portanto, sendo a,b € N, temos que, na sequéncia numérica a, 2a, 3a, ..., a - b,

existem exatamente mdc(a, b) nimeros divisiveis por b. O
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3 DIOFANTO DE ALEXANDRIA

Neste capitulo abordaremos um pouco da histéria de Diofanto, matematico
grego que deixou grandes contribuicoes para a Matematica, especialmente no campo da

Algebra, tomando como suporte teérico principalmente as obras de Boyer e Merzbach

(2012) e Boyer (2008), Domingues (1991, Eves (2011)), Freitas (2015]), Roque (2012)) e
Roque e Pitombeira (2012), Souza (2017).

Em homenagem a Diofanto de Alexandria, matematico helenistico do século
ITI, foram denominadas algumns tipos de equacoes com seu nome, as chamadas equagoes
diofantinas. Tendo ainda seu nome relacionado & Anélise Diofantina, ou seja, o estudo
matemético de situagoes e problemas propostos por Diofanto.

A obra “Os Elementos”, de Euclides de Alexandria, foi um marco na Matemé-
tica da Grécia e, depois deles, houve um periodo de estagnacao entre o século II a.C. e o
século 1T d.C.

De acordo com Roque e Pitombeira , p.107), “o inicio do século II a.E.C.
foi marcado por um declinio na atencao dos matematicos aos problemas geométricos
avangados, o que nao representou uma decadéncia do campo matematico, mas um deslo-

camento de interesse em direcao a outras areas’.

Figura 1 — Diofanto de Alexandria
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Fonte: Freitas (2015, p.17).

Diophanti Alexandrini, o Diofanto de Alexandria, aparece neste cenério, sem
precisao de datas, nascido entre 201 e 214 e falecido entre 284 e 298. A maioria dos his-
toriadores apontam que ele viveu no século III d.C., sendo considerado o maior algebrista
grego, mesmo tendo poucos registros sobre sua vida e suas obras. Ele desempenhou papel
semelhante a Euclides na Geometria e & Ptolomeu na Astronomia.

Foi encontrado um problema que fornece detalhes de sua vida na obra cha-
mada de “Antologia Grega” (uma colegao de problemas algébricos do século V ou IV) e
também escrito em sua tumba, segundo Roque , 0s quais enunciam respectivamente

0 seguinte:
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Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando
uma duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem; Ele lhe
acendeu a lampada nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos apds
seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz crianga tardia; depois
de chegar & medida de metade da vida de seu pai, o destino frio o levou.
Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos
nameros ele terminou sua vida. (BOYER, 2008, p. 121).

“Aqui jaz Diofanto. Maravilhosa habilidade. Pela arte da dlgebra a ldpide nos diz sua
idade: Deus deu um sexto da vida como infante, um duodécimo mais como jovem, de
barba abundante; e ainda uma sétima parte antes do casamento; em cinco anos nasce-lhe
o rebento. Lastima! O filho do mestre e sibio do mundo se vai. Morreu quando atingiu
metade da idade final do pai. Quatro anos a mais de estudos consolam-no do pesar;

Para entao, deixando a terra, também ele alivio encontrar.”

Se os enunciados forem verdadeiros, estas informagoes nos levam a constatar
que Diofanto viveu por 84 anos, pois representando-as com uma equagao algébrica no

intuito de descobrir sua idade, com x representando-a, temos que:

l’—g—i-ﬁ-i-?-i- +§+
e X X e
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T = 84 anos.

Diofanto escreveu trés tratados: Aritmética, Sobre Numeros Poligonais,
do qual restaram fragmentos, e Porismas, que foi perdido. Seu tratado
Aritmético (no grego, significa “ciéncia dos numeros”) é uma obra-prima,
pioneira no tratamento do dificil assunto a que hoje chamamos de Teoria
dos Numeros, sem deixar qualquer divida de que seu autor era um génio
do mais alto nivel. (FREITAS, 2015, p. 16).

A obra de Diofanto, mesmo contemplando varias subareas da Matematica, com
toda certeza proporcionou um enorme avancgo na algebra, tendo sido fonte de inspiragao
para diversos outros matematicos a investirem e investigarem no campo da Teoria dos
Nameros.

Sua obra mais conhecida é Aritmética, uma colegdo composta de treze livros,
como relatado pelo proprio autor no prefacio. Apenas seis destes livros foram conhecidos
na lingua original; depois, outros quatro livros, que alguns pesquisadores e historiadores
julgam ser parte desta obra, foram encontrados, s6 que estavam traduzidos em arabe.
Aritmética foi encontrada por Johann Miiller, um matematico e astronomo alemao, em

1464, em Veneza, e traduzido primeiramente por outro alemao, filélogo classico, hebraista,
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matematico e astronomo, Wilhelm Holzmann (1532-1576).

Figura 2 — Capa do Livro VI - Arithmetica
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Fonte: Frank (2018).

Aritmética é uma coletdnea com diversos problemas sob forma de exemplos
numéricos especificos, com a finalidade de determinar uma generalidade para cada tipo de
problema, sendo suas demonstragoes apenas ilustragoes, em casos particulares concretos.
Nela se vé uma abordagem analitica da teoria dos numeros, envolvendo equacoes do 1°
e 29 graus. Contém também a resolucao de uma equagao ciibica e problemas algébricos
indeterminados. Diofanto procurava solucoes racionais positivas, nao se preocupando com
a quantidade de solugoes possiveis.

Boyer e Merzbach , p.133 - 134) observaram um alto grau de habili-
dade matematica, assemelhando-se aos trabalhos “algébricos” dos babilonios, nao exis-
tindo nada parecido na matematica grega construida até esta época. Devemos destacar
também que Diofanto nao utilizava as “ferramentas” geométricas desenvolvidas até entao
para a resolucao das equagoes.

Sobre os seis livros que conservaram-se em grego podemos relatar que:

e 0 primeiro livro traz problemas que envolvem equagoes de 1° e de 2° graus;

e o segundo livro, em uma copia, nas margens do problema de ntimero 8, estavam descritas
as infinitas solu¢oes da equacgao pitagorica x® + y* = 2%, Pierre de Fermat (1601 -
1665), matemético e cientista francés, havia escrito as seguintes palavras traduzidas
para nosso idioma: “Por outro lado, € impossivel separar um cubo em dois cubos,
ou uma biquadrada em duas biquadradas, ou, em geral, uma poténcia qualquer,

exceto um quadrado em duas poténcias semelhantes. Fu descobri uma demonstra¢ao
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verdadeiramente maravilhosa disto, que todavia esta margem nao € sufucientemente

grande para cabé-la.” Tal afirmacdo é conhecida como o Ultimo Teorema de Fermat,

demonstrada por Andrew Wiles, um matematico inglés, somente em 1995;

o terceiro livro contém, pela primeira vez, uma recorréncia a geometria para se obter a

solucao do seu problema 19;

o quarto livro trata, na maioria de seus problemas, de ntimeros cubicos;
o quinto livro trabalha com problemas de 2° grau e 3° graus; e
o sexto livro faz tratativa a resolucao de triangulos retangulos de lados racionais.

Roque e Pitombeira (2012, p.133) relatam que esta obra é a parte do desen-

volvimento da algebra conhecido como estagio intermediario ou algebra sincopada, carac-

terizado por abreviacoes para quantidades e operagoes que se repetem constantemente.

Surge entao, com Diofanto, um modo matemaético de pensar mais proximo do

que se chama atualmente de “algebra”, ao introduzir uma forma de representacao dos

valores desconhecidos em um problema, chamando-o de aritmos (arithmos), provindo da

palavra “aritmética” (arithmetike), onde algumas abreviaturas designam quantidades e

operacoes, iniciando a chamada “algebra sincopada’.

Trés periodos sao distinguidos no desenvolvimento da algebra. Sao eles:

1°) algebra retorica, onde se explica tudo através de palavras;

2°) algebra sincopada, onde se usam algumas abreviaturas; e

3°) algebra simbolica, onde se usam diversos simbolos.

Nos seis livros citados da obra Aritmética, Diofanto utilizou as seguintes abre-

viagoes para as poténcias de ntmeros e para relacoes e operagoes, como sua forma de

sincopagao:

i) < (que é a ultima letra da palavra arithmos, para designar a quantidade desconhecida);

i) AY (que é a primeira letra de dynamis, para designar o quadrado da quantidade

desconhecida);

i1i) KY (que é a primeira letra de kybos, para designar o cubo)

iv) AY A (que é o quadrado-quadrado para designar a quarta poténcia);

v) AKY (que é o quadrado-cubo, para designar a quinta poténcia); e

vi) KY K(que é o cubo-cubo, para designar a sexta poténcia).

[...|nas obras preservadas de Diofanto ha um uso sistematico de abrevia-
¢Oes para poténcias de ntmeros e para relagoes e operagoes, sendo que,
um nimero desconhecido é representado por um simbolo parecido com
a letra grega (; o quadrado disto parece como A?Y, o cubo com k7, a
quarta poténcia, dita quadrado-quadrado, como A7A; a quinta potén-
cia ou quadrado-cubo, como Ak”; a sexta poténcia ou cubo-cubo como
K7k e a igualdade como ¢. O simbolo A era utilizado para representar o
sinal de menos, sendo que, todos os termos negativos de uma expressao
eram reunidos e antes deles era escrito o simbolo de menos. Ja para
indicar a adigdo de termos nao utilizou nenhum simbolo especifico, pois
a mesma era feita por justaposicao e os termos independentes eram indi-



39

cados pelo simbolo p seguido de seu coeficiente numérico. E por fim, os
coeficientes sempre eram representados apds o simbolo que representava
a incognita,[...]. (SOUZA, 2017, p. 29).

Segundo Roque e Pitombeira (2012, p.132): “o fato de haver simbolos para
as poténcias superiores ao cubo ja indica a separacao entre a aritmética de Diofanto e a
geometria, uma vez que, na geometria da época, uma poténcia maior que trés para um
ntmero nao correspondia a nenhuma grandeza’”.

Ainda para Roque e Pitombeira (2012, p.133), as inovagoes realizadas nas
resolucoes feitas por Diofanto sao: a nao recorréncia a alguma construgdao geométrica
para resolugao dos problemas e operar com quantidades conhecidas e desconhecidas do
mesmo modo, ou seja, estas quantidades possuindo o mesmo estatuto na resolucao.

Sendo assim, devemos supor que todas as quantidades sejam conhecidas, pois,
somente assim, ¢ possivel introduzirmos um simbolo para uma quantidade desconhecida
(no caso de Diofanto, a letra ¢), o que caracteriza um novo pensamento algébrico. Para
Diofanto, o arithmos é uma “quantidade indeterminada de unidades”, enquanto os niimeros
sao uma quantidade determinada de unidades e ambos sao sujeitos ao mesmo tipo de
tratamento no problema estudado.

Assim, podemos agrupar os “diferentes” tipos numeéricos por espécies, ou seja,
0S MOoNnoOMios, e por expressoes, ou seja, as operacgoes entre espécies.

Como exemplo de um problema da obra Aritmética, mostramos a seguir, do
Livro II, o problema 8 ja citado anteriormente: “Decompor o quadrado 16 em dois qua-
drados”.

A resolugao proposta por Diofanto é a seguinte: “Se quisermos decompor 16
em dois quadrados e supusermos que o primeiro € 1 aritmo, o outro terd 16 unidades
menos um quadrado de aritmo e, portanto, 16 unidades menos um quadrado de aritmo é
um quadrado. Formemos um quadrado de um conjunto qualquer de aritmos diminuido de
tantas unidades como tem a raiz de 16 unidades, ou seja, o quadrado de 2 aritmos menos
4 unidades. FEste quadrado terd 4 unidades de aritmo e 16 unidades menos 16 aritmos,
que igualaremos a 16 unidades menos um quadrado de aritmo e somando a um e outro

lado os termos negativos e restando os semelhantes, resulta que 5 quadrados de aritmo

256
equivalem a 16 aritmos e, portanto, 1 aritmo vale E; logo, um dos numeros € 55 e o
144 ‘ . 400 ‘ . . »
outro é —, cuja soma € , ou seja, 16 unidades, e cada um deles ¢ um quadrado”.

25 25

Assim:
16 = 22 +9°
r=cey’ = (16— AY) = (26 — 4)
(26 —4)*> =16 — AY
4AY — 166 +16 = 16 — AY
4AY — 166 + AY + 16 = =AY + AY + 16¢
SAY = 16¢
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5 = 16
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16\> 400 256 144 144 12
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Como um exemplo de resolucdo de um problema nos trés periodos da Algebra,
da obra Aritmética, mostramos a seguir, do Livro I, o problema 27, onde é solicitado
encontrar dois niimeros cuja soma e o produto sejam ntumeros dados.

1) Resolugao na algebra retorica: consideremos que a soma ¢ 20 e o produto, 96. Supomos
que a diferenca entre os dois niimeros seja 2 aritmos, dividimos 20 por dois obtendo
10. A partir deste resultado, consideramos 10 subtraido de 1 aritmo e 10 acrescen-
tado de 1 arithmo, obtendo 20, ou seja, a soma desejada. Para que o produto seja
96, multiplicamos estas mesmas quantidades, obtendo 100, subtraido do quadrado
do arithmo (um dynamo). Chegamos a conclusao de que o dynamo deve ser 4, logo,
o valor do aritmo é 2. Entao, os valores procurados sao, portanto, 10 — 2 e 10 + 2,
ou seja, 8 e 12;

2) Resolugao na algebra sincopada: sendo os dois nimeros iguais, cada um deles seria
10. Supomos que a diferenca entre eles seja 2¢, ou seja, os dois ntimeros procurados
sao obtidos retirando ¢ de um deles e adicionando ¢ ao outro. Entao, temos que
(10 —¢) + (10 +¢) = 20 e (10 — <) - (10 +¢) = 96. Observamos, entao, que
100 — AY = 96, e concluimos que ¢ = 2. Logo, os ntimeros procurados 10 — ¢ e
10 + ¢ sao, respectivamente, 8 e 12;

3) Resolugao na algebra simbolica: temos x +y = 20 e x -y = 96. Se os dois fossem
numeros iguais, entao x = 10 e y = 10. Suponhamos que seja 2z a diferenca entre
eles, entao existe z tal que x = 10 — z e y = 10 + 2. Substituimos na equagao
x -y = 96 para obtermos: (10 — 2) - (10 + 2) = 96 ; logo, 100 — 2? = 96. Entao,
z = 2. Logo, os ntimeros procurados x = 10 — z e y = 10 + 2 sao, respectivamente,
8 e 12.

De acordo com Boyer (2008), este pensamento de Diofanto, baseado na inven-
¢ao e no uso de simbolos, utilizados para simplificar tanto a escrita quanto os célculos
matematicos, introduziu um novo modo matemético de pensar.

Segundo Pommer e Pommer (2012, p. 32), a obra de Diofanto é um novo
ramo matematico, com metodologia propria, estranha ao modo de pensar dos gregos
antigos, na qual muitos problemas sao abordados com motivagao geométrica, contudo
suas resolucoes nao fazem uso da Geometria, ou seja, nao utilizam o recurso das figuras
e, sim, as manipulagoes algébricas.

Ainda por Pommer e Pommer (2012, p. 33), a obra de Diofanto de Alexandria
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¢ quase toda dedicada a resolucao exata de equagoes, tanto determinadas como inde-
terminadas e é pioneira em determinar solugdes para um problema particular com as
quais se acumulam regras de manipulacao de equacoes, de diversos graus de dificuldade,
dependendo logicamente dos artificios utilizados em cada situacao.

Este desenvolvimento algébrico, evidenciado na associagao aos simbolos, per-
mitiu que as soluc¢oes dos problemas se tornassem mais sintéticas, fornecendo contribui¢oes
significativas na Teoria dos Ntimeros, campo da matemaética onde as equagoes diofantinas

lineares se fazem presentes.

Devido a essa sua utilizacao de métodos algébricos, hoje recebem o nome
de equagoes diofantinas todas as equagoes polinomiais (com qualquer
nimero de incognitas), com coeficientes inteiros, sempre que se trata de
procurar suas possiveis solugoes entre os inteiros. (DOMINGUES, 1991,
p. 119).
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4 EQUACOES DIOFANTINAS

Neste capitulo, abordaremos as equacoes diofantinas propriamente ditas, apre-
sentando e caracterizando as lineares, as equagoes pitagoricas e a equagao de Pell. Defini-
remos também as equagoes diofantinas lineares no conjuntos dos nimeros inteiros (Z), no
conjunto dos nimeros racionais (Q) e no conjunto dos nimeros irracionais (I), tomando
como norte principalmente as obras de Hefez (2013), (2009)) e (2006), Domingues (1991)),
Eves (2011)), Alencar Filho (1981)), Martinez e et al (2018), Ripoll J., Ripoll C. e Sant’Ana
(2006), Rocque e Pitombeira (1991)), Savois e Freitas (2015)).

Sao exemplos de equagoes diofantinas:

e Equacao Diofantina Linear: a X 4+ bY = ¢, com X e Y sendo as variaveis da equagao e
a,b e ¢ sendo constantes dadas;

e Equagao Diofantina Exponencial: a X" +bY"™ = c¢Z", com X, Y e Z sendo as variaveis
da equacao e a, b, c e n sendo constantes dadas;

e Equacao Diofantina Infinita: N = A2 +2B2? +3C? +4D? +---, com N € Z sendo a
variavel da equacao e A, B,C, D, ... sendo constantes dadas, que é a expressao da
sentenca: “De quantas formas distintas pode se escrever um certo N € Z como o
seguinte somatoério: um determinado quadrado adicionado do dobro de um deter-
minado quadrado adicionado do triplo de um determinado quadrado adicionado do
quadruplo de um determinado quadrado e assim sucessivamente?".

Existem determinadas equacoes diofantinas que sao estudadas individualmente
por ser um vasto leque de equagoes, como:
> X"+Y"=27" com X,Y e Z sendo as variaveis da equagao e n € N sendo uma cons-

tante dada, onde para n = 2, temos os ternos pitagoricos (X,Y, Z) como infinitas
solucdes; e para valores maiores de n > 2, temos o Ultimo Teorema de Fermat-
Willies;

> X2 —nY? =41, com X e Y sendo as variaveis da equacao e n sendo uma constante
dada, conhecida por equacao de Pell, em homenagem ao mateméatico inglés John
Pell e estudada por Brahmagupta, matematico e astrénomo indiano, no século VII
e também por Fermat no século XVII;

1 1 1
= -+ =+ A com X, Y e Z sendo as variaveis da equacgao e n sendo uma

v
S|

constante dada, conhecida por Conjectura de Erdos-Straus a qual afirma que para

todo positivo n > 2, existe uma solugao (X,Y,Z), com X,Y,Z € Z7, tendo sua

forma polinomial similar a equagao polinomial 4XYZ = nXY +nXZ +nYZ =
n(XY + XZ + Y Z); entre tantas outras.

Problemas Diofantinos restringem-se a determinar solugoes em Z que devem

servir para a equagao gerada em cada situacao. Utilizando uma linguagem mais técnica,

as equagoes diofantinas definem uma curva algébrica, ou uma superficie algébrica ou um

objeto mais genérico e solicitam que sejam determinadas as coordenadas que tornam
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possivel este objeto.

4.1 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM DUAS VARIAVEIS

Definicao 4.1. Equacoes diofantinas lineares sao equacgoes polinomiais com duas ou mais
variaveis formada pelo somatorio de monoémios de grau um e um mondémio de grau zero,
que possuem apenas solugoes no conjunto dos niimeros inteiros, ou seja, sao equacgoes da
forma

agZo + a121 + asxo + ... + apx, = ¢,
com ag, Gy, Az, ..., Ay € Z, onde se procura determinar somente as solugoes pertencentes ao

conjunto dos niimeros inteiros.

Sendo assim, podemos afirmar que uma equacgao diofantina linear escreve c
como uma combinagao linear inteira de todos os a;, com 0 < ¢ < n. Nesta parte do tra-
balho, abordaremos particularmente as equagoes diofantinas lineares com duas varidveis.

Varios problemas de aritmética tém suas respectivas resolugoes, determinadas
no conjunto dos nimeros inteiros (Z), em equagoes da forma

aX +bY =c

com a, b, c € Z, sendo estas denominadas equacoes diofantinas lineares com duas variaveis.

Definicao 4.2. Equagao diofantina linear com duas variaveis é uma equagao polinomial
indeterminada na qual suas varidveis s6 podem assumir valores inteiros, sendo formada
por uma igualdade entre a soma de dois mondémios de grau um e um mondémio de grau

Zero.

Como mencionado acima, aqui, retringiremo-nos as equagoes diofantinas line-
ares da forma aX + b0Y = ¢, com a,b,¢c € Z. Neste tipo de equagao, devemos sempre
observar as propriedades das constantes inteiras, utilizar desigualdades quando possivel,
pensar em casos particulares e utilizar o mdc e o algoritmo de Euclides para facilitar a
resolucao de cada questao. Todos estes detalhes vamos ter a oportunidade de utilizar nos

exemplos que iremos solucionar no decorrer deste capitulo.
Exemplo 4.1. Determinar todas as solugoes inteiras da equacao 2z + 3y = 5.

Solugao: Observemos que a equacao 2x + 3y = 5 é uma equagao diofantina linear com as
variaveis x e y, onde seus respectivos coeficientes sao a = 2 e b = 3 e ainda temos ¢ = 5.
Notemos aqui que como ¢ = 5 é impar e 2x é par, entao devemos ter 3y sendo
impar. Dai, 3y = 2yg + 1 e, consequentemente, 2x + 3y =5 = 2x +2yg+1 =5 =
2% = 5— (Y0 +1) =z = —_2W0
Portanto, todas as solugoes inteiras da equagao 2x + 3y = 5 sao da forma
(z,9) = (2 = Y0, %0)- O

= =2 — Y.

Para Rocque e Pitombeira (1991), uma equagao diofantina aparece costumeira
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e naturalmente em determinados problemas que envolvem agrupamentos e, quando es-
tudamos um problema matematico, &€ muito conveniente que exista um “método” ou um
“processo” que nos forneca a existéncia ou nao de solugoes e que, caso exista solucao,
forneca-nos todas elas.

Nem sempre existe solucao para uma equacao diofantina, como podemos ob-
servar no exemplo

6z + 2y = 5,
onde 6z é um numero par da forma 2a e 2y é outro ntimero par da forma 2b e 5 é um
ntimero fmpar da forma 2¢ + 1. Com isto, temos que
2a 4+ 2b # 2c+1
2-(a+b) #2c+1
2d # 2c+1,
com d = (a+b).

Sendo assim, no lado esquerdo da igualdade 6x + 2y = 5, temos a soma dos
monomios 6z e 2y que sempre resultard em um valor par, pois quaisquer ntimeros mul-
tiplicados por 6 ou por 2 resultarao em um valor par e a soma deles continuara sendo
par. E, no lado direito da igualdade, aparece um valor impar. Logo, os dois membros da
equacao nao podem ser iguais. Portanto, nao existe solucao alguma em Z para a equagao
6x + 2y = 5.

A existéncia de solugoes de uma equacao diofantina linear esté intrinsecamente
ligada ao méximo divisor comum dos coeficientes da equacao, contetdo este apresentado
e trabalhado durante as séries do ensino fundamental.

Rocque e Pitombeira (1991)) afirmam que “existe de fato um critério que nos
permite decidir se a equacao aX + bY = ¢ tem ou nao solugoes inteiras, e ele ¢ uma
aplicagao genuina e nao-trivial da no¢ao de méaximo divisor comum”. Entao, vejamos as

proposicoes a seguir.

Proposicao 4.1. Sejam a,b,c € Z. A equac¢io aX + bY = ¢ admite solugao em 7 se, e
somente se, mdc(a,b) | c.
Demonstragao: Temos que

I(a,b) ={a-d+b-¢; d,e € Z} = mdc(a,b)Z.

J& temos que ¢ € Z. Como ¢ é uma combinagao linear de a e b, é logico e
necessario que, para equagao aX + bY = ¢ possuir solu¢ao, devemos ter ¢ € I(a,b), que
equivale a ¢ € mdc(a, b)Z, que também equivale a mdc(a,b) | c.

Por outro lado, se temos mdc(a,b) | ¢, isto equivale a ¢ € mdc(a,b)Z, que
equivale a ¢ € I(a,b).

Portanto, a equagao aX + bY = c admite solugao em Z se, e somente se,
mdc(a, b) | c. |

A equagdo aX +bY = ¢, com a # 0 ou b # 0 e mdc(a,b) | ¢ é equivalente a
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equacao
CLlX + b1Y = (1,

onde
a b c

mdc(a,b)’"  mdc(a, b) ca mdc(a, b)
Sendo mdc(ay, by) = 1, entao, de acordo com os Corolérios e , podemos

nos restringir as equagoes aX +bY = ¢, com mdc(a,b) = 1, que possuem sempre solugoes

a

e estas podem ser determinadas a partir de uma solugao particular qualquer.

Proposicao 4.2. Seja (zo,y0) uma solugao particular qualquer da equagao aX +bY = c,
com mdc(a,b) = 1. Entao, as demais solugoes (x,y) em Z da equagao sao da forma:
r=x9+2b, y=19yo— za, com z € Z.

Demonstragao: Tomemos (1, y;) uma outra solugao da equagao aX + bY = c.

Dai, e utilizando a solugao dada no enunciado, temos que

axy + by = axy + by; =
axry — axg = byy — by, =
a-(r1—x0) =b- (Yo — 1)

Como, também pelo enunciado, mdc(a,b) = 1, entdo temos que a | (yo —y1) €

b| (z1 — ), ja que a fbeb fa. Dai, podemos obter
r1 — 29 = 2b= 11 =29+ 2b, com z € Z.
Substituindo x; — zg = zb em a - (1 — x9) = b+ (yo — ¥1), temos que
a-(v1—m) =b- (Yo —y1) =
a-zb=0>-(yo—1) =
Yo — W = za =
Y1 = Yo — =a.

Por outro lado, como (z1,y;) é solu¢do da equagdo aX + bY = ¢, entao,
tomando X =z, e Y =y, pelo enunciado na proposicao, temos que
aX +b0Y =azxy+byy = a-(xo+2b)+b- (yo — za) = axg + abz + byy — abz = axy+ by = c.

Portanto, sendo (g, 39) uma solugao particular da equagao aX +bY = ¢, com
mdc(a,b) = 1, entao, temos que as demais solugbes (z,y) em Z da equagdo sao da forma:

xr=x9+ 2b, y=1yo— za, com z € Z. [ |

Vale ressaltar que, na proposi¢ao acima:
e se trocarmos o sinal de z, ou seja, trocarmos z por —z, as solucoes z, y em Z da equagao
aX + bY = ¢, com mde(a,b) = 1, passam a ser escritas na forma = = xo — zb,
Yy = 1Yo+ za, com z € Z; e
e cstas duas formas de escritas gerais das solucgoes x,y em 7Z da equacao aX + bY = ¢,
com mdc(a,b) = 1, geram infinitas solugoes € Z.
Um método que sempre nos permite determinar uma solucao particular para

uma equagao do tipo aX + bY = ¢, com mdc(a,b) = 1 é utilizarmos o Algoritmo de
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Fuclides, pois, de acordo com ele, podemos sempre determinar ntimeros inteiros d, e tais
que a-d+b-e = mdc(a,b) = 1, bastando multiplicarmos ambos os membros de a-d+b-e = 1
por ¢, para obtermos a-c-d+b-c-e = c. Dali,
ro=c-deyy=c-e
¢ uma solugao particular desejada para a equagao.
O Algoritmo de Euclides também nos é apresentado durante as séries do ensino
fundamental, porém ele nao nos é apresentado como Algoritmo de Euclides, e é trabalhado

de outras formas e nao em conjunto com o mdec.

Quando os coeficientes de x e de y numa equacao diofantina linear nao sao
ambos positivos, sua resolucao pode ser feita mais facilmente observando
que: se (zp,yo) é solugdo de ax + by = ¢, entdo (—xo,v0), (o, —Yyo) €
(—z0, —Yyo) s@o solugdes respectivamente de —az +by = ¢, ax —by =ce
—azx — by = c¢. (DOMINGUES, 1991, p. 121).

Exemplo 4.2. Determine uma solugao particular qualquer e as expressoes que determi-

nam todas as solugoes para a equagao 3x + by = 300, com x,y € Z

Solugao: Podemos afirmar que a equagao 3z + by = 300, com x,y € Z, possui solucao,
pois temos que mdec(3,5) = 1.

Para determinarmos uma solugao particular (¢, yo), utilizamos o algoritmo de
Euclides por onde temos que:
i)3=1-5—-2=2=1-5—-1-3;
ii) 5=2-241=1=1-5-2-2;¢
iti) 1=1-5-2-2=1-5-2-(1-5-1-3)=1-5-2-54+2:3=1=2-3—-1-5.

Agora, multiplicando ambos membros da tultima igualdade acima por 300,
obtemos

2-3-300—-1-5-300=1-300=3-600+5-(—300) =300,

de onde podemos afirmar que:

1) zg = 2-300 = 600 e yp = —1-300 = —300 é uma solugdo particular da equagao
3x + by = 300; e,
2) consequentemente, x = 600 + 5z e y = —300 — 3z, com z € 7Z, sdo expressoes que

geram todas as solugoes da equacao 3x + 5y = 300.
Portanto, o = 600 e yo = —500 é uma solucao particular da equacao diofantina
linear 3z + 5y = 300 e x = 600 + 5z e y = —300 — 3z, com z € Z, sao as expressoes que

geram todas as solugoes desta equacgao. O]

Exemplo 4.3. No intuito de melhorar as vacinas contra a covid-19, um laboratoério, para
examinar amostras de sangue, dispoe de 2 maquinas distintas que, quando acionadas de
cada vez: uma examina 15 amostras e outra examina 25 amostras. Qual é a quantidade
de vezes que estas méquinas deverao ser acionadas para examinar um total de 1 mil e 500

amostras?
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Solu¢ao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equacgao 15z + 25y = 1500, com
x,y € Z", onde x representaria a quantidade de vezes que a primeira méquina seria
acionada e y representaria a quantidade de vezes que a segunda maquina seria acionada.

Sendo assim, podemos perceber que a equacao 15x + 25y = 1500 é equivalente
a equacao 3z + 5y = 300, solucionada no exercicio anterior, porém nem todas as solugoes
desta segunda equacao servem para a primeira, visto que nao existe uma quantidade
negativa de vezes de acionar maquinas.

Com isto, podemos afirmar que as solugoes devem ser pares x,y de ntmeros
inteiros nao negativos, variando desde a primeira maquina sem ser acionada e a segunda
maquina sendo acionada 60 vezes até o caso em que a primeira méaquina é acionada 100
vezes e a segunda maquina nao é acionada.

Dai, temos que 0 < x < 100 e 0 < y < 60, mas também nem todos estes
valores inteiros servem para a solugao.

Deste modo, tomemos (¢, yo) como uma solugao particular, onde xy é 0 menor
valor possivel para x, que no caso é xg = 0, e obtemos yy = 60, maior valor de y, ao
resolvermos a equagao

15z + 25y = 1500 = 15x4 + 25yo = 1500 =
500

1
15-0+25y0:150():>25y0:1500:y0:TIXUOZGO.

Dai, as demais solugoes da equagao sao da forma x = xg + 52,y = yg — 32 =
r=0+52=52zy=60—3z,comz € NU{0},0<2<20,0<2<100e0 <y <60, ou

seja, o conjunto solugao S serd formado por vinte e um pares (z,y) relacionados a seguir:
S = {(0,60), (5,57), (10, 54), (15,51), (20, 48), (25,45), (30,42), (35, 39), (40, 36), (45, 33),
(50,30), (55,27), (60, 24), (65, 21), (70, 18), (75, 15), (80, 12), (85,9), (90, 6), (95, 3), (100, 0) }.

Observemos aqui que o maior valor de z pode ser determinado efetuando uma
das divisoes:
e 100 =+ 5 = 20, onde 100 é o valor maximo de x, 5 é o valor de b e 20 é o valor méximo
de z; ou
e 60+ 3 = 20, onde 60 ¢ o valor maximo de y, 3 é o valor de a e 20 é o valor maximo de
Z,
0 que gera os vinte e um possiveis pares (x,y) para determinar o conjunto solugao S, pois
2 € NU{0} e 0 < z < 20, ou seja, z pode assumir qualquer valor inteiro de 0 a 20.
Portanto, a quantidade de vezes que as duas maquinas deverao ser acionadas
para examinar um total de 1500 amostras é um dos pares (x,y), onde = é a quantidade
de vezes que a primeira maquina deve ser acionada e y é a quantidade de vezes que a se-
gunda maquina deve ser acionada, tomado junto ao conjunto solugao S acima relacionado,

possuindo um total de vinte e uma possibilidades. O

Observemos também, no exemplo acima, como mostramos no final da secao
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do Maximo Divisor Comum, que os valores de x sao multiplos de 5 variando de 0 a 100,
em ordem crescente, enquanto os valores de y sao miltiplos de 3 variando de 0 a 60 em
ordem decrescente, ou seja, como

mdc(15,25) =5 = mdc(5-3,5-5) =5 =5-mdc(3,5) =5 = mdc(3,5) = 1,
entao podemos escrever 5 = mdc(15,25) como miltiplo de 3 somado com um maultiplo de
5,isto &, 5=3-5+5-(—2).

Exemplo 4.4. Em decorréncia da pandemia, uma empresa resolveu ajudar seus funci-
onarios com um auxilio alimentacao em tiquetes na quantia de R$550,00. Sabendo que
a empresa disponibiliza tiquetes de R$50,00 e R$150,00, de quantas formas distintas a

empresa pode entregar o auxilio de R$550, 00 aos seus funcionarios?

Solug¢ao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equagao 50z + 150y = 550, com
x,y € Z*, onde x representaria a quantidade de tiquetes de R$50,00 e y representaria a
quantidade de tiquetes de R$150, 00.
Sendo assim, podemos perceber que a equagao 50z + 150y = 550 é equivalente
a equacao x + 3y = 11, porém nem todas as solugoes desta segunda equagao servem para
a primeira, visto que nao existe uma quantidade negativa de tiquetes.
Observemos que
i) se a quantidade de tiquetes de R$50,00 for 0 (zero), ndo temos como obter R$550, 00
somente com tiquetes de R$150,00, mas se a quantidade de tiquetes de R$150, 00
for 0 (zero), conseguimos obter R$550, 00 somente com tiquetes de R$50, 00, no caso
com 11 tiquetes. Entao, tomemos esta solucao como uma solucao particular xg, yo,
com zg = 11 e yg = 0;
i1) se a quantidade de tiquetes de R$50,00 for 12, totaliza o valor de R$600,00, o que
nos mostra no maximo esta quantidade sendo 11; e
i1i) se a quantidade de tiquetes de R$150,00 for 4, totaliza o valor de R$600,00, o que
nos mostra no maximo esta quantidade sendo 3.
Dai, as demais solugoes da equagao sao da forma x = x¢o — 32,y = yo + 2 =
r=11-3zy=0+2=2z,comz € NU{0},0<2<3,0<x<1le0<y<3, ou seja,

o conjunto solugao S sera formado por quatro pares (z,y) relacionados a seguir:
S ={(11,0),(8,1),(5,2),(2,3)}.
Neste caso, podemos perceber que o maior valor de z é 3, pois, como o maior
valor de y é 3, temos
Y=y +z2=3=0+2=2=23,
0 que gera os quatro possiveis pares (z,y) os quais determinam o conjunto solugao S, pois
2 € NU{0} e 0 < z < 3, ou seja, z pode assumir qualquer valor inteiro de 0 a 3.
Portanto, a empresa pode entregar o auxilio de R$550, 00 aos seus funcionérios

de quatro formas distintas. O
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Observemos também, no exemplo acima, como mostramos no final da secao
do Maximo Divisor Comum, que os valores de x sao miltiplos de 3 adicionados de um
multiplo de 1 e variando de 2 a 11, em ordem decrescente (por exemplo, 11 = 3-441-(—1);
8=3-3+1-(-1);5=3-2+1-(-1);2=3-1+1-(—1) ), enquanto os valores de y sdo
multiplos de 1 variando de 0 a 3 em ordem crescente, ou seja, como

mde(50,150) = 50 = mde(1 - 50,3 - 50) = 50 = 50 - mdc(1,3) = 50 = mdc(1,3) =1,
entao podemos escrever 50 = mdc(50, 150) como um miltiplo de 1 somado a um multiplo
de 3 adicionado de um maultiplo de 1 ou simplesmente como um miltiplo de 1 somado a
um miultiplo de 3, isto ¢, 50 =1-14+3-16+1-1=1-243-16.

Exemplo 4.5. Considere que os ingressos de um cinema custam R$9, 00 para estudantes
e R$15,00 para o publico geral, e que, em certo dia, durante determinado periodo, a
arrecadacao nas bilheterias desse cinema foi de R$6000,00. Determine quais o maior e o
menor nimeros de ingressos que foram vendidos neste dia, sabendo que um minimo de

100 ingressos de cada tipo foram vendidos.

Solugao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equagao 9x + 15y = 6000, com
x,y € Z", onde x representaria a quantidade de ingressos para estudantes e y representaria
a quantidade de ingressos para o publico geral.

Sendo assim, podemos perceber que a equagao 9z + 15y = 6000 é equivalente a
equagao 3x + 5y = 2000, porém nem todas as solucoes desta segunda equacao servem para
a primeira, visto que nao existe uma quantidade negativa de ingressos, além de existir
aqui um nimero minimo de ingressos de cada tipo.

Com isto, podemos afirmar que as solugoes devem ser pares x,y de ntmeros
inteiros nao negativos, variando desde a quantidade de 100 ingressos para estudantes e a
quantidade de 340 ingressos para o publico geral até o caso em que a a quantidade de 100
ingressos para o publico geral e a quantidade de 500 ingressos para estudantes.

Estes valores podem ser obtidos da seguinte forma, como devem ser utilizadas
um minimo de 100 ingressos de cada tipo, entao, na equacao 3z + 5y = 2000 substituimos
1°) o valor de x por 100 e calcula-se o valor para y, como 100 ¢ a quantidade minima de

x, entao o valor y a ser determinado serda maximo;
2°) o valor de y por 100 e calcula-se o valor para x, como 100 é a quantidade minima de
Y, entao o valor z a ser determinado serd méaximo.

Dai, temos que 100 < x < 500 e 100 < y < 340, mas também nem todos os
valores naturais servem para a solugao.

Deste modo, tomemos (¢, yo) como uma solugao particular, onde xy é 0 menor
valor possivel para z, que no caso é o = 100, e yo € o maior valor de y, que no caso é
Yo = 340, ao resolvermos a equagao

9z 4 15y = 6000 = 3z + 5y = 2000 =

1700
3100 + 5y = 2000 = 5y = 1700 = yo = —— = yo = 340,
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Dai, as demais solugoes da equagao sao da forma x = xg + 52,y = yg — 32 =
r=1004+52,y = 340 — 3z, com z € NU{0}, 0 < 2 < 80, 100 < = < 500 e 100 < y < 340,
ou seja, o conjunto solugao S serd formado por oitenta e um pares (z,y) da seguinte
forma:

S = {(100, 340), (105, 337), (110, 334), ..., (490, 106), (495, 103), (500, 100) },
onde todos os valores de x sdo multiplos de 5, isto é x = 100 + 5z = 5- (20 + z) e
todos os valores de y sd@o um multiplo de 5 somado a um multiplo de 3 (por exemplos,
340 =5-714+3-(=5); 100 =5-23 + 3 - (=5H)).

Observemos aqui que o maior valor de z pode ser determinado efetuando uma
das equagoes:

e r = xp+ 5z, onde 500 ¢é o valor méximo de x, 100 ¢ o valor de xg e 80 é o valor maximo
de z ou seja, 500 = 100 + 5z = 5z = 400 = z = 80; ou

e y = 1o — 3z, onde 100 é o valor minimo de ¥, 340 é o valor de o e 80 é o valor maximo
de z ou seja, 100 = 340 — 3z = 3z = 240 = z = 80,

0 que gera oitenta e um possiveis pares (x,y) os quais determinam o conjunto solugao S,

pois z € NU {0} e 0 < z < 80, ou seja, z pode assumir qualquer valor inteiro de 0 a 80.

Como a questao solicita o calculo do maior e do menor niimeros de ingressos
que foram vendidos no dia, com uma venda minima de 100 ingressos de cada tipo, po-
demos fazé-lo apenas com as quantidades maxima e minima de cada tipo de ingressos ja
determinadas, ou seja, x médximo + y minimo e y maximo + z minimo, que nos da os
valores de 1004340 = 440 e 5004 100 = 600, sendo 440 a quantidade minima de ingressos
vendidos e 600 a quantidade maxima de ingressos vendidos no dia.

Portanto, 440 é a quantidade minima de ingressos vendidos e 600 é a quanti-
dade maxima de ingressos vendidos no dia, obtidos a partir da soma x + y tomados dos
pares (x,y), junto ao conjunto solugao S acima descrito, possuindo um total de oitenta e

uma possibilidades. O

Observemos que para restringirmos os valores de z, também podemos utilizar
o seguinte procedimento, como o nimero minimo de cada garrafa deve ser 100 unidades,
facamos entao:
i) 100+ 52 > 100 = 52> 0=z > 0;
i1) 340 — 3z > 100 = —3z > —240 = 2z < 80,
ou seja, 0 < z < 80.
Observemos também que ao analisarmos os valors de z, temos que
X quanto menor for o valor de z, menor serd o nimero de ingressos para estudantes e
maior serd o o nimero de ingressos para o publico geral, ou seja, quando z = 0,
ao substituirmos este valor na solugao geral temos x = 100 +5-0 = x = 100 e
y =340 — 3 -0 = y = 340, totalizando 440 ingressos; e

X quanto maior o valor de z, maior sera o nimero de ingressos para estudantes e menor
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serd o o numero de ingressos para o publico geral, ou seja, quando z = 80, ao
substituirmos este valor na solugao geral temos z = 100+ 5-80 = = = 100+ 400 =
x=0500ey =340 — 380 = y = 340 — 240 = y = 100, totalizando 600 ingressos.
E, por fim, observemos ainda, como mostramos no final da se¢ao do Maximo
Divisor Comum, que
mdc(9,15) =3 = mde(3-3,3-5) =3 = 3-mdc(3,5) = 3 = mdc(3,5) =1,
ou seja, entdo podemos escrever 3 = mdc(9, 15) como miltiplo de 3 somado a um multiplo

de 5,isto ,3=3-6+5-(—-3).

Exemplo 4.6. A moeda de um determinado pais é o dynamund e suas cédulas sao apenas
de 4 dynamumds e de 7 dynamumds. A partir de quantos dynamunds é possivel pagar

qualquer quantia sem receber troco?

Antes de solucionarmos esta situacao-problema, com o intuito de facilitar a
realizacao dos calculos, devemos apresentar as defini¢oes, as proposigoes, o teorema e 0s
corolérios que se seguem.

Como vimos nos exemplos acima, as vezes se faz necessario solucionarmos

equagoes diofantinas lineares aX + bY = ¢, onde a,b, ¢ € N no conjunto N U {0}.

Proposigao 4.3. Sejam a,b € N, com mdc(a,b) = 1. Temos que todo e qualquer nimero
inteiro ¢ pode ser unicamente escrito na forma
c=d-a+e-b,
comd,e € Z e <d<b.
Demonstragao: Ja sabemos que existem f,g € Z tais que f-a+ g-b = mdc(a,b) = 1.
Agora, ao multiplicarmos ambos membros de f-a+g-b = 1 por ¢, obtemos ¢ f-a+c-g-b = c.
Temos também, pelo algoritmo da divisao euclidiana, que existem ¢, r € Z, com 0 < r < b,
tais que ¢+ f = q - b+ r. Substituindo istoem ¢- f-a+c- g - b= ¢, obtemos
c-fatc-g-b=c=
(g-b+r)-at+c-g-b=c=
g-b-a+r-at+c-g-b=c=
r-a+(qg-a+c-g)-b=c
Fazendo, d=ree=¢q-a+c- g, temos que
r-a+(qg-atc-g)-b=c=
c=d-a+e-b,
com(0<d<bed,ecZ.
O que prova a existénciade c=d-a+e-b, comd,e € Ze 0 <d<b.
Agora, suponhamos que existam h,i € Z, tais que d-a+e-b=h-a+1i-b,
com 0 < d, h <D
Dai, temos que

d-at+e-b=h-at+i1-b=
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d-a—h-a=i-b—e-b=
(d—h)-a=(i—e)-b,

com | d—h|<b.

Como, pelo enuciado da proposigao, mde(a,b) = 1, entao devemos ter que
i) b| d— h, que s6 pode acontecer se d = h; e
i1) a|i— e, que s6 pode acontecer se i = e.

O que prova a unicidade de c=d-a+e-b,comd,e € Ze )< d<b.

Portanto, sendo a,b € N, com mdc(a,b) = 1, temos que todo e qualquer
ntmero inteiro ¢ pode ser unicamente escrito na forma ¢ = d-a+e-b, com d,e € Z e
0<d<b. [ |

Definicao 4.3. Sejam a,b € N. Temos que
S(a,b) ={d-a+e-b;d,e e NU{0}},

é o conjunto semigrupo gerado por a e b.

Definicao 4.4. Sejam a,b € N. Temos que
L(a,b) = N/S(a,b),

¢ o conjunto de lacunas de S(a, b).

A equagao aX + bY = ¢, com mdc(a,b) = 1 tem solugdo no conjunto N U {0}

se, e somente se, ¢ € S(a,b). Sendo assim, caracterizemos os elementos de S(a, b).

Proposicao 4.4. Temos que ¢ € S(a,b), se, e somente se, existem f,g € NU{0}, com
f < b, determinados univocamente por c, tais que ¢ = f-a+ g - b.
Demonstragao: Se temos ¢ = f-a+g-b, com f, g € NU{0}, entdo temos que ¢ € S(a,b).
Por outro lado, se temos ¢ € S(a, b), entao temos que ¢ é da forma ¢ = h-a+i-b,
com h,i € NU{0}.
Temos, pelo algoritmo da divisao euclidiana, que h =¢q-b+r, com 0 <r < b
e substituindo este resultado em ¢ = h - a + i - b, obtemos,
c=h-a+i-b=
c=(qg-b+r)-a+i-b=
c=q-b-a+r-a+i-b=
c=r-a+(qg-a+1i)-0b.
Fazendo, r = f e g = q - a + 1, temos que
c=r-a+(qg-a+i)-b=c=
c=f-a+g-b,
com f,g e NU{0},0< f<beg=q-a+i.
A unicidade decorre da Proposicao [4.3]
Portanto, temos que ¢ € S(a, b), se, e somente se, existem f,g € NU{0}, com

f < b, determinados univocamente por ¢, tais que c= f-a+ g - b. [ |

Corolario 4.1. Temos que L(a,b) ={d-a—e-b;d,e € N;d < b}.
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Demonstragao: Pela Proposi¢ao [1.4] se ¢ ¢ da forma ¢ = f-a+g-b, com f,g € NU{0},
entdao temos que ¢ € S(a,b).
Entéao, se ¢ for da forma ¢ =h-a —1i-b, com h,i € N, temos que ¢ € L(a,b),
pois vejamos que, pelo algoritmo da divisao euclidiana, que h =q¢-b+r, com 0 < r < b
e substituindo este resultado em ¢ = h - a — i - b, obtemos,
c=h-a—i-b=
c=(¢-b+r)-a—i-b=c=
c=q-b-a+r-a—i-b=c=
c=r-a—(i—q-a)-b.
Fazendo, r = f e g =i — q - a, temos que
c=r-a—(i—q-a)-b=c=
c=f-a—g-b,
com f,geN,0< f<beg=1i—¢q-a F A unicidade decorre da Proposicao |4.3|
Logo, temos que ¢ € L(a,b), se, e somente se, existem d,e € N, com d < b,
determinados univocamente por ¢, tais que ¢ = d-a — e - b e, por defini¢do, se ¢ € L(a,b),
entao ¢ ¢ S(a,b).
Portanto, temos que L(a,b) = {d-a —e-b;d,e € N;d < b}. [ |

Teorema 4.1. Temos que a equaciao aX + bY = ¢, com mde(a,b) = 1, tem solu¢io em
NU {0} se, e somente se, ¢ ¢ L(a,b) ={d-a—e-b;d,e € N;d < b}.
Demonstracao: Por defini¢do, sabemos que se ¢ € S(a,b), entdo ¢ ¢ L(a,b) ou se
¢ € L(a,b), entao ¢ ¢ S(a,b).

Portanto, pelo Corolario 4.1}, temos que dada uma equagao diofantina linear
aX + bY = ¢, com mdec(a,b) = 1, esta possui solugao em N U {0} se, e somente se,

c¢ L(a,b) ={d-a—e-b;de € N;d < b}. |

Corolario 4.2. Sejam a,b € N, com mdc(a,b) = 1. Temos que (a—1)-(b—1) é o menor
nudmero inteiro tal que ¢ € S(a,b) para todo e qualquer ¢ > (a — 1) - (b—1).
Demonstrag¢ao: Observemos que o conjunto L(a,b) é um conjunto finito com seu maior
elemento da forma maxL(a,b) = (b—1)-a —b.
Dai, podemos concluir que, pelo Teorema {4.1| como a equagao aX + bY = c,
com mdc(a,b) = 1, somente possui solu¢ao em N U {0} se ¢ ¢ L(a,b), entao
c¢>mazxL(a,b)=(b—-1)-a—b=
cz(b—-1)-a-b+1=
czb-1)-a—(b—-1)=
cz(a—1)-(b—1).
Logo, a equagao aX + bY = ¢, com mdc(a,b) = 1, ndo possui solugdo em
NuU{0}sec=(a—1)-(b—1)—1.
Portanto, sendo a,b € N, com mdc(a,b) = 1, temos que (a —1)-(b—1) é o

menor namero inteiro tal que ¢ € S(a,b) para todo e qualquer ¢ > (e —1)-(b—1). ®
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Observemos aqui o nimero natural ¢ = (a — 1) - (b— 1), chamado de condutor
de S(a,b), mostra-nos que o maior elemento do conjunto de lacunas de S(a,b) é a lacuna
c—1=(a—-1)-(b—=1)=(b—-1)-a—0b.

Agora, podemos solucionar o Exemplo A moeda de um determinado pais
¢ o dynamund e suas cédulas sao apenas de 4 dynamunds e de 7 dynamunds. A partir

de quantos dynamunds é possivel pagar qualquer quantia sem receber troco?

Solugao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equacao 4x + Ty = ¢, com as
variaveis z,y € NU {0}, onde = representaria a quantidade de cédulas de 4 dynamunds
e y representaria a quantidade de cédulas de 7 dynamunds.

Temos que, pelo Corolario

o a=4;
e L=T,
e mdc(4,7) =1;

c=(a—=1)-(b=-1)=4-1)-(7T—1)=3-6=18;
ec—1=18—1=17.

Com isto, podemos afirmar que a partir de 18 dynamunds nao existem mais
lacunas no conjunto solugao da equagao 4x 4 7Ty = ¢ e que a maior lacuna é o valor de 17
dynamunds.
Portanto, a partir de 18 dynamunds é possivel pagar qualquer quantia sem

receber troco neste paifs. O

Observemos aqui que se tivéssemos que determinar as lacunas deveriamos fazer
os seguintes calculos:
1°) considerar o conjunto L(4,7) ={d-4—e-T;d;e e N;d < T;e < 4};
2°) d e {1,2,3,4,5,6};
3°) ee {1,2,3};
4y d=1lee=1=d-4—e-7=1-4—1-7=4—7= -3, que nao serve como solugao,
pois é um valor negativo;
5 d=2e¢e=1=d-4—e-7=2-4—-1-7T=8-T7=1;
6°) d=3ee=1=d-4—e-7T=3-4—1-7T=12-7=15;
)d=4ee=1=d-4—e-T=4-4—-1-7T=16—-7=09;
8)d=5ee=1=d-4—e-7=5-4—1-7T=20-7=13;
9°)d=6ee=1=d-4—e-7=6-4—1-7T=24-T7=1T,
10°) d=1lee=2=d-4—e-7T=1-4—2-7=4—14 = —10, que nao serve como

solucao, pois é um valor negativo;

d
d

11°) d=2ee=2=d-4—e-7=2-4—2-7T=8—14 = —6, que nao serve como solugao,
pois é um valor negativo;
12°) d=3ee=2=d-4—e-7=3-4—2-7=12— 14 = —2, que nao serve como

solucao, pois é um valor negativo;
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13°) d=4ee=2=d-4—e-7T=4-4—-2-7T=16—14 = 2;
14°) d=5bee=2=d-4—e-7T=5-4—-2-7=20— 14 = 6;
15°) d=6ee=2=d-4—e-7=6-4—2-7T=24—14 = 10;
16°) d=1lee=3=d-4—e-7T=1-4—-3-7=4—-21 = —17, que ndo serve como

solugao, pois é um valor negativo;

17°) d=2ee=3=d-4—e-7=2-4—-3-7=8—21 = —13, que nao serve como
solugao, pois é um valor negativo;

18)d=3¢ee=3=d-4—e-7T=3-4—3-7=12—21 = —9, que nédo serve como
solugao, pois é um valor negativo;

19°) d=4ee=3=d-4—e-7T=4-4—-3-7=16— 21 = —5, que nao serve como
solucao, pois ¢ um valor negativo;

20°) d=5ee=3=d-4—e-7=5-4—3-7=20—21 = —1, que nao serve como
solugao, pois é um valor negativo; e

21°) d=6ee=3=d-4—e-7T=6-4—3-7=24—-21=3.

Portanto, temos que L(4,7) ={1,2,3,5,6,9,10,13,17}.

Com isto, ¢ nao pode assumir nenhum destes valores para que a equacao dio-
fantina linear 4x 4+ 7y = ¢ possua solugao em N U {0}.

Quando estudamos equagoes diofantinas lineares com duas variaveis, podemos
associd-las a uma funcao polinomial do 1° grau, por esta poder ser escrita na forma
ar + by = ¢, com a,b,c € R. Porém, os conjuntos numéricos em que cada tipo de
equacao é definida sao distintos. Observemos aqui que fun¢ao polinomial do 1° grau é
outro contetido apresentado no ensino fundamental e trabalhado e desenvolvido tanto no
ensino fundamental e quanto no ensino médio.

Sendo assim, podemos afirmar que toda equacao diofantina linear com duas
variaveis pode ser associada a uma fun¢ao polinomial do 1° grau fazendo-se a restricao
das variaveis x e y pertencerem ao conjunto Z, ou seja, as soluc¢oes inteiras de uma fungao
polinomial do 1° grau sao solugoes de uma equacao diofantina linear com duas variaveis
associada a ela, ou ainda, permitindo-se que as variaveis x e y de uma equacao diofantina
pertengam ao conjunto R obtemos uma fung¢ao polinomial do 1° grau.

Um outro detalhe deve ser considerado aqui. Nao podemos tomar valores
pertencentes ao conjunto I para os coeficientes a e b de uma funcao diofantina, salvo se
os valores forem numeros comensuraveis, como veremos mais adiante, pois, assim, nao
existird uma funcao polinomial do 1° grau associada a esta equagao diofantina. Logo,
podemos afirmar que a solucao de uma equacgao diofantina linear com duas varidveis é
formada pelo conjunto de pares cartesianos (x,y) da fun¢ao polinomial do 1° grau que

possua os mesmos coeficientes a,b € Z da equacao ax + by = ¢, com x,y € Z.

Exemplo 4.7. Determinar a solucao geral para equacao diofantina 3z + 2y = 7, associar
esta a uma fungao polinomial do 1° grau f : R — R e mostrar que exitem pares cartesianos

que satisfazem & funcao polinomial do 1° grau, mas que nao pertencem ao conjunto solu¢ao
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da equacao diofantina.

Solugao: Inicialmente, temos que mde(3,2) = 1 e 1 | 7, ou seja, a equagao diofantina
3r 4+ 2y = 7 possui infinitas solugoes em Z. Pelo Algoritmo de Euclides, temos que
1=3-(1)4+2-(—1) e que multiplicando ambos membros desta igualdade por 7, obtemos
7=3-(7)+2-(=7), e, dai, a solugao geral da equagdo é xt =7+ 2z ey =—7— 3z, com
z € 7, onde para
i) z=-3,temosque x =7+22=7+4+2-(-3)=ley=—-T7—-32=-7-3-(=3) =2,
(1,2) é solugao para equagao diofantina 3z + 2y = 7;
i) z=—2,temosque x =7+22=7+2-(-2)=3ey=—-T7—-32=-7—-3-(-2) = —1,
(3, —1) é solugao para equagao diofantina 3z + 2y = 7;
i) z=—1,temosque xt = 7422 =74+2-(-1)=5ey=—-7T-32=-7-3-(—1) = —4,
(5, —4) é solugao para equagao diofantina 3z + 2y = 7,
iv) z=0,temos que t =74+2z=7+2-0=7Tey=—-7—-32=-7-3-0=-7,(7,-7)
é solucao para equacao diofantina 3x + 2y = 7,
v) z=1,temosque z =7+22=74+2-1=9ey=—-7—-32=-7-3-1=-10, (9,—-10)
é solugao para equagao diofantina 3x + 2y = 7; e
vi) z=2,temos que x =7+2z=7+42-2=1ley=—-7—-32=-7-3-2=—13,
(11, —13) é solugdo para equagao diofantina 3x + 2y = 7.
Observemos aqui, que os valores de = para solugao variam de 2 em 2 unidades
e os valores de y para solucao variam de 3 em 3 unidades.
Agora, construiremos uma tabela com alguns pares cartesianos (x,y), atri-
buindo valores a x e determinando os valores de y, que sao solucao da equagao polinomial

do 1° grau:

7T—3 7T—3
Jr+2y=T=2y=7-3r=y= 2x:>f(x): Qx.

Sendo assim, para

7T—3 7T—3-(—3 16
I) x = =3, temos que y = - (=3) = — =8, (—3,8) ¢ par cartesiano da

fungao polinomial do 1° grau 3z + 2y = 7;

7—3 7T—3-(-2 13

r_ 5 (=2) =5 = 6,5, (—2;6,5) é par cartesiano
da func¢ao polinomial do 1° grau 3z + 2y = 7;
7—3 7T—3-(—1 10

T (=1) =5 = 5, (—1,5) & par cartesiano

II) x = —2, temos que y =

II1]) x = —1, temos que y =

2
da func¢ao polinomial do 1° grau 3x + 2y = 7;
7T—3r T7-3-0

= 3,5, (0;3,5) é par cartesiano da

IV) x = 0, temos que y =

N =3

2
fungao polinomial do 1° grau 3z + 2y = T7;
7T—3r T7-3-1

— 5 -

4
V) x =1, temos que y = 5= 2, (1,2) é par cartesiano da fungao

polinomial do 1° grau 3x + 2y = 7;

7T—3 7T—3-2
VII) x = 2, temos que y = T =

1 .
5= 0,5, (2;0,5) é par cartesiano da
fungao polinomial do 1° grau 3z + 2y = 7; e
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7—3 7T-3-3 =2
VII) x = 3, temos que y = 5 - 5 =5 = —1, (3,—1) é par cartesiano da
fungao polinomial do 1° grau 3z + 2y = 7.
T -3 -2 —1 0 1 2 3
y 8 6,5 5 3,5 2 0,5 -1

($7y) (_3; 8) (_2;675) (_1’5) (07 375) (172) (2a075) (37_1)

Analisando a func¢ao polinomial do 1° grau, podemos observar que alguns pares

cartesianos (x,y) tém coordenadas inteiras as quais também sdo solugdes da equagio
diofantina que possui mesmos coeficientes a = 3 e b = 2 e mesmo valor constante ¢ = 7
da fung¢ao polinomial do 1° grau.

Portanto, temos que a solucao geral para equacao diofantina 3z + 2y = 7 é
r=T+2zey=—7—3z com z € Z, que estd associada a funcao polinomial do 1° grau
f : R — R definida por f(z) = T3z

existem pares cartesianos da funcao f que nao pertencem ao conjunto solugao da equagao

e, de acordo com os célculos efetuados acima,

diofantina apresentada. n

Vale aqui salientar que quando determinamos uma solugdo particular (zg, yo)
da equacao diofantina, a partir desta solugdo, conseguimos encontrar todos os demais

pares (Z.,¥.), com e € N que também sdo solugao da equagio, pois como a solucao geral

a
é representada por x = g + 7 zey =1y — 7 z, com z € Z e d = mdc(a,b), entdo

basta aumentarmos ou diminuirmos p no valor de g e, respectivamente, diminuirmos ou

a .
aumentarmos p no valor de g e repetirmos este processo em cada par (., y.) encontrado,

o que podemos observar na tabela construida acima.

Exemplo 4.8. Usando os conhecimentos de geometria analitica, analisar as equacoes
diofantinas lineares bx — 4y = ¢, com ¢ € 7Z e mostrar que conhecendo uma solucao
particular em cada funcao polinomial do 1° grau a ela associada, podemos determinar

todas as solugoes das equagoes diofantinas bx — 4y = c.

Solugao: Primeiramente, como o mdc(5, —4) = 1 e 1 divide qualquer namero, entao temos
que ¢ pode assumir qualquer valor inteiro que as equagoes diofantinas lineares bx — 4y = ¢
possuirao infinitas solugoes.

Agora, tomemos alguns valores pontuais ¢ = 3, ¢ = 7 e ¢ = 15 de modo
que possamos analisar individualmente cada equacao diofantina linear mas facilmente.
Fazendo
» ¢ =3, temos que Hhxr —4y = 3. Sexr =3 =>br—4y =3 =5-3—4y =3 =

—4y=3-15= —4y = —12 = y = 3 =, de onde (zg,yo) = (3,3) é uma solugao
particular para equagao diofantina 5z —4y = 3. Esex = -1 = br —4y = 3 =
5:(-1)—4dy=3= —4dy=3+5= —4y=8 =y = —2 =, de onde (—1,-2)

¢ uma solucao particular para equacao diofantina bxr — 4y = 3. Ese z = —5 =
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br —4dy=3=5-(-5) —4dy=3= —4dy=3+25= —4dy=28=y=—-7=,de
onde (—5,—7) é uma soluc@o particular para equagao diofantina 5z — 4y = 3;

» c =7 temos que b —4y = 7. Sex =3 =5r—4dy=7=5-3 -4y =7 =
—4dy=7—-15= —4y = -8 = y = 2 =, de onde (x¢,y) = (3,2) é uma solucao

particular para equacao diofantina bx — 4y =7. Esex = -1 = br —4y =7 =
5-(-1)—dy=7T= -4dy=7+5= -4y =12 =y = -3 =, de onde (—1,-3)
¢ uma solugao particular para equacao diofantina bx —4y = 7. Ese v = -5 =

br —4dy=T7T=5-(-5)—4dy=7= —4dy=7425= —4dy=32=y=—-8=,de
onde (—5,—8) é uma solugao particular para equagao diofantina 5x — 4y =7; e

» ¢ = 15, temos que br —4y = 15. Sex =3 = dr—4y =15=5-3 -4y =15 =
—4y =15—-15= —4y =0 = y = 0 =, de onde (zo,yy) = (3,0) é uma solucao

particular para equagao diofantina bx —4y = 15. Esez = -1 = 5z — 4y = 15 =
5.-(-1)—4y=15= -4y =15+5= —4y =20 = y = —5 =, de onde (-1, —5)
é uma solucao particular para equacao diofantina bx — 4y = 15. Ese v = —5 =

br —4y=15=5-(=5)—4dy=15= —4dy=15+25 = —4dy =40 = y = —10 =,
de onde (=5, —10) é uma solugao particular para equagao diofantina bz — 4y = 15.
Observemos aqui que, pelos calculos efetuados e pelo comentario realizado

acima deste exemplo, estamos acrescentando = —4 em 1z e diminuindo

mdc(5, —4)

a
=5 em g, respectivamente, pois temos que mdc(5, —4) = 1, e ao repetirmos

mdc(5, —4)
este processo em cada solucao particular determinada, obtemos todos os pares cartesianos

que pertencem ao conjunto solucao das equagoes diofantinas lineares correspondentes.
Sendo assim, como o valor de x aumenta de 4 em 4 e o valor de y aumenta
de 5 em 5 e, pela geometria analitica, sabemos que o vetor v = (5, —4) é ortogonal a
todas as retas bx —4y = ¢, ou seja, as retas das func¢oes polinomiais do 1° grau associadas,
bx —4y = 3, bx —4y = 7 e bo — 4y = 15, sao paralelas, entao, pelo Teorema de Pitagoras,
obtemos
P=2+5=d=16+25= > =41 = d = /41,

onde d ¢é a distancia entre os pares cartesianos solugoes respectivas em cada uma das
equacoes ox — 4y = 3, br — 4y =7 e dx — 4y = 15.

Logo, temos que esta distancia entre os pares cartesianos que sao solugoes em
cada uma das equacoes diofantinas lineares 5z — 4y = ¢ é constante e igual a v/41 e pode-
mos aplicar este procedimento utilizado para qualquer valor de ¢ € Z, pois mdc(5, —4) = 1.

Portanto, conhecendo uma solugao particular, que também seja solucao da
equacao diofantina associada, em cada fungao polinomial do 1° grau associada as equagoes

diofantinas bx —4y = ¢, entao, podemos determinar todas as solugoes destas equagoes. [

Também podemos associar as equagoes diofantinas lineares com duas variaveis

as progressoes aritméticas (P.A.) de primeira ordem, que é uma sequéncia numérica na
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qual a diferenca entre um termo e seu termo antecessor é sempre constante, para qualquer
termo da sequéncia em questao. Observemos aqui que P.A. do 1° grau é um contetdo
apresentado, trabalhado e desenvolvido no ensino médio.

Temos que, em uma P.A.; o termo geral é dado por a, = a; + (n — 1) - r, com
a, sendo o termo geral, a; sendo o primeiro termo, n € N sendo a posi¢ao do termo a ser
determinado e r sendo a razao definida por r = as — a1 = a3 —as = ... = a4y, — Ap_1.

Dai, temos que a, =a;+ (n—1)-r=a,=a; —r+r-n= e fazendoz =n
ey = a,, obtemosy =ay —r+r-xr = —r-xr+y=a —r que possui a forma de uma
equacao diofantina linear com duas variaveis, ou seja, ax + by = ¢, coma = —r, b= 1¢
¢=a;—recomomde(—r,1) =1el| (ag —r), entdo a equagao possui infinitas solugoes.

Comon € Ne —r-x+y = a; — r esta associada a ax + by = ¢, entao temos
que a solucao geral é dadaporz =2g+bz=>rx=1+z2zey=y—a-z2=>y=a;+r-2,
com z € N, pois sempre a = —r, b=1, 20 =1 e yp = a;.

Com isto, podemos afirmar que toda equagao diofantina linear com duas varié-
veis da forma ax +y = ¢, com x € N e y € Z esté associada a uma progressao aritmética.

Porém, se tomarmos uma P.A. que possui qualquer termo sendo um nimero
decimal, entao, ja que em uma equagao diofantina linear y € Z e y = a,, teremos que
esta P.A. nao esta associada a alguma equacao diofantina linear com duas variaveis. Em
outras palavras, se pelo menos um dos valores de y = a,, de uma P.A. de primeira ordem
pertencerem ao conjunto @@, nao existe associacao alguma desta P.A. com uma equagao
diofantina linear, pois as solugoes das equagoes diofantinas lineares pertencem ao conjunto

dos ntimeros inteiros.

Exemplo 4.9. Determinar a equagao diofantina linear associada a P.A. (5,8,11,14,...) e

sua solucao geral.

Solucao: Pelo enunciado, temos que, na P.A., a; = 5, » = 3 que determinam o termo
gerala, =a;+(n—-1)-r=a,=5+n—-1)-3=0a,=5+3n—-3 = a, =2+ 3n.
Fazendo r =n e y = a,, obtemos y =2+ 3z = -3z +y = 2.

Dai, temos que a solucao geral da equacao é dadaporz =xg+z2z=>2=1+=2
ey=yo+r-z=y=5+3z,comzeN, poisxrg=1,yp=a; =5>er =3.

Portanto, a equagao diofantina —3z+y = 2 esté associada a P.A. (5,8,11, 14, ...)

e sua solucao geral é x =1+ 2 ey =5+ 32, com z € N. O]

Exemplo 4.10. Sabendo que uma P.A. é determinada pelo termo geral a,, = 4 + 5n,

determinar a equacao diofantina linear associada e sua solugao geral.

Solugao: Pelo enunciado, temos que, na P.A., a,, = 4 + 5n, onde o nimero multiplicando
n é a razao da P.A., ou seja, r = 5 e dai, calculando a;, temos que paran =1
ap,=4+Mm=>a,=4+5-1=a,=9.
Fazendo x =n e y = a,, obtemos y =4+ 5z = -5z +y = 4.
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Dai, temos que a solucao geral da equacao é dada porz =xg+2=>2xr =142
ey=1y+r-z=y=9+5z,comze N, poiszg=1,yp=a,=9er =5.
Portanto, a equagao diofantina —5z +y = 4 esté associada a P.A. determinada

pelo termo geral a,, = 4+ 5n e sua solucao geral é x = 14+2ey =945z, com z € N. [J

Exemplo 4.11. Determinar a P.A. e seu termo geral associados a equagao diofantina

linear 2x 4+ y = 5.

Solugao: Para associar a equacao diofantina linear 2x + y = 5 a uma P.A., esta equagao
deve respeitar a formula —r-x+y = a;—r. Dai, temosquer = —a = —-2ec=a;—r =5 =
a+2=5=a, =3.
Agora, fazendo x = n e y = a,,, temos que o termo geral da P.A. sera:
2r+y=5=2n+a,=5=a, =5—2n,
de onde obtemos
e paran=2a,=5—2n=a,=5—2-2=ay=1;
e paran=3,a,=5—2n=a3=5—2-3=a3=—1;
e paran =4,a,=5—-2n=ay=5—2-4= ay = —3; e assim por diante.
Logo a P.A. associada a equacgao diofantina linear 2z+y =56 (3,1, —1, -3, ...).
Portanto, a equagao diofantina 2z+y = 5 esta associada a P.A. (3,1, —1, -3, ...),

que é determinada pelo termo geral a,, = 5 — 2n. O

Exemplo 4.12 (Enem 2021). Um lava-rapido oferece dois tipos de lavagem de veiculos:
lavagem simples, ao preco de R$20,00 e lavagem completa, ao preco de R$35,00. Para
cobrir as despesas com produtos e funcionarios e nao ter prejuizos, o lava-rapido deve ter
uma receita diaria de, pelo menos, R$300, 00.

Para nao ter prejuizos, o menor ntimero de lavagens diarias que o lava-rapido
deve efetuar é
a) 6.
) 8.
c) 9.
d) 15.
e) 20

Solug¢ao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equacao 20x + 35y > 300, com

o

z,y € NU{0}, onde z representaria a quantidade de lavagens simples e y representaria a
quantidade de lavagens completas.

Sendo assim, podemos perceber que a equagao 20x + 35y > 300 é equivalente
a equacao 4z + 7y > 60, porém nem todas as solucoes desta segunda equacao servem para
a primeira, visto que nao existe uma quantidade negativa de lavagens.

Observemos que
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i) se a quantidade de lavagens simples for 0 (zero), entdo obtemos 4z + 7y > 60 =

60
4-0+7y 260 =y > Z = = y > 8,571428571428..., ou seja, 9 lavagens completas,
totalizando uma receita diaria de 9 - R$35,00 = R$315 00;

i1) se a quantidade de lavagens simples for 1 (uma), entdo obtemos 4z + 7y > 60 =

4-14+7y >260=1y > ? = y = 8, ou seja, 8 lavagens completas, totalizando uma
receita diaria de 1- R$20,00 + 8 - R$35,00 = R$20, 00 + R£$280,00 = R$300, 00;

i11) se a quantidade de lavagens simples for 2 (duas), entdo obtemos 4z + 7y > 60 =
4-247Ty 260=y > 5—72 = y > 7,428571428571..., ou seja, 8 lavagens completas,
totalizando uma receita diaria de 2- R$20, 00+8-R$35, 00 = R$40,00+ R$280,00 =
R$320,00; e

iv) se a quantidade de lavagens simples for 3 (duas), entdo obtemos 4z + 7y > 60 =
4.-34+7y 260=1y > 478 = y > 6,857142857142..., ou seja, 7 lavagens completas,
totalizando uma receita diaria de 3- R$20, 00+7~R$35, 00 = R$60,00+ R$245,00 =
R$305, 00.

Sendo assim, para o lava-rapido possuir uma receita diaria igual ou superior
a R$300,00, o nimero minimo de lavagens ¢ 9, isto podendo acontecer de duas formas:
sendo nenhuma lavagem simples e 9 lavagens completas ou sendo 1 lavagem simples e 8
lavagens completas.

Observemos que com 2 lavagens simples seriam necessarias ainda 8 lavagens
completas, totalizando 10 lavagens, mas nao pode ser a resposta da questao, pois é soli-
citado o menor niimero de lavagens.

Vejamos também que se forem realizadas 2 lavagens simples e 7 lavagens
completas, nao obtemos a receita diaria desejada, pois 2 - R$20,00 + 7 - R$35,00 =
R$40,00 + R$245,00 = R$285,00, o mesmo acontecendo se forem realizadas 3 lavagens
simples e 6 lavagens completas, obtemos a receita diaria de 3 - R$20,00 + 6 - R$35,00 =
R$60,00 + R$210,00 = R$270, 00.

Portanto, para nao ter prejuizos, o menor nimero de lavagens diarias que o

lava-rapido deve efetuar é 9, ou seja, alternativa correta letra c. O

4.2 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM COEFICIENTES RACIONAIS

O conjunto Q, conhecido como conjunto dos ntimeros racionais ¢ um conjunto
numérico formado por elementos que podem ser representados na forma de uma fracao
7 com a,b € Z e b # 0, ou seja, niimeros inteiros, nimeros decimais finitos ou numeros
decimais infinitos e periddicos.

Cotidianamente, deparamo-nos com situagoes que envolvem os nimeros racio-
nais, tais como situagoes nas quais temos que utilizar dinheiro, seguir uma receita, fatiar
uma pizza, cortar uma laranja ou dividir uma barra de chocolate, ou seja, tais situacoes

exigem nogoes de calculos com décimos, centésimos, percentuais, enfim, com fragoes. Po-
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demos também fazer uma relagao entre fragoes, niimeros decimais e porcentagens, pois
estes conceitos se equivalem.

Vale observarmos aqui, que todos estes contetidos mencionados acima sao apre-
sentados no ensino fundamental e trabalhados e desenvolvidos tanto no ensino fundamen-

tal quanto no ensino médio.

6
Exemplo 4.13. Escrever a fragao 3 na forma de outra fracao, na forma de um ntmero

decimal e na forma de porcentagem.

Solugao: Primeiro, na forma de outra fracao, S= 1 pois 8 -3 = 6 - 4, ou ainda, simplifi-
6+-2 3
cando o numerador e o denominador de — por 2, obtemos - = —— = —.
8 8 8 6_ 2 . 4
Agora, na forma de um numero decimal, temos que — = 7 e multiplicando
3 3 3-25 75
o numerador e o denominador de — por 25, obtemos - = —— = — e, efetuando a
5 4-25 100
divisao, obtemos que 5= 1= 0,75.
6 3
Por fim, na forma de porcentagem, temos que 3= 1" 100 e substituindo o
3 75
denominador 100 pelo simbolo %, obtemos S=1-100" 75%
6 3 7
Portanto, t —=—-=0,7= — =T75%. m
ortanto, temos que o = - : 100 %

Como sabemos, uma equacgao diofantina linear ax 4+ by = ¢ possui seus coe-
ficientes a,b € Z. Porém, de acordo com Savoéis e Freitas D. (2015, p. 48), com alguns
pequenos ajustes, ou seja, com a generalizacao de alguns conceitos definidos somente para
o conjunto 7Z até entao, podemos ampliar conceitos, como mdc e os proprios coeficientes

da equacao diofantina linear, ao conjunto Q e aos niimeros reais comensuraveis.

Este conceito de mdc generalizado sera utilizado mais adiante para pos-
sibilitar a resoluc¢do de equagoes do tipo diofantinas com coeficientes
racionais e deste modo estender o emprego dos métodos de resolugao
destas equagoes para problemas que até o momento sao solucionados
através de outros artificios matematicos. (SAVOIS; FREITAS D. , 2015,
p. 52).

Exemplo 4.14. Determinar o mdc(0,9;1,5).

Solugdo: Ampliando os Corolarios [2.3] e 2.4 ao conjunto Q7 , temos que

10°10) 10 10
Portanto, o mdc(0,9;1,5) =0, 3. O

9 15 1 1
mdc(0,9;1,5) = mde (— —) — -mde(9,15) = — -3 =0,3.

Podemos também enunciar e demonstrar aqui, o Maximo Divisor Comum Ge-
neralizado mostrado por Ripoll J., Ripoll C. e Sant’Ana (2006), que, coincidentimente,

nos leva ao resultado dos Corolérios [2.3] e 2.4} quando os ampliamos ao conjunto Q.
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Definicao 4.5. Dizemos que dois segmentos da reta sao comensuréveis quando podemos
obter ambos por meio de uma quantidade inteira de emendas nao sobrepostas de um

determinado segmento de reta.

Os gregos da Antiguidade acreditaram, por muito tempo, que dois quais-
quer segmentos de reta eram sempre comensuraveis. Entre 450 e 400 a.C.,
contudo, provou-se que o segmento diagonal de um quadrado nao era co-
mensuravel com o seu lado. Isto gerou uma forte crise na Matematica
grega, chamada Crise dos Incomensuraveis, que s6 foi resolvida depois de
muitos anos de discussao, discussao esta que levou & formulagao precisa
do problema da comensurabilidade em termos de medida de segmentos
de retas e que se encerrou com a criacao dos ndmeros reais absolutos.

(RIPOLL J. ; RIPOLL C. ; SANT’ANA |, 2006, p. 3).

Definigao 4.6. Dizemos que dois nimeros a,b € R sao comensuraveis quando existem

nimeros c,d € Z nao nulos, tais que ac = bd.

Observemos aqui que:

e dois niimeros racionais sao sempre comensuraveis;

e dois niimeros irracionais podem ser ou nao ser comensuraveis, por exemplos, V2e2-/2
sao comensuraveis e \/§ e \/§ Nnao sao comensuraveis; e

e dois niimeros reais podem ser ou nao ser comensuraveis, por exemplos, dois niimeros
racionais sao sempre comensuraveis, ou \/§ e 2 - \/3 sao comensuraveis, ou um
nimero racional e um numero irracional nao sao comensuraveis, ou \/g e \/5 nao
Sa0 comensuraveis.

Mostremos o porqué de v/2 e /3 néo serem comensuraveis. Para que v/2 e v/3
sejam comensuraveis, devem existir a,b € N tais que a - V2=0b-3 e, ao elevarmos ao
quadrado os dois lados desta igualdade, obtemos a-v2 =b-v/3 = 2-a®> = 3 - b%, onde
chegamos a um absurdo, visto que a quantidade de vezes que o fator 2 pode aparecer do
lado esquerdo da igualdade é impar e do lado direito da igualdade é par.

Com isto, podemos afirmar que para determinarmos a comensurabilidade entre
duas grandezas, temos apenas que verificar a racionalidade de suas razoes, ou seja, se as

razoes entre estas duas grandezas resultam em um ndmero racional.

Definicao 4.7. Dizemos que a € R é um multiplo inteiro de b € R, ou que b € R é um

divisor inteiro de a € R, quando existe ¢ € Z tal que a = bc.

A definigao a seguir é sobre o mdcg, ou seja, o maximo divisor comum gene-
ralizado de dois ntimeros reais comensuraveis, ou ainda, o maior nimero que divide ao

mesmo tempo dois ntimeros reais comensuraveis.

Definicao 4.8. Sejam a,b € R comensuraveis e nao nulos. Dizemos que d é o méximo
divisor comum generalizado mdcg de a e b, indicando por d = mdcg(a,b), se
i) d é um divisor inteiro comum de a e b; e

i1) d' é divisor inteiro comum de a e b, entao d’ < d.
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Teorema 4.2. Sejam a,b € R comensurdveis e nao nulos. Entao, temos que

mdeg(a,b) = & = ;
(&

e . . . _ a
onde ? € a fragao irredutivel do nimero racional —.

- N . o h
Demonstracgao: Primeiramente, consideremos ¢, h,7,7 € Z. Se ag = bh = s e
g
: . a ] -
ai = bj = 3 = =, entao temos que
1
a_ h j
b g i

Sabemos que os menores naturais g, h que satisfazem ag = bh sao obtidos
quando tomamos o numerador e o denominador da fracao irredutivel que representa o

) a
racional 7

e
Dai temos que, pela definicao de mdcg, se ? é esta fracgao irredutivel, entao
a b
mdcg(a,b) = — = —.
9(a,) = - 7

Portanto, sendo a, b dois nimeros reais comensuraveis e nao nulos, entao, temos

b

f

Se a,b € Q, entao podemos reescrever a féormula demonstrada no Teorema

a e . ) ) , a
que mdcg(a,b) = — = —, onde 7 ¢ a fracao irredutivel do nimero racional —. [ |
e

através de fragoes irredutiveis como descrito e demonstrado no Teorema [£.3] a seguir.

C € Cc €

Teorema 4.3. Sejam a,b € Q* e c¢,d,e, f € Z*, tais que a = 7 b = } € p € ? $a0
fracoes irredutiveis. Entao, temos que
mdc(c, e)
d b) = ———.
m Cg((l, ) mmc(d, f)
Demonstragao: Primeiramente, como mdc(c,d) = mde(e, f) = 1, temos que
c
@_d_cf _f
b £ de de’
f
c d e f
de ¢ = " I I )
onde e mdc(c,e)’ mde(d, f)’ c mdc(c, e) / mdc(d, f)
! £/
Sabemos que a fracao T é irredutivel e dai, temos que, por defini¢ao,
e
c
a d mde(c,e) - mde(d, f)
mdcg(a,b) = ap . | 7 = 77 :
mde(c,e) mde(d, f)
Agora, pela Proposicao [2.11] como temos que #f,f} = mmc(d, f) =
mde(d, f) 1 entao
d-f  mme(d, f)’
mdeg(a,b) = mdc(c,e) - mde(d, f)  mdc(c,e)

d-f

- mme(d, f)’
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Portanto, sendo a,b € Q* e ¢,d, e, f € Z*, tais que a = CEZ eb=2S sio fragoes
d
irredutiveis, entao, temos que mdcg(a,b) = M. [ |
mmec(d, f)
Exemplo 4.15. Determinar o mdcg(0,9;1,5).
9 15 3
Solugao: Pelo o Teorema , temos que 0,9 = 0 el,b= =3 Dai
mdc(9, 3) 3
dcg(0,9;1,5) = ————— = — =0, 3.
mdeg(0,9;1,5) mme(10,2) 10
Portanto, o mdcg(0,9;1,5) = 0, 3. ]
. 3 5
Exemplo 4.16. Determinar o mdcg(a,b), com a = 1° b= 3
. 3 5 )
Solugao: Pelo o Teorema , temos que a = 1 eb= 3 Dai
mde(3,5) 1
d b)) = ———F = —.
mdeg(a,b) mmc(4,2) 4
Portanto, sendo a = 1° b= 2 temos que mdcg(a,b) = 7 ]

Exemplo 4.17. Um total de 600 litros de alcool 70 © INPM sera armazenado em garrafas
de 0,91 e de 1,5, para serem distribuidas nas escolas publicas estaduais do Cearé, no
intuito de ajudar na prevengao ao covid-19. Determine quais o maior e 0 menor nimeros
de garrafas que serao usadas no armazenamento do alcool, sabendo que um minimo de

100 garrafas de cada quantidade devem ser utilizadas.

Solugao: Primeiramente, observemos aqui que podemos transformar os coeficientes raci-
onais da equacgao 0,9x 4+ 1, 5y = 600 em coeficientes inteiros da equacgao 9z + 15y = 6000,
ou ainda, nos coeficientes inteiros da equagao 3z + 5y = 2000, pois estas equagoes sao
equivalentes. E assim chegariamos no resultado final obtido que também é solucao para
a equacao 0,9z + 1, 5y = 600.

Solucionando o exemplo pela equacao com os coeficientes racionais, temos que
o mdcg(0,9;1,5) = 0,3 e, pelo Algoritmo de Euclides,

0,3=0,9-(2)+1,5- (1),

e multiplicando ambos os lados da igualdade por 2000, obtemos
0,3=0,9-(2)+1,5-(—=1) = 600 = 0,9 - (4000) + 1,5 - (—2000),
onde zy = 4000, yog = —2000, z =29+ 1,5- 2= 2 =40004+1,5-zey=199— 0,9 -2 =

y = —2000—0,9- 2, com z € Z.

Como a questao solicita o calculo do maior e do menor ntumeros de garrafas
que serao usadas no armazenamento do alcool, utilizando um minimo de 100 garrafas de
cada quantidade, podemos fazé-lo apenas com as quantidades méxima e minima de cada

garrafa, ou seja, x maximo + y minimo e y maximo + x minimo, que nos da os valores
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de 100 + 340 = 440 e 500 + 100 = 600, sendo 440 a quantidade minima de garrafas e 600
a quantidade maxima de garrafas, valores estes obtidos da seguinte forma:
— para ¢ = 100, 0,9z + 1,5y = 600 = 0,9 - 100 + 1,5y = 600 = 1,5y = 600 — 90 =

510
y:ﬁéy:340;e
—» paray:’ 100, 0,92 + 1,5y = 600 = 0,92 + 1,5 - 100 = 600 = 0,9z = 600 — 150 =
= — = 7 = 500.
x 0.9 x

Portanto, 440 é a quantidade minima de garrafas e 600 é a quantidade maxima

de garrafas a serem utilizadas. O

Exemplo 4.18. A moeda de um determinado pais é o dynamund e suas moedas sao
apenas de 0,4 dynamumds e de 0,7 dynamumds. A partir de quantos dynamunds é

possivel pagar qualquer quantia sem receber troco?

Solucao: Pelo Exemplo [4.6] podemos solucionar o problema resolvendo a equacao linear
0,42 + 0,7y = ¢, com z,y € NU {0}, onde x representaria a quantidade de moedas de
0,4 dynamunds e y representaria a quantidade de moedas de 0,7 dynamunds.

Solucionando o exemplo pela equagao com os coeficientes racionais, temos que,

4 7
pelo Teorema 0,4 = 0 e0,7= 10’ e daf
mdc(4,7 1
mdcg(0,4;0,7) = m =10 0,1,
e, pelo Algoritmo de Euclides,
0,1=0,4-(2)4+0,7-(=1),
ondexg=2,y0=—-1,x =290+0,72=>2=240,T-2ey=19yy—0,4- 2 =>y=—-1-0,4-2,
com z € Z.
Ampliando o Corolario ao conjunto Q7 , temos que
o a=0,4;
e b=0,T7;
mdcg(0,4;0,7) =0, 1;
c=(a-0,1)-(b—0,1)=(0,4—0,1)-(0,7—0,1) =0,3-0,6 =0, 18;
e ¢c—0,1=0,18—0,1=0,17.

Com isto, podemos afirmar que a partir de 0, 18 dynamunds nao existem mais

lacunas no conjunto solucao da equacao 0,4z + 0, 7y = ¢ e que a maior lacuna é o valor
de 0,17 dynamunds.
Portanto, a partir de 0, 18 dynamunds é possivel pagar qualquer quantia sem

receber troco neste pais. ]

Exemplo 4.19. A bebezinha Aila guarda em seu cofrinho apenas moedas de R$0, 25 e
R$0,50. Quantas moedas sdo necessarias, no minimo, tendo pelo menos 6 moedas de

cada valor, para que a bebezinha Aila junte uma quantia de R$50,007



67

Solu¢ao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equacao 0,25z + 0, 50y = 50, com
x,y € N* onde x representaria a quantidade de moedas de R$0,25 e y representaria a

quantidade de moedas de R$0, 50.

Solucionando o exemplo pela equagao com os coeficientes racionais, temos que,

25 1 50 1
o S R R Y
pelo eoremaEO 5= 100 4eO,5O 100 2,e al
mde(1,1) 1

mdcg(0,25;0,50) = mme(1.2) 1

=0, 25,

e, pelo Algoritmo de Euclides,
0,25=0,25-(—1)+0,5- (1),

e multiplicando ambos os lados da igualdade por 200, obtemos
0,25-200=0,25-(—1)-200+0,5- (1) - 200 = 50 = 0,25 - (—200) + 0,5 - (200),
onde xo = —200, yo = 200, z = aqH—% z=>x=-200+2- zey—yo—% z =

y=200—2z,com z € Z.
Para calcularmos os limites do valor de z possiveis, devemos fazer:
1) =200+2-226=2-2>26+200=2-2>206= 2z > 103; ¢
2)200—z2>6= —22>6—200= z < 194.
Com isto, calculando os valores de x e y para
i) z = 103, temos que v = =200+ 2 -2z = & = —200+ 2 - 103 = = = —200 + 206 =
r=0=>ey=200—2=9y=200—103 = y=9T7; e
i1) z = 194, temos que x = =200+ 2 -2z = z = =200+ 2 - 194 = = = —200 + 388 =
r=18=ey=200—2=y=200—-194 = y =6.
Sendo assim, podemos perceber que o nimero minimo de moedas x + y ocorre
quando z = 103.
Portanto, sao necessérias 103 moedas, sendo 6 moedas de R$0, 25 e 97 moedas

de R$0,50, para que a bebezinha Aila junte uma quantia de R$50, 00. ]

Exemplo 4.20. Vové Mazé quer doar magas e laranjas de um modo igual para 15 pessoas.
Cada maca custa R$0, 50 e cada laranja custa R$0,20. Se a vovo Mazé dispoe de R$30 e
deseja comprar um minimo de 20 frutas de cada tipo, qual é o nimero méaximo de frutas

que cada pessoa ira receber?

Solu¢ao: Podemos solucionar o problema resolvendo a equagao 0,50z + 0, 20y = 30, com
x,y € N*, onde = representaria a quantidade de magas e y representaria a quantidade de
laranjas.

Solucionando o exemplo pela equagao com os coeficientes racionais, temos que,

50 1 20 1
lo Tk 05()— =-e0,20= — = -, e dai
pelo eoremal 00 -3¢0 o0 — 5 ©dal
)

mdcg(0,50;0,20) =

e, pelo Algoritmo de Euclides,
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0,1=0,5-(1)+0,2-(=2),

e multiplicando ambos os lados da igualdade por 300, obtemos

0,1-300=0,5-(1)-300+0,2-(=2)-300 = 30 = 0,5 (300) + 0,2 - (~600),
0,2 0.5
0ndex0:300»y0:—600,$:$o+ﬁ~z:>x:300—|—2-zey:?/0—0’—1-z:>

y = —600 — 5z, com z € Z.
Para calcularmos os limites do valor de z possiveis, devemos fazer:
1) 30042 2>220=2-2>20—-300=2-2 > —280 = z > —140; e
2) —600 — 5z > 20 = —5z > 20 + 600 = —5z > 620 = z < —124.
Com isto, calculando os valores de = e y para
i) z = —140, temos que z = 300+ 2 -2 = = = 300 + 2 - (—140) = = = 300 — 280 =
r=20=>ey=—-600—5z=y=—600-5-(—140) = y = —600 + 700 = y = 100;
e
i1) z = —124, temos que x = 300 +2 -2z = 2z =300+ 2 - (—124) = x = 300 — 248 =
r=>52=ey=—600—-5z=y=—-600—-5-(—124) = y = —600 + 620 = y = 20.
Logo, podemos perceber que o nimero maximo de frutas z+y = 20+100 = 120
ocorre quando z = —140. E como este total sera dividido igualmente para 15 pessoas,
entao cada pessoa recebera 120 + 15 = 8 frutas.
Portanto, a vové Mazé conseguird doar 120 frutas, sendo 20 macas e 100 la-

ranjas e cada pessoa recebera 8 frutas. O]

Observemos que o valor z = —124 quando substituido na solugao geral de-
terminada nos fornece o valor minimo possivel de x + y = 52 4+ 20 = 72 frutas a serem
doadas, sendo 52 magcas e 20 laranjas juntando um total de 72 frutas, que nao consegui-
riamos dividir igualmente para 15 pessoas. Com isto, deveriamos utilizar z = —125, de
onde obteriamos x = 50 e y = 25 e dividirifamos igualmente para 15 pessoas, com cada

pessoa recebendo 75 + 15 = 5 frutas.

4.3 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM COEFICIENTES IRRACIONAIS

O conjunto I, conhecido como conjunto dos nimeros irracionais, € um conjunto
numérico formado pelos niimeros decimais infinitos e nao-peridédicos, os quais nao podem
ser representados por meio de fragoes.

Sendo assim, se o ntimero ¢ for um ntmero irracional, entao ¢ nao pode ser
escrito na forma de uma fracao, ou seja, nao pode ser escrito na forma %, com a,b € Z e
b # 0. Como exemplo de niimeros irracionais podemos citar as dizimas nao periddicas.

A descoberta dos niimeros irracionais é considerada um marco para a geome-
tria, visto que preencheu vérias lacunas, como a medida da diagonal de um quadrado que

possui lado medindo uma unidade de comprimento.

Exemplo 4.21. Calcular a diagonal de um quadrado que possui lado igual a 1cm.
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Solucdo: Como sabemos a formula que calcula a diagonal de um quadrado é d = [v/2.
Sendo assim, como [ = lem, entao d = IV2=d=1cm V2= d=+2cm. O

E quanto é v/2? Nao podemos dizer exatamente. O que sabemos é que
nao ¢é possivel representé-lo em forma de fracdo, pois ha infinitas casas
depois da virgula e ndo é uma dizima periédica. Com isso, houve a
necessidade de criar mais um conjunto, o Conjunto dos Numeros Irracio-
nais. Tal conjunto é formado por todos os nimeros que, ao contrario dos
racionais, nao podem ser representados por uma fragao. Simbolizamos
esse conjunto por I. (PARAIZO, 2016, p. 61).

Como mencionamos nos topicos anteriores, podemos relacionar os coeficientes
a e b de uma equagao diofantina linear ax + by = ¢ com ntmeros irracionais somente no
caso de a e b serem nimeros comensuraveis. Dai, podemos utilizar a generalizagao do mdc
e dos proprios coeficientes da equagao diofantina linear para solucionar estas equagoes que
envolvem niimeros irracionais.

Vale observarmos aqui, que todos o conjunto dos niimeros irracionais é apre-
sentado no ensino fundamental e trabalhados e desenvolvidos tanto no ensino fundamental

quanto no ensino médio. Porém é um contetido menos debatido que os demais.

A importancia dos nimeros irracionais, segundo esse documento, deve-se
ao seu potencial para uma discussao referente a ampliacao da nocgao de
nimero e para o despertar da curiosidade dos alunos sobre questoes re-
lacionadas ao infinito. Em relacao a abordagem dos ntimeros irracionais,
os PCN (BRASIL, 1998) sugerem nao seguir por um caminho formal,
evitar a associacdo com radicais, discutir sobre a notacao decimal infi-
nita e nao peridédica e a aproximagao por ndmeros racionais, além de
discutir a necessidade e as consequéncias do arredondamento de um nu-
mero com infinitas casas decimais. (BROETTO; SANTOS-WAGNER,
2019, p. 731).

Exemplo 4.22. Determinar o mdcg (l, i)
T 2T
Solugao: Ampliando os Corolarios e aos numeros reais comensuraveis e pelo Teo-
rema [1.3] temos que
1 1 1 1 1 mdc(1,1 1 1 1
mdcg (?%) = mdeg <1;§> = (W) =TT o
1 1 1

Portanto, o mdcg | —; — | = —.
T 27 2

4

Solugao: Ampliando os Corolarios [2.3] ¢ [2.4] aos niimeros reais comensuraveis e pelo Teo-

2 3
Exemplo 4.23. Determinar o mdcg <§ STy 7T).

rema [1.3] temos que

enf23 o (2.3 mde(2,3) 11
mdeg | =-m 7| =n-mdeg|=;= | =7 | ——= | =7n-—=— 7.
I\3 ™1 I\3'1 mme(3, 4) 12 12



70

2 3 1
Portanto, o mdcg (5 - 1 7'(') = — 7. O

Exemplo 4.24. Uma empresa de construgao civil possui vigas com medidas de compri-
mento de 20v/2m e de 12¢/2m. Um construtor deseja cortar uma viga de cada medida em
pedacos de mesmo comprimento de modo que os cortes tenham o maior tamanho possivel

e comum as vigas. Qual deve ser a medida de comprimento dos pedacos a serem cortados?

Solugdo: Para solucionar o problema, devemos determinar o mdcg(20v/2; 124/2). Ampli-
ando os Corolérios e aos nimeros reais comensuraveis e pelo Teorema [4.3] temos
que
mdeg(20v/2;12v/2) = 4v/2 - mde(5,3) = 42 - 1 = mdeg(20v/2; 12v/2) = 4v/2.
Portanto, a medida de comprimento dos pedacos a serem cortados das vigas é

de 4/2m. O

Exemplo 4.25. Um retangulo possui medidas de 5, 5mem e de 3, 5rem. Deseja-se dividir
este retangulo em quadrados com as maiores medidas possiveis, de forma que estes qua-
drados completem toda a superficie do retangulo. Que medida deveré ter o lado destes

quadrados?

Solugao: Para solucionar o problema, devemos determinar o mdcg(5, 5m; 3,57). Ampli-
ando os Corolérios e aos nimeros reais comensuraveis e pelo Teorema [4.3] temos
que

mdcg(5,5m;3,5m) = 0,57 - mde(11,7) = 0,57 - 1 = mdeg(5, 5m; 3,5m) = 0, 5.

Portanto, o lado destes quadrados deve possuir medida de 0, 5wrem. O]

Exemplo 4.26. Duas rodas dentadas formam um sistema de engrenagem. Sabendo que
todos os dentes possuem o mesmo tamanho, qual deve ser a medida do comprimento do
arco compreendido por um dente e um espaco entre dois dentes vizinhos deste par de

rodas para que haja um desgaste minimo nesta engrenagem?

Solucdo: Solucionando geometricamente o problema, sabemos que se dois segmentos AB
e C'D possuem respectivamente medidas comensuraveis a e b, entdo o mdecg(a,b) é a
medida do maior segmento ou ird proporcionar medidas com valores inteiros para AB e
CD quando for escolhido para ser utilizado como nova unidade de medida para medir
segmentos de reta. Devemos entao aplicar esta ideia ao ajuste desta engrenagem.

No intuito do desgaste sobre as rodas da engrenagem ser minimo, como cada
roda possui uma quantidade inteira de dentes, entao os comprimentos das circunferéncias
ou de seus raios devem ser comensuraveis.

Agora, denotando por ¢, conforme Figura[3|o arco compreendido por um dente
e um espagco entre os dentes e por ry e 5 0s raios das duas rodas, temos que existem d, e € N

tais que 2nry = c¢-d e 2wry = ¢ - € se, e somente se,
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Figura 3 — Rodas Dentadas

Fonte: Adaptada de Ripoll J., Ripoll C. e Sant’Ana (2006} p.14).

2rry c-d rn d
=—=>—=—-=¢€-11=d-79,
271y c-e 9 e

ou seja, se e somente se, r; e ry forem comensuraveis.

Portanto, a medida do comprimento do arco compreendido por um dente e um
espaco entre dois dentes vizinhos deste par de rodas, ou seja, o valor de ¢ é exatamente

mdcg(2mry; 27re) = 2mmdceg(ry, r2). O

Observemos aqui que se, na pratica, este comprimento ¢ for inviavel por razao

da curvatura deste arco ser muito grande, entao, para podermos minimizar o desgaste,
. . . & . .

devemos tomar comprimentos iguais a ?, com f € N. E, caso as medidas dos compri-
mentos dos dois raios forem incomensuraveis, entao ocorrera um desgaste inevitavel sobre
as rodas dentadas, o qual se tornard minimo quando utilizarmos fragoes continuas para

calcularmos o valor de c.

4.4 EQUACOES DIOFANTINAS QUADRATICAS

Uma equagao diofantina quadratica é uma equagao polinomial do segundo grau
com duas ou mais variaveis que possuem apenas solugoes no conjunto dos ntimeros inteiros.
Aqui, abordaremos algumas das propriedades e aplicagoes das Equagoes Pitagoricas e da

Equacao de Pell.

4.4.1 A Equacao Pitagorica e seus Ternos Pitagoricos

Iniciaremos esta parte do trabalho com uma observacao a titulo de curiosidade.
Segundo Domingues (1991} p.9), a distin¢ao entre ntumeros pares e impares devemos aos
pitagoricos (estudiosos da Escola Pitagorica), os quais conheciam os seguintes teoremas:
a soma de dois numeros pares tem como resultado um nimero par; o produto de dois

nimeros impares tem como resultado um ntmero impar; e quando um ntmero fmpar
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divide um ntmero par, também divide sua metade.

Defini¢ao 4.9. Um terno Pitagorico é um terno de nimeros inteiros positivos (z,y, 2),
tais que:
2+ y2 =22

Esta definicao é equivalente as definicoes de Domingues e de Alencar Filho.
Para Domingues (1991}, p.13), temos que a definigao de terno pitagorico é um terno (a, b, ¢),
com a,b, c € N, onde tais nimeros obedecem a relacao a? +b* = 2. E para Alencar Filho
(1981} p.296), um terno pitagorico é toda e qualquer solugao inteira e positiva da equagao
diofantina quadratica 2% + y? = 22.

De acordo com Kamers (2008, p. 7-8) e Souza (2017, p. 48), esta nomenclatura
foi dada em homenagem a Pitagoras da Ilha de Samos, filosofo e matematico grego, nascido
em Samos por volta de 570 a.C. e falecido provavelmente em 497 a.C. em Metaponto, no
sul da Italia, mas sem precisao de datas, por ter descoberto uma interessante relagao que
envolvia os comprimentos dos lados dos triangulos retangulos, o Teorema de Pitagoras,
onde, dado um triangulo retangulo com as medidas ¢ para a hipotenusa, a e b para os
catetos, temos que a? + b* = 2, e, se a,b,c € N, chamamos este triangulo retangulo de

Triangulo Pitagorico.

A tradicdo é unanime em atribuir a Pitagoras a descoberta independente
do teorema sobre tridngulos retdngulos hoje universalmente conhecido
pelo seu nome — que o quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo
retangulo é igual & soma dos quadrados sobre os catetos. Ja vimos que
este teorema era conhecido pelos babilénios dos tempos de Hamurabi,
mais de um milénio antes, mas sua primeira demonstragao geral pode
ter sido dada por Pitagoras. Muitas conjeturas tém sido feitas quanto
& demonstracao que Pitagoras poderia ter dado, mas ao que parece foi
uma demonstragao por decomposicao|...|] (EVES, 2011} p. 103).

Pitagoras formulou um conjunto de solugoes para este tipo de equagao que foi

€XpPresso por:
n?—1 n?+1
b y == n? Z = 2 )

Tr =
com n sendo um numero inteiro fmpar e n > 1.

Estas formulas foram obtidas da seguinte forma: se a ¢ um ntimero impar, entao

2_1 2_1
¢ S b+1="

seu quadrado também é fmpar; dai 2b+1 =a? = b = +1=

a’?+1

b+1= : como (b+ 1)? = b? + 2b + 1, entao

b+12=b*+b+b+1=

a®+1 2_ a?—1 2+a2—1+a2+1
N 2 2 2
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(a2 + 1)2 B (a2 — 1)2 42
2 2
Segundo Hefez (2013 p.109), estas solugoes elaboradas por Pitagoras néo con-
seguem nos fornecer todas as solugoes possiveis, como, por exemplo, o terno pitagorico
(8,15,17), pois vejamos que
(8,15,17) — 82 + 152 = 177 = 64 + 225 = 289 = 289 = 289,
o que confirma ser um terno pitagoérico, mas nao se encontra este terno através do método

desenvolvido por Pitagoras.

Observemos que n é um namero inteiro impar e n > 1, entdon € {3,5,7,9,...}.

Dali, para
. n?—1 32 -1 8
e n = 3, temos que os valores de z, y e z sao: x = 5 =5 =~ 3 = x =4,
241 3241 10
y:n:>y:3ez:n;_ == ;_ :7=>z:5,queindica0tern0(4,3,5);
. n?—1 52 -1 24
e n = 5, temos que os valores de x, y e z sao: x = 5 = 3 :?:>x:12,
241 52 +1 26
y:n=>y:5ez:n2+ = = ;_ :?:>z:13,queindicaoterno
(12,5,13);

21 -1 48
onz?,temosqueosvauloresdeac,yezséo:ac:n2 = :?:>x:24,
241 7?41 50
y:n=>y:7ez:nz+ == ;_ :7:>z:25,queindicaoterno

(24,7,25);

21 92 -1 80
on:9,temosqueosvaloresdex,yezséo:x:n2 = :?:>x:40,
241 9241 82

y:n=>y:96z:n2+ = = ;L :7:>z:41,queindicaoterno

(40,9,41),
ou seja, o terno (8,15,17) nao é encontrado com este método.
Observemos também que
i) se nao relacionarmos a equagao z*+y* = 2% aos lados de um triangulo retangulo, temos
que as tUnicas solugoes possiveis com uma das coordenadas igual a 0 sdo (z,0,x),
(:L‘, 0, _w)’ (—:L‘, 0, :L'), (—JJ, 0, _56)7 (Oa Y, y)> (Oa -y, y)a (Oa Y, _y) € (07 —-Y, —Z/), com
x,y €L e
i1) como todas as incognitas em questdo estdao elevadas a expoentes pares, no caso 2,
entao basta determinarmos as solugoes em N.
Além disto, dizemos que um terno pitagorico (z,y, z) é denominado primitivo
se mde(x,y) = 1, mde(x,z) = 1 e mde(y, z) = 1, ou seja, mde(z,y,z) = 1, ou ainda, de
acordo com Hefez (2013] p.110), um tridngulo pitagorico é chamado primitivo, quando as

medidas de seus lados sao niimeros naturais coprimos dois a dois.

Proposicao 4.5. Temos que (x,y,z) é um terno pitagdrico primitivo se, e somente se,

mde(x,y) = mdc(y, z) = mde(x, z) = 1, ou seja, se, e somente se, x, y e z $G40 coOprimos
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dois a dois.

Demonstragao: Suponhamos primeiramente que d = mdc(z,y) = 1. Se d > 1, entao
deve existir um divisor e primo para d. Logo, e |z ee|y=ce|rty=c|z?+y’ =22 =
e | z, o que é uma contradigao, pois e < mdc(z,y) = 1.

Suponhamos agora que f = mdc(x,z) = 1. Se f > 1, entdo deve existir um
divisor g primo para f. Logo, g |z eglz=g|z—ax=g|2> -2 =9y*=g|y, o que é
uma contradi¢ao, pois g < mdc(z, z) = 1.

Suponhamos por fim que h = mdc(y,z) = 1. Se h > 1, entao deve existir um
divisor ¢ primo para h. Logo, i |yeilz=i|z—y=1i|2>—y* =2 =i |x, 0 que é
uma contradi¢ao, pois i < mdc(y, z) = 1.

Por outro lado, se x,y, z sao coprimos dois a dois, entao

mde(x,y) = mdce(y, z) = mde(z, z) = 1,
nao existindo primo j tal que j | mde(z,y) e/ou j | mde(x, z) e/ou j | mde(y, z). Dai,
temos que x,y, z formam um terno pitagorico primitivo (z,y, z).

Portanto, temos que (x,y, z) é um terno pitagorico primitivo se, e somente se,
mde(x,y) = mdc(y, z) = mdc(z, z) = 1, ou seja, se, e somente se, T, Yy € z SA0 COPrimos
dois a dois. [ |

Temos também que os ternos pitagoricos primitivos (z,y, z) geram todos os

ternos pitagoricos, ou seja, sendo (1, ¥y, z1) um terno pitagorico, entao

| 21 | |y | | 21 |
mdc(z,y,z) mde(z,y,2) mde(x,y,2) )’
¢ um terno pitagoérico primitivo, ou ainda, todas as solu¢oes nao triviais da equagao
pitagorica 22 + y? = 2? é um terno pitagérico primitivo que possui suas coordenadas

multiplicadas por um ntmero natural.

Proposicao 4.6. Sejam (z,y,z) wm terno pitagorico, d = mde(x,y,z) e os quocientes
T = f, Y1 = Y ez = 2 Entao temos que (x1,y1,21) € um terno pitagdrico primitivo,
valendo (dxq, dyy,dz).

Demonstragao: Temos que

1) o mde(xy,y1,21) = 1;

2) vale (x,y,z) = (dxy,dy;,dz), pois x; = 3 =>c=ux-d, y = % =y=uy-de
21:§:>z:zl~d;e
3) x%+y%=<§> +(%> - C—;y :%:<§) = 27, 0 que prova (z1,%1,21) ser um

terno pitagorico primitivo.
Portanto, sendo (z,y, z) um terno pitagorico, d = mdc(z,y, z) e os quocientes
x z
T = —, Y1 = Y ez = 7 entdo temos que (x1,y1,21) ¢ um terno pitagorico primitivo,

valendo (dx1,dy;,dz). [ |

Logo, podemos obter um terno pitagoérico primitivo a partir de um nao primi-
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tivo, bastando dividir suas coordenadas pelo mdc de duas das coordenadas do terno nao
primitivo.

Exemplo 4.27. Como o terno pitagorico (12, 16, 20) nao é terno primitivo, pois temos que
mdc(12,16) = 4 # 1, entdo podemos determinar o terno pitagoérico primitivo que gerou
(12,16, 20) bastando dividirmos as coordenadas de (12, 16,20) pelo mdc(12,16) = 4, de

onde obtemos (3,4, 5), que é um terno pitagorico primitivo, pois mdc(3,4,5) = 1.

Dai, também podemos obter um terno pitagérico nao primitivo a partir de
um outro primitivo ou nao primitivo, bastando multiplicar suas coordenadas por um
inteiro positivo maior do que 1, ou seja, todas os ternos pitagoricos (x,y,z) que sao

2

solugoes de 2% + y? = 2% resultam da multiplicacio das coordenadas de (z1,y1,21), com

mde(x1, 91, 21) = 1 por um namero natural maior do que 1.

Corolario 4.3. Seja (z,y, z) um terno pitagorico e a € N. Temos que (ax,ay, az) também

€ um terno pitagorico.

Demonstracgao: Multiplicando x e y por a, elevando os dois resultados ao quadrado e

somando estes tltimos resultados, temos que

(a-2)*+(ay)? = a*-2*+a*y* = a* (2> +y°) = a* 2% = (a-2)* = (a-2)*+(ay)®* = (a-2)*.
Portanto, sendo (z,y, z) um terno pitagorico e a € N, temos que (azx, ay, az)

também ¢é um terno pitagorico. |

Exemplo 4.28. Seja o terno pitagorico (8, 15,17). Entao (40,75, 85) também é um terno
pitagorico, pois
402 +75% = (5-8)* +(5-15)* = 5-82 +52.15* = 5% (82 + 15%) = 5°-17% = (5-17)? = 85°.

Exemplo 4.29. Observemos que como (3,4,5) e (8,15,17) s@o ternos pitagoricos primi-

tivos, entao

V (3,4,5) = (1-3,1-4,1-5), (6,8,10) = (2-3,2-4,2-5), (9,12,15) = (3-3,3- 4,3 - 5),
o, (@-3,a-4,a-5), ..., também sao ternos pitagoricos; e

V (8,15,17) = (1-8,1-15,1-17), (16,30,34) = (2-8,2- 15,2 - 17), (24,45,51) =
(3-8,3-15,3-17), ..., (a-8,a-15,a-17), ..., também sdo ternos pitagoricos.

Como em um terno pitagérico primitivo temos coprimalidade duas a duas de
suas coordenadas, entao devemos ter duas das coordenadas impares, sendo que uma destas

duas impares é a maior das trés coordenadas.

Teorema 4.4. Seja (a,b,c) um terno pitagdrico primitivo, com ¢ > a e ¢ > b. Entdo
temos que a e b sao wm numero par e um numero impar, ou um nUMero IMmpar e um
numero par. Temos também que ¢ € um niumero impar.

Demonstragao: Suponhamos primeiramente por absurdo que a e b sao nimeros impares
e, por isto, podem ser escritos na forma: a =2d+1eb=2e+1, comd,e € Z. Como a e
b sao niimeros fmpares, entao seus respectivos quadrados também serao ntimeros impares,

implicando em ¢ ser um nimero par, pois a soma de dois niimeros impares resulta em um
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namero par.
Dai, pelo Teorema de Pitagoras, temos que
c=a"+b =
=2d+1)P2+ (2e+1)° =
A =4d* +4d+1+4e* +de+ 1=
C=4-(d®+d+e*+e)+2=
A =4-f+2,
com f = (d*+d+e*+e) €.

Isto nos mostra que quando dividimos ¢? por 4 o resto desta divisao é 2, o
que é um absurdo, pois ¢ sendo fmpar, entdao ¢ = 2h +1 = 2 = 4h*> +4h +1 =
AA=4-(*+h)+1=c?=4i+1,com h,i € Zei=(h?+ h) ou seja, ¢ par deixa resto
1 na divisao por 4.

Dai, nao podemos ter a e b impares ao mesmo tempo.

Suponhamos agora por absurdo que a e b sao nimeros pares, entao chegamos
a um absurdo, pois pela Proposicao , a e b sdo coprimos, ou seja, mdc(a,b) = 1.

Suponhamos por fim e sem perda de generalidade, que a é um nimero par e
b é um numero impar e, por isto, podem ser escritos na forma: a = 2p e b = 2q + 1,
com p,q € Z. Como a é um ntmero par e b é um nimero impar, entao seus respectivos
quadrados também serao um ntimero par e nimero impar, implicando em ¢ ser um nimero
impar, pois a soma de um nimero par com um numero impar resulta em um nimero impar.

Dai, pelo Teorema de Pitagoras, temos que

E=d+ =
¢’ =(2p)* +(2¢ +1)* =
A=4p* + 4 + 49+ 1=
=40+ 1=
A=4-r+1,
comr = (p* +¢*>+q) € Z.

Isto nos mostra que quando dividimos ¢? por 4 o resto desta divisao ¢ 1, o que
pode acontecer, pois ¢ sendo fmpar, entdao c =2t +1 = 2 =412 + 4t +1 = ® = 4u + 1,
com t,u € Z eu=4-(t>+1t) ou seja, ¢ par deixa resto 1 na divisao por 4.

Dai, temos que a ¢ um ntmero par, b € um nimero fmpar e ¢ é um nimero
impar ou a é um nimero impar, b € um ntmero par e ¢ € um numero impar, o que é
justificado e reforcado pelo fato de a,b e ¢ serem coprimos dois a dois.

Portanto, sendo (a, b, ¢) um terno pitagorico, com ¢ > a e ¢ > b. Entao temos
que a e b sa0 um ndmero par e um nimero impar, ou um numero impar e um nimero par

e ¢ € um numero {mpar. |

Exemplo 4.30. Mostrar que em um triangulo retangulo pitagorico, a area é um ntmero
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inteiro positivo.

Solugao: Primeiramente, temos que todo tridngulo retangulo pitagoérico possui lados com
medidas inteiras positivas e, pelo Teorema de Pitdgoras, a? + b* = ¢?, com a, b sendo os
catetos e ¢ sendo a hipotenusa e a < b < c.

Associamos entdo a este tridngulo retédngulo o terno pitagorico (a, b, c), como
solucao da equacao a® + b* = 2.

Em concordancia com PEREIRA (2015, p. 4), podemos calcular a area (A)
deste triangulo pela expressao

A:

cateto - cateto a-b
2 2
e, para provarmos que a area deste tridngulo é um ntimero inteiro, basta mostrarmos que

a ou b é um numero par.
Dai, pelo Teorema , temos que, em um terno pitagorico (a, b, c), com ¢ > a
e ¢ > b, a e bsao um nimero par e um nimero impar.
Sendo @ par, temos que ¢ da forma a = 2 - d, com d € Z’ e substituindo em
a-b

A= 5 obtemos

“T'b;»AZQ'd'b:A:d.b,

e, como b e d sao numeros inteiros positivos, entao a area do tridngulo também é um

A=

namero inteiro positivo.
Sendo b par, temos que é da forma b = 2-, com e € Z7 e substituindo em
a-b
A= 5 obtemos

a-b a-2-e

A="" o A=
9 =

=A=a-e,
e, como a e e sao numeros inteiros positivos, entao a area do tridngulo também é um
nimero inteiro positivo.

Portanto, em um triangulo retangulo pitagérico, a area é um nimero inteiro

positivo. 0

Em seu livro Elementos, Euclides construiu e determinou a existéncia de infi-
nitos ternos pitagoricos primitivos, ao mostrar e demonstrar uma férmula que gera todos

os ternos pitagoricos primitivos.

Lema 4.1. Sejam a,b € N coprimos. Se a-b é um quadrado, entao tanto a quanto b sao
quadrados também.
Demonstragao: Suponhamos que a - b = ¢, com ¢ € N e consideremos d = mdc(a, b).
Dai, temos que, a = a1 - d, ¢ = ¢; - d e, pelo Corolario , mdc(ay,c) = 1.
Substituindo em a - b = ¢, obtemos
a-b=c=a-d-b=(c;-d?=a-b=c%-d.
Como mdc(ay,c1) = 1, entao, pela propriedade (viii) do mde, temos que

mdc(ay, i) = 1.
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Logo, ¢ | b e b= c? - e, para algum e € N. Agora, substituindo este resultado

em a; - b= c? - d, obtemos
ap-b=cl-d=a -ci-e=ci-d=a;-e=d.

Agora, como d | a e e | b, entdo temos que mdc(d,e) | mdc(a,b). Como
mdc(a,b) = 1, entao mde(d,e) = 1. Como a; -e = d e mdc(d, e) = 1, entéo d | a;, ou seja,
a1 = f-d, com f € N. Substituindo este resultando em a; - ¢ = d, obtemos

are=d=f-d-e=d=f-e=1=f=e=1.

Logo, temos que a1 e =d = a1 =d,a=a;,-d =>a=d-d=a=4d*e
b=ci-e=b=c.

Portanto, sendo a,b € N coprimos, se a-b é um quadrado, entao tanto a quanto

b sao quadrados também. [ |

Teorema 4.5. (Formulas de Euclides) Sejam dois nimeros naturais d,e, com e > d, o
terno (a, b, c), onde:
a=2-d-e,b=e>—d* c=e2+d*
€ pitagorico primitivo se, e somente se, d, e forem coprimos e possuirem paridades distin-
tas.
Demonstragao: Pelo Teorema de Pitédgoras, temos que
C=a"+b =
-V =a=
(c+b)-(c—b)=a>=
ctb c=b_ a :>
2 2 2.2
c+b ‘ c—>b _ <a>2.

2 2 2
b
Supondo a par e b impar , como temos que b e ¢ sao impares, entao €t
c—b _ o . . c+bc—b
e sao positivos e coprimos, visto que mdec 5 tem que dividir a soma
b —b b —b
c—;— + ¢ = ¢ e também a diferenca crd ¢ 5 = b que sao coprimos.
Dai, pelo Lema 4.1, temos que existem dois nimeros d,e € N com e > d e
b —b
mdc(d,e) = 1 e de paridades distintas, tais que c;— =e? e ¢ 5= d?, ou seja,
c+b c¢—0
L et +d* = + =
; b 2 b
A 62—d2zc—; —C; =b;e
c+b c—b a’ A —bv  a? (e +d*)?— (e —d*)? a? 4-e?-d?
4 * — :> = — :> = — :> —_—
2 2 2 - 22 4 4 4 4 4
a

2
az:>62-d2:Z:>4-e2-d2:a2:>2-e-d:a.
Por outro lado, dados dois nameros d,e € N com e > d e mdc(d,e) =1 e de

paridades distintas, fazendo ¢ = > +d*>, b=¢*> —d* e a =2 - e - d, temos que (a, b, c) é
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um terno pitagorico primitivo, pois
A=ad*+ V=
(2 +dH?=(2-e-d)?+ (e —d*) =
etr2.e  PHd =42 P+t -2 P+d =
2.e2. > =2-¢* &,

o que é uma sentenca verdadeira.

Suponhamos agora que existe f | mde(a,b,c), com f sendo um namero primo.
Como a é par e b e ¢ sao fmpares, entao f é fmpar, pois f | a = 2-e - d, de onde
podemos dizer que f | dou f | e, f | b= e?— d? de onde podemos dizer que f | d e
fleef|c=e*+d? de onde podemos dizer que f | d e f | e. Como consequéncia
destes dois ultimos fatos, temos que f < mdc(d,e) = 1, o que é um absurdo. Logo,
como mdc(a,b) = mdc(a,c) = mde(b,c) = 1, ou seja, sdo coprimos dois a dois, entao
mdc(a,b,c) = 1.

Portanto, sendo dois numeros naturais d, e, com e > d, o terno (a, b, c), onde
a=2-d-e,b=¢e>—d?ec=d®+e? é pitagorico primitivo se, e somente se, d e e forem

coprimos e possuirem paridades distintas. [ |

Em concordancia com Souza (2017, p. 52), como consequéncia do Teorema
e do Corolario [4.3] temos que todos os ternos pitagoricos, tanto os primitivos quanto
os nao primitivos, podemos determiné-los através de
(a,b,¢) = (f-d-e f- (e =d), f- (e +d),
comd,e,f €N, f>1e>d>1,mde(d,e) =1ede e com paridades distintas.

Proposigao 4.7. Todo terno pitagorico primitivo (a,b,c) € representado de modo inico
como solucdao da equacdo a®> +b* =c* e na formaa=2-d-e, b=e¢e>—d? c=e*+ d>.
Demonstragao: Suponhamos que,a =2 - d - e=2 - f - g, b=¢e?>—d*> = g*> — f?,
ec=e’+d*=¢g*>+ f? com f,g € Neg> f. Pelo Teorema, f e g sao coprimos e
possuirem paridades distintas. Entao, temos que somando as equagoes membro a membro
2 —d?>=g?— f2e e’ +d*= g%+ f?, obtemos
L+l =P - +F+ =22 =2-*=>=¢P=e=y.
Agora, substituindo este resultado em e? + d? = g* + f?, obtemos
=P+ =P+l =P+l ==d=F

Portanto, todo terno pitagorico primitivo (a, b, ¢) é representado de modo tnico

como solucao da equacdo a? +b* =c? enaformaa=2-d-e, b=e?>—-d? c=d*+e>. 1

Logo, um terno pitagorico primitivo (a, b, ¢) determina univocamente d e e da
b+ c

seguinte forma, supondo a par, entao a fracao reduzida equivalente a fragao é

a 2-d-e T 2.d-e d

Exemplo 4.31. Determinar os valores d,e, com d,e € N e e > d para que o terno

b+67€2—d2—|—€2+d2 2. ¢? e
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pitagorico (8, 15, 17) satisfaga 8 =2-d-e, 15 =¢e? — d?, 17 = €? + d*.

Solugao: Pela Proposigao [£.7] temos que
b+c 15417 32

a 8 8

ouseja, d=1ee=4.
Portanto, os valores de d, e, com d,e € N e e > d para que o terno pitagorico
(8,15, 17) satisfaca 8 =2-d-e, 15=€*—d? 17T=e*+d*saod=1ec = 4. O

Exemplo 4.32. Determinar todas as solucoes em Z para a equacao x> + y? = 222

Solugio: Na equacio z2 +y* = 222, como 222 é par, entdao temos que x e y devem possuir
a mesma paridade.

x x —
Temos também que existem, em Z, a = Tty eb= M

taisque z =a+b
e y = a — b. Substituindo em 2 + y?, obtemos como resultado
2+t =(a+b)P+(a—b)*=a*+2-a-b+b*+a*-2-a-b+b*=2-a*+2-b*=2-2* =
a’ + b = 22,

que corresponde a Equacao do Teorema de Pitagoras.

Dali, pelo Teoremal[4.5, podemos determinar que todas as solugoes para a equa-
cao a? + b? = 2? sdo da forma

(a,b,2) = (2-c-d-e,c- (e —d*),c- (e* +d*)),

com c,d,e € Nye>1,e>d>1,mde(d,e) =1 e de e com paridades distintas.

Portanto, também pelo Teorema 4.5 temos que todas as solugoes em Z para
a equacao x? + 4% = 222 sao forma
(z,y,2) = (a+ba—b,2)=(2-c-d-etc-(?—d*),2-c-d-e—c- (e —d?),c-(e® +d?),
com ¢,d,e e Nye>1,e>d>1, mde(d,e) =1 ede e com paridades distintas. O

Exemplo 4.33. Determinar todos os ternos (a,b,c) de nimeros inteiros positivos tais

que a?, b? e ¢ estao em progressao aritmética.

Solucao: Como a?, b? e ¢ estdo em progressao aritmética, entdao temos que
a® + c?
2

Sendo assim, é suficiente considerarmos que a, b e ¢ sejam coprimos, da mesma

— =a’+2=21

forma que acontece nos ternos pitagoricos. Logo, temos que a e ¢ possuem mesma pari-

dade, ou seja, a e ¢ sdo numeros impares e, por hipotese, possuem mdc(a, c) = 1, ou seja,

existem d, e € 77 tais que d = +aee:c;a,de onde obtemos
d+ _c—l—ach—a_c+a—|—c—a_20:> i
T 9 2 T TeTeTe
d c+a c—a c+a—c+a 2(1:> d
— € = — = = — a = — €
2 2 2 2
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2.V =a*+cF=(d—eP+(dte)P=d*—-2-d-et?+d*+2-det+e?=2-d*+2-&* =
2:0°=2-(d®+¢*) = b =d* + e
ou seja, o terno (d, e, b) é um terno pitagorico.

Como qualquer divisor comum de d e e também ¢é divisor comum de a e c,
entao o terno pitagorico (d, e, b) é primitivo, ou seja, pelo Teorema , existem f,g € Z7
taisqued=2-f-g, e=f>—¢g>e b= f?+¢°

Substituindo, agora em a = d — e e ¢ = d + e, obtemos

a=d-e=2-f-g—(f*-¢)=a=¢-f"+2-f-g

c=dte=2-f-g+(f*-¢)=c=f-g"+2-[-g
Dai, temos que os ternos (a, b, ¢) da forma (¢°— f2+2-f-g, f*+9°, f*—g*+2-f-9)
estao em progressao aritmética, pois temos que
= (= P2 f 9P+ (P9 +2 [ g9)?
ad+= g =2 f PP -2 g2 =2 g+
A-f2g?+f=fg+2-fg-r-gd+g-2-f¢+2-f g-
2 f P4 f2g?
@+ =2-g' 42 f1rd g =2 (12 g g =2 (4 ¢)
a®+ct =20

Portanto, todos os ternos (a, b, ¢) de nimeros inteiros positivos tais que a?, b e
¢? estao em progressio aritmética sao da forma (g% — f2+2- f-g, f2+ 9> f2—g*+2- f-9),
com f,g € Z%. n

Exemplo 4.34. Provar que para todo a > 2 com a € Z, existem b, c € Z7 tais que
A+ =2
Solucdo: Primeiramente, quando realizamos a fatoracao de a? + b? = ¢?, obtemos
b =c=ad=c-0=a"=(c+b)(c—b).
Dai, temos duas possibilidades. Uma a sendo impar e outra a sendo par.

Com isto, se a for impar, entao podemos determinar b e ¢ tais que c+b = a? e

2_1 2 1
c¢—b=1, obtendo (a,b,c) = (a, a4 @t

2 72
lados das igualdades ¢ +b = a? e ¢ — b = 1, obtemos

> da seguinte forma: ao somarmos ambos

2
1
c+b+c—b:a2+1:>202a2+1:>c:a +

e substituindo este resultado em ¢ 4 b = a?, obtemos

a®+1 a?—1

c+b=a>= +hb=ad’=ad*>+14+20=2>=2=ad*-1=b= 5

2
a
E, se a for par, entao podemos determinar b e ¢ tais que c+b = ) ec—b=2,

a?—1 a®+1
2 7 2

obtendo (a, b, c) = (a,

) da seguinte forma: ao somarmos ambos lados das
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2
igualdades ¢ + b = % e ¢ — b =2, obtemos

a? a?
c+b+c—b:§+2:>4c:a2+4:>c:z+1

2
a
e substituindo este resultado em ¢+ b = 5 obtemos

2 2 CL2 2

c—i—b:§:>az+1+b:?:>a2+4+4b:2a2:>4b:a2—4:>b:az—l.

Portanto, para todo inteiro a > 2, existem b, c € Z7 tais que a?+vt=ct O

A seguir, temos dois exemplos de soma de dois quadrados, uma utilizando a
equacao de uma circunferéncia e outra utilizando a equacao de uma elipse. As equagoes
apresentadas sao da forma az? + by? = ¢, com a,b,z,y € Q e ¢ = 1. Podemos observar
aqui que a forma ax?+4by? = ¢, poderia ser tratada como az?+by? = c2%, com a, b, z,y € Q
e c = z = 1, ou seja, nao seria um terno pitagorico, pois z = 1. Mais detalhes sobre soma
de dois quadrados recomendamos as leituras de Moreira (2012, p.2-8) e Santos (2007,
p.129-131).

Exemplo 4.35. Sejam z,y € Q. Provar que os pares (x, y) da circunferéncia com equagao

22 + 9% = 1 sao todos da forma

) = 00 e ) = (555257 ).

A+l 1
Solugao: Primeiramente, consideremos a reta d que passa pelos pontos (1,0) e (0, ¢), com
¢ € Q. Com isto, temos que d : y = ax + b e dai, para o ponto (1,0)
y=ar+b=0=a-1+b=>a=-0b
e para o ponto (0, ¢)
y=ar+b=c=a-0+b=>c=b=a=—c,
ou seja, a reta d possui equagdo y =ar+b=y=—c-x+c=y=—c- (v —1).
Substituindo a equacao da reta d na equagao da circunferéncia, obtemos que
a reta d intercepta a circunferéncia em
Pry=1=
e (@-P=1=
(2 —22+1)]=1=
P4+t -2-F x4+t =1=>
(1+c*)-2>=2- -2+ -1=0=
A=(-2- =41+ (-1 =4-c"~4-(*—1)=4-*—4-F+4=4
—(—2-A)EVE 2.2 +2 _
2-(1+¢) 2-(c2+1)

A +1

mémzléyl:—c(:vl—l):—c(l—l):O,

T =
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_02—1:> B ( 1)_ -1 1) = -1 A +1 N
x2_02+1 Yo = mCr T2 - c2+1 - 2+1 c2+1
A—-1—-c*—-1 -2 2c
= —(C - —C - =
Y2 2 +1 c2+1 c2+1’

-1 2
ou seja, justamente nos pontos (z,y) = (1,0) e (x,y) = (CQﬁ, ?Cl), conforme figura
c c

que se segue.

Figura 4 — Circunferéncia

(0.¢)s
/,x—kl & +1
\\Mh#//jgo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observemos aqui que existe uma bijecao entre os pontos racionais do eixo y, do

cc—1 2
tipo (0, c) e os pontos racionais da circunferéncia z? + y? = 1, do tipo | ——, —— |,
po (0,¢) P Y PPl\err et

cc—1 2
tuando- to (1,0), det inad la relacao (0,¢) — | ——, —— i
excetuando-se o ponto (1,0), determinados pela relagao (0, c) (02—|—1’02+1)’ pois
-1 2c

+1+1
Por outro lado, dado um ponto racional qualquer da circunferéncia que seja

temos que se ¢ € QQ, entao ( ) ¢ um ponto racional da circunferéncia.

diferente do ponto (1,0), temos que a reta e, que une este ponto qualquer ao ponto (1,0),
possui em sua equacao coeficientes racionais, ou seja, a reta e intercepta o eixo y em um
ponto (0,¢), com ¢ € Q.

Portanto, sendo x,y € Q, os pares cartesianos (z,y) da circunferéncia com

2
S0 02 2 ~ cc—1 2
equagao x = 1 sao todos da forma (z,y) = (1,0) e (x,y)=| 5——, 5—— | -
quag +y (z,y) = (1,0) e (z,y) <C2+1 §+1)
De acordo com Moreira (2012, p. 2), temos que as solugoes inteiras primitivas

x

da equagao 2% +y? = 2% estao em bijecao, via (z,y,2) — (=, g) com as solucoes racionais
2z

da equacao 22 + y?> = 1 e que, quando substituimos ¢ = d - e, com d,e € Z, e # 0,

> d e mde(d,e) = 1, obt lued onais (& & 2d-e
€ € macla,e) = 1, obtemos as Solucoes racionals s
‘ Ct+d Pt d

correspondéncia bijetiva com os ternos pitagoricos (e? — d?,2-d - e, e* + d?).

), as quais tém

Exemplo 4.36. Determinar todos os pares cartesianos racionais (z,y) pertencentes a
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elipse
22 P
-t = 1.
2 5
22
Solugao: Ao olharmos para a equagao da elipse = + - = 1, podemos perceber um destes
2 5

2 5
Para determinarmos todos os demais pares cartesianos racionais Q = (x,¥)

pertencentes a elipse, primeiramente tracamos uma reta ¢t de coeficientes racionais sendo

esta paralela a reta tangente a elipse no ponto Qg = (1, 1), conforme figura abaixo.

Figura 5 — Elipse

P

P
Q
Fonte: Adaptada de Moreira (2012, p. 5).
22y
Em seguida, ao derivarmos a equacao da elipse a + = = 1 em relacao a x,
b o 2 5
x
obtemos -+ y7y = 0 e, utilizando o ponto @)y, temos que
2 5
2z 2yy’ 2-1 2-1-y 10y 4 ;2
2 5 2 5
2
que nos mostra podermos tomar a reta t definida pela equagao y = —= - = — 2.

Agora, para obtermos um outro ponto Q # @y da elipse, tomemos a reta u
secante a elipse que passa por () e por @)g. Como a reta u nao é paralela a reta ¢, ou
seja, as retas t e u sdo concorrentes, entdao elas determinam um ponto ' = (d,e) de
intersecgao.

Temos que a relacao Q — @’ ¢ uma bijecao entre os pontos racionais da elipse,
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com excecao do ponto )y, e os pontos racionais da reta t, pois sendo ) um ponto racional
da elipse, entao temos que a equacao da reta u possui coeficientes racionais, mostrando
que o ponto cartesiano ' é racional, sendo interseccao das retas ¢t e u as quais possuem
equacoes com coeficientes racionais.

Por outro lado, suponhamos que o ponto ' = (d,e) seja um ponto cartesi-
ano racional da reta t. Dai, a equagao da reta u, determinada pelos pontos cartesianos

racionais (Qy e (', também possuira coeficientes racionais e serd definida por:
e—1
Ay:m~Ax:>y—1:ﬂ~(a:—l).

Como, pelo enunciado, a equagao da elipse possui coeficientes racionais, entao

a interseccao () # )y da reta u com a elipse também é um ponto cartesiano racional, pois

- 1
temosquey—lz%-(x—l)éy:%-(m—l)%—le, substituindo na equcao da
elipse, obtemos
2
x ye 2 5 5 |e—1 _ L
T—i_?_l:?.x —f‘?' d_l'(ZL’ 1)+1 1—0,
2 5)

ou seja, uma equacao quadratica com coeficientes racionais, onde uma raiz é ro = 1 que
é o valor da abscissa do ponto (g e a outra raiz é o valor da abscissa do ponto ) que
também é racional pelas relagoes de Girard.

Como o ponto Q' = (d,e) € t, entdo temos que na equagao ja obtida da reta

—2d -1
t:y=—5-$—2:>e:—g-d—2:>e:TOesubstituindonaequagéodaelipse
2 , 5 [e—1 2
Z. = Ar—1D+1| —1=
- +7 [d—l (x )+} 0=
—2d — 10 2
222 5 (e-1)+1] —1=0=
7T d—1 ! -
—(2d + 15) 2
PP TPl B e ) S SR R Y
r” + {5'<d_1> (z )+} =
2d 4 15)? 2d + 15
2. 22 (2d+15) 22 4+1)-2- (r—1)-1 — 7=
T [5-(d—1)2 (z r+1) -1 (x—1) +5] 7T=0=
(2d + 15)2 2(2d + 15)? (2d + 15)%  10(2d + 15) 10(2d + 15)

2-x2—|— —2=0=

5 d—12 " 5 d=—12 "5 @d=12 5-(d=10) “Th. -1
, . (244157, [22d+15)% 20 +150 (2d+157° 204 +150 ] _
[ 5-<d—1>2}f” [5-<d—1>2 5-<d—1>} Ls-(d—w 5-<d—1>‘}‘

Pelas equagoes de Girard, 1 + o = —— e como x; = xo = 1, entao temos que
a

2(2d 4+ 15)%  20d + 150
_[5-(d—1)2 5-(d—1)}
(2d + 15)2
[“5.@_1)2}

x1+$2:——:—
a
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82 4 120d + 450 202 — 20d + 150 — 150
5-(d—1) 5 (d— 1)

L = 0 P = 20d 110 4 1 60d + 225
5 (d—17  5-(d—1)p
92842 + 250d + 300 98d% + 250d + 300 14d? + 40d + 235
T AR 4041235 14 +40d 1235  14d® + 40d+ 235
982 + 250d + 300 — 14d? — 40d — 235 14d? + 210d + 65

To =

14d? + 40d + 235 ~ 14d? + 40d + 235°

Agora, como o ponto () pertence & reta u a qual possui coeficientes racionais,
o valor da ordenada y do ponto () também é racional, ou seja, o ponto cartesiano @) é
racional, pois substituindo o x5 na equacao da elipse obtemos

14d2 + 210d + 65>
7 %_12‘23” ot =722 (14d2+40d+235) =T
2 5
S (14d° + 40d + 235)>  (14d® + 210d + 65)*
(142 + 40d + 235)2  ~ (14d? + 40d + 235)2

2 _ o (196d* + 560d> + 3290d? + 560d> + 1600d? + 9400d + 3290d* + 9400d + 55225) B
5 (14d? + 40d + 235)?
5. (196d* + 2940d3 + 910d? + 29403 + 44100d? + 13650d + 910d? + 13650d + 4225)
5 (14d? + 40d + 235)?
2 (1372d* + 7840d? + 57260d? + 131600d + 386575)
= 5- (14d2 + 40d + 235)? -
(392d* + 11760d® + 91840d? + 54600d + 8450)
5 (14d? + 40d + 235)?
s 980d* — 3920d® — 34580d? + 77000d + 378125
v 5 (14d2 + 40d + 235)?
2 196d* — 784d® — 6916d? + 154000d + 75625
v (14d2 + 40d + 235)2
2 (14d? — 28d — 275)? Ly 14d? — 28d — 275
T (14d® +40d + 2352 YT 14d® + 40d + 235
Obtemos os pontos cartesianos racionais () da elipse quando d percorre todos

os racionais d € Q, inclusive d = oo, ou seja, o limite para d — 0o, que nos fornece o ponto

Qo = (1,1), que corresponde ao ponto de intersec¢ao da reta t com a reta u tangente a
elipse no ponto Q.

Portanto, as coordenadas dos pares cartesianos racionais (z,y) pertencentes a
2 2

elipse determinada pela equagao = + = 1 sao dados por
2 5
Q= 14d? + 210d + 65 14d? — 28d — 275
-~ \14d% + 40d + 235" 14d? + 40d + 235
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14d2 +210d + 65 14d® — 28d — 275

de 7 = _ .
oM = Tu +40d + 235 © Y T 14d® + 40d + 235

4.4.2 A Equacao de Pell

Definicao 4.10. A Equacao de Pell é uma equacao do tipo 22 — ny? = 1, ou seja, é um
caso particular das equacoes diofantinas quadraticas, com x,y € Z e n € Z* diferente de
um quadrado perfeito.

2

Na equacao 22 — ny? = 1, temos que n € 77 e & diferente de um quadrado

perfeito, ou seja, v/n ¢ um numero irracional. Caso contrario, temos que, se \/n = %, com
a,beZ,b+#0, mdc(a,b)zleb>1,entéo\/ﬁ:%:n:(g—j:n: (%)2,ouseja,
n € Q, ndo podendo ser um nimero inteiro, pois, como mdc(a,b) =leb>1=0 > 1=
mdc(a®,b?) = 1. Logo, neste caso e por definigdao, temos que a equagao x> — ny? = 1 ¢é
conhecida por Equagao de Pell.

De acordo com Souza (2017, p. 61-62), esta nomenclatura foi dada em ho-
menagem ao matematico inglés John Pell (1611 - 1685), que somente contribuiu com a
publicagao de resultados parciais obtidos por William Brouncker (1620 - 1684), em um
desafio feito por Fermat e, segundo Souza (2017, p. 52), o método utilizado por Brouncker
é semelhante a um método utilizado por matemaéticos indianos seis séculos antes.

Euler (1707 - 1783), em sua obra “Algebra de Euler”, mostra como determinar
a solugao da equagao de Pell. A formulagao da solugao em termos de Fragoes Continuas,
também ¢ devido a Fuler.

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) foi o primeiro matematico a provar que,

2 —ny? =1, com n diferente de um quadrado perfeito, existem infinitas

para a equagao T
solugoes inteiras distintas. Estas solugoes podem ser usadas para aproximar com precisao
a raiz quadrada de n por ntimeros racionais da forma %, coma,beZeb#0.
A equacao de Pell possui
e um numero finito de solugoes quando temos n < 0 e n > 0, com n sendo um quadrado
perfeito;
e um numero infinito de solug¢oes quando temos n = 0; e
e um possui um nuamero infinito de solugoes quando n > 0, com n diferente de um
quadrado perfeito.
Sendo assim, comegaremos analisando alguns casos mais simples:

2 —ny?=1= 22 =1+ ny?, tomando:

i) quando n < —1, temos que x
1°) y=0,como 1 +ny?=1lentao 2> =1+ny’ =22 =1=x==l;e

2°) y # 0 como 1+ ny? é negativo, entao 22 = 1 + ny? = 22 = a = r = /a,

com a € Z* o que nao resulta em valor em Z para x e, consequentemente, a

equacao de Pell nao possui solugao em Z;
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i1) quando n = —1, temos que 2> — ny? = 1 = z? + y? = 1, tomando:
1°) y=0,entao 2> + > = 1= 2> =1=2==+1;e
2°) x = 0 entdao 2> +4*> =1 = y?> = 1 = y = £1, resultando em quatro solugoes
r=0y=—-1,z=0y=12=—-1,y=0ex =1,y =0 para a equacao de
Pell nestas condicoes;
iit) quandon = b% temos que 22 —ny? =1 =22 —0*- > = 1= (z+by) - (zr—by) =1 =

(x +by) = (r —by) =1ou (x +by) = (r — by) = —1, de onde podemos escrever:

2 by — b
1°) (x+by) = (x—-by =1= z = 7x:> r = x—i—x—i—Qy Y

b —b 1+1 2
2 by — b
20) (.I'-Fbg) = (.flj'—by) = -1 = = Ex = Tr = x+x+2y Y
b iy 11 9
$:($+y)+($ y):>:t: 5 :>$:7:>$:_1:>y:07

resultando em duas solugoes © = —1,y = 0 e x = 1,y = 0 para a equacao de
Pell nestas condicoes; e

iv) quando n = 0, temos que x>

—ny?=1=22=1= 2z ==+1, tomando qualquer valor
para y, resultando sempre em solugoes do tipo x = —1,Vy € Z e x = 1,Vy € Z para

a equacao de Pell nestas condigoes.
Souza (2017, p. 63) afirma que o grafico de uma Equacao de Pell, ao utilizarmos
o plano cartesiano, tem a forma de uma hipérbole e suas solucoes sempre sao um par de

coordenadas (z,y), com x e y € Z.

Exemplo 4.37. Verifique se os pontos (—3,2), (1,0) e (7,4) s@o solugbes da equagdo
x? — 3y = 1.

Solucao: Observemos que a equacao ¢ 2 — 3y? = 1 é uma Equacao de Pell e para ve-

rificarmos se os pares ordenados sao solugoes inteiras da equagao basta substituirmos os

respectivos valores de x e y. Entao,

1) parax = =3 ey = 2, temos que 22 —3y*> = (=3)? —=3-22 =9 —-12 = -3 # 1,
mostrando que (—3,2) nao é solu¢ao da equagao;

2) paraz =1ey =0, temos que > —3y* = 12 — 3.0 = 1 — 0 = 1, mostrando que (1,0)
é solugao da equacgao; e

3) paraxz =T ey = 4, temos que 22 — 3y?> = 72 — 3-4? = 49 — 48 = 1, mostrando que
(7,4) é solugao da equagao.

Portanto, temos que o ponto (—3,2) nao é solucao da equacao z? — 3y* = 1,

enquanto os pontos (1,0) e (7,4) sdo solugoes da equacao ¢ x? — 3y? = 1. O

Observemos também que como o grafico da equagao tem a forma de uma
hipérbole, entdo os pontos cartesianos (1,0) e (7,4) pertencem & hipérbole, enquanto o
ponto cartesiano (—3,2) nao pertence a hipérbole.

Podemos determinar todas as solugoes da equacgao de Pell. Para tal, deve-
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mos encontrar uma solucao minima desta equacao e utiliza-la juntamente com algumas
aplicagoes de norma.

Com isto, devemos considerar o conjunto Q(y/n) = {x + /n - y; z,y € Q}
inicialmente. Seja a =z + y/n -y € Q(y/n), com x,y € Q. Definindo o conjugado de a,
temos que @ = x — y/n - y e, definindo a norma como a fungao

N:Q(vn)—Q
a— N(@)=a-a=(x+vVn-y) (x—vn-y)=2>—n- -y
Como a funcao N é uma funcao multiplicativa, entao, temos que
N((@+vA )b+ V- 0) = Nb-a+ i c-z+va-bey+vi-vi-c y) =
N((z+vn-y)(b+vn-c)) =N((b-a+n-cy)+vn-(c-z+b-y)=
N{(x+vn-y)b+vn-c)=0-2+n-c-y)?>—n-(c-x+b-y))* =
N{(z+vn-y)(b++vn-c)=b-2>+n*- -y —n-*-2°—n-v* ) =
N{(x+vVn-y)(b+vn-c)=b-2>—n-b*-y*—n--2>+n* - y* =
N((@+vVn-y)+vn-c)=b" (2" —n-y*) —n-c (a° —n-y") =
N((z+vVn-y)(b++vn-c) = (a® —n-y*) (0’ =n-c),
ou seja,
N((z++vn-y)(b++vn-c))=N(x++vn-y) - Nb++/n-c),Vr,y,b,c € Z.

Devido a esta propriedade da multiplicatividade da norma, podemos observar
que se a equagado tem alguma solugdo (z1,y;) com y; # 0 entdo esta equagdo possui
infinitas solugoes.

Nao é objetivo deste trabalho, mas, deixando como nota e fonte de pesquisa,
segundo Souza (2017, p. 64), generalizando esta solugao, geralmente, como, na equagao
Equacao de Pell, 2 — ny? = £1, entao

N((z1 +Vn-y)?) = (21 + V=) (21— Vn-yp)? = (£1)7,

com d € N, e substituindo este resultado em z4 + /7 - y%, obtemos

d
Qfd‘f‘\/ﬁ'yd:(xl‘i‘\/ﬁ'yl)d:Z( d)(\/ﬁ)d'ff_e'yf,

e=0 €
onde
1) d Bl d
e d—2e 2 e d—2e—1 2e+1
JTdZZ( )n-ml “yje e %ZZ( )n-xl Sy,
g 2e g 2e +1

e, daf, obtemos z% — n - y3 = +1, Vd € N.

Proposigao 4.8. Temos que o valor x ++/n -y é univocamente representado, ou seja, se
T4 /nyr = o+ /N Ya, com x1, 2o, Y1, Y2 € Q, entdo 11 =13 e Y1 = Yo,
Demonstragao: Observemos que se

T+ Vg =2+ Vn g =

Vi = = =1

Vi (g1 — y2) = 29 — 271
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Dai, temos que se
O Y1 = Y2, entao ry —x1 = \/ﬁ (y1 - yg) = 0. Logo, r1 = x9; €
- Ty — X
O y1 —y2 # 0, entdo /n = 2 IEQ.

Y1 — Y2
Entao chegamos a um absurdo, ja que a razao entre niimeros racionais ¢ sempre

um nimero racional e n, por definicao, deve ser um ntmero inteiro positivo diferente de
um quadrado perfeito, ou seja, v/n deve ser um numero irracional.

Portanto, temos que o valor x + /n - y é€ univocamente representado. [ |

Sendo assim, temos que as solugdes inteiras (z,y) para a equagao de Pell sao

os elementos do conjunto Z[/n] = {x+/n-y;x,y € Z} C Q(y/n), que possui sua norma

N(@+vn-y)=2"—Vn-y’ =1
Teorema 4.6. Temos que a equagao de Pell 2> — ny*> = 1, com z,y € Z en € Z*
e diferente de um quadrado perfeito, possui solugao nao trivial em Z7, ou seja, possui
solugao com x + /n -y > 1.

Demonstragao: Sabemos que y/n é um nimero irracional. Dai, a desigualdade
a 1
—_ = < _—
Vil
a

indica infinitas solugoes em QQ para 7

Temos também que

2 12
N(a+\/ﬁ-b):a2—n-b2:a b

b2

—n-b2:b2(%+\/ﬁ> - (%—ﬁ).
1
Logo, se ‘\/_ — % < 32 entao temos que
a (e 2| ( L@ va)
&+ﬁNKb¢W<MQ+ﬁMW_&+ﬁ»
Agora, utilizando a desigualdade triangular, temos que

(o )] |G - ) <2 (- )| <2 <2

Com isto, prova-se que existem infinitos pares (a;,b;), com a;, b;,7 € Z* , onde
_ 1
b’

|a2—n-62’:b2

Q;
Vi

dades finitas de a? — n - b7 € Z.

Sendo assim, podemos observar que

|IN(a; +/n-b;)| =|a? —n-b?| <2-y/n+1, o que implica em possibili-

O deve existir ¢ € Z tal que c =af —n - b7, com i € Z%; e

2
O ¢ # 0, caso contrario, c=a? —n-b} = a?—n-}=0=al=n-b=n= % =

i

a; ? a; .. P .
n= (b_z) = /n = b € Q, onde chegamos a um absurdo ja que y/n é irracional.
E, dai, podemos construir (d;) e (e;), com j € N, duas sequéncias crescentes
de pares de ntmeros inteiros positivos tais que
d?—i—n-ejz-:c, V.

Sabemos que o nimero z++/n-y possui representacao nica, e, pelos resultados

obtidos acima, se tomarmos j < k, com j,k € N entao d; +n -e; # dp +n - e;.
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Suponhamos, sem perda de generalidade, que 1 < d; +v/n-e; < dp 4+ /n- e
e facamos

_dk+\/ﬁ~ek
l"{'\/ﬁ y_dj+\/ﬁ'€j
d . A(d — e
x+\/ﬁ-y=(k+\/ﬁ ex) - (dj — V- ¢;)
(dj+vn-e;) - (dj—v/n-ej)
_(dj'dk—dk'ﬁ'@j+dj'\/ﬁ'€k—n'6j'6k)

TV = @+ n )
x+\/ﬁy:(d3dk—nejek)+\/ﬁ(djek—dkej)

>1=

>1=

>1=

>1=

C
di-dp—n-e: - di-er—d- e
r+vn-y=-2 k Cn % ek+\/ﬁ- j ok T G €J>1,

c
di-d,—mn-e;-eg di-e, —d-e; .
com x = —2 2 ey = 2 . e, como x,y € Z, entdo temos que
c c
e dp + /1 - eg
dj-di,—n-ej-epedj- e, —dy-e; sao divisiveis por ¢ e x +\/ny = v > 1.

dj + \/ﬁ . €j
Por outro lado, utilizando os resultados ja obtidos anteriormente, temos que

(@+vn-y)-(dj+Vn-e) = (d+Vn-ex) =

N(z ++/ny) - N(dj +/n-e;) = N(dp +vn-e) = [,
com f € Z.

Como N(d;++/n-e;) = N(dx++/n-e;) = f, entdo, consequentemente, temos
que N(z+ V- y) - N(d; + vii - ) = N(dy + /i ex) = N@+/ig) - f = f =
N(z++n-y) =1

Dai, obtemos que 22 +n-y* = N(z ++/n-y) = 2> +n-y?> = 1.

Portanto, temos que a equacao de Pell 22 —ny? =1, com 2,y € Zen € YA
e diferente de um quadrado perfeito, possui solu¢ao nao trivial em Z%, ou seja, possui

solugao com z + /n.y > 1. [ |
Segundo Filipe (2020, p. 1), pelo Teorema toda equacao de Pell tem

solugao. Logo, dentre todas as solugdes com x + /n - y, podemos tomar uma solugao
minimal, ou seja, que possui x + /0 - y minimo.

Também, em concordancia com Filipe (2020, p. 2), “um método rapido de
encontrar a solu¢ao minimal é olhando para a fragdo continua de /n. Escrevendo y/n =
lag; a1, az, as, ..., ax)”. Sendo assim, descreveremos e exemplificaremos o método das fragoes
continuas a seguir.

- . T
Nas fragoes continuas, devemos escrever \/n = [ag; ay, as, as, ..., ay) = —, onde
Y1
n esta definido na equagao de Pell, ag, ay, as, a3, ap € N, ag = [/n], 21 € y; sdo os valores

da solu¢ao minima de uma equacao de Pell.
Para fazer o calculo da solu¢ao minima, devemos efetuar os seguintes passos:
1 passo: tomamos o valor de y/n, com n definido na equagao de Pell;

2 passo: somamos e subtraimos |\/n| ao valor de \/n, ou seja,

Vi = Vi Vi) - [Vl
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3 passo: tomamos o valor positivo de [/n] como o ag, enquanto (v/n — [v/n]) multipli-
camos e divididimos por (y/n + |1/n]), ou seja,
WA LA (a LD
[ v I

4 passo: efetuamos os calculos possiveis na fragao criada no 3° passo, e depois devemos

inverter as posicoes das partes desta fracao criando-se uma nova fracao com nume-
rador 1 e denominador sendo uma outra fragao que possui numerador (v/n+ [/n])
e denominador ¢ € N o que restou dos calculos realizados citados no inicio deste

passo, ou seja, .

Vit Vil

C

Vn = ag+

NoEa W
com ¢ = (vn— [vn]) - (vn+ [vn]);

5 passo: aqui, passamos a repetir o processo a partir do 2° passo, onde devemos somar e

subtrair |y/n] ao valor de (v/n+ |v/n]) , ou seja,
1
Vi =ag + :
vn+ Vil + [vn] — [Vn]
c
6 passo: podemos agora extrair uma parte inteira positiva do denominador desta fragao

d-c
que possui numerador 1 e obtemos, com isto, o valor de a; = —, com d € N,
c
enquanto (y/n — e), com e € Z sendo o nimero que restou junto a /n em um

numerador, multiplicamos e divididimos por (y/n + €), ou seja,

1
(A i oy by By
c-(v/n+e)

7 passo: efetuamos os calculos possiveis na fragao criada no 6° passo, e depois devemos

a1 +

inverter as posicoes das partes desta fracao criando-se uma nova fracdo com nume-
rador 1 e denominador sendo uma outra fragdo que possui numerador (v/n + ¢) e
denominador ¢; € N sendo o que restou dos calculos realizados citados no inicio

deste passo, ou seja,

\/ﬁ:ao—i-—clzao—f'—la
ap + -
Vnte a1+\/ﬁ+e

(&1

com oy = W= (Vi)

8 passo: devemos repetir sucessivamente este processo até conseguirmos obter em ¢; = 1,

com i € N, daf repetimos o 2° passo e aparecera novamente a expressao (v/n—|[y/n]),

ou seja, quando isto acontecer, o processo volta a ser igual desde o comego;
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1
\/ﬁ:ao—i— 1 =
ay + ———————
. n+e;
.,+\/_
C;
1
\/ﬁ:ao*F 1 =
as +
? . Vntet Vi) - V]
1
1 T
\/ﬁ:&o—i- 1 :—1

as +

et ay V=[]

Neste momento, temos que b € N e, quando b for par, devemos considerar a

fracao continua até o termo ap_1, ou seja,

I 1
h a; + 1
a3 + ————
oyt
Ap—1
e, quando b for impar, devemos considerar a fracao continua até o termo ag,_1, ou seja,
1 1
a3+ ————
4
a2p—1

Exemplo 4.38. Determinar a solucao minima de z? — 41y* = 1.

Solugao: Para fazermos isto, basta escrevermos a fragao continua de /41.
Primeiramente, somamos e subtraimos |v/41| de v/41, obtendo

VAL = VA1 + [VAL] — [V41] = 6+ (V41— 6).

No segundo momento, multiplicamos e dividimos (v/41 — 6) por (v/41 + 6),
obtendo

\/H:6+(\/4—_6)'<‘/ﬁ+6> 6 5 1

+ 6+ ———.
(V41 + 6) (V41 + 6) VAL 46
5
Agora, somamos e subtraimos [\/ﬁj de V41 + 6, obtendo

1 1
Vii=6+ VAL + 6+ [VAT] — [ V4] -0 JI1646-6
5

5
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1 1
Vil=64+ ———— =64 ——————.
10 +v41 -4 V4l —4
— 5 2t
V4l —4
Dai, multiplicamos e dividimos —— — por (v41 4+ 4), obtendo
VAl =6+ ! =6+ ! =
- (VAL — 4) - (VA1 + 4) 91 25
5. (VAL +4) 5-(V4l+4)
1 1
Vil =6+ ———— =6+
2+ L 2+ !
V4l +4 V4l +4
5
Novamente, somamos e subtraimos |v/41| agora de v/41 + 4, obtendo
1 1
V4l =6+ =06+ =
2+ ! 2+ !
VAL + 4+ [ V41] — | V4] V4l+4+6—6
5 5
— 1
24 ——F+—— 24—
10+ V41— 6 V41— 6
L Q4 Y- -
5 5
V4l -6
Agora, multiplicamos e dividimos —¢ — por (v41 + 6), obtendo
— 1 1
+ 2+
L. WVAT=6) (VAT +0) i 0
5- (V41 + 6) 5- (V41 +6)
VAL =6+ :
2+ ) I
VAL +6
Mais uma vez, somamos e subtraimos |v/41] agora de /41 + 6, obtendo
1
VAL =6 + : =
VA1 + 6+ |VA41] — |VA4l]
— 1 1
V4l +6+6 -6 12 ++v41 -6

Como o proximo passo é novamente multiplicar e dividir v/41—6 por (v/41+46),

entao, observemos aqui, que o processo comecara a se repetir do comeco.
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Neste momento, podemos representar /41 = [6;2,2,12], com ag = 6, a3 = 2,
as =2 e azg = 12. Como a repeticao comega no as = 12, que possui o indice impar, entao

temos que tomar o processo até o as para obtermos a solu¢ao minima, ou seja,

1 1 1 1
4 2+ 1 24 ——5— 24 ——F—
24— 2 4+ - 2+ ——
12+ — 12+ & 12+
213 3
=6+ 11 =6+ 11 =6+ 11 =
N 2+ 2+ i 2+ E
2—|—60 5 2+6—2 2+6—2
5 5 5
T 1 1 1
Lt — =6+ —y =6+ ———— =
4 24 Lo 2y 02 F
129 129 124 5
62 @2 6
1 6 1 6 1 6 129 1920 129 2049
v +W‘ T30 =% 30 " 320 T30 320
129 129 129
Logo, temos que x; = 2049 e y; = 320 ¢é a solugdo minima.
Portanto, a solugao minima de 22 — 41y* =1 ¢ o par (2049, 320). O

Exemplo 4.39. Determinar as solugoes minima e geral de 22 — 19y* = 1.

Solugao: Para determinarmos a solu¢ao minima, basta escrevermos a fragao continua de

v 19. Sendo assim, utilizando passos similares aos feitos no exemplo m, temos que

19 —4) - (V19 + 4) 3 1
VIS — 4+ (VIO —4) — 4+ Y19 =4t =4t
( ) (VIO +4) (V19 +4) V19 +4
3
1 1 1
V19 =4+ =4+ =4+
VI0+4+4—4 2+(\/E—Z)-(x/1_9+2) oL 1
3 3- (V19 +2) 3- (V19 +2)
1 1
2+
VIO+24+4—4 (V19 —3) - (v/19+ 3)
1+
5 5-(v19 + 3)
1 1
V19 =4+ - =4+ T
5- (V19 + 3) VI9+3+4—4

2



96

1 1
V19 =4+ - =44 :
2+ : 2+ I
1+ 1+
3+(\/E—3)-(\/E+3) g, 10
2. (V19 +3) 2 (V19+3)
1 1
V19 =4+ : =4+ I
’ + ! +3+ !
V19 +34+4—4 1+(\/E—2)-(\/E+2)
5 5- (V19 +2)
1 1
V19 =4+ : =4+ i
+3 : +3 :
+1+ 1 +1+ !
5- (V19 +2) VI9+244—4
3
1
V19 =4+ :
2+1+ :
1
1+
S WD~ 0) (VIO + 1
3. (V19 +4)
1 1
V19 = 4+ : = 44 :
2+ 2+
1 1
1+ : 1+ |
+ 5 + I
24 — 2+
3- (V19 +4) V19 +44+4—4
1
V19 =4+ :
2+
1
+ I
_|_—
8++19—4

Observemos aqui que o processo comecarda a se repetir do comeco. Neste
momento, podemos representar /19 = [4;2,1,3,1,2,8], com ay = 4, a1 = 2, as = 1,
a3 = 3, a4 =1, a5 = 2 e ag = 8. Com isto, podemos representar . Como a repeticao

comega no ag, que possui o indice par, entao temos que tomar o processo até o as para
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obtermos a solu¢ao minima, ou seja,

1 1 1
§:4+ - — 4+ =4 :
1 -
2+1 - 2+1 - 2+1 :
T T T
34+ —7 3+ & 3+
1+ - = >
2 2
x 1 1 1
y—1:4+ =4+ — =4+ 1
1 -
2+1 : 2+1 - 2+ 55
17 T I
5
@ 1122 266
2+ — —
22 22

Logo, temos que x; = 266 e y; = 61 é a solugao minima.
Agora, para determinarmos a solucao geral de 22 — 19y? = 1, tomemos o par

(Ta,Ya), com x4 — V19 - yg = (z1 — V19 - y1) = (266 — /19 - 61)%, onde temos que
(21 4+ V19 y1)4 + (21 — VI9-y1)¢ (266 + /19 - 61)% + (266 — /19 - 61)¢

de N, Tq = 9 = 9
(21 +V19-y1)? — (21 — V19 -y)? (266 4+ /19 - 61)¢ — (266 — /19 - 61)¢
€ Yd = = .
2-/19 2-v19

Portanto, temos que a solugdo minima é o par (266,61) e a solugao geral é o
par (4, Ya), com zq — V19 - yq = (1 — V19 - y1)? = (266 — /19 - 61)¢, onde temos que
d € N,

(266 + /19 - 61) + (266 — /19 - 61)¢

Tqg = B
e
(266 + /19 61)% — (266 — +/19 - 61)¢
va = 2 V19
para a equacao x2 — 19y% = 1. O

Exemplo 4.40. Mostrar que existem infinitos a tais que a soma 1 +2+3+ ... +a é um

quadrado perfeito.

Solug¢ao: Como 1+ 2+ 3+ ... +a é a soma dos a primeiros termos de uma progressao

aritmética de razao 1, entao temos que
ala+1)
5

Dai, para esta soma poder ser um quadrado perfeito, entao

1+2+3+...+a=

deve ser

a(a+1)
2

da forma b?. Com isto, temos que
ala+1)
2

a’>+a
= =
2

= =
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a?+a=2-1V=
4-(a*+a)=4-(2-V*) =
4-a*>+4-a=8-0*=
4-a*+4-a+1=8-0*+1=
(2-a*>+1)2=2-(2-b)* =1,
que é uma equacao de Pell da forma 22 — 29?2 =1, comz =2 -a’>+ 1 ey = 2-b, ou seja,
é uma equagao que possui infinitas solucoes.

Analisando ambos membros da equacao 2% — 2y?> = 1, temos que, do lado
esquerdo da igualdade, # =2-a?+1=2-c+ 1 éimpar,comcENec=a’ey=2-b
¢ par e 22 — 2y? resulta em um valor impar, e, do lado direito da igualdade, temos um
valor impar, o que é compativel. Logo, temos que existem infinitas solu¢oes com x impar
e y par.

Portanto, temos infinitos valores de a tais que a soma 14+ 2+ 3+ ...+ a é um

quadrado perfeito. O

Exemplo 4.41. Determinar todas as solugoes inteiras positivas e nao nulas da equacao
2 — 2% = 1.

Solugao: Nesta questao, para nao calcularmos novamente uma fracao continua, no caso,
a fracdo continua de v/2, entdo tentemos encontrar um par (z1,4;) que seja a solucio
minima inteira positiva e nao nula da equacao z? — 2y*> = 1. Sendo assim, verificaremos
alguns pares a seguir.

Para (z,y) = (1,1), temos que 22 —2y* =1 =12—-2-12=1-2= -1 # 1,
ou seja, (1,1) ndo é solugao da equagao.

Para (z,y) = (1,2), temos que 22 —2y> =1 =12 —-2.22 =1 -8 = -7 # 1,
ou seja, (1,2) nao é solucdo da equagao.

Para (z,y) = (2,1), temos que z°> —2y? =1=22—-2.12=4—-2=2+#1, ou
seja, (2,1) nao é solugao da equagao.

Para (z,y) = (2,2), temos que 22 — 2y =1 =22 -2.22 =4 -8 = —4 # 1,
ou seja, (2,2) nao é solugao da equagao.

Para (z,y) = (2,3), temos que 22 —2y> =1 =22 -2.32 =4 - 18 = —14 # 1,
ou seja, (2,3) nao é solu¢ao da equagao.

Para (z,y) = (3,2), temos que 22 —2y*> =1 =3>-2.22 =9 -8 = 1, ou seja,
(3,2) é solugdo minima da equagao.

Agora, para podermos determinar a solucao geral da equacao z? — 2y? = 1,

temos que tomar o par (24, ¥q), com 24 — V2 - ya = (21 — V2 - y1)* = (3 — 2-v/2)%, onde
(T + V2 )+ (21— V2 ) (34+2-v2)" 4+ (3-2-V2)"
2

temos que d € N, x4 = =

2
(014 V2 oy)' (@ = V2 ) (3+2-v2) - (3-2-vD)!

(] — —
Yd 2.\/5 2'\/5

Portanto, para a equacao 2 — 2y? = 1, temos que a solucao minima é o par
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(3,2) e a solugdo geral é o par (z4,yq), com
$d—\/§'yd=($1—\/§'yl)d=(3—2~\/é)d,
2

(B+2-v2)'+(3-2-V2)
2

d
onde d € N, x4 = e Yy =

Exemplo 4.42. Demonstrar que existem infinitos ternos inteiros (a, b, ¢), com a, b, ¢ € N,

que satisfazem a relacao:
2-a*+3-b°—5-c*=1997.

Solugao: Para realizarmos a resolucao deste exemplo, devemos transformar a equagao

2—n-yzzl,ou

dada 2-a?+3 -0 —5-c® = 1997 em uma outra equacao da forma x
seja, deixa-la na forma de uma equagao de Pell, que possui infinitas solugoes, mostrando
assim que a equacao inicial também possui infinitas solugoes.

Primeiramente, reescreveremos a equacao inicial, efetuando os seguintes pas-
SOs:
passo 1: passamos o mononio que possui a incognita a para o segundo membro, ou seja,

2-a2+3-0*—-5-c*=1997T= 3-b* —5-¢* = 1997 — 2 - a?;

o . . 1997
passo 2: substituimos a por um valor particular, determinado por — | que, no
1997 9 9 9
caso, teremos a = — | = 31, resultando em 3 -6 —5-¢* =1997 — 2 - a° =

3-b>—5-c* =1997—2-31%2 = 3-b>—5-c = 1997—2-961 = 3-b>—5-c% = 19971922 =
3-02—5-c%=75;

passo 3: agora, como o segundo membro da equagao ¢ 75, temos que fazer os monoémios
3-b% e 5 - c? serem multiplos de 75, ou seja, podemos colocar b=15-z e ¢ = 15 -y,
obtendo 3-0*—5-c =75 = 3-(5-2)*=5-(15-y)?> = 75 = 3:25-22—5-225-9> = 75 =
7522 —1125-y*> = T5; e

passo 4: por fim, como na equagao de Pell o segundo membro deve ser 1, entao dividire-
mos ambos membros por 75, obtendo 75 - 22 — 1125 -y? = 75 = 22 — 15y = 1.

Para determinar a solucdo minima de z? — 15> = 1, calculamos a fracao

continua de v/15. Sendo assim, utilizando passos similares aos feitos nos exemplos e

.39, temos que

« ) B Lo, (VIE=3) (VI +3)
V15 = V15 + [V15] — [V15] =3+ (V15 -3) =3 + (VI5 +3)

6 1 1
VI5=3+——  =3+4+— =34
(V15 + 3) V15 +3 V15 + 3 + [V15] — [V15]
6 6
1 1 1
V15 =3+ —34+—— =34
V15 +3+3—3 6++15—3 L VI5-3

6 6 6
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V15 =3+ ! =3+ ! S I
(V15— 3) - (V15 + 3) 40 et
1+
6.(v/15 + 3) 6.(v/15 + 3) V1543
1 1
V15 =3+ : =3+ T
1+ 1+
V154 3+ |V15] — [V15] VI5+3+3-3
5

V15 =3+

1 .
1+ ——F7———
6+ (V15 —3)

Observemos aqui que o processo comecgara a se repetir do comego. Com isto,
podemos representar /15 = [3;1,6]. Como a repeti¢ao comega no as, que possui indice
par, entao temos que tomar o processo somente até o a; para obtermos a solugao minima,
ou seja,

1
—=3+-=34+1=4=
n 1

Logo, temos que z; =4 e y; = 1 é a solugao minima.
Sendo assim, a equagao x?—15y? = 1 possui como solugao minima o par (4,1) e

como solucio geral os pares (24, y4), com 14—+/15-y4 = (21 —V/15-y1)? = (4—+/15)¢, onde
(21 + V15 -y1)? + (21 = V15 -y)? _ (4 +V15)" + (4 - V15)

d
temos que d € N, 4 = = e

2 2
(z1+ V15 y1)? — (31 — V15 - 1)* (4+\/1_5)d—(4—\/ﬁ)d.

2.4/15 2.4/15

Com isto, temos que a equacao inicial pode ter o formato de uma é equagao de

Pell, que, por sua definicao e propriedades, possui infinitas solugoes, ou seja, a equacao
inicial 2 - a? + 3 - b* — 5 - ¢ = 1997 possui infinitas solucoes.

Portanto, a equacao 2-a?+3-b*>—5-c? = 1997, com a, b, ¢c € N, possui infinitas
solugoes da forma (a,b,c) = (31,5x,15y), com z,y € N e os quais satisfazem a equagao

r? — 15y? = 1, com solugao minima (4, 1) e solugao geral (x4, yq), onde temos que d € N

exg—V15-yg = (x1 — V15 1) = (4 — V15)". O
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5 CONCLUSAO

Oportunizamos um estudo bastante significatico e criterioso sobre equacoes
diofantinas, assunto presente na resolugao de diversas situag¢oes-problema. Abordamos
as equacoes diofantinas lineares com duas variaveis, definindo-a nos conjuntos Z, Q e I,
mostrando que alguns teoremas, proposicoes e lema cujas defini¢oes se restringem apenas
ao conjunto 7Z, podem ser ampliadas ao conjunto QQ e aos ntimeros reais comensuraveis,
onde estao pares de niimeros que pertencem ao conjunto I. Abordamos também dois tipos
de equagoes diofantinas quadréticas, as equagoes pitagoricas e a Equagao de Pell.

Primeiramente, apresentamos alguns contetiddos matemaéticos que estao intrin-
sicamente relacionados com a resolucao das equacoes diofantinas e estao presentes na
grade curricular de nossa educagao basica, seja no ensino fundamental ou seja no ensino
médio.

Em um segundo momento, foi realizado um breve historico do pouco que se
conhece sobre a vida de Diofanto, matematico grego homenageado pelo seu estudo so-
bre as equacgoes diofantinas, que propiciou grande avanco na matemética ao mostrar um
novo modelo de resolucao algébrica, dando inicio a utilizagao de simbolos em suas reso-
lucoes e ao desenvolvimento da notacao algébrica, onde, hoje em dia, nesta linguagem,
sao utilizados somente simbolos organizada e estruturadamente em suas representagoes e
calculos.

Em um terceiro momento, mostramos e demonstramos os conceitos, teoremas,
proposicoes e lemas que proporcionam as resolucoes das situagoes-problema por meio
das equagoes diofantinas lineares com duas varidveis e suas aplicagoes. Em seguida,
apresentamos um modelo onde ampliamos a aplicacao das equacgoes diofantinas lineares
com duas varidveis aos conjuntos Q e I, e onde fundamentamos os novos coeficientes
para estas equagoes em um novo conceito de mdc, chamado de méximo divisor comum
generalizado (mdcg).

Apos isto, passamos a trabalhar as equacoes diofantinas quadréticas, abor-
dando dois tipos destas: as equagoes pitagoricas e seus ternos pitagoricos e a equagao de
Pell, mostrando e demonstrando conceitos, teoremas, proposicoes e lemas que proporcio-
nam as resolucoes de determinadas situagoes-problema e suas aplicacoes.

Observamos em cada uma destas equagoes que elas podem ter solugao, seja
trivial ou nao, ou nao ter solugao, dependendo de cada situacao, sendo que a existéncia
de solucoes para:

e as equacgoes que dependem do mdc entre seus coeficientes nos possibilitaram uma re-
tomada e ampliagao dos estudos aritméticos e algébricos e suas relagoes com logica
matematica, equagao e fungao polinomial do 1° grau, com progressao aritmética e
com geometria analitica;

e a ampliagao das aplicagoes nas equacoes diofantinas lineares ao conjunto Q e aos ntime-
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ros reais comensuraveis nos possibilitarou uma retomada e ampliacao dos estudos
aritméticos e algébricos e suas relagoes com a logica matemaética, com as fracoes e
os nimeros decimais, e com geometria plana;

e as equagoes pitagoricas nos possibilitaram uma retomada e ampliacao dos estudos arit-
méticos e algébricos e suas relagoes com geometria plana e geometria analitica; e

e a equacao de Pell nos possibilitou uma retomada e ampliacao dos estudos aritméticos
e algébricos e suas relagoes com os niimeros racionais e irracionais.

Acreditamos que a grande maioria dos contetidos e das resolugdes apresentadas
neste estudo estao dentro da realidade de compreensao dos alunos do ensino basico, princi-
palmente do ensino médio, tanto pelo entendimento e percepcao, quanto pela assimilacao
dos contetdos.

Em fungao deste trabalho, concluimos que as equacoes diofantinas lineares com
duas incégnitas sao um contetido matemaético que pode instigar a investigagao matematica,
pois possui varias situagoes-problema onde se aplica sua teoria e pode se desenvolver o
raciocinio dos educandos do ensino médio, visto que este nivel de ensino possui maturidade
e compreensao matematica suficientes, ao passo que a exigéncia aqui se restringe somente
ao dominio de assuntos que sao trabalhados no ensino fundamental. Esta conclusao esta
tao bem fundamentada, pois o proprio Enem, que é o Exame Nacional do Ensino Médio,
ou seja, uma avaliagao de extrema importancia dos educandos do ensino médio, deste ano,
trouxe uma questao sobre equagao diofantina linear com duas variaveis.

Concluimos também que as equacoes pitagoricas e seus ternos pitagoricos po-
dem ser trabalhados na geometria plana como uma extensao dos calculos dos lados de um
triangulo retangulo, bem como das areas destes tipos de triangulos, além de podermos
trabalhar na algebra os valores de uma expressao e a veracidade de uma equacao.

Concluimos ainda que a equacao de Pell pode nos auxiliar na abordagem dos
nimeros irracionais que, dos contetudos tratados neste trabalho, é o contetido menos tra-
balhado no ensino fundamental e médio. Podemos aqui trabalhar, fazendo uso das fracoes
continuas, a representacao de um nimero racional por uma sequéncia finita de inteiros, a
representacao de um numero irracional por uma sequéncia infinita de inteiros e a aproxi-
macao dos nimeros irracionais em nimeros racionais. Além disto, podemos também citar
a equacao de Pell na geometria analitica como exemplo de hipérbole e transformar outras
equacgoes deixando-as na forma da equacao de Pell, para mostrar que aquela equacao pos-
sui infinitas solu¢oes. Esta parte do trabalho é pouco mais dificil de ser tratada no ensino
fundamental e médio, pois, como foi mencionado, é um contéudo menos desenvolvido no
ensino basico.

Para finalizar, notamos que o estudo das equagoes diofantinas nos propicia o
desenvolvimento de ideias matematicas importantes, pois a medida das realizacoes das
demonstragoes construimos a Matemaética, por meio da explicagao proporcionamos a com-

preensao, através da descoberta obtemos novos aprendizados e resultados, por intermédio
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da comunicagao conseguimos o significado, mediante o desafio intelectual chegamos a
realizacao pessoal e com o auxilo da sistematizagao desenvolvemos a organizacao.

Desta forma, observamos a pouca atencao dadas atualmente nas propostas
curriculares oficiais e nos livros didaticos de matematica a exploracao das potencialidades

acima mencionadas na nossa educacao bésica.
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