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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo introdutério da teoria das equagoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem. Apresentamos alguns modelos matematicos estudados em
epidemiologia, que sao utilizados para descrever a curva de contagio de doengas contagi-
osas e, aplicamos tais modelos aos nimeros da epidemia de COVID-19 no Brasil.

Além disso, fizemos uma comparacao entre os numeros encontrados em cada modelo,
com os numeros oficiais da epidemia. Escolhemos, dentre os modelos estudados, o que
mostrou ser o mais adequado e com ele descrevemos a curva de contagio dessa doenga no
periodo de um ano e um més (06/05/2020 a 30/06,/2021).

Por fim, apresentamos as tabelas e graficos com os numeros encontrados e nossas
conclusoes.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais, COVID-19, Epidemiologia.
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Abstract

In this work we present an introductory study on the theory of first order ordinary
differential equations. We present some mathematical models studied in epidemiology,
which are used to describe the contagion curve of contagious diseases, and we apply such
models to the numbers of the COVID-19 epidemic in Brazil.

In addition, we made a comparison between the numbers found in each model, with
the official numbers of the epidemic. We chose, among the models studied, the one that
proved to be the most appropriate and with it we described the contagion curve of this
disease over a period of one year and one month (05/06,/2020 to 06/30/2021).

Finally, we present the tables and graphs with the numbers found and our conclusions.

Key words: Differential equations, COVID-19, Epidemiology.
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Introducao

As equagoes diferenciais comegaram com o estudo do calculo por Isaac Newton (1642-1727)
e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) durante o século XVII. Com o passar do tempo,
o estudo das equagoes diferenciais mostrou-se uma fonte fértil de problemas fascinantes
e importantes. Naturalmente, chamou a atencao de varios matematicos renomados, que
fizeram suas contribui¢oes. Dentre eles podemos destacar, os irmaos Jakob (1654-1705)
e Johann (1667-1748) Bernoulli, Daniel Bernoulli (1700-1782), filho de Johann, o ma-
temdatico mais prolifico de todos os tempos, Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) e Pierre-Simon de Laplace (1749-1827).

A utilizacdo de métodos matematicos para estudar a disseminacao de doencas con-
tagiosas remonta a década de 1760, quando Daniel Bernoulli fez um trabalho relativo
ao estudo da disseminacao da variola. Mais recentemente, varios modelos matematicos
foram propostos e estudados para diversas doencas diferentes.

O primeiro caso de contaminacao pelo novo coronavirus, SARS-COV2, foi identificado
em Wuhan, na China, no dia 31 de dezembro 2019. Desde entao, os casos comecaram a se
espalhar rapidamente pelo mundo: primeiro pelo continente asiatico, e depois por outros
paises da Europa.

O primeiro caso, no Brasil, foi confirmado em 26 de fevereiro 2020 e ai passamos a viver
com a repercussao nos noticiarios: o que mais se falavam eram os nimeros da pandemia,
curva de contdgio, numeros de mortos, modelos matematicos. Toda essa invasao de in-
formacoes sobre esse assunto nos despertou interesse em estudar os modelos matematicos
que podem descrever e prever com certa antecedéncia o nimero de pessoas infectadas pela
doenga.

Que modelos matematicos sao esses capazes de prever esses nimeros com certa ante-
cedéncia?

Algum desses modelos se aplica para o caso da COVID-197

Eo que pretendemos responder a partir do nosso trabalho. Para isso, faremos um es-

tudo introdutorio sobre equagoes diferenciais ordindrias e apresentaremos alguns modelos



compartimentais epidemioldgicos, a saber, os modelos SI, SIS e SIR.. Os capitulos estao
apresentados como segue:

No capitulo 1, estudamos conceitos basicos sobre a teoria das equacoes diferenciais.
Para ilustrar tais conceitos e como podem ser utilizados, apresentamos alguns exemplos.

No capitulo 2, falamos sobre o nimero reprodutivo bésico, Ry, e apresentamos treés
modelos compartimentais usados em estudos relacionados a epidemiologia, os modelos SI,
SIS e SIR. Ilustramos cada um deles através de exemplos.

No capitulo 3, aplicamos os modelos estudados aos nimeros da COVID-19 no Brasil e
comparamos os resultados encontrados. Nosso o objetivo aqui, é escolher um deles para
descrever a curva de contagio dessa doenca no periodo de aproximadamente um ano.

E finalmente, no Capitulo 4 tratamos das consideracoes finais.



Capitulo 1
Equacoes diferenciais

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre a teoria das equacoes diferenciais

e sistemas de equacoes lineares de primeira ordem.

Definicao 1.1. As equacoes diferenciais sio aquelas que contem as derivadas de uma ou

mazis varidveis dependentes em relacao a uma ou mais varidveis independentes.

Exemplo 1.2.

dv d
1. —+ Y _ s + y onde: x ey sao varidveis dependentes e t € varidvel independente.

dt dt
ou Ou

— — — =x — 2y onde: u € a varidvel dependente e x e y sao varidveis indepen-

" Or Oy

dentes

As equagoes diferenciais sao classificadas de acordo, com o tipo, a ordem e a lineari-
dade.

1.1 Classificacao pelo tipo

1.1.1 Equacoes diferenciais ordinarias

Uma equagao diferencidvel ordindria (EDO) é uma equagdo que envolve uma fungao
incégnita, sua variavel independente e derivadas da fungao incégnita e que pode ser escrita

na forma:

F(z,y(z),y (2),y"(2),... ,y(”_l)(x)) = y™(z), n > 1. (1.1)



Exemplo 1.3. Algumas equacoes diferencias ordindrias:
1. p'(x) —p(x) =0
2. y'(z)+y(z)=0
3. % + oy = €*

4o+ =24y

1.1.2 Equacoes diferenciais parciais

Uma equacao diferencial cuja funcao desconhecida depende de duas ou mais varidveis
independentes é chamada de equacao diferencial parcial (EDP).
Exemplo 1.4. Algumas equagoes diferencias parciais:

R ——)
*ox T Oy

Pu _ 2%u du
2. 0z2 — oy? _Zay

1.2 Classificacao pela ordem

A ordem de uma equacao diferencial, EDO ou EDP, é a ordem da maior derivada que

aparece na equacao.
Exemplo 1.5.

1. % + 2y = 2e” € uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem.

d3u d’u du du du\2 _ s ~ . . . .
2. ‘Tt +2y d TPyt (dx) = 0 € uma equacao diferencial parcial de terceira ordem.

1.3 Classificacao como linear ou nao linear

Uma equagao diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma:

4" dnfl
an (@) 2 + e (2)

da +~'+a1(~“€)d—y +ao(w)y = g(). (1.2)

dx

Observe que as equacoes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas propriedades:

e A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau, isto é, a

poténcia de cada termo envolvendo y é 1.

4



e Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente x.

Exemplo 1.6. Sao exemplos de equagoes diferenciais lineares:

3,/

1. 23y + xy +y = 2?
2. y" + 3y’ + 6y = sen(x)
Uma equagao diferencial que nao satisfaz a condic¢ao (1.2) é dita nao linear.

Exemplo 1.7. Sao exemplos de equagoes diferencias nao lineares:

1. x%— (3—3)4%—@/:0

E nao linear, pois a derivada da variavel dependente estd na quarta poténcia.

2. yy +2y=1+2

E ndo linear porque o coeficiente do primeiro terno depende de y

3. %—FQy:seny

E nio linear, note que tem um coeficiente seny ou seja depende de y

1.4 Solucao de uma equacao diferencial ordinaria

Defini¢ao 1.8. Uma fun¢ao y = p(x) : I — R, derivavel em I, é dita solugao de uma
equagao diferencial ordindria, no intervalo I, se ao substituirmos y por p(x) na equagado,

esta transforma-se numa identidade.

A familia de fungées y = ¢(z,c), dependente de uma constante arbitraria ¢, que
resolvem a equacao diferencial ordinaria num intervalo, denomina-se por solucao geral da
equacao diferencial ordinaria. Chama-se solucao particular, a toda fungao que se obtém
da solucao geral y = p(x, ¢), quando se atribui um valor fixo a constante ¢, isto é, a uma
fungao y = p(z,¢p), com ¢y = constante.

Vejamos a seguir alguns exemplos de solugoes de uma EDO.
Exemplo 1.9. A funcao y =2 — e € uma solucdo para a equacdao diferencial
y=2-y
no intervalo (—oo,00). De fato, substituindo na equagao diferencial temos
22— =2—-02-¢") = (2)—(e") =2-2+¢7"
= —(—ef)=¢e"

x —x

= e " =e



Portanto, a funcao y =2 —e™® € uma solucdo particular de iy’ =2 — y.

Exemplo 1.10 (Ratos do campo e corujas [1]). Considere uma populacao de ratos do
campo que habitam certa drea rural. Vamos supor que, na auséncia de predadores, a
populacao de ratos cresce a uma taxa proporcional a populacao atual. FEssa hipotese €
uma lei fisica que nao esta muito bem estabelecida, mas é uma hipotese inicial usual em
um estudo de crescimento populacional.
Se denotarmos o tempo port e a populag¢io de ratos por p(t), entdao a hipdtese sobre
o crescimento populactonal pode ser expressa pela equacgao
v _
dt

na qual o fator de proporcionalidade r é chamado de taxa constante ou taxa de cres-

D (1.3)

cimento. FEspecificamente, suponhamos que o tempo € medido em meses e que a tara
constante r tem o wvalor de 0,5 por mes. Entao, cada uma das erpressoes na equacao
(1.8) tem unidades de ratos por més.

Vamos aumentar o problema supondo que diversas corujas moram na mesma vizi-
nhanga e que elas matam 15 ratos do campo por dia. Para incorporar essa informagao ao
modelo, precisamos acrescentar outro termo a equacgdo (1.3), de modo que ela se trans-
forma em

dp

= —0.5p — 450. 14
= P (1.4)

Observe que o termo correspondente a ac¢ao do predador é —450 em vez de —15, jd
que o tempo estd sendo medido em meses e do que precisamos € a taxa predatoria mensal.
Agora vamos encontrar solugoes dessa equagao.

Para resolver a equagao (1.4), precisamos encontrar fungoes p(t) que, ao serem subs-
tituidas na equagao, transformam-na em uma identidade obvia. Eis um modo de proceder.

Primeiro, coloque tal equacdo na forma

dp  p—900

Lr_r 7" 1.5

dt 2 (15)
ou, se p # 900,

dp/dt 1

p—900 2

Pela regra da cadeia, a expressao a esquerda do sinal de igualdade na equacao acima

¢ a derivada de In|p — 900| em relagao a t. Portanto, temos
1
In |p —900| = / §dt.
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Entao, resolvendo a integral, obtemos
t
In|p —900| = §+c.
Logo, aplicando a exponencial, vemos que
|p _ 900| — et/2+c — ecet/Q
o
p — 900 = +e%!/?

e, finalmente,

p =900 + Ce'/? (1.6)

na qual C = +e° €, também, uma constante (nao nula) arbitrdria.

Note que a fungdo constante p = 900 também € solugdo da Eq. (1.5) e estd contida
na expressao (1.6) se permitimos que C' tome o valor zero.

Encontramos uma infinidade de solugoes da equagdo diferencial (1.4), correspondendo
a infinidade de valores possiveis que a constante arbitrdaria C pode assumir na equacao
(1.6).

Isso € tipico do que acontece quando se resolve uma equacgao diferencial. O processo de
solugao envolve uma integragao, que traz consigo uma constante arbitraria, cujos valores
possiveis geram uma familia infinita de solugoes. Com frequéncia, queremos focar nossa
atencao em um unico elemento dessa familia infinita de solugoes, especificando o valor
da constante arbitrdaria.

Na maior parte das vezes, isso € feito indiretamente, através de um ponto dado que
tem que pertencer ao grdfico da solugao. Por exemplo, para determinar a constante C' em
(1.6), poderiamos dar a quantidade de elementos na populagio em determinado instante,
tal como 850 elementos no instante t = 0. Em outras palavras, o grdfico da solucao tem

que conter o ponto (0,850). Simbolicamente, essa condi¢ao pode ser expressa como
p(0) = 850. (1.7)

Substituindo, os valores t = 0 e p = 850 na na equagao (1.6), obtemos 850 = 900 + C.

Logo, C' = —50 e, inserindo esse valor em (1.6), obtemos a solugcdo desejada, a saber,
p =900 — 50e"/2.

7



Tal condi¢ao adicional (1.7) usada para determinar C' é exemplo de uma condi¢ao
inicial. A equagao diferencial (1.4) junto com a condigao inicial (1.7) forma um problema

de valor inicial.

O exemplo anterior serve de motivacao para a proxima secao.

1.5 Problema de valor inicial de primeira ordem

Um problema de valor inicial de primeira ordem (PV), consiste em uma equagao dife-
rencial primeira ordem, juntamente com uma condicao inicial da fun¢ao incégnita num
determinado ponto.

Uma solugao de um PV'[ num intervalo I contendo xy é uma fungao y(x) que satisfaz
nao sé a equacao diferencial dada, mas também a condigao inicial.

Formalmente, definimos um (PVI) pelas equagoes:
L = flzy)
y(xo) = o

onde xy € I e yy é uma constante dada.
Veremos a seguir um resultado que garante a existéncia e unicidade de solugao para

um problema de valor inicial de primeira ordem.

Teorema 1.11. Considere o problema de valor inicial

dy
y(z0) = Yo

Se as fungoes f e g—i forem continuas em um retangulo R = {(z,y) ER|a<x <bec<y<d}
o qual contem o ponto (zo,yo). Entdo o PVI tem uma inica solu¢ao em algum intervalo

Tg— €< x < xo+ €, onde e € um numero positivo.
Demonstragao. Ver Teorema 2.4.2 em [1]. O

Exemplo 1.12. Vamos aplicar o Teorema 1.11 ao problema de valor inicial
dy 322 + 4 + 2
dx 2(y —1) . (1.8)
y(0) = -1



Note que,

fo.y) 3z% + 4 + 2 N (9f< ) 322 + 4x + 2
T,Y) = iy = - 2
2(y — 1) Oy 2(y — 1)?
Assim, cada uma dessas funcdoes € continua em toda a parte, exceto na reta y = 1.

Portanto, podemos desenhar um retangulo em torno do ponto inicial (0, —1) no qual ambas
as funcoes f e ? sao continuas. Logo, o Teorema 1.11 garante que o problema de valor
wmictal tem uma unica solucdo em algum intervalo em torno de x = 0. No entanto,
embora o retangulo possa ser esticado indefinidamente para x positivo e negativo, isso
nao significa, necessariamente, que a solucao existe para todo x.

A equagao diferencial (1.8) pode ser escrita
2(y — 1)dy = (32* + 4z + 2)dx.

Integrando a expressao a esquerda do sinal de igualdade em relagcao a y e a expressao a

direita em relacao a x, obtemos
y? — 2y =2 +22% + 21 + ¢,

em que ¢ € uma constante arbitrdria. Para determinar a solugao que satisfaz a condi¢do
wmictal dada, substituimos x = 0 e y = —1 na equagao acima, encontrando ¢ = 3. Por-

tanto, a solu¢ao do PVI é dada implicitamente por
2 _ .3 2
Yo — 2y =a” + 22" + 22 + 3. (1.9)

Resolvendo a equagdo (1.9) para y em fungao de xz, temos

y =14 Va3 4222 + 22 + 4. (1.10)

A equagdo (1.10) nos fornece duas solugdes, mas somente uma satisfaz a condi¢ao inicial,

a saber, a solucio y = 1 — /a3 + 222 + 2x + 4. Deste modo, obtemos a solucao do PVI:

y=0¢(x)=1— Va3 + 222+ 22 + 4.

Finamente, para que a expressao dentro da raiz seja positiva devemos ter x > —2. Logo,

a solugcao so existe para x > —2.

A seguir vamos estudar alguns métodos para resolver equagoes diferenciais ordinérias.



1.6 Equacoes de variaveis separaveis

A equacao diferencial

dy

é dita separdvel se podemos escrever f(z,y) como o produto de uma funcdo g(x), que
depende apenas de x, e uma funcdo p(y), que depende apenas de y. Isto é,

Y b)) (L.11)

Vamos desenvolver um método para resolver e equagao (1.11). Inicialmente, observa-

mos que se p(y) = 0, tal equagao reduz-se a
dy

5=

e integrando ambos o lados de (1.12), obtemos a solu¢ao constante y(x) = c.

0 (1.12)

Com o objetivo de encontrar solu¢oes nao constantes, vamos pedir que p(y) # 0. Neste
caso, multiplicando a equagao (1.12) por h(y) = ——, podemos reescrevé-la da seguinte

p(y)

maneira

h(y)dy = g(x)dx. (1.13)
Portanto, separamos as variaveis, pois tudo que depende de y estd de um lado da

equacao e o que depende de x estd do outro. Agora, podemos integrar ambos os lados de
(1.13) e obtemos

H(y) = G(z) + ¢ (1.14)

onde H(y) e G(x) satisfazem de H'(y) = h(y) e G'(x) = g(z). A equacdo (1.14) é chamada
de solugao geral da EDO (1.11).

Exemplo 1.13 (Decaimento ou crescimento exponencial). O decaimento ou crescimento
exponencial € modelado pela equacdo diferencial y' = ky, k € R. Se a constante real
k > 0, teremos crescimento e se k < 0, teremos decaimento. Vamos resolver tal equag¢ao

separdvel. Primeiramente, separamos as varidveis:

d
Y _ kda.
y

Integrando ambos os lados da equacao acima em relacao a x, temos

d
/—y:/kdx = Inly|=kzx+c
)

= y =t

kz+-c

Portanto, y = e € a solucao geral.
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1.7 Equacoes diferenciais lineares de primeira ordem

Uma EDO de primeira ordem ¢ linear se pode ser escrita na forma:

dy

Lt )y = aa). (1.15)

Se a funcao ¢(x) = 0, dizemos que é uma EDO de primeira ordem linear homogénea,
caso contrario, linear nao-homogénea.

Um fator integrante para uma EDO ¢é uma fungao u(z,y) tal que a multiplicagao da
equagao por u(x,y), fornece uma outra equacao em que cada lado pode ser identificado
como uma derivada com respeito a x.

Com a ajuda de um fator integrante apropriado, ha uma técnica padrao para resolver
as chamadas EDQO’s de primeira ordem lineares.

Precisamos determinar uma fungao u(z) tal que, ao multiplicar todos os termos da
equacao Z—i + p(z)y = q(x) por u(x) sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

dy

u(e) 2+ u(@)pl(e)y = ula)a(e) ¢

u(z)p(x) =u'.

Segue que (u(z)-y(x)) = u(x)q(z) e portanto, supondo u(z) # 0, obtemos

y(z) = —— </ w(@)q(x)de + c) | (1.16)

Para determinar a fungao u(x) basta notar que

u@p() =o' > = u@p()
du

u

Inu = /p(a:)da:—l—c.

Tomando ¢ = 0 e isolando u temos
u(z) = el po)de
Portanto, substituindo tal fator integrante em (1.16) temos que
y(x) = e~ [ ple)dz (/ efp(w)d”:q(x)dx + c)
é solucao geral da EDO (1.15).
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Exemplo 1.14. Para resolver a equagdo diferencial

d
x—y+y+4:0
dz

primeiro vamos dividi-la por x a fim de obter a forma padrao. Temos,

dy+1 4
dr 20T %
Prossequimos fazendo
dy 1 —4u(z)
u(e) 2t ul) y =
u(z) Y
x

e pel j teri te, t d —1 — el 2% Portant
p@ (0] que vVIMoSs anteriormen 6, omanao p(ﬂ?) =z S@gUG q’LL@ U =e’ =z . ortan 0,

Agora, substituindo u(z) =z e q(z) = = em y(z) = — ([ u(z)q(z)dz + ¢) temos

y(z) =

I
QI+~ 8|~ 8|k

y
|

B

oY
S

+

o
~__

I
|
I
+
o8

Portanto y = £ — 4 ¢ a solugao da equagao diferencial

d
x—y+y+4:().
dx

Existem varios métodos para encontrar solugoes de equacoes diferenciais, mas os que

utilizaremos neste trabalho sao apenas os dois apresentamos. Por este motivo, vamos

nos restringir a tais métodos. Na proxima secao vamos estudar um pouco da teoria de

sistemas lineares de primeira ordem e relembrar alguns resultados da algebra linear.

1.8 Sistemas de equacoes diferenciais

Existem muitos problemas fisicos que envolvem diversos elementos separados associados

de alguma forma. Por exemplo, circuitos elétricos tém essa caracteristica, assim como

12



problemas em mecanica, problemas em epidemiologia e em outros campos. Nesses e em
casos semelhantes, o problema matematico correspondente consiste em um sistema de duas
ou mais equacoes diferenciais, que sempre podem ser escritas como equacoes de primeira
ordem. Vamos estudar, neste capitulo, sistemas de equagoes de equacoes diferenciais, em
particular, sistemas de primeira ordem. Apresentaremos as principais nogoes e alguns
exemplos dos varios tipos de sistemas.

Uma razao pela qual os sistemas de equacoes de primeira ordem sao particularmente
importantes é que equagoes de ordem maior sempre podem ser transformadas em tais
sistemas.

Vamos comecar nosso estudo ilustrando tal processo através de um exemplo.

Exemplo 1.15. O movimento de um determinado sistema massa-mola € descrito pela

sequinte equacao de sequnda ordem
u +0,125u0 +u =0

Inicialmente vamos escrever esta equacao como um sistema de equacgoes de primeira or-
. ’ ~ ’ , . " /
dem. Consideremos x1 = u,x9 = u entao xr; = Ty. Além disso, como u = x, vamos

. . ’ " .
substituir u,u e u na equacao e obtemos:
!/
Ty +0,12529 + 21 = 0.
Sendo assim, T, e x9 satisfazem o sequinte sistema de equagoes de primeira ordem:

Ty = —x1 — 0,125,

Desta forma, reduzimos a ordem da equacdo e a transformamos num sistema de equacgoes

de primeira ordem.

Para transformar uma equacao arbitraria de ordem n

y™ =F (t, Y Y Y s ,y("‘1)>

em um sistema de equacoes de primeira ordem, basta apenas estendermos o exemplo

P . ., . / _
inicial e definirmos as varidveis @1, o, Tg, -+, Tn POT T =Y, To =Y , -+, T = y™ 1),

13



Portanto,

SL’/2 = I3
1‘; = T4
e da equacao
yt =F(t,y,y,y ,---,y("‘1)>
resulta
:U;1 = F(t,x1,20,...,2,).

Tais equagoes sao casos especiais de sistemas mais gerais do tipo

(

:I:llel(t,xl,:icg,...,xn)
Ty = Fy(t,x1, T, ..., Tn

L ol 2 ) (1.17)
x;:Fn(t,ml,xQ,...,xn).

\
Dizemos que um sistema como este, contendo n equacoes de primeira ordem, é um
sistema de primeira ordem.
O sistema (1.17) terd uma soluc¢do no intervalo I : o < t < f se existir um conjunto

de n funcoes

Ty = ¢1(t)7 To = ¢2(t)7 Tty Tp = ¢n(t> (1'18)

diferenciaveis em todos os pontos do intervalo I, de modo que satisfacam o sistema de
equacoes em todos os pontos do intervalo.

Além dos sistemas de equacoes diferenciais, podemos ter condicoes iniciais da forma
_ .0 _ .0 _ .0
z1(to) = x}, xa2(t) = xy, -+, xu(ty) =, (1.19)

sendo to um valor especificado de ¢ no intervalo I e 29, - - - | 22 sdo nimeros dados. A juncao
das equagoes diferencidveis do sistema 1.17 e as condigoes iniciais em (1.19) formam um
problema de valor inicial.

Consideremos novamente o sistema de equacoes 1.17, se cada uma das funcgoes Fi, ..., F},
forem funcoes lineares das variaveis dependentes x4, ..., x, entao o sistema de equagoes

¢ denominado por sistema linear. Caso contrario, sera nao-linear.
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Uma solugao (1.18) pode ser vista como um conjunto de equagoes paramétricas em um
espago de dimensao n. Para um valor de t dado, as Equagoes (1.18) fornecem valores para
as coordenadas zq, - - - , x, de um ponto no espago. A medida que t varia, as coordenadas,
em geral, também mudam. A colecao de pontos correspondentes para a < t < (8 forma
uma curva no espago. Muitas vezes, € 1til pensar na curva como a trajetéria ou o caminho
percorrido por uma particula movendo-se de acordo com o sistema de equagoes diferenciais
(1.17). As condigbes iniciais (1.19) determinam o ponto inicial da particula em movimento.

As condigoes a seguir sobre FY, Fy,--- , F,, facilmente verificadas em problemas es-
pecificos, sao suficientes para garantir que o problema de valor inicial (1.17), (1.19) tenha

uma solucao unica. Temos o seguinte teorema.

Teorema 1.16. Se as funcoes Fi, Fy,--- | F,, e suas derivadas parciais 3—2, e ,%, s
%, e ,% sao continuas numa regiao R do espaco txixs---x,, definida por
a<t< B <z <Bi, 0, < Ty < By, e suponha que o ponto (tg,xY,--- V)
estd em R. Entdo, existe um intervalo |t — to| < h no qual existe uma unica solugdo
x1 = @(t), -+ ,xy = On(t) do sistema (1.17) que também satisfaz as condigoes inicias
(1.19).

Demonstragao. Ver Teorema 7.1.1 em [1]. O

Exemplo 1.17. Considere o sistema de equacoes diferenciais lineares homogéneo

¥=x+y
y =3xr—vy.
Temos que sua solugcao geral € dada por:

r = 01€2t+026_2t
y = Cre* —3Ce

com Cy, Cy constantes reais arbitrdrias. De fato, substituindo as expressoes no sistema

obtemos

(L’l = (C1€2t + CQG_Qt)/
= 20162t - 2026_2t
= 01€2t + 0267% + 01€2t — 30267%
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y = (Cre* —3Cye Y
= 20Ce* 4 6Cye
= 3(C1e* + Cye ) — (Cre* — 3Cye™)
= 3z —v.

No proximo capitulo apresentaremos alguns modelos matematicos compartimentais
usados em epdemologia para estudar o comportamento da disseminacao de doengas con-

tagiosas.
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Capitulo 2
Modelos de evolucao de epidemias

Muitos modelos matematicos estao sendo propostos e estudados para diversas doencas
diferentes, os chamados modelos compartimentais. Recebem esse nome devido ao fato da
populagao ser dividida em compartimentos, que indicam em qual estado se encontra o
individuo.

Neste capitulo, iremos estudar alguns modelos matematicos usados em Epidemiologia.
Nosso objetivo é verificar se algum destes modelos pode ser usado para descrever a curva
de contagio da covid19 no Brasil.

Antes de comecar nosso estudo, temos as seguintes hipdteses:

1. Vamos supor que a populagao divide-se em trés subpopulagoes.

(a) Individuos Infectados - I(t): sao portadores da doenga e podem transmiti-la

de forma direta ou indiretamente

(b) Individuos Suscetiveis - S(t): sao aqueles que podem adquirir a doenga quando

entram em contato com os individuos infectados.

(¢) Individuos Removidos - R(t): sado aqueles que foram infectados, mas nao sao
mais portadores da doenga, por motivo de isolamento, cura (adquirindo ou nao

imunidade) ou morte.

2. Vamos supor que no momento que contrair a doenca, o individuo suscetivel se torne
transmissor. Esta hipotese nao leva em consideracao o periodo de incubacao do

individuo.

3. Nao vamos considerar variacoes na populacao, nem por nascimentos, nem por obitos

decorrentes de outras causas.
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2.1 Numero Reprodutivo Basico R

Um parametro importante na epidemiologia ¢ o niimero reprodutivo bésico Ry, ele ca-
racteriza o numero de individuos infectados por um tinico individuo durante todo o seu
periodo infeccioso, em uma populacao totalmente suscetivel. Em se tratando da dinamica
corpérea interna do hospedeiro, Ry indica a quantidade de células recém contaminadas
produzidas por células infectadas durante sua vida 1til, assumindo que as outras células
sdo todas suscetiveis [8].

Originalmente, tal conceito foi desenvolvido para estudos demograficos, sendo definido
como o numero esperado de individuos secundarios produzidos por um individuo ao longo
de sua vida, ou seja, caracteriza o sucesso reprodutivo de um membro de determinada
espécie [9]. Agora é amplamente utilizado no estudo de doengas infecciosas e, mais re-
centemente, em modelos de dinamica de populacao hospedeira. O numero reprodutivo
bésico é considerado por Heesterbeek e Dietz uma das mais importantes e valiosas ideias
trazida pelo pensamento matemaético a teoria epidémica [12].

Com base na definicao, fica evidente que quando Ry < 1, cada individuo infectado
produz, em média, menos de um novo individuo infectado e, portanto, prevemos que
a infeccao serd eliminada da populagao. Se Ry > 1, entao cada individuo infectado
contamina, em média, mais de um individuo suscetivel. O que causa um alastramento da
doenca na populacao de hospedeiros e, dependendo do valor, pode tornar-se epidémica
e, eventualmente, pandémica. Caso Ry = 1, a doencga persiste endemicamente, porém de
forma instavel na populacao, podendo causar epidemias, persistir ou se extinguir.

Este comportamento de limite é o aspecto mais importante e util do conceito Ry.
Em uma infeccao endémica, podemos determinar quais medidas de controle, e em que
magnitude, seriam mais eficazes para reduzir R, abaixo de um, fornecendo orientacoes
importantes para iniciativas de satide publica. Vale destacar que, em programas de va-
cinagdo, nao é necesséario vacinar 100% da populagao para se erradicar uma doenga, basta
uma quantidade suficiente de pessoas, de modo a manter o Ry < 1.

Neste trabalho, consideraremos o parametro Ry dado pela razao %, onde o e  sao
constantes chamadas, taxa de infeccao e taxa de remogao, respectivamente. Os significa-

dos de tais constantes apresentaremos a frente.
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2.2 Modelo SI

O modelo ST (Suscetivel - Infectado) é considerado o mais simples dos modelos comparti-
mentais. Neste modelo a populacao é dividida em apenas duas subpopulacoes, suscetiveis
e infectados. Considera-se os individuos nascidos sem imunidade e, uma vez infectados,
permanecem assim ao longo da vida, portanto, serao portadores e transmissores eternos
da enfermidade.

Tal modelo é adequado para descrever o comportamento de doencas virais como a
AIDS e a Herpes [4].

Suporemos aqui que a transmissao da doenca acontece pelo contato entre os individuos
infectados e os suscetiveis, e o niimero de contatos é proporcional ao produto S por I.

Para descrever a variagao de individuos infectados temos o seguinte PVI

dl
— =aS]
at
(2.1)
1(0) = I
no qual consideramos que no instante ¢ = 0, existe uma quantidade [, de membros

infectados e pedimos o > 0. Tal constante « serd chamada taxa de transmissao da doenca,

definida pelo nimero médio diario de novos infectados por cada pessoa ja infectada.

S aSI I I

Diagrama do modelo SI.

Como nao estamos considerando variagoes populacionais, a populacao N permanece
constante e N = [ + 5. Substituindo S = N — [ em (2.1), obtemos

dr

— =al(N-1I
o = od( )

(2.2)

Note que, a equagao diferencial em (2.2) é separavel. Para resolvé-la procedemos como

/%:a/dt (2.3)
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Vamos resolver a integral do lado esquerdo da equagao pelo método das fragoes parciais,

dl A B
/I(N—]) _/TdIJF/N—]d]

1 _A+ B
IIN-I) I N-I

escrevendo

temos que,

Colocando todas as fragoes acima num mesmo denominador fica

1 (N —IA+ BI

I(IN—-1)  I(N-1)

e assim, para termos a igualdade basta que

NA=1
B—-A=0.

Resolvendo o sistema encontramos que A = B =

dI 1 (1 1 1 1 1
Y i+~ ——dl==ImI——W(N-1I
/[(N—[) N/Id+N/N—Id vl =y ind ) e

Entao, da equagdo (2.3) segue que

1
V-

In/+In(N—1I)+cN=Nat+N,
renomeando as contantes e usando as propriedades do logaritmo, obtemos
1
In m = Nat + C1.

Dai,

Nat+cq

= €

— OeNat

I = (N—-1CeN™
[+1CeN = NCeM
I(14Ce™) = NCeMN

onde C = e“.
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Portanto, a solucao geral da equacao é dada por

NC

It) = C + e Nat’

Aplicando a condi¢ao inicial 7(0) = Iy na solugao geral, temos

NC NC
10) = ———=> 1= ——
(0) C + e Ned T C+1
a assim, encontramos
Io
C =
N — Iy

Substituindo o valor de C' dado acima em (2.4), fica

N(lo/(N = L))
(Io/(N = Io)) + e~ et

I(t) =

Equivalentemente,

NI

I(t) = .
( ) I() + (N — Io)e_Nat

(2.4)

(2.5)

que ¢ a solucao da equacao que descreve a variacao da populagao de membros infectados.

Vale destacar que quando t — +00, o termo e~V — (. Portanto,

lim I(t) = N.

t—+o0

Podemos concluir entao, que a populacao ficard completamente infectada, independente

da quantidade de infectados no inicio epidémico (Ip).

Exemplo 2.1. Considerando uma populagcao de N = 200 pessoas, com Iy = 1 individuo

infectado por uma doenca com taxa de transmissao o = 0,001. Vamos aplicar o modelo

ST e observar seu comportamento.

Substituindo N, Iy e o na Equagdo (2.5), temos:

B 200
14 199.¢702t"

I(t)

Podemos esbocar o grifico para analisar o comportamento da curva.
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Neste exemplo, consideramos uma taxa de infeccdo muito pequena e mesmo assim a

doenga atingiu toda a populagao suscetivel.

2.3 Modelo SIS

O modelo SIS (Suscetivel - Infectado - Suscetivel) é utilizado para descrever doengas nas
quais os individuos suscetiveis a adquirem, ficam infectados, e, apds a recuperacao, nao
adquirem imunidade, voltando para o grupo dos suscetiveis novamente. Portanto, tal
modelo é apropriado para estudar enfermidades nas quais ocorrem infeccoes reincidentes,
por exemplo, o resfriado comum e a dengue.

Dividiremos a populacao em trés subpopulagoes, suscetiveis, infectados e suscetiveis.
O individuo suscetivel torna-se infectado, uma vez infectado este nao adquire imunidade
e volta novamente a subpopulacao dos suscetiveis.

De modo anélogo ao que fizemos no modelo SI, vamos supor que a infecgao se da pelo
encontro entre pessoas suscetiveis e infectadas, e o nimero de contatos é proporcional ao
produto S por I. Assim, a variacao de individuos suscetiveis em relacao ao tempo pode
ser modelada por aS1.

Vamos supor também que o ntimero total de individuos contaminados que se recu-
peram é proporcional a populacao infectada, portanto, temos que o retorno a classe de
suscetiveis serd modelado por SI. O parametro S é denominado taxa de recuperacao, e se

refere a movimentacao de individuos do grupo de infectados I novamente para o grupo de
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suscetiveis S. Podemos considerar 5 = %, em que r é o tempo que o individuo permanece
infectado, antes de se recuperar e passar novamente para a classe de suscetiveis [3].
Portanto, é razoavel supor que a equacgao diferencial que representa no nimero de
infectados sera:
I'=aSI - BI.

Como a populacao N é constante com N = S + I, temos que
N =(S+1I)=0.

Segue que, equagao diferencial que governa a variagao do nimero de individuos suscetiveis
¢é dada por:
S' = —aSI + BI.

Logo, o modelo SIS pode ser descrito pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais.

dS
— = —aST I
7 aSI+
(2.6)
dI
—_— = I —p31
7 asS 15}

onde a, 8 > 0.

aSI s

5 I 1
< p

Diagrama do modelo SIS.

A solucéo analitica da equagao diferencial ordindria em 2.6 é apresentada em [7], dada

por:

I(t) = V() | (2.7)
) e

Logo, como S(t) = N — I(t), obtemos

N(1—RAO)
St)=N — - (% (1_%0> _1> o—(Ro—1)Bt
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Analisando a equagao (2.7), podemos observar que, quando t — 0, I(t) — Iy e S(t) —
N — Iy. Fazendo t — o0, temos I(t) — N (1 — R%)), portanto, temos as seguintes
conclusoes:
Se Rog > 1 a curva de contagio tende crescer portanto, estado epidémico.
Se Ry < 1 a curva de contagio tende descer portanto, estado nao epidémico.

Se Rg = 1 a curva de contagio tende a manter estavel portanto, estado endémico.

Para ilustrar nossa conclusao vamos tomar alguns exemplos:

Exemplo 2.2. Vamos considerar uma comunidade de N = 200 pessoas, com Iy = 1

indiwiduo infectado por uma doencga com taxa de transmissao o = 0,35 e tara de recu-

0,35
0,07

observar o comportamento da curva de contdgio.

peracao B = 0,07. Sendo assim, temos Ry = = 5. Vamos aplicar o modelo SIS e

Substituindo N, Iy e Ro na equagdo (2.7), temos:

160
T 14 159e028°

I(t)

Esbocgando o grafico da fungao, observamos que a curva do nimero de infectados cresce.

O que ja era esperado pois Rg > 1.
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Exemplo 2.3. Vamos considerar agora uma comunidade de N = 200 pessoas, com Iy =

40 individuos infectados por uma doenca com tazxa de transmissio o = 0,056 e taza de
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recuperacao [ = 0,07. Portanto, temos Ry = 0,8 < 1. Nowvamente, vamos aplicar o
modelo SIS.
Substituindo N, Iy e Ry na equagdo (2.7), temos:

—50
1 — 260,0141:'

I(t) =

Neste caso, o grafico da funcao mostra que a curva do nimero de infectados decresce.
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2.4 Modelo SIR

O modelo SIR (Suscetivel - Infectado - Removido) foi proposto em 1927 por kermack e
Mckendrick em um conjunto de trés artigos (de 1927, 1932 e 1933). Este representou um
marco inicial no desenvolvimento de modelos matematicos que descrevem a propagacao
de doencas em situagoes epidémicas. Tal modelo é indicado para o estudo de infecgoes
que, apds a recuperacao, conferem imunidade completa ou, no caso de doencas letais,
morte.

A dinamica da populacao sera dividida em trés subpopulagoes, suscetiveis, infectados

e removidos. Sendo N o tamanho da populacao, temos que
N=S+I1+R.

Além disso, existem casos de transicao entre as subpopulagoes citadas acima. Defini-

mos a seguir:
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S .
e — a taxa de mudanca de suscetiveis;

dt

° pr a taxa de mudanca de infectados;

R
° o a taxa de mudanga de removidos.

A remocao de membros do grupo de infectados acontecera quando este se recuperar
da doenca, tornando-se imune permanentemente, ou vindo a ébito.

Temos as seguintes hipdteses:

1. De modo analogo ao modelo SIS, a razao de variacao da populacao removida é

proporcional a populagao infectada, portanto, representada por SI. Logo,
R = BI.

O parametro § é denominado taxa de recuperacao, e se refere a movimentagao
de individuos do grupo de infectados I para o grupo de removidos R. Podemos
considerar § = %, em que r é o tempo que o individuo permanece infectado antes

de passar para a classe de removidos, seja por recuperac¢ao ou morte [3].

2. Como nos dois modelos anteriores, a razao de variacao da populacao suscetivel é
proporcional ao niimero de encontros entre as populacoes suscetivel e infectada. Tal
constante de proporcionalidade seré a taxa de transmissao «. Portanto, a equacao

que governa a variagao do nimero de infectados é dada por

I'=aSI - BI

. oL | | BL | &

Diagrama do modelo SIR.

Como a populacao N é constante, temos que

N =(S+I+R)=0.
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Substituindo na equacao acima I’ e R/, podemos encontrar S’:
S = —aSI.

Logo, obtemos o sistema de equacoes diferenciais que representa o modelo SIR:

(dS

22 _aST

7 asS

dI

al _ 2.8
<dt aSI — BI (2.8)
dR

(o =8

A solucao do sistema das equacoes diferenciais acima na forma analitica é de obtencao
bastante trabalhosa e foge ao escopo deste trabalho. Por isso, ao trabalharmos com tal mo-
delo faremos uso do Excel para encontrar solugoes numéricas particulares. Substituimos
N, a, (8 nas equacgao do sistemas e colocamos cada uma delas em células distintas no
programa. Fazendo iteragoes sucessivas a partir de [, conseguimos obter uma tabela com
os valores de I, S e R. Utilizando tais valores conseguimos esbocar os graficos.

Para ilustrar tal processo vamos apresentar dois exemplos:

Exemplo 2.4. Considerando N = 200, Iy =1, a = 0,35, 8 = 0,07, e assim, Ry = 5.

Utilizando o Fxcel para aplicar o modelo SIR obtemos:
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Pelo gréafico podemos observar que quando Rg > 1, a curva cresce atingindo um valor

maximo, depois comeca a cair a medida a populacao vai sendo removida.

Exemplo 2.5. Tomando N = 200, Iy =40, a = 0,2, § = 0,4, e sendo assim, Rqg =0, 5.

Novamente, aplicando o modelo SIR através do Fxcel, temos:
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Note que, como Ry < 1, a curva de infectados é decrescente.

28



Capitulo 3

Estudo da propagacao da COVID-19

no Brasil através dos modelos SI,

SIS e SIR

Neste capitulo vamos usar os dados reais da epidemia do coronavirus no Brasil, obtidos em

2], para verificar qual dos modelos dentre os estudados no Capitulo 2, melhor descrever

a curva de contagio dessa doenca.

A tabela a seguir contém os numeros da epidemia no Brasil, dados semanalmente,

desde o primeiro caso confirmado da doenca. Na primeira coluna temos o dia em que

foram coletados os dados que aparecem na mesma linha, na segunda coluna estao os

valores da variavel ¢t que utilizaremos nas funcgoes, na terceira o nimero acumulado de

infectados, na quarta o nimero acumulado de mortes, na quinta o nimero acumulado de

recuperados e na sexta coluna o nimero de casos ativos da doenca.

Data ; Namero de | Numero Namero de Casos
infectados Meortes | Recuperados | Ativos
26/02/2020( -10 1 0 0
04/03/2020 -9 0 0 3
11/03/2020 -8 53 0 0 53
18/03/2020 -7 514 4 0 510
25/03/2020 -6 2.566 59 27 2.480
01/04/2020 -5 6.931 244 78 6.603
08/04/2020 -4 16.258 826 796 14.636




15/04/2020 -3 29.019 1.760 4273 22 986
22/04/2020 = 460.423 2941 B.5594 34 888
29/04/2020 -1 79799 5.537 16.206 58.056
06,/05/2020 Q 126.957 8.597 29175 B9.1B5
13/05/2020 1 151.040 15.281 62.543 115.216
20/05/2020 2 2594 624 19.059 112.074 163.491
27/05/2020 3 415.366 25.705 190.847 195 814
03/06/2020 4 589.048 32.667 306.346| 250.035
10/06/2020 5 FI7.707 39.824 415545 322 338
17/06/2020 6 961.230 46.707 523.450| 391073
24/06/2020 7 1.195 288 53.955 663.155| 478178
01/07/2020 8 1.4559.494 60.878 5930.362 468254
08/07/2020 9 1.722.098 658.126 1.146.728| 507244
15/07/2020 10 1973933 75.604 1.367.648| 530681
22/07/2020 11 2.237.229 B2.959 1.620.315 533.957
29/07/2020 12 2559132 90.259 1.930.579| 538.204
05/08/2020 13 2.868.616 97.519 2.193.786| 577311
12/08/2020 14 3.173.107 104 3593 2506448 562266
19/08/2020 15 3.465 378 111 263 2B801931| 552184
26,/08/2020 16 3.726.431 117 839 3.0682447| 526145
02/09/2020 17 4.005.611 123972 3.393.078| 4B8.561
09/09/2020 18 4 205 877 128.752 3.611.632| 465493
16/09/2020 19 4475541 134 248 3.B53.829| 487464
23/09/2020 20 4.631.915 139.169 4.070.985 421.763
30/09/2020 21 4.751.616 142 238 4.197.372] 412006
07/10/2020 22 5.006.206 148.379 4458274 399553
14/10/2020 23 5.146.543 151.884 4.626.943 367.716
21/10/2020 24 5.304.593 155.536 4785118 363939
28/10/2020 25 5.473.540 158.556 48947777 367207
04/11/2020 26 5.594.058 161.246 5.078.162 354 650
11/11/2020 27 5.752.474 163.4596 2.222.937| 366.041
18/11/2020 28 5.951.281 167.568 5.383.385 400.328
25/11/2020 29 6.171.380 170871 5.234.010| 466.499
02/12/2020 30 0.442. 425 174.632 2.759.294| 508499
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09/12/2020 3l 6.736.358 1759.134 2.970.320{ 586.904
16/12/2020 32 7.048.347 183.954 6.239192| 525.201
23/12/2020 33 7.372.614 189.375 6.318.805( 664434
30/12/2020 34 7.626.563 194.056 6814092 518415
06/01/2021 35 7.882.143 159.161 7.033.286] 649606
13/01/2021 36 B.265.116 206.1539 7.348.189| 710.788
20/01/2021 37 8.647.962 213.024 7624 849 B10.08D
27/01/2021 38 9.007.244| 220363 7964176 B22.705
03/02/2021 39 9.347.703 227731 B.313.044| B06.928
10/02/2021 40 9.669.883 235.081 8.616.2B2| 818520
17/02/2021 41 9.986.325 242.313 8942 046| B01.966
24/02/2021 42 10.334.034| 250.236 0.214.337| 870.061
03/03/2021 43 10.731.070| 259.576 9548315 923179
10/03/2021 44 11.217.531 271.140 5.921.994| 1024397
17/03/2021 45 11.709.475 285.328 10.327.440) 1.096.707
24/03/2021 46 12.238.343 301.390 10.750.131| 1.186.822
31/03/2021 47 12.763.392 322.138 11.181.371] 1259 883
07/04/2021 48 13.208.715 341.396 11.610.627| 1.256.692
14/04/2021 45 13.688.024| 362444 12.052.283| 1273 297
21,/04/2021 50 14134.150( 381.971 12.436.210] 1.315969
28/04/2021 51 14534 482 398.637 12.854.947] 1280898
05/05/2021 52 14947580 414911 13.254.660] 1.278.009
12/05/2021 53 15.375.850| 428.574 13.627.986| 1.317.290
19/05/2021 54 15 827.375 442.1356 14.045.321] 1339918
26/05/2021 55 16.285.550| 454.897 14 310.683] 1519970
02/06/2021 56 16.733.079 468.086 14 765.156| 1.499.837
09/06/2021 57 17.134.623 479.950 15.154.101] 1500522
16/06/2021 58 17.639.297 4594113 15.587.562| 1.557.622
23/06/2021 59 18.180.808 507 488 16.009.391] 1663929
30/06/2021 60 18.570.296 513.488 16.306.372| 1745436

Figura 3.1: Tabela de dados semanais da COVID-19 no Brasil.

Nas analises que faremos a seguir, consideramos a populagao do Brasil igual a 200

milhoes de habitantes, isto é, N = 200 milhoes.
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3.1 Modelo SI

Vamos comecar com o modelo mais simples, o modelo SI. Neste caso, para descrever
a variacao de individuos infectados propoe-se o seguinte PVI, o qual considera que no

instante ¢t = 0, existe uma quantidade I, de membros infectados.

dl
(3.1)

1(0) = I

onde a > 0 é a taxa de transmissao da doenca.

Em (2.4) temos que a solugao geral da equacao diferencial acima é dada por

~ NC

- C + e—Nat’
Usando os dados da Tabela 3.1, podemos calcular o parametros C' e . Tomando

1(0) = 89.185, o nimero de infectados ativos no dia 6 de Maio de 2020, temos:

I(t) (3.2)

200.000.000C

————— = §9.185

C 4+ e Nal

200.000.000C

—— = &9.185

C+1

200000000C = (C+1)89.185

1
oo 89.185
199.910.815

C = 0,00446124.

Agora, considerando /(1) = 115.216, o numero de infectados até o dia 13 de Maio de
2020, encontramos o valor de o = Na:
200.000.000 x 0,00446124
0,00446124 + e—"1
e = 0,773967044

= 115.216

e® = 1,292044678
o' = 0,256225985.
Portanto, chegamos a funcao
892248

I(t) = 0, 00446124 + ¢—0.256225085 (3.3)
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que fornece o nimero de infectados no tempo ¢.
Utilizando (3.3) vamos calcular o nimero aproximado de infectados para t = 2, ¢t = 3,

t =4, etc. e comparar com os nimeros oficiais da Tabela 3.1, temos:

Data Numero de infectados | Ndmero calculado pela fungdo
0&/05/2020 |B9.1B5 80.185
13/05/2020 |115.216 115216
20/05/2020 |163.491 148 B39
27/05/2020 |19B8.814 192 265
03/06/2020 |250.035 248 345
10/06/2020 |322.338 320.757
17/06/2020 |391.073 414 238
24/06/2020 |47B.178 534 891
01/07/2020 |468.254 600 564
08/07/2020 |507.244 851 340
15/07/2020 |530.681 1.150.154
22/07/2020 |533.957 1.483.559
29/07/2020 |538.294 1.912 681
05/08/2020 |577.311 2.464 387
12/08/2020 |562.266 3.172 681
19/08/2020 |552.184 4.080.342

Figura 3.2: Tabela do Modelo SI

Representando graficamente os dados acima. Fica evidente que, a medida que o va-
lor de t vai aumentando, temos uma divergéncia muito grande entre o ntimero real de
infectados e o numero calculado pela funcao dada pelo modelo SI. O que mostra que
tal modelo nao é muito adequado para descrever a curva de contagio da doenca. Isso ja
era esperado pois, o modelo considera que uma vez infectado, o individuo permanecera
infectado e infectando outros, o que nao ocorre no caso da COVID-19.

O modelo matematico descrito acima ¢é irrealista em alguns aspectos. Se a doenga é
bastante séria, uma quarentena parcial vai ocorrer naturalmente pelo fato de individuos
doentes terao suas atividades restringidas. Uma quarentena adicional pode ser impostas
por autoridades de satide para restringir ainda mais a possibilidade de contato entre

individuos saldaveis e doentes. Mais ainda, qualquer doenca é contagiosa somente por
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um periodo limitado de tempo, enquanto que o modelo aqui usado supoe que individuos
doentes assim permanecem indefinidamente. Todos esses fatores tenderiam a tornar lenta

a propagacao da doenca se comparada com o Modelo SI.
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3.2 Modelo SIS

Agora vamos analisar usando o modelo SIS. Sendo « a taxa de infeccao e § a taxa
de recuperacao, sabemos que tal modelo é descrito pelo seguinte sistema de equagoes

diferenciais dado em (2.6) e que sua solugao analitica ¢ dada em (2.7) por:
N (1 _ L)
I(t) = . o .
1 C(Ro—
1+<E(1—R—0) —1)e (Ro-1)5t

Considerando que, segundo OMS (organizacao mundial da Satde) o tempo de recu-

peracao da COVID-19 estd em torno de 14 dias, podemos tomar 3 = ﬁ.

Assim, usando os dados da Tabela 3.1 para os valores I(0) = 89.185 e I(1) = 115.216,
o numero de infectados ativos o dia 06 de Maio de 2020 e 13 de maio de 2020, respecti-
vamente. Podemos isolar Ry na solugao analitica e encontramos Rg = 4, 59.

Portanto, substituindo tais valores na equacao acima encontramos a funcao que fornece
o nimero de infectados no tempo t:

156.427.015, 2
) 56.427.015, 25

T 1+ 122.347.054, be— 026t

(3.4)
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Como fizemos para o modelo SI, abaixo temos uma tabela comparando o niimero de

infectados oficiais e o calculado pela funcao (3.4).

Data Numero de infectados | Nimero calculado pela funcao

06/05/2020 |[B89.185 85.185
153/05/2020 |115.216 115.235
20/05/2020 |163.491 148 BB7Y
27/05/2020 |[198.814 152 354
03/06/2020 |250.035 248 491
10/06/2020 |322.338 320978
17/06/2020 |(391.073 414 553
24/06/2020 |478.178 535.315
01/07/2020 |468.254 621.100
08/07/2020 |507.244 B91.961
15/07/2020 |[530.681 1.150.768
22/07/2020 |[533.957 1.483 554
29/07/2020 |[538.294 1512421
05/08/2020 |[577.311 2462 633
12/08/2020 |562.266 3.167 BO8
19/08/2020 |[552.184 4,065 804

Figura 3.3: Tabela do Modelo SIS

Ao comparar os valores da Tabela Figura 3.3, observamos que os nimeros fornecidos
pelo modelo SIS estao um pouco mais proximos dos reais, apesar de ainda divergirem
bastante. Portanto, para o problema de descrever a curva de contagio da doenca, tal
modelo ja apresenta alguma melhora em relacao ao SI.

No grafico 7 apresentamos os dados acima. Observando o grafico podemos notar que a
curva tracada pela funcao se aproxima um pouco mais da curva onde estao representados
os dados oficiais, porém a medida em que cresce o valor de t vemos uma divergéncia muito

grande entre esses valores.
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3.3 Modelo SIR

O modelo SIR é caracterizado pelo sistema de equagoes diferenciais dado em (2.8). Con-
forme ja comentamos anteriormente, a solucao de tal sistema na forma analitica é de
obtenc¢ao bastante trabalhosa. No entanto, implementando suas equagoes no Excel, con-
seguimos elaborar uma planilha para calcular o niimero de infectados no tempo t. Através
de tal planilha obtemos uma tabela com o niimero de infectados e esbocamos o grafico da
curva de contagio dado pelo modelo SIR.

Na tabela da figura 3.4 apresentamos os numeros de infectados oficiais e os niimeros

calculados usando o Excel para o modelo SIR.

Data Nimero de infectados real [N? de infectados no modelo SIR
06/05/2020 |89.1385 29.185
13/05/2020 (115.216 115.216
20/05/2020 |163.491 144.718
27/05/2020 (198.814 181.766
03/06/2020 |250.035 228.282
10/06/2020 (322.338 286.680
17/06/2020 |391.073 359,979
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24/06/2020 |478.178 451.960
01/07/2020 |468.254 567.353
08/07/2020 |507.244 712.063
15/07/2020 |530.681 693.455
22/07/2020 |533.957 1.120.695
29/07/2020 |538.294 1.405.167
05/08/2020 |577.311 1.760.962
12/08/2020 |562.266 2.205457
19/08/2020 |552.184 2.7589974

Figura 3.4: Tabela do modelo SIR

Representando graficamente os dados da tabela figura 3.4, temos:
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No grafico 8, podemos observar que nas oito primeiras semanas os nimeros calculados
pelo modelo ficam bem proximos dos ntimeros oficiais. Portanto, dentre os que estudamos,
o modelo SIR é o que consegue prever por mais tempo o numero de infectados com maior
precisao.

Na proxima secao discutiremos os resultados encontrados para cada modelo compar-
timental e, depois de decidir o mais adequado, vamos utilizd-lo para analisar a curva
de contagio da COVID-19 no Brasil num periodo de um ano e um més (06/05/2020 a
30/06/2021).
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3.4 Comparacao dos modelos

Apresentamos na tabela abaixo o nimero de infectados encontrados nas primeiras qua-

torze semanas, em cada um dos trés modelos e também o ntimero de infectados oficiais.

Data Nimero de infectados real|N2 calculado ne modelo $1|N2 calculado no modelo 515 N2 calculado no modeo SIR|
06/05/2020 89.185 £9.185 89.185 89.185
13/05/2020 115.216 115.216 115.235 115.216
20/05/2020 163.491 148.839 148.887 144,718
27/05/2020 198.814 152,265 192.354 181.766
03/06/2020 250.035 248.345 248.491 228.282
10/06,/2020 322.338 320.757 320.978 286.680
17/06/2020 391.073 414,238 414.553 359.979
24/06,/2020 478.178 534.891 535.315 451.960
01/07/2020 468.254 690.564 691.100 567.353
08/07/2020 507.244 891.340 91.961 712.063
15/07/2020 530.681 1.150.154 1.150.768 893.455
22/07/2020 533.957 1.483.559 1.483.954 1.120.695
29/07/2020 538.294 1.912.681 1.912.421 1.405.167
05/08,/2020 577.311 2.464.387 2.462.633 1.760.962

Figura 3.5: Tabela comparativa dos modelos

Analisando as colunas da tabela, vemos que até o dia 17/06/2020 os trés modelos
fornecem nimeros relativamente proximos dos nimeros reais. No entanto, a partir dai, a
ultima coluna, do nimero de infectados dados pelo modelo SIR, apresenta valores consi-
deravelmente mais proximos dos reais, quando comparada com as duas colunas anteriores.

Temos abaixo um grafico contendo as curvas do nimero de infectados fornecidas por

cada modelo e a curva do numero de infectados oficias:
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Pelo grafico, também podemos perceber que o modelo SIR. é o que fornece dados mais
préximos as dados oficiais em relagao aos outros dois modelos. Portanto, é natural escolher
tal modelo para tentar descrever a curva de contagio da COVID-19 por um periodo maior
de tempo.

No entanto, para um periodo maior de tempo, quando comparamos diretamente os
niumeros do modelo SIR com os oficiais, temos ainda uma grande divergéncia. Isto se
da pelo fato de que, no modelo considera-se uma taxa de infeccao constante e, conse-
quentemente, um Ry constante. O que nao acontece na pratica, pois as agoes tomadas
pelas autoridades de saide visam diminuir essa taxa. Sendo assim, para conseguir fazer
tal estudo precisamos realizar um ajuste da taxa de infeccao, equivalentemente, no Ry,
em certos momentos. Pelo que vimos na Tabela 3.4, o modelo SIR apresenta um bom
resultado por cerca de oito semanas. Entao, este seria um periodo razoavel para calcular
uma nova taxa de infecgao e fazer o ajuste.

Iniciamos com Ry = 4, 59, que foi usado até dia 24 de junho 2020. Quando ajustamos
para Ry = 1,5, que foi usado até o dia 5 de Agosto 2020. Quando ajustamos para Ry =
0,5, que foi usado até o dia 04 de novembro 2020. Até aqui notamos um decrescimento
do Ry e portanto da curva contagio. O que mostra que as medidas de contencao da
disseminacao do virus estavam sendo eficazes.

No dia 04 de novembro precisamos ajustar Ry = 2, 25, pois a curva comegou a crescer
novamente, que foi usado até dia 6 de janeiro de 2021. Quando ajustamos para Rg = 1,5
valor considerado até o ultimo dia do periodo observado.

Os resultados obtidos utilizando o modelo SIR com tais ajustes, apresentamos na
Tabela 9 Figura 3.6 e no Grafico 10.

Data Mamero de infectados real |N? de infe ctados no modelo SIR
06/05/2020 89.185 89.185
13/05/2020 115216 115.216
20/05/2020 163.491 144 718
27/05/2020 198 814 181.766
03/06/2020 250.035 228 282
10/06,/2020 322 338 2 B6. 620
17/06/2020 391.073 359.979
24/06 /2020 478.178 451.960
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01/07/2020 458,254 457,945
08/07/2020 507.244 ABA AR5
15/07,/2020 530,681 501.595
22/07/2020 533957 519 296
29/07 /2020 538294 537.605
05/08,/2020 577.311 556.544
12/08/2020 562 266 535.582
15/08,/2020 552 184 517 335
26/08,/2020 526,145 498 776
02/08/2020 488561 480 BR1
09/09/2020 455493 463 627
16/09/2020 487464 445,991
23/09/2020 421763 430.950
30/09,/2020 412 006 415 484
07/10/2020 389,553 400572
14/10/2020 367.716 385194
21/10/2020 363.939 372.331
28/10/2020 367.207 358 955
04/11/2020 354,650 346.079
11/11/2020 366.041 376.651
18/11/2020 400.328 409 907
25/11/2020 466,499 445 079
02/12/2020 50E.499 485 418
09/12/2020 586,904 528198
16/12/2020 525.201 574.713
23/12/2020 564434 525.285
30/12/2020 518415 580.259
D6/01/2021 649,606 740.009
13/01/2021 710,788 765,585
20/01/2021 810,089 792 218
27/01/2021 B22 705 £19 636
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03/02,/2021 B06.928 B47 965
10/02/2021 B18520 B77.233
17/02/2021 E01956 907 467
24/02 /2021 870.061 938.698
03/03/2021 923.179 970.954
10/03/2021 1024.397 1.004.265
17/03/2021 1096707 1.038.663
24/03/2021 1186822 1.074.179
31/03/2021 1.259.883 1.110.845
07/04/2021 1256692 1.148 593
14/04/2021 1273.297 1.187.757
21/04/2021 1315969 1.228.070
28/04/2021 1280898 1.269 668
05/05,/2021 1278009 1.312 585
12/05/2021 1317.290 1.356.856
19/05/2021 1.339.918 1.402.519
26/05/2021 1519970 1.449 608
02/06,/2021 1499837 1.498 161
09/06,/2021 1500.592 1.548.216
16/06/2021 1557.622 1.599 810
23/06,/2021 1663.929 1.652.981
30/06,202 1 1745436 1.707.769

Figura 3.6: Tabela 9

Com os dados da tabela acima, esbogamos o gréfico da curva de contagio da COVID-19
no Brasil, dado pelo modelo SIR, no periodo de 06/05/2020 a 30/06/2021.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Nesta dissertacao, foram apresentados, inicialmente, alguns conceitos basicos sobre equacoes
diferenciais. Tal revisao possibilitou o estudo de trés modelos classicos em epidemiologia:
SI, SIS e SIR. A modelagem matematica epidemioldgica da propagacao da COVID-19
durante o primeiro ano da epidemia no Brasil, foi realizada com o uso do modelo SIR.
Dessa forma, analisando os dados oficiais e os niimeros calculados pelo modelo, buscaremos
relacionar no proximo paragrafo a mudanga no valor do Rg, que fornece um parametro
do estado momentaneo da epidemia, com as medidas de contencao da disseminacao do
virus impostas pelas autoridades sanitarias.

No inicio de nossas andlises, em maio de 2020, verificamos que o Ry tem um valor bem
elevado, Ry = 4,59, o que indica alto indice de contaminacao e a necessidade de medidas
restritivas mais severas. Isso foi feito, como por exemplo, tivemos implementacao de
quarentena em varias cidades do Brasil e uma lei nacional que tornou obrigatério o uso
de mascara, sancionada em 03 de julho de 2020. Diante de tais medidas observamos uma
redugao consideravel no Ry, que em agosto ajustamos para Ry = 0,5, e tal valor foi
utilizado no modelo até novembro de 2020.

Por outro lado, notamos um crescimento do Ry no final do ano, em novembro ajusta-
mos Ry = 2,25. O que pode estar relacionado com alguns afrouxamentos nas medidas de
contencao, por exemplo, o retorno das aulas presencias e a volta da torcida aos estadios
de futebol ocorreram a partir de outubro. Tal valor para Ry foi utilizado até depois das
festas do final de ano. Quando voltamos a perceber uma nova diminui¢ao no parametro,
periodo onde comecgaram as campanhas de vacinacao.

Podemos perceber que o nosso estudo reflete com certa precisao o que esta acontecendo
na pandemia, no diz respeito as acoes que aumentam ou diminuem a propagacao do virus.

Dessa forma, fica evidente a importancia da existéncia dos modelos epidemioldgicos. Eles
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ajudam a entender a propagacao da doenca e que medidas podem ser adotadas para conter

sua disseminacao.
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