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Resumo

A presente dissertacdo propoe uma sequéncia didatica para o Ensino Médio que pretende auxi-
liar os alunos dessa faixa escolar no desenvolvimento de habilidades de argumentacdo dedutiva
através da Geometria Esférica. Com a Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa, a
sequéncia didética foi elaborada partindo da investigacao dos textos de Geometria empregados
no ensino pregresso do publico alvo, que exp6s lacunas concernentes a argumentacao dedutiva
no processo de ensino dessa drea da Matemadtica. A revisdo da literatura de Geometria Esférica
sinalizou conceitos com potencial para serem trabalhados no Ensino Médio, os quais foram se-
quenciados, munidos de materiais didaticos e de uma metodologia de ensino, formando a ver-
sdo preliminar da sequéncia didatica que foi submetida a experimentacao em duas turmas do
ultimo ano do Ensino Médio. Nesse processo, conforme preconizado pela Engenharia Didética,
as atividades propostas na sequéncia didatica foram submetidas a andlise continua, confron-
tando objetivos estabelecidos com a aprendizagem demonstrada pelos alunos, que possibilitou
a implementacdo de melhorias para a versao final da sequéncia didética, considerada valida

pela ultima fase da Engenharia Didéatica.

Palavras-chave: Geometria Esférica, Engenharia Didética, sequéncia didética.



Abstract

This dissertation proposes a didactic sequence for medium degree that aims to assist students
of this school range in the development of deductive argumentation skills through Spherical
Geometry. With Didactic Engineering as a research methodology, the didactic sequence was
elaborated based on the investigation of the geometry texts used in the past teaching of the
target audience, which exposed gaps concerning the deductive argumentation in the teaching
process of this area of Mathematics. The literature review of Spherical Geometry signaled con-
cepts with potential to be worked on in medium degree, which were sequenced, equipped with
teaching materials and a teaching methodology, forming the preliminary version of the didactic
sequence that was submitted to experimentation in two classes of the last year of medium de-
gree. In this process, as recommended by Didactic Engineering, the activities proposed in the
didactic sequence were submitted to continuous analysis, confronting objectives established
with the learning demonstrated by the students, which allowed the implementation of improve-
ments to the final version of the didactic sequence, considered valid by the last phase of Didactic

Engineering.

Keywords: Spherical Geometry, Didactic Engineering, didactic sequence.



Lista de simbolos

7 Conjunto dos numeros inteiros relativos.

R Conjunto dos nuimeros reais.

R/2n Conjunto quociente de R pela relacdo de equivaléncia médulo 27.

x Elemento de R/27m em que x € R é um de seus representantes.

+ Sinal utilizado para condensar duas expressoes algébricas que diferem apenas
pelos sinas positivo e negativo.

B? Antipoda do ponto B.

OAB Reta esférica que passa pelos pontos ndo antipodas A e B.

d¢(A, B) Distancia esférica entre os pontos A e B.

AB Segmento de reta esférica de extremos A e B.

;ﬁl—BE Semirreta esférica de origem A e que passa pelo ponto B.

<ABC Angulo esférico de vértice B e de lados ELX e E? .

<B Angulo esférico de vértice B.

N¢ABC Tridngulo esférico de vértices A, B e C.

A Polo da reta O BC que estd no mesmo lado de A, sendo A vértice do A°ABC.
A°A'B'C’ Triangulo polar do tridngulo A°ABC.

mAB Medida do segmento esférico AB.

m<ABC Medida do angulo esférico < ABC.

1 No contexto do Capitulo 1, a notagdo AB também serd usada para denotar o menor arco de circunferéncia

maxima de extremos A e B.
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Introducao

A educacdo basica brasileira procura dar conta de desenvolver habilidades e competéncias
que assegurem aos educandos condi¢Oes de viver e conviver dignamente em sociedade, fazendo
as melhores escolhas para seu préprio bem e da sociedade em geral. A educacdo matematica,
como parte integrante desse processo, ao final do Ensino Médio, deve, de acordo com a Base Na-
cional Comum Curricular (2018, p.540), além de outras competéncias, garantir que o aluno seja
eficiente em investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e proprieda-
des matematicas, procurando contraexemplos para refutd-las ou argumentos para valida-las,
enfatizando ser indispensavel que os estudantes experimentem e interiorizem a forma dedu-
tiva de raciocinar e argumentar. No entanto, a impressdao, comungada por colegas de profissao,
é que, ao final do ciclo bésico, os estudantes nao apresentam habilidades minimas nessa com-
peténcia. Dessa forma, propomo-nos, tentar contribuir nesse processo, no campo de ensino da
Geometria, com a apresentacao de uma sequéncia didatica de Geometria Esférica para o Ensino
Médio.

O desenvolvimento dessa sequéncia didatica guiou-se pela metodologia de pesquisa da En-
genharia Didética que estabelece quatro fases interligadas para sua execucdo. Inicia-se com
a investigacdo das aprendizagens prévias dos alunos e culmina com a andlise da eficiéncia da
sequéncia didatica em proporcionar as habilidades requeridas. O ptublico alvo é composto por
alunos do ultimo ano do Ensino Basico de uma escola ptblica, exclusiva de Ensino Médio, for-
mada por alunos vindos de diferentes escolas de Ensino Fundamental. Assim, na "Fase das
Andlises Prévias", examinamos o livro didatico de Geometria usado nessas escolas, bem como
o adotado no Ensino Médio para a populacdo pesquisada, observando a forma como sao in-
vestigadas as propriedades geométricas e como é desenvolvido o raciocinio e a argumentacao
dedutiva. Essas andlises, apresentadas na primeira secao do Capitulo 3, dao pistas de como se
deu o ensino-aprendizagem de Geometria na vida escolar pregressa desses alunos, permitindo
inferir as habilidades desenvolvidas e os conceitos apreendidos.

De posse dessas informacgdes, iniciou-se a segunda fase da Engenharia Didatica, "Fase das
Andlises a Priori". Nessa fase, foram feitas as escolhas didaticas e as previsoes dos resultados pe-
dagogicos dessas escolhas. Nesse sentido, a segunda se¢ao do Capitulo 3 é dedicada as escolhas

metodologicas e de contetido, bem como, a projecao das habilidades a serem desenvolvidas, as
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hipéteses na linguagem da Engenharia Didética. A definicdo dos contetidos a serem aborda-
dos demanda compreensdo das peculiaridades do tema e, nesse sentido, nos Capitulos 1 e 2,
complementados pelos Apéndices A e B, apresenta-se a revisao tedrica do tema escolhido.

A "Fase das Andlises a Priori" também comporta o planejamento e a descricao detalhada dos
conteuidos e atividades aplicados na fase seguinte. O produto deste exercicio pedagoégico, apre-
sentado nos Anexos A e B, no entanto, sofreu adequacdes durante a interacao com os alunos
na "Fase da Experimentacdo e Primeiras Andlises", a qual dedicou-se o Capitulo 4. Nesta fase,
sdo discutidos e analisados os detalhes da aplicagdo da sequéncia didética, as dificuldades de-
monstradas pelos alunos, as necessidade de inclusao de novas atividades ou enfoques e as per-
cepcdes quanto aos objetivos elencados em forma de hip6teses na "Fase das Andlises a Priori".
Essa reflexdo continua, ocorrida simultaneamente ao processo de interacdao com os alunos, foi
importante para captar particularidades dos alunos participantes que ndo foram percebidas na
"Fase das Andlises Prévias”, permitindo ajustes na sequéncia didética que contribuiram no al-
cance dos objetivos estabelecidos.

Terminada a etapa de aplica¢do da sequéncia didatica, a metodologia de pesquisa da Enge-
nharia Didatica estabelece o ultimo momento, denominado de "Fase das Andlises a Posteriori e
Validacao da Experiéncia”. Nesta fase, a qual foi dedicado o Capitulo 5, examinamos e avalia-
mos todos os momentos da aplicacao, inclusive os resultados das avaliacdes ocorridas durante
e no final desse processo. A validacdo da sequéncia diddtica, objeto desta fase da Engenha-
ria Didatica, condiciona-se a satisfacdo das hip6teses elencadas na "Fase das Andlises a Priori"
através do confronto dos resultados das andlises a posteriori com os objetivos estabelecidos nas
hipéteses. E, o juizo de valor da sequéncia didatica, bem como as consideracdes pertinentes

estdo apresentadas neste mesmo capitulo.
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1 AEsferano Espaco

Neste capitulo estudaremos as propriedades bdsicas de uma esfera de raio e centro quais-
quer do espaco euclidiano, determinando caracteristicas que independam do centro, do raio e
do espaco que a contém. Essas caracteristicas intrinsecas a esfera formarao um sistema de axio-
mas, utilizados no préximo capitulo, em sua versdo original ou mais fraca, no desenvolvimento

axiomatico da Geometria Esférica.

1.1 Caracteristicas da Esfera no Espaco Euclidiano

Definicao 1.1 (Esfera). Sejam dados um ponto O do espago e um niimero real positivo r. A esfera
de centro O e raio r, denotada por Z(O, 1), é o lugar geométrico dos pontos do espago euclidiano
quedistam r de O.

Para simplificar a linguagem, quando nao houver ambiguidade, usaremos a notacdo simpli-

fica X para representar a esfera (O, r).

Definicao 1.2 (Circunferéncia). Dados um plano «, um ponto O desse plano e um ntimero real
positivo r, denominaremos circunferéncia em a, de centro O e raio r, ao conjunto de pontos de o

que estdo a distanciar de O.

Proposicao 1.3. Se um plano a intersecta uma esfera Z(0,r) em mais de um ponto, entdo:
(@) O conjunto an X é uma circunferéncia.
(b) SeOc¢€ a, entdo o comprimento da circunferénciaanX éiguala2nr.

(c) SeO ¢ a, entdo o comprimento da circunferéncia a N X é menor que 2nr.
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Figura 1 - Interseccdo de um plano a e uma esfera X de centro O e raio r.

Fonte: O autor (2021).

Demonstragdo. (a) Caso a contenha o centro da esfera: seja P € um ponto qualquer de a N Z,
entdo m(OP) = r pois P€ X, segue que P é um ponto da circunferéncia, em «, de centro O e raio
r. Reciprocamente, seja Q um ponto desta circunferéncia, entdao m(OQ) = r. Portanto, segue
que Q é um ponto de X.

Caso a nao contenha o centro da esfera: seja o ponto O’ o pé da perpendicular baixada do
centro O ao plano a e seja P um ponto qualquer de a N Z, distinto de O'. Observe que os pontos
O e O' sdo distintos, pois O ndo estd em a, e que toda reta em a que passa por O’ é perpendicular

areta OO’ e, portanto, o tridngulo APO’O é retangulo em O’, logo, pelo Teorema de Pitagoras

m(PO0O)? = m(00"? + m(0O'P). (1.1

Reescrevendo a ultima equacdo como m(O'P) =/ r> — m(00’)?, vemos que P pertence a cir-

cunferéncia, no plano a, de centro O’ e raio \/ r2 — m(0O0’)2. Chamando de A esta circunferén-
cia, temos que a N X estd contido em A.

Por outro lado, se Q é um ponto qualquer da circunferéncia A, entdao

m(0'Q) = m(O'P) (1.2)

e os pontos Q, O’ e O formam um tridngulo retangulo em O'. Logo, segue que m(Q0)? =
m(00")? + m(0'Q)?, ou ainda, m(Q0)? = m(00")? + m(O'P)?. Comparando a tltima equacdo
com a equacdo (L.I), segue que m(@) = m(PO) =, logo Q é um ponto da esfera X. Portanto,
a circunferéncia A estd contida em @ N X e, como ja provou-se a continéncia inversa, segue que

anZX=A,ouseja, o conjunto de pontos a N X é uma circunferéncia.
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Para provar (b) e (c), basta observar que o raio da circunferéncia a N Z no caso (b) é r e, no

caso (c) é \/r2—m(00")?, que é menor que r, pois O e O’ sdo distintos. Assim, segue que o
comprimento de anZX é 2xr para o caso (b) e, menor que 277 para o caso (c). O

Observe-se, portanto, que a interseccao de um plano com uma esfera (O, 1), em mais de
um ponto, é uma circunferéncia de comprimento 27 r, se o plano passa pelo centro dessa es-
fera e, comprimento menor que 271, caso contrario. Atente-se ainda que a ultima proposicao
mostra que numa esfera de raio r nao ha circunferéncias de comprimento maior que 27zr, pois
o plano que contém uma circunferéncia dessa esfera, ou passa pelo centro da esfera, e portanto
tem comprimento 271, ou ndo passa pelo centro e, consequentemente, seu comprimento serda
menor que 2zr. Como serdo de especial interesse nesse trabalho as circunferéncias de com-
primento 277, em que r é o raio da esfera em que estdo contidas, estabeleceremos a seguinte
definicao:

Definicao 1.4 (Circunferéncia méaxima). Denominaremos circunferéncias mdximas da esfera

(0O, 1) as circunferéncias contidas nessa esfera que possuam comprimento 27r.

O préoximo teorema mostra uma propriedade interessante das circunferéncias méximas.
Mas antes de enuncia-lo, queremos ponderar que fixada uma medida r e um ponto de uma
reta, existem exatamente dois pontos distintos que distam r desse ponto. Com isso, temos que
se uma reta s passa pelo centro de uma esfera (0, 1), entdo a intersec¢do entre a reta s e a esfera

2(0, 1) é um conjunto de dois pontos.

Teorema 1.5. Duas circunferéncias mdximas distintas de uma esfera (O, r) possuem exata-
mente dois pontos distintos em comum, 0s quais pertencem a uma reta que passa pelo centro

da esfera.

Demonstragdo. Sejam f ey duas circunferéncias maximas distintas contidas numa esfera (O, r),
e sejam f* e y* os respectivos planos que as contém. Pela Proposi¢ao[1.3} os planos * e y* pas-
sam pelo centro O da esfera Z(O,r) e sdo distintos, pois caso contrério as circunferéncias f e y
seriam iguais. Logo, f*Ny* é uma reta, digamos reta s, que contém o centro O da esfera (O, )
e portanto passa por, exatamente, dois pontos distintos dessa esfera, os quais denominaremos
por Ae B. Como Ae Bestdoem X(0,1) eem * Nny*, temos que A e B estdo nas circunferéncias

maximas f e y, bem como na reta s que passa pelo centro da esfera. O

Definicao 1.6 (Antipodas). Dois pontos A e B de uma esfera serdo ditos antipodas se estdo conti-
dos numa reta que passa pelo centro dessa esfera. Diz-se ainda que A é antipoda de B, ou que B é
antipoda de A.

Teorema 1.7. Por dois pontos distintos ndo antipodas da esfera (O, r) passa uma, e apenas uma,

circunferéncia mdxima.



Capitulo 1. A Esfera no Espago 16

Demonstragdo. Sejam A e B pontos distintos ndo antipodas de Z(O, r). Logo, A e B ndo estdo ali-
nhados com o centro O da esfera e, portanto, determinam com este um tnico plano. Como este
plano contém o centro O da esfera, segue da Proposicao que sua interseccdo com a esfera
2(0,r) determina uma circunferéncia de comprimento 27 r, que € uma circunferéncia maxima.
A unicidade desta circunferéncia segue da unicidade do plano determinado pelos pontos O, A
e B. O

Teorema 1.8. Cada ponto da esfera Z(0,1) possui exatamente um antipoda.

Demonstragdo. Seja A um ponto de uma esfera (0O, 1). Logo, existe uma tnica reta s que passa
pelos pontos A e O. Como esta reta encontra a esfera (O, r) em exatamente dois pontos distin-

tos, sendo um deles o ponto A, o outro ponto serd o antipoda de A. O

Até entdo o reconhecimento de um par de pontos serem antipodas depende do centro da
esfera, o qual ndo pertence a esfera. E possivel, no entanto reconhecer se dois pontos sdo anti-
podas por propriedades exclusivas dos pontos da esfera, o que mostrard a préxima proposicao

e seu corolario.

Proposicao 1.9. Um par de pontos antipodas sempre estd numa circunferéncia mdxima da es-

fera.

Demonstragdo. Sejam A e B pontos antipodas de uma esfera Z(O, r). Seja s a reta que os contém,
a qual por definicdo passa pelo centro da esfera. Tomando um ponto C qualquer da esfera,
distinto de A e de B, tem-se que C ¢ s, entdo, existe um plano y* determinado por s e C. O plano
y* contém a reta s, logo passa pelo centro O da esfera. Segue da Proposi¢ao[1.3|que y* N Z(O,1)
é uma circunferéncia méaxima de X(O,r) que contém os pontos A e B. O

Coroléario 1.10. Sejam A e B pontos de uma esfera 2(0, 1), e A uma circunferéncia mdxima a qual
pertencem. Entdo, A e B sdo antipodas se, e somente se, os arcos de A de extremos A e B medem

Tr.

Demonstragdo. Sejam A e B antipodas, entdo, por definicao, o centro de Z(O,r) pertence a reta
AB. Como O é também centro da circunferéncia maxima A, segue que o segmento AB é um
didmetro de A, logo os arcos de extremos A e B medem 7r.

Reciprocamente, seja AB um arco de medida 77 de uma circunferéncia maxima A de (0, 1).
Entdo, AB é um diametro de A. Assim, a reta AB contém o centro de A, que também é o centro

da esfera (O, r). Portanto, A e B sao antipodas. O

Teorema 1.11. Dada uma circunferéncia mdxima A de uma esfera (0, 1), existe um ponto P em
2(0,r) tal que A é o conjunto de pontos X de 2(0,r) que possuem a seguinte propriedade: existe

em Z(0,r) uma circunferéncia mdxima que contém X e P tal que a medida do arco menor XP é

s
5T
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Demonstragdo. Seja A* o plano que contém A. Temos que O € 1*.

Sejam s a reta perpendicular a A* que passa por O e, P’ e P” os pontos da interseccao da
reta s com a esfera (O, 1). Logo, P/ ndo pertence a A, e qualquer que seja o ponto de A, ele nao
pertence a s. Fixemos um ponto A qualquer de A, dessa forma, o plano (A,0,P’), determina em
2, pela Proposicao uma circunferéncia méxima. Note que o dngulo /AOP' é reto, logo o
arco menor AP’ mede um quarto da circunferéncia que o contém, ou seja, a medida do arco
menor AP’ é %r. Assim, P’ é o ponto P procurado.

Falta ainda provar que se B é um ponto da esfera que estd contido numa circunferéncia
maxima y que passa por B e P de tal forma que o arco menor BP de y mede 51, entdo B € A. Para
isso, observe primeiramente que os pontos B, P e O nao sao colineares e, dessa forma, o plano
(B, P,0), que contém y também contém a reta s que passa pelos pontos P e O, que conforme
a primeira parte é perpendicular ao plano A*. Dessa forma, s é perpendicular a toda reta de
A* que passa por O. Observe também que, no plano (B, P,0), a perpendicular a s no ponto O
é areta OHB, visto que o arco BP da circunferéncia de raio r e centro O mede 5 r. Finalmente,
observe que a interseccao entre 1* e (B, P, O) é uma reta que passa pelo ponto O e que deve ser
perpendicular a s por estar contida no plano A*. Como a tnica reta com essa propriedade em

(B,P.O) é areta OB, segue que OBc A*, 0 que prova que B e A. O

Definicao 1.12 (Conjunto esfericamente convexo). Um conjunto de pontos de uma esfera (0O, r)
é dito esfericamente convexo, se para quaisquer dois pontos A e B desse conjunto, existe um arco

de circunferéncia mdxima AB de medida menor ou igual anr contido no conjunto.

Todo plano que contém o centro de uma esfera, a divide em dois conjuntos disjuntos. O pré-
Xximo teorema investiga a convexidade destes conjuntos e para isso serd necessdrio recorrer aos
conceitos de semiplano e semiespaco. Para dirimir qualquer confusao, deixaremos posto que a
interseccdo de um semiplano com sua reta geradora é vazia, bem como € vazia a interseccao de

um semiespago com seu plano gerador.

Definicdo 1.13 (Hemisfério). Dados uma esfera Z(O,r) e um plano B* que passa pelo centro da
esfera, o conjunto de pontos da esfera que pertence ao mesmo semiespago gerado por 3* é deno-

minado de hemisfério.

Referente a Definicao|1.13} é importante observar que se H; e H, sao os hemisférios gerados
pelo plano %, entdo f* gera em X(O,r) uma circunferéncia maxima g tal que: fn H; = @; fn
H2 =@; HlﬂHZ =@; e, ,BUHlUHg :Z(O,I').

Para provar o proximo teorema utilizaremos, sem demonstracao, os seguintes resultados da
Geometria Euclidiana:
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(i) Se E; e E, sdo os semiespacos gerados por um plano * e, se outro plano 1*, diferente de §*,
étal que 1* N B* # @, entdo A* N B* é uma reta s que gera em 1* dois semiplanos, sendo

um deles contido em E; e o outro, em E».

(ii) Sejam A uma circunferéncia de centro O e s uma reta que passa por O, ambas contidas no
plano A1*. Se A e B sdo dois pontos de A, pertencentes ao mesmo semiplano gerado por s

em A*, entdo o menor arco AB de A estd contido nesse semiplano.

Teorema 1.14. Um hemisfério de uma esfera Z(O, ) é esfericamente convexo.

Demonstragdo. Sejam H um hemisfério de X(O,r) gerado por um plano 8* e, A e B dois pontos
deste hemisfério. O plano $* contém o centro O da esfera e, pelo Teoremall.7]e Proposi¢ao[1.9}
segue que existe uma circunferéncia maxima, digamos A, que contém os pontos A e B. Seja 1*
o plano que contém A, o qual passa pelo centro O da esfera. Segue que f*n A* é diferente de
vazio e como sdo distintos, pois A e B ndo pertencem a *, entdo sua interseccio é uma reta s
que passa por O. Como O é também o centro de A, nos valendo das observacoes que precedem
este teorema, segue por (ii) que o arco menor AB esté contido no mesmo semiplano de 1*, que
contém os pontos A e B. Usando (i) da observacao precedente, segue que o arco menor AB esta
contido no mesmo semiespaco gerado pelo plano §*, que contém os pontos A e B. Ou seja, 0

arco menor AB estd contido no mesmo hemisfério que contém A e B. O

As relacoes e propriedades exibidas pelos teoremas deste capitulo comporao a lista de axio-
mas da Geometria Esférica a ser desenvolvida no préximo, a qual se utiliza ainda da possibili-
dade de dispor os pontos de uma circunferéncia em correspondéncia biunivoca com os ntime-
ros do intervalo real [0,27) ou ainda com conjunto R/2mw, conforme Teorema do Apéndice
B. Ou seja, os axiomas da Geometria Esférica serdo validos na esfera, tomando as circunferén-
cias maximas como as retas esféricas. Consequentemente a Geometria desenvolvida serd valida
nela.

Por fim, ponderamos que, se A e B sdo pontos da esfera, o menor caminho sobre ela que liga

esses pontos é o menor arco de circunferéncia maxima AB, fato apresentado no Apéndice A.
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2 Geometria Esférica

Este capitulo serd dedicado ao desenvolvimento axiomético de uma geometria ambientada
num conjunto, denominado esfera, cujos elementos serdao denominados de pontos. Subcon-
juntos com certas caracteristicas dadas axiomaticamente serdo denominados de retas esféricas.
Pontos e retas esféricas serdo os elementos primitivos dessa geometria e uma esfera euclidiana
de raio r qualquer é um modelo desta, no qual as circunferéncias méaximas sao as retas esfé-
ricas e a distancia entre dois pontos é a medida em radianos do menor arco de circunferéncia
maxima que passa por eles.

A utilizacao de imagens de pontos e circunferéncias maximas numa esfera fisica auxilia a
percepcao intuitiva de propriedades geométricas. As conjecturas somente serdo aceitas como
resultados validos quando submetidas e validadas pelo método axiomético-dedutivo. Este mé-
todo consistem na aceitacdo de certas afirmacdes sem necessidade de justificativa, os axiomas,
e um consenso de certas regras da logica. Consideraremos que o leitor esteja familiarizado com
tais regras e sugerimos as treze regras da légica apresentadas em Greenberg (2008, p.53-66) se
houver interesse ou necessidade de recordd-las. Deste autor, destacamos a segunda regra: "Sao
seis as justificativas permitidas nos passos de uma prova: por hipotese, axioma, teoremaﬂ de-
finicdo, um passo previamente provado ou por uma regra da légica". Ndo é incomum, no en-
tanto, a omissdo de justificativas num argumento de prova, o que procuraremos evitar nesse
trabalho, e quando o fizermos serd no intuito de tornarmos o texto menos carregado e conside-
rando que o leitor depreenda a justificativa do contexto.

O desenvolvimento deste capitulo é baseado em Whittlesey (2020) e, algumas demonstra-
¢oes, inclusive, sdo idénticas as apresentadas pelo autor. No entanto, a maioria das demonstra-
¢coes é de nossa responsabilidade, mesmo que guiados pela notacdo, defini¢cdes e enunciados
apresentados pelo autor citado. E importante ressaltar que o principal objetivo deste capitulo é
dar maior rigor e aprofundamento aos conceitos e proposi¢coes apresentados na sequéncia di-
dética, objeto principal desta dissertacao. Em particular, apresentamos a demonstracao de dois

teoremas, usados sem demonstracao na sequéncia didatica.

1 Teorema aqui entendido como qualquer proposicdo previamente provada podendo receber o nome de teo-

rema, proposicao, lema ou corolério.
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2.1 Axiomas e primeiras definicdes

As caracteristicas bésicas desse ambiente geométrico serdo dadas por uma lista de oito axi-
omas. Esfera, pontos e retas esféricas serdo tomados como elementos indefinidos e serao ca-
racterizados pelos axiomas. O segundo axioma recorrerd ao conjunto R/2m, para estabelecer
um sistema de coordenadas sobre as retas esféricas, e a partir dele serdao definidas as nocoes de
pontos antipodas e de distancia esférica. O conjunto R/27 é o conjunto quociente de R pela

relacdo de equivaléncia
x =y (mod 2m) se, e somente se, existe k € Z tal que x— y = k(2n),

sendo a notac¢do x reservada para elementos de R/27.
As propriedades da operacao de adicao sobre R/27 estdo elencadas no Apéndice B, as quais

serdo utilizadas sem maiores mencoes nas demonstracoes deste capitulo.

Axioma 1. A esfera é um conjunto de pontos com, no minimo, dois elementos distintos. A reta

esférica é um subconjunto da esfera.
Axioma 2. Existe uma bijegdo entre os pontos de uma reta esférica e o conjunto R /2.

Definicao 2.1 (Pontos antipodas). Dois pontos da esfera serdo ditos antipodas, se existe uma reta
esférica que passa por eles cuja bijegdo os relaciona com dois elementos de R/2n de tal forma que

a diferenca entre eles sejaT.

Observe que, se ¢ é a bije¢ao garantida pelo Axioma[2} pelas propriedades de R/2,
((A)—¢(B)=1<—=¥¢(B)-¥¢(A) =T. (2.1)

O que nos permitiu formular a definicdo de antipodas sem preocupa¢do com a ordem da
subtracao e, portanto, se B é o antipoda de A, entdo A é o antipoda de B. Considerando a uni-
cidade do antipoda dada pelo axioma a seguir, escreveremos C* para denotar o ponto antipoda
de C.

Axioma 3. Um ponto da esfera ndo tem mais do que um antipoda.

Axioma 4. Se dois pontos distintos da esfera ndo sdo antipodas, entdo existe uma tinica reta esfé-

rica que passa por eles.

Dados dois pontos A e B ndo antipodas, a tinica reta esférica que passa por esses dois pontos
serd denotada por OAB. Quando ndo estamos interessados em pontos particulares, também

denotamos uma reta esférica por letras gregas minusculas.



Capitulo 2. Geometria Esférica 21

Axioma 5. Duas retas esféricas distintas possuem no minimo um ponto em comum.

Definicao 2.2 (Distancia esférica). Sejam A e B dois pontos, e A uma reta esférica que os contém.
Seja, ainda, ¢ a bijecdo associada a L. Se 6 é o representante da classe de equivaléncia ¢ (B) — ¢ (A)
no intervalo real (—m, ], entdo definimos a distancia entre A e B como o valor absoluto ded e a

representamos pela notagdo d°(A, B). Ou seja,
d‘(A,B) = 6]
emqued € (—m,m], comb=0(B)—¥¢(A) e0< d¢(A,B)<m.

Observacao 2.3. Segue diretamente desta defini¢do que se A e B sdo distintos ndo antipodas,

entdo uma e, apenas uma das equagoes a seguir é vdlida:
l(A)=¢(B)+d°(A,B) ou ¢(A)=¢(B)—d°(A,B).

A distancia esférica, apresentada na Definicdo possui as propriedades béasicas espera-

das, ou seja:
d°(A,B)=0«<= A=B;

d®(A,B) = d*(B, A);
d°(A,B) < d°(A,C)+d°(C,B).

Sendo as duas primeiras facilmente verificaveis pela definicao. Ja a terceira, a desigualdade

triangular, possui demonstracdo mais sutil.

Axioma 6. Para toda reta esférica existe um ponto tal que a reta esférica consiste de pontos da

esfera que distam % do ponto dacdo.

Definicao 2.4 (Polo de uma reta esférica). Dada uma reta esférica A, se todos os pontos de A

estiverem a uma distancia % de um ponto P, entdo P serd dito polo dessa reta.

Definicao 2.5 (Segmento de reta). Dados dois pontos A e B ndo antipodas, definimos o segmento
de reta de extremos A e B como o conjunto de pontos da reta O AB que estdo entre A e B, além dos

pontos A e B. Esse conjunto serd representado por AB, sua medida mAB serd dada por d®(A, B).

Definicao 2.6 (Conjunto esfericamente convexo). Um subconjunto da esfera é dito ser esferica-
mente convexo se para todo par de pontos ndo antipodas deste subconjunto o tinico segmento de

reta de extremos nesses pontos estd contido no proprio subconjunto.

Definicao 2.7 (Hemisfério). Dado um ponto P da esfera, definimos hemisfério de centro P ao

subconjunto dos pontos X da esfera de distancia inferior a 3 de P.

Axioma 7. Um hemisfério é esfericamente convexo.
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Definicao 2.8 (Estar entre). Dados trés pontos distintos A, B e C, dizemos que B estd entre A e C
se: A e C nao sdo antipodas; B estd na reta OAC; e, d°(A,C) = d°®(A,B) +d®(B, C).

Definicao 2.9 (Semirreta). Sejam A e B dois pontos distintos ndo antipodas. O conjunto dos
pontos C nareta(OAB que estdo em AB, ou tais que B estd entre A e C, serd denominado semirreta

—

esférica de origem A passando por B, e serd representada por AB.

Também denotaremos uma semirreta por uma letra latina mintscula quando nao estiver-

mos interessados em pontos nela contidos.

Defini¢do 2.10 (Angulo esférico). Sejam A, B e C pontos distintos que ndo estdo contidos numa
mesma reta esférica. A unido das semirretas esféricas BA e BC serd denominada de angulo esfé-
rico de vértice B e lados BA e BC, sendo denotado por < ABC. O interior do dngulo é a intersec¢do

do hemisfério gerado por O AB que contém C com o hemisfério gerado por OBC que contém A.

Definicao 2.11 (Medida de angulo). Se < ABC é um dngulo esférico. Escolha os pontos D e E em
BA e BC, respectivamente, distando 7 de B. Entdo, a medida de < ABC, denotada por m< ABC,
é definida como d°(D, E).

Axioma 8. Suponha dois dngulos esféricos < A1B1Cy e < A2B»C, tais que mA1B; = mAzB; e
mB1C1 = mB>C». Entdo m<A1B1C; = m<A;B,C, se, e somente se, mA1C; = mA,Cs.

Definicao 2.12 (Triangulo esférico). Sejam A, B e C pontos distintos ndo contidos numa mesma
reta esférica. A unido dos trés segmentos de reta AB, AC e BC serd dito tridngulo esférico de
vértices A, B e C e lados AB, AC e BC, e serd representado por A°ABC. Os dngulos esféricos
<ABC,<ACB e <BCA sdo seus dngulos internos.

Dessa lista de axiomas e defini¢des, derivaremos as propriedades da Geometria Esférica ne-
cessdrias a Engenharia Diddtica proposta neste trabalho. Antes disso, faremos uma reflexao

acerca da utilidade de figuras na representagdo de objetos geométricos.

2.2 A representacdo através de figuras

Para melhor compreender os objetos geométricos apresentados, recorreremos a uma esfera
euclidiana para obter sua representacao, frisando, no entanto, que o apelo visual ndo sera ad-
mitido como método de prova. Apesar disto, um bom desenho pode ser muito ttil para tracar
estratégias de prova, bem como fazer conjecturas interessantes.

Na Figura [2, a seguir, representamos dois segmentos AB e CD de mesma medida e conti-

dos em retas distintas. E interessante notar que segmentos foram definidos como subconjuntos
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de retas esféricas de extremos distintos ndo antipodas e, dessa forma, dois pontos determinam
um tnico segmento, visto que por esses dois pontos passa uma tinica reta esférica. E esta pro-
priedade que nos permitiu definir rigorosamente um tridngulo esférico a partir de trés pontos
distintos nao contidos numa mesma reta. Note também que se houvesse um par de antipodas
dentre estes pontos, entdo os trés pontos estariam na mesma reta e, portanto, ndo existiria um

triangulo.

Figura 2 — Segmentos de reta esférica.

Fonte: O autor (2021).

O conceito de um ponto estar entre outros dois estd representada na Figura[2|pelo ponto E,
que estd nas duas retas esféricas representadas, mas enquanto esta entre A e B, 0 mesmo nao
estdentre Ce D.

Outra observacao interessante se refere ao fato de nao haver pares de antipodas no mesmo
segmento esférico, isto significa que na esfera euclidiana apenas o menor arco que liga dois
pontos pertence a classe dos segmentos de reta esféricos. Desta forma, a unidao dos segmentos
BAe AP, na Figura formando o arco maior de extremos B e P ndo é um segmento esférico, o
segmento esférico BP é o caminho que liga B e P, e que nio passa pelo ponto A.

Ilustragbes comumente sdo relevantes para estabelecer conjecturas e indicar possiveis ca-
minhos de prova. Greenberg (2008, p.27-29) discorre acerca da importancia de boas figuras em
Geometria, e enfatiza que muitas pessoas raciocinam visualmente com mais facilidade do que
simbolicamente.

Nesse sentido, a Figura |3} por exemplo, sugere que se P; é polo da reta esférica OX; Xo,
entdo o seu antipoda P, é o outro polo dessa mesma reta, fato tornado rigoroso pela Proposicao
Esta, também sugere, que duas retas esféricas distintas se encontram em pares de pontos

antipodas (Proposicao|2.15).
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Figura 3 — Polos de uma reta esférica.

Fonte: O autor (2021).

Se a ultima figura faz justica a importancia das figuras, a Figura 4| servird de alerta para as
sugestoes equivocadas de certas figuras. Nesta, P € um polo da tnica reta esférica que passa
pelos pontos A e B. A figura destacada em vermelho "parece ser" o tridngulo esférico A°ABP,
mas de fato ndo é, visto que a linha que liga os pontos A e B nao esta contida numa reta esférica.
Na verdade é um arco de circunferéncia ndao méxima, ndo sendo, entdo, um segmento de reta e,

portanto, o objeto geométrico ABP nado é um tridngulo esférico.
Figura 4 - Regido esférica ABP.

=]

Fonte: O autor (2021).

Apresentada essa discussdo informal acerca de alguns conceitos da Geometria Esférica, bem
como do poder e perigo das figuras ilustrativas, sentimos-nos aptos a investigar rigorosamente
propriedades advindas dos axiomas e defini¢cdes. A compreensao da argumentacao apresentada

pode ser facilitada pela representagdo de pontos, retas esféricas e segmentos de reta através de
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uma figura que, no entanto, ndo serd utilizada como argumento de prova.

2.3 Propriedades derivadas dos axiomas

Nesta secao derivaremos dedutivamente as propriedades basicas da Geometria Esférica cul-
minando com dois teoremas utilizados sem demonstracdo na sequéncia didatica: o Teorema
dos triangulos polares; e, o Teorema da soma das medidas dos angulos internos de um trian-

gulo esférico.
Proposicao 2.13. Todo ponto possui um unico antipoda.

Demonstragdo. Pelo Axioma [3] se esse ponto existir, é tinico. Sejam A um ponto qualquer da
esfera e A uma reta esférica que o contém. Pelo Axioma [2} existe uma bijecdo ¢: A — R/2nm.

Tome y em R/27 tal que ¢(A) —y =T, segue que ¢~ (3) é antipoda de A. O

Lema 2.14. Se A é um ponto, entdo o antipoda de A pertence a mesma reta esférica que contém
A.

Demonstragdo. Sejam A uma reta esférica passando por Ae ¢ : A — R/2m a bijecdo associada

a A. Escolhendo y em R/27 tal que £(A) —y =T, segue que ¢! () € A é antipoda de A. O

Proposicao 2.15. Se A e A, sdo retas esféricas distintas, entdo A, e A, se encontram em exata-

mente dois pontos que sao antipodas.

Demonstragdo. Pelo Axiomal| existe um ponto comum, digamos A, a A; e A,. Pelo Lema|2.14]
segue que A% também estd em 1; e 1,. Caso existisse um ponto B distinto de A e de A% em 1,
e A2, entdo B ndo seria antipoda de A e pelo Axiomald} 1, e A, seriam iguais, uma contradi¢ao

com a hipétese. O

Proposicao 2.16. Sejam A e B pontos da esfera, temos que A e B sdo pontos antipodas se, e so-

mente se, d¢(A,B) = 7.

Demonstragdo. Sejam A uma reta esférica que contém A e B, e £ uma bijecdo a ela associada.
Como 4(A) — ¢(B) =7 se, e somente se, A e B sdo antipodas, por defini¢do. Entao d®(A,B) ==

se, e somente se, A e B sdo antipodas. O

Proposicao 2.17. Se A é um ponto de uma reta esférica A, entdo existem em A exatamente dois
pontos B e C tais que d°(A, B) = d°(A,C) = 7. Além disso, B e C sdo antipodas.
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Demonstragdo. Sejam ¢ : A — /2 a bijecdo associada a 1 e, X e y em R/27 definidos da

seguinte forma:

_ T
x=0(A)+ ) (2.2)

y:z(A)—g. 2.3)

Considerando B =¢7'(x) e C=¢71(3), segue que ¢(B) - £(C) =7, logo B e C sdo antipodas.
Além disto, ¢(B) —¢(A) = x — [E—g] = g, pela equacao (2.2). Portanto, d®(A,B) = % Analoga-
mente, pela equacao 2.3), d°(A,C) = %

Seja D um ponto em A tal que d°(4, D) = 2. Entdo, Z = ¢(D) - £(A) ou —2 = (D) - £(A). No
primeiro caso segue que ¢(D) = ¢(A) +§ =X, logo D = B. No segundo caso ¢(D) = ¢(A) —g =Y,

logo D = C. Portanto, existem exatamente dois pontos com tal propriedade. O

Proposicao 2.18. Toda reta esférica possui exatamente dois polos. Além do mais, se P é um dos

polos, o outro serd P*.

Demonstragdo. Sejam A uma reta esférica e P um polo de A. Fixado X € A, temos que X e P
nao sdo antipodas visto que d°(X,P) = 7, logo pelo Axioma existe uma Unica reta esférica
que contém X e P. Seja ¢ : OXP — R/2n a bijecdo associada a essa reta. Entao, pela Propo-
si(;éo P%e OXPed®X,P? = 7. Como X é arbitrario em A, segue que, para todo X € 4,
d¢(X,P% = % Logo, P* é também polo de A.

Deriva diretamente da Proposicao que nao existem pontos diferentes de P e P* com

esta propriedade. O

Proposicido 2.19. Sejam P um polo de uma reta esférica A e Q um ponto da esfera tal que d®(P, Q) =
5. Entdo, Q€ A.

Demonstragdo. Sejam ¢ a bijecao associada a reta que passa por P e Q, e A um ponto comum
de OPQ e A, que existe pelo Axioma Como d¢(PQ) = %, tem-se

¥
/(P)-¢(Q) = 5 (2.4)
ou
m
(P)-4(Q) =~ 5 (2.5)
Como Pépolode e A€ A, entdo d°(B A) = % e, assim, segue que
0(P)—C(A) = g 2.6)
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ou

0P) - C(A) = — g 2.7)

Comparando as equacoes (2.4) e (2.6), ou (2.5) e (2.7), obtemos Q = A, logo Q € A. Compa-
rando as equacoes (2.4) e (2.7), ou [2.5) e (2.6), obtemos Q = A%. Pelo Lema 2.13, A% € A, logo
Q € A. E portanto, em qualquer uma das possibilidades Q € A. O

A ultima proposicdo mostra que se P € polo de uma reta esférica A, entdo, além dos pontos
de A distarem 7 de P, conforme expressado no Axioma@ qualquer ponto da esfera que diste 5
de P estard nestareta. Essa propriedade das retas esféricas pode ser expressa dizendo que se P é
polo de uma reta esférica, entao esta reta é o lugar geométrico dos pontos da esfera que distam
3 de P, terminologia que serd utilizada doravante, sem maiores mencgdes, nas argumentacoes

de prova.

Lema 2.20. Para quaisquer dois pontos P e Q da esfera, d°(P,Q) = % se, e somente se, d°(P%, Q) =

y/)

5
Demonstragdo. Tome a reta esférica O PQ e observe que P? estd nesta reta. Seja ¢ a bijecao as-
sociadaa QOPQ, entdo ¢(P)—-¢(P%) =7 e, dessa forma, temos que [¢(P) — £(Q)]-[£(P*) — ¢(Q)] =
7. Segue da ultima equacao que ¢(P) - £¢(Q) = +Z se, e somente se, /(P —¢(Q) = ??. Portanto,

d°(P,Q) = 7 se, e somente se, d°(P%, Q) = 7. -

Proposicao 2.21. Todo ponto é polo de uma tinica reta esférica.

Figura 5 - Ilustragdo da demonstracao.

Fonte: O autor (2021).

Demonstrag¢do. Sejam P um ponto, A; uma reta esférica que contém P e ¢; a bije¢do associada
al;. Tome em A; o ponto A de coordenada ¢, (P) +§, segue que d°(P A) = % Pelo Axioma@
existe um ponto Q que é polo de A1, logo d°(Q, A) = 7.
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Seja 1, areta esférica que passa pelos pontos Q e A. Afirmamos que P é polo dareta 1, e que
qualquer outra reta ndo possui P como um de seus polos. De fato, sejam ¢, a bijecdao associada
a A, e seja R um polo de A;, logo d®(R,Q) = d®(R, A) = %

Como Q é polo de A; e d°(R,Q) = 7, pela Proposi(;éo R estd em A;. Como os pontos
P, AeRestdo em A, e d°(R, A) = d°(P, A) = 7, temos que: R = P, logo P é polo de A; ou, pela

Proposicao[2.17, R = P% e segue da Proposicao que P é polo de 1,.
A unicidade decorre da Proposicao que permite enxergar a reta esférica como um lugar

geométrico dos pontos que equidistam 7 do polo P. O

Proposicao 2.22. Dados B e C pontos distintos ndo antipodas. Se A é um ponto que ndo estd em
OBC edf(A,B)=d(A,C) = %, entdo A é polo de OBC.

Demonstragdo. Pela Proposicao A é polo de uma unica reta esférica A. Como A é o lugar
geométrico dos pontos da esfera que distam 7 de A, segue que B e C estdo em A. Pelo o Axioma
existe uma tnica reta que passa por B e C, o que mostra que A = OBC. Logo, A é polo da reta
OBC. O

Proposicdo 2.23. Para quaisquer dois pontos A e B da esfera, d°(B, A) + d°(A, BY) = .
Demonstragdo. Sejam A a reta esférica que contém Ae Be ¢: A — R/2m a bijecdo associada a
A. Temos que
¢(B"—¢(B) =T. (2.8)
Como os casos em que A = B ou A = B sao imediatos, analisaremos apenas o caso em que
A+# Be A# B% Temos que
¢(B)=V¢(A)+d°(A,B) 2.9

ou
¢(B)=¢(A)—d¢(A,B). (2.10)

Supondo que a equagdo (2.9) ocorra, segue que

{(BY—0(A)=¢(BY) - |¢(B)—d®(A, B)] =[0(B")-¢(B)|+d°®(A,B)=TT+d°(A,B)  (2.11)

Note que

n+d¢(A B)=d¢AB)—m, (2.12)
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em que d°(A, B) — é o representante de £(B%) — ¢(A) em (—m,7) e
-1<dA,B)-n<0.

Com isso
d®(B*, A) = |d°(A,B) —nt| = — d°(A, B).

Portanto,
d®(B, A)+d®(A,B%) = d°(B, A) + [t - d°(A,B)| = .

Analogamente, se considerarmos o caso da equagdo (2.10), chega-se a mesma conclusao.
(|

Proposicao 2.24. Sejam A e B pontos da esfera e, A a reta de polo A. Entdo, uma e apenas uma

das seguintes situacoes ocorrerd:

(a) B é ponto do hemisfério de centro A, hemisfério hy;
(b) B épontodaretal;

(c) B é ponto do hemisfério de centro A%, hemisfério h pa.

Demonstragdo. Seja A1 uma reta esférica que contém os pontos A e B, logo A% estd em ;. Seja

?1: 11 — R/2m a bijecdo associada a A,. Segue que:

0<d®(A B)< g 2.13)

ou

T

d(A,B) = E (2.14)

ou

T
E <dA,B) <. (2.15)
Observe ainda que

l1(A) -01(AY =T1. (2.16)

Se ocorrer (2.13), entdo, pela definicao de hemisfério, segue que B € h4.
Se ocorrer (2.14), como A é polo de A, entao pela Proposicao 2.18, Be A.
Se ocorrer (2.15), entdao

01(A)—¢1(B) =5, 6€(g,n] 2.17)
ou
01(A)—¢1(B) =6, 5e(—n,—g). (2.18)
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Observe que deriva de (2.16) e (2.17) que
S b4
01(B)— 0 (AY =71 -0, n—5€[0,§). 2.19)

E das relacoes (2.16) e (2.18) vem que

01(B) =01 (AY =T—b="b-7, —5—ne(— g,o). (2.20)

Observe que 7—4§ nao é o representante de /1 (B)—¢,(A%) em (-, 7] na equacio (2.20), pois
as caracteristicas de 6 sao dadas pela equacao (2.18).

Segue portanto, que caso ocorra a equacao (2.15), entao ocorrerd a equacao ouaequa-
cao e, em qualquer dos casos, d°(A% B) < 3, ouseja, B€ hya. O

Proposicao 2.25. Se C é um ponto de um hemisfério de centro A, entdo C* é um ponto do hemis-

fério de centro A“.

Demonstragdao. Supondo que C“ esteja na reta de polo A ou, C? esteja no hemisfério de centro
A, tem-se que d®(A,C) < % e dé(C% A) < % Temos, assim, d¢(A,C) + d¢(C%, A) < &, contradi-
zendo a Proposicao Segue, portanto, da Proposicao [2.24] que C? estd no hemisfério de

centro A. O

As duas ultimas proposicoes ampliam a compreensao de hemisfério e nos permitem, para
todo P, identificar os hemisférios de centro P e P* como lados da reta A de polos P e P%. Nesse
sentido, a reta esférica A serda denominada de reta polar de P, ou reta polar de P%. Referimo-nos
também a reta A bordo desses hemisférios.

Dois pontos que estdo num mesmo hemisfério serdo ditos que estdo do mesmo lado de A.
Caso contrdrio, dizemos que os pontos estdo em lados opostos de A. Os hemisférios de centro

P e P% também s3o ditos os hemisférios gerados por A.

Figura 6 — Hemisférios gerados por A.

Fonte: O autor (2021).
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As préximas duas proposicoes reinterpretam a nocao de um ponto estar entre outros dois,
digamos A e C. A primeira inclusive mostra como a bijecao sobre a reta, que contém esse par

de pontos, percorre o conjunto R/27 nos pontos do segmento esférico de extremos A e C.

Proposicdo 2.26. Se A, B e C sdo trés pontos da esfera tais que B esteja entre A e C, entdo 0 <
d®(A,B) <d®(A,C)<m. E sel :OAC — R/2m fora bijecdo associada a reta O AC, entdo apenas

uma das seguintes sentengas é verdadeira:

0(C)=V(A)+d¢(AC) e ¢(B)={¢(A)+d*(AB) (2.21)

ou
(C)=l(A)—d¢(AC) e {¢(B)=¢(A)-d°AB). (2.22)

Demonstragao.

Como os pontos A, B e C sao distintos dois a dois e nao antipodas, segue que
0<d®(ACQ)<m, d°(AB)>0 e d*B,C)>0. (2.23)

Temos, também, de acordo com a Defini¢ao[2.8|e das hipéteses, d°(A, C) = d°(A, B)+d*(B, C).

Usando as relacoes constantes em (2.23) na ultima igualdade, segue que
0<dfA,B)<d®AC <m,

0 que prova a primeira parte.
Para provarmos a outra parte, seja ¢ a bijecao associada a reta esférica QO AC. Para provar
que (2.21) ou (2.22) derivam das hipoteses da proposicao, atente que pela Observacao no

minimo duas das quatro sentencas seguintes sdo verdadeiras:

0(C)=C0(A)+d?(A,C) e ((B)=/l(A)+d*A,B), (2.24)

0(C)=C(A)+d°(A,C) e {(B)={(A)-d°(AB), (2.25)

0(C)=€(A)-d°(A,C) e {(B)={(A)+d°(AB) (2.26)
e

l(C)=F¢(A)—-d?(AC) e {¢(B)=¢(A)—de°A,B). (2.27)

Assuma, inicialmente, que seja verdadeira. Entdo ¢(C) +¢(B) = £(A)+¢(A)+d°(A, C) -
de(A, B) é verdadeira e, desde que, B esta entre A e C, d°(A,C) = d°(A,B) + d®(B,C). Segue,
portanto, que

0(C)+£(B) = £(A) + (A +d*(B,C). (2.28)

E, usando a Observagao 2.3} segue que

d¢(B,C)=¢(B)-¢(C) (2.29)
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ou
d¢(B,C)=¢(C)—-¥¢(B). (2.30)

A combinacao e ndo pode ocorrer, pois do contrario valeria [£(C)—¢(A)]+[£(C)—
¢(A)] =0, o que, pelas propriedades de R/27 resultaria em [£(C) — £(A)] =0 ou [£(C)—¢(A)] =T.
E como A e C sdo distintos ndo antipodas, isto ndo pode ocorrer.

A combinacdo e também ndo pode ocorrer, visto que do contrério resultaria em
[£(B) - ¢(A)] + [¢(B) — £(A)] = 0 e desta equacdo implicaria, por argumento similar ao anterior,
que A= B ou A e B antipodas. Nova contradicao.

Segue destas contradi¢oes que nao pode ocorrer.

Assuma, entdo, que seja verdadeira. Por argumento semelhante ao anterior, segue que

((C)+{4(B)=¢(A)+¢(A)—-deé(B,C). (2.31)

Como ou é verdadeira, com argumento similar ao feito para o caso segue
que que A e B sdo idénticos ou antipodas. Logo, também nao pode ocorrer.

Finalmente, provaremos que e nao podem ocorrer simultaneamente. De fato,
se ocorrerem simultaneamente, entao e seriam simultaneamente verdadeiras e a

diferenca entre a primeira e a tltima geraria a equacgio d¢(B,C) + d¢(B,C) = 0 em R/27, mas
pelas propriedades da adi¢do nesse conjunto, resulta que d¢(B, C) = 0 ou d¢(B,C) = . No pri-
meiro caso temos B = C e no segundo, B e C antipodas. Desta contradicao, resulta que (2.24) e

(2.27) ndao podem ocorrer simultaneamente. O

Proposicao 2.27. Sejam A, B e C pontos de uma reta esférica A e ¢ : A — R/2n a bijegdo as-
sociada a A. Suponha que 0 < d°(A,B) < d°(A,C) < m e que ¢(C) = £(A) +d®(A,C) el(B) =
C(A)+d®(A,B)oul(C)=¥¢(A)—de¢(A,C) e ¢(B)=¥¢(A)—d®(A, B) severifique. Entdo, B estd entre
AeC.

Demonstra¢do. Suponha, primeiramente
((C)=0(A)+d¢(AC) e {((B)=¢(A)+d¢ADB). (2.32)

Segue que subtraindo as equacoes em (2.32) resulta:

£(C)-¥(B)=d¢(AC)—d¢(AB). (2.33)

Observe que que A, B e C sao distintos e A # C%. Observe também que 0 < d®(A,C) —
d®(A,B) < m. Segue da ultima informacao combinada com a equagao (2.33) que d°(B,C) =
d®(A,C)—d°(A, B), ouseja, d°(A,C) =d°®(A, B) + d°(B,C). Portanto, B estd entre Ae C.

Caso se verifique

l(C)=¥¢(A)—-d¢(AC) e ¥¢(B)=¢(A)-d°AB), (2.34)
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subtraindo as duas equagoes, obtemos ¢(B)—¢(C) = d¢(A, C) — d®(A, B) e o restante da demons-

tracao ocorre de forma idéntica ao que fizemos acima. O

A préoxima proposicado estabelece as regras que permitem mudar o sistema de coordenadas

sem alterar as relacoes bésicas entre os pontos de uma reta esférica.

Proposicao 2.28. Sejam A uma reta esférica, X um elemento qualquer de A e ¢ : A — R/2n
uma bijecdo. Entdo gi: A — R/2n definida por g(X) = 0(X) + k, qualquer que seja k € R, e
h: A — R/2r definida por h(X) = —¢(X) sdo bije¢oes que induzem a mesma distancia de ¢ .

Demonstragdo. Para provar que g : A — /27 é uma bijecdo, observe que se X; # X, sdo
pontos de A, entdo g(X;) = €(X1) +ke gx(Xo) = 4(X>) + k s@o elementos distintos de R/27.
Logo, gi é injetiva. Observe, também, que se a é um elemento qualquer de R/2x, como a —ké
um elemento de R/2m, entdo existe um tinico X3 € A tal que ¢(X3) =a — k. Portanto, gr(X3) =
0(X3) + k=G - k+a=1a. Segue, dessa forma, que g é sobrejetiva.

A provade que h: A — R/27 é uma bijecdo segue observando que quaisquer que sejam os
pontos X, e X5 distintos de A, h(Xy) = —€(Xy) e h(X5) = —¢(X5) estdao definidos e sdo distintos
pela unicidade do oposto da adicao, o que prova a injetividade de h. Para provar a sobrejetivi-
dade de h, tome um elemento a qualquer de R/27 e observe que existe Xg, inico, em A tal que
¢(Xg) = —a. Segue, portanto, h(Xg) = —¢(Xg) = a.

A bijecdo gy induz a mesma distancia que a bijecdo ¢: De fato, sejam A e B dois pontos
quaisquerde A. Esejad € (—m, ] e 8 € l(A)—¢(B). Pela Deﬁnigﬁo d;(A, B)=|6|,emqued,
é adistancia induzida pela bijecdo ¢. Ocorre que gx(A)—gx(B) = ¢(A)+k—-[¢(B)+k] = ¢(A)—¢(B)
e, portanto, dj(A, B) = dgk(A, B).

A bijecdo h induz a mesma distancia que a bijecao ¢: Para ver isto, tome A e B dois pontos
quaisquer de 1. Observe que a distancia entre os pontos A e B induzida por ¢ € d;(A,B) =|
6|, emque ¢(A)—¥¢(B)=0ed € (—mn]. Como ¢(A)— ¢(B) = 0 reescrita em termos de h é
—h(A) + h(B) = §, segue d;(A,B)=|6|=d;(A,B). O

Proposicao 2.29. Sejam A e B pontos distintos ndo antipodas e ¢ : A — R/2n a bijegdo asso-
ciada a reta esférica O AB, entdo uma e apenas uma das equagoes seguintes se verifica: ¢(B) =
V(A)—d®(A B) oul(B) =¥¢(A)+d®(A, B). Além disto, a semirreta AB é o ponto A e o conjunto de

todos os pontos C da reta O AB que satisfaz uma e apenas uma das sentencas a seguir:
¢(B)=¥¢(A)+d®(A,B) e ¢(C)=¢(A)+x (2.35)

ou
{(B)=V¢(A)—d¢(A,B) e ¢(C)=¢(A)—X, (2.36)

em que x € [0, m). Além disto, nas sentencas (2.35) e (2.36), x = d°(A,C).
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Demonstrag¢do. Primeiramente observe que como A e B sdo distintos ndo antipodas, tem-se
que
0<d(AB)<m. (2.37)

Também, a Observacdo[2.3mostra que quaisquer que sejam A e B:
¢(A)—-¥¢(B)=d°(A,B) (2.38)

ou
¢(B)-Y¢(A) =d¢(A,B). (2.39)

Segue, portanto, das equacoes (2.38) e (2.39), respectivamente, que ¢(B) = £(A) — d¢(A, B) ou

¢(B) = ¢(A)+ d¢(A, B) se verifica. Supondo que ocorressem simultaneamente, entao teriamos

d®(A,B) +de¢(A,B) =0 e, pelas propriedade da adicao em /27w, isto ocorre se, e somente se,
d¢(A,B) = 0 ou d®(A, B) = 7. No primeiro caso, A = B e no segundo, A = B%, contradizendo a
hipétese. Observe que isto prova também que as sentencas e ndo podem ocorrer
simultaneamente.

O restante da prova serd construida em duas partes. Na primeira parte, provaremos que
se C EITB, entdo C satisfaz a sentenca ou a sentenca (2.36). Para isso, observamos que
pela definicdao de semirreta esférica, Definicao[2.9} temos que C €fTB se, e somente se, uma das

seguintes situacoes ocorrer:
(@ C=AouC=B
(b) Cestaentre Ae B.

(c) Bestaentre AeC.

Caso C = A, entdo ¢(C) = ¢(A) e, portanto, satisfaz tanto £(C) = ¢(A)+x como ¢(C) = ¢(A)—X
para x = 0. Caso C = B, entdo ¢(B) = ¢(C) e substituindo ¢(B) por ¢(C) nas equacoes
e ([2.39), observando que d°(A, B) € [0, ), temos que, respectivamente, a sentenca oua
sentenca se verifica.

Caso ocorra (b) e a equacao (2.39), entdo, pela Proposicao[2.26, temos:

0<d®(AC)<d’(AB) <mn (2.40)

((B)=¢(A)—d¢(A,B) e {((C)=¢(A)—-d¢AQC). (2.41)

Fazendo x = d°(A, C), segue a sentenca (2.36).
Caso ocorra (b) e[2.38] entao, pela Proposicao[2.26] temos:

0<d®(AC)<d’(A B <m (2.42)
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{(B)=¢(A)+d¢(A,B) e {(C)=¢(A)+d°ACQ) (2.43)

Fazendo x = d°(A, C), segue a sentenca (2.35).

Observe que caso ocorra (c) e a equacgao (2.39), entao usando a Proposicao [2.26] temos o
mesmo caso que (b) e com a adequacdo 0 < d°(A,B) < d®(A,C) < n. E a ocorréncia de (c)
e (2.38), implica no mesmo caso que (b) e com a adequacdo 0 < d®(A,B) < d°(A,C) < .
Portanto, segue que a ocorréncia de (c) implica na ocorréncia de ou (2.36).

Para construir a segunda parte da demonstracao, suponha que exista C em (OAB tal que
se verifique (o caso em que se verifica é anédlogo). Como ¢(C) = ¢(A)—Xx, para algum
x €0, m), entdo £(A) —¢(C) =X e como x € [0, w) segue que x = d°(A,C). Caso x=0entdo C= A
e portanto C €1TB . Caso x # 0, entdo 0 < d°(A, C) < 7. Combinando a tltima desigualdade com

(2.37) segue que uma das sentencas abaixo € verdadeira:

0<df(AB) =d°AC) <, (2.44)

0<df(AB) <d(AC)<m (2.45)
e

0<dfA,C)<dfAB) <. (2.46)

Caso se verifica, entdo ¢(B) — ¢(A) = ¢(C) — ¢(A) devido a nossa hipétese, ou seja, a
sentenca (2.36). Segue que ¢(B) = ¢(C) que é equivalente a B = C, o que mostra que C EfTB.

Caso se verifica junto com nossa hipétese (2.36), entdao segue da Proposicdo que
B estd entre A e C e, conforme (b) acima, C €1TB.

Caso se verifica junto com nossa hipdtese (2.36), entao segue da Proposicao que
C esta entre A e B e, conforme (c) acima, C E/TB. O

—

Coroléario 2.30. Dada uma semirreta esférica AB e um niimero real x € [0, ), existe um tinico
ponto C em AB tal que d®(A,C) = x.

Demonstragdo. Seja ¢ : OAB — R/2m a bijecao associada a reta esférica O AB. Observe que
((A)+X e ¢(A)-X sdo elementos de R/27. Veja, entdo, que C; = 71 [((A)+X] e C; =
¢71[¢(A)-X] sdo pontos dareta OAB tais que d°(A,C;) = x e d°(A,C,) = x. Observe também

que C; e C, satisfazem, respectivamente:

0(Cy) =4(A)+7%, xe [0,m) (2.47)

0(Cy) =4(A)—X, xe [0,7m). (2.48)
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—

Segue da definicdo de semirreta AB que A e B sao distintos ndo antipodas. Portanto, a Pro-

posi¢ao[2.29 mostra que:
¢(B)=¢(A)+d¢(A,B) (2.49)

ou
¢(B)=¥¢(A)—d°(A,B), (2.50)

nao podendo ocorrer simultaneamente.
A mesma proposicdao também mostra que caso ocorra (2.49) entdo, pela equacao (2.47), se-
gue que C; €AB. E caso ocorra (2.50) entao, pela equagdo (2.48), segue que C» € AB.

Provada a existéncia, vamos nos concentrar em provar a unicidade. Observe inicialmente

que se Cy,C eﬁ entdo C; = C; pois pela Proposicao [2.29|o conjunto de pontos da semirreta
ITB satisfaz uma e apenas uma das sentencas ou (2.36). Este caso ocorre quando x = 0
e consequentemente C; = C, = A. De forma geral, seja C3 um ponto da reta esférica O AB tal
que d°(A,B) = x. Entdo ¢(C3) = ¢(A) + X ou £(C3) = £(A) —x. O que mostra que C3 = C; ou
Cs =Cy. O

Corolario 2.31. Se C é um ponto de AB e C # A, entdo AB=AC.

—

Demonstrag¢do. Como C € AB, segue, da Proposicao|2.29} que

((B)=0(A)+d°(A,B) e {(C)=0(A)+d°AC), d°A,C)e(0,m) (2.51)
ou
((B)={¢(A)—d°(A,B) e {((C)={(A)—-d*AC), d°AC)e(0, ), (2.52)

com d®(A,C) #0, pois A#C.

Caso ocorra (2.51) (o caso (2.52) se prova de forma equivalente), entdo usando novamente a

Proposicdo|2.29/temos que AB é o conjunto de todos os pontos X da reta OAB tais que ¢(X) =
¢(A)+d°(A, X). Como C € OAB com C # A por hipétese, com C # A% visto que d®(A, C) # 1 por
(2.51), entao OAB = OAC. Aplicando novamente a Proposicao|2.29} segue que /TC é o conjunto
de todos os pontos X dareta O AC tais que ¢(X) = ¢(A) + W,X) Logo /TBzL?é O

— —s

Proposicao 2.32. Se AC é uma semirreta esférica, entdo AC ndo contém pares de pontos antipo-

das.

Demonstragdo. Seja ¢ : OAB — R/2m a bijecdo associada a reta esférica O AB. Caso A* (—:/TB
entdo a Proposicao garante que ¢(A%) = £(A) + d°(A, A%) ou £(A%) = ¢(A) — d°®(A, A%) com
d®(A, A% € [0, ), logo d°(A, A%) # &, contradizendo a Proposicao|2.16, Logo, A* QR. De forma
geral, seja X # A um ponto de ITC entdo, pelo Coroldrio [2.31| temos que ITCZITX e repetindo

para X e X“ o argumento feito acima para A e A%, segue que X* ¢ AX e portanto X* ¢AC. [
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Proposicao 2.33. Sejam A e B dois pontos distintos ndo antipodas e O AB a reta esférica que os

contém. Seja C um ponto de O AB que ndo esteja em AB e que ndo seja antipoda de A. Entdo:

LA S

(@) AB e AC possuem exatamente o ponto A em comum.

(b) AB U ACU{A%} éiguala OAB.

—

Demonstragao Para provar | (a), suponha que ex1$ta X #Aem AB e AC. Pelo Corolarlo 2.31

segue que AB AX e AC AX e, portanto, AB AC uma contradicao visto que C gZAB por hip6-
tese.

Para aprovar (b), observe que se X €fTB U fTC U{A?} entdo, segue da combinagao da Defi-
ni(;ﬁocom a Proposicdo|2.14, que X € OAB. Portanto, A—B U A—C U{A%} = OAB. Reciproca-
mente, suponha X € OAB. Se X = A% entdo X €1TB U }TC U{A“}. Se X # A%, tome a semirreta

esférica AX. Usando a Proposicado|2.29|segue que para x € [0, 7):

@) A—B é o conjunto dos pontos W € OAB taisque ¢(W) =¢(A) +xou (W) =¥¢(A) -
(i) fTC é o conjunto dos pontos Y € OAB taisque £(Y) =¢(A)+Xxou l(Y) =¥¢(A) -
(iii) B( é o conjunto dos pontos Z € QOAB taisque ¢(Z) =¢(A)+xoul(Z) =¥((A) -

Como AB#AC, segue que A AX= AB ou AX=AC. Em qualquer caso, X EAB U ACU{A%.
Dessa forma, QAB CAB U AC U{A“} e, COmo ja provamos que AB U AC U{A“} < OAB,
segue que AB U AC U{A?} éiguala OAB. O

— s

As semirretas AB e AC da ultima proposicao sao denominadas de semirretas opostas.

— s

Definicdo 2.34 (Semirretas opostas). Duas semirretas esféricas AB e AC sdo ditas opostas se sdo

distintas e A, B e C sdo colineares.

—

Coroldrio 2.35. Se AB e AC sdo duas semirretas opostas, entao:

—s s — s s

(i) AB e AC possuem exatamente um ponto em comum, o qual é a origem de AB e AC .
(i) ABU ACU{A% = A, em que A é a reta esférica que contém AB e AC .

Demonstragdo. O coroldrio deriva diretamente da Proposicao [2.33 observando que as semir-
retas AB e AC sdo distintas, pois se fossem iguais, C deveria ser elemento de AB, e também
ABc OABe ACc OAB. O

Proposicao 2.36. Sejam ry e rp duas semirretas opostas de origem A e A a reta esférica que as
contém. Se X for um ponto qualquer de A, X # A e X # A%, entdo X é um ponto de uma e apenas
uma das duas semirretas. Além do mais, se X é um ponto de uma semirreta, X% serd ponto da

outra.
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Demonstragdo. De fato, como X é diferente da origem de r; e r,, entao, pela parte (i) do Coro-
lario X nio pode ser comum a r; e 1. Também, como por hipotese X # A® pela parte (ii)
do mesmo corolério, X € r; Ur, U{A%}, segue que X € r; para exatamente um i € {1,2}.

Para finalizar a demonstracdo, observe que X“ é um ponto de A, pelo Corolario Logo,
X%e riur,u{A?} pela parte (ii) do Corolério No entanto, X% # A% por hipotese, logo X% €
r1 U rs e o conjunto {X , X “} nao pode estar contido na mesma semirreta esférica pois contraria
a Proposicao[2.32] O

Proposicao 2.37. Ser é uma semirreta esférica e A é uma reta esférica que ndo contém r, entao r

el possuem exatamente um ponto em comum.

Demonstragdo. Pela Definicdo [2.9 existe uma reta esférica a que contém r. Como «a é distinta
de A, entdo, pela Proposigﬁo anA={X,X?. Caso X sejaaorigem de r, entdo a Proposi¢ao
[2.32]garante que X“ ndo é ponto de r e da mesma forma se prova que se X¢ é origem de r entdo
X ¢ r. Caso nem X e nem X“ é origem de r, entdo pela Proposicao apenas e exatamente

um elemento do conjunto {X, X?} é ponto de r. O

Proposicao 2.38. Sejam A e B dois pontos dispostos em lados opostos de uma reta esférica A e

A # B%, entdo o segmento de reta esférica AB intersecta A em exatamente um ponto.

—

Demonstra¢do. Como, em particular, A ¢ A, entdo A ndo contém AB e, portanto, pela Proposi-

¢a0[2.37, a semirreta AB intersecta a reta A em exatamente um ponto X. Assim, em particular,

XeAl. (2.53)

Caso X € AB, entdo a Proposicdo estd demonstrada. Caso X ¢ AB entio, pela Definicio , B
estd entre Ae X.

Vamos mostrar que a tltima afirmac¢do nao pode ser verdadeira. Assim, supondo que B estd
entre A e X, observe-se, inicialmente, que, pela Definicao ITB estd contida na reta esférica
(OAB, a qual é igual a reta esférica O AX e, associada a esta reta, pelo Axioma |2} existe uma

bijecdo ¢: OAX — R/2n. Usando, entdo as proposi¢oes e segue, respectivamente:
0<d®(AB)<d®(AX)<m, (2.54)

d°(AX)+d°(X,A%)=n e d°(AB)+d°(B,A%)=n. (2.55)

A Proposicao ainda garante que uma e apenas uma das seguintes sentencas é verda-
deira:
¢(B)=¥¢(A)+de(A,B) e /¢(X)=¢(A)+d¢AX), (2.56)

{(B)=0(A)—d¢(A,B) e {¢(X)=/¢(A)-d°A X). (2.57)
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Caso ocorra (2.56), observe-se que, deriva das duas equacao de (2.56),

0(X)=4¢(B)+d°(A X)—d¢(A, B). (2.58)

Mas, da equacao (2.54) segue que 0 < d®(A, X) — d®(A, B) < & e, assim a equacao (2.58) mostra
que
d®(B,X)=d°A,X)—-d°(A,B). (2.59)

Substituindo, na ultima equacao, os valores reais d°(A,X) e d°(A, B), conforme a equacgao

(2.55), segue que
d°B,X)=n-d°(X,A%) - [r—-d°(B,AY)], (2.60)

ou seja,
d®(B,A")=d°(B,X)+d° (X, A%). (2.61)

Agora, observando que B e A% ndo sao antipodas e que OAB = OBA“ e, portanto, X esta em
OBA*%, segue da Definicao[2.8que X estd entre B e A%. Ocorre que A? estd no hemisfério oposto
de A, conforme a Proposi¢ao[2.25]e, portanto, A% e B estdao no mesmo hemisfério gerado por A
e, pelo Axioma combinado com a Definicao o segmento de reta A%B estd contido neste
hemisfério. Logo, como X estd em Z‘TB, segue, da Proposigéioque X nao estdem A, contra-
dizendo a relacdo (2.53). Desta contradicdo, segue que X € AB.

Caso (2.57), com argumento semelhante ao caso anterior, temos que

((X)=0(B)+d®(AB)—d¢(AX) e -m<d®(AB)-d°AX)<0. (2.62)

Logo, segue que d®(B, X) = |d°(A,B) — d®(A, X)| = d°(A, X) — d®(A, B). Seguindo desse ponto em
diante com o mesmo argumento usado ap6s a equacao (2.59), segue que X € ?X—B, 0 que termina
a demonstracao. O

Proposicao 2.39. . Sejam OAB uma reta esférica e C ¢ OAB. Entdo, os pontos de AC diferentes

de A estdo do mesmo lado de C em relagdo a reta O AB.

Demonstra¢do. Suponha X # Aem AC N AB. Pelo Corolério|2.31} AX=AC ecomo AXc OAB
pela Definicao segue que C € OAB, contradizendo uma hipétese. Logo, qualquer que seja

X # Aem AC, segue que X ¢ OAB. Suponha, entao, por contradi¢do, que existam X "e X" em

AC tais que estejam em lados opostos de O AB. Assim, pela Proposicdo|2.38, existe X"’ entre X’

e X" queestaem OABe X" = Apois o contrério contradiz a Proposicdo Mas, combinando
a Definicdo 2.8/ com a Proposicao vemos, sem grandes dificuldades, que A ndo pode estar

entre X' e X", o que termina a demonstracao. O

Proposicao 2.40. Se OBF é uma reta esféricae D e E estdo do mesmo lado de OBF e, além disto,

F, D e E sdo colineares, entdo FD=FE.
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—

Demonstragdo. Observe inicialmente que D # F e E # F. Caso E €FD entao, pelo Corolério

2.31, FD=FE. Vamos mostrar que E ¢F D nao pode ocorrer.

Suponha entao, por contradicao, que E ¢ FD. Como E # Ae E € OFD, segue pelo Corolario

2.35/que E eFD®. Usando, entdo, a Proposicao [2.39|segue que E e D? estao do mesmo lado

de OBF e portanto D e D estao do mesmo lado de OBF, contradizendo a Proposicao
Portanto E € FD e consequentemente FD=FE. O

Proposicio 2.41. Se DF e FD sdo semirretas, entdio DF (| FD é o segmento de reta DF.
Demonstragdo. Pela Definicao
(1) DF é o conjunto dos pontos X dareta ODF tais que X € DF ou F esta entre D e X.

(2) FD é o conjunto dos pontos Y dareta OQDF taisque Y € DFouDestientre Fe Y.

Observe que resulta dlretamente de (1) e (2) que DF cDF n FD e, para provar a continéncia

inversa tome um ponto X €DF N F D. Supondo que X ¢ DF, entdo pela Deﬁnlgao , temos
(3) Festaentre De X,

ou
(4) Destaentre Fe X.

Usando a Definicdo segue de (3) que d®(D,X) = d°(D,F)+ d°(F,X) e segue de (4) que
d®(F,X) =d°(D, F)+d®(D, X), mas a coexisténcia das duas equacoes s6 pode ocorrer caso D = F,
contradicao com a definicdo das semirretas tomadas por hip6tese. Logo, desta contradicao, se-
gue que X € DF e portanto E*“ N I?Dc DF, o que termina a demonstracao. O

s s

Proposicao 2.42. Sejam AD e AB semirretas esféricas opostas e C um ponto externo a reta esfé-

rica que as contém. Entdo, n<CAD + m<CAB = .

Demonstragdo. Tome E, F e G, respectivamente, nas semirretas AD, AC e AB distando % do
ponto A. Como pela Proposi¢ao[2.21]A é polo de uma tinica reta esférica A e como A € o conjunto
de todos os pontos da esfera que distam % de A, entdao E, F e G estdo em A. Usando, entao,
a Proposicao segue que E e G sdo antipodas. Logo, conciliando a Definicao com a
Proposi¢ao[2.23] temos que m<CAD+ m<CAB =. O

Proposicao 2.43. Seja < ABC um dngulo esférico e seja P um ponto da esfera. Entdo as seguintes
condigoes sao equivalentes:

(1) P estd no interior de < ABC.

(2) P estd do mesmo lado de A em relagdo a reta esférica OBC e m<PBC < m<ABC.

(3) P ndo estd sobre O AB e nem sobre OBC e m<ABC =m<ABP+ m<PBC.
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Figura 7 — Ilustracio da Proposicao

Fonte: O autor (2021).

Demonstragdo. Observe, primeiramente, que tomando qualquer uma das trés sentengas como
hip6tese, P nao estd na reta esférica O AB e P ndo estd na reta esférica OBC. Usaremos ,entao,
essa propriedade sem maiores mencodes na demonstracdo a seguir.

Sejam D, E e F, respectivamente, sobre El, E’ e Eﬁ, distando % de B. Temos que E #
D e E # F, pois caso E = D, entdo, pelo Corolério [2.31 ﬁ:]?E:E’. Logo P € OAB, uma
contradicao com a observacao inicial. Da mesma forma se mostra uma contradicao caso E = F.

(1)= (3): Se (1) se verifica, entao, pela Defini¢ao[2.10} P e A estio do mesmo lado de OBCJ]
Também, D e E estdo do mesmo lado da reta OBC, pois, de acordo com a Proposicao D

estd do mesmo lado de A e E estd do mesmo lado de P em relacao a reta OBC. Observe ainda

que F, E e D pertencem areta de polo B, e como D e E estdao do mesmo lado de OBC = OBF, as

semirretas FE e FD sdo iguais de acordo com a Proposicao[2.40, De forma similar demonstra-
se que ITE:BIE Desde que, pela Proposicao |2.41} a interseccdao de 53 e ITD é DF e desde
que E é diferente de D e F, entao E estd entre D e F e portanto, pela Defini¢cao segue que
mDF = mDE + mEF o que mostra que m< ABC = m< ABP + m<PBC, que nos dd (3).

(3)= (2): Se (3) se verifica, entdo como P ndo esti sobre a reta ()BA e nem sobre a reta

—

OBC, o que mostra que a semirreta BP nao estd contida nas retas citadas e portanto, pela Pro-

posicao esta semirreta possui com as referidas retas exatamente o ponto B em comum,
ou seja, E é diferente de D e de F. Também, conciliando as hip6teses com as defini¢oes e
segue que mDF = mDE + mEF e, sendo E é diferente de D, tem-se que mDE # 0 e assim
mEF < mDF, ou seja, n<PBC < m< ABC.

Observando que D, E e F sdo colineares e distintos por construgdo, segue da equacao
mDF = mDE+mEF, aplicando a Deﬁniqéio que E estdentre De F. Logo E EI?D pela Defini-
(;éoe, além disto, pelo Corolério|2.31 I?th?E . Como F e OBC e D g OBC, por construcao,

2

A reta esférica OBC gera dois hemisférios H; e H,, de intersec¢do vazia. Estar do mesmo lado da reta esférica
OBC significa estar em apenas um dos hemisférios gerados por OBC.
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entdo segue, da Proposicdo [2.39, que D e E estdo do mesmo lado da reta OBC. Aplicando a
mesma proposicao as semirretas BE e BD segue que os pontos P e A estdo do mesmo lado da
reta OBC. Deste resultado e da sentenca m<PBC < m<ABC segue que (3)= (2).

(2)= (1): Se (2) se verifica entdo P e A estdo do mesmo lado da reta OBC e portanto, pela

LA S

Proposi¢do|2.39|aplicada as semirretas BA e BP, segue que D e E estdao do mesmo lado de OBC.

Pela mesma proposicao, a semirreta FD, exceto o ponto F, estd do mesmo lado de OBC e su-

pondo, por contradicdo, que FD#FE, pela Definicao [2.34}, sdo semirretas opostas. Assim, pelo

Corolério|2.36, E* € FD e, portanto, segue da Proposicao|2.39|que E“ e D estdao do mesmo lado

de OBC e assim E? e E estdo do mesmo lado de OBC, uma contradicao com a Proposicao

2.24, Segue, portanto, que (i) FD=FE. Conciliando as defini¢des e [2.11{ com a sentenca

m<PBC < m<ABC dada por hipétese, segue que (i) mFE < mFD e conciliando (i) e (ii)
com a Defini¢ao [2.9]tem-se que (iii) E estd entre F e D. Aplicando a Proposicao[2.39na semir-
reta DF e usando (iii), segue que (iv) E e F estdo do mesmo lado de OBA. Mas C e F estao

—

do mesmo lado da reta OBA, para ver isto basta aplicar a Proposicao[2.39|na semirreta BC, e a

dessa forma temos que (v) E e C estdo do mesmo lado da reta OB A. Finalmente, observando

que P €BE, segue da Proposi¢do[2.39|que P e E estdo do mesmo lado de OB A e por (v) segue

que P e C estdo do mesmo lado de OBA. Utilizando entdo a tltima sentenca com a hipotese,
segue da Definicao que P é ponto interior ao angulo < ABC. O

Recorreremos por diversas vezes a ultima proposicao, de ora em diante, na investigacdo da
soma dos angulos internos de um triangulo esférico e nas propriedades entre um triangulo e
seu polar. Resultado utilizado, sem a devida comprovagdo, na sequéncia didatica proposta para
o Ensino Médio neste trabalho. Nesse sentido, apresentamos a seguir um conjunto de lemas
que exploram as relacoes dos polos de uma reta A, particularmente um destes polos, com um

angulo em que o lado deste esteja contido em A.

Lema 2.44. Sejam B e C distintos ndo antipodas. Se A’ é polo da reta esférica OBC, entdo o
dngulo esférico < A'BC é reto.

—

Demonstragdo. Escolha na semirreta BC o ponto D distando 7 de B. Como A’ é polo de OBC,
segue que d°(A’, D) = 7. Usando, entdo, a Definigao|2.11} segue que m<A'BC = 7. O

Lema 2.45. Seja < ABC um dngulo reto. Entdo o polo de OBC que estd do mesmo lado de A em

relacdo a reta OBC estd na semirreta BA.

—s —

Demonstragdo. Escolha D em BA e E em BC distando, respectivamente, 7 de B. Pela Proposi-
cao[2.21} D é polo de uma tnica reta esférica A e, pela Proposicao(2.10, B,E € A.
Como df(B,E) = % por construcao, segue que B # E e B # E% e, portanto, pelo Axioma

existe uma Uinica reta que passa por B e E, ou seja, OBE = A.
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Como B,E € OBC, B # E* e B,E € OBE, segue da contrapositiva da Proposicdo que
OBC = (QBE. Portanto, A = OBC, o que mostra que D é polo de OBC e, por construcao, D estd
em ELX

Falta ainda demonstrar que D estd do mesmo lado de A em relacao a reta QBC, ou seja,

provar que d°(D, A) < 7, visto que D é polo de OBC. Para isso, observe que D € BA e, usando as

definicoes[2.9} 2.8 e[2.5] segue que
d®(B,A) =d°(B,D)+d°D, A) (2.63)

ou
d®(B,D)=d®(B,A)+d®(A,D). (2.64)

Observe que A # B%, pois do contrario, a reta esférica que passa por C e B conteria, pelo
Lema [2.14] o ponto A. Mas isto contraria a Defini¢ao de angulo esférico < ABC, o qual

existe por hipotese. Assim, A # B% e portanto
n>d°(B,A). (2.65)

De d¢(B,D) = g e (2.65) segue que caso (2.63) ocorrer, entao d°(D, A) < g
Caso ocorra (2.64), observando que d°(B, A) > 0 pois B # A, e como d°(B, D) = %, segue que
d*(D,A) < Z. O

Observacao 2.46. Da mesma forma que ocorre na Geometria Euclidiana, um dngulo é dito reto
se sua medida é 5. Se sua medida for maior que 7, serd dito obtuso e, se for menor que %, serd
dito agudo.

Lema 2.47. Seja< ABC um dngulo obtuso. E sejam:
(a) A’ polo da reta OBC do mesmo lado de A;
(b) C' polo da reta OBA do mesmo lado de C.

Entdo, A’ e C' estd@o no interior do dangulo esférico < ABC.

Demonstragao. Como A’ é polo de OBC, segue do Lema que m<A'BC = 7. Como o an-
gulo < ABC é obtuso, segue que

m<A'BC < m<ABC. (2.66)

Combinando a hipdtese (a) com a sentenca (2.66), segue da Proposicao que A’ estd no
interior de ABC.

A prova para C’ ocorre de forma similar usando a hipétese (b). O

Lema 2.48. Seja < ABC um dngulo obtuso. Sejam ainda:

(a) A" polo da reta esférica OBC que estd do mesmo lado de A;
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(b) C' polo da reta esférica O AB que estd do mesmo lado de C;
(c) A" pertence ao interior do dngulo < ABC;
(d) C' pertence ao interior do dngulo < ABC.

Entao, C' estd no interior do dngulo <A'BC.

Demonstragdo. Pela Defini¢ao[2.10/combinada com (d) segue que C' estd no hemisfério gerado
pelareta OBC que contém o ponto A. Observe que, pela Definicao como A’ é polo dareta
OBC do mesmo lado de A e A’ é interior ao 4ngulo < ABC, entdo o hemisfério gerado pela reta
OBC é o hemisfério de centro A’. Em particular, temos, portanto, que C’ estd no hemisfério de

centro A’ e, dessa forma, d°(A’,C') < 7. Isso mostra que

C’ estd do mesmo lado de A’ em relacdo a reta OBC. (2.67)

Queremos, a seguir, provar que
m<C'BC<m<A'BC. (2.68)

Para isso, suponha, por contradicao, que m<A'BC < m<C'BC. Como m<ABC' = %, para ver

isso basta combinar o Lema|2.44|com a hipétese (a), segue que
T /
ESm<CBC. (2.69)
Ocorre ainda que usando a hipétese (d), combinada com a Proposicao|2.43} segue que
m<ABC=m<ABC'+ m<C'BC. (2.70)

Mas observe que substituindo m < ABC' por 7 e usando segue que m<ABC > &, uma

contradicdo com a definicdo de medida de um angulo esférico. Portanto, é verdadeira.
Dessa forma, combinando (2.68), e a Proposi¢do[2.43] segue que C’ estd no interior do

angulo < A'BC. O

Lema 2.49. Seja < ABC um dngulo agudo e sejam:

(a) A’ polo da reta esférica OBC que estd do mesmo lado de A;

(b) C' polo da reta esférica O AB que estd do mesmo lado de C.
Entao, A é interior ao dngulo < A'BC e C é interior ao dngulo <C'BA.

—

Demonstragdo. Tome o ponto D na semirreta BC distando 7 de B. Logo, segue da Defini¢do
combinada com a hipétese (a) que m<A'BC = d®(A’,D) = %. Além disto, por hipétese,
< ABC é agudo e portanto

m<ABC <m<A'BC. (2.71)
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Observe que segue da hipétese (a) que A estd do mesmo lado de A’ em relagio a reta OBC.
Combinando, entao, esta informacdo com (2.71), segue da Proposicao que A € interior ao
angulo < A'BC.

A demonstracgio de que C é interior ao angulo < C’BA se faz de forma similar. O

Proposicdo 2.50. Sejam A, B e C pontos da esfera ndo colineares. Sejam ainda:
(a) A’ polo da reta esférica OBC que estd do mesmo lado de A;
(b) C' polo da reta esférica O AB que estd do mesmo lado de C.

Entdo, mA'C' = m< A'BC' =n— m< ABC.

Demonstragdo. Observe que usando as hipoéteses (a) e (b) combinadas com o Lema|2.44} segue
que:
, T
m<ABC= E (2.72)

T
m<C'BA= 5 (2.73)

Observe que o angulo < ABC pode ser reto, obtuso ou agudo. Nossa demonstracao sera
desenvolvida para cada caso:

Caso reto: Caso m<ABC = 7 entdo C' estd em BC e A’ estd em B A, conforme pode ser visto
combinado as hipéteses (a) e (b) com o Lema(2.45| Logo m< A'BC’' = m< ABC = 7 e além disto,
pela Definicdo[2.11} temos que mA'C’ = m< A'BC’. Segue, portanto, que mA'C' = m< A'BC' =
m—m<ABC.

Caso obtuso: Caso m< ABC > 7 entdo, combinando as hipétese (a), (b) e o Lema [2.47} se-
gue que A’ e C' estdo no interior do dngulo < ABC. Segue, entdo, da Proposicao que, em
particular

m<ABC=m<ABA'+ m<A'BC (2.74)

m<ABC=m<C'BA+m<C'BC. (2.75)
Usando e (2.73), respectivamente, nas equacoes e (2.75), obtemos
m<C'BC=m<ABA" (2.76)
Da combinacao de com resulta
m<C'BC=m<ABC- g (2.77)

Como A’ e C’ estdo no interior do angulo obtuso < ABC, combinando essa informagao com
as hipéteses (a) e (b), temos exatamente as hip6teses do Lema e, portanto, segue que C’
estd no interior do 4ngulo < A’BC. Usando, entdo, a Proposicdo[2.43} segue que

m<A'BC=m<A'BC'+ m<C'BC. (2.78)
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Combinando (2.74) e (2.78), segue que

m<ABC=m<ABA + m<A'BC'+ m<C'BC. (2.79)
Combinando com segue que

m<ABC=m<C'BC+m<A'BC'+ m<C'BC. (2.80)
Finalmente, combinando com (2.80), segue que

T T
m<ABC = E—m<ABC+m<A'BC'+ E—m<ABC. (2.81)

Esta é equivalente a m< A'BC’' = 1 — m< ABC e, como m< A'BC' = mA'C’ pela Defini¢do|2.10,
a demonstracdo para esse caso estd completa. O

Altima proposicao nos brinda com uma importante relagdo entre as medidas de um angulo
esférico < ABC e do segmento A’C’, em que A’ é polo da reta esférica OBC que estd do mesmo
lado de A, enquanto que C' é polo da reta esférica O AB que estd do mesmo lado de C. A figura

a seguir resume o resultado:

Figura 8 — Relacdo entre as medida de um angulo e do segmento que liga os polos das retas que
contém seus lados.

mA'C'=n-m<ABC

Fonte: O autor (2021).

A importancia desse resultado fica mais evidente na figura a seguir onde determinamos B’, o
polo dareta O AC que estd do mesmo lado de B e destacamos os tridngulos A°ABC e A°A'B'C,

o ultimo sera definido logo em seguida como o polar do tridngulo A°ABC.
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Figura 9 — Relacao entre um angulo de um triangulo e um determinado lado do seu polar.

mA'C'=n—-m<ABC

Fonte: O autor (2021).

Esta figura sugere corretamente que a igualdade mA’'C' = 1 — m < ABC relaciona lados com
angulos de certos pares de tridangulos esféricos. E, de fato, isto serd tornado mais claro apés as
formalizagoes e resultados estabelecidos a seguir.

Definicao 2.51 (Triangulo polar). Seja A° ABC um tridngulo esférico. Define-se o triangulo polar
A°A'B'C' de A° ABC da seguinte forma:

(@) Tomamos A’ o polo da reta esférica OBC que estd do mesmo lado de A em relagao a OBC.
(b) Tomamos B’ o polo da reta esférica O AC que estd do mesmo lado de B em relacdo a O AC.
(c) Tomamos C' o polo da reta esférica O AB que estd do mesmo lado de C em relagdo a O AB.

E necessério verificar se a definicdo é consistente no sentido de que A’, B' e C’, de fato, ndo

sejam colineares. Para isto, segue a proxima proposi¢ao:

Proposicdo 2.52. Se A°ABC é um tridngulo esférico conforme a Defini¢do[2.13, entdo A°A'B'C’

também é um triangulo esférico no sentido da mesma definigdo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que os pontos A’, B e C’ estejam contidos numa reta
esférica A com polos N e S. Como a reta esférica OBC é o conjunto dos pontos da esfera que
distam 7 de A’ e, desde que N e S distam 7 de A’, segue da mesma proposigao que N e S sao
elementos da reta esférica O BC. Usando um argumento similar, concluimos que N e S sdo ele-
mentos das retas esféricas OAB e QOAC. Desde que A, B e C ndo sao colineares por hipotese,
segue OAB e OBC sao distintas. Segue, portanto, da Proposi¢do|2.15/que os tinicos pontos co-
muns a OAB e OBC sao os pontos N e S. Mas as retas esféricas O AB e OBC também possuem
o ponto B em comum e, portanto, B = N ou B = S. Um argumento similar mostra que A= N ou

A=Seque C=NouC=S. Mas, seisto ocorrer, entdo qualquer reta esférica que contém N e S,



Capitulo 2. Geometria Esférica 48

conterd os pontos A, B e C, o que mostra que A, B e C sdo colineares, uma contradi¢do. Desta
contradicdo segue que os pontos A’, B’ e C' ndo entdo contidos numa reta esférica e, portanto,

o triangulo esférico A°A’'B’'C’ estd bem definido. O

Proposic¢ao 2.53. Com a notagao da Definicdo o polar do triangulo esférico A°A'B'C' é o
triangulo esférico A° ABC.

Demonstracdo. Demonstraremos que C é polo de OA’'B’ do mesmo lado de C’' em relacdo a
reta OA'B’. A demonstracao de que B é polo de OA'C’ do mesmo lado de B’ em relagao a reta
QA'C’' e de que A é polo de OB'C’ do mesmo lado de A’ em relagdo a reta OB'C’ se faz com
argumento similar.

A nossa demonstracao utilizard as quatro relagdes a seguir que serdo provadas nos paragra-

fos subsequentes:

d(C,C") < g 2.82)
d’(A,C) = g (2.83)
d¢(B',C) = g (2.84)
e
A#£B e A#(B)". (2.85)

Como C e C’ estdao do mesmo lado de O AB, visto que A°ABC é polar do A°A’'B'C’, segue
que d°(C,C") < 7, o que prova (2.82).

Por hipétese, A’ é polo de OBC. Como C € OBC, segue que d°(A’,C) = 7, o que prova
(2.83). Da mesma forma, B’ é polo de O AC, por hipétese e, portanto, por argumento similar ao
anterior, segue que estd provada.

Caso A’ e B fossem iguais, entéo, pela Proposicao existiria uma tinica reta esférica A tal
que A’ e B’ sdo polos de A. Como A’ é polo da reta esférica OBC e B’ o polo da reta esférica
OAC, OBC # QOAC, temos uma contradicdo. Logo A’ # B’, o que prova a primeira parte de
(2.85).

Caso A’ e B’ fossem antipodas entdo, pela combinacdo das proposicées e OBC
e OAC deveriam ser iguais, o que implicaria na colinearidade de A, B e C, que contraria a hi-
potese de A, B e C serem vértices de um triangulo. Logo, A’ # (B’ )a, 0 que termina a prova de
(2.85).

Observe que, pela Proposicao C é polo de uma tnica reta esférica a. Segue entdao de
e (2.84), aplicando a Proposicao que A, B’ € a. De (2.85), aplicando o Axioma [4}
segue que existe uma Unica reta esférica que passa por A’ e B/, o que mostra que OA'B' = a e,
portanto, C é polo da reta O A'B’ e, pela relagado (2.82), C’ estd do mesmo lado de C em relacdo
areta OA'B'. O
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Proposicao 2.54. Se A°ABC é um tridngulo esférico e A° A'B'C' é o polar deste tridngulo, entdo:

m<A'=n-mBC, (2.86)

m<B'=n-mAC, (2.87)

m<C' =m—mAB, (2.88)

mA'B =1 -m<C, (2.89)

mA'C' =5 - m<B (2.90)
e

mB'C' =1 - m<A. (2.91)

Demonstragdo. A equagao segue imediatamente da Proposicao enquanto as equa-
coes e seguem pela permutacao de vértices do tridngulo. As trés primeiras seguem
do fato, provado na Proposi¢do que o polar do triangulo esférico A°A’B'C’ é o tridngulo
esférico A°ABC. O

Definido o polar de um tridngulo e demonstrado que o polar do polar € o tridngulo origi-
nal, as relacoes entre lados e angulos de um par de tridngulos polares dadas pela Proposicdo
permitem "transportar" relacoes conhecidas vdlidas entre angulos de um tridangulo para

relacGes entre lados, e vice-versa.

Figura 10 — Um triangulo e seu polar.

Fonte: O autor (2021).

Para um exemplo simples do poder da tultima proposicao na Geometria Esférica, suponha
que exista um tridngulo esférico A° ABC tal que a soma dos seus angulos internos seja m< A+
m<B+ m<C = 3n. Entao, mI§’T?’+mﬁ+mfﬁl’—g’:ﬂ—m<A+n—m<B+n—m<C§0, ou
seja, existiria um triangulo esférico cuja soma dos trés lados seria menor ou igual a zero, um

absurdo.
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Esse artificio serd usado inclusive na nossa sugestao de sequéncia diddtica, por exemplo, ao
provar para o Ensino Médio que a soma dos lados de um triangulo esférico ndo pode exceder

ou igualar a 27.

Figura 11 - Triangulo esférico: somando os lados.
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Fonte: O autor (2021).

A dltima figura reflete visualmente a soma dos trés lados de um triangulo particular A°ABC
pela justaposicao dos trés lados deste triangulo na reta esférica, a esquerda, e consequente-
mente retificacdo euclidiana, abaixo. Indicando que a soma das medidas dos trés lados do tri-
angulo é menor que 27.

Nas proposicoes a seguir, trataremos de uma propriedade de grande interesse que é a soma
das medidas dos angulos internos de um triangulo esférico. Na Geometria Euclidiana Plana,
a soma dos angulos internos de um triangulo € a constante 7. Propriedade esta derivada da
existéncia e unicidade de uma reta euclidiana paralela a uma reta dada passando por um ponto

fixado e, externo a esta.

Proposicdo 2.55. Se um tridngulo esférico A° ABC possui um dngulo reto, entdo a soma das

medidas dos dngulos internos é maior que 7.

A demonstracao dessa proposicao estd detalhada em Whittlesey (2020, p.92) e, ndo a repeti-
remos aqui por considerar que os desenvolvimentos apresentados até entdao permitem ao leitor
interessado fazé-lo, bem como, evitaremos sobrecarregar esse capitulo com uma lista demasia-

damente extensa de demonstragoes.

Definicao 2.56 (Menor e maior segmento perpendicular). Sejam A uma reta esférica de polo P e
C # P um ponto do mesmo lado de P em relagdo a A. Sejam ainda D e E os pontos de intersec¢do
entre A e a reta OCP entdo: (i) d°(C,D) < d®(C,E) ou (ii) d°(C,E) < d°(C, D). No primeiro caso
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dizemos que D é o pé do menor segmento perpendicular baixado de C a reta A e D é o maior. No

segundo caso, D é o menor e E é o maior.

Observe-se que, de acordo com a Proposicao [2.15] os pontos D e E sdo antipodas e pela
Proposi¢ao2.23} d°(C, E)+d®(C, D) = n. Observe-se também que escolhendo um ponto F em A,
F# DeF #E, o Lema|2.44|nos mostra que o angulo < PEF = <CEF é reto, 0o mesmo ocorrendo

com o angulo <CDF, o que faz jus a denominacao apresentada.

Figura 12 - Ilustracdo da Definicdo para o caso (ii).

Fonte: O autor (2021).

Observacao 2.57. De forma distinta do que ocorre na Geometria Euclidiana, um lado de um
triangulo é sempre menor que n. Dizemos ainda que o lado de um tridngulo é reto, se medir 7.
Se sua media for maior que %, dizemos que o lado é obtuso e, se sua medidia for menor que %,

dizemos que é agudo.

Proposicao 2.58. Um par de dngulos em um tridngulo sdo retos se, e somente se, seus respectivos

lados opostos sdo retos.

Demonstragdo. Suponha um triangulo esférico A° ABC com angulos <B e <C retos. Entéo,

—

pelo Lema|2.45| o polo A’ dareta OBC quees estd do mesmo lado de A pertence as semirretas BA

e CA Logo A= A/, pois, do contrério, BA CA pelo Coroldario|2.31} e isto ndo pode ocorrer, pois

BA e CAsio lados distintos do tridngulo A€ ABC. Dessa forma, provamos que A é polo de OBC
e, portanto, BA e CA sio retos.

Reciprocamente, suponha que os lados BA e CA do tridangulo A° ABC sejam retos. Entao A
dista 7 dos pontos distintos nao antipodas B e C. Logo, pela Proposi¢ao[2.22} A é polo de OBC
e, portanto, qualquer ponto da reta OBC dista % de A. Tomando, entdo, D na semirreta BC
distando 7 de B e usando a Definicao [2.11} segue que m<ABC = d®(B,D) = 7, o que mostra
que <B = <ABC é reto. De forma equivalente, mostra-se que <C = < ACB é reto, tomando um

ponto E na semirreta CB distando 7 de C. O
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Lema 2.59. Sejam B e C pontos da esfera distintos ndo antipodas e A' polo da reta OBC. Seja A
um ponto entre B e A'. Entdo, A e A’ estdo do mesmo lado da reta OBC e A estd no interior do
dngulo < A'CB.

—s

Demonstragdo. De fato, pela Definicao A’ estd na semirreta B A e portanto, pela Proposicao
Ae A’ estao do mesmo lado de OBC.

Falta ainda provar que B e A estdo do mesmo lado da reta QCA’. Para isto, observe que
caso B a A estivessem em lados opostos de OCA’ entdo, pela Proposicao [2.38] BA intersecta
a reta OCA’ em exatamente um ponto X. Mas OBA e QCA’, por serem distintas, possuem,
de acordo com a Proposi(;éio exatamente dois pontos antipodas em comum, o que mostra
que X =A'ou X = (A’ )a, visto que A’ estd nas duas retas. No entanto, o primeiro caso ndo pode
ocorrer pois por hipétese A estd entre B e A'. Logo, segue da Definigao que (i) d®(B,A’) =
d®(B,A)+d¢(A, A') e caso X = A', pela mesma definicao, (ii) d®(B, A")+d°®(A’, A) = d°(B, A). Mas,
da ocorréncia simultanea de (i) e (ii) segue que d°(A’, A) = 0 e portanto A’ = A, contrariando a

hipétese que afirma A estd entre B e A, logo A e A’ sdo distintos pela Defini¢ao[2.8|

2 ~ . a . S AT ~
O segundo caso também ndo pode ocorrer, pois se (A')” estivesse no segmento BA’, entdo,

pela Definicdo (A )a estaria na semirreta BA'. Mas, neste caso, aplicando Proposi¢ao [2.39
segue que A’ e (A’ )a estdo do mesmo lado da reta O BC, contrariando a Proposicao
Portanto, Ae A’ estdo do mesmo lado de OBC e, B e A estdo do mesmo lado de OCA’. Dessa

forma, segue, pela Defini¢do[2.10} que A é interior ao angulo esférico < A'CB. O

Lema 2.60. Sejam B e C pontos da esfera distintos nao antipodas e A’ polo da reta OBC. Seja A
um ponto da esfera tal que A’ estd entre B e A. Entdo, A e A’ estdo do mesmo lado da reta OBC e

A’ estd no interior do dngulo < ACB.

—

Demonstragdo. Pela Definicao A estd na semirreta BA’ e, portanto, pela Proposi¢ao[2.39| A

e A’ estdo do mesmo lado da reta OBC.
Provaremos, agora, que B e A’ estao do mesmo lado da reta OCA. Observe que B néo esta

em OCA visto que A, B e C sdo vértices de um tridngulo, por outro lado A’ nao estao em OCA

pois A’ estd em BA pelo Lema 2.45|e, portanto, pela Proposicdo [2.37, A é o tinico ponto de BA

que estd em OCA. Suponha entdo, por absurdo, que B e A’ estejam em lados opostos de OCA.
Usando a Proposicao|2.38/segue que BA’ intersecta a reta QOCA em exatamente um ponto. Mas
isto ndo pode ocorrer visto que BA' cBA AgBA e Aéotnico ponto de BA que estiem QOCA,
de acordo com a Proposicao[2.37

Portanto, A e A’ estio do mesmo lado de OBC e, B e A’ estio do mesmo lado de OCA.

Usando, entéo, a Definicdao temos que A’ é interior ao angulo esférico < ACB. O

Proposicao 2.61. Seja A° ABC reto em <B. Entdo cada um dos outros dngulos é agudo, reto ou

obtuso se, e somente se, seus respectivos lados opostos sao agudos, retos ou obtusos.
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Demonstragao. Usando o Lema[2.45) temos que: (i) A’, polo de OBC que do mesmo lado de A,

estd na semirreta BA. Usando, entdo, o Coroldrio [2.31|neste resultado, segue que: (ii) BA= BA’

Com argumento equivalente, prova-se que: (iv) C’, o polo de OBA que estd do mesmo lado de

— s

C, esta na semirreta BC; (V) BC=BC'. Também, usando o Lema [2.44]em (i) e (iv), segue: (vi)
m<A'BC= 3, m<A'CB=7, m<CBA=73, m<C'AB=7

Caso BA é reto, entdo, combinando o Corolério com (ii), segue que A = A'. Logo,
< ACB =< A'CB que é reto por (vi). Segu&portanto, que <C =< ACB é reto.

Caso BA é agudo, como A’ estd em BA por (i) e observando que A’ ¢ BA (pois do contra-
rio, usando a Definicdo temos que d°(B, A") < d°(B, A) < 7, uma contradigao, visto que
d°(B,A') = 7) segue da Deﬁnigﬁoque Aestdentre Be A e, portanto, segue do Lema que
A estd no interior do d4ngulo < A’CB. Usando, entdo, a Proposicao [2.43} segue que m< ACB <
m<A'CB=Z%, ouseja, <C=<ACB é agudo

Caso BA é obtuso e como A’ estd em BA por (i), segue, da Deﬁniqéo que A’ € BAou A
estd entre B e A'. Observe que o segundo caso ndao pode ocorrer, pois se ocorresse teriamos, pela
Definicao ‘ % =d®B, A") > d°(B, A), uma contradicao, visto que BA é obtuso. Logo, A’ € BA
e obviamente A' # B e A’ # A. Segue, portanto, das defini¢des [2.5]e[2.8|que A’ esté entre B e A.
Usando, entdo, o Lema segue que A’ estd no interior do angulo < ACB que, pela Proposicdo
implica que 7 =m<A'CB <m<ACB e, portanto, <C = < ACB é obtuso.

Caso <C = < ACB é agudo, entdo segue do Lema [2.49 que A ¢ interior ao angulo < A'CB.
Logo, pela Definigao A e B estio do mesmo lado de OA'C e portanto BANQA'C = .
Isso mostra que A’ ¢ AB e como A’ ea por (i), segue da Definicao|2.9/que A estd entre Be A'.
Usando entdo a Deﬁni(;éiosegue que d®(B,A) < d¢(B,A") = %, ou seja, BAé agudo.

Caso <C = < ACB ¢é obtuso, entdo segue do Lema[2.47]que A’ é interior ao angulo < ACB.
Logo, pela Definicdo [2.10, A’ e B estdo do mesmo lado de QAC e portanto BANOAC = @.
Isso mostra que A ¢ BA e, como, por (ii), BA BA’ segue que A EBA’ e usando a Defini¢do 2.
obtém-se que A’ estd entre B e A. Usando entdo a Defini¢do[2.8} segue que d®(B, A) > d°(B, A’ )=
7, ouseja, BA é obtuso.

Caso <C =< ACB é reto, segue da Proposigéoque o lado oposto a BA é reto.

Os casos em que BC é reto, agudo ou obtuso sdo idénticos aos casos demonstrados para
BA. Da mesma forma, os casos em que < A é agudo, obtuso ou reto sio idénticos aos casos

demonstrados para o angulo <C. Portanto, a proposicao estd demonstrada. O

Proposicédo 2.62. Suponha um tridngulo A° ABC em que os dngulos <A e <B ndo sejam retos.
Entdo C ndo é um polo de O AB. Além do mais, se D e E sdo, respectivamente, os pés do menor e
do maior segmento perpendicular baixado de C em O AB, entdo D estd entre A e B se, e somente

se, <A e <B sdo agudos.
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Demonstragdo. Observe que C nio é polo de OAB, pois do contrario CA e CB seriam retos e,

portanto, <A e <B seriam retos, pela Proposicao [2.58, contradizendo a hipotese. Também C

[ S—

ndo estd nas semirretas AC’' ou BC’, em que C' é polo da reta O AB do mesmo lado de C, pois
implicaria respectivamente que < A ou < B seriam retos, contradizendo novamente a hip6tese.
Observe que usando o fato de que nem < A e nem < B sdo retos, segue do Lema[2.44|que D e E
sao distintos dois a dois de A e B. Note que D e E sendo antipodas ndao podem estar simultane-
amente entre A e B. Logo, hé trés casos a considerar: (i) D estd entre A e B; (ii) E estd entre A e

B; (iii) nem D nem E estao entre A e B.

Figura 13 - Ilustracao dos casos (i), (ii) e (iii).

A E B D A B

Fonte: Whittlesey (2020, p.76)

Caso (i), entdo < A=<CAB=<CAD e <B=<CBA=<CBD. Observando que os angulos
<CDA e <CDB sao retos pela argumentacgao apresentada paragrafo seguinte a Definicao [2.56]

segue entdo do Lema|2.45|que o polo C' de O AB estd na semirreta DC e ainda, pela definigao de

menor segmento perpendicular, Definicao temos que C estd entre D e C'. Usando entdo
0 Lema segue que C estd no interior dos dngulos <C'AD e <C'BD que sao retos, pelo
Lema visto que C’ é polo de O AB. Logo, usando a Proposicdo segue que m<CAD <
m<C'AD=Zem<CBD<m<C'BD = 7. Ouseja, <Ae <B sao agudos, que termina a prova
da implicacdo direta da proposicao.

Para provar a implica¢do inversa, provaremos, inicialmente que os casos (ii) e (iii) implicam
< A obtuso ou < B obtuso. Feito isso, basta tomar por hip6tese < A e < B agudos e supor que E
esteja entre A e B. Mas se isto ocorrer, entdo ter-se-4 < A obtuso ou < B obtuso, uma contradi-
¢do. Da mesma forma, ndo podem ocorrer simultaneamente a sentenca <A e <B agudos e a
sentenca nem D nem E estdo entre A e B. Dessa forma, a tinica possibilidade restante é que D
estd entre A e B.

Caso (ii), observe que aplicando a Proposicao aos triangulos A°CEA e A°CEB, retos
em E e de lado CE obtuso, segue que os angulos < A e < B s3o obtusos.

Caso ocorra (iii), entdo observe que A e B estdo do mesmo lado de ODC = QEC, pois do

contrério, pela Proposicao , ou D ou E estariam em AB, contradizendo a suposicao ini-
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cial. Observe também que segue diretamente da Propcﬁéo 2.40|que DA=DB e, portanto, em

particular, B estd em DA. Usando, entdo, a Definicdo 2.9, percebemos que hé dois subcasos a

considerar: (1) A esta entre D e B; (2) B esta entre Ae D.

Quanto ao subcaso (1), atente que AD e AB sao opostas. Logo, usando a Proposicao |2.42

segue que
m<CAB+m<CAD=m. (2.92)

—s s

Ainda, assumindo A entre D e B e atentando que BA=BD, segue que
<CAB=<CBD. (2.93)

Usando, entdo, a Proposicao nos tridngulos A°CDA e A°CDB, observando que CDé agudo,
segue que os angulos <CAD e < CBD sao agudos. Combinando este resultado com as equacoes
2.92]e[2.93] segue que < CAB é obtuso.

Para o subcaso (2), com argumento equivalente, mostra-se que < CBD e <CBA sdo suple-

mentares e < CAD = <CAB e, por fim, concluindo que <CBA é obtuso. O
Proposicao 2.63. Num triangulo esférico, a medida de cada dngulo interno é menor que.

Demonstragdo. Seja A° ABC um triangulo esférico qualquer. Pela Defini¢cdo A, Be Csao
distintos nao colineares. Disto segue que OAB # OBC. Temos também, pela Definicao
que m<A =d°D,E), em que D EI?A eE E]?C distando, ambos, % de B. Como A e’ﬁ? (pois
do contrario OAB = OBC) e D # B, segue que D QI?C (pois, do contrério, ﬁ:I?D:]?(}, pelo
Corolario[2.31} o que implicaria que A, B e C sao colineares).

Como, pelo Corolario o antipoda de E estd na reta OBC e D ¢ OBC. Logo, D nao é
antipoda de E e, portanto, d°(D, E) < m. Assim, segue que m<A=d°(D,E) <.

O mesmo argumento se aplica aos angulos < B e <C pela simples troca de varidvel. O

Proposicao 2.64. A soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo esférico qualquer é

maior que e menor que 3.

Demonstragdo. Se o triangulo possui um angulo reto, entdo o resultado é dado pela Proposicao
Se o triangulo tem apenas um angulo agudo, entdao a soma dos demais ja é maior que 7.
Seja, entdao, A° ABC um triangulo esférico com dois angulos, digamos < A e <B agudos. Pela
Proposicao[2.62} o ponto D, pé da menor perpendicular baixada de C areta O AB estd entre A e
B. Observando que < CAD = <CAB e que <CDA = 7, segue da Proposicao que

/2
m<B+m<BCD > 3 (2.94)

Observando, ainda, que <CBD = <CBA e que <CDB = 7, segue da Proposi¢ao que

i
2
T

m<A+m<ACD > ER (2.95)
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Segue, portanto, que m<A+m<B+m<C=m<A+m<B+(m<ACD+m<BCD), emque a
ultima igualdade pode facilmente ser demonstradeﬂ Por fim, aplicando a Proposicao aos
triangulos A°CAD e A°CBD, retos em D, segue que (m< A+ m<ACD)+(m<B+m<BCD) >
%+ % = n. Ficando, portanto, demonstrada que a soma dos angulos internos de um triangulo
esférico é maior que 7.

A segunda desigualdade segue diretamente da Proposi¢do|2.63 O

Com o resultado da Proposi¢ao[2.64|consideramos logrados os objetivos tedricos deste capi-
tulo. A soma dos angulos internos de um tridngulo esférico e a relacdo entre tridngulos polares
sdo fundamentalmente os tinicos resultados que serao utilizados na sequéncia didatica, objeto
deste trabalho, sem serem satisfatoriamente desenvolvidos na mesma. Além disto, proposicoes
provadas neste capitulo também propiciaram uma discussao esclarecedora acerca das proprie-
dades da bijegao estabelecida pelo Axioma2]

A axiomatizagdo da esfera aqui proposta tinha estes resultados como principais focos, no
entanto a lista de axiomas utilizada, com excec¢do de 4reas e trigonometria, é suficiente para um
desenvolvimento ainda mais robusto de resultados, como congruéncia de triangulos e o estudo
de poligonos esféricos. Um desenvolvimento ainda mais completo pode ser obtido acrescen-
tando, conforme Whittlesey (2020, p.106 e p.111), trés axiomas para dreas e um para trigonome-
tria.

Antes de encerrar este capitulo, teceremos alguns comentérios referentes ao comportamento
da bijecao entre os pontos de uma reta esférica e o conjunto R/2m, procurando apresentar su-
gestoes que possam ser Uteis em atividades diddticas com materiais concretos, particularmente

no Ensino Basico.

2.4 Uma palavra com o professor de Ensino Médio

A representacdo dos objetos e propriedades, desenvolvidas na Geometria Esférica, numa
esfera espacial fisica ou em desenhos planos dessa esfera, auxiliam na compreensao dos ob-
jetos e propriedades estabelecidas, bem como apresenta um ambiente para utilidade pratica
desses conhecimentos. No Ensino Médio, em particular, sugerimos que o estudo da Geome-
tria Esférica seja feito acompanhado de materiais concretos, ilustracoes e do GeoGebra3D. A
representagdo de uma reta esférica numa esfera euclidiana é feita por uma circunferéncia ma-

xima desta, enquanto o sistema de coordenadas sobre essa reta é feito com o conjunto R/27x.

3 Para demonstrar que o angulo m <C = m< ACD + m < BCD, pode-se demonstrar que D e A estdo do mesmo

lado de OCB supondo, por contradicao, que D e A estejam em lados opostos de OCB e aplicando as proposi-
coes e e a Defini¢do[2.8] Com argumento semelhante, prova-se que D e B estdo do mesmo lado
de OCA. Finalmente conciliando a Definicao e a Proposicao segue o resultado.
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Como cada elemento de R/27 possui um tnico representante num intervalo real semiaberto
de comprimento 27, e vice-versa, o intervalo [0,27) podera ser utilizado para esse sistema de
coordenadas, o que é interessante para a introducao desse tema no Ensino Médio.

Outra consideragdo pertinente é quanto a pares de pontos na esfera, os quais podem gozar
ou ndo da caracteristica de antipodas. Na esfera euclidiana, os pares de antipodas sdo extremos
de um diametro de qualquer circunferéncia maxima que os contenha, ou seja, se A e B possuem
essa caracteristica, entdo a medida de qualquer um dos arcos AB é 7 (radianos) e para dois
pontos C e D, ndo antipodas, a medida do arco CD é um ntimero do intervalo [0,7). Na esfera
abstrata da Geometria Esférica, a bijecdo existente entre uma reta esférica e o conjunto R/2xn
caracteriza os pares de pontos da reta em antipodas, quando a distancia esférica entre esses
pontos € 7, e de ndo antipodas quando a distancia esférica é menor que 7.

Para o Ensino Médio, uma atividade interessante é apresentar aos alunos uma esfera de iso-
por com duas retas esféricas (circunferéncias maximas) nela representadas, e com pontos mar-
cados nelas, veja a Figura[14} e pedir aos alunos que estabelecam coordenadas que respeitem os

axiomas da Geometria esférica e que preservem a nocao intuitiva de distancia entre dois pontos.

Figura 14 — As bijecoes ¢, : 1, — R/2m e ¢5: 1, — R/2m no modelo da esfera euclidiana.

Fonte: O autor (2021).

Ou seja, as coordenadas estabelecidas em A;, por exemplo, para os pontos A e C devem
ser tais que a diferenca entre elas tenha como representante no intervalo (-7, ] um valor cujo
modulo seja igual ao nimero que representa a medida em radianos do menor arco de extremos
AeC.

Em relacao ao par de antipodas A e B, os alunos devem garantir que a diferenca entre as
coordenadas de A e B tenha 7 como um de seus representantes, conforme discutido no se-
gundo pardgrafo desta secdo. Pois, caso contrario, os pontos A e B teriam a classificacdo de ndo
antipodas, de acordo com a Geometria Esférica e, portanto, haveria exatamente uma reta esfé-

rica passando por eles. Logo as circunferéncias méximas ndo poderiam ser as retas esféricas do
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nosso modelo, e isto ndo queremos visto que os axiomas escolhidos para caracterizar as retas
esféricas sdo propriedades gozadas pelas circunferéncias maximas de uma esfera euclidiana.

Ainda referente a essa atividade, a Observacao garante que uma e, apenas uma, das se-
guintes condicoes é verdadeira: £(D) = ¢(A) + d°(A, D) ou (D) = £(A) — d°(A, D). Supondo a
primeira, a Proposigéomostra que os pontos X do arco AD, distintos de A, serdo dados por
0(X) =¥(A) +W,X), que determina um sentido, hordrio ou anti-horario, para o sistema de
coordenadas de A;.

Dessa forma, considere o modelo da esfera euclidiana, Figura[I5} e tome a reta esférica que
passa pelos pontos distintos ndo antipodas A e B e seja 6 = w
a bijecao ¢ : OAB — R/2n seja vélida a condicao ¢(B) = ¢(A) +d¢(A,B) (a outra condicdo

gera um raciocinio equivalente), entdao podemos escrever ¢(B) = £(A) +66. Sejam A;, i percor-

. Suponha ainda que para

rendo {0,1,2,3,4,5,6}, em que Ay = A e Ag = B, pontos nos segmento AB tais que 0s segmentos

A;+14;, com i percorrendo {0, 1,2,3,4,5}, sejam congruentes. A Proposigﬁonos mostra que
todo ponto do segmento AB é dado em funcdo de £(A), e da distancia entre A e o ponto em
questdo. Em particular, £(A;) = ¢(A) +5, l(Ay) = (A) +26 ou ainda l(A;) = (A + né para
n=1,2,3,4,5,6.

Figura 15 — Pontos que dividem o segmento AB em segmentos congruentes.

Fonte: O autor (2021).

Em atividades didaticas em que a esfera é representada por uma "esfera" de isopor, por
exemplo, uma forma simples de enxergar o comportamento dessa bijecao é imaginar a repre-
sentacdo geométrica usual do intervalo real semiaberto (-7, 7] num segmento com mesma me-
dida (em cm) das circunferéncias maximas desse objeto de isopor. Unir, entdo, o ponto 7 com o
lugar que seria destinado ao ponto —7, infimo do intervalo, mas ndo pertencente ao mesmo, for-
mando uma circunferéncia de raio unitario. Em seguida, substituir cada nimero desse intervalo
pelo correspondente elemento de R/27. As figuras a seguir exemplificam o comportamento da
bijecdo sobre a reta esférica O AB e sobre o segmento esférico AB.
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Figura 16 — Representacdo geométrica de (r, 7].
T a
2

0 ¢ b

Fonte: O autor (2021).

NI

Figura 17 — Reta esférica O AB e segmento AB.

Fonte: O autor (2021).

Figura 18 — Comportamento da bijecdo ¢ : OAB — R/27 sobre a reta O AB e no segmento AB
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Fonte: O autor (2021).

((X)=4¢(B)—d¢(A X).

Observe-se que, neste exemplo, temos que ¢(C) = ¢(A) + d¢(A,C) e, de forma geral, para
forma a + E, para algum real k € [0,7]. Por outro lado, em funcao da coordenada de B, temos

X € AB, ((X) = ¢(A) + d¢(A, X). Ou seja, um ponto do segmento AB possui coordenada da

Feitas essas consideracoes, encerramos este capitulo ponderando que os capitulos seguintes

delineardo o processo de construcdo da sequéncia didatica de introducao a Geometria Esférica
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no Ensino Médio, bem como analisardo a experiéncia didatica desenvolvida com essa sequéncia
e procurarao, através da metodologia de pesquisa da engenharia didatica, apresentar as dificul-

dades e resultados desse enfoque no Ensino Médio.
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3 Fases Iniciais da Engenharia Didatica

3.1 Fase das analises prévias

Para desenvolver uma sequéncia didatica de ensino em Geometria que contribuisse signi-
ficativamente para o processo de desenvolvimento intelectual dos alunos da Educacao Basica,
somando ao curriculo de geometria adotado por autores credenciados pelo Ministério da Edu-
cacao, faremos uma andlise de Dante (2015), quatro volumes para o Ensino Fundamental 2 e,
Dante (2016), trés volumes para o Ensino Médio. A escolha foi motivada pelo fato de que os
alunos da escola de Ensino Médio, que serd objeto de aplicacdo da sequéncia didatica, tiveram
sua forma¢do matemadtica no Ensino Fundamental 2 com a colecdo citada e, no Ensino Mé-
dio, estd sendo adotada a colecdo do mesmo autor, de edi¢do posterior, porém, sem mudancas
significativas.

O Ensino Béasico catarinense é dividido em Infantil, Fundamental e Médio. O Ensino Funda-
mental estd atualmente dividido em cinco séries iniciais (Fundamental 1) e quatro série finais
(Fundamental 2), sendo estas tltimas denominadas de 62, 72, 82 e 92 anos. O Ensino Médio é

dividido em 12, 22 e 32 anos. Nossa andlise ser feita no Fundamental 2 e no Ensino Médio.

3.1.1 6%ano

No 62 ano, Dante (2015a) apresenta a Geometria através de formas espaciais presentes na
natureza ou artefatos humanos. Das formas espaciais sdo extraidas as formas planas segmento
de reta, semirretas, pontos, angulos, retas paralelas, segmentos de reta paralelos, tridangulos e
quadrilateros e suas classificacdes, além de alguns outros poligonos. Enfatiza-se a apresenta-
¢do de definicoes (em linguagem simples) de objetos geométricos planos e da compreensdo
dessas defini¢oes, bem como da descoberta intuitiva de propriedades desses objetos através da

manipulacdo de materiais praticos.
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3.1.2 72 ano

No 72 ano, Dante (2015b) retoma as defini¢cdes apresentadas no 6° ano e apresenta, também,
as definicoes de tipos de angulos, bissetriz, pares de angulos especiais e de posicoes relativas de
retas no plano. A apresentac¢do dos pares de angulos opostos pelo vértice, adjacentes suplemen-
tares e complementares é feita com a apresenta¢do do modelo cldssico desenhado e através de
situacoes cotidianas como cruzamento de ruas. A bissetriz de um angulo é introduzida através
de dobraduras com consequente elaboracdao do desenho clédssico, enquanto que as paralelas,
concorrentes obliquas e concorrentes perpendiculares sao apresentadas classicamente.

De forma sutil, o método dedutivo é utilizado para demonstrar que angulos opostos pelo
vértice sdo congruentes. E essa demonstracao utiliza como “axioma” que qualquer semirreta,
com origem numa reta e ndo contida nela, forma com essa um par de angulos suplementares.
Esta propriedade € discutida e aceita sem maiores digressoes, da mesma forma que ocorrerd
com diversas outras propriedades demonstraveis, evitando assim os rigores do método dedu-
tivo para garantir, supoe-se, um texto acessivel aos alunos do Ensino Fundamental. Saliente-se
ainda que essa propriedade, usada como axioma pelo autor, é demonstrada no livro I, proposi-
¢do XIII, dos Elementos de Euclides.

A soma dos angulos internos de um triangulo é tratada medindo casos particulares com
transferidor e com recorte e colagem, concluindo que a soma dos trés angulos internos é 180°,
evitando o método dedutivo nesse momento. Nessa altura, o autor observa que € possivel “pro-
var logicamente” essa propriedade, e o faz em anos posteriores da cole¢do. Com essa propri-
edade como hipétese, prova dedutivamente que a soma dos angulos internos de um poligono
convexo de n lados é 180°(n —2).

Nesse sentido, o objetivo do autor € introduzir e aplicar o método dedutivo paulatinamente
com a progressdo de série dos alunos. Ou seja, no 62 ano apresenta defini¢des e contextualiza-
coes e no 72, além das definicoes, apresenta resultados intuitivamente aceitdveis como axiomas.
Além disto, utiliza, sem demonstracao, propriedades demonstraveis, fazendo a demonstracao

em momento posterior e deixando claro tal procedimento.

3.1.3 8%ano

No 82, Dante (2015c) estabelece explicitamente a diferenca entre propriedade demonstrada
dedutivamente, propriedade bdasica aceita sem demonstracao e conjectura obtida através da
andlise de exemplos particulares e de experiéncias praticas. As intencdes estdo claramente re-
sumidas na pagina 76, “[...] vamos estudar a Geometria dedutiva, demonstrando algumas pro-
priedades [....] a partir de definicoes e de outras propriedades aceitas como verdadeiras.”

No entanto, no estudo de dngulos formados por uma transversal a um feixe de paralelas,

as relacoes entre os angulos, com excecao dos opostos pelo vértice, sio enunciadas sem de-



Capitulo 3. Fases Iniciais da Engenharia Diddtica 63

monstracao ou mesmo analise de casos particulareﬂ De qualquer forma, estabelecidas essas
relacoes, o autor ataca dedutivamente o problema da soma dos angulos internos de um trian-
gulo qualquer, usando essas relacoes como propriedades vélidas em geral e, com isto, d4 um
fechamento propicio ao problema, trabalhado na série anterior com transferidor e recorte e
colagem. Com esses resultados estabelece dedutivamente o teorema do angulo externo do tri-
angulo, a soma dos angulos internos e externos de um poligono convexo qualquer e a medida
de um angulo interno e externo de um poligono regular.

Arelacdo entre o maior lado e o maior angulo de um tridngulo bem como a desigualdade tri-
angular (condicao de existéncia de um triangulo) sdo atacadas para casos particulares e usando
esses resultados é enunciada a propriedade como vdalida em geral, ndo sem observar a possibili-
dade de deducdo dessas propriedades. Fato é, que o autor ndo retorna a essa questao nas séries
seguintes, o que é justificdvel pela dificuldade inerente a essa demonstracdo para o nivel bésico,
conforme podemos avaliar em Neto (2013, p.46-48).

A congruéncia de triangulos é utilizada para demonstrar a igualdade dos angulos da base de
um tridngulo is6sceles, propriedades de paralelogramos em geral e propriedades particulares
do losango e do retangulo. No entanto, os trés casos LLL, LAL e ALA sdo tomados como axiomas
sem fazer referéncia a possibilidade de fazer isso com apenas o caso LAL, conforme procedido
em Barbosa (1994, p.27-30).

Mesmo nessa série, o autor ndo pede demonstracoes nas listas de exercicios, sendo, o teo-
rema da base média de um triangulo, exce¢do. Nas pdginas seguintes, usa esse resultado para
demonstrar o teorema da base média de um trapézio. Finalmente, sdo tratados os angulos ins-

crito, central e de segmento numa circunferéncia.

3.1.4 92 ano

No 92, Dante (2015d) dedica cinco de nove capitulos a Geometria Euclidiana Plana, desen-
volvendo, em sequéncia: proporcionalidade de segmentos; semelhanca de tridngulos; relacoes
métricas e trigonometria no tridngulo retangulo; relacdo entre cordas concorrentes de uma cir-
cunferéncia; areas; e, volumes. No desenvolvimento da teoria, o método dedutivo é ampla-
mente aplicado com as devidas observacoes sempre que algum resultado é aceito sem demons-
tracao. A aceitacao de resultados intuitivos € restrita apenas ao capitulo de dreas e volumes, e
mesmo nesse caso utiliza-se de argumentos dedutivos para estender resultados aceitos intuiti-

vamente.

1" Uma alternativa 2 metodologia aplicada pelo autor, nesse caso, seria enunciar como axioma que angulos cor-

respondentes formados por uma transversal a duas paralelas sdo congruentes e, dessa propriedade e da relagdo
entre opostos pelo vértice, estabelecer dedutivamente que os pares de colaterais internos ou externos sao su-
plementares, e que os alternos internos ou externos sdo congruentes. Outra alternativa seria analisar casos
particulares com recorte e sobreposicdao ou medindo com transferidor para conjecturar essas propriedades,
deixando a demonstracdo dedutiva para séries seguintes do ensino bdsico.
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Dessa forma, no 92 ano, o autor utiliza o método dedutivo em sua esséncia, método este que
é introduzido no 62 ano com listas de definicdes, no 72 ano com as primeiras demonstracoes
formais e ampliando a taxa de demonstracées no 82 ano, sendo ano a ano, gradativamente,

reduzidas as propriedades aceitas intuitivamente.

3.1.5 Ensino Médio

No Ensino Médio, no tultimo capitulo do livro do 12 ano, Dante (2016a) retoma os tépicos
teorema de Tales, semelhanca de tridngulos e aprofunda a trigonometria e as relacoes métri-
cas no tridngulo retangulo, mantendo a abordagem essencialmente dedutiva. No 2° ano, Dante
(2016b) retoma e amplia a trigonometria para o ciclo trigonométrico, ja nos trés primeiros ca-
pitulos. No capitulo 6, o autor retoma o estudo de areas visto no 92 ano, resgatando as demons-
tracoes daquele ano e ampliando a investigacao de propriedades para um nimero maior de
figuras. A 4rea do circulo é determinada por um raciocinio heuristico que aproxima o circulo
por um poligono de n lados, com 7 muito grande. Os capitulos 7 e 8 sdo dedicados a Geometria
Espacial.

No 32 ano do Ensino Médio, Dante (2016c) apresenta a Geometria Espacial dos corpos re-
dondos: cilindro, cone e esfera, no capitulo 3, e reserva mais trés capitulos para geometria ana-
litica.

3.1.6 Algumas observacdes

Percebe-se assim que essa colecao apresenta basicamente todo programa de Geometria Eu-
clidiana Plana, com algumas excecoes no estudo de dreas e trigonometria, no Ensino Funda-
mental. Que o cardter dedutivo da Matematica é explorado e aprofundado gradativamente com
o aumento de série/ano até o 92 ano, sendo mantido nesse nivel no decorrer do Ensino Médio. A
colecdo traz, também, diversos exercicios com aplica¢oes praticas dos resultados desenvolvidos
na teoria.

O desenvolvimento tedrico da Geometria Euclidiana Plana, substancialmente feito no Fun-
damental 2 e complementado no Ensino Médio, é baseado numa lista de caracteristicas bdsicas
(axiomas) proprias do método dedutivo. Contudo, ndo hd intencdo ou clareza na colecao de
delimitar a quantidade de caracteristicas basicas aceitas sem demonstracao, cabendo ao pro-
fessor esclarecer essa questao aos alunos, prevenindo-os dos riscos do excesso de confianca na
aceitacao de resultados intuitivos.

Saliente-se, ainda, que nossa experiéncia de 26 anos de docéncia na Educacdo Basica e das
inimeras conversas com professores da drea referente ao ensino de Geometria, nos cafés das

salas dos professores durante os intervalos, tem mostrado que a aplicacao das propriedades, das
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férmulas, em problemas didético—préticoﬂ propostos nas listas de exercicios tem apequenado
a investigacao dedutiva das propriedades geométricas e, acreditamos, essa exploracdo seria de

grande utilidade para a compreensao da disciplina e o desenvolvimento do raciocinio.

3.1.7 Alguns dados da educacdo brasileira

De acordo com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) de 2020, nesse ano o
Brasil possuia 26,7 milhoes de estudantes matriculados no Ensino fundamental e 7,5 milhoes
no Ensino Médio. O estado de Santa Catarina contava com 876.392 matriculas no Fundamental
e 254.670 matriculas no Ensino Médio.

Ainda de acordo com o mesmo 6rgao, o Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica
(IDEB) de 2019, da rede publica, foi 4,6 de uma pontuagdo maxima de 10,0. Santa Catarina atin-
giu 4,9 pontos no IDEB 2019, estando ligeiramente acima da média nacional. Em relacao ao
Ensino Médio, de acordo com relatério da Organizacdo para Cooperagdo e Desenvolvimento
Econoémico (OCDE) de (2020) acerca da Educag¢do no Brasil, a avaliacao do Programa Interna-
cional de Avaliacdo de Alunos (PISA) de 2018 demonstra que 68% dos estudantes de 15 anos de
idade nao demonstram niveis basicos de proficiéncia em Matemadtica, enquanto que os paises
membros da OCDE apresentam taxa de 22% com essa classificacao e algumas regides da China
tem menos de 10% dos alunos classificados nesse patamar. Em nimeros absolutos, a pontua-
¢do em Matematica do Brasil na tltima avaliacdo PISA, em 2018, foi de 384 pontos enquanto a

média dos 34 paises membros da OCDE foi de 489 pontos.

3.1.8 Contribuicdes

E sabido que com um pequeno niimero de propriedades é possivel demonstrar todos os
resultados da Geometria Euclidiana Plana. Euclides, 300 a.C, nos Elementos, considera apenas
cinco postulados aceitos sem demonstragdo, enquanto que, Hilbert, inicio do século XX, utiliza
vinte axiomas para construir a Geometrias Euclidianas Plana e EspacialE] Isso porque Euclides
assumiu algumas propriedades implicitamente ao longo das demonstragdes, enquanto Hilbert
se vale apenas de propriedades de redacao explicita.

Consideramos, portanto, importante que os alunos sejam esclarecidos da possibilidade de
estabelecer todas as propriedades geométricas dos objetos do plano, recorrendo a um nimero
pequeno e fixo de propriedades que ndo serdo (e ndo poderao) ser provadas dedutivamente.

Tarefa, que o professor pode fazer, contribuindo para que a cole¢do proporcione aos alunos a

2 Denominaremos de problemas didatico-praticos as situacdes particulares apresentadas nas listas de exercicios

em contraposi¢ao aos problemas préaticos que serdo entendidos como os problemas reais da sociedade ou co-
munidade, analisados com auxilio da teoria matematica estudada.
Hilbert (2003) apresenta vinte axiomas, dos quais, catorze sao exclusivos da Geometria Euclidiana Plana.
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compreensdo de que, no que concerne a Geometria Euclidiana Plana, a matemética é uma ci-
éncia essencialmente dedutiva, em consonincia com a atual Base Nacional Comum Curricular

(BNCC) nesse quesito.

[...] éindispensdvel que os estudantes experimentem e interiorizem o caré-
ter distintivo da Matemadtica como ciéncia, ou seja, a natureza do raciocinio
hipotético-dedutivo, em contraposi¢do ao raciocinio hipotético-indutivo,

caracteristica preponderante de outras ciéncias. (BRASIL, 2018, p.540).

Em toda a explora¢do no campo da Geometria, a obra da destaque tnico a Geometria Eu-
clidiana, o que de fato reflete a posicao da maioria dos autores de Educacao Bésica de conheci-
mento deste professor. O que sugerimos é enriquecer esses conhecimentos analisando aspectos
de outras Geometrias, ou seja, de geometrias que divirjam da Euclidiana em algum aspecto bé-
sico, como o quinto postulado ou outros, implicita ou explicitamente, elencados nos Elementos.

E esta nossa sugestdo, serd levada a cabo com uma sequéncia didatica de Geometria Es-
férica, na busca de uma educacdao matematica que desenvolva habilidades de argumentacao,
transformando o individuo em ser atuante na sociedade, com capacidade prépria e vdlida de
interpretacao de fatos e fendmenos do seu meio fisico e social. E que a Matemaética, em geral, e

a Geometria, em particular, componha uma educacdo alicercada em:

[...] uma pratica docente voltada para o desenvolvimento de habilidades de
pensamento (ou ferramentas intelectuais) [...] uma educac¢ao para o pensar:
o ensino-aprendizagem pautado na investigacao critica e criativa, na refle-
x40 e fundamentacao de ideias [...] uma educacdo que visa a autonomia do
pensamento [...](VELASCO, 2010, p.13).

Destaque-se, ainda, nossa opc¢do pela importancia da avaliacdo no decorrer do processo de
ensino-aprendizagem, avaliacdo ndo apenas restrita aos resultados esperados dos alunos, mas
uma avaliacdo inerente ao trabalho do professor, a escolha dos contetido, sua metodologia e
enfoque, e por este encabecada, sem prejuizo de avaliacoes externas. Avaliacao como resultado

de investigacao, de pesquisa, no sentido defendido por D "Ambrésio (2009, p.94):

[...] pesquisa estd ligada a investigacdo, a busca [...] e a idéia [sic], sempre a
mesma, é a de mergulhar na busca de explicagdes, dos porqués, dos comos,
com foco em uma pratica. Claro, o professor estd permanentemente num
processo de busca de aquisicdo de novos conhecimentos e de entender e
conhecer os alunos. Portanto, as figuras do professor e do pesquisador sdo

indissoltveis.

Nesse sentido, quer-se apresentar uma sequéncia didatica que desenvolva habilidades de

argumentacdo dedutiva e contribua na compreensao da Geometria Euclidiana Plana estudada
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nos demais anos do Ensino Bésico, avaliando o impacto do ensino de uma geometria distinta
da euclidiana e apresentada de modo axiomatico-dedutivo para o 32 ano do Ensino Médio, sob

o crivo da Engenharia Didatica.

3.1.9 Resumo das analises prévias

Do exposto, destacaremos a seguir, o que consideramos aspectos relevantes para descrever

o atual ensino de Geometria Euclidiana Plana:

Al. O ensino de geometria € restrito a Geometria Euclidiana.

A2. O método dedutivo no estudo da Geometria, no livro didético, € restrito ao desenvolvi-
mento da teoria, ndo sendo pedido nas listas de exercicios de aprofundamento e com-
preensao direcionadas aos alunos. E € nas listas de execicios que efetivamente o aluno é

convocado a enfrentar os desafios propostos.

A3. Paraaresolucdo das questdes propostas nas listas de exercicios, a propriedade geométrica
e seu uso correto é que o importa. O conhecimento da propriedade se sobrepde a forma

e método de descoberta desta.

A4. E comum que os professores de Geometria dediquem pouco tempo a descoberta das pro-
priedades geométricas, aos raciocinios de descoberta, em prol da sua utilizacdo em pro-

blemas didético-praticos.

A5. Os dados do PISA e do IDEB demonstram a necessidade da melhoria da qualidade do

ensino de Matematica nas escolas brasileiras.

Além disto, a revisao tedrica da literatura de Geometria Esférica nos deu pistas da viabilidade
do tratamento do tema no Ensino Médio. Em tese, o tema permite a investigacdo axiomatico-
dedutiva de resultados interessantes diretamente dos axiomas, bem como, investigacoes que

utilizem propriedades de tridangulos polares ou da soma dos angulo internos de um triangulo.

3.2 Fase das analises a priori

De posse das informacdes, colhidas nas anélises prévias, construimos uma sequéncia dida-
tica de Geometria Esférica com enfoque axiomatico-dedutivo. Nossa escolha pelo estudo dessa
Geometria a partir de uma pequena lista de axiomas se apoia em trés premissas: 0s axiomas
caracterizam o ambiente de estudo, no caso particular sio uma "fotografia matematica" da su-

perficie esférica; o desenvolvimento dos primeiros argumentos dedutivos, utilizando apenas os
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axiomas, sdo de compreensdo simples e, portanto, adequados para a iniciacdo de alunos que
porventura tenham tido poucas aulas nessa direcao; resultados pouco evidentes e até contrain-
tuitivos sdo obtidos nos raciocinios que utilizam os primeiros teoremas.

Nessa sequéncia temos o intuito de ndo apenas tratar uma geometria distinta da euclidi-
ana plana, mas de confrontar resultados da Geometria Esférica com resultados da Geometria
Euclidiana Plana. Por exemplo: a desigualdade triangular; a soma dos dngulos internos de um
tridngulo; e, a andlise relativa a congruéncia de um par de tridngulos que possuam angulos de
mesma medida, aos pares, entre si.

Nao perseguiremos a aplicacao dos resultados em problemas praticos, o que seria interes-
sante e util, acreditando que a habilidade de raciocinar dedutivamente seja por si de grande
importancia para o crescimento intelectual dos alunos e que o confronto entre resultados das
duas geometrias seja relevante para o aprofundamento da compreensao da Geometria Euclidi-
ana Plana e de suas aplicacoes.

De toda forma, apresentaremos os axiomas e definicbes com o rigor matemaético necessa-
rio, contudo ndo mediremos esforcos para traduzir visualmente as definicoes e propriedades,
deduzidas ou assumidas, em material préticoﬂ no software GeoGebra 3D e representacoes es-
quemadticas em papel plano.

Importante atentar que ao planejar nossas aulas fazemos escolhas. Para Carneiro (2005,
p-101-103), numa engenharia didética, as escolhas efetuadas precisam estar descritas e sdao de
caréter global, dizem respeito ao &mbito geral de enfoque do contetido escolhido, e local, o con-
teudo propriamente dito. E é com base nessas escolhas que podemos fazer previsoes, hipoteses,
emrelacdo a aprendizagem dos alunos, que permitam ser checadas durante e ao término da fase
de aplicagdo da sequéncia didética. Nesse sentido, procederemos, a seguir, no intuito de opera-
cionalizar uma sequéncia didatica que intervenha e contribua para o processo de educa¢ao ma-
tematica no ramo da geometria, com foco na compreensao do processo de construgdo desses
saberes e no desenvolvimento da habilidade de raciocinar e argumentar dedutivamente, bem
como revisitar conceitos e propriedades da Geometria Euclidiana Plana e, através do estudo
comparativo de objetos semelhantes das Geometrias Esférica e Euclidiana Plana, aprofundar a

compreensao da Geometria Euclidiana Plana estudada pelo aluno no seu percurso escolar.

3.2.1 Escolhas globais

EG1. Enfase ao método axiomatico-dedutivo na descoberta de propriedades geométricas de

uma geometria distinta da Euclidiana, a Geometria Esférica.

4 Desenhos geométricos esféricos em esferas de isopor de circunferéncia maxima igual a 20rcm de compri-

mento.
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EG2.

EG3.

EG4.

Criacao de um ambiente didético-visual com representacao de objetos geométricos em

esferas de isopor, baldes bubble e representacdes com o software GeoGebra 3D.

Comparacao, andlise, discussdo entre conceitos e propriedades semelhantes dessa geo-

metria com a Geometria Euclidiana Plana .

O aluno sendo sujeito de atividades que explorem a investigacdo de propriedades da Ge-
ometria Esférica através do raciocinio dedutivo, usando a intuicdo apenas como auxiliar

nesse processo.

3.2.2 Escolhas Locais

EL1.

EL2.

EL3.

EL4.

Apresentar a esfera com uma pequena lista de propriedades basicas, os axiomas.

Identificar (intuitivamente) essas propriedades bésicas em esferas de isopor, baldes bub-
ble, representacgoes do planeta Terra e em representacoes do software GeoGebra 3D. Con-

jecturar novas propriedades e colocar as mesmas a prova através do método dedutivo.

Construir uma notagao sugestiva para os objetos geométricos esféricos e definir segmento

de reta e sua medida, semirreta, angulo, fuso esférico e tridngulo.

Investigar, através do método axiomadtico-dedutivo, as relacdes entre as medidas: dos an-
gulos de um fuso esférico; de um par de angulos adjacentes cujos lados sejam duas semir-
retas opostas e uma terceira semirreta qualquer; dos angulos opostos pelo vértice; e, dos
angulos internos de um tridngulo esférico. Definir e investigar as propriedades de pares
de tridngulos cofusos e polares. Investigar a desigualdade triangular e a congruéncia de

triangulos com énfase especial ao caso AAAH

3.2.3 Hipoteses e sequéncia didatica

Pelas escolhas delineadas acreditamos que:

H1.

H2.

Os alunos perceberdo a importancia do raciocinio e da argumentacdo dedutiva para a
descoberta e confiabilidade de propriedades geométricas, em particular, e da Matema-

tica, em geral.

Os alunos conseguirdo distinguir um argumento dedutivo de um argumento de outra na-

tureza.

5

Caso de congruéncia AAA: é a notacao utilizada para significar que um par de tridngulos esféricos sdo congruen-

tes desde que haja uma correspondéncia biunivoca entre os angulos de um tridngulo com os angulos do outro,
de forma a relacionar um angulo de um tridngulo com um angulo de mesma medida no outro tridngulo. Essa
propriedade ndo € vélida para tridngulos planos (euclidianos).
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H3. Os alunos desenvolverao habilidades bdsicas de raciocinio e argumentac¢do dedutiva.

H4. Os alunos reconhecerdo a superficie da esfera como ambiente de desenvolvimento de
uma geometria reconhecendo as principais propriedades das retas, semirretas, segmen-

tos de retas, angulos e tridngulos desse ambiente.

H5. Os alunos compreenderdo que algumas propriedades geométricas planas Ff] nao sio ver-
dadeiras para objetos geométricos esféricos semelhantes, enquanto outras permanecem
Vélida{] e que ha propriedades véalidas em objetos esféricos que nao sdo satisfeitas nos

objetos planos (euclidianos)ﬂ

H6. A apresentacdo axiomdtica da Geometria Esférica, utilizando materiais concretos para a
visualizacdo dos objetos geométricos dessa geometria, serd compreendida pelos alunos

dessa faixa escolar.

Delineadas as escolhas e estabelecidas as hipo6teses, objetivos a serem atingidos, esta-se
apto ao sequenciamento dos contetidos especificos e a construcdo do instrumental pedago-
gico complementar da sequéncia didatica. Desta forma, a sequéncia didatica, Anexo A, traz o
sequenciamento dos conceitos do tema, bem como atividades de investigacao e compreensao.
Elaborada no formato apostila, compde, com o encarte, os materiais concretos e o software Ge-
0oGebra, o ferramental pedagégico do professor no processo de construcao do conhecimento e
desenvolvimento das habilidades aspiradas. O encarte, Anexo B, apresenta de forma resumida
os principais conceitos e teoremas da sequéncia didatica. Os materiais concretos, compostos
de esferas de isopor e baldes bubble, bem como de construcdes sobre este material, constituem,
junto com o software GeoGebra, estratégias de visualizacao dos conceitos e propriedades inves-
tigadas. Os ultimos serdo apresentados no decorrer do préximo capitulo que explora a terceira

fase da Engenharia Didatica.

6 Existéncia e unicidade da paralela passando por um ponto externo a uma reta dada; soma dos angulos internos
de um tridngulo.

Relacdo entre angulos opostos pelo vértice; desigualdade triangular; caso LLL de congruéncia de tridngulos.
Caso AAA de congruéncia de tridngulos; limitante da soma dos lados de um tridngulo; definicao e propriedades
de pares de tridangulos cofusos e polares.
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4 Fase da Experimentacao e Primeiras Ana-

lises

Nessa fase, aplicamos a sequéncia didatica em duas turmas do 32 ano do Ensino Médio de
uma escola[ﬂ publica estadual pertencente a Coordenadoria Regional de Educacao de Timbd,
Santa Catarina. Devido a pandemia do coronavirus, a turma A contava com 11 alunos e a turma
B, com 12. Isso porque os demais alunos dessas turmas estavam alocados em outra escola, a
denominada "escola polo", com aulas online e professores préprios que ministravam as aulas
e acompanhavam os alunos via internet. Dessa forma, a experimentacao ocorreu com niimero
reduzido de alunos, que em condi¢des normais variam entre 24 a 37 alunos por turma.

Importante destacarmos que durante a fase de experimentacao, decorrente da observacao
do professor frente ao comportamento dos alunos, a sequéncia didética e os tempos projetados
podem e devem sofrer adequacgoes. A andlise a posterioriinicia, portanto, durante a aplica¢do da
sequéncia diddtica e, dessa forma, discutiremos a seguir, ndo apenas o processo de experimen-
tacdo, mas também as primeiras anélises que confirmam ou refutam o planejamento inicial.

O planejamento geral consistia de uma apostila de 20 paginas contendo a sequéncia de ati-
vidades idealizadas para a exploracao do tema; de um encarte com o resumo dos axiomas, te-
oremas e definicoes da apostila; e, de um conjunto de materiais concretos para a exploracao
visual dos objetos geométricos investigados. A sequéncia didética, sistematizada em forma de
apostila, estava organizada em 8 momentos, sendo que cada momento corresponderia a, no
minimo, uma aula de 45 minutos, tempo este que no decorrer da experimentacgao foi ajustado
para 12 aulas.

A seguir, discutiremos a experimentacao e as primeiras andlises a posteriori dos 8 momentos
da sequéncia didatica. Em cada secao, discutiremos um momento constante no planejamento
inicial, podendo esta estar ajustada em mais de um periodo de tempo, devido a ajustes tempo-

rais indicados pela engenharia didéatica no decorrer da aplicac3o.

1 0 nome da escola sera mantido em sigilo para preservar a identidade dos alunos participantes da pesquisa, em

consonancia as normas éticas da pesquisa.
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4.1 Momento 1

O objetivo dessa aula foi apresentar e introduzir o contetido partindo de caracteristicas ba-
sicas da Geometria Euclidiana Plana, confrontando-as com caracteristicas semelhantes em su-
perficies ndo planas. Feitas as consideracoes iniciais apresentando as caracteristicas e os ob-
jetivos da pesquisa-ac¢do, bem como os materiais e a proposta metodoldgica, partimos para a

exploracdo das atividades planejadas.

41.1 Atividade 1

Consistia na observacao de regioes de superficies ndo planas tentando reconhecer visual-

mente a linha, o caminho, de menor distancia entre dois pontos.

Figura 19 - Superficie Plana. Figura 20 — Superficie Esférica

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).

Figura 21 - Superficie de curvatura ir-
regular - Vista 1. Figura 22 — Superficie de curvatura irregular -
Vista 2.

SUPERFICIE
(1)

Fonte: O autor (2021).

Fonte: O autor (2021).
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Foram apresentadas aos alunos diversas regioes, trés delas podem ser vistas nas Figuras 19|
e e foi pedido para que decidissem, evitando medicoes diretas, qual linha continha
o caminho de menor distancia entre os pontos A e B. Na Figura |19, os alunos identificaram
com facilidade ser a linha azul a de menor distancia e, na regido representada pela Figura
o barbante auxiliou na conclusao correta, mas houve justificadas diividas quanto a unicidade
dessa linha. Na regido contorcida, representada nas Figuras[21]e[22} o poder da intui¢ao nao foi
suficiente para decidir que a linha verde é a de menor distancia, sendo necessdrio apelar para a

planificagdo através de um corte apropriado na base da regido em estudo.

412 Atividade 2

O objetivo dessa atividade, constante na apostila, seria tracar em cada regido apresentada, a
melhor aproximagdo possivel de uma linha de menor distancia entre os pontos G e H. Essalinha
deveria ficar completamente contida na regido colorida, verde, e analisar a unicidade dessa. As

figuras a seguir, apresentam as regides apresentadas aos alunos.

Figura 23 — Regido 1. Figura 24 — Regiao 2.
G H G H
[ ] L ] [ ] [ ]
Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).
Figura 25 — Regido 3. Figura 26 — Regiao 4.
H
L 2
G H
L] [ ]
G
L

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).
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Nessa atividade, os alunos perceberam que as regides apresentam caracteristicas que impe-
dem a utiliza¢do da régua para tracar o caminho de menor distancia, procedimento comum em
regides planas no sentido euclidiano. Alguns alunos notaram, de pronto, que as Figuras 23] e
possuem duas linhas com a caracteristica pedida, enquanto, na Figura[24] essa linha é tinica
e, na Figura 26} ha um ndmero maior de possibilidades. Uma parcela de alunos apresentou
dificuldades em determinar uma resposta plausivel para a Figura[23] Essa dificuldade foi solu-
cionada, na turma A, com a ideia de uma aluna que consistia em imaginar a regidao como uma
tdbua em que fora recortado um circulo, com pregos na circunferéncia desse circulo, além de
um prego no ponto G e outro, no ponto H. Acoplando, entdao, um barbante inflexivel na parte
superior da circunferéncia e abaixo do pregos nos pontos G e H e puxando o barbante pelas
extremidades, obter-se-ia uma linha de menor distancia entre esses pontos e na regiao exigida.

A mesma experiéncia mental foi indicada na turma B.

4.1.3 Atividade 3

Para essa atividade foram distribuidas na turma quatro esferas de isopmﬂ para, em grupos,
determinarem a linha de menor distancia entre dois pontos A e B prefixados. Numa das quatro

esferas, os pontos A e B escolhidos eram antipodas.

Figura 27 — Pontos nao antipodas A e B na esfera.

Fonte: O autor (2021).

Nessa atividade, os alunos puderam utilizar barbante inflexivel para auxiliar na determina-
¢do da linha de menor distancia entre A e B. Foi levantada a questao da unicidade dessa linha,
sendo que professor optou por deixar a resposta em aberto no intuito de manter a curiosidade

agucada para as aulas seguintes. Em relacdo a esfera de pontos antipodas, na turma A, os alunos

2 As esferas de isopor estavam contornadas com filme PVC, transparente e maledvel, comumente usado para

cobrir alimentos. Dessa forma, as anotacGes na esfera nao inutilizam a mesma para outras experiéncias.
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indicaram haver mais de uma linha e, na turma B, nao houve essa percep¢ao. Enquanto que na
andlise das demais esferas, dois grupos indicaram haver mais de uma linha com a propriedade
elencada’l

4.1.4 Consideracdes gerais dessa aula

Acreditamos que confrontando propriedades geométricas desses ambientes, os alunos te-
nham reavaliado suas concepg¢des geométricas cristalizadas e tenham vivenciado uma expe-
riéncia de reflexdo critica dessas propriedades. Dessa forma, essa aula foi importante para
prepara-los para a aventura da Geometria Esférica, ressignificando suas convic¢oes geométri-

cas e possibilitando, assim, o estudo axiomatico proposto.

42 Momento 2

Nessa aula, foram apresentadas as caracteristicas basicas da esfera através de seis axiomas,
ficando o axioma da medicao de angulos para outra aula. O intuito foi apresentar a esfera atra-
vés dessas seis propriedades que relacionam pontos e retas esféricas. A esfera, portanto, nao
foi apresentada como seria feito na Geometria Euclidiana Espacia como um objeto dessa
geometria, mas como um espaco em si, onde os objetos geométricos definidos nesse espaco,
denominado de esfera, serdo conjuntos de pontos bem definidos.

Foi também apresentada a definicdo de distancia esférica entre dois pontos, anocao de "es-
tar entre" para pontos, pontos antipodas e segmento de reta.

Durante a aplicacao, percebeu-se que nao seria adequado trabalhar esse momento em 45

minutos, ajustando-se entdo o planejamento para duas aulas escolares, ou seja, 90 minutos.

421 Os axiomas apresentados na sequéncia didatica

Reconhecemos, conforme desenvolvimento tedrico, capitulo 2, um pequeno conjunto de
propriedades bésicas, os axiomas da esfera. Estes axiomas foram reescritos em linguagem aces-
sivel ao Ensino Médio e formaram a base da teoria geométrica apresentada na sequéncia didé-
tica e, destes derivaram as definicOes e teoremas constantes na mesma.

Aos axiomas, manteve-se a interpretacao restrita a redacao explicita, quando utilizados para
definir objetos geométricos ou para provar dedutivamente alguma propriedade. Mas, a inter-
pretacdo intuitiva, com materiais concretos, foi amplamente utilizada, identificando retas esfé-

ricas com tracados de circunferéncias maximas e, "pontos de caneta" com pontos.

Para pontos ndo antipodas existe uma e apenas uma linha de menor distincia entre esses pontos.
Sob o enfoque da Geometria Euclidiana Espacial, esfera ¢ um conjunto de pontos do espago que equidistam de
um ponto prefixado, o centro da esfera, por uma constante.

4
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Dos sete axiomas apresentados na sequéncia didética, os seis primeiros foram discutidos

nesta aula. Sao os seguintes:

Axioma 1. Uma esfera e uma reta esférica sdo conjuntos de pontos. Existem, no minimo, dois

pontos distintos na esfera.
Axioma 2. Existe uma bijecdo entre os pontos de uma reta esférica e o conjunto [0, 27).
Axioma 3. Todo ponto possui exatamente um antipoda.

Axioma 4. Por dois pontos distintos quaisquer da esfera sempre passa uma reta esférica. Se os

pontos nao forem antipodas, entdo a reta esférica € tinica.
Axioma 5. Duas retas esféricas distintas sempre possuem, no minimo, um ponto em comum.

Axioma 6. Para toda reta esférica existe um ponto tal que a reta esférica é o conjunto de pontos

que distam 7 desse ponto.

A primeira interpretacao desses axiomas foi feita com os alunos em circulo e o professor no
centro, com auxilio de uma esfera de isopor com duas circunferéncias méximas tracadas sobre
ela, bem como alguns pontos. Discutimos particularmente a no¢do de pontos antipodas, a ndao
existéncia de retas esféricas paralelas e a unicidade da reta que passa por dois pontos ndo anti-
podas. Além disso, exploramos a nocao de func¢do bijetiva e, complementando essa discussao,
estabelecemos um sistema de coordenadas sobre uma reta esférica, no "isopor". Demos, entao,
especial atencao aos pares de antipodas, que permitiu estabelecer um didlogo interpretativo so-
bre a defini¢do de distancia entre dois pontos.

Terminada essa atividade participativa, os alunos sentaram em duplas e trios para resolver

a seguinte atividade:

Desafio: Observe as retas esféricas r e t a seguir.

Figura 28 — A reta na esfera. Figura 29 — Pontos equidistantes
na reta esférica.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).
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Na primeira figura, estdo representados apenas os pontos A e B pertencentes a essas retas.
Ja na segunda figura, representamos doze pontos, igualmente espacados, na reta ¢. A atividade
consistia estabelecer um sistema de coordenadas para os pontos da reta ¢, em conformidade
com o Axioma 2, o Axioma 4 e a no¢ao intuitiva de distancia.

Inicialmente, houve dificuldade por parte dos alunos, entdo discutiu-se brevemente como
seriam essas coordenadas se a bijecao fosse aplicada no conjunto real [0,12) e, associando o
ponto K com zero. De imediato, parcela de alunos associaram L com 1, H com 2, e assim su-
cessivamente, até associar J com 11. A partir disto e reforcando para atentarem para as regras
estabelecidas pelos Axiomas 2 e 4 ao estabelecerem essa relacdo, nao houve dificuldades em
perceber que o ponto inicial pode ser qualquer e que o sentido de crescimento das coordena-
das (hordrio ou anti-horario) nao estd submetido as regras.

Corrigida essa questdo, coube aos alunos resolver as atividades de investigacdo e compre-
ensdo propostas na sequéncia didética, podendo trocar ideias entre grupos ou com o professor,
que acompanhou de perto o trabalho dos grupos. Os alunos tiveram acesso ao gabarito, no dia
seguinte, através do "whatss" de um dos alunos da turma, para que analisassem suas respostas
como tarefa e trouxessem, para a aula seguinte, as duvidas nao sanadas.

No final do tempo estimado para esse momento, consideramos que os principais aspectos
dos cinco primeiros axiomas foram compreendidos. O sexto axioma, de simples compreensao
intuitiva, foi abordado superficialmente, sendo retomado e analisado em profundidade no sexto
momento da sequéncia didatica. Através das atividades escritas, consideramos que os alunos
compreenderam o comportamento da bijecao garantida pelo Axioma 2, bem como do célculo
de distancia entre dois pontos.

Finalmente, observamos que nessas duas aulas e nas seguintes foi dada énfase a notacado
estabelecida, reforcando constantemente a utilidade da notacdao na simplificacdo da escrita
matemadtica. Foi também, obstinadamente, reforcada a distingdo em esséncia de axiomas e
definicoes, explicando que, enquanto os primeiros estabelecem as regras a serem seguidas, ca-
racterizam o espaco de estudo através das relacoes estabelecidas entre pontos e retas esféricas,
as definicoes se prestam a nominar relagoes consideradas especiais ou conjuntos que se distin-

guem dos demais por escolha particular e comumente de utilidade tedrica.

4.3 Momento 3

Nessa aula, inicialmente, dialogamos acerca da tarefa e, em seguida, procedeu-se a duas de-
finicdes importantes. A definicdo de semirreta esférica como um conjunto particular de pontos

que possuem a propriedade de pertencer a mesma reta esférica e, portanto, gozam das pro-
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priedades estabelecidas pelos axiomas apresentados no Momento 2, e a definicdo de angulo

esférico como um sistema de duas semirretas de mesma origem.

43.1 As definicdes dessa aula

Definicdo 6. Dados trés pontos distintos A, A* e B. A unido dos segmentos de reta AB e BA3,
excluido o ponto A?, serd denominada de semirreta esférica de origem A, passando por B.

A apresentacdo dessa definicdo demanda a compreensdo da definicdo de segmento de reta
esférica apresentada no Momento 2. Como forma de aprofundar essa compreensao, discutimos
esse conceito com o uso do Geobebra3D e de material concreto, conforme representado nas

duas figuras a seguir:

Figura 31 — Segmento de reta esférica

Figura 30 — Segmento de reta esférica
com o GeoGebra 3D.

em isopor.
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Fonte: O autor (2021).

Fonte: O autor (2021).

Enquanto o material apresentado na Figura |30, pdde ser manuseado pelos alunos, a apre-
sentacdo em GeoGebra, conforme Figura foi muito interessante para uma explanacao do
professor. A compreensao de segmento de reta esférica, com base no que sugerem as figuras
citadasE] soma ao rigor da Definicdo 4, constante no Momento 2 da sequéncia didética.

Assimilado o conceito de segmento de reta, apresentamos a definicdao formal de semirreta
esférica. A nocao intuitiva (visual), conforme Figura abaixo, foi apresentada com o uso de
modelos em isopor e do GeoGebra3D.

Arepresentacao a esquerda, Figura[32} é util para compreender quais pontos de fato perten-
cem a semirreta de origem A, passando por B, enquanto a representacao a direita é de grande
valia na compreensao intuitiva de angulo esférico.

Notou-se, no decorrer dessa aula, que a segunda representacado foi melhor compreendida.

De qualquer forma, é importante frisar, que deve ficar claro ao aluno que a seta, na Figura[32} in-

5 0O segmento de reta de extremos A e B compreende o menor caminho entre A e B. Logo, a representacdo em

vermelho na Figura é, ao contrdrio da verde, o segmento indicado.
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dica que os pontos do segmento esférico BA?, exceto o ponto A?, pertencem a semirreta citada

e que pares de antipodas nao estdo contidos numa mesma semirreteﬂ

Figura 32 — Representacdo de uma semirreta esférica.

Fonte: O autor (2021).

Arepresentacao a esquerda, Figura[32} é util para compreender quais pontos de fato perten-
cem a semirreta de origem A, passando por B, enquanto a representacao a direita é de grande
valia na compreensao intuitiva de angulo esférico.

Notou-se, no decorrer dessa aula, que a segunda representacao foi melhor compreendida.
De qualquer forma, é importante frisar, que deve ficar claro ao aluno que a seta, na Figura[32} in-
dica que os pontos do segmento esférico BA3, exceto o ponto A?, pertencem a semirreta citada
e que pares de antipodas ndo estdo contidos numa mesma semirret

A representacdo da semirreta de origem A e contendo B, na parte direita da Figura 32} faci-
litou sobremaneira a compreensao da definicao de angulo esférico apresentada na Definicdo 7
na nossa aula. Isto ocorreu devido a semelhanca com a semirreta euclidiana. Mas, faz-se ne-
cessdrio diferenciar, dentre outras caracteristicas, a finitude da semirreta esférica, cotada pelo
antipoda da origem, fato que nao ocorre na semirreta euclidiana. Essa representacdo nao deve,
no entanto, substituir, mas colaborar com a compreensao da definicdao formal apresentada, pois
enquanto a primeira propicia uma imagem intuitiva, a segunda, permite demonstragoes l6gicas

rigorosas.

6 Aflecha, nessa representacdo, ndo indica o prolongamento infinito do segmento de extremos A e B, na direcao

deste, mas, embora exista um ponto origem na semirreta, ndo existird extremo final, apesar do antipoda de B
ser extremo, este ndo pertence a semirreta. Ou seja, na semirreta citada, qualquer ponto dista por um valor
menor que 7 da origem B e, em particular, existe um ponto e exatamente um que estd na semirreta e dista 7 da
origem, o que é muito ttil para definir medida de angulo.

A flecha, nessa representacao, ndo indica o prolongamento infinito do segmento de extremos A e B, na direcao
deste, mas, embora exista um ponto origem na semirreta, ndo existird extremo final, apesar do antipoda de B
ser extremo, este ndo pertence a semirreta. Ou seja, na semirreta citada, qualquer ponto dista por um valor
menor que 7 da origem B e, em particular, existe um ponto e exatamente um que estd na semirreta e dista 7 da
origem, o que é muito ttil para definir medida de angulo.
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Figura 33 — Angulo esférico.

Definicao 7. Denomina-se angulo esférico a
unido de duas semirretas de mesma origem nao

contidas numa mesma reta esférica.

Fonte: O autor (2021).

Na Figura [33} observamos a representa¢do do angulo esférico < ABC. Ja sua medida, bem
como a definicao de fuso esférico, apresentadas nas definicoes 8 e 9 da sequéncia didética, fo-
ram imediatamente compreendidas utilizando as representacoes elencadas em esferas de iso-

por.

4.3.2 Argumentos dedutivos

Dessa forma, a maior parte dessa aula foi dedicada as questoes 1 e 3 das atividades de inves-
tigacao propostas na sequéncia diddtica. Na atividade 1, respondendo perguntas direcionadas,
demonstrou-se que os dois angulos de um fuso esférico sdo congruentes. A questdo estd enun-

ciada na sequéncia didédtica com a seguinte redacao:

1. A figura ao lado representa um fuso esférico de vér-
tices M e D, em que D = M?. Os pontos N e P perten-
cem a lados distintos do angulo < NMP e sdo tais que
d®(M,P)=d®(M,N) = 7.

(@) Qual é a medida do segmento DN ? Explique.

(b) Qual é a medida do segmento DP ? Explique.

(c) Demonstre que o angulo < NDP tem mesma medida
do angulo < NMP.

A questao foi formulada indicando os pontos P e N distando 7 dos vértices e contidos nas
semirretas que formam o qu(ﬁ, 0 que poderia ser deixado a cargo dos alunos numa programa-
¢dao com mais tempo. No entanto, é importante acompanhar os alunos nessa fase da sequéncia
didatica, visto termos observado nas andlises prévias que atividades dessa natureza comumente

eram apresentadas no desenvolvimento tedrico a cargo do professor.

8 A existéncia e unicidade desses pontos, com essa caracteristica, é derivada do Axioma 2.
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Na aplicagdo, observamos que os alunos chegaram rapidamente nas respostas de (a) e (b),
mas que apresentavam dificuldade em justificar o resultado. Instigamos entdo os alunos a pro-
curarem as justificativas nos axiomas e definicdes

Para a questdo (c), acompanhamos as discussoes dos grupos e auxiliamos na interpretacao
da Definicdo 7. Cada grupo recebeu uma esfera de isopor, como a da Figura[34} em que a cons-
trucdo apresenta os pontos P e N distantes 5 do vértice O do angulo representado. Usando
a Definicao 7, a medida do angulo esférico c0n31derado é d®(P,N), representada na constru-
cdo pelo segmento PN. Com isto, os grupos nio tiveram dificuldade em elaborar o argumento

dedutivo para a questao (c).

Figura 34 — Medindo angulos esféricos.

Fonte: O autor (2021).

A questdo 3 também foi resolvida pelos alunos com interveng¢des do professor e da constru-
¢do em esfera de isopor, apresentada nas Figuras[35]e[36]

Figura 35-Vista do angulo <BDC Figura 36 — Vista do angulo <ADB
construido em esfera de construido em esfera de
isopor. isopor.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).

O ponto chave dessa questao foi fazer com n que os alunos percebessem que identificando os
pontos E, F e G, respectivamente, nos lados DA DB e DC distando % do ponto D, os pontos E
e G sdo antipodas pois E, D, G sdo colineares, distintos e d®(D, E) + d°® (D, G) =m. Desse ponto em
diante nao foi dificil para perceberem que a reta esférica O EF contém o ponto G e, portanto,

d®(E,F) + d°(F,G) =m, que é a soma pedida, de acordo com a Definicao 8.
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O mais importante desta aula, julgamos ter conseguido, foi convencer os alunos a justificar
os resultados com argumentos construidos com base nas defini¢des, axiomas e resultados ja

provados.

4.4 Momento 4

Essa aula foi reservada para a aplicacdo de questiondrio avaliativo que procurava captar a
compreensao individual das ideias tratadas, bem como das habilidades desenvolvidas ou aper-
feicoadas nas aulas pregressas. O questiondrio, composto por cinco perguntas, em que as trés
primeiras exploravam regioes que falhavam em alguma propriedade da Geometria Euclidiana
Plana e procuravam captar a compreensao dos alunos referente a distin¢ao entre o método de-
dutivo e métodos intuitivos. A quarta questdo procurava se restringir a obter informacdes acerca
da compreensdo da notacao e de propriedades das retas esféricas e de conjuntos de pontos con-
tidos nestas, e a quinta questdo pretendia dirigir os alunos para uma descoberta, ndo vista em
aula, através do método dedutivo.

Para a aplicacdo, inicialmente, foram entregues as trés primeiras questdoes por um tempo de
15 minutos. Recolhidas estas, foi dado um tempo de 12 minutos para responder a questao 4 e,
finalmente, 15 minutos para desenvolver a questdao 5. Os alunos puderam pesquisar nas trés
primeiras paginas do encarte e, na quinta, referente aos Teoremas (T) e (T»).

As respostas dos 23 alunos participantes serdo analisadas a seguir e, no Anexo C, apresenta-

mos 0 questiondrio completo.

4.4.1 Analise das trés primeiras questdes

A questdo 1 pedia para escolher, dentre quatro alternativas, qual apresentava uma linha de
menor distancia entre os pontos G e H, conforme a Figura E essa linha deveria estar total-

mente contida na regido colorida em verde.

Figura 37 — Regido plana com buraco.

Fonte: O autor (2021).
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A maioria dos alunos, 87,0%, escolheram a alternativa (b), que de fato representa a resposta
correta. No entanto, para os nossos objetivos, o importante dessa questao ndo era necessaria-
mente a escolha da melhor alternativa, mas que junto a questao 2, permitia a pergunta que, de
fato, estdvamos interessados, a questdo 3. Esta indagava como o aluno classificaria o método
por ele utilizado na resolugdo da primeira questao.

A questdo 2 indaga se o aluno chegou a resposta da questao 1 utilizando algum instrumento
de medida, se concluiu visualmente ou se apenas escolheu uma alternativa ao acaso. Ao ana-
lisar as respostas, constatamos que a maioria, 87,0%, informou ter chegado a essa conclusao
visualmente, que 4,3% utilizaram instrumento de medida e 8,7% escolheram uma alternativa
ao acaso. 100% dos participantes consideraram que seu método de raciocinio estava delineado
dentre as trés primeiras alternativas, ndao explorando, portanto, a alternativa de resposta aberta.

Das respostas obtidas na questdo 2, intrigou-nos a op¢ao dos 8,7%. A escolha de uma al-
ternativa ao acaso €, na nossa compreensao, uma indicacdo de que as aulas ndao prenderam
a atenc¢do ou agucaram a curiosidade dessa parcela de alunos. Em verificacdo posterior, con-
cluimos, no entanto, que se tratava de possiveﬂ falha de interpretacao textual dessa parcela de
alunos, pois em conversa com as turmas, na aula seguinth_Ul, analisando o significado da ex-
pressdo "escolhido ao acaso", constatou-se haver alunos que acreditavam ser uma escolha de
provével validade.

A questdo 3 explora a distincao entre raciocinio dedutivo e outras formas de percorrer um
caminho em busca de uma resposta. 78,2% responderam terem feito um raciocinio de com-
paracao visual ou de medicao, 4,3% escolheram as alternativas (a) e (c) como resposta e 17,4%
consideraram ter feito um raciocinio dedutivo. Na Tabela[l} a seguir, resumimos os principais

resultados:

Tabela 1 — Questiondrio de Pesquisa 1 - Parte 1.

Questdo (a) (b) (c) (d) Total
1 0,0% 87,0% 0,0% 8,7% 95,7%
2 8,7% 4,3% 87,0% - 100,0%
3 17,4% 4,3% 73,9% - 95,6%

Nota: Nas questdes 1 e 3, percentual de alunos assinalaram duas alternativas.

Fonte: O autor (2021).

Comparando os percentuais, em relacao as respostas dadas pelos alunos, das questoes 2

e 3, consideravamos esperado, no minimo, 91,3% em vez dos 78,2% obtidos ao considerar a

9 Possivel, mas nio certa, visto que o questiondrio de pesquisas nao identificava o aluno.

10 A an4lise do questiondrio nos indicou ser necessario acrescentar uma aula para discussdo das resolucdes apre-
sentadas pelos alunos. Dessa forma, replanejamos o cronograma adicionando a primeira aula apés a aplicagdo
do questionério para esse fim.
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escolha das alternativa (b) ou (c) na questdo 3. Essa discrepancia nos leva a concluir que ndo ha
ainda uma compreensao clara do que significa um raciocinio dedutivo por parte de 19,1% dos
alunoﬂ que haviam declarado ter utilizado a intui¢do visual ou a medicao direta na resolucao
da questdo 1. Desta forma, se faz necessdrio averiguar se as atividades propostas nas aulas
seguintes dardo conta dessa questdo para atingirmos o que prevé a hip6tese (H2) nas andlises a
priori.

Nesse sentido, verificando que, na sequéncia didatica para as aulas seguintes, h& um bom
numero de demonstracoes axiomatico-dedutivas planejadas, refez-se apenas o planejamento
metodolégico. incluindo, neste, em cada caso, uma discussdo dialogada acerca do método de
prova utilizado, comparando, inclusive, com raciocinios intuitivos, buscando respostas para si-

tuagdes particulares/?]

442 Anadlise das duas altimas questdes

Trata-se de duas questoes de natureza distinta. A primeira procura identificar a compreen-
sdo de conceitos especificos, maioria com enfoque numérico, tratados nas aulas. A segunda, de
natureza investigativa, procura identificar habilidades bésicas necessdrias para desenvolver um
argumento dedutivo.

A questao 4 procurava verificar a compreensao do Axioma 2, bem como de algumas defini-

coes basicas e do uso apropriado da notagao estabelecida. A Tabela2]resume o resultado.

Tabela 2 — Questiondrio de Pesquisa 1 - Questao 4.

Acertos Alunos pesquisados
6 itens 78,26%

5 itens 13,04%

4 itens 4,35%

3 itens 4,35%

Total 100,00%

Nota: Questdao composta por 6 itens.

Fonte: O autor (2021).

Percebe-se que a maioria, 91,3%, obtiveram sucesso em todos os itens focados ou no ma-
ximo erraram um item. Dessa forma, considera-se que a sequéncia diddtica é eficiente para a
compreensdo do processo de cdlculo de distancia esférica e da medida de um segmento esfé-
rico. Também estd a contento para a compreensao de pontos antipodais e de um ponto estar ou
nao, de acordo com a defini¢do, entre outros dois pontos dados. A questao também identificou,

com sucesso, a compreensao da notacdo usada para retas esféricas.

11" Esse valor corresponde a 17,4% do total de participantes da pesquisa
12° Os Teoremas T3, Tg e T; permitem uma andlise intuitiva proveitosa para a discussao de métodos de prova.
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Generalizando esse resultado para os demais conceitos desse nivel de dificuldade, tratados
nessas aulas da sequéncia didatica, presumimos, nesse momento, que haja compreensao ade-
quada desses conceitos para a grande maioria dos alunos.

A questdo 5 serd analisada em dois blocos. Os itens (a), (b) e (c) serdo analisados no pri-
meiro bloco e o item (d), no segundo. Para o primeiro bloco, com assuntos de mesma natureza
da questdo 4, houve poucos erros. No segundo bloco, de énfase especificamente no desen-
volvimento da argumentac¢ao dedutiva, percebemos haver dificuldades, conforme mostrado na
Tabela[3]

Tabela 3 — Questiondrio de Pesquisa 1 - Questao 5(d).

Itens corretos Alunos participantes
Primeiro 65,2%
Primeiro e segundo 47,8%
Os trés primeiros 47,8%
Os quatros primeiros 43,5%
Todos 43,5%

Fonte: O autor (2021).

Analisando a Tabela[3|percebemos haver dificuldade em completar a sequéncia de argumen-
tos. Consideramos nao ser necessario mudar a abordagem organizada na sequéncia didatica,
mas dialogar com os alunos acerca da dificuldade apresentada procurando tracar uma estra-
tégia metodologica mais eficiente. Nesse sentido, procedeu-se na aula seguinte, e percebeu-se,
principalmente, haver dificuldades em trabalhar com duas varidveis na mesma equacao, habili-
dade requerida, inclusive, pelo primeiro item. Procuramos também identificar, na mesma aula,
os motivos que induziram 26,7%, dos que acertaram o primeiro item a errar o segundo. Parece
ter havido certa dificuldade em perceber que o item (ii) poderia ser obtido por simples mani-
pulacao algébrica de item antecedente, o que levou parcela de alunos a procurarem formas de

deduzir esse resultado dos axiomas e definicdes do encarte.

4.4.3 Observacdes Importantes

A andlise do questiondrio nos permitiu identificar falhas, que procuraremos corrigi-las no
decorrer das aulas seguintes. Identificamos também sucessos que nos permitem concluir que
as trés primeiras hipoteses, elencadas nas andlises a priori, estdo sendo atingidas por parcela
de alunos e, acreditamos, que as escolhas de contetido e metodologia, com as corre¢des ora
planejadas, sejam suficientes para que a maioria dos alunos desenvolvam as habilidades e os
conhecimentos projetados nas hipéteses.

Consideramos ainda importante manter em constante andlise os tempos planejados, visto

poderem influir no processo. Nesse sentido, foi acrescentada uma aula para discussao e analise
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dos resultados com os alunos. Nesta, foram discutidas as resolucdes, explorado observacoes e

duavidas dos alunos, rediscutindo os conceitos constantes na avaliacao.

45 Momento 5

Inicialmente, exploramos as questdes 1 e 2 utilizando material concreto e recorte e colagem
para explorar intuitivamente a soma dos angulos internos de um triangulo euclidianoﬁ e, tam-
bém, desenvolvemos a deducao formal dessa propriedade, fazendo, em seguida, uma anadlise
comparativa entre os dois métodos.

Partiu-se, em seguida, para a definicdo formal de tridngulos esféricos explorando, também,
anocao de pares de triangulos cofusos. Junto as defini¢oes formais, utilizamos representacoes
em material concreto em isopor para obter uma nocao visual desses conceitos. A representagcao

da Figura[38|dd uma ideia dos materiais concretos manuseados nessa aula.

Figura 38 - Vista do tridngulo esférico ABC.

Fonte: O autor (2021).

Aproveitamos, entdo, para instigar os alunos a conjecturar propriedades entre pares de tri-
angulos cofusos representados em esferas de isopoﬂ entregues na sala. E, nesse contexto, foi
explorada a atividade 3, incentivando os alunos a tentarem desenvolver uma demonstracado e
que a argumentacao indicasse claramente cada passo justificado nas definicoes, axiomas ou
teoremas provados.

Como a sala havia sido previamente organizada em quatro grupos de, no maximo, trés in-
tegrantes, acompanhamos de perto as discussdes e anotacoes de cada grupo, dando instrucgdes

especificas em cada caso, procurando, no entanto, ndo intervir demasiadamente no processo.

13" Utilizamos essa nomenclatura para nos referir especificamente aos triAngulos contidos num plano da Geome-
tria Euclidiana.

14" Quatro modelos em "isopor", com a construcdo geométrica da Figura foram distribuidos nos grupos for-
mados em cada turma participante da pesquisa.
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Aos grupos que apresentavam maior dificuldade na elaboracdo da argumentacao, demos
pistas dos principais aspectos a serem atacados, dando uma ideia dos passos que poderiam ser
seguidos. Com auxilio de um cartaz previamente elaborado, procuramos auxiliar esses grupos
no tracado de uma estratégia de demonstracdo que basicamente se resumia em seguir os trés

passos seguintes:

* Determinar a relacdo entre os angulos esféricos m<A e m< A%, justificando através de

um axioma, definicao ou teorema ja provado.

e Completar as equacoes (4.1) e (4.2), com a devida justificativa.

by + by =2 (4.1)
c1+cy =2 (4.2)

¢ Analisar a soma (4.3):
m<A+b1+cl+m<A+b2+62 (4.3)

Antes do término da aula, foi ainda possivel apresentar em PowerPoint a argumentacdo ela-
borada pelo professor e discutir brevemente a relacdo entre esse resultado e a propriedade da
soma dos angulos internos nos triangulos euclidianos.

Importante notar que esse resultado ndo tem a pretensao de encerrar a investigacao quanto
asoma dos angulos internos de um triangulo esférico, apenas nos ensina que dado um triangulo
A°ABC, se olharmos para ele e seu cofuso A°A?BC, ao menos um desses tridngulos possui a
referida soma maior que 7. Resultado que mostra uma diferenca substancial dessa geometria
com a Geometria Euclidiana Plana do curriculo escolar.

Finalmente, vale frisar que durante essa aula houve perceptivel evolucao na compreensao e
obtencao de habilidades referentes ao método dedutivo e demais objetivos elencados nas hipo6-

teses referidas nas analises a priori.

46 Momento 6

Nesta aula, retomamos o Axioma 6, apresentamos a defini¢do de triangulo polar e os Teore-
mas (T4) e (T5). O primeiro, afirma que soma dos angulos internos de um triangulo esférico é
uma variavel real entre 7 e 37 e, 0 segundo, relaciona lados com angulos em pares de tridangu-
los polares. Os alunos, sob supervisdao do professor, investigaram a desigualdade triangular e o
Teorema do limitante para a soma dos lados de um triangulo.

Os dois primeiros teoremas foram apresentados sem demonstracgao, visto serem necessdarias
demonstracoes prévias para chegar a esses resultados. Isto foi deixado claro aos alunos e os

mesmos foram incentivados a refletir ou pesquisar, futuramente, acerca dessas demonstragoes.
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4.6.1 Definicdo de tridngulos polares e atividades de compreens3do e investigacdo

A apresentacao dessa defini¢do foi feita utilizando as ilustracoes da apostila{Ee em material
concreto, conforme Figura@l A formalizacao do conceito de polar de um tridngulo, a sua exis-
téncia e propriedades foram analisadas de forma intuitiva, conforme planejado na sequéncia
didatica. Nao aconselhamos um desenvolvimento tedrico rigoroso, desse tema, nessa faixa es-
colar, mas consideramos que esse nivel de compreensao deva ser alcancado pelo docente que
se disponha a repetir a experiéncia desse estudo, sendo por isto apresentada em detalhes no
capitulo 2. Neste, através dos Teorema[2.52} prova-se que o polar do polar é o tridngulo original.
Prova-se, também que a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é encontrada no
intervalo real (7,37), Teorema e, as relacoes entre lados e angulos em pares de triangulos

polares, Teorema[2.54

Figura 39 - A°ABC e seu polar A°A'B'C’.

Nota: A esquerda, vista do vértice B’ e, a direita, vista dos vértices A’ e C’ do polar do A® ABC.

Fonte: O autor (2021).

A compreensdo do Teorema (T5) foi feita nesse contexto e com as atividades 5 a 7 da apostila.
Aos alunos coube, com acompanhamento do professoﬂ desenvolver as demonstra¢des das
questoes 2 e 3 das atividades de investigacdo e compreensao.

Os minutos finais foram utilizados para discutir os passos da demonstracao de cada questao.
A correcao ficou para a aula seguinte (que ocorreu na sequéncia desta, visto se tratar de aulas
geminadas). Dessa forma, os alunos, que ainda estavam organizando e elaborando a redacao,
puderam concluir suas ideias.

De forma geral, considerando a observacgdo direta, feita durante o processo, e as discus-

soes finais, percebeu-se evolucdo significativa na compreensao da forma de pensar matema-

15 Utilizando o Paint (programa do Windows) em projecdo multimidia, frisamos que cada lado do triangulo est4
contido numa reta esférica e que a mesma possui um ponto denominado de polo em cada hemisférico por
esta determinado. Por exemplo, em relacio ao lado AB, no mesmo hemisfério que contém C, existe um ponto
(inico) C’" que é polo da reta O AB.

16 Nas atividades de demonstracéo foi utilizada metodologia similar ao Momento 5.
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ticamente e na compreensdo dos objetos geométricos estudados. Em analise inicial, ocorrida
apos a aplicacdo desta aula e no mesmo dia, decidimos replanejar a finalizacao da sequéncia di-
dética, acrescentando uma aula, antecedendo a avaliacdo final, de construcdes geométricas na
esfera no intuito de aprofundar a compreensao intuitiva dos principais conceitos desenvolvidos

nesta sequéncia didética.

47 Momento 7

Esta aula foi iniciada com a discussao/correcdo das atividade 2 e 3 da aula anterior, finali-
zada minutos antes, com apresentaqédz] da resolucdo proposta pelo professor. Aproveitou-se
a ocasido para, inclusive, aprofundar a discussao do método axiomatico-dedutivo, da eficacia
dos resultados e da importéancia e cuidados necessarios no uso de "métodos" intuitivos.

Em seguida, conversamos acerca de congruéncia de triangulos na Geometria Euclidiana
Plana procurando relembrar a definicao dada na Geometria Euclidiana Plana e, também a "de-
finicao" intuitiva desse conceito. Percebeu-se que parcela de alunos tinham um nocao intuitiva
clara (é possivel justapor dois triangulos euclidianos congruentes de forma a coincidirem vérti-
ces elados, bem como suas regides internas), enquanto que a definicio em termos matematicos
rigorosos nao foi mencionada por nenhum aluno. De fato, tivemos alunos que mencionaram a
propriedade LLL.

No contexto da discussdo anterior, apresentamos a Definicao 12 da apostila e, utilizando

material concreto, conforme Figura[40] analisamos a ideia intuitiva da congruéncia na esfera.

Figura 40 — Triangulos esféricos congruentes.

Fonte: O autor (2021).

Na Figura [40} inclusive, podemos perceber que existem pares de triangulos esféricos con-

gruentes que ndo coincidem por sobreposi¢do, fato que ndo ocorre no caso euclidiano. Essa

17 Apresentacdo com proje¢ao multimidia preparada preliminarmente.
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discussao também fez parte do didlogo ocorrido na aula e para tal foi utilizado inclusive o ma-

terial concreto apresentado na Figura[41]

Figura 41 - Triangulos planos congruentes.

Fonte: O autor (2021).

Em relacdo ao Teorema (Tg), o caso de congruéncia LLL para tridngulos esféricos, pedido na
questao 1 das atividades, optamos por estabelecer prazo de 10 minutos para os alunos redigi-
rem a demonstracao, sem ajuda do professor, mas sendo por este observadoﬂ Na Tabela

detalhamos a andlise do material produzido pelos alunos.

Tabela 4 — Deducdo do caso LLL de congruéncia de tridngulos esféricos.

Progresso na demonstracao. Alunos participantes.
Demostracao correta, organizada e com boa redagao. 50,0%
Demonstracao correta, precisando de melhorias na redagao. 25,0%
Demonstragdo parcialmente correta. 12,5%
Demonstracdo que precisa ser totalmente refeita. 12,5%

Nota: O percentuais foram calculados com base em 8 grupos de 2 e 3 membros.

Fonte: O autor (2021).

Em relacdo a essa demonstracdo, destacamos que a maior exigéncia ndo era a estratégia,
visto necessitar apenas do Axioma 7 e estar indicada na pergunta, mas o cuidado com a redagao.
Isto porque, cada aplica¢do do axioma resulta na congruéncia em apenas um dos trés pares de
angulos que formam a Definicao 12, congruéncia de tridngulos.

Corrigida e discutida a questao 1, iniciamos a discussdo da questao 2E|

18 Além da observacao direta, a demonstracdo de cada grupo foi fotografada ao final do tempo estabelecido para

andlise posterior.
19" A discussao e anotagdes iniciais da questao 2 foi feita com auxilio de projecao da questao com o Paint.
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Figura 42 — Discussoes da questao 2.

Dica(l): Use Ts para relacionar os
lados do triingulo A°A'B'C’ com os

dngulos do tridngulo A* ABC.

Dica(2): Use T5 para relacionar os
lados do triingulo A*E'F'G' com os

ingulos do tridngulo A*EFG.

Fonte: O autor (2021).

Nesta, resolvemos juntos a parte representada na Figura |42| e, indicamos o restante como

tarefa a ser corrigida, na tltima aula planejada, oficina de constru¢des geométricas na esfera.

4.8 Oficina Matematica: representacdo de objetos geométricos na

esfera

No inicio desta aula, finalizamos a correcao da questdo 2 da tltima aula. Aproveitamos para
dialogar com os alunos acerca das suas conclusoes, das dificuldades inerentes a demonstracdo
em questao e da comparacao desse resultado, que serd chamada de caso AAA de congruéncia
de triangulos esféricos, com o caso euclidiano@

Em seguida, com a sala organizada em quatro grupos, distribuimos baldes bubble cheios,
réguas esféricas e pinceis para a oficina matematica. Previamente, haviamos anotado no quadro
a seguinte lista numerada de objetos geométricos:

1) Reta esférica contendo os pontos antipodas A e B.

20 Na Geometria Euclidiana Plana , a propriedade AAA garante a semelhanca de tridngulos, mas néo é suficiente
para garantir a congruéncia.
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2)
3)
4)
5)
6)

7)

Segmento esférico AB contendo o ponto C.
Semirreta esférica de origem A e que passa por B.
Angulo esférico < BAC.

Reta esférica O AB e seus polos P; e Ps.
Triangulo esférico trirretangulo.

Reta esférica O AB com 8 pontos equidistantes. Anotar também a coordenada de cada

ponto segundo a bijecao garantida pelo Axioma 2.

A representagdo 7 coube a um grupo e as demais foram distribuidas de forma que um grupo

recebesse as atividades 1 e 2, outro recebeu as questoes 3 e 4, ficando 5 e 6 para o grupo restante.

Pesquisando no material, cada grupo estava imbuido de desenhar os objetos geométricos pe-

didos e fazer uma breve explanacgdo ao final da atividade. Nas figuras a seguir, apresentamos

alguns materiais desenvolvidos nessa oficina.

Figura 43 - Reta esférica. Figura 44 — Reta e régua esféricas.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).

—

Figura 45 - Pontos A e B antipodas. Figura 46 — Semirreta esférica AB.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).
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Figura 47 — Reta esférica O AB e seus polos Figura 48 — Triangulo esférico trirre-
P;eP,. tangulo.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).
Figura 49 — Reta esférica O AB. Figura 50 — Segmento de reta AB contendo
o ponto C.

Fonte: O autor (2021). Fonte: O autor (2021).

Ao fim da aula, cada grupo fez uma pequena explanacao acerca das representacoes geomé-
tricas feitas. E, da observacao ocorrida durante a oficina e explanacdes finais, concluimos que
os alunos aprofundaram, conforme desejado, a no¢do intuitiva dos objetos geométricos trata-
dos na sequéncia didatica.

4.9 Consideracdes gerais do capitulo

Conforme visto no decorrer deste capitulo, a metodologia especifica e os tempos planejados
na sequéncia didatica sofreram adequag¢des durante o processo de aplicacao impulsionados pe-
las peculiaridades do assunto e dos alunos. Os conceitos e sua abordagem axiomatico-dedutiva,

no entanto, ndo necessitaram de mudancas e, a avaliacdo, Momento 4, permitiu corrigir falhas
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que ndo estavam sendo percebidas pela observacao direta.

A sequéncia didatica original, conforme apresentada nos Anexos A e B, acrescentou-se, no
Momento 4, uma aula de discussdo da avaliacao feita através do questiondrio 1 e, no Momento
7, uma Oficina Matemadtica com materiais concretos. A primeira, motivada pelas dificuldades
indicadas na avaliacao, e a segunda, com intuito de revisar e aprofundar a compreensao dos
conceitos geométricos apresentados na sequéncia didatica.

Encerramos assim a fase de experimentacao e primeiras andlises, fase essa que permite ree-
laborar e adequar a sequéncia didéatica durante a aplicacdo, encaminhado-nos para a fase final,

analises a posteriori propriamente ditas e validacao.
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5 Quartafase da Engenharia Didatica: Ana-
lises a Posteriori e Validacao da Experién-

cia.

Neste capitulo, faremos a descricdo e andlise da avaliacdo final correspondente ao Momento
8 da sequéncia didéatica, ocorrida em aula geminada correspondendo as décimas primeira e se-
gunda aulas (devido aos ajustes demandados pela prépria engenharia diddtica). Faremos tam-
bém um apanhado das andlises a posteriori ocorridas e elencadas na fase de experimentacao,

bem como discorreremos acerca da validade da sequéncia didatica apresentada.

5.1 Avaliacdo final.

O questiondrio avaliativo final (Anexo D), foi preparado com a intenc¢ao de priorizar a avalia-
¢do da compreensao dos conceitos estudados, bem como, habilidades de argumentacao dedu-
tiva, sem grandes preocupacdes com a memorizagdo de conceitos e da notacdo. Dessa forma,
cada questdo seria respondida individualmente com pesquisa no encarte (Anexo B). Na apli-
cacao, cada questao foi discutida imediatamente apos ter sido recolhida a respectiva resposta,
por acreditarmos que os momentos de avaliacdo auxiliam, inclusive, na complementacao da
aprendizagem.

Foram propostas seis questoes. Destas, as duas primeiras avaliavam a percepc¢ao do aluno
quanto aos métodos intuitivos de investigacao matematica. As duas seguintes, a utilizacao cor-
reta da notagdo apresentada nas aulas e a compreensao conceitual e intuitiva de semirreta, an-
gulo esférico e medida de angulos. A questdo 5 contemplava a compreensdo do teorema que
relaciona angulos de um triangulo com os lados do seu triangulo polar. A a dltima questao se
propunha a avaliar habilidades em argumentacao dedutiva. A avaliacdo ocorreu numa aula ge-

minada de 90 minutos com os tempos de cada questao previamente estabelecidos, conforme

Quadro
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Quadro 5.1 - Tempos estabelecidos para a avaliacao final da sequéncia didéatica.

Questao. | Tempo maximo permitido.
1 6 minutos
5 minutos
10 minutos.
10 minutos.
7 minutos.
10 minutos.

|| WD

Fonte: O autor (2021).

A questdo 1, baseada em Wentworth e Smith (1888, p.15), pedia para que os alunos com-
parassem dois segmentos de reta sem ajuda de instrumentos de medida ou dados numéricos.
Trata-se de uma pergunta preparatoria para a questdo seguinte e, conforme esperado, a reso-
lucao dessa questdo através da comparacdo visual e da capacidade intuitiva, indubitavelmente,
levaria a equivocos. A pergunta foi organizada em cartaz 1 e cartaz 2, sendo que para a primeira
parte da pergunta houve apenas 17,4% de respostas corretas e, para a segunda parte, 30,4%.

A questdo 2 pedia para que o aluno refletisse acerca da utilidade e confiabilidade da intuicao
para a Matematica e assinalasse verdadeiro (V) ou falso (F) para cada uma das alternativas apre-
sentadas. No Quadro estao elencadas as alternativas propostas e na Tabela 5| apresentamos

os resultados obtidos.

Quadro 5.2 — Alternativas propostas a fim de verificar a concepcao
dos alunos em relacdo a métodos intuitivos de prova em
matematica.

a( ) Aintuicdo é muito importante para a matematica, mas os resul-
tados obtidos pela intuicao nao sdo 100% confidveis.

b( ) Essa experiéncia nos ensina que nunca devemos confiar na in-
tuicao.

c( ) Pela minha experiéncia como aluno, os resultados da intuicao
sao sempre verdadeiros e confidveis.

d( ) Nos anos escolares, tenho percebido que muitos resultados vin-
dos da intuicao eram verdadeiros.

Nota: Alternativas apresentadas a duas turmas do Ensino Médio apds participarem de um
experimento que demandava a comparacao de dois segmentos usando apenas a percepgao
visual.

Nota: Cada alternativa deveria ser assinalada com verdadeiro (V) ou falso (F).
Fonte: O autor (2021).

Comparando os resultados apresentados na Tabela[5|com a Tabela[l} questionario 1 do Mo-

mento 4, percebe-se evolu¢do na compreensdo do método dedutivo versus andlise intuitiva
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Tabela 5 — Questao 2 - Percepcao quanto a utilidade e eficiéncia da intuicao para o raciocinio
matematico.

Alternativas verdadeiras Alunos participantes

(a) e (d) 78,3%
Apenas (a) 21,7%
Demais escolhas. 0,0%

Fonte: O autor (2021).

numa investigagdo matematica. Embora almejassemos 100% dos alunos a considerar as alter-
nativas (a) e (d) como verdadeiras para a questao 2, cujos resultados da Tabela 5| demonstram
ter havido 78,3%, consideramos importante observar que todos os participantes da pesquisa es-
colheram a alternativa (a) como verdadeira e que nenhum aluno considerou como verdadeiras
as alternativas (b) ou (c), em conformidade com nossos objetivos.

A questao 3 obteve altos indices de acertos, conforme percebemos pela Tabela [f] a seguir,
sinalizando que a notacdo apresentada foi assimilada a contento e que a representacdo geomé-

trica na esfera dos conceitos apresentados foi compreendida.

Tabela 6 — Questado 3 - Compreensao de conceitos basicos da Geometria Esférica.

Critério. Alunos participantes.
Marcacao correta do ponto C. 95,7%
Representacao correta da semirreta AC. 91,3%
Classificacao correta das semirretas AB e AC em contidas ou 82,7%

Nnao na mesma reta.

Classificacao correta das semirretas AB e AC em opostas 82,7%
quando for o caso.

—

Nota: Para que a classificacdo das semirretas seja considerada correta é necessdrio a representacdo correta da semirreta AC.

Fonte: O autor (2021).

A questdo 4 exigia dos alunos a interpretacao correta da definicao 8 do encarte, apresen-
tando uma redacao equivalente a seguinte: "Para determinar a medida do angulo < ABC deve-

mos determinar na semirreta BC um ponto distando 7 de B, denominemos esse ponto de P.

—

Em seguida, determinar na semirreta BA um ponto distando % de B, denominemos esse ponto
de Q. A medida do segmento esférico PQ serd a medida do 4ngulo esférico < ABC". A andlise
das repostas mostrou que 69,6% dos alunos montaram e redigiram a estratégia corretamente,
que 13,0% apresentaram uma estratégia correta, mas de redacdo um pouco confusa e que os
demais ndo redigiram uma estratégia convincente.

As questao 5, de interpretacdo direta do teorema (T5) da sequéncia diddtica, ndo apresentou

dificuldades para os alunos, sendo apresentada com correcao por 91,3% dos alunos. A compre-
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ensdo desta é de suma importancia para a deducao solicitada na questdo seguinte. Esta requeria
que o aluno utilizasse corretamente os teoremas (T5) e (T4) da sequéncia didatica. Dessa forma
era necessdario que o aluno tragasse uma estratégia de demonstracao, demonstracao esta ji ex-
plorada na aula 6, na semana anterior.

Os resultados dessa questao foram considerados satisfatorios e estdo elencados no Quadro
[5.3]abaixo.

Quadro 5.3 — Questao 6 - Habilidades em demonstra¢des dedutivas.

Pericia/habilidade Alunos pesquisados.
Descricdo da justificativa de todos os passos. 87,0%
Utilizagdo correta do teorema (T5s). 95,7%
Utilizacdo correta do teorema (T4). 82,6%
Demonstracdo considerada correta e bem re- 69,6%.
digida.

Demonstracdo considerada correta, com re- 8,7%.

dacao regular.

Demonstracdo considerada insuficiente. 21,7%.

Fonte: O autor (2021).

Observando particularmente a tltima linha deste quadro percebemos que 78,3% dos alunos
que participaram das aulas elaboraram uma demonstracdo considerada suficiente. A observa-
¢ao dos demais resultados apresentados no mesmo quadro nos indica que dentre os 21,7% res-
tantes, boa parcela de alunos apresentavam algum dominio sobre o método dedutivo. Cite-se
o alto percentual que justificaram todos os passos da demonstracao e a utilizagdo correta dos

teoremas (T4) e (Ts) por percentuais ndao menos consideraveis.

5.2 Analises a posteriori.

No decorrer do capitulo anterior e na primeira se¢do do capitulo atual, descrevemos a apli-
cacado da sequéncia diddtica proposta e a andlise das observacoes diretas ocorridas durante as
aulas e dos questiondrios avaliativoﬂ As andlises a posteriori, que se iniciaram durante a aplica-
¢do das aulas e que levaram, inclusive, a ajustes na sequéncia diddtica, serdo agora reavaliadas
observando o conjunto das aulas.

Nesse sentido, destacamos, primeiramente, as seguintes andlises decorridas de observacao

direta durante a aplica¢do das aulas:

(@) Houve assimilacdo da notacdo apresentada na sequéncia didatica.

1 Trata-se de dois questiondrios: questionario 1, aplicado no decorrer do processo, e questionario final, aplicado
apo6s a exploragdo do contetido da sequéncia didética.
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(b)

(©

(d)

(e)

(f)

Os objetos geométricos definidos na sequéncia didatica foram bem compreendidos no

contexto do modelo de esfera apresentado em materiais concretos.

A aceitacao de conclusdes intuitivas por observacao visual foi cedendo espaco a investiga-

¢do através do método dedutivo.

Os alunos adquiriram progressivamente habilidades bdsicas de leitura e redagdo de argu-

mentos dedutivos.

No decorrer da exploracao de propriedades cldssicas dos triangulos euclidianos que nao
valem para tridngulos esféricos, notou-se crescente maturidade critica em relacao aos am-

bientes de validade das propriedades geométricas internalizadas em estudos pregressos.

No decorrer da investigacao de propriedades de triangulos esféricos nao gozadas por tri-
angulos euclidianos, notou-se crescente compreensao da restricao das propriedades ma-
tematicas ao ambiente da demonstracao, especificamente, aos axiomas que caracterizam

esse ambiente.

De posse destas conclusdes decorridas do acompanhamento das expressoes, perguntas, res-

postas e observagoes feitas pelos alunos durante o processo de estudo, procederemos, a seguir,

a listagem das anélises derivadas do questiondrio final:

(@)

(ii)

Dos resultados derivados da questdo 2, inferimos que houve compreensdo da importancia

do método dedutivo no processo de validacao de resultados obtidos intuitivamente.

Das respostas dadas a questao 3, concluimos que houve assimilacdo e compreensao da
notacao e da representacao pictdrica dos objetos geométricos apresentados na sequéncia
didética.

Deriva das respostas dadas nas questoes 4 e 5 que houve boa interpretacdao e compreensao

de resultados e defini¢cdes propostas na sequéncia didatica.

Das resolucoes apresentadas na questdo 6, concluimos que foram obtidas habilidades
bésicas de argumentac¢do dedutiva pela maioria dos alunos participantes, sem deixar de

observar, no entanto, as dificuldades apresentadas por parcela dos pesquisados.

5.3 Validacio da sequéncia didatica.

Com base nas conclusdes delineadas nas andlises a posteriori da secao anterior, retorna-

mos agora [as hipoteses| elencadas nas andlises a priori a fim de verificar se houve sucesso nos

objetivos previstos.
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As andlises a posteriori apresentadas em (c) e (i) indicam que os alunos perceberam a im-
portancia e confiabilidade da argumentacao dedutiva na descoberta ou prova de propriedades,
0 que nos permite validar a hip6tese (H1).

Dos itens (c), (d) e (iv), derivamos a validacdo da hipétese (H2). A validacao dessa hip6-
tese estd pensada em contexto estrito de provas matematicas, comparando a argumentacao de-
dutiva com argumentacoes de cunho intuitivo, com comparacdes visuais ou argumentos sem
justificacdao em hipoéteses validas.

O desenvolvimento de habilidades basicas de raciocinio e argumentacao dedutiva, hip6tese
(H3), foi atingida pelos itens (d) e (iv). Saliente-se ainda que o Quadro que apresenta os
resultados estatisticos da pergunta 6 do questiondrio final, donde deriva (iv), mostra que 21,7%
dos alunos participantes da experiéncia didatica ndo apresentaram uma demonstra¢ao dedu-
tiva considerada suficiente para a questdao apresentada. No entanto, consideramos o fato de
que, dentre esse percentual, a maioria utilizou corretamente passos coerentes de argumenta-
¢do dedutiva, caso do uso correto do teorema (T5). Também, na observacao direta constatou-se
que todos estavam se empenhando na descricao das justificativas com base nos axiomas, defi-
nicoes e teoremas, de cada passo nas investigacdes propostas, o que configura por si o alcance
da projecao prevista na hip6tese (H3).

Dos itens (b), (e) e (f), concluimos ter atingido o previsto pela hipétese (H4). Os objetos
geométricos tratados axiomaticamente no contexto do termo primitivo "esfera" e com o apelo
visual as representacdes dos modelos de "esfera" em material concreto, esferas de isopor e ba-
16es bubble, permitiram aos alunos reconhecer os objetos geométricos do ambiente esférico,
distinguindo-o do ambiente euclidiano plano.

A validacao da hipétese (H5) segue dos itens (e) e (f), que provém da observacao das falas
e expressoes dos alunos perante as comparacgdes de propriedades de tridngulos euclidianos e
esféricos apresentadas na sequéncia didatica. E, finalmente, consideramos validada a hip6tese
(H6), a qual segue da validacao das duas hipoteses precedentes.

Importante, também, analisar qualitativamente a evolu¢do em argumentacao dedutiva per-
cebida no decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica. Nesse sentido, no Apéndice C, apre-
sentamos e comentamos algumas argumentacgdes apresentadas pelos alunos participantes da
pesquisa. Neste, percebem-se as dificuldades iniciais em organizar e descrever um argumento
dedutivo. Estas dificuldades, no entanto, foram, aos poucos, sendo superadas para dar lugar a
argumentacoes bem organizadas e com todos os passos devidamente justificados. Percebeu-se
que as dez aulas dedicadas a exploragao dessa competéncia foram suficientes para desenvolver
as principais habilidades requeridas em argumenta¢cdao matematica.

Validadas, portanto, as hip6teses apresentadas na "Fase das Andlises a Priori, bem como,
orientados pelos resultados apreciados na andlise qualitativa, consideramos, de acordo com a

Engenharia Didética, vdlida a sequéncia didatica apresentada. Isto nao significa, no entanto, a
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minimizacdo de outros enfoques da Geometria Esférica, como pode, por exemplo, ser obser-
vado nos trabalhos de Prestes (2006) e de Souza (2019), os quais propdem estudos de Geometria
Esférica para o ensino bdsico, respectivamente, através da exploracao visual de propriedades e

da apresentacdo da esfera como um objeto da Geometria Euclidiana Espacial.
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Consideracoes Finais

A experiéncia de 26 anos de docéncia em Matemadtica no Ensino Bésico tem brindado a mim
com realizacdes e percalcos. A dosagem tedrica adequada para cada momento dessa fase esco-
lar, o melhor enfoque aos exercicios de fixacao e as aplicagdes sdo parte do cotidiano docente
da disciplina e tem acompanhado-me em meus planejamentos didrios. A percepc¢do das difi-
culdades apresentadas pelos alunos em argumentagdo matemadtica ou mesmo de leitura e in-
terpretacdo de textos com esse perfil tem pautado conversas com colegas de profissdo. Estes,
por vezes, optam apenas pela utilizacdo da teoria em aplicacoes, levando a mera memorizagao
das formulas, induzidos pelas listas de exercicios sugeridas nos livros didaticos, que evitam essa
discussdo nos exercicios, conforme sugere a obra avaliada em nossa pesquisa.

A competéncia em leitura de textos dessa natureza bem como o desenvolvimento de ha-
bilidades de argumentacao dedutiva é preconizada pela BNCC (2018, p.540), que reserva uma
dentre as cinco competéncias esperadas para o Ensino Médio para esse fim. Desta forma, é
nossa responsabilidade, como professores da disciplina, garantir que os alunos tenham acesso
aos conteudos e materiais didaticos que lhes permitam desenvolver as habilidades requeridas
para essa competéncia.

A sequéncia didatica desta dissertacdo considera o desenvolvimento dessas habilidades
como um dos objetivos, além de propiciar a comparacao de conceitos da Geometria Esférica
com equivalentes da Geometria Euclidiana Plana, proporcionando a rediscussdo e aprofunda-
mento da compreensdo de resultados geométricos cristalizados. A validade desta sequéncia
didatica, demonstrada pela Engenharia Didética na Fase das Andlises a Posteriori e Validagdo da
Experiéncia, acrescentada ao Momento 4, uma aula de discussdo dos resultados da avaliacao,
e ao Momento 7, uma aula com materiais concretos, indica ser um material didatico que pode
contribuir para a melhoria da qualidade do ensino da Matemaética no ciclo bésico. Esse status,
no entanto, s6 pode ser alcancado quando, e se, aplicada por pares nos diferentes contextos
educacionais, podendo ser inclusive aperfeicoada sob o olhar desses professores.

Dessa forma, consideramos ter levantado uma discussao relevante quanto ao papel do en-
sino de Geometria no ciclo bésico que, esperamos, possa contribuir inclusive para outras dis-
cussdes com esse fim e levar outros professores a refletir sobre o papel da Matematica no de-

senvolvimento de habilidades de pensamento dos educandos.
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Apéndice A. Menor distancia entre dois pontos na esfera

Neste Apéndice, com base em Jennings (1994, p.47), investigaremos a curva que contém o
caminho de menor distancia entre dois pontos sobre uma esfera  de raio r. Para isso, obser-
vamos que um ponto P de uma esfera de raio r e centro na origem € escrito em coordenadas
esféricas, convencao norte americana, por P(r,0,¢) em que 0 € [0,27) e ¢ € [0,7], conforme
sugere a Figura[l] Em coordenadas retangulares, o ponto P(x, y,z) é dado por x = r cosfsen¢,
y=rsenfseng e z=r cosdo.

Figura 1 — Ponto P(r,0,¢) em coordenadas esféricas.

Fonte: O autor (2021).

Uma curva sobre a esfera ~ é o conjunto de pontos P de X tais que P = f(f), em que f :
[a, b] — Z é uma aplicacdo continua. Se ela for derivavel e sua derivada for continua diremos
que a curva é de classe C'.

Teorema 1. O menor caminho entre dois pontos na esfera é um arco de circunferéncia mdxima.

Figura 2 — Menor caminho sobre a esfera.

Fonte: O autor (2021).
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Demonstragdo. Sejam A e B dois pontos sobre uma esfera Z de centro O e raio r. Estabeleca um
sistema ortogonal XY Z de eixos com origem em O, com A na parte positiva do eixo Z e com
o plano (X0Z) coincidindo com o plano AOB, conforme sugerido na figura acima. Temos que
¢(b) é a medida do arco de circunferéncia maxima de extremos Ae B e se f: [a,b] — Z é uma
curva parametrizada em X tal que f(a) = A e f(b) = B, escrevendo f(t) = (x(8), y(1),z(1)) em

coordenadas retangulares, temos que o seu comprimento m(f) é

b 2
m(f):f \/[x’(t)]2+[y’(t)] +[2/(D)]%dt. 1)
a

Observe que

x(8) =r cos[O(1)] sen [¢p(1)];
x(8) = rsen[6(9)] sen[p(1)]; 2)
z(t) =r cos[p(D)].

Cuja derivada é

x'(1) = —rsen[0(1)] ' (1) sen[p(1)] + r cos [0(2)] cos [p(1)] ¢’ (1);
y'(t) =r cos[0(0] 6'(1)sen [p(1)] + rsen[0(1)] cos [p(1)] ¢’ (1); 3)
Z'(1) =—rsen[p(0)] ¢'(1).

Substituindo (3) em (1) e simplificando os resultados através da relacdo fundamental da tri-

gonometria obtém-se

b
m(f) = rf \/[(/)’(t)]2+ [0'(1)]?sen? [p(1)]dt. (4)

b
Segue, portanto, que m(f) = rf ¢ (Ddt=r|pb) —Pp(a)| =r|pb) — 0| = r p(b). Em que a desi-
a
gualdade estrita ocorre, a menos que, 0'(t) =0 ou sench(t) =0, para todo ¢. Ou seja, a igual-
dade ocorre se, e apenas se, f € um arco de circunferéncia maxima de extremos A e B, o qual é

unico se os pontos A e B ndo sdo antipodas. O
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Apéndice B. O conjunto R/27n

Neste Apéndiceﬂ construiremos um subconjunto das partes de R, denominado R/27 e nele
definiremos uma operacado de adicao. Demonstraremos as propriedades que foram tteis no
tratamento axiomadtico dado a Geometria Esférica no Capitulo 2, clareando eventuais duvidas
tedricas daquele capitulo.

Cada elemento desse conjunto é um conjunto de nimeros reais da forma x+2km, onde k € Z
e x é um real qualquer fixado. Observe-se, por exemplo, que {..., —6m, —4mr, —2n, 0, 27, 47, 671, ...}
¢ um elemento de R/27, o qual seré representado por 0 ou por qualquer ntimero real desse
conjunto com um traco acima dele. Da mesma forma, temos 7 = {..., =57, -3n, —m, w, 37, 57, ...}
e % = {, —721—0”, —321—6’, Z—’O’, 429—(;7, } ou qualquer outro elemento de R/2x é dessa forma.

Geometricamente, podemos imaginar esse conjunto sobre uma circunferéncia méaxima de
uma esferfﬂ de forma que cada ponto corresponda a exatamente um elemento de R/2x. Intui-
tivamente, "enrolamos" uma reta numerada em R sobre uma circunferéncia méxima da esfera
de forma que cada representante de X, para todo x € (-, ], coincida no mesmo ponto. Ob-
serve, 1 e —7 SA0 representantes de 7 e por isso a reta serd enrolada de forma que esses elemen-

tos coincidam num mesmo ponto, conforme sugerido pelas duas figuras a seguir.

Figura 1 - "Enrolando" a reta real na circunferéncia maxima.

o

g e,
- -
- Lt

-7 _ln _3m 0 9n 17z n
20 20 20 20
. G H A B B F

Fonte: O autor (2021).

2 0 desenvolvimento deste apéndice serd baseado em Whittlesey (2020, p.46-47), Monteiro (1969, p.15-21, p.43-
44, p.145-148) e Hefez (2016} p.165-192). Em particular, as Proposi¢des[2]e[6]sdo muito semelhantes as desen-
volvidas por Monteiro (1969) no desenvolvimento da teoria geral das relacdes de equivaléncia.

3 Obviamente pode ser numa circunferéncia qualquer, mas devido aos nossos objetivos trabalharemos com cir-
cunferéncias maximas de uma esfera particular.
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Figura 2 - R/2n e a circunferéncia méxima.

Fonte: O autor (2021).

Dessa forma, a cada ponto da circunferéncia maxima que passa por A e B estd associado
um Unico X € R/2x, resultado que serd provado rigorosamente no final deste Apéndice. Além
do mais, serd mostrado também que a adicao em R/27 é feita com qualquer um dos represen-
tantes reais do "pacote". Uma operacao, por exemplo, ttil no capitulo que tratamos do estudo
axiomatico da Geometria Esférica, é a adicao da coordenada de um ponto de uma circunferén-
cia méxima com o inverso aditivo da coordenada de outro ponto. No caso especifico do sistema
de coordenadas adotado na Figura[2} aplicando a referida operagao aos pontos G e B de respec-
iz _ { , 91n 5lm llr 297 } 9 _ { , 71n 3l 97 497 897 }

tivas coordenadas T ~50 " 20 20 20’ 20 — =20 20’20 20 20’

teremos como resultado um representante que estd no mesmo "pacote" de 7 e pontos com essa

propriedade foram definidos como antipodas.

De fato, um sistema de coordenadas com qualquer intervalo semiaberto de comprimento
27, na sequéncia didéatica usamos o intervalo [0,27), d4 conta dessa teoria. A vantagem em
usar o conjunto IR/2m estd em podermos definir neste uma operacgdo de adi¢do que herda as
propriedades bésicas da adicao em R, facilitando a manipulac¢ao algébrica das coordenadas.

Feitas essas consideracdes, apresentamos a seguir a teoria formal desse conjunto e das ope-

racoes a que seus elementos estarao submetidos.

Definicao 1. Sejax € R, fixado a € R, caso existak € 7. tal que x—a = k(2n), diremos que x é con-

gruente a a modulo 27 e escrevemos x = a (mod 2m). Do contrdrio, escrevemos x # a (mod 27).

Proposicao 2. (Propriedades da congruéncia médulo 27) A congruéncia médulo 2m sobre R é

uma relagdo de equivaléncia, ou seja, goza das seguintes propriedades:

Reflexiva: Para todo xe€ R, x = x (mod 2n).
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Simétrica: Se x e y sdo dois elementos quaisquer de R e x = y (mod 2n), entdo y = x (mod 2m).

Transitiva: Se x, y e z sdo elementos quaisquer de R, com x = y (mod 2n) e y = z (mod 2n),
entdo x = z (mod 2m).

Demonstragdo. Observando que qualquer que seja x € R, temos que x — x = 0 (27), segue que
x = x (mod 2m), que prova a propriedade reflexiva.

Para provar a propriedade simétrica, observe que se x e y sdo dois elementos quaisquer de
R e x =y (mod 2m), entdo x — y = k(2m) para algum k € Z. Como esta equagdo é equivalente a
y—x=(-k)(2n) e (—k) € Z, segue que y = x (mod 2mn).

Finalmente, para provar a propriedade transitiva, sejam x, y e z elementos quaisquer de IR,

com x =y (mod 2n) e y = z (mod 2m), entdo para algum ki, ky € Z.:
x—y=k(n), (1)

y—z=ko(2m). 2)
Somando as equagoes e obtemos x — z = (kj + k»)(27) e como (k; + k) € Z, segue que

x =z (mod 2m). O

Definicao 3. Seja a um real qualquer. Definimos o conjunto a = {x € R; x = a (mod 2n)} e

denominaremos esse conjunto de classe de equivaléncia médulo 2m sobre R.

Proposicdo 4. Qualquer que seja b € R, a classe de equivaléncia b é formada pelos reais x =
b+ k(2r), para todo k € 7.. Em particular, b# @, combe b.

Demonstrag¢do. Tome o real x = b+ k(2n) para algum k € Z e observe que x— b = k(2m), ou seja,
pela Deﬁni(;éio x=b (mod 2r). Usando a Deﬁni(;ﬁo segue que x € b.

De outra forma, se x for um real tal que x # b+ k(27), para todo k € Z, teremos x— b # k(27)
e, consequentemente, x ¢ b. E, finalmente, observe que tomando k = 0 em x = b+ k(27) teremos

x = b, 0 que mostra que b € b e, inclusive, garante que b # @. O

Definicao 5. O conjunto de todas as classes de equivaléncia médulo 2r sobre R serd indicado por

R/27m e diremos que R/2m é o conjunto quociente de R pela relacdo de equivaléncia médulo 2.
Proposicdo 6. Quaisquer que sejam a,b € R, as seguintes condicoes sdo equivalentes:

(1) a=b (mod2n);

(i) acb;

(iii) bea;

(iv) a=>b.
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Demonstragao.

(i) implica (ii) pela Definicao[3}

Supondo (ii), segue da Definicao[3|que a = b (mod 2n) e, por simetria (Proposi¢ao[6), segue
que b = a (mod 2mr). Usando novamente a Defini¢do (3} temos que b € a e, portanto, (ii) implica
(iii).

Supondo (iii), b € a e portanto

b= a (mod 2n). 3)

Aplicando a propriedade simétrica na equagao (3), temos
a=b (mod 2mn). (4)

Seja y € a paraalgum y € R, entdo
y=a(mod 2r). (5)

Usando a propriedade transitiva da congruéncia médulo 27 nas equacoes (4) e (5), segue que

y = b (mod 27), ou seja, y € b e portanto
ach. (6)
Para provar que bca, suponha x € b, para algum x € R. Segue que
x=b (mod 2n). (7)

Das equacoes e (7), segue, por transitividade, que x = a (mod 2n) e, portanto, x € a, o que
prova que
bca. (8)

Observando, agora, as equacoes (6) e (), segue que @ = b e, assim, provamos que (iii) implica
(iv).

Para finalizar a demonstracdo da proposicao, observe que qualquer que seja a € R, pela
propriedade reflexiva, a = a (mod 2n), 0 que mostra que

aca. 9)

Tomando (iv) por hip6tese junto com a equacgao (9), temos que a € be portanto a = b (mod 2rn),

0 que mostra que (iv) implica (i). O

Proposicao 7. Sejam x' e x" dois reais quaisquer e tais que x',x" € A, para algum A € R/2m,

entdo x' = x" (mod 2rn) ex" = x' (mod 2n).

Demonstragdo. Das definigdes [5] e 3] segue que existe a € R tal que @ = A e, dessa forma, x’ =
a (mod 2m) e X" = a (mod 27). Usando a Proposicdo 2} segue, sem maiores dificuldades, que

x'=x" (mod 2m) e X" = x' (mod 2m). O
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Proposicdo 8. Seja x' € X, para algum x' € R e algum x € R/2n e seja ainda y = x' (mod 2n),

para algum real y. Entdo, y € X.

Demonstracao. De fato, basta observar que a hipétese x’ € X é equivalente, pela Definicao 3} a
x' = x (mod 2m). E, usando transitividade entre esta equacdo e a equag¢io y = x’ (mod 2n) dada

por hipétese, segue que y = x (mod 27), o que é equivalente, pela Proposicdo[} a y € x. O
Proposicao 9. Sex € R/2x, entdo existe um tinico x' € (-, 7] tal que x' é um representante de’x.

Demonstragdo. Provaremos inicialmente a existéncia de x’ € (-7, 7] que satisfaz x = x’ (mod 2n),
para todo x € R previamente fixado.
12 caso: x > 0. Neste caso observe que para algum inteiro k = 0, uma e apenas uma das

seguintes afirmacoes é verdadeira:

x€ (k-2m, k-2m+ 7]; (10)

xe(k-2n+m, (k+1)-21]. 1n

Caso ocorra (10), entdo x = k- 2w + y/, para algum y’ € (0, 7], ou seja, tomando x’ = y/, segue da
ultima equacao e da Definigao[I|que

x=x' (mod2n), x'€(-n,nl. (12)

Caso ocorra (I1), entdo x = k-2 + 7 + y”, para algum y” € (0, 7], ou seja, x = (k+1)-2m + y",
para algum y"" € (-, 0]. Segue que fazendo x’ = "’ na dltima equacdo e usando novamente a
Definic¢ao[l} temos

x=x'(mod2n), x'e(-m, . (13)

22 caso: x < 0. Neste caso observe que para algum inteiro k = 0, uma e apenas uma das
seguintes afirmacoes é verdadeira:

xe(—(k+1)-2m, -k-2n—mn]; (14)

xe(-k-2n—mn,—k-2m]. (15)

Observe que caso ocorra a relagao (I4), para algum y; € (0, 7],

x=—(k+1)-2m+y. (16)

No entanto, se a relacao ocorrer, entdo, para algum y, € (-, 0]

x=—-k-2m+y>. (17)
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Portanto, tomando x’' = y; na equacdo ou ainda x’ = y, na equagao segue, em qualquer
caso que

x=x' (mod2n), x'€(-n,nl. (18)

A existéncia, portanto, estd provada, para todo para todo x € R/27x, pelas equacoes (12),
e (18).
Para provar a unicidade, seja x € R e sejam x; e x, elementos do intervalo real (-, 7], tais
que:
X = x1 (mod 2m); 19)

X =x, (mod 2m). (20)

Das equacoes e e da Definicao(I]segue que existem inteiros k; e k; tais que:

x—x1 = k12n); 2D
X—xo = ko(2m). (22)
Subtraindo a equacao da equacio (21), temos

xo —x1 = (k1 — ko) 2m). (23)

Observe ainda que —7 < x; < e —7 < x» < 7 pela hip6tese feita sobre x; e x,. Segue, portanto,
que
=27 < Xp — X1 <27. (24)

Substituindo x; — x; na equagao por (k; — k») (2m), conforme a equacao (23), e dividindo por
27, obtemos
-l1<ki—-k<1 (25)

e, portanto, k; — k; = 0. Usando este resultado na equacao (23), segue que x; = x», 0 que prova a

unicidade. O

A ultima proposicao nos mostra que todo elemento de R/27 pode ser escrito por X, em
que x € (—-m,m]. O que nos permite dizer que f : (—m, 7] — R/27, definida por f(x) =X, é
uma bijecao. Usando esse resultado, provaremos a seguir que os pontos de uma circunferéncia
maxima podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com os elementos de R/27.

Mas antes queremos frisar que é fato conhecido da Geometria Euclidiana Plana que dada
uma circunferéncia A e fixado um ponto A e um sentido, digamos anti-horério, existe uma bi-
jecdo entre os pontos X de A e o intervalo real [0, 2). Ou seja, para cada X € A, o arco AX,
de sentido anti-hordrio a partir de A, possui uma medida x, tnica, em radianos com x € [0, 27).
Reciprocamente, para cada x € [0, 27) existe um tinico ponto X € A tal que o arco AX, de sentido
anti-horério a partir de A, possui a medida x.

Formalmente, o ultimo paragrafo pode ser reescrito da seguinte forma:
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Lema 10. Se A é uma circunferéncia, entdo existe uma bijecdo g : A — [0, 27).

Teorema 11. Se A é uma circunferéncia mdxima de uma esfera, entdo existe uma bijegdo h : A —
R/2m.

Demonstragdo. Observe que m : [0, 21) — (-, w] dada por m(x) = m — x é uma bijecdo. Seja
g: 1 — [0, 27) uma bijegdo e seja f : (—m, 7] — /27 definida por f(x) = x, que é uma bijecdo
conforme observagao feita apés a Proposi¢ao[9] Observando que o contradominio de g é igual
ao dominio de m, que o contradominio de m é igual ao dominio de f e que compostas de

bijecdes é uma bijecao, segue que h: A — R/2xm definida por h = fomo g, é uma bijecdo. [

Definicdo 12. Sejam x e’y elementos de R/2m, definimosx+y = x1 + y1, qualquer que seja x; € X

e qualquer que seja y, €Y.

Observe que quaisquer que sejam os reais x; e y;, pela combinac¢do das definicoes [3| e
x1+ )1 é elemento de R/27n. Mas precisamos ainda mostrar que a operacado de adi¢do € inde-

pendente da escolha particular de x; e y;. Isso sera feito na proposicao a seguir:

Proposicao 13. Sejam X ey dois elementos de R/2m, entdo x, + y, = X2 + Y2, quaisquer que sejam

X1, X2€X € Y1,)2€Y, .

Demonstragdo. Observe que se x1,x2 € X e yj, )2 € ¥, entdo, pela Deﬁni(;ﬁo temos:

X1 = x (mod 2m); (26)
Xy = x (mod 2m); 27
y1 =y (mod 2m); (28)
y2 =y (mod 2m). (29)

Pela Definicao [1}, existem inteiros ki, k», k3, k4, tais que as equacoes a sdo respectiva-

mente equivalentes a:

X1 —x=k12n); (30)
X2 — X = ko (27); €19)
y1—y=ks(2m); (32)
Yo =y = ka(27). (33)

Somando as equacoes e (32), obtemos
X1+y1— (x+ y) = (k1 + k3)(2m). (34)
Enquanto que, somando as equacoes e (33), tem-se

Xo+ Yo — (x+y) = (ko + kq) (27). (35)
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Finalmente, subtraindo a equagao da resulta
X1+ y1— (X2 +y2) = (k1 + k3 — k2 — ka) (2). (36)

Como k; + ks — ko — k4 € 7, segue da equacao que x;+ )1 = X2+ )2 (mod 2m). Por fim, usando

a Proposigﬁo@na ultima equacao, segue que x; +y; = X2+ )». O

A préxima proposicdo demonstrard que diversas propriedades da adicdo em R continuam

validas na adicdo em R/27.

Proposicdo 14. A operacdo de adicdo em R/2m é associativa, comutativa, 0 é o tinico elemento

neutro e todo elemento de R/2n possui um tinico elemento oposto.

Demonstragdo. Sejam a, b e T elementos quaisquer do conjunto R/2m, entdo:

Propriedade associativa: @+ (b+¢) =a+b+c=a+ (b+c)=(a+b) +c=a+b+¢= (@+b)+T,
em que a primeira, terceira e quarta igualdades decorrem da Definicao|12|e a segunda, decorre

da propriedade associativa dos nimeros reais.

Propriedade comutativa: @+ b = a+ b = b+ a = b+, em que a primeira e tltima igualdades
decorrem da Definicdo|12|e a segunda, decorre da propriedade comutativa dos nlimeros reais.

0 é o tinico elemento neutro para a adicdo: a+0 = a +0 = g, sendo que a primeira igualdade
deriva da Definicdo|12|e a segunda, do elemento neutro dos nimeros reais.

Para provar que 0 é o tinico elemento neutro, suponha a existéncia de um elemento d €
R/27 tal que @ + d = @, qualquer que seja a € R/2n. Entao, d=d+0=0, em que a primeira
igualdade deriva do fato de 0 ser elemento neutro em R/27 e a segunda, decorre da hipétese
feita sobre d.

Existéncia e unicidade do oposto: Para cada elemento de R/2x fixado: Fixe a € R/2m, entao

defina a' = {x € R; x = —a (mod 2n)}. Observe que —a = —a (mod 2m) pela Proposicao [2| e,

portanto, —a € a'. Segue, entdo, que a+a’ = a+(—a) = a+ (—a) = 0, em que a primeira igualdade
decorre da Definicdo [12| e a outra segue da propriedade do elemento oposto em R. E, para
provar a unicidade, suponha a existéncia de b’ € R/2x tal que @+ b' = 0. Entdo, b' = b’ +0 =
b +@+d)=@+b)+d =0+d =d. As igualdades derivam, ndo exatamente nessa ordem, da

Defini¢ao|(12} do elemento neutro e das propriedades associativa e comutativa em R/27. O

O argumento de prova do oposto, na ultima proposi¢do, nos permite fazer a seguinte defini-

cao:

Definicao 15. Qualquer que sejaa € R/2m, o oposto de a serd definido pelo conjunto dos x € R

tal que x = —a (mod 2m) e serd denotado por —a.

Proposicao 16. Qualquer que seja a€ R/2n, —a = (-a).
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Demonstragdo. Seja x € R e x € —a, entdo, pela Definicao|15, x = —a (mod 2mr). Segue, usando
a Proposicdo[6}, que
x€(—a). (37)

Reciprocamente, se x € (—a) entao, pela Proposiqéo@ x = —a (mod 2m). Usando, novamente, a
Definigdo|[15} segue que:

X€—a. (38)

Finalmente, das relacoes e (38), segue que —a = (—a). O

Os resultados a seguir mostram propriedades da adicdo em R /27 que ndo sdo satisfeitas em
R.

Proposicdo 17. Sex+x=0, entdo X=0 ou X =T1.

Demonstracéo. Observe que X = 0 ou X = 7 cumprem a condicdo X + X = 0. Para provar que
essa condicdo é cumprida apenas por 0 ou 7, seja ¥ um elemento de R/27x tal que 7+ = 0.
Seja 7 o repesentante de y no intervalo (-, n]. Entao ? + ? =0, ou seja W =0 e portanto
y'+y' =0 (mod 2n), sendo a ultima relacdo equivalente a y' + y' = 2kx ou ainda a y' = kx para
algum k € Z. Como y' € (-x, 7], temos que k=0 ou k=1, 0 que mostra que y' =0ou y' = .

Mas X = y' e portanto x = 0 ou X = 7. O

Esta proposicao significa que em R/27 hé dois elementos distintos cujo oposto aditivo € ele

mesmo, a saber 7 e 0. Enquanto em R, apenas o elemento 0 possui essa propriedade.
Corolério 18. x—y =7 se, esomentese, y—xX=T7

Demonstragdo. De fato, supondo x—y =7, entdo y—X = —7 € como —7 = 7, segue que y—X = 7.

A reciproca se prova com o mesmo argumento, trocando x por y e y por X. O
Proposicao 19. Sede R, entdon-6=-6—n
Demonstragdo. Para ver isto, basta observar que 7 —6 = -0 — n (mod 2n) paratodode R. O

Sendo essas as propriedades de IR/2m usadas nas demonstracdes do Capitulo 2, objetivo
deste Apéndice, encerramos a lista de propriedades desse conjunto convidando o leitor a de-

monstrar outras que achar pertinente.
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Apéndice C. Algumas resolucdes apresentadas pelos alu-

nos

Apresentaremos neste apéndice, a transcricao ipsis litteris de um conjunto de resolugdes fei-
tas pelos alunos participantes da aplicacdao da sequéncia didatica. A transcri¢do serd feita na cor
azul para facilitar a leitura, mantendo a grafia original. Nosso objetivo é propiciar uma andlise
qualitativa da evolucdo da compreensao dos conceitos apresentados na sequéncia didética e do
desenvolvimento de habilidades de argumentacao dedutiva. A menos que sejamos explicitos do
contrdrio, a disposi¢do dos alunos durante a aplicacdo da sequéncia didética foi de quatro gru-

pos por sala de, no maximo, trés integrantes.

1. Questao apresentada no Momento 3 da sequéncia didatica

A figura abaixo representa as retas esféricas distintas OAD e (ODB. Contidas na primeira

estdo representadas as semirretas opostas DA e DC. Contida na segunda, estd representada a
P

semirreta DB.

Monte uma estratégia que possibilite uma argu-
mentacdo dedutiva que demonstre que a soma
das medidas dos angulos < ADB e <CDB é m.

Serd nosso resultado (Ts).

1.1 Primeira tentativa

Argumentacdo (i): A soma da medidas dos angulos < ADB e <CDB é .

Argumentagao (ii): A, B, C estdo longe 7 de D.
Mas AB+BC = 1.
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A argumentacao (i) foi apresentada por um grupo e, a argumentacdo (ii) por outro grupo
da mesma turma (turma A). Estas duas "argumentacoes" mostram as dificuldades enfrentadas
pelos alunos nesse estagio da aplicacdo da sequéncia diddatica. Estas respostas, mesmo nao se
aproximando ainda da resposta esperada, foram elogiadas pelo professor, sendo, em seguida,
apontadas as adequacdes minimas necessarias a validade do argumento, quais sejam, justificar
cada passa nos axiomas, definicoes ou teoremas ja provados. Também percebemos ser neces-
sario adequar a técnica de argumentacdo e, entdo, propomos que os alunos enumerassem 0s

argumentos em uma coluna e justificassem cada argumento em outra coluna.

1.2 Segunda tentativa

Argumentacao:

(1) Marque os pontos E, E G a % do vértice.
(2) E e G sdao antipodas

(3) E, E G estdao na mesma reta.

(4) mEF+mFG=m<ADB+m<CDB
5) m<ADB+m<CDB=n

Justificativa de cada passo:

(1) Seguimos a definicao 8.

(2) E e G estdo na reta esférica O AD e estdo 5 longe do ponto D. Quer dizer que se D é 27”, E
sera 17” F serd 37” - por exemplo.

(3) Seguimos os axiomas 3 e 4.

(4) Seguimos a definicao 8.

(3) E porque a d®(E,G) = m.

A argumentacdo apresentada na segunda tentativa, por um grupo da turma (B), mostra
como essa técnica de enumeracao impulsionou os alunos a justificar cada passo da argumen-
tacao. Além disto, a discussdao com a turma das primeiras tentativas lhes trouxe as primeiras
noc¢des do formato da argumentacao, conforme discutido acima. Resolugdes como esta foram
muito elogiadas pelo professor, sem no entanto deixar de apontar os erros de grafia e a necessi-
dade de uma reacao sucinta e clara.

No intuito de prestigiar a resolucdo apresentada, nao foi pedido ao grupo para eliminar ne-

nhum item. Mas sugerimos corregoes e adequacdoes, dentre as quais destacaremos:

* Mudar a redacdo (1) para: "Marque nas semirretas DA, DB e DC, respectivamente, 0s
pontos E, F e G, distando % ponto D".
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e Utilizar expressoes como "pela definicao 8" ou "de acordo com a defini¢do 8"e "segue dos

axiomas 3 e4".
* Substituir na justificativa (2) a expressao "e estdo 7 longe do ponto D" por "e distam 7 do

ponto D".

2. Questdo apresentada no Momento 5 da sequéncia didatica

Prove o teorema (Tg): Dado um tridngulo esférico A° ABC ou a soma dos seus dngulos inter-
nos é maior que 7 ou o tridngulo A°A*BC é tal que a soma dos seus dngulos internos é maior
que 7. (Dica: Use a figura sugerida abaixo.)

Argumentacao:

MDa+e=n

2)by+by =7

@) (a+ec)+ b +b)=7

4) m<A+(ci+c)+ b1+ b))+ m<A%>2nm

(5) A soma dos angulos dos tridngulos A°ABC e A° A“BC é maior que 27.

(6) Ou a soma dos angulos internos do tridngulo

A°®A“BC é maior que 7 ou o triangulo A° A?BC é tal que a soma dos seus angulos internos

é maior que 7.

Justificativa dos passos:

(1) Tz

2) T,

(3) Juntando as contas (1) e (2).
(4) Por causa da (3)

(5) Por causa que na (4) somamos os angulos dos dois tridngulos.
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(6) Segue diretamente do passo (5).

Essa resposta foi apresentada por um grupo da turma A. Destacamos que o grupo utilizou
corretamente o Teorema T, para justificar a soma dos pares de angulos adjacentes suplementa-
res dos dois primeiros passos, bem como, no quarto passo, perceberam que a soma dos angulos
internos dos tridangulos A°ABC e A°A*BC é maior que 27. Além disto, justificaram correta-
mente cada passo com suas palavras, sendo, portanto, tal resolucdo considerada correta, ape-
nas recomendando um maior cuidado com a pontuacgao final.

E importante observar que dos oito grupos formados nas duas turmas, cinco grupos deram
uma resposta proxima a apresentada acima, enquanto trés grupos necessitaram de auxilio para

elaborar corretamente a demonstracao.

3. Questionario final - Questio 6

A evoluc¢do do pensamento e escrita da argumentacdo dedutiva estd muito bem represen-
tada pela resposta dada por um alun(ﬂ referente a esta questdo. Nesta, o aluno ensaiou uma
argumentacdo em que justificada cada passo no decorrer da argumentacgdo, se aproximando
das argumentacdes presentes na maioria das obras de Matematica.

Apresentamos a seguir a questdo 6, constante no questiondrio final, bem como a resposta

dada por um estudante participante da pesquisa.

Utilizando o método dedutivo, amplamente utilizado nas aulas das sequéncia dida-

tica, prove justificando os passos nas defini¢bes, axiomas ou teoremas do seu encarte, que:

Qualquer que seja o tridngulo esférico ABC é va- c
lida a seguinte propriedade:
21 > mAB + mAC + mBC

Argumentacao:
(1) Seja A®A’B'C’ o triangulo esférico polar do tridngulo esférico A°ABC.
(2) Usando T4 em (1), resulta: 1 < m<A'+ m<B'+ m<C’

(3) Mas, usando T5 em (2), temos: 7 < 7 — mBC + 71— mAC + 71— mAB

4 Resposta semelhante a esta foi percebida em outros nove alunos participantes da pesquisa, sendo ainda apre-

sentada uma boa redacdo por outros seis alunos.
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(4) Resolvendo a equacdo do item (3), chega-se ao resultado esperado.
Ou seja: 2 > mAB + mAC + mBC.

Rascunho:
n<m—mBC+m—mAC+n—-mAB
+mBC+mAC+mAB< +n+n+mn—7
mAB + mAC + mBC < 2n

27 > mAB + mAC + mBC.

Observamos que a ideia da demonstracao estd clara, de redacao concisa. Apresenta alguns
erros de pontuacao final e, o uso da palavra "equacdo" foi usado ao invés do termo correto

"inequacao". No entanto, tais incongruéncias ndo invalidam o argumento.
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Anexo A. Sequéncia Didatica

INTRODUCAO A GEOMETRIA
ESFERICA.

Mm<A+m<B+m<(C=?

Ensino Médio

Egino Valcanaia
Marcio de Jesus Soares
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Palavras Iniciais

A Matematica é uma construcao do intelecto humano e seus conhecimentos sdo desenvolvi-
dos com auxilio de observacoes préticas, conjecturas tedricas e, principalmente, pela aplicacdo
rigorosa do raciocinio dedutivo, o qual usa como balizas um pequeno conjunto de informacoes
tomadas como verdadeiras e constréi os demais conhecimentos através do encadeamento 16-
gico dessa lista de informacoes. A Geometria, como parte da Matematica, teve seu inicio com
medicoes de terras feitas pelos egipcios hd mais de 4.000 anos e seu desenvolvimento tedrico se
deu, inicialmente, pelos matemadticos gregos Tales de Mileto e Euclides de Alexandria.

Tales de Mileto é considerado o primeiro a dar um tratamento dedutivo a geometria pratica
dos egipcios em 600 a.C e Euclides é famoso pela obra Os Elementos em que compila, organiza
e dd um tratamento axiomadtico dedutivo ao conhecimento de Geometria do mundo grego de
300 a.C. E a metodologia axiomética dedutiva adotada por Euclides, com aprimoramentos, é a
base da Matemaética moderna.

No raciocinio dedutivo, a conclusao deriva necessariamente das premissas, ou seja, todo co-
nhecimento estd contido nas premissas e através do método de raciocinio dedutivo deduzem-se
informacoes que estavam ocultas nas premissas, por vezes, inimaginaveis. As férmulas mate-
maticas de Geometria Euclidiana Plana, conhecidas dos alunos, por exemplo, todas elas de-
rivam de um pequeno conjunto de informacdes bésicas, os chamados axiomas da Geometria
Euclidiana Plana.

A sequéncia didética organizada nessas vinte pédginas, revisitard conceitos importantes da
Geometria Euclidiana Plana, mas principalmente penetrard na Geometria Esférica, em que os
objetos geométricos, por vezes, se comportam de forma totalmente distinta dos da Geometria

Euclidiana Plana.

Blumenau, setembro de 2021.
Egino Valcanaia (mestrando)

Dr. Marcio de Jesus Soares (orientador)
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Resumo tedrico do 12 momento

e Trabalhamos a ideia de reta na superficie plana. Observamos que a menor distancia entre

dois pontos dessa superficie € um segmento de reta.

* Observamos linhas em superficies nao planas que mantém a propriedade da menor dis-

tancia entre dois pontos.
e Comparamos angulos planos por sobreposicdo de uma parte proxima ao vértice.

* Analisamos o 42 postulado de Euclides: "Todos os dngulos retos sdo iguais". E observa-
mos intuitivamente sua validade para o plano através da sobreposicao de angulos retos

construidos por alunos.

* Assistimos a uma breve exposicdo sobre o matemaético grego Euclides e sua obra Os Ele-
mentos. Discutiu-se o significado do termo "postulado” e foi apresentado o 12 postulado

(adaptado) de Euclides: "Por dois pontos passa uma e apenas uma reta".

Atividades de Investigacao e Compreensdo do 12 momento

1. Com base nas atividades praticas desenvolvidas, trace, em cada figura a seguir uma linha
(aproximada) de menor distancia entre os pontos G e H. Essa linha deve ficar completamente

contida na regido colorida (verde). Essa linha é tinica?

Figura 3
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Figura 4

Figura 5

Figura 6
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2. Definicao. Quando uma reta corta outra formando angulos adjacentes iguais, cada um dos

dois angulos é dito angulo retoﬂ

Com base nessa definicado, visualmente, percebemos que o par de angulos planos Z AOB e

/ BOC nio sao retos, enquanto que o par Z EOD e / EOF sao retos.

Justifique essa afirmacao, com base na definicao dada.

Resumo tedrico do 22 momento

Nessa aula apresentamos a teoria inicial de Geometria Esférica, isto é, os objetos geomé-
tricos nao serdo planos, estardo contidos na superficie esférica, que denominaremos simples-
mente de esfera.

Teremos trés objetos geométricos ndo definidos: esfera, ponto e reta esférica. Isto significa
que ndo tentaremos explicar rigorosamente o que é uma esfera, um ponto ou uma reta esférica,
mas teremos regras rigorosas chamadas de axiomas que ditam o seu comportamento e que
estas regras serdo seguidas ao pé da letra.

Os pontos serdo representados por letras latinas maitsculas.

Axioma 1. Uma esfera e uma reta esférica sao conjuntos de pontos. Existem, no minimo,

dois pontos distintos na esfera.

Axioma 2. Existe uma bijecao entre os pontos de uma reta esférica e o conjunto [0, 27).

5  Baseada em Os Elementos de Euclides,traducdo de Irineu Bicudo, p.97.
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Observacao. Salvo menc¢ao contréria, se um ponto foi denotado por uma letra maitscula, o
elemento pertencente a [0, 27), associado pela bijecao do axioma 2 a esse ponto, serd denotado

pela respectiva letra mintscula.

Definicao 1. A distancia esférica entre dois pontos genéricos A e B, denotada por d®(A, B),
é definida por d®(A,B)=min{|a—-b|, 2n—-|a-b|}.

Definicao 2. Dizemos que B estd entre A e C se:
i) A,B e C pertencem a mesma reta esférica.

ii) la—c|#m.

iii) B#AeB#C.

iv) d°(A,B)+d°®(B,C) =d°(A, Q).

Definicao 3. Dois pontos genéricos A e B sdo ditos antipodas se existe uma reta esférica que

passa por eles e se | a— b |= m. Usaremos a notagao X? para designar o antipoda de um ponto X.
Axioma 3. Todo ponto possui exatamente um antipoda.

Axioma 4. Por dois pontos distintos quaisquer da esfera sempre passa uma reta esférica. Se

os pontos nao forem antipodas, entao a reta esférica é tinica.

Definicdo 4. SeA e B sdo distintos e sdo tais que | a — b |# 7, entdo define-se o segmento de
reta esférica de extremos A e B como o conjunto formado pelos pontos A, B e os pontos entre

A e B. Este serd representado pela notacido AB e sua medida serd dada por d®(A, B).

Axioma 5. Duas retas esféricas distintas sempre possuem, no minimo, um ponto em co-

mum.

Axioma 6. Para toda reta esférica existe um ponto tal que a reta esférica é o conjunto de

pontos que distam 7 desse ponto.

Definicdao 5. O ponto a que se refere o axioma 6 serd denominado de polo da reta esférica

associada.

Observacao. A bijecdo garantida pelo axioma 2 para cada reta esférica esta presente, direta

ou indiretamente, nos axiomas 3, 4 e 6. Qualquer valor real que corresponde a um ponto por
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essa funcdo, também serd chamado de coordenada do ponto. Por outro lado, sempre que usar-
mos o termo coordenadas estaremos nos referindo a valores de uma bijecao que obedece aos

referidos axiomas.

Atividades de Investigacdao e Compreensdo do 22 momento

1. Nareta esférica esférica p, representada abaixo, os pontos A, B, C e D dessa reta estdo associa-
dos a numeros de [0, 27), segundo a bijecao f: p — [0,27), garantida pelo axioma 2, da seguinte
forma: f(A) =%, f(B)=3, f(CO)=2%e f(D)="Z.

a) A distancia esférica entre os pontos A e B.

C
RN - A -
/ . b) A distancia esférica entre os pontos Ae C.
.\ -.D
.\
A
B /a' c) A distancia esférica entre os pontos B e C.
———p

d) A distancia esférica entre os pontos A e D.

2. Referente a questao anterior, assinale a tinica alternativa que apresenta um par de pontos

antipodas:

a( )AeB b()AeC c()AeD d()BeC

3. Ainda em relagdo a questao 1, podemos afirmar que a medida do segmento de reta esférica

Pu—

AB é:

a() ¥ b()Z c( )3z d()
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4. A figura a seguir representa duas retas esféricas distintas, denominadas de r e t, com Ae B

distintos e pertencentes a ambas.

Explique porque as coordenadas de A e B em relacdo a reta r ndo podem ser, respectiva-
37.

e

Dicas: Calcule | a — b| e releia as reda¢des da definicdo 3 e do axioma 4.

mente, % e

5. Em relacao a figura da questdo anterior, suponha que a coordenada de A em relacdo areta r

seja Z, qual devera ser a coordenada de B em relacdo a essa reta para que cumpra o axioma 4?

6. Ainda em relacao a figura da questao 4, suponha que certo estudante da turma tenha atri-

buido, corretamente, as seguintes coordenadas:
* Emrelacdo a reta r, atribuiu a coordenada % ao ponto A e a coordenada 37” ao ponto B.
* Em relacdo areta ¢, atribuiu a coordenada 47” ao ponto A.

O professor chamou outro estudante para atribuir a coordenada ao ponto B em relacdo a reta ¢,
seguindo a regra imposta pelo axioma 3.

Qual coordenada esse estudante deve atribuir?
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Resumo tedrico do 32 momento

Definicdo 6. Dados trés pontos distintos A, A* e B. A unido dos segmentos de reta AB e BA3,

excluido o ponto A?, serd denominada de semirreta esférica de origem A e que passa pelo ponto
B.

Definicao 7. Denomina-se angulo esférico a unido de duas semirretas de mesma origem

nao contidas numa mesma reta esférica.

Observacao. A figura ao lado representa um an-
gulo de vértice B e semirretas E‘l e R’ como
lados. Esse angulo esférico serd denotado por
<ABC.

Axioma 7. Suponha que os angulos esféricos < A1B;C; e < A2B,C, sejam tais que A;B; =
Asz e BlCl = BgCg, entao <A1B1C1 = <A232C2 se, e somente se, A1C1 = A2C2.

—

Definicao 8. Dado um angulo esférico < ABC. Escolha os pontos D e E nas semirretas BA

e BC, respectivamente, tais que d°(B,D) = d°(B,E) = 7. Entdo a medida do angulo esférico

< ABC éigual a medida do segmento esférico DE.

Defini¢cdao 9. Um angulo esférico < ABC junto a B? é denominado de fuso esférico de vértices

B e B? ou ainda fuso esférico de angulo < ABC.

Notacao:
a) Semirreta de origem B que passa pelo ponto A: BA
b) Reta esférica que passa pelo pontos nao antipodas Ae B: OAB ou OBA

c¢) Angulo esférico formado pelas semirretas BA e BC: < ABC ou<B

d) Congruente: =
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Observacao. Dois segmentos serdo ditos congruentes se possuirem a mesma medida. Angulos

de mesma medida também serao ditos congruentes.

Atividades de Investigacdao e Compreensdo do 32 momento

1. A figura ao lado representa um fuso esférico de vér-
tices M e D, onde D = M?. Os pontos N e P perten-
cem a lados distintos do dngulo < NMP e sdo tais que
d®(M,P)=d°*(M,N) = 7.

(@) Qual é a medida do segmento DN? Explique.

(b) Qual é a medida do segmento DP ? Explique.

(c) Demonstre que o angulo < NDP tem mesma medida do angulo < NMP.

2. Na questdo anterior, demonstramos o seguinte teorema (T;): Os dois angulos de um fuso

esférico possuem a mesma medida.

3. A figura abaixo representa as retas esféricas distintas OAD e OQDB. Contidas na primeira

estdo representadas as semirretas opostas DA e DC. Contida na segunda, esté representada a

semirreta DB.

Monte uma estratégia que possibilite uma argu-
mentacao dedutiva que demonstre que a soma
das medidas dos angulos < ADB e <CDB é .

Sera nosso resultado (T5s).
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4° momento: Avaliacao

Nas aulas anteriores, revisitamos alguns conceitos importantes da Geometria Euclidiana
Plana e, partindo de propriedades basicas da superficie esférica, construimos as primeiras no-
coes dessa Geometria. Agora vamos fazer uma pausa para refletir acerca do que foi estudado.
Dessa forma, utilizaremos essa aula para tirar dividas, num primeiro momento, e avaliar a
sequéncia didatica em seguida.

Com os resultados da avaliacao, o professor poderé ajustar a metodologia, se necessério,
para as proximas aulas, rever conceitos, se a avaliagdo assim o demonstrar, e readequar a cons-
trucao de conceitos das aulas seguintes. Portanto, suas respostas serdo muito importantes para
que a sequéncia didatica proporcione aos alunos do 32 ano do Ensino Médio uma compreensao
critica dos conceitos geométricos e do raciocinio matematico aplicado.

Ao final da sequéncia didéatica, avaliaremos novamente a sequéncia didética para que pos-
samos fazer as ultimas adequacoes, contribuindo assim para a qualidade da sequéncia didatica

de Introducao a Geometria Esférica no Ensino Médio.

Resumo tedrico do 52 momento

Definicao 10: Sejam A, B e C trés pontos que ndo estao na mesma reta esférica. A uniao dos
trés segmentos de reta AB, AC e BC é denominado de triangulo esférico ABC, de vértices A, B
e C elados AB, AC e BC. Os angulos esféricos < ABC, < ACB e < BAC serdo denominados de

angulos internos do tridngulo e o tridangulo serd representado pela notagao A° ABC.

Atividades de Investigacao e Compreensdo do 52 momento

1. Sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo plano é 180° ou, o que é equiva-
lente, 7 radianos. Recorte os angulos de um triangulo A ABC congruente ao triangulo AA"B C”
da Figura[7|abaixo e, na Figural) junte os trés angulos em torno do ponto O formando um novo

angulo.
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0

Figura 7 - Tridangulo Plano Figura 8 — Soma dos Angulos.

2. Usando o fato de que angulos alternos internos formados por paralelas sdo congruentes,

prove que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo euclidiano plano é 180°.

3. Prove o teorema (T3): Dado um tridngulo esférico A° ABC ou a soma dos seus angulos inter-
nos é maior que 7 ou o tridangulo A°A?BC é tal que a soma dos seus angulos internos é maior

que 7. (Dica: Use a figura sugerida abaixo.)
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4. Classifique as alternativas a seguir como verdadeiras (V) ou falsas (F) em relacdo ao teorema

(T3) demonstrado na questao anterior:

a( ) T3 nos mostra que é falso que a soma dos angulos internos num tridngulo euclidiano

plano é 180°.

b( ) T3 nos mostra que é falso que a soma dos angulos internos num tridngulo euclidiano
plano é r radianos.

c( ) Tsnosensina que propriedades que sdo validas para a Geometria Euclidiana Plana nunca
valem para a Geometria Esférica.

d( ) T3 nosensina que propriedades que sdo vélidas para a Geometria Euclidiana Plana podem

nao valer para a Geometria Esférica.

5. Trés pontos A, N e C sdo vértices de um triangulo es-
férico com a propriedade de que os segmentos AN, NC,

AC sdo congruentes e medem 7. Quanto mede cada an-

gulo interno desse tridngulo e qual é a soma dos angulos

internos desse triangulo?

Resumo tedrico do 62 momento

Na aula anterior, relembramos que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo plano
é 180° (ou, o que é equivalente, 7 radianos) e vimos que os tridngulos esféricos ndo possuem
essa propriedade. Isso significa que sempre que usamos essa propriedade na resolucao de um
problema plano, o mesmo ndo pode ser feito para problemas equivalentes em ambiente esfé-

rico.

Teorema (T4): A soma das medidas dos angulos de um triangulo esférico é maior que 7 e

menor que 37.

Este resultado ndo serd demonstrado em nossas aulas, pois exigiria muito do nosso tempo,
mas é importante salientar que pode ser rigorosamente demonstrado utilizando as regras inici-

ais dadas (os axiomas). Ele nos ensina que se escolhermos dois tridngulos esféricos quaisquer,
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a soma dos angulos de cada triangulo, possivelmente ndo serd igual, mas com certeza estard no

intervalo (i, 37).

Definicdo 11. Seja A°ABC um tridngulo esférico. Definimos o tridngulo A°A’B’'C’, cha-

mado de tridngulo polar de A° ABC, como segueﬂ

» A’ é o polo dareta OBC que esta do mesmo lado de A em relagéo a reta OBC.
e B’ éopolodareta OAC que estd do mesmo lado de B em relacdo a reta O AC.

* C'éopolodareta OAB que estd do mesmo lado de C em relagao a reta O AB.

AFigura[9]a seguir apresenta a reta esférica O AB, um polo de O AB representado pelo ponto
C’, que no caso estd do mesmo lado de C em relagdo a reta dada. J4 a figura[10lmostra o triangulo
A°ABC e o seu polar A°A'B'C.

Figura 9 Figura 10

Teorema (Ts). Se A° ABC é um tridngulo esférico e A°A'B'C’ é o tridngulo polar de A°ABC,

entao:
m<A'=mx-mBC, (39)
m<B'=nx-mAC, (40)
m<C'=n—- mAB, 41)
mZ’T%’:n—m<C, (42)
mm:n—m<B, (43)
mB'C' = - m<A. (44)

6 A definicao de tridangulo polar deriva do Axioma 6.
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Observacao. Ts, a exemplo de T4 é um resultado muito importante cuja demonstracao foge
aos objetivos das nossas aulas. Esse teorema relaciona os angulos de um triangulo dado com
os lados do respectivo tridngulo polar e, da mesma forma, relaciona os lados do tridangulo dado

com os angulos do respectivo tridngulo polar.

Atividades de Investigacao e Compreensao do 62 momento

1. E possivel provar que a soma dos lados de qualquer triangulo esférico ndo atinge valores
muito altos, ao contrério dos triangulos planos.

Siga o roteiro abaixo para analisar essa questao:

Na figura ao lado estd representado em verme-
lho um triangulo esférico ABC de interior ama-
relo. Também estdo representadas as retas es-
féricas que contém os lados AB e AC. Observe
que estas retas se encontram em dois pontos, o
ponto A e o ponto A?.

a) Com base no Axioma 4 e nas definicoes 1 e 3,
qual é a distancia entre A e A*?

b) Com base em (a) segue que o lado AB (ou
mesmo o lado AC) é menor que:

()3 ()% ( )m

¢) Esse raciocinio sugere que a soma das medi-

das doslados :{TB\, "AC e BC é menor que....... No
entanto, provaremos na proxima questao que o Figura 11

valor limitante é ainda menor.

2. Acompanhe junto com o professor a demonstracao do Teorema (Tg): Qualquer que seja o

triangulo esférico ABC tem-se que mAB + mAC + mBC < 2.
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3. Sabemos que na Geometria Euclidiana Plana a soma das medidas de dois lados quaisquer de
um triangulo é maior do que a medida do terceiro lado. E a conhecida desigualdade triangular.

Convidamos o aluno a investigar essa questdo para os tridngulos esféricos. Sera esse resultado

ainda valido?
C
A
Aa
B
Figura 12 — Esboco do triangulo ABC, re-
presentado na Figura com
o respectivo tridngulo cofuso
A?BC.
Observacao:

4. Um triangulo esférico A°DEF possui as seguintes medidas: mDE = % e mEF = ?{—g.

Dentre as alternativas abaixo, assinale a tinica correta:
/_\_7'[ A_47T /_\_57I A_ST[
a( ) mDF = {; b( ) mDF = 35 c( )mDF =15 d( ) mDF = 35

5. Reescreva as seis relacoes do teorema Ts para os tridngulos A°EFG e A°E'F'G.

6. Reescreva as seis relacoes do teorema Ts para os tridngulos A°PQR e A°P'Q'R'.

7. Reescreva as seis relacoes do teorema Ts para os tridngulos A°APR e AA'P'R'.
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Resumo teérico do 72 momento.

Definicao 12. Dois tridngulos esféricos A°ABC e A°DEF sao ditos congruentes se as seis

condicoes seguintes forem satisfeitas:

» mAB=mDE e m<A=m<D 3

e mAC = mDF e m<B=m<E h i

e mBC = mEF e m<C=m<F A -
Figura 13

Dizemos que os lados e angulos correspondentes sao congruentes e escrevemos

A°ABC = A°DEF.

Atividades de Investigacdao e Compreensao do 72 momento

1. Para os triangulos planos quando as trés primeiras condi¢oes da Definicdo 12 sdo satisfeitas,
sabemos que serdo satisfeitas as ultimas trés. Esse é o denominado caso LLL de congruéncia
para triangulos planos. Serd que os triangulos esféricos gozam dessa propriedade?

Argumente dedutivamente para provar o teorema Tg: Se um par de triangulos esféricos
A°ABC e A°DEF sao tais que mAB = mDE, mAC = mDF e mBC = mEF, entdo A°ABC =
A°DEF.

(Dica: Faca um desenho ilustrativo e utilize o Axioma 7).
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2. Sabemos que na Geometria Euclidiana Plana, se dois tri-
angulos AABC e ADEF forem tais que os angulos Z A, /B
e / C forem, respectivamente, congruentes aos angulos Z D,
/ E e / F,NAO SIGNIFICA, necessariamente, que os tridngu-

los AABC e ADEF sejam congruentes.

Vamos investigar essa questdo para a Geometria Esférica? Ou seja, considere dois tridngu-
los esféricos quaisquer, digamos, A°ABC e A°EFQG, tais que os angulos <A, <B e <C sejam,
respectivamente, congruentes aos angulos <E, <F e <G.

C

Siga as dicas propostas e complete, nas figuras, as medida sugeridas:

Dica 1. Use T5 para relacionar os la-
dos do triangulo A°A’B’C’ com os an-
gulos do triangulo A°ABC. A

Gl

Dica 2. Use T5 para relacionar os la-
dos do triangulo A°E’'F'G' com os an-
gulos do tridngulo A°EFG.
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Gl
Dica 3. Observando seu resultado na dica 2, use as infor-
macoes do enunciado para relacionar os lados do trian-
gulo A°E'F'G’' com os dngulos do tridngulo A°ABC.

EI
FI
Dica 4. Use suas conclusdes acima C G
para anotar as medidas dos lados
dos tridngulos A°A'B'C' e A°E'F'G' A
em funcdo dos angulos do tridngulo
A°ABC. E,
Bl FI

Dica 5. Observando sua conclusdo na dica 4 e usando teorema Tg o que vocé conclui? Em par-
ticular, existe alguma relagao entre os angulos do tridngulo A°E'F'G’ e os angulos do tridngulo
A°A'B'C"?

Dica 6. Use suas conclusdes da dica 5 para preencher corretamente as medidas dos dngulos do

triangulo A°E'F'G’ em fungdo dos angulos do tridngulo A¢A'B'C’.

Em seguida, aplique o teorema T5 no triangulo da dica 6 e
complete as sentencas abaixo em funcao das medidas dos la-
dos do tridngulo A°ABC:

C) TG = e F'

Dica 7. Usando o teorema Tg nas conclusoes da dica 6, o que vocé pode afirmar em relacdo aos
tridngulos A°ABC e APEFG doenunciado? ...........coouiiiiiiniineinneineinenneennennnns
Logo, podemos enunciar o teorema Tg: Se dois tridngulos esféricos, A° ABC e A°EFG, sao tais
que os angulos m<A=m<E, m<B=m<F e m<C = m<g, entdo os tridngulos A°ABC e
WA S 2 € T
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82 momento: Avaliacao

Esta aula serd reservada para a avaliacao. A avaliacdo procurard aferir, através de um formu-
lario, valor quanto ao alcance dos objetivos almejados com a sequéncia didatica. Esse formu-
lério, de forma isolada, ndo tem condicdes de cumprir tal tarefa, mas em conjunto com as ob-
servacoes realizadas durante a aplicacao, com a afericao das anotacdes feitas pelos alunos, das
perguntas e observacgdes destes e das dificuldades enfrentadas para a compreensdo dos concei-
tos tratados, bem como das respostas dadas no formuldrio do momento 4, serd um instrumento
de grande valia para a melhoria e validacdo da sequéncia didatica apresentada.

Esse questiondrio ndo se aterd a memorizacao de resultados, mas ao desenvolvimento de
habilidades de interpretacdo, da compreensdao de que o método dedutivo produz resultados
confidveis, de que a intuicao tem importancia desde que seus resultados sejam colocados sob o
crivo do método dedutivo. Dessa forma, é permitido que o aluno pesquise no encarte durante

sua aplicacao.
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ALGUMAS OBSERVACOES

Nesse conjunto de aulas, tivemos oportunidade de olhar para alguns conceitos de Geome-
tria de forma critica e investigativa. Revisitamos conceitos da Geometria Euclidiana Plana e
construimos conceitos equivalentes de Geometria Esférica onde percebemos que em alguns
casos as propriedades se mantinham nas duas geometrias e, em outros, as propriedades dos
objetos geométricos eram totalmente distintas.

Vimos que, nas duas geometrias, as retas contém o caminho de menor distancia entre dois
pontos, mas, enquanto na Geometria Euclidiana Plana existem retas paralelas, sem pontos co-
muns, na Geometria Esférica, as retas se encontram em dois pontos antipodas.

Observe-se também que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180° para a Geo-
metria Euclidiana Plana, no entanto, na Geometria Esférica essa soma sempre assume um valor
maior que 180° e menor que 540° (relembrando que 180° equivale a 7 radianos e 540° é equiva-
lente a 37 radianos). Isto significa que o conhecimento de dois angulos de um triangulo esférico
ndo € suficiente para determinarmos o terceiro angulo, ao contrdrio da Geometria Euclidiana
Plana em que dado um A ABC, conhecendo-se m/Ae m/B, tem-seque m/C =n—m/A-m/B.

Um ponto a ser destacado é que dado um tridngulo esférico A® ABC, associado a ele sempre
existem dois tridngulos esféricos, A°A*BC e A°A'B'C’, nogao que ndo existe para triangulos
planos. O primeiro forma com A°ABC o fuso esférico de angulo <A, ou seja, os tridngulos
A°ABC e A°A*BC sdo cofusos e como tal gozam de propriedades elencadas pelos teoremas T}
e T2, bem como de relacoes entre seus lados, a saber: mAB+ mBA2 = 1 e mAC + mCA®2 = T,
derivadas das noc¢oes de pontos antipodas. J& o segundo tridngulo € dito o tridangulo polar do
A°ABC e suas relacoes estdo apresentadas no teorema Ts.

Vimos ainda que a desigualdade triangular (em qualquer triangulo a soma das medidas de
dois lados é sempre maior que a medida do outro lado) é vdlida nas duas geometrias. Por outro
lado, a congruéncia de tridngulos apresenta propriedades inesperadas: na Geometria Euclidi-
ana Plana, mantendo-se as medidas dos angulos podemos construir triangulos distintos, mas
na Geometria Esférica, fixando-se os dngulos obtém-se tridngulos congruentes.

Dessa forma, foi apresentado a vocé, caro estudante, um contetiido de Geometria que, espe-
ramos, além de enriquecer seus conhecimentos de Geometria Euclidiana Plana, tenha lhe pro-
porcionado um momento rico de investigacdo matematica através do método proprio dessa
ciéncia, o método dedutivo, e que as ilustracées e materiais concretos apresentados durante
as aulas tenham lhe proporcionado uma visualizacao esclarecedora dos objetos e proprieda-
des estudadas. Esperamos ter colaborado para um aprofundamento de seus conhecimentos
de Geometria, bem como ter estimulado seu espirito de investigacdo matemadtica. Destaque-
se ainda que a aplicabilidade da Geometria Euclidiana Plana é bem conhecida pelas diversas

situacoes-problema apresentadas durante sua trajetoria escolar e que a Geometria Esférica se
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presta a resolver problemas em superficies de curvatura esférica, por exemplo, a superficie do

nosso planeta.
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Anexo B. Encarte
LISTA DE AXIOMAS

Axioma 1: Uma esfera e uma reta esférica sdo conjuntos de pontos. Existem, no minimo, dois
pontos distintos na esfera.

Axioma 2: Existe uma bijecao entre os pontos de uma reta esférica e o conjunto [0, 27).
Axioma 3: Todo ponto possui exatamente um antipoda.

Axioma 4: Por dois pontos distintos quaisquer da esfera sempre passa uma reta esférica. Se os
pontos nao forem antipodas, entdo a reta esférica € unica.

Axioma 5: Duas retas esféricas distintas sempre possuem, no minimo, um ponto em comum.
Axioma 6: Para toda reta esférica existe um ponto tal que a reta esférica é o conjunto de pontos
que distam 7 desse ponto.

Axioma 7: Suponha que os angulos esféricos < A} B, C; e < A2 B,C> sejam tais que ZTB\I = 22—3\2
e E_C\l = I/SE, entdo <A;B;C; = <A;B,C; se, e somente se, Zl_C\l = m

NOTACAO
Xa Antipoda de um ponto genérico X.
OAB Reta esférica que passa pelo pontos ndo antipodas A e B.
AB Segmento de reta esférica de extremos A e B.
d®(A, B) Distancia esférica entre os pontos A e B.
mAB Medida do segmento de reta esférica de extremos A e B.
1;4 Semirreta esférica de origem B que passa pelo ponto A.
/B Angulo plano de vértice B.
/ ABC Angulo plano formado pelas semirretas ﬂ e B_C> .
< ABC Angulo esférico formado pelas semirretas EX e i?é .
<B Angulo esférico de vértice B.
m<ABC Medida do angulo esférico < ABC.
m<B Medida do angulo esférico de vértice B. .
m/ ABC Medida do angulo plano formado pelas semirretas BA e BC.
m/ B Medida do angulo plano de vértice B.
= Simbolo de congruente.
< Simbolo de menor que.
A°ABC Triangulo esférico de vértices A, B e C.
NABC Tridngulo plano de vértices A, Be C.

NCA'B'C Triangulo polar do tridngulo esférico A¢ ABC.
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LISTA DE DEFINICOES

Definicao 1. A distancia esférica entre dois pontos genéricos A e B,
denotada por d®(A, B), é definida por
d¢(A,B)=min{|la->bl|, 2n—-|a-b]|}.

Definicao 2. Dizemos que B estd entre A e C se:
i) A,B e C pertencem a mesma reta esférica;
i) la-cl#m;
iii) B#AeB#C;

iv) d°(A,B)+d°(B,C)=d°(A,CQC).

Definicao 3. Dois pontos genéricos A e B sao
ditos antipodas se existe uma reta esférica que

passaporelesese|a—b|=rm.
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Definicao 4. Se A e B sdo distintos e sdo tais que
| a— b |# 7, entdo define-se o segmento de reta
esférica de extremos A e B como o conjunto for-
mado pelos pontos A, B e os pontos entre A e B.
Este serd representado pela notacio AB e sua
medida serd dada por mAB = d°(A,B).

Definicdo 5. O ponto a que se refere o axioma 6 serd
denominado de polo da reta esférica associada. Ou
seja, se P é polo de uma reta esférica r supondo que
A,B,C,D, E,F,G sejam pontos de r, entdo a distancia de

P a qualquer um desses pontos, bem como dos demais

pontosde R, é 7.
reta esférica I

Definicdo 6. Dados trés pontos distintos A,
A% e B. A unido dos segmentos de reta AB
e BA3, excluido o ponto A?, serd denomi-
nada de semirreta esférica de origem A e que

passa pelo ponto B.

Definicdo 7. Denomina-se dngulo esférico a
unido de duas semirretas de mesma origem nao

contidas numa mesma reta esférica.
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Definicao 8. Dado um angulo esférico < ABC. Escolha os
pontos D e E nas semirretas El e I?C‘ , respectivamente,
tais que d®(B,D) = d°(B,E) = % Entao a medida do an-
gulo esférico < ABC é igual a medida do segmento esfé-

rico DE.

Definicao 9. Um angulo esférico < BAC junto a
A? é denominado de fuso esférico de vértices A

e A? ou ainda fuso esférico de angulo < BAC.

Uma representacao util da definicao 9 é dada pela figura abaixo:

C

Aa

Definicdo 10. Sejam A, B e C trés pontos que nao estdo na mesma
reta esférica. A unido dos trés segmentos de reta :{TE, AC e BC é
denominado de triangulo esférico ABC, de vértices A, B e C e lados
‘AB, AC e BC. Os angulos esféricos < ABC, < ACB e < BAC serio

denominados de angulos internos do triangulo e o triangulo serd

representado pela notacdo A°ABC.
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Definicdo 11. Seja A° ABC um tridngulo esférico. Definimos o tri-
angulo A°A'B'C’, chamado de triangulo polar de A°ABC, como
segue:

» A’ é o polo dareta OBC que estd do mesmo lado de A em relagéo a reta OBC.
e B’ éopolodareta OAC que estd do mesmo lado de B em relacdo a reta O AC.

e C' é o polo dareta OAB que estd do mesmo lado de C em relagao a reta O AB.

Defini¢do 12. Dois tridngulos esféricos A°ABC e A°DEF sao ditos congruentes se as seis

condic¢des seguintes forem satisfeitas:

e mAB=mDE e m<A=m<D 4 F
e mAC = mDF e m<B=m<E L

e mBC = mEF e m<C=m<F B
A

Dizemos que os lados e angulos correspondentes sao congruentes e escrevemos:

A°ABC = A°DEF
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LISTA DE TEOREMAS

(Ty). Os dois angulos de um fuso esférico pos-

suem a mesma medida.

(T2). Se dois angulos < ADB e < CDB forem ad-
jacentes e se DA e DC forem semirretas opos-
tas, entaio m<ADB+ m<CDB = .

(T3). Dado um triangulo esférico A°ABC ou a
soma dos seus angulos internos é maior que 7
ou o tridangulo A°A?BC é tal que a soma dos

seus angulos internos é maior que 7.

(T4). A soma das medidas dos angulos de um
triangulo esférico é maior que 7 e menor que
3.
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(T5). Se A®°ABC é um triangulo esférico e
A°A'B'C' é o triangulo polar de ABC, ent3o:

m<A' =m-mBC

m<B'=mx-mAC
m<C'=n-mAB
mA'B =5 -m<C
mA'C' =75 - m<B

mB'C'=n1-m<A

(Te). Qualquer que seja o triangulo esférico
ABC tem-se que mAB + mAC + mBC < 2.

(T7). Qualquer que seja o triangulo esférico

ABC tem-se que:
mBC < mAB + mAC

mAC < mAB +mBC

mAB < mAC + mBC

(Tg). Se um par de triangulos esféricos A°ABC
e A°DEF sio tais que mAB = mDE, mAC =
mDF e mBC = mEF, entdao A°ABC = A°DEF.

(Tg). Se dois triangulos esféricos, A°ABC e
A°DEF, sao tais que os angulos m<A=m<D,
m<B=m<Eem<C=m<F, entdo os trian-
gulos A°ABC e A°DEF sao congruentes.
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Anexo C. Questionario de avaliacdo 1 - Primeiras trés

aulas da sequéncia didatica

PESQUISA: INTRODUCAO A GEOMETRIA ESFERICA NO ENSINO MEDIO
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA - UFSC
PESQUISADOR RESPONSAVEL: Dr. MARCIO DE JESUS SOARES
PESQUISADOR ASSISTENTE: MESTRANDO EGINO VALCANAIA
QUESTIONARIO 1.

2° SEMESTRE DE 2021

1. Na regido verde, representada ao lado,
temos o ponto G e o ponto H. Quer-se tra-
car uma linha (aproximada) de menor dis-
tancia entre esses dois pontos e esta linha
deve ficar inteiramente contida na regiao

verde.

Assinale com (x) a alternativa abaixo que, na sua opinido, melhor representa a linha requisitada.

8 Hc()‘/\“
b()G/\H d()‘i_m_r'

2. Vocé escolheu uma alternativa na a( ) Escolhi uma alternativa ao acaso.
questdo anterior. Gostariamos de sa- b( ) Usei régua e procurei medir a linha de
ber qual foi o seu método de racioci- menor distincia.

nio que o levou a tomar essa decisao. c( ) Visualmente eu conclui que essa era a li-
Escolha a alternativa a seguir que me- nha de menor distincia.

Ihor explique o seu método. d( ) Nenhuma das anteriores. Explique.
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3. Como vocé classificaria seu método?

a( ) Foium raciocinio de deducgao (através da logica construi passo a passo, partindo de infor-
macoes mais simples e supostamente verdadeiras até chegar na conclusao).

b( ) Foium raciocinio de medicdo (com instrumentos de medida).

c( ) Foiumraciocinio de comparacao visual (olhando atentamente para as quatro linhas, con-
clui qual delas teria menor medida de comprimento).

d( ) Nenhuma das anteriores. Explique.

4. A figura ao lado representa a reta esférica OBF e estdo
destacados alguns pontos dessa reta. Usando a notacao
vista em aula (a é a coordenada de A, b é a coordenada
de B, ...) e sabendo que a = 137”, f= %, b= 27”, h = 37”,
d= 67” ee= 97”, assinale (V) para alternativas abaixo que
sao verdadeiras e ( F) para as falsas.
a( ) Areta OBF também pode ser denominada de reta O AB.
b( ) Asreta esféricas OBF e ()AB sao distintas.
c( ) d®(AB) =%
— .3

d( ) Amedida do segmento esférico AB € =*.

e( ) Ospontos A e D sdo antipodas.
f( ) Oponto F estd entre Ae B.

5. A figura ao lado apresenta as retas esféricas OBF e 2 “
*

7 T
RS ] it

OBG distintas. As coordenadas dos pontos destacados

nareta OBF ja foram descritas na questdo 4 e as coorde-

nadas escolhidas para os pontos destacados nareta OBG

[}
L]
(]
L}
L
1
[}
®
T
[y
L3
Y

séokzl%”,bzo,gzg,c:%ee:%’.
a) Determine |b—e|: .........
b) Be Esaoantipodas? ( ) Sim ( )Nao

¢) Quais sdo os pontos comuns das retas esféricas OBF € OBG? ...cccccecveevervennnenne

d) Finalmente, observando na figura os angulos esféricos < FBG e < KBH:
(i) Usando T, temos que m<KBH+ m<KBF=......... em<FBG+m<KBF-=.........

(ii) Dessaforma, da primeira equacao resulta m < KBH= ...............
(iii) E,dasegundaequacao resulta m<FBG=...............
(iv) Segueque m<KBHe m<FBGsao: ( )iguais, ( )diferentes, ( )nada se conclui.

(v) Complete, com suas palavras, a conclusdo dessa investigacdo: Angulos opostos pelo vér-

Muito obrigado pela sua co-

operacdo com a pesquisa.
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Anexo D. Questionario de avaliacao 2 - Avaliacio final da
sequéncia didatica

Para este questiondrio, na questao 1, foram dispostos dois cartazes a uma distancia média de
2 metros dos alunos, cuja miniatura representamos na Figura[l|a seguir. No cartaz 1, os segmen-
tos AB e XY mediam , respectivamente, de 12cm e 14cm, enquanto no cartaz 2 os segmentos

AB e XY eram congruentes, medindo 12cm.

Figura 1 - Miniatura dos cartazes 1 e 2.

CARTAZ 01 CARTAZ 02
A4 <B 4> <{B
P 7 o
N ‘> N 7~
X Y X Y

Nota: Com base em Wentworth e Smith (1888} p.15).
Fonte: O autor (2021).

PESQUISA: INTRODUCAO A GEOMETRIA ESFERICA NO ENSINO MEDIO
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA - UFSC
PESQUISADOR RESPONSAVEL: Dr. MARCIO DE JESUS SOARES
PESQUISADOR ASSISTENTE: MESTRANDO EGINO VALCANAIA
QUESTIONARIO 2.

2° SEMESTRE DE 2021

Este formuldrio de pesquisa fard um pequeno apanhado do que foi desenvolvido durante a
aplicacdo da sequéncia didatica. O aluno pesquisard no encarte os axiomas, definicoes e teore-
mas provados na aplicacdo, bem como a notacao utilizada. Importante ressaltar que o encarte
ndo traz a argumentacao dedutiva constante na sequéncia, servindo, portanto, apenas como
um instrumento auxiliar da memoéria e sendo muito 1til para justificar a argumentacao.

Serdo seis questdes apresentadas na ordem numérica, uma questao de cada vez. Antece-
dendo a entrega de cada questdo, o professor fard uma conversa preliminar acerca da mesma,
sem necessariamente dar pistas da pergunta, mas procurando incentivar os alunos participan-
tes a confiarem na sua interpretacdo e construirem, quando o for o caso, argumentos que justi-

fiquem suas respostas.

Questao 1. Utilizando apenas o sentido da visdo, procure identificar a alternativa correta refe-

rente aos cartazes expostos a frente:
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CARTAZ 01:

a( ) O segmento AB é maior que o seg-
mento XY.

b( ) O segmento AB é menor que o seg-
mento XY.

c( ) Osegmento AB é igual ao segmento
XY.

CARTAZ 02:

a( ) O segmento AB é maior que o seg-
mento XY.

b( ) O segmento AB é menor que o seg-
mento XY.

c( ) O segmento AB é igual ao segmento
XY.

Questao 2. Na questdo 1 ndo haviam dados matematicos que possibilitassem um raciocinio

dedutivo. Por isto vocé precisou usar sua intuicdo para decidir qual alternativa estaria correta.

Feita a questdo, nds verificamos diretamente qual seria a alternativa correta em cada caso e,

agora, que voceé ja sabe as medidas dos segmentos de cada cartaz, dé sua opinido referente a

confiabilidade da intuicdo para a matematica.

a( ) Aintuicdo é muito importante para a matemadtica, mas os resultados obtidos pela intuicao

nao sao 100% confiaveis.

b( ) Essa experiéncia nos ensina que nunca devemos confiar na intuicao.

c( ) Pela minha experiéncia como aluno, os resultados da intuicao sao sempre verdadeiros e

confiaveis.

d( ) Nos anos escolares, tenho percebido que muitos resultados vindos da intuicao eram ver-

dadeiros.

Questao 3. Na esfera a seguir estao representadas duas retas esféricas. Uma reta que passa pelos

pontos A e B e outra, distinta desta, que passa no ponto A mas ndo passa no ponto B. Sobre

uma das restas estd também representada a semirreta AB.
a) Marque o ponto C numa dessas duas retas sob as se-

guintes regras:

e O ponto C nao € antipoda de A.

e O ponto C ndo pertence a semirreta esférica AB.

—

b) Marque a semirreta AC.

¢) Agora responda:

—
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(SR S

i( ) Assemirretas AB e AC estdo contidas na mesma reta esférica?

( )sim ( )ndo

—s

ii( ) Assemirretas AB e AC sdo opostas?

()sim ( ) nao

Questao 4. Monte uma estratégia detalhada para ob-
ter a medida do angulo esférico < ABC, apresentado
a seguir. Essa estratégia deve estar de acordo com a
definicao 8.

Questdo 5. Ao lado o tridngulo D'E'F’ é o polar do

triangulo DEF, conforme a definicdo 11.

Utilize corretamente o teorema 5 para anotar sobre os lados do tridngulo D'E'F’ as medidas de

cada lado desse triangulo em funcdo dos angulos do tridngulo DEF.

Questao 6. Utilizando o método dedutivo, amplamente utilizado nas aulas das sequéncia didé-

tica, prove justificando os passos nas defini¢cdes, axiomas ou teoremas do seu encarte, que:

Qualquer que seja o triangulo esférico ABC é va- C
lida a seguinte propriedade:
27 > mAB + mAC + mBC

B
Muito obrigado pela sua co-

operacdo com a pesquisa.
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